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Capítulo 1

Introducción

En el año 2015, la Organización de las Naciones Unidas (ONU) lanzó un
conjunto de objetivos globales para erradicar la pobreza, proteger el planeta
y asegurar la prosperidad para todos como parte de una nueva agenda de
desarrollo sostenible[1]. El segundo de estos objetivos es: “Poner fin al ham-
bre, lograr la seguridad alimentaria y la mejora de la nutrición y promover la
agricultura sostenible”[2]. Una de las formas de atacar este problema es me-
diante el uso de invernaderos pues se trata de un ambientes controlados que
pueden suministrar condiciones ideales para cada tipo de cultivo y obtener
así una mayor producción por metro cuadrado y durante todo el año . Así, en
un invernadero el manejo de las variables climáticas (la temperatura, la hu-
medad, la iluminación, etcétera) es una de las más importantes tareas para
maximizar la calidad y cantidad de los cultivos [4]. Por otro lado, la dinámi-
ca de fluidos computacional (CFD por sus siglas en inglés) permite realizar
simulacros computacionales del comportamiento de los fluidos cuando se so-
meten a ciertas condiciones físicas. Esta área de estudio ha ido mejorando su
capacidad de predicción, en parte, gracias al aumento del poder computacio-
nal que sea ha dado en las últimas décadas. El presente trabajo tiene como
principal motivación utilizar CFD para analizar la distribución de dichas va-
riables climáticas en un invernadero, en particular la tempuratura y ventila-
ción y ,de hecho, en años recientes se han realizado trabajos académicos que
se valen de CFD para estudiar la climatización de invernaderos[4]-[9] (ver la
sección 1.2 para más información acerca de los antecedentes). Sin embargo,
se trata de un tema que aún sigue planteando nuevas interrogantes pues son
muchos los factores que entran en juego en este tipo de investigaciones y ca-
da invernadero tiene sus propias particularidades. Además la complejidad
del problema no se limita al planteamiento físico sino que también presenta
un importante reto computacional. Esta alta demanda computacional no es
exclusiva de los invernaderos y más bien es típica en la computación científi-
ca o modelación, por lo que con el desarrollo de una implementación propia,
reutilizable pero orientada al alto desempeño, se busca contribuir al conoci-
miento en estas áreas.
Como hemos dicho, el presente trabajo de tesis pretende aportar conocimien-
tos relevantes para la planeación y mantenimiento de invernaderos, lo que
impacta directamente en la viabilidad de los proyectos de invernaderos, ade-
más de contribuir con la democratización de software, es decir, con proveer
código que será de fácil acceso. La siguiente sección precisa los alcances del
trabajo.
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1.1. Objetivos y Metas

Con la intención de trabajar geometrías en su mayoría cartesianas se optó
por modelar la transferencia de calor en un modelo tipo edificio. En particu-
lar, el presente trabajo se inclinó por los invernaderos debido a dos motivos;
por un lado, existen ya textos académicos en este sentido que prueban el in-
terés en este tipo de simulaciones y, por el otro, el software desarrollado ten-
dría el potencial para aplicaciones de diseño y/o monitoreo. De esta manera,
el objetivo general es el de estudiar distintos escenarios de transferncia de
calor en un invernadero mediante simulaciones generadas por medio de
una implementación computacional basada en el método de volumen fini-
to (FVM por sus siglas en inglés) que sea propia y accesible. Este objetivo
general origina metas más puntuales, a continuación se enlistan las metas a
realizar en el presente trabajo de tesis.

Producir un software accesible. En la medida de lo posible, el código debe
estar orientado a facilitar la colaboración, modificación y utilización del
mismo.

Obtener una implementación versátil de FVM. Aunque inspirado en un
problema en particular, el software debe manejar problemas con distin-
tas situaciones físicas (1 dimensión, convección forzada, etcétera). Esto
también permite que el software sea reutilizabe.

Obtener simulaciones de invernaderos en distintas geometrías. Parte de la
planeación de los invernaderos consiste en la geometría de los mismos
por lo que es importante obtener resultados en distintas geometrías, en
particular la forma del techo o la posición de ventilaciones.

1.2. Antecedentes

En la redacción de cualquier texto académico es importante poder contex-
tualizar el estudio a realizar, es decir, tener claro qué trabajos se han hecho
anteriormente que aborden temas similares o relacionados. A continuación
presentamos, sin ningún orden específico, algunos de los trabajos revisados
mencionando brevemente los puntos más relevantes asociados a este estudio.

1.2.1. Modelación térmica de invernaderos

Analizar como impactan las distintas geometrías de un invernadero en
la temperatura del aire dentro del mismo es una idea que se analiza en [10].
En este artículo, se modela al invenadero con una simulación en dos dimen-
siones (2D); la justificación que se da a esta consideración es que los inver-
naderos considerados tienen entre 50m-150m de largo y un ancho de entre
10m-14m, de esta manera se puede asumir que los invernaderos solo tienen
variación en 2 dimensiones. Sin embargo, a pesar de ser en 2D, no se trata
de un modelo sencillo pues se considera un problema no-estacionario (que
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depende del tiempo) en el que además se incluyen una gran cantidad de fac-
tores físicos entre los cuales se encuentran: radiación solar, profundidad del
suelo, humedad del aire, condensación sobre las paredes, transpiración del
cultivo, etc. Se toman en cuenta, además, distintos escenarios en los que se
varia ligeramente la geometría del invernadero, como por ejemplo al aumen-
tar o disminuir un par de metros al ancho del invernadero. Por otro lado, la
discretización del espacio se hace usando 60, 000 celdas. Esto significa que
el dominio continuo se divide en 60, 000 secciones distintas. La realización
del análisis recién descrito lleva a los autores a concluir cuál es el mejor di-
seño, en términos geométricos, para la preservación de temperatura dentro
del invernadero aunque, por supuesto, un mayor respaldo experimental que
valide la conclusión es requerido.
Otro estudio en 2D que examina el compartamiento térmico de un invernade-
ro puede revisarse en [6]. En dicho estudio la simulación se realiza utilizando
el método de volumen finito con una malla estructurada de 20, 000 celdas. La
geometría del techo es tipo arco y las dimensiones son 8m de ancho por 20m
de largo y una altura máxima de 4.1m, el modelo solo considera el ancho y
alto del invernadero (2D). Además, el modelo conceptual considera la radia-
ción que incide en el invernadero a lo largo del día por lo que parte impor-
tante de la discusión se centra en la creación de una función que representara
la radiación incidente en el invernadero durante un lapso de 8h, de acuerdo
a la geolocalización del invernadero. Las simulaciones se realizan para dos
casos; uno suponiendo una temperatura constante al exterior del invernade-
ro y otro suponiendo una temperatura variable. Dentro de sus conclusiones
está la afirmación de que el mecanismo básico para la transferencia de calor,
en este caso, es la convección resultante del aire que entra al invernadero ex-
cepto en las esquinas donde la radiación influye en la temperatura.
Más recientemente, en [4] se realiza un estudio que ya ocupa un modelo de
tres dimensiones (3D) en el que se analizan los efectos que tienen las pantallas
de sombreado en el clima del invernadero. Estas pantallas de sombreado son un
tejido hecho con fibras de plástico con el objetivo de proteger el cultivo de
la radiación solar pero que inciden también en la ventilación del invernade-
ro; para observar este último efecto, se considera dentro del modelo que las
pantallas se comportan como un medio poroso con caracterísitcas estudiadas
previamente en un laboratorio. Como método númerico para dar solución a
las ecuaciones del modelo se usa el método de volúmen finito ocupando dis-
tintas mallas definidas con un número de volúmenes N que van desde los
2 × 105 hasta los 3 × 106. Adicionalmente la simulación es estacionaria, de
un invernadero vacío (sin tomar en cuenta los efectos del cultivo) y usan-
do un flujo turbulento. De la comparación entre el escenario con pantallas y
sin pantallas se observa claramente que la presencia de pantallas afecta sig-
nificativamente no sólo los patrones de flujo sino también la magnitud de
la velocidad. De lo anterior, los autores concluyen que aunque los resulta-
dos dependen la geometría del invernadero y la posición de las pantallas los
resultados remarcan que el efecto de dichas pantallas en las condiciones de
ventilación no debe ser ignorado para proveer resultados realistas.
Otro antecedente que vale mencionar es el estudio realizado en [7], pues las
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condiciones de frontera de este trabajo de tesis están basadas en dicho estu-
dio. En el artículo se modelan 3 distintos invernaderos con geometrías en 2D
usando dos métodos numéricos distinos: volumen finito (FVM) y elemento
finito (FEM). De acuerdo a lo mencionado en [7], FVM es versátil e intuitivo,
relativamente fácil de programar y como resultado es el método más comun-
mente usado, particularmente para estudiar la ventilación en invernaderos.
Sin embargo, en situaciones con geometría o condiciones de frontera com-
plicadas FEM es frecuentemente usado aunque existen pocos paquetes co-
merciales disponibles, debido a las dificultades en la implementación de esta
técnica. Uno de los objetivos principales de la investigación citada es contras-
tar las diferencias existentes entre ambas técnicas para este caso de uso (la
modelación de la ventilación en invernaderos) y en este sentido se concluye
que en la mayoría de los casos los métodos concuerdan mejor en las tem-
pertaturas que en las velocidades aunque cualitativamente los flujos fueron
similares. Es muy importante hacer notar que este artículo discute también
las diferencias computacionales entre FVM y FEM; al respecto se encuentra
que, en promedio, FEM requiere el doble de tiempo de cómputo por celda y
aproximadamente 10 veces más almacenamiento en memoria con respecto a
FVM.

Desde otra perspectiva, la simulación numérica de la distribución de tem-
peratura en invernaderos ventilados naturalmente, está relacionada a un tipo
de problema de mecánica de fluidos conocido como convección natural. De es-
ta manera, resulta valioso examinar también los antecedentes que existen en
la investigación de la convección natural.

1.2.2. Convección natural

La convección natural es un fenómeno de la mecánica de fluidos que se
caracteriza porque el campo de velocidad del fluido no es supuesto sino que
se calcula considerando el efecto de una temperatura que no es constante
en el espacio. Por ejemplo, en modelos donde el movimiento del fluido es
generado por una fuente externa como ventiladores o bombas la velocidad
se puede incluir como un supuesto pero en la convección natural esta debe
obtenerse de las ecuaciones como consecuencia de la temperatura. A conti-
nuación se discuten algunos de los antecedentes en la solución numérica de
la convección natural para distintos escenarios. Existen una gran cantidad de
artículos que tratan el problema de la convección natural en una cavidad,
en este trabajo resultan relevantes 4 textos que se tomaron como base para
la validación. Los primeros 3 consisten baśicamente en usar una aproxima-
ción numérica para resolver las ecuaciones adimensionales que describen la
convección natural en dos dimensiones. Estos se tratan de Natural convection
of air in a square cavity: A bench mark numerical solution [11], Effects of thermal
boundary conditions on natural convection flows within a square cavity [12] y Nu-
merical investigation of natural convection in a rectangular enclosure due to partial
heating and cooling at vertical walls [13]. En el primero se plantean las condi-
ciones de frontera más simples, en el segundo se plantea una condición de
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frontera que es función de la posición y en el tercero se usan paredes que son
calentadas o enfriadas parcialmente. Por último en Natural convection in a cu-
bic cavity: implicit numérical solution of two benchmark problems[14] se resuelven
condiciones de frontera sencillas pero para una cavidad en tres dimensiones.

1.3. Hipótesis

El planteamiento desarrollado hasta el momento lleva implícito ciertas
afirmaciones o hipótesis que pudieran comprobarse o refutarse con los resul-
tados del trabajo. Estas hipótesis son:

La distribución de temperatura resultante de las ecuaciones es sucepti-
ble a la geometría del techo del invernadero.

La posición de las ventilaciones en un invernadero impacta de forma
cuantitativa el flujo de calor.

La aproximación de Boussinesq y en general la metodología propuesta
es suficiente para resolver los modelos planteados.

El lenguaje de programación Python tiene las herramientas necesarias
para realizar cómputo de alto rendimiento.

1.4. Organización de la Tesis

El texto está dividido en 5 secciones principales: Introducción, Marco Teó-
rico, Desarrollo de Software y primeras pruebas, Modelación de la transferencia de
calor en un invernadero y Conclusiones. En esta primera sección, Introducción,
se exponen las motivaciones y objetivos, así como otros estudios que se han
desarrollado en temas similares. En la sección, Marco Teórico, se puede revi-
sar la teoría en la que está basado el estudio; más específicamente, el modelo
conceptual (sección 2.1), matemático (sección 2.2) y numérico(sección 2.3).
La tercera sección se divide en dos partes, en la primera se discuten los pun-
tos claves de la forma en que está constituido el software (modelo compu-
tacional) y en la segunda se presentan los primeros ensayos en problemas de
convección natural. Estas dos partes corresponden a las secciones 3.2 y 3.3,
esta última constituye un puente entre el desarrollo y los resultados pues las
soluciones que se muestran representan resultados preliminares o que sir-
ven para validar los métodos desarrollados para la convección natural. Los
resultados más relevantes se exponen en la sección Modelación de la transfe-
rencia de calor en un invernadero, aquí se muestran los resultados de simulacio-
nes considerando 3 tipos de geometría de techo combinadas con 2 tipos de
ventilaciones. En Conclusiones, como es habitual, se recapitula la información
repasando algunos de los puntos clave del trabajo.
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Capítulo 2

Marco Teórico

El presente trabajo está basado en un modelo específico del comporta-
miento físico de los fluidos. En este capítulo se discute brevemente dicho
modelo, así como otros conceptos y suposiciones relevantes, con la finalidad
de establecer el contexto teórico de esta tesis. En particular, se presentan el
modelo conceptual, modelo matemático y modelo numérico que definen el
marco de trabajo.

2.1. Modelo Conceptual: Abstracción del inverna-
dero

Para representar la transferencia de calor en un invernadero, se debe rea-
lizar una conceptualización de la situación física real que se traduce en un
planteamiento formal, formal desde el punto de vista matemático. La forma
de realizar esta abstraccón o modelo conceptual no es un proceso obvio y
constituye un reto en sí mismo. Como una primera aproximación al proble-
ma se consideró vacíos (a excepción del aire) a los invernaderos simulados
en este estudio. Esta primera estimación tiene además el objetivo de obtener
conclusiones independientes del tipo de cultivo y de evidenciar más clara-
mente el efecto que tiene la geometría de los invernaderos en los resultados
obtenidos. Para los alcances del presente trabajo, de ahora en adelante se va
a representar al invernadero con una figura de dos dimensiones inmersa en
un dominio rectangular. En el trabajo ’Comparison of finite element and finite
volume methods for simulation of natural ventilation in greenhouses’[7] se utilizan
representaciones de este estilo y en paticular, el que se muestra en la figura
2.1. Es por esto que se tomó el texto recién citado como base para la creación
del modelo conceptual utilizado en el presente trabajo. Dicho modelo con-
ceptual se define al asumir que el invernadero tiene una temperatura fija Tr
en su parte superior (techo), paredes laterales adiabáticas ( fwall = 0) y una
temperatura Ts (mayor que Tr) en el suelo del invernadero. El suelo que se
encuentra fuera del invernadero y las demás paredes del dominio se mode-
lan con una temperatura fija Ta. Cómo hemos dicho, estas suposiciones están
extraídas del modelo conceptual de [7]. A pesar de que en dicho modelo no
se incluye la radiación, se decidió incluir las mismas consideraciones pues,
según los mismos autores, con estas idealizaciones se podría imitar la absor-
ción de la radiación solar en la superficie del suelo del invernadero. Para los
objetivos del presente trabajo es importante además estudiar el papel de la
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FIGURA 2.1: Esquema del dominio y condiciones de fronte-
ra usado en [7], donde Ta = 18.4oC,Tr = 21.2oC, fwall =

0W/m2, fsoil = 74.7W/m2 y P0 = Patm.

ventilación en la distribución de temperatura por lo que, las figuras usadas
para representar el invernadero cuentan con una abertura que se ubica, ya
sea sobre la pared derecha del invernadero o sobre el techo del mismo. Se
considera además que la ventilación y el resto de fronteras tienen una pre-
sión fija Po igual a la presion atmosférica. Distintas figuras se probaron para
representar los invernaderos y realizar las simulaciones. A la definición for-
mal de dichas figuras junto sus condiciones de frontera se les denominará:
configuración. Las configuraciones varían en la forma geométrica de la sec-
ción que representa el techo del invernadero y de la sección que representa
la ventilación (abertura) aunque todos comparten los parámetros de la tabla
2.1 que se usan para definir las condiciones de frontera.
En la mecánica de fluidos es común el uso de ecuaciones y variables adimen-

Parámetro magnitud real magnitud adim
Tr 20.2oC 0.439
Ta 18.4oC 0.0
Ts 22.5oC 1.0

fwall 0 W/m2 0.0
Po 1 atm 1.0

TABLA 2.1: Parámetros y su respectivo valor que definen las
condiciones de frontera de todos los modelos utilizados para

las simulaciones obtenidas.

sionales por lo que en la tabla 2.1 se presentan también el valor del parámetro
en su forma adimensional (magnitud adim). Además de las suposiciones an-
tes mencionadas, se considera que la transferencia de calor se da por medio
de la conducción y de la convección y que la distribución de temperatura se



2.2. Modelo Matemático: Convección natural en su forma adimensional 9

encuentra un estado estacionario. El incluir tanto la conducción como la con-
vección en el modelo, así como estudiar la situación estacionaria tiene una
conexión directa al modelo matemático. A continuación se describe el mo-
delo matemático y las repercusiones que premisas como estas tienen en las
ecuaciones.

2.2. Modelo Matemático: Convección natural en su
forma adimensional

2.2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Para la simulación de la transferencia de calor en un invernadero, se toma-
rán como base las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido newtoniano.
De acuerdo con [16], y usando t para representar el tiempo, estas ecuaciones
en coordenadas cartesianas (x, y, z), tienen la siguiente forma:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0 (2.1)

∂(ρu)
∂t

+∇ · (ρu~u) = −∂p
∂x

+∇ · (µ∇u) + SMx (2.2)

∂(ρv)
∂t

+∇ · (ρv~u) = −∂p
∂y

+∇ · (µ∇v) + SMy (2.3)

∂(ρw)

∂t
+∇ · (ρw~u) = −∂p

∂z
+∇ · (µ∇w) + SMz (2.4)

∂(ρi)
∂t

+∇ · (ρi~u) = −p∇ ·~u +∇ · (κ∇T) + Si (2.5)

Donde i reprerenta la energía interna, ~u = uı̂ + v ̂ + wk̂ representa la veloci-
dad de flujo; mientras que ρ, p, µ, κ son la densidad, la presión, viscosidad
y difusividad térmica, respectivamente. En nuestro modelo consideraremos
que i = CvT con Cv el calor específico a volumen constante y T la tempe-
ratura. Por último, SM y Si denotan las fuentes de momento y de energía
interna, respectivamente. En el caso más general, ~u es un campo vectorial y
el resto de variables, son campos escalares. Más precisamente, en el caso ge-
neral se tiene que u = f (x, y, z, t), v = g(x, y, z, t) y w = h(x, y, z, t); dónde
f : IR3 × IR −→ IR, g : IR3 × IR −→ IR y h : IR3 × IR −→ IR son las respectivas
funciones. Así, ~u = uı̂ + v ̂ + wk̂ = F(x, y, z, t) con F : IR3 × IR −→ IR3. El
resto de variables tienen el mismo dominio y codominio que f .

2.2.2. Convección natural con aproximación de Boussinesq

El modelo recién descrito es un modelo muy general, sin embargo, el pro-
blema que se plantea lleva consigo una serie de suposiciones al modelo mate-
mático que, entre otras cosas, eliminan algunas dependencias. Estas premisas
y sus relaciones con el modelo matemático se describen a continuación.
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Dado que el aire es el único fluido en el dominio tenemos que el flujo
es monofásico.

El flujo es estacionario, es decir, ya no se supone que u es función de las
coordenadas y del tiempo sino simplemente es función de las coorde-
nadas. De hecho, la suposición es que se ha alcanzado un equilibrio y
ninguna de las funciones depende del tiempo.

El fluido es incompresible, esto significa que la función que define a ρ
es ahora una función constante, por lo que la ecuación(2.1) se simplifica
a∇ · (~u) = 0.

Al igual que ρ, se supone que: µ, Cv y κ no dependen tampoco de la
posición es decir que son funciones constantes.

El fluido no tiene turbulencia.

El movimiento ocurre en el plano XY, es decir, se supone que ninguna
función depende de z y que z = w = 0.

La única fuente de momento (externa al cuerpo) se da en el sentido Y
debido a la gravedad. Matemáticamente SMx = SMz = 0 y SMy = −ρg.
Donde g ∈ IR es una función constante que representa la magnitud de
la aceleración de la gravedad en el dominio.

Se considera que en el término ρg la densidad no debe ser considera
constante sino que puede aproximarse usando una diferencia de tem-
peraturas.

Este último punto se conoce como la aproximación de Boussinesq y consiste
en hacer la sustitución ρg = ρ0g[1− β(T − T0)] en el último término de la
ecuación de momento en ’Y’ (ecuación 2.3). Donde β ∈ IR representa el coefi-
ciente de expansión volumétrica, ρ0 ∈ IR y T0 ∈ IR son valores de densidad y
temperatura de referencia, respectivamente, que además se consideran cons-
tantes. Dado que T0 y ρ0 son valores de referencia pueden tomar cualquer
valor constante aunque su valor específico pierde relevancia cuando se ob-
tienen ecuaciones adimensionales. De esta manera la ecuaciones a resolver
son finalmente:

∇ · (~u) = 0 (2.6)

∇ · (ρ0u~u) = −∂p
∂x

+∇ · (µ∇u) (2.7)

∇ · (ρ0v~u) = −∂p
∂y

+∇ · (µ∇v)− ρ0g[1− β(T − T0)] (2.8)

∇ · (ρ0CvT~u) = ∇ · (κ∇T) (2.9)

Las ecuaciones recién descritas representan de forma completa el comporta-
miento de un fluido en las condiciones dadas. En atención a lo expuesto, las
únicas variables que no son constantes sino que dependen sólo de la posición
son: u, v, p y T. Además de la velocidad ~u pues está definida en términos de
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sus componentes cartesiandas u y v. Este modelo se conoce como convección
natural con la aproximación de Boussinesq y en los estudios que lo abordan es
común la definición de variables adimensionales para simplificar el plantea-
miento matemático de las ecuaciones. De acuerdo con [13], se deben definir
las siguientes variables adimensionales:

X =
x
L

, Y =
y
L

, U =
Lu
κ

, V =
Lv
κ

, P =
pL2

ρκ2 , θ =
T − T0

T1 − T0
,

Así como los números de Prandtl (Pr) y de Rayleigh (Ra):

Pr =
µ

κ
, Ra =

gβ(T1 − T0)L3

µκ

Donde L, T1 y T0 son constantes. L representa una longitud característica
mientras que T1 y T0 son temperaturas de refrencia (como las temperatu-
ras alta y baja en paredes opuestas). De este modo, Pr y Ra quedan co-
mo constantes, X, Y quedan como variables independientes y U, V, P, θ son
las nuevas variables dependientes. Es decir, U = U(X, Y), V = V(X, Y),
P = P(X, Y), θ = θ(X, Y). Entonces, las ecuaciones que describen la convec-
ción natural quedan expresadas en términos de las variables adimensionales
de la siguiente manera:

∂U
∂X

+
∂V
∂Y

= 0 (2.10)

U
∂U
∂X

+ V
∂U
∂Y

= − ∂P
∂X

+ Pr
[

∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Y2

]
(2.11)

U
∂V
∂X

+ V
∂V
∂Y

= −∂P
∂Y

+ Pr
[

∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2

]
+ PrRaθ (2.12)

U
∂θ

∂X
+ V

∂θ

∂Y
=

[
∂2θ

∂X2 +
∂2θ

∂Y2

]
(2.13)

O equivalentemente, si sumamos la ecuación(2.10)+ecuación(2.11), la ecua-
ción(2.10)+ecuación(2.12) y la ecuación(2.10)+ecuación(2.13) al reacomodar
y definir X1 = X, X2 = Y, U1 = U(X, Y), U2 = V(X, Y), S1 = 0, S2 =
PrRaθ(X, Y); se obtiene:

∂

∂Xj
(ρUj) = 0 (2.14)

∂

∂Xj
(UjUi) = − ∂P

∂Xi
+

∂

∂Xj

(
Pr

∂Ui

∂Xj

)
+ Si (2.15)

∂

∂Xj
(Ujθ) =

∂

∂Xj

(
∂θ

∂Xj

)
(2.16)
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Es importante resaltar que las ecuaciones resultantes están expresadas en no-
tación indicial (queda implítico que existe una suma sobre los índices repeti-
dos). Dentro de este marco, las 2 ecuaciones de momento (3 ecuaciones para
3D) quedan expresadas por la ecuación(2.15). Una de las ventajas de expre-
sar el modelo matemático en la forma anterior es que las ecuaciones pueden
considerarse como casos particulares de una expresión más general conoci-
da como la ecuación general de transporte. La forma de esta ecuación es la
siguiente:

∂

∂Xj
(Uj(X, Y)φ(X, Y)) =

∂

∂Xj

(
Γ

∂φ(X, Y)
∂Xj

)
+ S(X, Y) (2.17)

Para obtener las ecuaciones de Navier-Stokes de la ecuación de transporte se
deben sustituir las variables como se muestra en la Tabla 2.2. En atención a

TABLA 2.2: Correspondencia de las ecuaciones de balance en
flujo laminar con la ecuación general de transporte.

Ecuación φ Γ S
Masa ρ 0 0

Momento Ui Pr − ∂P
∂Xi

+ bi

Energía θ 1 0

lo expuesto, la ecuación general de transporte es la euación que describe el
comportamiento físico de las propiedades φ (como temperatura) que deben
encontrarse o resolverse; es decir, la ecuación2.17 es la ecuación diferencial
parcial que buscamos resolver y por lo tanto, constituye la base del modelo
numérico. Antes de pasar al modelo numérico, para delimitar bien el proble-
ma es necesario definir el dominio físico y las condiciones de frontera.

2.2.3. Condiciones de frontera

De forma matemática, el dominio del problema planteado es el conjunto
de puntos Ω = [0, 1] × [0, 1]. Cómo sabemos, la diferencia de las distintas
configuraciones es la geometría en la que están definifas las condiciones de
frontera. Con el objetivo de dar una definición formal de la primer configu-
ración que se usó para represntar un invernadero se necesitan definir primero
las siguientes regiones:

δΩ1 = {(X, Y) ∈ Ω|X = 0∨ X = 1∨ Y = 1}
δΩ2 = {(X, Y) ∈ Ω|(X < 0.500 ∨ X > 1.050) ∧ (Y = 0)}
δΩ3 = {(X, Y) ∈ Ω|(0.500 <= X <= 1.050∧ (Y = 0)}
δΩ4 = {(X, Y) ∈ Ω|(0.500 <= X <= 1.050) ∧ (0.489 < Y < 0.500)}
δΩ5 = {(X, Y) ∈ Ω|(0.500 <= X <= 0.530) ∧ (0 < Y < 0.500)}
δΩ6 = {(X, Y) ∈ Ω|(1.020 <= X <= 1.035) ∧ (0.0 < Y <= 0.250)}
δΩ7 = {(X, Y) ∈ Ω|(1.020 <= X <= 1.035) ∧ (0.350 =< Y < 0.500)}
δΩT = δΩ1 ∪ δΩ2 ∪ δΩ3 ∪ . . . δΩ7
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Así, las condiciones de frontera, para la componente X de la velocidad (U), la
componente Y de la velocidad (V), la corrección a la presión P′ (ver sección
2.3.3) y la temperatura θ se definen cómo:

U = V = P′ = 0 para δΩT
θ = Ta = 0 para δΩ1 ∪ δΩ2
θ = Ts = 1.0 para δΩ3
θ = Tr = 0.439 para δΩ4
∂θ
∂X = 0 para δΩ5 ∪ δΩ6 ∪ δΩ7

La definición formal del resto de configuraciones es similar y se omite en
esta sección. En la sección de reultados se muestran esquemas que represen-
tan las distintas configuraciones. Con estos esquemas es suficiente para dar
una interpretación a los resultados obtenidos. Pasemos entonces al modelo
numérico.

2.3. Modelo Numérico: Método del volumen finito

2.3.1. Introducción al FVM y discretización del espacio

Podemos describir de forma general al Método de Volumen Finito (FVM)
como un método que parte de un modelo definido por ecuaciones diferen-
ciales parciales sobre un domino físico para luego definir una malla discreta
construida por volúmenes sobre dicho dominio, realizar la integración de
las ecuaciones sobre cada volumen y así obtener un conjunto de ecuaciones
lineales algebraicas discretas. En el caso de estudio que nos ocupa, la inter-
pretación física de dichas ecuaciones algebraicas es que estas expresan, de
forma discreta, el principio de conservación para la variable φ (que puede
representar a la temperatura o a alguna componente de la velocidad) en cada
volumen de control. El principio de conservación se expresa mediante una
combinación lineal de los valores discretos de φ en cada volumen de control
y en sus vecinos más cercanos.
Que este método esté basado en el principio de conservación es uno de los
atractivos del FVM puesto que incluso para una malla gruesa, es decir con re-
lativamente pocos volúmenes, la solución exhibirá un comportamiento con-
servativo, esto en términos simples significa quelo que entra debe salir. Pode-
mos decir que el comportamiento conservativo de la variable φ se preserva
independientemente del número de puntos de la malla y no sólo cuando la
malla es excesivamente fina y esta es una de las principales razones por las
se utilizó el método de volumen finito (FVM) como modelo numérico para
resolver la ecuación general de transporte (ecuación 2.17). Dicha ecuación es-
tá definida sobre un espacio continuo y, como hemos dicho, el primer paso
consiste en discretizar el espacio mediante la definición de una malla que seg-
mente el dominio en N regiones conocidas como volúmenes de control (VC). En
la figura 2.2 se muesta el ejemplo para una malla con N = 20 volúmenes de
control en un dominio cuadrado de dos dimensiones. La ecuación general de
transporte es válida para todo el dominio y particular para cada uno de los



14 Capítulo 2. Marco Teórico

FIGURA 2.2: Dominio 2D discretizado usando una malla con 20
volúmenes de control.

volúmenes (o rectángulos) de control. Con el objetivo de mostrar el caso más
general pensemos en el caso de 3 dimeniones. Si integramos la ecuación 2.17
sobre cada uno de los volúmenes de control se obtiene la siguiente expresión:∫

VC

∇ · (~u(x, y, z)φ(x, y, z)− Γ(x, y, z)∇φ(x, y, z))dV =
∫

VC

S(x, y, z) dV

(2.18)

En la expresión anterior, como en todas las que siguen hasta la ecuación 2.22
las variables se representan con funciones continuas que dependen de la po-
sición.
Por otro lado el teorema integral de Gauss (teorema de la divergencia) dice
que para un campo vectorial~F de clase C1 se tiene que:∫

D
∇ ·~F(x, y, z)dV =

∫
∂D

~F(x, y, z) ·~ndA (2.19)

Donde D representa el volumen sobre el que se integra y ∂D su respectiva
frontera. Usando este resultado en la ecuación 2.18 resulta:∫

∂VC

(~u(x, y, z)φ(x, y, z)− Γ(x, y, z)∇φ(x, y, z)) ·~ndA =
∫

VC

S dV (2.20)

Donde ∂VC representa la frontera del volumen de control. Por simplicidad, y
porque así ocurre en la implementación del presente trabajo, de aquí en ade-
lante supondremos que la malla es cartesiana por lo que todos los volúmenes
de control son paralelepípedos (para los casos 3D) o rectángulos (para los ca-
sos 2D). Fijémonos en el caso 3D por ser el más general. Por consiguiente, la
frontera ∂VC está formada por 6 caras (ver figura 2.3). Para un volumen de
control centrado en un nodo P se tienen 6 caras en las direcciones: ı̂, −ı̂, ̂,
− ̂, k̂, −k̂, que se denotan como: e, w, n, s, f , b, respectivamente. De manera
análoga los 6 nodos vecinos del nodo P en las direcciones: ı̂, −ı̂, ̂, − ̂, k̂, −k̂,
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FIGURA 2.3: Volumen de control en tres dimensiones y nomen-
clatura de los vecinos.

se denotan como: E, W, N, S, F y B. La notación de las caras del volumen y
los nodos vecinos se ilustra en la figura 2.3. De esta manera, la integral so-
bre la frontera del volumen de control (∂Vc) expresada en la ecuación 2.20 se
puede separar como la suma de 6 integrales sobre cada una de las caras del
volumen de control (e, w, n, s, f , b) como sigue:

6

∑
m

(∫
caram

(~u(x, y, z)φ(x, y, z)− Γ(x, y, z)∇φ(x, y, z)) · n̂dA
)
=
∫

VC

S(x, y, z) dV

(2.21)
6

∑
m

∫
caram

~uφ(x, y, z) · n̂dA−
6

∑
m

∫
caram

Γ∇φ(x, y, z) · n̂dA =
∫

VC

S(x, y, z) dV

(2.22)

Donde caram = cara1, cara2, cara3, cara4, cara5, cara6 = e, w, n, s, f , b.
Las integrales de la ecuación 2.22 son integrales sobre funciones continuas y,
en principio desconocidas. Con el objetivo de discretizar dicha ecuación se
hace la aproximación de considerar que todos los integrandos son constantes
y, en el caso de las integrales sobre las caras, sólo dependen de la cara sobre la
que se integra. Esta aproximación es similar a la forma integral del teorema del
valor medio y mejora a medida que el tamaño del volumen de control tiende
a cero, es decir, entre más nodos tenga la malla mejor será la aproximación.
Con base en esta aproximación, de la ecuación 2.22 se obtiene la siguiente
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expresión discreta para la ecuación de transporte:

6

∑
m

φm Am~um · n̂m −
6

∑
m

Γm Am(∇φ)m · n̂m = SpVol (2.23)

En esta expresión el subíndice de las variables φ,~u,Γ y ∇φ se usa para in-
dicar que dichas variables están evaluadas en la respectiva cara del volu-
men. Por ejemplo, φ1 = φe = φ(x + ∆x/2, y, z) El subíndice de n̂ indica que
n̂m=n̂1, n̂2, n̂3, n̂4, n̂5, n̂6=ı̂,−ı̂, ̂,− ̂,k̂,−k̂.

2.3.2. Aproximación de los términos advectivos y difusivos

Los términos de la suma de la izquierda en la ecuación2.23 (los que de-
penden de las velocidades) se conocen como los términos advectivos y los tér-
minos de la suma a la derecha (los que contienen los factores Γ) se conocen
como términos difusivos. Comencemos por analizar los términos difusivos, al
desarrollar y expandir los términos difusivos de la ecuación2.23 se obtiene:

6

∑
m

Γm Am(∇φ)m · n̂m =

= Γe(∇φ)e · ı̂Ae − Γw(∇φ)w · ı̂Aw + Γn(∇φ)n · ̂An

−Γs(∇φ)s · ̂As + Γ f (∇φ) f · k̂A f − Γb(∇φ)b · k̂Ab

= Γe
∂φ

∂x
|e Ae − Γw

∂φ

∂x
|w Aw + Γn

∂φ

∂y
|n An

−Γs
∂φ

∂y
|s As + Γ f

∂φ

∂z
| f A f − Γb

∂φ

∂z
|b Ab

(2.24)

Después, para calcular las derivadas parciales de φ sobre las fronteras se usan
diferencias centradas sobre las caras de los volúmenes y así se logra expresar a
los términos difusivos como una combinación lineal de los valores de φ sobre
el nodo en cuestión y sus vecinos más cercanos:

6

∑
m

Γm Am(∇φ)m · n̂m =

= DPφP + DEφE + DWφW + DNφN + DSφS + DFφF + DBφB

(2.25)

Donde DP = −∑vecino Dvecino, así como Dvecino = Γcara Acara
∆Pvecino

definiendo Acara
como el área de la cara respectiva y ∆Pvecino como la distancia del nodo P a su
nodo vecino, con cara = e, w, n, s, f , b y su rescpectivo vecino = E, W, N, S, F, B.

De manera similar, se busca expresar a los términos advectivos como una
combinación lineal de los valores de φ sobre el centro del volumen de control
y sobre los nodos vecinos. Recordando que la velocidad~u se puede expresar
en términos de sus componentes como ~u = uı̂ + v ̂ + wk̂ al expandir los
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términos advetivos de la ecuación2.23 resulta:

6

∑
m

φm Am~um · n̂m =

= Aeφe~ue · ı̂− Awφw~uw · ı̂ + Anφn~un · ̂
−Asφs~us · ̂ + A f φ f~u f · k̂− Abφb~ub · k̂

= ue Aeφe − uw Awφw + vn Anφn

−vs Asφs + u f A f φ f − ub Abφb

(2.26)

Como podemos observar la variable φ queda evaluada sobre la caras del vo-
lumen de control y no sobre los nodos vecinos. Para aproximar los valores
de φ sobre las caras en términos de φ sobre lo nodos se utiliza uno de varios
esquemas. En el esquema upwind (de primer orden) se considera que el valor
de φcara es igual al valor de φ sobre el nodo de donde viene el flujo; esto es, si
el flujo viene de izquierda a derecha entonces φcara es igual al valor de φ en
el nodo de la izquierda y viceversa, si el flujo viene de derecha a izquierda
entonces es igual al valor de φ sobre el nodo de la derecha. De esta manera,
se logra en efecto expresar a los términos advectivos como una combinación
lineal:

6

∑
m

φm Am~um · n̂m =

= FPφP + FEφE + FWφW + FNφN + FSφS + FFφF + FBφB

(2.27)

Al realizar las aproximaciones descritas para los términos advectivos y di-
fusivos se obtiene entonces un sistema de ecuaciones lineales que se puede
resolver para determinar los valores de la variable φ en cada uno de los pun-
tos de la malla. De esta forma, en principio, bastaría con resolver un sistema
de ecuaciones por cada variable que sea de interés en el sistema físico. Sin
embargo, este procedmiento es factible solo si cada variable física de interés
presenta su propia ecuación diferencial que es independiente del resto y des-
afortunadamente este no es el caso de la convección natural. En nuestro caso
de estudio, aún con las simplificaciones propuestas, se tiene una dependen-
cia entre las ecuaciones diferenciales y cuando se da esta condición se dice
que las ecuaciones diferenciales están acopladas, adcionalmente las ecuacio-
nes son no lineales. A continuación se describe una manera de desacoplar las
ecuaciones diferenciales.
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2.3.3. Desacoplamiento mediante el método SIMPLE

En el presente trabajo se debe tratar un modelo descrito por ecuaciones
diferenciales acopladas como las siguientes:

∂U
∂X

+
∂V
∂Y

= 0 (2.28)

U
∂U
∂X

+ V
∂U
∂Y

= − ∂P
∂X

+ Pr
[

∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Y2

]
(2.29)

U
∂V
∂V

+ V
∂V
∂Y

= −∂P
∂Y

+ Pr
[

∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2

]
+ PrRaθ (2.30)

U
∂θ

∂X
+ V

∂θ

∂Y
=

[
∂2θ

∂X2 +
∂2θ

∂Y2

]
(2.31)

Uno de los métodos para desacolpar las ecuaciones es conocido como Semi-
implicit method for pressure-linked equations(SIMPLE) [16] y para simplificar la
discusión de esta técnica nos referiremos a las ecuaciones 2.28-2.31 como
ecuaciones de continuidad, momento X, momento Y y temperatura; respectiva-
mente. Una vez que se aplica el método de volumen finito (secciones 2.3.1
y 2.3.2) a las ecuaciones de momento y temperatura se obtienen ecuaciones
discretas de momento y temperatura. Además, la ecuación de continuidad
puede expresarse mediante diferencias entre los valores discretos de U y V
obtenidos del FVM. Cuando la versión discreta de la ecuación de continuidad
se cumple se dice que la velocidad satisface la condición de continuidad. El mé-
todo SIMPLE es un procedimiento que consiste, de forma básica, en resolver
las ecuaciones de momento y temperatura de forma iterativa de tal manera
que con el paso de las iteraciones se mejore la condición de continuidad. Esto se
consigue resolviendo en cada iteración una ecuación para calcular una nueva
presión P′; esta P′ se usa para actualizar la presión P con la que se obtienen
velocidades U y V que son mejores en términos de la condición de continuidad.
A la ecuación discreta que se usa para calcular P′ se le conoce como ecuación
de corrección a la presión[16]. A continuación, se presenta de forma general los
pasos del método SIMPLE:

1. Asignar la temperatura, presión y velocidades iniciales.

2. Resolver las ecuaciones discretizadas de momento a partir de los valo-
res conocidos.

3. Resolver la ecuación de correción a la presión para encontrar la nueva
variable P′.

4. Con los valores de correción a la presión P′ se calculan nuevos valores
de velocidad y presión.

5. Resolver el resto de ecuaciones de transporte, la ecuación de tempera-
tura en este caso.

6. Si no se ha alcanzado la convergencia volver al paso 2, en caso contrario
termina.
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Además, es importante mencionar que las variables temperatura (T) y
presión (p) se calculan sobre la misma malla mientras que las compomen-
tes de la velocidad se calculan sobre mallas distintas conocidas como mallas
recorridas (ver Figura 2.4).

FIGURA 2.4: Mallas recorridas. La malla donde se calculan T
y p está representada por los puntos • mientras que las mallas
donde se calculan las componentes de la velocidad ,u y v, están

representadas por > y ∧, respectivamente.

En atención a lo expuesto, se debe de resolver un sistema de ecuaciones
lineales por cada ecuación diferencial del modelo, además esto debe de ite-
rarse n veces hasta alcanzar una tolerancia definida en términos de la ecua-
ción de continuidad de acuerdo con el método SIMPLE. Esto puede también
requerir de repetirse m veces en el caso de un problema no-estacionario. Si
además consideramos que los sistemas de ecuaciones pueden ser de miles o
millones de incógnitas resulta claro que la resolución de sistemas de ecuacio-
nes lineales es fundamental en la implementación del FVM. La utilización de
sistemas de ecuaciones tan grandes obedece al hecho de que en el FVM se
requiere de la previa construcción de una malla sobre el dominio de estudio
y para obtener una simulación realista del fenómeno se requiere de una ma-
lla de suficiente precisión, es decir de un número alto de nodos. Por ejemplo,
en [4], se usan del orden de N = 105 y N = 106 para obtener sus reultados
(N es el número de volúmenes). El sistema de ecuaciones que genera el FVM
está representado por una matriz de tamaño N2 (pues resolvemos para N in-
cógnitas) por lo que la implementación tiene 2 retos principales a resolver, el
almacenamiento en memoria y el tiempo para resolver un sistema de ecua-
ciones con esas dimensiones. Debido a que las matrices que arroja el FVM
son dispersas, el primer desafío (el almacenamiento de memoria) puede ata-
carse con un formato de almacenado de datos especializado para matrices
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dispersas, como puede ser el caso del compressed sparse row (CSR)[17]. Con el
propósito de resolver sistemas de ecuaciones es clave desarrollar una imple-
mentación que sea capaz de leer el formato CSR y resolver de forma eficiente
dichos sistemas. Para la solución de sistemas de ecuaciones de gran tamaño
es común el uso de métodos iterativos como GMRES.

2.3.4. Número de Nusselt

Una la formas para medir de forma cuantitativa la transferencia de calor
es mediante el número de Nusselt (Nu). El número de Nusselt local, en la
dirección X, se define cómo [14]:

Nux,local(X, Y, Z) = vxθ − ∂θ

∂X
(2.32)

Donde θ es la temperatura adimensional y vx es la componente x de la veloci-
dad (definiciones similares pueden hacerse en las direcciones ’Y’ y ’Z’). De la
definición puede verse que un Nu local negativo en la en la pared izquierda
indica una transferencia de calor hacia afuera de cavidad y un Nu local po-
sitivo sobre la misma pared significaría que hay transferencia hacia adentro
de la cavidad [14]. En general, un Nu local positivo indica que la transferen-
cia es en el sentido positivo de las ’X’. Para obtener el Nu promedio se debe
de integrar el Nu local sobre una región y dividir entre la medida de dicha
región. Así, para calcular el Nu promedio sobre la pared izquierda de una
cavidad cuadrada de largo igual a 1 se tiene:

Nuprom =
∫ 1

0
Nux,local(0, Y)dy (2.33)

Para una malla discreta como la del FVM la derivada de Nux,local puede cal-
cularse con una aproximación de segundo orden y la integral de Nuprom se
puede hacer de forma numérica con el método de Simpson.

2.3.5. Solución de sistemas lineales

Existen una gran cantidad de métodos para resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales, es común referirse a dichos métodos como solvers. Una posible
clasificación de estos métodos los separa en dos grupos: los directos y los
iterativos. Los solvers directos tienen un número definido de pasos que al lle-
varse a cabo se obtiene un único vector solución x. En contraste, los métodos
iterativos obtienen una sucesión de vectores xi que representan soluciones
aproximadas y no tiene un número de pasos definidos sino que se detiene
una vez que la solución xi es una aproximación que se considera suficiente-
mente buena. Dos algoritmos típicos de los métodos directos e iterativos son
la factorización LU y el método Jacobi, respectivamente.
Usar los métodos directos puede ser costoso computacionalmente en térmi-
nos de tiempo y almacenamiento. El uso de métodos iterativos puede dar
una significativa disminución del costo computacional y la complejidad [22].
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No obstante, no cualquier método iterativo es adecuado para problemas re-
presentados por matrices muy extensas pues métodos como el de Jacobi es
de orden cúbico O(n3) [21]. Los solvers conocidos como métodos del subespa-
cio de Krylov han probado su eficiencia para atacar sistemas de ecuaciones
lineales de gran tamaño. Dos de los métodos de Krylov más populares son el
Generalized minimal residual method (GMRES) y el Biconjugate Gradient Stabili-
zed Method (BICGSTAB)[17], en las siguientes secciones nos concentraremos
en estos métodos.

GMRES

El GMRES es un método iterativo para resolver sistemas de ecuaciones
lineales que tiene la propiedad de minimizar, en cada paso, la norma del vec-
tor residuo sobre un subespacio de Krylov. El algoritmo se deriva de el pro-
ceso de Arnoldi para constuir una base ortogonal l2 del subespacio de Kry-
lov. GMRES puede ser considerado como una generalización del algoritmo
MINRES [20]. El algoritmo parte de una estimación inicial x0 y, de acuerdo
con [21], se puede enunciar de la siguiente manera:

1. Se calculan r0 = b− Ax0, β := ||r0||2 y v1 := r0/β

2. For j=1,2,3,...,m:

a) Computar ωj = Avj

b) For i=1,...,j:

1) hij = (ωj, vi)

2) ωj = hijvj

c) Termina For

d) hj+1,j = ||wj||2
e) Si hj+1,j = 0 define m = j y termina For

f ) vj+1 = ωj/hj+1,j

3. Termina For

4. Define la (m+ 1) ∗m matriz de Hessenberg Hm =
{

hij
}

1≤i≤m+1, 1≤j≤m

5. Se calcula ym que minimiza ||βe1 − Hmym||2 y xm = x0 + Vmym usando
el método de mínimos cuadrados

BICGSTAB

A continuación se muestra el algoritmo iterativo de BICGSTAB para re-
solver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b [22]:

1. Se define la suposición inicial x0 (arbitraria).

2. r0 = b−Ax0

3. Se elige un r∗0 arbitrario de tal manera que < r0, r∗0 > 6= 0
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4. Se define p0 = r0 y ω0 = 1

5. for i = 1, 2, 3, ...

a) ρ =< ri, r∗0 >

b) ui = Api

c) αi =
ρ

<ui,r∗0>

d) si = ri − αiui

e) t = Asi

f ) ωi+i =
<t,si>
<t,t>

g) xi+1 = xi + αipi + ωisi

h) Si xi+1 es lo suficientemente preciso entonces termina.

i) ri+1 = si −ωit

j) βi =
<ri+1,r∗0>αi

ρωi

k) pi+1 = ri+1 + βi(pi −ωiui)

Donde la tipografía en negritas denota un vector o matriz y < a, b > denota
el producto escalar de los vectores a y b.

Precondicionadores

El precondicionamiento es una técnica para mejorar el número de con-
dición de una matriz. Esto puede suceder, por ejemplo, porque la matriz es
demasiado extensa. La idea escencial de un precondicionador es muy simple.
Supongamos el sistema de ecuaciones lineales:

Ax = b (2.34)

Es decir:
AIx = b (2.35)

Donde I es la matriz identidad, si suponemos que se tiene una matriz M
invertible, tendríamos equivalentemente:

AM−1Mx = b (2.36)

Si definimos y = Mx, D = AM−1 la expresión anterior (ecuación2.36) nos
queda:

Dy = b (2.37)

Que es un sistema de ecuaciones definido por la matriz D que se puede re-
solver para encontrar el vector solución y. Después el vector x se encuentra
haciendo x = M−1y. La idea es que resolver el sistema de ecuaciones de-
finido por ecuación2.37 es más simple que resolver el sistema definido por
ecuación2.34. A la matriz M se le conoce como precondicionador y a este



2.3. Modelo Numérico: Método del volumen finito 23

procedimiento se le conoce como precondicionamiento por la derecha. Alter-
nativamente se puede precondicionar por la izquierda si tomamos el sistema
original (ecuación2.34) y multiplicamos M−1 por la izquierda para obtener:

M−1Ax = M−1b (2.38)

Es decir:
(M−1A)x = c (2.39)

Donde c = M−1b y la matriz M−1A tiene un número de condición más bajo.
Cabe destacar que en el procedimiento de precondicionamiento es necesa-
rio calcular primero la inversa del precondicionador (M−1) e idealmente este
debe de ser un proceso lo suficientemente simple. En efecto, un buen precon-
dicionador debe cuplir los siguientes requerimientos:

El sistema precondicionado debe ser fácil de resolver.

El precondicionador debe ser simple de construir y aplicar.

Sin embargo, estos dos requirimientos están en competencia el uno con el
otro, es decir, para obtener un sistema precondicionado se debe de considerar
el intercambio que existe entre estas dos propiedades.
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Capítulo 3

Desarrollo del Software y primeras
pruebas

En el capítulo anterior se describe el problema a resolver, el marco en
el que está definido y el método numérico que se eligió para resolverlo. En
este capítulo se describe la forma en que fué implementado dicho método así
como algunos puntos claves de la implementación. Además, en la segunda
parte de este tercer capítulo (sección 3.3) se muestran los primeros ensayos en
problemas de convección natural. Estos ensayos representan un puente entre
el desarrollo y los resultados pues las soluciones se pueden interpretar como
resultados preliminares o que ayudan a sustentar los métodos desarrollados
para la convección natural. Comencemos entonces, por discutir brevemente
algunas consideraciones y caracterísiticas de la implementación.

3.1. Particularidades del software implementado

Existen varias particularidades del software desarrollado que cabe desta-
car, para empezar, discutiremos un poco del lenguaje de programación em-
pleado para el desarrollo del software.

Python

En el cómputo científico es común la utilización de lenguajes de progra-
mación eficientes para la tarea realizada. Así pues, resulta típico el uso de
lenguajes como Fortran, C o C++ pues son lenguajes compilados que ofre-
cen un buen rendimiento. Sin embargo, se tomó la desición de desarrollar la
implementación del presente trabajo en el lenguaje de programación Python
debido a que el lenguaje cuenta con ventajas en los siguientes puntos:

1. Velocidad desarrollo de software

2. Paradigma orientado a objetos

3. Extensa comunidad

4. Colaboración y reutilización

5. Estudio de las capacidades del lenguaje
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6. Existen varias implementaciones de Python que pueden optimizar el
código

El primer punto señala que con Python se pueden producir implementacio-
nes en menos tiempo que otros lenguajes. Esto es, por un lado, porque Pyt-
hon se considera un lenguaje de alto nivel lo que se traduce en un sencillo
manejo y rápida curva de aprendizaje; además este lenguaje cuenta con una
gran cantidad de bibliotecas (baterías incluidas) que aceleran el proceso de
desarrollo. El segundo punto se refiere a que una de las características que
fueron establecidas desde etapas muy tempranas del trabajo fue la de em-
plear un paradigma de programación orientado a objetos y Python es uno de
los lenguajes que ofrecen esta oportunidad. La tercer propiedad se refiere a
que Python es uno de los lenguajes más populares al momento de crear el
software [23]. En consecuencia, se tienen disponibles una considerable can-
tidad de módulos que se han realizado para una variedad de aplicaciones
y en particular para el cómputo científico. Además, la creciente comunidad
del lenguaje brinda una documentación abundante que incluye libros, tuto-
riales, y foros de ayuda. En cuarto lugar, un lenguaje de programación tan
popular facilita que otras personas puedan colaborar o reutilizar el código
desarrollado en el presente trabajo y esto consiste uno de los principales ob-
jetivos del mismo. Otra de las metas se menciona en el penúltimo punto; si
bien no existe un lenguaje de programación que sea ideal para cualquier si-
tuación, utilizar Python sirve para explorar las capacidades y limitaciones del
lenguaje en el contexto del problema planteado. Finalmente, existen varias
implementaciones de Python, la más usada conocida como CPython, basa-
da en el lenguaje C y por ello es la más eficiente. Adicionalmente, es posible
hacer uso de herramientas que permiten compilar código Python en tiempo
de ejecución, conocidas como JIT (compilador Just In Time) y esto permite
acelerar algunos códigos numéricos [24].

Funcionalidad en 1,2 y 3 dimensiones

Una de las misiones del código creado es la capacidad de resolver una
gran variedad problemas. En particular problemas definidos en 1, 2 o 3 di-
mensiones. Para esto se pueden crear métodos que varíen de forma depen-
diendo de la dimension pero, en general, la manera en la que se trató este
punto es definiendo métodos o atributos de la misma forma pero que sean
lo suficientemente generales para realizar la tarea independientemente del
número de dimensiones del problema. Por ejemplo, la implementación al-
macena los coeficientes que definen el sistema de ecuaciones del FVM en
arreglos tridimensionales sin importar si se trata de un problema en 1, 2 o
3 dimensiones. Si una de las dimensiones no se usa entonces en número de
volúmenes en esa dirección es igual a uno; así un dominio unidimensional al-
macena sus coeficientes en un arreglo de forma (1, 1, n), donde n es el número
de volúmenes. De esta manera, los elementos de los arreglos siempre pueden
extraerse con tres índices k,j,i, de nuevo, independientemente del número de
dimensiones. Esta filosofía fue usada para implementar métodos en la medi-
da de lo posible. Así mismo, la malla también se construye siempre como un
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prisma rectangular por lo que todos los nodos que no tienen sentido para la
correspondiente dimensión son etiquetados con la cadena ’Off’. Esto, junto
con una correcta separación de estos nodos evita que interactúen con el resto
del proceso.

Por otro lado, Numpy tiene sobrecargadas las operaciones de suma, resta,
multiplicación y división (entre otras) para ser realizadas elemento a elemen-
to. El cálculo de los coeficientes del FVM realiza este tipo de operaciones ele-
mento a elemento y en la mayoría de tareas de esta natutaleza se usan estas
operaciones sobrecargadas. Esto presenta dos ventajas; primeramente, per-
mite un código más legible (arreglo1+arreglo2 en lugar de un triple, doble
o simple for) y en segundo lugar, proporciona ventajas de desempeño dado
que estas operaciones están implementadas de forma eficiente en Numpy y en
algunos casos esto se conecta con bibliotecas de alto desempeño como BLAS
y LAPACK.

Condiciones de frontera dentro del dominio

Para el problema que se ha planteado, es necesario definir condiciones
de frontera dentro del dominio físico del modelo. Por ejemplo, el techo del
invernadero se localiza cerca del centro del dominio y tiene definida una tem-
peratura constante diferente a la temperatura constante del ambiente. De esta
manera se tiene una condición de tipo Dirichlet pero que tiene puntos a su
alrededor para los cuales debe calcularse la temperatura. Esto tiene dos com-
plicaciones escencialmente; la primera es cómo se etiquetan los nodos corres-
pondientes de acuerdo al modelo geométrico y la segunda cómo se omiten
estos nodos en el sistema de ecuaciones, pues son nodos con temperatura co-
nocida.
Respecto al primer punto, se tienen dos métodos que se encargan de eso.
Por un lado, el método setUsrTag() asigna la etiqueta (cadena) a todos los
nodos dentro del prisma rectangular definido por las coordenadas de sus
esquinas. Adicionalmente, el método tagByCond() toma una función de las
coordenadas f (x, y, z) que devuelve una condición Booleana. Esta función
le sirve al método para discriminar qué nodos deben de ser etiquetados. El
método tagByCond() resulta muy útil para etiquetar, por ejemplo, los puntos
dentro de un anillo, la única desventaja es que la función del anillo debe ser
traducida a código por el usuario manualmente.
Como habíamos dicho, la segunda complicación de definir condiciones de
frontera en el interior del dominio es la de crear un sistema de ecuaciones
que no contenga las ecuaciones de los nodos que corresponden a estas fron-
teras. Este detalle se resuelve al crear ecuaciones que sean linealmente in-
dependientes al resto de ecuaciones del sistema. En efecto, si la malla tiene
N volúmenes entonces el sistema de ecuaciones es de N × N, la ecuación
n-ésima es la ecuación discreta del volúmen número n donde se calcula la
incógnita xn y esta ecuación puede volverse independiente al resto de ecua-
ciones si se define como xn = bn. Donde bn es igual a cero o cualquier término
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independiente. Una vez resuelto el sistema de ecuaciones, se invoca un méto-
do creado para corregir el valor del xn tomando en cuenta el tipo de frontera
que se tiene definida en el nodo correspondiente.

Otro pormenor que vale la pena mencionar es el ahorro de memoria en
el almacenamiento de las coordenadas de las mallas. Dado que las coor-
denadas de los nodos se forman de todas las combinaciones (xi, yj, zk) con
i ∈ {1, 2, . . . , Nx},j ∈ {1, 2, . . . , Ny},k ∈ {1, 2, . . . , Nz} entonces sólo se nece-
sita guardar las listas de xi’s, yj’s y zk’s. Así se hace en la implementación y
si es necesario utilizar las coordenadas el código genera las combinaciones
en arreglos provisionales que son desechados después del cálculo. La im-
plementación también cuenta con métodos capaces de manejar matrices en
formato CSR como otra forma para que el software guarde memoria.

Por último, uno de los objetivos de este trabajo es que el software genera-
do sea flexible, en el sentido de que sea capaz de resolver problemas de dis-
tintas características. Por ejemplo, el software debe ser apto para problemas
en una, dos, o tres dimensiones. Es por esta idea de generalidad en el uso que
se tomó la decisión de emplear un paradigma de programación orientado a
objetos. En total se contruyeron 9 clases: Mesh, Coefficients, EqSystem, Solplot,
Diffusion, Advection, UMesh, VMesh, WMesh. Sin embargo, antes de profundi-
zar en las clases implementadas, resulta conveniente dar una visión general
de la manera en que trabaja el software.

3.2. Modelo Computacional: Construcción del soft-
ware

Dicho de una forma básica, la funcionalidad principal del software es la
de tomar la información que define el problema (tamaño del dominio, con-
diciones de frontera, etcétera) y con esto definir una malla que sirve para
construir un sistema de ecuaciones del que se obtiene la solución que repre-
senta la situación física. En el esquema de la figura 3.1, se ilustra a grandes
rasgos los procesos; con sus entradas y salidas, que atraviesa la información
en el software para llegar al resultado final. En dicha figura 3.1, se muestra
una línea punteada que indica un procedimiento recursivo; mismo que co-
rresponde al método SIMPLE (ver sección 2.3.3). En los problemas en los que
el campo de velocidades es conocido, el flujo de información es lineal y no
atraviesa la línea punteada. Ahora bien, recordemos que el método de volú-
men finito consiste, de la forma más básica, en discretizar un espacio físico
utilizando una malla de puntos para los cuales se expresa una ecuación di-
ferencial como una relación algebraica entre vecinos y que en su conjunto
forman un sistema de ecuaciones lineales. Las clases construidas, tienen la
intención de seguir esta abstracción de la manera más directa posible (ver
figura 3.2).
Para dar una idea general de cómo está articulado (en cuanto a clases) el

software, a continuación se describe brevemente el procedimiento que se si-
gue al usar la implementación; apartando de la discusión la parte física del
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FIGURA 3.1: Esquema de la funcionalidad general del software.
El diagrama representa la información que entra y sale en las

distintas etapas de procesamiento.

FIGURA 3.2: Diagrama de clases de clases para la implementa-
ción desarrollada del FVM.

problema y enfoncándonos en las clases y sus interacciones. Primeramente
se crea un objeto de la clase Mesh que contiene la información geométrica y
que define las fronteras físicas mediante los métodos de dicha clase. Luego,
este objeto es utilizado para crear un objeto de la clase Coefficients. Posterior-
mente, se emplean los métodos de este objeto (Coefficients) para calcular la
aportación Difusiva, Advectiva y/o Temporal del fenómeno. Para esto, la clase
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Coefficients internamente se vale de objetos tipo Difussion y Advection. Des-
pués, usando el objeto tipo Coefficients se crea un objeto de la clase EqSystem
para definir el sistema de ecuaciones lineales algebraicas que representa el
fenómeno físico. Las soluciones de este sistema pueden graficarse entonces
con ayuda de la clase SolPlotr.
Algunos problemas pueden requerir de varias mallas, sistemas de ecuaciones
o iteraciones pero este es, de manera general, el funcionamiento del software.

3.2.1. Descripción de clases implementadas

Como hemos dicho, en su totalidad, la implementación desarrollada cons-
ta de 9 clases; cada una con una misión principal, tareas relevantes y forma
particular de instanciar objetos. En las secciones siguientes, se describen bre-
vemente algunos de estos puntos de las clases construidas.

Mesh

La clase Mesh es el corazón de la implementación pues el resto de clases
tienen alguna conexión con esta. Esto se debe principalmente a que la clase
Mesh maneja toda la infomación geométrica; qué coordenadas tienen los pun-
tos de la malla, qué distancias hay entre puntos vecinos, qué puntos están en
la frontera, etcétera. Los objetos de esta clase representan la malla de puntos
que determinan los volúmenes en que se divide el espacio físico. Para instan-
ciar un objeto de este tipo se debe indicar el número de dimensiones (1, 2 o 3)
en las que está definido el problema teniendo en cuenta que el problema debe
estar delimitado por un domino cartesiano; es decir, un segmento de recta,
un rectángulo o un prisma rectangular. Tres de los atributos más importan-
tes de un objeto tipo Mesh son los que definen las posiciones de los puntos
de las mallas: dominoX, dominoY y dominioZ. Cada uno de estos atributos es
una lista (arreglo de numpy) de números flotantes en orden ascendente que
comienzan en 0, tales que las coordenadas de los puntos de la malla serían
las combinaciones (x, y, z) formadas de elementos de dominioX×dominioY×
dominioZ. Estos atributos pueden ser almacenados entregando los arreglos
de forma directa a la clase o permitiendo que la clase los genere de forma
uniforme al indicar las longitudes en cada dirección (dirección X, Y o Z) y el
número de volúmenes que se tendrán en dicha dirección.
Para definir por completo el domino físico del problema es necesario además
indicar qué fronteras y/o fuentes tiene el problema y cuáles son sus valo-
res. Esta característica se implementa mediante el atributo tags que consiste
en una lista de etiquetas (strings) que diferencían un punto de otro. Esto es,
por cada punto de la malla se almacena una etiqueta significando que los
puntos con la misma etiqueta pertenecen a un mismo grupo. Inicialmente,
todas las etiquetas son ’I’ indicando que se trata de puntos interiores pero es-
ta clase (Mesh) también incluye varios métodos construidos para modificar
las etiquetas de acuerdo al problema planteado. Las etiquetas que comien-
zan con la letra D como ’D1’ o ’D2’ representan fronteras tipo Dirichlet, de
igual manera la etiquetas que comienzan con N son fronteras tipo Neumann.
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El número flotante que representa el valor de la variable o el flujo de la va-
riable, en el caso Dirichlet y Neumann respectivamente, se almacena dentro
de un diccionario para el que la llave al valor es la etiqueta correspondiente.
Otro elemento clave en la construcción del software fue la implementación
de un método que produjera una representación visual de la malla. Se trata
del método draw() y resulta muy conveniente para verificar que la definición
de la malla es correcta. Como se puede ver esta clase maneja toda la infor-
mación del espacio físico y en consecuencia muchos de los métodos en las
demás clases emplean un objeto tipo Mesh.

Coefficients

La clase Coefficients, por su parte, se usa para crear objetos que guardan y
tratan todos los pesos (o coeficientes) que son necesarios para representar la
ecuación diferencial de forma discreta. En efecto, de acuerdo con el método
de volumen finito, cada volumen tiene una ecuación lineal algebraica asocia-
da y los pesos que definen estas ecuaciones se guardan en los atributos de un
objeto tipo Coefficients. Para continuar con la discusión de dichos atributos
resulta útil explicar la nomenclatura adoptada y para ello, supongamos que
la ecuación lineal algebraica de cada volumen se representa de la siguiente
manera:

aPφP + aEφE + aWφW + aNφN + aSφS + aTφT + aBφB = Su (3.1)

Donde los φindice representan las incógnitas, Su es el término independiente y
aindice los coeficientes de acuerdo con el método de volumen finito. De modo
que existe una ecuación como la anterior para cada uno de los volúmenes
y por consiguiente existen tantos coeficientes aP como volúmenes tiene la
malla. Lo mismo ocurre para el resto de coeficientes aindice y los términos in-
dependientes Su. Volviendo a la implementación, como hemos dicho, una de
las intenciones iniciales en su desarrolllo fue la de conseguir una abstracción
casi directa del método (FVM). Es por esto que resultó natural definir los
atributos; aP, aE, aW , etcétera, como atributos de esta clase Coefficients. Estos
atributos consisten en arreglos tridimensionales de números flotantes inicia-
lizados a cero y de hecho, para problemas de dimensiones menores a tres a
algunos de estos atributos se les asigna el valor None. Es por esto que para
generar un objeto de esta clase, se debe de proporcionar un objeto Mesh y
dependiendo de este último se asigna la forma y la cantidad de memoria que
tendrán los atributos del primero (ver tabla 3.1).

La idea principal de esta clase es crear un objeto asociado a la malla, que
actualiza sus atributos dependiendo de la situación física a resolver. Así, para
un modelo matemático que considere la difusión se construyó un método de
la clase Coefficients llamado setDiffusion() que actualiza los pesos guardados
en los atributos de manera correspondiente. Para el caso de modelos con ad-
vección se implementó el método setAdvection(). Estos métodos existen para
plantear el modelo matemático de forma cómoda y natural; internamente,
lo que hacen dichos métodos es manejar de forma automática objetos tipo
Diffusion y Advection.
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Dim nvx nvy nvz aE aN aT
1 11 - - array(1,1,11) None None
2 15 15 - array(1,15,15) array(1,15,15) None
3 8 9 6 array(6,9,8) array(6,9,8) array(6,9,8)

TABLA 3.1: Ejemplos de cómo quedan definidos los atributos
aE, aN y aT en función de los atributos de la malla dada. Dim
es el número de dimensiones de la malla mientras que nvx, nvy
y nvz es el número de volúmenes de la misma en las direccio-
nes X,Y y Z, respectivamente. En estas columnas el símbolo −
significa que se tiene el valor por default (igual a 1). Además,
array() indica que el atributo correspondiente es un arreglo de

la forma definida por los números dentro del paréntesis.

Diffusion y Advection

Cuando un objeto Coefficients llama al método setDiffusion(), se crea inhe-
rentemente un objeto Diffusion. Este tipo de objeto contiene todos los méto-
dos que permiten actualizar de forma transparente y automática los atribu-
tos del objeto Coefficients considerando la parte difusiva del problema. Estos
cálculos requieren del coeficiente de difusividad (κ) y de la información geo-
métrica de la malla. Por lo tanto, para generar un objeto Diffusion se deben
dar los parámetros mesh y κ; donde mesh es un objeto tipo Mesh y κ es un
flotante o función. La κ debe ser una función de las coordenadas ( f (x, y, z))
en el caso de una κ que varía con la posición o un flotante si es constante para
todo el dominio.
En cuanto a los objetos de la clase Advection, se trata de una situación análoga
a la clase Diffusion pero estos tratan la parte advectiva del problema. En este
caso, el método setAdvection(), que está implementado en la clase Coefficients
genera automáticamente un objeto Advection. Para instanciar este objeto se
requiere de los parámetros mesh, rho, vel y scheme que significan: un objeto
Mesh, un número flotante con el valor de la densidad, una tupla con las tres
componentes de la velocidad almacenada en tres arreglos y una cadena que
indica el esquema advectivo, respectivamente.
Los objetos Diffusion y Advection obtienen la malla porque esta se encuentra
almacenada también en el objeto Coefficients encargado de crearlos.

EqSystem

Por otro lado, la clase EqSystem toma un objeto tipo Coefficients y con este
crea un sistema de ecuaciones; más específicamente, construye la matriz A y
el vector b que representan un sistema de ecuaciones de la forma: Ax = b.
Esto representa un nivel de abstracción en sí mismo pues la información de
los coeficientes viene dada en forma de varios arreglos tridimensionales, y
esta tiene que ser reinterpretada como elementos (renglón columna) de ma-
triz. Además, el almacenamiento de la matriz puede ser completo (con todos
los ceros) o utilizando algún formato de matriz dispersa, como el CSR o CSC.



3.2. Modelo Computacional: Construcción del software 33

Para instanciar un objeto EqSystem solo se requiere de un parámetro; el co-
rrespondiente objeto Coefficients. Luego el objeto EqSystem que se ha creado
construye el sistema de ecuacioens usando alguno de los métodos de su clase.
Se tienen varios métodos implementados que varían de acuerdo al formato
de matriz seleccionado (FULL, CSC,CSR) y, de forma interna, a la dimensión
de la malla (1,2 o 3). El sistema formado por la matriz A y el vector b, paráme-
tros del objeto, puede entonces ser resuelto por un método directo o iterativo
y la solución visualizada con la ayuda de la clase SolPlotr.

SolPlotr

El único fin de la clase SolPlotr es el de usar la información de la malla
para asistir en la graficación de las soluciones. El parámetro requerido para
instanciar un objeto de esta clase es un objeto tipo Mesh. La clase SolPlotr
tiene implementados varios métodos para graficar una solución (almacenada
en un arreglo) asociada a una malla (objeto Mesh). Dentro de estos métodos
se encuentran gráficas con la solución representada por una escala de color,
gráficas tipo campo de velocidades, gráficas de contorno, etc. Los métodos
que obtienen gráficas para soluciones en 3D están basados en gráficas como
las anteriores para tres cortes, es decir planos, localizados a un ’x’, ’y’ y ’z’
constantes.

UMesh, VMesh y WMesh

Con respecto a las clases UMesh, VMesh y WMesh , tenemos que estas
fueron diseñadas con el objetivo de tratar problemas de convección natural.
En este tipo de problemas el campo de velocidades debe ser encontrado co-
mo parte de la solución al problema planteado y para ello se utilizan mallas
ligeramente desplazadas con respecto a la original conocidas como mallas re-
corridas. Para una velocidad en tres dimensiones ν = (U, V, W) se definen
tres mallas desplazadas en los sentidos X,Y y Z que fueron implementadas
al software mediante las clases UMesh,VMesh y WMesh; respectivamente.

En general podemos decir que los trabajos citados en los Antecedentes (sec-
ción1.2) de la modelación térmica de invernadero utilizan un software pre-
viamente desarrollado o comercial (ANSYS/FLUENT en la mayoría de los
casos) y es por eso que la discusión acerca del reto computacional es limi-
tada. Dentro de este marco, se perciben relevantes los resultados de la im-
plementación de FVM desarrollada para este trabajo de tesis. Sin embargo,
para realizar un simulador fiable, es necesario verificar la congruencia de los
resultados del simulador con valores probados. Por consiguiente, parte de
la metodología de la presente tesis consistió en reproducir los resultados de
trabajos previos en la solución del problema planteado.
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3.3. Pruebas de validez de resultados a través de
modelos conocidos

Para el presente trabajo, se consideraron algunos artículos académicos
orientados al problema de la convección natural como un buen punto de parti-
da para la validación de resultados, lo cual es relevante en la construcción de
un software orientado a la computación científica. En el presente apartado,
se exponen modelos conceptuales extraídos de tales trabajos y los resultados
de su respectiva solución. En total se realizaron 4 pruebas (reproducciones).

3.3.1. Primer ejemplo de prueba

El primer texto académico que se utilizó como base para validar las solu-
ciones del software implementado al problema de convección natural es Na-
tural Convection of Air in a Square Cavity a Bench Mark Numerical Solution[11].
En dicho trabajo, se resuelven las ecuaciones adimensionales que describen
la convección natural estacionaria en un dominio cuadrado cuando sus pa-
redes laterales se someten a temperaturas constantes (Th y Tc) y sus paredes
superior e inferior son adiabáticas. Para estas condiciones de frontera, y uti-
lizando la aproximación de Boussinesq, el texto toma un número de Prandtl
(Pr) igual a 0.71 y define cuatro casos utilizando distintos números de Ray-
leigh (Ra). Son estos los resultados que se tomaron como base en la primera
prueba de la implementación, (Prueba 1).
En la figura 3.3 se muestran los resultados de la reproducción de las solu-
ción para Ra = 103. En esta figura se puede observar que los resultados del
campo de velocidades 3.3a y temperatura 3.3b son congruentes dado que las
gráficas obtenidas y la teóricas [11] son muy similares. Esto es desde el punto
de vista cualitativo; sin embargo, con el objetivo de realizar comparaciones
cuantitativas se calculó también el número de Nusselt(Nu).
Más específicamente, el número de Nusselt promedio en la frontera vertical
de la cavidad a X = 0 y el número de Nusselt promedio en la mitad de la ca-
vidad (X = 1/2). El valor obtenido para estos números fue de 1.098 y 1.079;
respectivamente, lo que representa una diferencia de 1.61 % y 3.31 % con res-
pecto a los valores reportados en la referencia tomada [11]. El signo positivo
de estos Nu promedio es consecuencia de que el flujo de temperatura en la
cavidad es mayormente de izquierda a derecha.
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(A)

(B)

FIGURA 3.3: Resultados de la Prueba 1 usando un Ra = 103. La
figura A muestra el campo de velocidades y el color de fondo
en la misma representa la temperatura de acuerdo con la barra
de color anexa. La gráfica B muestra las curvas de nivel de la

temperatura.



36 Capítulo 3. Desarrollo del Software y primeras pruebas

3.3.2. Segundo ejemplo de prueba

El segundo ejemplo es extraído de Effects of thermal boundary conditions on
natural convection flows within a square cavity [12]. Este problema, se trata de un
dominio cuadrado con la frontera superior adiabática y las fronteras laterales
a una temperatura constante que es inferior a la temperatura (constante) de
la base del cuadrado. Nos referiremos a este caso como Prueba 2, mismo que
está definido por las siguientes condiciones de frontera:

U(0, Y) = U(1, Y) = U(X, 0) = U(X, 1) = 0;
V(0, Y) = V(1, Y) = V(X, 0) = V(X, 1) = 0;

θ(X, 0) = 1;

θ(0, Y) = θ(1, Y) = 0;
∂θ

∂Y
(X, 1) = 0

(3.2)

Donde θ es la temperatura mientras que U y V son las componentes de la
velocidad en la dirección de las coordenadas X y Y, respectivamente. Todas
las variables anteriores están expresadas en su forma adimensional.
Los resultados de esta Prueba 2 se muestran en la figura 3.4 y en esta se puede
observar que de nuevo se obtienen resultados consistentes con los mostrados
en la literatura [12], es decir, que las gráficas son visualmente (cualitativa-
mente) muy similares. Esto tanto para el campo de velocidades (figura 3.4a),
como para las curvas de nivel de la temperatura (figura 3.4b). El número de
Nusselt promedio fue calculado sobre las fronteras izquierda (X = 0), de-
recha (X = 1) e inferior (Y = 0) obteniendose los valores de −2.66, 2.66 y
5.35, respectivamente. Que se tengan signos contrarios para los Nu prome-
dio en las paredes laterales es debido a que la temperatura está fluyendo
hacia afuera de la cavidad a través de estas. En este ejemplo, al igual que en
el resto de simulaciones de la convección natural, se calculó la solución pa-
ra un número de Rayleigh (Ra) de 103. Aunque en el trabajo con el modelo
conceptual de esta prueba [12] no se reporta el valor exacto del Nu prome-
dio, sí se muestran gráficas del Nu como función de Ra de las que se puede
concluir una buena concordancia (discrepancia< 5 %). Solo se utilizó el valor
de Ra = 103 porque corresponde al caso más manejable de los modelos (con-
diciones de frontera) establecidos como referencia. Además no es relevante
para estas pruebas reproducir todos los pasos y resultados previos; por un
lado, porque la métodología de las referencias y de la implementación no es
exactamente la misma y, por el otro, porque el objetivo de dichas referencias
en estas pruebas es solo el de proveer modelos conceptuales coherentes de
convección natural. Así, se probaron y desarrollaton las funcionalidades del
software necesarias para la convección natural (desacoplamiento SIMPLE,
mallas recorridas, etcétera).
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(A)

(B)

FIGURA 3.4: Resultados de la Prueba 2 usando un Ra = 103. La
figura A muestra el campo de velocidades y el color de fondo
en la misma representa la temperatura de acuerdo con la barra
de color anexa. La gráfica B muestra las curvas de nivel de la

temperatura.
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3.3.3. Tercer ejemplo de prueba

Por otro lado, como tercera validación, se tomó un ejemplo de Numerical
investigation of natural convection in a rectangular enclosure due to partial heating
and cooling at vertical walls [13], mismo que se denominará como Prueba 3. Las
condiciones físicas de este ejemplo están definidas de acuerdo con la figura
3.5 y las siguientes condiciones de frontera:

U(0, Y) = U(1, Y) = U(X, 0) = U(X, A) = 0;
V(0, Y) = V(1, Y) = V(X, 0) = V(X, A) = 0;

∂θ

∂Y
= 0; en Y=0 , Y=A

θ(0, Y) = 1; en 0 ≤ Y ≤ A/2
∂θ

∂X

∣∣∣∣
X=0

= 0; en A/2 ≤ Y ≤ A

θ(1, Y) = 0; en A/2 ≤ Y ≤ A
∂θ

∂X

∣∣∣∣
X=1

= 0; en 0 ≤ Y ≤ A/2

(3.3)

Los resultados de la Prueba 3 se muestran en la figura 3.6, teniendo que la

FIGURA 3.5: Esquema del dominio físico. Las secciones de la
frontera marcadas con T1 y T0 indican temperatura constante

mientras que el resto de la frontera es adiabática.

figura 3.6a representa el campo de velocidades y la figura 3.6b, las curvas
de nivel de la temperatura. En este caso al calcular el Nu promedio sobre la
mitad inferior de la frontera izquierda, la que se encuentra a temperatura T1,
se obtiene 1.39. La mitad superior de la frontera izquierda es adiabática, esto
implica que el Nu promedio es 0 sobre esta región. Por lo tanto el promedio
sobre toda la frontera izquierda es Nu = 0.69.
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(A)

(B)

FIGURA 3.6: Resultados de la Prueba 3 usando un Ra = 103. La
figura A muestra el campo de velocidades y el color de fondo
en la misma representa la temperatura de acuerdo con la barra
de color anexa. La gráfica B muestra las curvas de nivel de la

temperatura.
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3.3.4. Cuarto ejemplo de prueba

También es muy relevante realizar la validación de un ejemplo en tres
dimensiones, con ese objetivo la última validación realizada se tomó de Na-
tural convection in a cubic cavity: Implicit numerical solution of two benchmark
problems[14]. El problema a reproducir, al igual que en las pruebas anteriores,
consta de las ecuaciones adimensionales de la convección natural utilizando
la aproximación de Boussinesq; esta vez considerando las tres componentes
espaciales. El problema se plantea sobre un dominio cúbico como el que se
muestra en la figura 3.7 sometido a las siguientes condiciones de frontera,
donde n indica la coordenada en la dirección normal a la superficie:

θ = 1 en X = 0 θ = 0 en X = 1
∂θ

∂n
= 0 en las otras 4 paredes. (3.4)

Suponiendo además, al igual que en las pruebas anteriores, condiciones de
no deslizamiento; es decir, velocidades igual a cero sobre todas las paredes.
Por tratarse de un dominio en tres dimenisiones, la visualización de resulta-

FIGURA 3.7: Esquema del dominio físico (cavidad cúbica) en la
última prueba. Las secciones de la frontera marcadas con TH y
TC indican temperatura constante mientras que el resto de la

frontera es adiabática.

dos se realizó por medio de cortes. En este caso, para dar una clara visuali-
zación del resultado se muestran 6 cortes del dominio cúbico; tres cortes se
muestran en la figura 3.8 y otros tres se presentan en la figura 3.9. Los cortes
son en los planos z=0.5, x=0.598, y=0.524, z=0.598, x=0.402, y=0.207, para las
figuras 3.8a, 3.8b, 3.8c, 3.9a, 3.9b, 3.9c; respectivamente. Con el conjunto de
cortes se puede interpretar que la solución obtenida, en cuanto al campo de
velocidades, es una serie de bucles en sentido horario que son paralelos al
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plano XY. Podemos decir que se tiene una situación similiar al primer ejem-
plo de prueba (sección 3.3.1) pero con una cavidad en tres dimensiones.
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(A) z = 0.5

(B) x = 0.598

(C) y = 0.524

FIGURA 3.8: Resultados de la Prueba 4 usando un Ra = 103. Las
gráficas muestran el campo de velocidades con el color de fondo re-
presentando la temperatura. Las figuras A, B y C muestran un corte
frontal, lateral y superior para z = 0.5 , x = 0.598 y y = 0.524 respec-

tivamente.
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(A) z = 0.598

(B) x = 0.402

(C) y = 0.207

FIGURA 3.9: Resultados de la Prueba 4 usando un Ra = 103. Las
gráficas muestran el campo de velocidades con el color de fondo re-
presentando la temperatura. Las figuras A, B y C muestran un corte
frontal, lateral y superior para z = 0.598 , x = 0.402 y y = 0.207

respectivamente.
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Capítulo 4

Modelación de la transferencia de
calor en un invernadero

Las simulaciones mostradas en la sección anterior sirvieron para desa-
rrollar las funcionalidades de software que son necesarias en los problemas
de convección natural además de ser una primera validación los resultados
que arroja el software. Sin embargo, en este trabajo se buscó también rea-
lizar simulaciones de modelos que puedan representar invernaderos. Esta
sección muestra los resultados de los modelos propuestos para ese fin y re-
sulta conveniente discutir brevemente la forma en la que se presentan dichos
resultados.

4.1. Resultados y discución

Para empezar, las figuras que muestran las soluciones del campo de velo-
cidades se muestran acompañadas de un esquema del modelo utilizado para
generar la simulación. Por ejemplo, en la figura 4.1 se muestran juntos el es-
quema con las medidas del modelo (figura 4.1a) y la respectiva gráfica con
el campo de de velocidades obtenido del mismo (figura 4.1b). También es
relevante recordar que los modelos propuestos constan de un rectángulo de
fronteras a temperatura constante Ta que tiene inmerso paredes que definen
un invernadero con un techo y suelo a temperaturas constantes Tr y Ts junto
con paredes laterales adiabáticas ( fwall = 0) y una abertura que represen-
ta una ventilación natural. Esto es suficiente para interpretar los esquemas
presentados aunque más detalles del modelo conceptual se pueden revisar
en la sección 2.1 . Por lo que se refiere a las gráficas que muestran el campo
de velocidades, como la figura 4.1b, cabe mencionar que el color de fondo
corresponde a la distribución de temperatura de acuerdo a la barra de colo-
res que se muestra en dichas gráficas. Para visualizar mejor la solución de
la variable temperatura se muestran también figuras, como la figura 4.3, que
exponen la distribución de temperatura por medio de gráficas de contorno
(curvas de nivel) y que sirven además para contrastar la solución de tempe-
ratura dependiendo de la posición de la ventilación en el invernadero. Los
modelos empleados solo varían en su geometría considerando 3 tipos de te-
cho; plano,circular o triangular y 2 tipos de ventilación; ventilación en techo
o ventilación en pared lateral. En las tres secciones que siguen se presentan
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los resultados y su discusión por cada uno de los tres tipos de forma de te-
cho. En todas las simulaciones se usaron variables adimensionales así como
números de Rayleigh y de Prandtl con valores de 103 y 0.71, respectivamente.

4.1.1. Resultados de invernadero con techo plano

Los primeros resultados que se exponen son los del invernadero con te-
cho plano y ventilación lateral. En 4.1a se puede ver la escala real del modelo
pero para los resultados se usa la escala adimensional. En efecto, el inverna-
dero en el modelo a escala real tiene una altura de 2 metros y ancho de 2.2
metros, mientras que en los resultados de la figura 4.1b presenta una altura
y ancho de 0.5 y 0.55, respectivamente. Esto representa una de las ventajas
de las variables adimensionales pues así ya no es tan relevante las medidas
exactas del modelo sino las proporciones entre dichas medidas. Del campo
de velocidades (figura 4.1b) podemos decir que dentro del invernadero se
forma un bucle similar a los obtenidos para las cavidades en la sección Prue-
bas de validez de resultados a través de modelos conocidos(sección 3.3). Fuera del
invernadero se presenta un fenómeno que es primordialmente difusivo. El
invernadero de techo plano pero con ventilación en techo presenta resulta-
dos similares (ver figura 4.2); sin embargo, la distribución de la temperatura
es distinta, como lo expone la figura 4.3.
Para tener un cálculo más cuantitativo de dichas diferencias, se calcularon
los números de Nusslet promedio en tres regiones, más específicamente, tres
segmentos de recta. A saber, una recta que abarca el suelo del invernade-
ro, una recta vertical que va del centro del suelo hasta el centro del techo
y una recta horizontal que abarca el invernadero a una altura constante de
Y = 0.25. Para futuras referencias, estas tres líneas serán denominadas sue-
lo,vertical mid y horizontal mid; respectivamente. De esta manera, los Nu pro-
medio calculados para ambos tipos de ventilación se muestran en la tabla 4.1.
Con los valores obtenidos del Nu(vertical mid) se puede decir que al pasar de

Ventilación Nu(suelo) Nu(horizontal mid) Nu(vertical mid)
Lateral 1.387 1.336 0.051

En techo 1.182 1.217 -0.067

TABLA 4.1: Los números de Nusselt promedio obtenidos en
distintas rectas para los dos tipos de ventilación en el modelo

de invernadero con techo plano.

una ventilación a otra el flujo en el centro pasa de ir ligeramente hacia la de-
recha (+) a ir ligeramente a la iquierda (-). Estos valores son pequeños porque
el flujo de temperatura es primordialmente vertical y, en ese sentido, el flujo
vertical en el suelo (Nusuelo) varía cerca de un 17 % debido al cambio en la
ventilación.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.1: Resultados del modelo 1 de invernadero: ven-
tilación lateral y techo plano. En la figura (A) se muestra
el modelo y en la figura (B) el campo de velocidades con el
color de fondo representando la temperatura de acuerdo

con la escala lateral.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.2: Resultados del modelo 2 de invernadero: ven-
tilación en alto y techo plano. En la figura (A) se muestra
el modelo y en la figura (B) el campo de velocidades con el
color de fondo representando la temperatura de acuerdo

con la escala lateral.
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(A)

(B)

FIGURA 4.3: Gráficas de curvas de nivel para los inverna-
deros de techo plano con (A) ventilación lateral y (B) ven-

tilación en alto.
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4.1.2. Resultados de invernadero con techos circular y trian-
gular

Los resultados del invernadero de techo circular con ventilación lateral
y superior se pueden observar en las figuras 4.4 y 4.5, respectivamente. La
comparación entre ambos casos se da con las gráficas de curvas de nivel que
se exhiben en la figura 4.6 y con los resultados de la tabla 4.2.

De forma análoga los resultados del modelo con techo en forma triangu-
lar se muestran en las figuras 4.8, 4.7, 4.9 y la tabla 4.3.
A grandes rasgos podemos decir que en estas geometrías de techo (circu-

Ventilación Nu(suelo) Nu(horizontal mid) Nu(vertical mid)
Lateral 1.475 1.217 0.083

En techo 1.201 1.234 -0.031

TABLA 4.2: Los números de Nusselt promedio obtenidos en
distintas rectas para los dos tipos de ventilación en el modelo

de invernadero con techo circular.

Ventilación Nu(suelo) Nu(horizontal mid) Nu(vertical mid)
Lateral 1.823 1.346 0.030

En techo 1.541 1.536 -0.089

TABLA 4.3: Los números de Nusselt promedio obtenidos en
distintas rectas para los dos tipos de ventilación en el modelo

de invernadero con techo triangular.

lar y triangular) los resultados son similares a los resultados del invernadero
con techo plano. De los tres tipos de techos, el triangular es el que fué más
propenso a divergir, esto en el sentido de que las magnitudes del campo de
velocidades crecen de manera descontrolada. Así, en las primeras iteracio-
nes la condición de continuidad (ver sección 2.3.3) disminuye acercandose
a cero, pero rápidamente, cerca de la iteración número 60, la condición de
continuidad aumenta alejandose del valor buscado. En las conclusiones de
[25] se afirma que los confinamientos de paredes cuadradas son mucho más
fáciles de modelar y sus patrones térmicos e hidrodinámicos son menos com-
plejos en comparación con paredes inclinadas. Por otro lado, intuitivamente
se puede esperar que una geometría "en punta"sea más difícil de tratar dado
que en esa región el campo de velocidades debe cambiar de forma abruta
para seguir la pared en punta.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.4: Resultados del modelo 1 de invernadero: ven-
tilación lateral y techo circular. En la figura (A) se muestra
el modelo y en la figura (B) el campo de velocidades con el
color de fondo representando la temperatura de acuerdo

con la escala lateral.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.5: Resultados del modelo 2 de invernadero: ven-
tilación en alto y techo circular. En la figura (A) se muestra
el modelo y en la figura (B) el campo de velocidades con el
color de fondo representando la temperatura de acuerdo

con la escala lateral.
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(A)

(B)

FIGURA 4.6: Gráficas de curvas de nivel para los inverna-
deros de techo circular con (A) ventilación lateral y (B)

ventilación en alto.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.7: Resultados del modelo 2 de invernadero: ven-
tilación en alto y techo triangular. En la figura (A) se
muestra el modelo y en la figura (B) el campo de veloci-
dades con el color de fondo representando la temperatura

de acuerdo con la escala lateral.
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(A) Modelo

(B) Velocidad y temperatura.

FIGURA 4.8: Resultados del modelo 5 de invernadero: ven-
tilación lateral y techo triangular. En la figura (A) se mues-
tra el modelo y en la figura (B) el campo de velocidades
con el color de fondo representando la temperatura de

acuerdo con la escala lateral.
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(A)

(B)

FIGURA 4.9: Gráficas de curvas de nivel para los inverna-
deros de techo triangular con (A) ventilación lateral y (B)

ventilación en alto.
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4.2. Inspección inicial de tiempos de ejecución

Con el objetivo de identificar las áreas de mayor demanda computacional
se realizaron pruebas enfocadas al tiempo de ejecución de distintas secciones
del código. Se tomó como base el ejemplo del invernadero con techo circular
y ventilación lateral, el cual utililza una malla de 15000 volúmenes de control
y posee un tiempo total de ejecución de 327.44s. De este tiempo un pequeño
porcentaje se emplea en definir las mallas con sus condiciones de frontera pe-
ro el 99 % del tiempo de ejecución, se usa para desacoplar las variables de pre-
sión, temperatura y componentes de la velocidad (P,T,U,V) usando el método
SIMPLE. Lo que se busca evidenciar con este hecho es que para optimizar el
código o, al menos reducir su tiempo de ejecución es necesario enfocarse en
la sección de código del método SIMPLE. Esta sección corresponde a un ciclo
for en el que se realizan cálculos para obtener aproximaciones sucesivas de
la presión, temperatura y componentes de la velocidad (P,T,U,V). Así, de los
316s que se invierten en el ciclo for del SIMPLE, 78.62s se utilizan para hacer
los cálculos (preparación y solución de sistema de ecuaciones) que resultan
en el valor final de la temperatura T. Este tiempo comprende el 24.10 % de
todo el tiempo que abarca dicho ciclo y un tiempo promedio por cada ite-
ración de 0.6497± 0.2346s. En la tabla 4.4 se muestra como se distribuye el
tiempo de cálculo de cada variable y de aquí podemos observar que la ecua-
ción que más tiempo consume es la ecuación de corrección a la presión. El
porcentaje que no se muestra en dicha tabla corresponde al tiempo emplea-
do en verificar la condición de continuidad y el error que muestra el tpromedio
corresponde al doble de la desviación estándar.
Los cálculos más importantes que se realizan para cada variable, en cada ite-

Variable ttotal % SIMPLE tpromedio
U 35.89s 11.00 % 0.2967 ± 0.0741 s
V 35.51s 10.88 % 0.2934 ± 0.0761 s
P 176.13s 53.99 % 1.456 ± 0.4545 s
T 78.62s 24.10 % 0.6497 ± 0.2346 s

TABLA 4.4: Tabla que muestra, por cada una de las variables
(U,V,P y T) que se resuelven, el tiempo total invertido en el ciclo
for (Ttotal), el porcentaje ( % SIMPLE) que ese tiempo representa
con respecto al tiempo de todo el bucle y el tiempo promedio
de cálculo en cada iteración (Tpromedio); usando GMRES (librería

scipy).

ración, consisten básicamente en: crear un nuevo sistema de ecuaciones, calcular
un precondicionador para la matriz generada y resolver el sistema de ecuaciones, en
ese orden. De aquí, se exploraron algunas formas en las que se podría impac-
tar en el tiempo de ejecución del código.
En primer lugar, la solución del sistema de ecuaciones corresponde a la parte
que más tiempo demanda. En el caso de la variable P, el 80 % del tiempo in-
vertido en dicha variable se ocupa en aplicar GMRES. Al hacer que en todas
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las variables (U,V,P,T) se cambie de GMRES a BICGSTAB el tiempo se reduce
hasta 232.94s (71.4 % del tiempo original). Es relevante hacer notar que con

Variable ttotal % SIMPLE tpromedio
U 34.56s 14.84 % 0.2856 ± 0.0428 s
V 33.77s 14.50 % 0.2791 ± 0.0153 s
P 92.13s 39.55 % 0.7614 ± 0.1279 s
T 72.43s 31.10 % 0.5986 ± 0.100 s

TABLA 4.5: Tabla que muestra, por cada una de las variables
(U,V,P y T) que se resuelven, el tiempo total invertido en el ciclo
for (Ttotal), el porcentaje ( % SIMPLE) que ese tiempo representa
con respecto al tiempo de todo el bucle y el tiempo promedio de
cálculo en cada iteración (Tpromedio); usando BICGSTAB (librería

scipy).

este cambio, el único tiempo que cambia sustancialmente es el de la varia-
ble P (ver tabla 4.5). Este hecho puede deberse a que esta es la variable que
se está utilizando para actualizar a las demás y un algoritmo de solución de
sistemas de ecuaciones puede adaptarse mejor a este hecho en comparación
a otro. Como hemos dicho, con el uso del algoritmo BICSTAB para resolver
los sistemas de ecuaciones, la disminución del tiempo total es notoria. En
efecto, la parte que más tiempo consume es la solución de sistemas de ecua-
ciones lineales y con esta motivación, se decidió implementar una versión de
BICGSTAB. Para poder competir, en cuanto a tiempo, con la implementación
de scipy, la implementación de BICGSTAB que fue desarrollada se basó en
la librería NUMBA. Esta librería provee una compilación just in time y ade-
más se utilizaron herramientas básicas de paralelismo de esta misma librería.
En este aspecto, se observó que para que la librería NUMBA impactara en el
tiempo de ejecucción fué necesario utilizar dicha herramienta para funciones
cortas y sobre todo con operaciones entre objetos simples de python o arre-
glos de Numpy. Por otro lado, se observó que los sistemas de las variables U
y V pueden alcanzar la convergencia sin necesidad de un precondicionador e
inclusive, que se pueden utilizar las soluciones de la iteración anterior como
vector inicial del GMRES o BICSTAB para disminuir el tiempo en el que se
llega a la solución debido a que se parte de un vector cercano a la misma.
Al final, al usar la implementación propia de BICGSTAB que toma como
aproximación inicial la solución anterior y sólo precondiciona las variables
P y T se obtiene un tiempo de 171.40s lo que representa 52.6 % del tiempo
original. Dado que este tiempo relativamente pequeño, (aproximadamente
3 minutos) se diría que, al menos para la simulación realizada, Python pue-
de proveer un tiempo de ejecucción suficiente. Si en vez de usar una malla
con 15000 volúmenes de control se utiliza una malla de 124700 volúmenes el
tiempo es de 46 minutos. Esto, para los alcances del presente trabajo, sigue
siendo un tiempo aceptable.
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Conclusiones

En resumen, se ha desarrollado un software basado en un paradigma de
programación orientado a objetos que es capaz de implementar el FVM de
una forma accesible, reutilizable y con una construcción basada en la abstrac-
ción del método. El software es reutilizable en el sentido que puede usarse
para resolver una variedad de planteamientos físicos y porque la utilización
de Python lo vuelve cómodo para una comunidad más grande en compara-
ción con otros lenguajes de programación.
Existen otros softwares que también son orientados a la dinámica de fluidos
computacional (CFD). Dentro de los softwares comerciales podemos encon-
trar ANSyS, FLUENT o COMSOL; mientras que, por el lado de los libres
están algunos como OpenFOAM, LibMesh o Dune. A diferencia de estos sis-
temas, la implementación desarrollada es un software que está hecho com-
pletamente en Python y esto permite explorar las bondades del lenguaje en
términos de eficiencia.
En efecto, los resultados obtenidos pueden servir como indicador de la via-
bilidad, en cuanto a costo/beneficio, de utilizar Python para cómputo numé-
rico mediante herramientas de compilado just in time y paralelismo, como
lo es Numba. Además, la descripción de la implementación puede resultar
relevante pues en la mayoría de los textos consultados la discusión de los
aspectos computacionales de la simulación era mínima.
Por otro lado, las reproducciones de problemas de convección natural en una
cavidad muestran una buena correspondencia con los resultados teóricos. Es-
ta afirmación se debe, a que los números de Nusselt así como las distribucio-
nes de temperatura y campos de velocidad son congruentes con las referen-
cias citadas. Ambos aspectos, tanto el cualitativo (gráficas de distribucion de
temperatura y campos de velocidad), como el cualitativo (número de Nus-
selt), son necesarios para permitir establecer confianza en los resultados.
El punto débil aquí es que sólo se obtuvieron simulaciones coherentes para
un Ra = 103, sin embargo, el objetivo principal de estos ensayos no fue el de
reproducir todos los pasos y resultados previos sino el de validar los métodos
programados específicamente para problemas de convección natural como el
desacoplamiento de ecuaciones o las mallas recorridas. Si bien es cierto que,
para tener una buena validación es preferible comparar con soluciones ana-
líticas o valores experimentales, en este caso no se contaba con ellos. Por lo
que se compararon los resultados con otras referencias para sustentar la idea
de que el modelo computacional está correctamente implementado. Aún así,
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para que futuras iteraciones del desarrollo sean capaces de reproducir situa-
ciones físicas más cercanas a la situación real, es clave revisar el modelo nu-
mérico en busca de aproximaciones de mayor orden de precisión.
En la modelación de la transferencia de calor en invernaderos se observan re-
sultados coherentes con la intuición. Además, los números de Nusselt prome-
dio calculados ayudan a evidenciar que existen diferencias en la distribución
de temperatura como consecuencia de cambiar la posición de la ventilación
natural. En particular, resulta relevante que se observen diferencias claras en
el Nu promedio calculado en el suelo pues, este es el lugar donde se localiza-
rían los cultivos.
En el presente trabajo se busca que los modelos simbolicen la distribución
de temperatura de invernaderos debido a dos motivos; por un lado, existen
ya textos académicos en este sentido que prueban el interés en este tipo de
simulaciones y, por el otro, el software desarrollado tendría el potencial pa-
ra aplicaciones. En efecto, los invernaderos representan una situación en la
que es importante mantener el control de la temperatura, ventilación y otras
variables climáticas. En este sentido, se debe continuar desarrollando el soft-
ware, sobre todo en la validación de resultados con datos experimentales, y
así poder tener aplicaciones en el diseño de invernaderos o en el monitoreo
de las variables físicas dentro del mismo.
Por último, además de lo ya mencionado, una posible modificación al soft-
ware sería la incorporación de una clase o módulo que funcionara como lec-
tor de archivos generados en un software externo (como gmsh) donde fuera
posible generar la malla y su etiquetado.
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