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«Sólo México es el mundo radicalmente ajeno a Europa que debe aceptar la fatalidad de la
penetración total de Europa y decir las palabras y las formas de la vida, de la fe, europeas,
aunque la sustancia de su vida y su fe sean de signo diverso [...] ¿Por qué vives en México?
[...] ¿Por qué vivimos, chérie? ¿Por qué vivimos en una ciudad tan horrible, donde se siente
uno enfermo, donde falta el aire, donde sólo debían habitar águilas y serpientes? [...] porque
a lado de la cortesía repugnante y dominguera de la gente como tú hay la cortesía increíble
de una criada o de un niño que vende esos mismo diarios enmerdeurs, porque a lado de esta
costra de pus en la que vivimos hay unas gentes, ça va sans dire, increíblemente desorientadas
y dulces y llenas de amor y de verdadera ingenuidad que ni siquiera tienen la maldad para
pensar que son pisoteados; porque debajo de esta lepra americanizada y barata hay una
carne viva, la carne más viva del mundo... y allá, en lo que dejamos, está lo mejor de lo que
ustedes creen que es lo mejor, pero no lo mejor de lo que ustedes creen que es lo peor. Ça
va?»

Carlos Fuentes
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Resumen

La gravedad descrita por la teoría de la Relatividad General de Einstein ha sido probada exi-
tosamente por una variedad de experimentos que van desde la escala del Sistema Solar hasta
la escala cosmológica. Por ello, junto con el modelo estándar de la física de partículas, se
reivindica como uno de los dos pilares de la física moderna. Pese a su éxito observacional,
importantes problemas teóricos concernientes al llamado sector oscuro y a la imposibilidad
de construir una teoría de gravedad cuántica que pueda explicar, por ejemplo, la predicción
de singularidades, sugieren posibles modificaciones a la teoría. Más aún, notables fenómenos
puramente gravitacionales como la existencia de agujeros negros y de radiación gravitacional
son predicciones clave de la teoría de Einstein, ambas en el sector no-lineal de campo fuerte.
Con la reciente detección directa de ondas gravitacionales originadas en la coalescencia de
sistemas binarios de agujeros negros y estrellas de neutrones, información astrofísica sin pre-
cedentes de este sector se ha vuelto asequible. Por lo tanto, es de esperar que observaciones
de ondas gravitacionales puedan ser utilizadas para buscar o constreñir posibles desviaciones
a la Relatividad General en este régimen.

En este trabajo se revisa la teoría linealizada de la Relatividad General, en donde surgen
de manera natural soluciones tipo onda, resultado de variaciones temporales del momento
cuadrupolar de una distribución de materia. Es sabido que para establecer claramente una
noción de energía y momento transportada por la radiación gravitacional originada por fuen-
tes aisladas, las ecuaciones de campo deben de ser reescritas de tal manera que exhiban una
contribución efectiva al tensor total de energía-momento debida a las ondas gravitacionales
mismas, conocida como el pseudo-tensor de energía-momento de las ondas gravitacionales.
Se presentan los métodos más utilizados en la literatura para construir tal objeto haciendo uso
de teoría de perturbaciones a una métrica de fondo a segundo orden, al nivel de la acción y de
las ecuaciones de campo, utilizando un enfoque distinto. A este respecto se realiza la expan-
sión usando la diferencia entre dos operadores diferenciales asociados a la métrica completa
y a la métrica de fondo respectivamente. También se hace uso de la conocida analogía con la
teoría de Maxwell para denotar claramente las diferencias ente los modos físicos de propaga-
ción y los no físicos al tener fuentes de materia presentes. Incluso, se justifica el uso común de
la llamada norma sin traza-transversa en la teoría lineal con presencia de materia, un hecho
que se da por sentado y que recientemente ha causado cierta confusión. Finalmente, se extra-
pola el formalismo lineal a dos de las más estudiadas y conocidas teorías métrica alternativas
de la gravedad: la teorías las teorías escalares-tensoriales y, en menor medida, a las teorías
f (R), cuyas predicciones, tales como modos de propagación extra esperan ser confirmados o
constreñidos con la siguiente generación de detectores de ondas gravitacionales.
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Abstract

Gravity as described by Einstein’s theory of General Relativity has passed many experimental
tests, from the Solar System scale to the cosmological one, with flying colors. For that, it
stands together with the standard model of particle physics, among one of the two pillars of
modern physics. Despite its observational success major theoretical issues concerning the so
called dark sector and the inability to develop a theory of quantum gravity (that may alleviate
e.g. its predictions of singularities) suggests that modifications to the theory could be possible.
Moreover, outstanding pure gravitational phenomena such as the existence of black holes
and of gravitational radiation are key predictions of Einstein’s theory, both at the non-linear
strong-field regime. With the recent direct detection of gravitational waves originated in the
coalescence of binary black holes and neutron stars unprecedented astrophysical information
of this regime have become available. Thus, is expected that gravitational waves observations
could be used to search and constrain deviations from General Relativity in this regime.

In this work the linearized theory of General Relativity (where wave-like solutions arise
naturally as a result of a time-varying quadrupole moment of a distribution of matter) is re-
viewed. It is well known that to clearly establish a meaningful notion of the energy and
momentum carried away by gravitational radiation from isolated sources, the field equations
must be rewritten to exhibit and effective contribution to the total energy-momentum ten-
sor which comes from the gravitational waves themselves known as the gravitational wave
energy-momentum pseudotensor. We present here the most used methods in the literature to
construct such term requiring perturbation theory to a background metric up to second order
both at level of the action and the field equations using a different approach. In this regard we
fully develop the expansion using the difference between derivative operators, associated each
one with the complete metric and the background metric respectively, as suggested by some
authors. We also explode the well known analogy with Maxwell theory to denote clearly the
difference between the propagating physical modes and the non-physical ones when matter
sources are present. Moreover, we justify the widely use of the so called Transverse-Traceless
gauge in the linearized theory in the presence of matter, a fact that has remained largely unno-
ticed, which recently caused some confusion. Finally, we extrapolate the linearized formalism
to two of the most studied and well known alternative metric theories of gravity: the f (R) the-
ories and the scalar-tensor theories whose predictions such as extra propagating degrees of
freedom are expected to be confirmed or constrained with the next generation of gravitational
wave detectors.
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Capítulo 1

Introducción

En esta introducción se discute el estado del arte de la teoría de la Relatividad General, los
problemas que enfrenta y el papel de los experimentos de detección de ondas gravitacionales
en teorías alternativas de la gravitación, tema central de este trabajo.

1.1. La teoría de la Relatividad General

La Relatividad General (RG), una teoría sobre el espacio-tiempo, es la teoría relativista
de la gravitación (aceptada) más simple [40]. Bajo la perspectiva de dicha teoría, se asume al
espacio-tiempo como un ente geométrico cuya dinámica es compatible, por medio de las ecua-
ciones de campo de Einstein, con el contenido de materia descrito por el tensor de energía-
momento. La conexión entre la geometría del espacio-tiempo y la gravitación se sintetiza en
el principio de equivalencia. A saber, las trayectorias de cuerpos en caída libre en presencia
de un campo gravitacional son independientes de su estructura y composición interna. Dichas
trayectorias resultan ser las curvas naturales que seguiría un cuerpo en una geometría curva
(geodésicas). En el plano experimental, el principio de equivalencia destaca como uno de los
principios de la naturaleza probados con mayor precisión [168], de ahí su lugar como sustento
conceptual, no sólo para la gravitación newtoniana o la RG, sino para la noción, más amplia,
de que el espacio-tiempo es curvo.1 Por lo anterior, la gravitación se entiende unívocamente
como un fenómeno de curvatura o, en otras palabras, los efectos de la gravedad deben de ser
equivalentes a los efectos producidos por la geometría de un espacio-tiempo curvo.

La afirmación de que la RG es la teoría «aceptada» actualmente se sustenta en su notable
consistencia con la naturaleza. De hecho, se reivindica como una de la teorías físicas más
exitosas en el sentido de que a partir de ésta se derivan numerosas predicciones tanto a nivel
del sistema solar como a escala cosmológica, las cuales han sido comprobadas una a una con
notable precisión tras la fundación de la teoría. En efecto, desde la expedición por el eclipse
solar de 1919 hasta las modernas observaciones de sistemas binarios, la RG ha prevalecido
como la teoría de la gravedad frente a un variado influjo de experimentos (para un reciente
repaso, ver [33, 129, 166, 168, 170]).

1En específico es el Principio de Equivalencia de Einstein (PEE) al que se está haciendo referencia. Debido a
que no existe consenso en la comunidad, existen diversas formulaciones [69]. En particular Will [168] establece
al PEE como la sujeción de tres enunciados: (i) el principio de equivalencia débil se cumple (igualdad entre masas
inerciales y gravitacionales), (ii) el resultado de cualquier experimento local y no gravitacional es independiente
de la velocidad propia del marco de referencia en caída libre en el que es realizado y (iii) el resultado de cualquier
experimento no gravitacional es independiente de donde y cuando se realice. Como tal, el PEE no sólo proporciona
una base fundacional para la teorías métricas de la gravedad [156], la clase de teorías de la gravitación de la cual la
RG forma parte, sino que su comprobación experimental, en razón de que predicciones propias de distintas teorías
reflejan discrepancias en sus estructuras, permite delinear un enfoque eficiente para determinar los límites físicos
de posibles teorías de la gravedad (violaciones al PEE en el régimen de campo débil no han sido encontradas,
las cotas experimentales más recientes apuntan a su validez en al menos una parte en 1015 [168]). Desde esta
perspectiva el PEE es la base fundacional de cualquier teoría de gravedad [92].
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Por otra parte, si bien la RG concierne solamente a fenómenos gravitacionales, la notable
implicación sobre la relación de estos con la materia prescribe una inconsistencia. Por un lado,
la RG es una teoría puramente clásica y, por otro, la materia a nivel fundamental es cuántica.
Explícitamente, mientras el «lado izquierdo» de las ecuaciones de Einstein contiene la in-
formación de la interacción gravitacional, es decir, la geometría del espacio-tiempo, el «lado
derecho» circunscribe, en el tensor de energía-momento, todo el contenido material corres-
pondiente a las interacciones no-gravitacionales (electromagnética, débil y fuerte), las cuales
son, en conjunto, descritas coherentemente por el formalismo de teoría cuántica de campos,
enmarcado bajo el modelo estándar de la física de partículas (ME). Así, las ecuaciones de
Einstein predisponen una inherente conjunción fundamental de ambas teorías; teorías que en
principio son fundamentalmente distintas. Al igual que la RG, el carácter experimental de la
física de altas energías sitúa al ME como la teoría estándar en relación a las interacciones
no-gravitacionales, pues sus predicciones han sido, hasta el momento, comprobadas también
con notable precisión [124]. Dicha circunstancia pareciera indicar, de manera prematura, a
la comprensión fundamental de la naturaleza como completa, pues ambas teorías, la RG y
el ME, sustentan una descripción acorde con la naturaleza. Dicha conclusión es sin embargo
incorrecta. A pesar de los éxitos de ambas teorías existen argumentos teóricos y fenomenoló-
gicos para considerar ambas teorías como «incompletas».2

1.2. ¿Por qué teorías alternativas?

El argumento más ambicioso, en la dirección teórica, se asocia con la promesa de una
teoría fundamental para todas las interacciones, esto es, una descripción unificada para todas.
Por consistencia con el ME, una formulación «cuántica» de la gravedad se torna razonable
(para algunos incluso, necesaria). Dentro de este esquema, además de incorporar una reinter-
pretación al espacio-tiempo en sí, se espera que se resuelve el problema de las singularidades
encontradas en múltiples soluciones a las ecuaciones de la RG [160]. Se cree ampliamente
que una teoría de gravedad cuántica prohíbe tales situaciones no-físicas ocurridas en el límite
de campos gravitacionales infinitamente grandes (o bien donde la curvatura es también infini-
ta) [41]. Entre otras cosas, las motivaciones para un esquema cuántico de la gravedad suponen
a la RG como una teoría no fundamental limitada genéricamente a la escala de Planck, o bien,
a altas energías. Dada la incompatibilidad de conceptos entre la RG y el ME (o de manera
más fundamental, la mecánica cuántica), los esfuerzos por concebir una teoría de gravedad
cuántica totalmente consistente han resultado, hasta el momento, infructuosos [106].

En la dirección fenomenológica u observacional, la contundente evidencia sobre la expan-
sión acelerada del universo (notablemente las supernova Ia tipo [14]), la medición del fondo
cósmico de microondas [110] y estudios detallados de estructura de larga escala apuntan a
una constante cosmológica con valor no nulo (Λ , 0) [125]. Si bien, la inclusión de dicho
término no representa una desviación a la RG, pues puede ser incorporado fácilmente como
una constante en la acción de Einstein-Hilbert, si significa, desde una perspectiva física, acep-
tar el problema del llamado «sector oscuro». El consenso general de la cosmología estándar
(ΛCDM) sostiene que el universo debería estar aproximadamente conformado en un 95 % por
material «oscuro» para ser compatible con las observaciones [11]. Los mejores modelos afir-
man que aproximadamente el 25 % de este material oscuro está representado por una forma de
materia no-relativista y no-interactuante llamada materia oscura, mientras que el porcentaje
restante corresponde a una forma de densidad de energía asociada con una ecuación de estado

2No se repasaran aquí los problemas teóricos, conceptuales y fenomenológicos que enfrenta el ME (e.g. el
problema de la jerarquía débil), pues no es el propósito de esta tesis. El lector puede referir a cualquier seminal
trabajo en la física de partículas para ello [124]. No obstante, es indispensable identificar su relación con el sector
gravitacional y sus consecuencias observacionales.
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negativa de nombre energía oscura. Nótese que el nombre asociado a este sector indica la
incapacidad de entender, en términos descriptivos y de origen, a la materia y energía oscura.
Intentos por detectarla directamente han resultado infructuosos (ver e.g. [140]).3 Del mismo
modo se han propuesto candidatos para ocupar el lugar de la materia oscura como neutrinos
estériles, entre otros, no obstante, dichos modelos no han encontrados pruebas experimen-
tales para ser sustentados. En esta misma línea, es en el modelo estándar de la cosmología
donde subyacen serios problemas conceptuales, entre los cuales está el problema de la cons-
tante cosmológica («¿Por qué el valor observado de la constante cosmológica es tan pequeño
en unidades de Planck?») y el llamado problema de la coincidencia («¿Por qué la densidad
de energía asociada a la constante cosmológica tiene un valor tan cercano a la densidad de
materia en el presente?»). Desde luego, dentro del marco de ΛCDM se ha explorado la po-
sibilidad de resolver estos problemas; por ejemplo, por medio de mecanismos de selección
a partir de una distribución de valores para Λ. Sin embargo, Weinberg mostró que, dentro
del marco de la RG, no es posible obtener una solución dinámica para la constante cosmo-
lógica [163]. Más aún, es muy probable que correcciones ultravioleta a la RG se «filtren»
como correcciones infrarrojas a escalas cosmológicas (para un repaso de las dificultades en
el régimen cosmológico que enfrenta la RG ver e.g. [59, 101]). De esta manera, la inclusión
del término cosmológico es, esencialmente, una prescripción ad hoc. Aunque esta hipótesis
resulte congruente con las observaciones, no posee sustento alguno para considerarla como
una «constante» fundamental de la naturaleza.4

Como queda expuesto en las consideraciones anteriores, éstas sugieren la necesidad de
modificaciones a bajas y altas energías, a una o ambas teorías (la RG y el ME) y, por extensión,
a ambas como teorías incompletas genéricamente. Dicha circunstancia implica dos enfoques
posibles: las búsqueda de extensiones al ME, o bien, extensiones a la misma RG. En esta tesis
se opta por éste último.

Modificar a la RG es un proyecto ambicioso, tanto más cuando ésta es acorde con una
gran cantidad de experimentos y observaciones, la ventana a una teoría alternativa resulta
angosta.5 De ese modo, cualquier modificación debería, en principio, ser consistente con las
predicciones de la RG ya probadas y, al mismo tiempo, ser capaz de explicar las inconsis-
tencias expuestas anteriormente. Este planteamiento concibe la búsqueda de posibles desvia-
ciones a la RG no como una mera exploración, sino como una base argumentativa (teórica y
observacional) en torno a teorías alternativas de la gravedad. Dicho de otro modo, modificar
a la RG en regímenes donde en principio podría no ser consistente, o bien, no válida, abre
la posibilidad de justificar una teoría más completa que la RG y, en cierto grado, permite
una reinterpretación a las posibles desviaciones de la RG (fuertemente constreñidas por los
experimentos y observaciones actuales [168]).

Ahora bien, en un sentido histórico la incursión en teorías modificadas no estuvo motivada
en ningún sentido por alguna consideración experimental o fenomenológica. Tan pronto como
apareció la teoría de Einstein, Weyl (1919) y Eddington (1923) comenzaron a considerar mo-
dificaciones a la misma, sujetas en lo general a una curiosidad, o bien, para cuestionar a la RG

3Una de las motivaciones principales que sustentan a la materia oscura son las anomalías en las curvas de
rotación de galaxias. Si no se asume un componente de materia oscura no es posible explicarlas. Cabe señalar
sin embargo la reciente detección de dos galaxias que no poseen materia oscura [70], el descubrimiento propone
serias dificultades a MOND [29], una teoría alternativa que modifica la teoría de Newton a escalas galácticas con
el propósito de evitar introducir a la materia oscura; de ser ciertas las conclusiones, esta teoría quedaría totalmente
descartada y, paradójicamente, se tendría una prueba de la existencia de dicho componente oscuro.

4A esta cuestión se agrega la notable discrepancia en los valores de Λ. El valor observado de Λ discrepa en al
menos 120 ordenes de magnitud de su contra-parte teórica proveniente del ME [163].

5Aunado a esto, la RG es considerada la «única» teoría interactuante de una partícula sin masa de helicidad-
2 [161]. Asimismo, es–hasta donde las observaciones lo confirman–la única teoría que satisface el principio de
equivalencia fuerte (PEF; la distinción entre el PEE y el PEF es la inclusión de cuerpos con auto-interacción gravi-
tacional). En razón de lo anterior, cualquier teoría métrica que no sea la RG, implica forzosamente la introducción
de grados de libertad auxiliares [168].
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recién establecida. No fue hasta la segunda mitad del siglo XX cuando, con el propósito de
cuantizar a la RG por métodos genéricos, se consideró la inclusión de términos de curvatura
de mayor orden en la acción de Einstein-Hilbert. En este punto, con el propósito de incorporar
el principio de Mach en la RG, C. Brans y R. H. Dicke formulaban la primera teoría escalar-
tensorial [43]. A la par de las antes mencionadas, varios candidatos para teorías de gravedad
fueron propuestos.6 La proliferación de dichas formulaciones, articuladas esencialmente por
argumentos teóricos, produjo la necesidad de un marco teórico tras el «renacimiento de la
RG»,7 el formalismo Paramétrico Post-Newtoniano (PPN) [167, 168], cuyo aparato teórico
abrió nuevas vías de comparación y análisis al confrontar a teorías modificadas con observa-
ciones astrofísicas de vanguardia como el láser de alcance lunar, ondas de radio y, en 1974,
el púlsar binario de Hulse y Taylor [94, 95, 151, 152]. Tal formalismo ha sido el punto de re-
ferencia de cómo las teorías alternativas deben de ser evaluadas. Como consecuencia de este
enfoque, se constatan dos posibles escenarios. Por un lado, se asume a la RG como una hi-
pótesis nula y se opta por buscar desviaciones genéricas; anticipando a que la sensibilidad de
los experimentos sea suficiente para restringir el tamaño de las desviaciones, o bien, apuntar
a posibles inconsistencias. Por otro lado, es posible partir de un modelo de gravedad modifi-
cada en particular, desarrollar sus ecuaciones y soluciones con el propósito de postular ciertas
observables que entonces podrían o no estar de acuerdo con el experimento. En ambos, es la
jerarquía del experimento la que domina.

Teniendo en cuenta lo anterior, si algún esquema de gravedad modificada se encuentra
mejor situado respecto a la RG, en el sentido de que es capaz de explicar con mayor naturali-
dad algún fenómeno gravitacional (e.g. el sector oscuro), o bien, alguno que no sea predicho
por la RG, éste se contextualiza como plausible. Esta es, precisamente, la primera motivación
de esta tesis. Reconocer que no existe razón a priori para escoger a la RG por encima de otras
teorías, alberga la notable posibilidad de evitar un sesgo teórico en el análisis de nuevas ob-
servaciones y con ello, potenciales descubrimientos y, al mismo tiempo, enriquecer el corpus
que representa el sector gravitacional en la física moderna.

1.3. Radiación gravitacional en contraste con otros experimentos
de la RG

En el segundo párrafo de esta introducción se mencionaba la notable consistencia de la
RG con los experimentos. Este planteamiento prescribe ciertos matices que hay que tener
en cuenta. En primer lugar, la correspondencia entre predicción teórica y comprobación ex-
perimental, a la que es sujeta la RG, se ve limitada al régimen gravitacional en el cual las
observaciones y experimentos son realizados. En específico, el paradigma experimental de
la física gravitacional (hasta antes de la primera década del siglo XXI) concierne al régimen
cuasi-estacionario cuasi-lineal de campo débil de la RG. Esto es, regiones donde la magnitud
del campo gravitacional es débil en relación a la masa-energía del sistema, las velocidades
características son pequeñas relativas a la velocidad de la luz y el campo gravitacional es esta-
cionario o cuasi-estacionario relativo al tamaño característico del sistema [173]. En contraste,
en el sector gravitacional de campo fuerte, vital para el entendimiento de objetos compactos,
como estrellas de neutrones y agujeros negros, así como del universo temprano, el progreso
en términos observacionales ha sido insuficiente [33, 129, 166].

Las dificultades encontradas en este sector, se pueden dilucidar en dos argumentos. El pri-
mero de ellos, concierne a la naturaleza propia de los fenómenos que ocurren en este régimen,

6Para un revisión histórica ver e.g. [139]. Breves discusiones también se encuentran en [59, 128, 143].
7Emblemático período sucedido en los sesenta, en el que las predicciones teóricas, anteriores a la década, y

notables descubrimientos astrofísicos (cuásares, púlsares, radiación cósmica de fondo) delinearon un lugar común
[169].
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pues son en lo general complejos e intempestivos, lo cual hace la detección limpia y adecuada
de observables sumamente difícil. El segundo argumento es reflejo de la no existencia de un
marco teórico para cuantificar desviaciones en las predicciones de la RG en este sector. Este
último planteamiento se desprende de la confusión en la comunidad respecto a cómo vincu-
lar experimentos y observaciones que tienen lugar en distintos regímenes gravitacionales. Por
ejemplo, los experimentos de laboratorio, del sistema solar así como las observaciones de pul-
sares binarios,8 pese a ser «pruebas de precisión», éstas son asociadas a constreñir parámetros
del formalismo PPN, pues dan acceso a las primeras correcciones de la dinámica newtoniana.
Sin embargo, no es obvio cómo estas constricciones se adscriben en el régimen cosmológico
o en el sector de campo fuerte. Recientemente se ha propuesto un marco teórico para tratar de
responder a esta cuestión [24]. La conclusión es que en efecto, las pruebas cosmológicas, de
PPN y del sector de campo fuerte distan en varios ordenes de magnitud.9 Lo anterior resulta
de carácter importantísimo para teorías modificadas, pues no es claro para una teoría alter-
nativa que es bien comportada en el sector cosmológico el tener soluciones viables a escalas
estelares y viceversa [59, 143]. Más aún, este y otros anteriores intentos por cuantificar distin-
tas pruebas a la RG adjudican como núcleo central para cuantificar sus desviaciones al sector
gravitacional de campo fuerte [26, 35, 129].

En este sentido, los experimentos de detección de ondas gravitacionales (OG), una de
las más notables consecuencias teóricas de la RG,10 se revelan como cruciales para la física
gravitacional. Las recientes detecciones [2–7, 9] por las colaboraciones LIGO [1] y VIRGO
[10], además de confirmar de manera directa la existencia de OG,11 representan un hito de
la astronomía observacional, en el sentido de que éstas distan, en múltiples maneras, de las
observaciones «convencionales».

Es sabido que la detección directa de OG se distingue de otros experimentos gravitacio-
nales al confrontar directamente el sector «completo» de campo fuerte,12donde la gravedad
es altamente no-lineal e inherentemente dinámica [137, 168, 173]. Entre otros aspectos, de-
bido a su naturaleza, las OG se «propagan», esencialmente, sin «impedimento» alguno desde
su fuente, lo que implica que en la misma onda se codifica la naturaleza de la fuente. Más
aún, las OG existen en ausencia de radiación electromagnética, lo cual permite la observación
de fenómenos sin contra-parte electromagnética (e.g. la coalescencia de agujeros negros [2,
61]). De esta manera, las recientes detecciones de OG, originadas por coalescencias de obje-
tos compactos, se perfilan como la antesala a una nueva era en la astrofísica observacional y,
por extensión, en la física gravitacional.

8Aunque las observaciones de púlsares binarios son reconocidas como pruebas en el régimen de campo fuerte,
lo son en el sentido de que confirman la correcta descripción del movimiento de objetos compactos por un régimen
perturbativo post-newtoniano, en particular cuantifican desviaciones de la RG en el sector cuasi-estacionario de
campo fuerte [127, 144]. Los experimentos con púlsares se utilizan comúnmente para colocar cotas a violaciones
del PEE en objetos con auto-interacción gravitacional, cotas a violaciones en la invarianza local de Lorentz y, por
supuesto, cotas a la emisión de radiación cuadrupolar [166].

9Baker et al [24], propusieron una representación bidimensional de un «espacio de parámetros de gravedad»,
en el cual se correlacionan una amplía gama de experimentos gravitacionales (presentes y futuros) por medio del
potencial gravitacional al cual son sujetos y su «curvatura» asociada (por medio del escalar Kretschmann).

10En el intersticio de las soluciones generales a las ecuaciones de campo, Einstein derivó en 1916 soluciones
aproximadas, esto es, soluciones a la teoría linealizada en vacío, que se propagan a la velocidad de la luz y satis-
facen una ecuación tipo onda [79]. Dichas soluciones son las llamadas OG y se interpretan como perturbaciones
al espacio-tiempo de Minkowski.

11Durante el período que separa a la teorización de las OG y a su detección directa, numerosas controversias
tuvieron lugar. Las más notables son la famosa controversia del cuadrupolo y las supuestas detecciones tempranas
de J. Weber. Sobre estas controversia referimos a [54, 60, 102, 103, 167], brevísimos ensayos se encuentran
también en [128, 154, 168]. Es importante tener en cuenta el papel de estos acontecimientos en el desarrollo
teórico y experimental de la radiación gravitacional. Irónicamente, fueron estos los que dieron pie al notable
desarrollo del área y, por consiguiente, a la «culminación» con la detección directa en 2015 [155].

12En este sector las masas adquieren velocidades cercanas a la de la luz (3 ∼ c), el espacio-tiempo circundante
es altamente dinámico y curvado. Ejemplos de este sector son la coalescencia de objetos compactos [38, 61]
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A este respecto, es sabido que en teorías alternativas de la gravitación, las OG se propagan
con polarizaciones adicionales, cada una con velocidades, atenuaciones y masas efectivas
potencialmente distintas a las predichas por la RG [59, 168, 173]. Las consecuencias de estas
implicaciones han sido confrontadas con las recientes detecciones en el sector cosmológico
(ver e.g. [15, 28]). Más aún, dichos resultados experimentales son consistentes con el hecho
de que, en efecto, las OG se propagan a la velocidad de la luz; dicho resultado limita en gran
medida el abanico de posibles teorías alternativas [36]. A pesar de estos resultados, debido a
la prematura etapa en el ámbito de la detección de OG, mucho trabajo queda por hacer. En las
subsecuentes décadas, los experimentos de OG aparecen como tópico central para confrontar
a la RG, en el antes discutido sector de campo fuerte, con teorías modificadas.

Lo anterior constituye la segunda motivación de este trabajo. La exploración teórica y, por
consiguiente, las implicaciones inmediatas propias del sector de OG en teorías alternativas, se
advierten indispensables conforme cuantiosos y más precisos experimentos sean realizados.
En específico se vuelve aún más relevante el entender claramente las posibles modificaciones
inducidas por una teoría extendida en la morfología de las propias OG.

1.4. Estructura de la tesis

La literatura en el tópico de radiación gravitacional es vasta [38, 46, 58, 83, 107, 112, 128,
154]. Lo es también la referida a teorías alternativas [51, 59, 143]. Más que exponer de manera
canónica el tema, el enfoque de este trabajo propone, en primer lugar, partir de (a) una revisión
del formalismo matemático que deriva en la famosa fórmula cuadrupolar de las OG, dando
considerable atención a tópicos que, por lo general, se toman como «totalmente» entendidos
(e.g. la relación de los modos TT con la fuente). La importancia del formalismo cuadrupolar
se sustenta en su uso al analizar períodos orbitales de púlsares binarios [127, 141, 144, 151,
166] al estar relacionada con la energía radiada por la emisión de OG. En segundo lugar, (b)
extender dicho formalismo a las teorías escalares-tensoriales [63] y las teorías f (R) [143].
Esta elección radica en que ambas son las teorías métricas más simples y más estudiadas y,
en consecuencia, se presentan como serias candidatas a una teoría de gravedad modificada.

Como se puede colegir de lo anterior, la tesis está divida en dos partes. En la primera
se aborda exclusivamente a las OG en la RG, mientras que la segunda confiere a las teorías
alternativas. En el Capítulo 2 se expone el formalismo de perturbaciones a la métrica alrededor
de un fondo genérico, con el propósito de explorar las diversas derivaciones del pseudo-tensor
de energía momento de las OG. En el Capítulo 3 se explora la relación entre los grados
radiativos de la teoría lineal y la libertad de norma, partiendo de un análisis de la teoría EM.
En la segunda parte de esta tesis se abordan a la teorías altenativas de la gravitación, en
particular se extiende el formalismo de los capítulos anteriores a teorías escalares-tensoriales
y, en menor medida, a teorías f (R).

En términos generales, este estudio pretende subrayar puntualmente las distinciones en-
tre las predicciones de la RG y de las teorías alternativas en lo que a radiación gravitacional
concierne. Desarrollos en curso de la tercera generación de detectores (espaciales y terres-
tres, ver e.g. [8, 19, 86]) anticipan, en un futuro cercano, la era de observación multibandas
de OG (i.e. un rango de frecuencias de detección más amplio). Derivado de ésta, se espera
una disminución de errores estadísticos en las futuras detecciones, mientras que los estudios
numéricos y semi-analíticos prometen reducir sistemáticamente el modelado en la forma de
onda [34, 90]. En consecuencia, conforme la cantidad y precisión de las observaciones crezca,
será posible colocar cotas más robustas a teorías modificadas, o bien, considerar a la RG como
una aproximación a una teoría de la gravitación más general, en el posible caso en donde las
predicciones de ésta última difieran de la primera [55].
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1.5. Notación y convenciones

Se sigue en lo que resta del trabajo la notación adoptada por Wald [160]. El espacio-
tiempo está representado por una variedad M 4-dimensional con una métrica lorentziana gab
de signatura (− + ++). El tensor de Riemann se toma como

R d
abc ωd = (∇a∇b − ∇b∇a)ωc, (1.1)

donde ∇a es la derivada covariante sin torsión asociada a la métrica gab. El determinante de
la métrica es g. Se usa las unidades geométricas (G = c = 1), a menos que se indique lo
contrario. El tensor de Einstein se define como

Gab ≡ Rab −
1
2

gabR. (1.2)

Se adopta la notación compacta de índices simétricos y anti-simétricos, es decir,

A(ab) =
1
2

(Aab + Aba), (1.3a)

A[ab] =
1
2

(Aab − Aba). (1.3b)

De acuerdo a Wald [160], dados cualesquiera dos operadores derivada ∇̃a y ∇a existe un
campo tensorial Cc

ab llamado conexión tal que

(∇a − ∇̃a)ωb = −Cc
abωc. (1.4)

Para un campo tensorial arbitrario se tiene la siguiente identidad

(∇a∇b − ∇b∇a)T ci···ck
d1···dl

= −

k∑
i=1

R c1
abe T c1···e···ck

d1···dl
+

l∑
j=1

R e
abd j

T c1···ck
d1···e···dl

(1.5)
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Capítulo 2

La Relatividad General y el
formalismo perturbativo

La RG es una teoría no lineal; lo son también las teorías métricas de la gravedad. La
complejidad que resulta en integrar cantidades relacionadas con la curvatura es bien cono-
cida, sin embargo, ello no ha sido impedimento alguno para poder conocer soluciones que
se acoplen a la realidad física. Tal como se verá más adelante, la construcción del Pseudo-
Tensor de Energía-Momento de las Ondas Gravitacionales (PTEM OG) en RG requiere ya de
por sí perturbaciones a una métrica de fondo hasta segundo orden. El extraer los frentes de
onda también implica poner en práctica métodos de aproximación que mejoren de a poco la
precisión de los modelos teóricos. En este capítulo se repasa de manera breve estos métodos
de aproximación enfocados sólo a la física de OG. Por lo demás, se introduce un formalis-
mo totalmente general para obtener las cantidades de curvatura perturbadas relevantes a lo
subsecuente de este trabajo.

2.1. Axiomas de la Relatividad General

Como quedó acordado en la introducción precedente, no se repasarán los conceptos bá-
sicos de topología y geometría diferencial que se adscriben a la RG.13 No obstante, con el
objeto de introducir formalmente a la RG, a fin de más tarde señalar con mayor claridad
las distinciones entre esta última y la teorías alternativas consideradas, conviene recordar (en
forma axiomática) sus principios fundamentales [160].

I. El espacio-tiempo está representado por una variedad suave M 4-dimensional dota-
da con una métrica lorentziana gab. Es común referir al espacio-tiempo como el par
(M, gab).

II. El espacio-tiempo está dotado con un operador derivada ∇ compatible con gab (∇cgab =

0) y sin torsión (i.e. ∇[a∇b] f = 0,∀ f : M → R)

III. Se satisface el PEE. En consecuencia, todas las partículas de prueba libres (puntual, sin
espín y sin auto-interacción gravitacional) siguen las geodésicas asociadas a gab.

IV. Se satisface el Principio de Covarianza General. Es decir, la métrica gab es la única
cantidad asociada al espacio-tiempo presente en las leyes de la física. En consecuencia
las ecuaciones de la física deben de estar expresadas en términos de tensores asociados
a M, o más precisamente, a su correspondiente espacio tangente.

V. Las ecuaciones de campo deben de ser lineales en las segundas derivadas de gab.14

13El lector puede consultar e.g. [53, 115, 160].
14Formalmente conocidas en la literatura matemática como ecuaciones parciales cuasilineales, es decir, lineales

en las segundas derivadas de la métrica pero no lineales en las derivadas del mismo orden.
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VI. La materia está asociada con el tensor de energía-momento Tab , el cual, debe conser-
varse y, además, ser fuente de curvatura.

De este modo, la interacción gravitacional sujeta a estos axiomas debe de satisfacer las ecua-
ciones de campo de Einstein [77],15

Rab −
1
2

gabR = 8πTab , (2.1)

donde Rab es el tensor de Ricci y R es la contracción de este último con gab conocido como
el escalar de Ricci. Cabe mencionar que algunos de estos axiomas pueden ser relajados para
dar pie a teorías alternativas como se verá en el Capítulo 4. Las ecuaciones (2.1)16 expresan
la relación entre la curvatura del espacio-tiempo (lado izquierdo) y la materia (lado derecho).
La una es fuente de la otra y viceversa. Por otro lado, las identidades de Bianchi (ver e.g. [53,
160]), en consonancia con las ecuaciones de campo (2.1), implican

∇aTab = 0; (2.2)

la nula divergencia del tensor de energía-momento. Este resultado se reivindica como una ley
de conservación para Tab. Las ecuaciones (2.2) confieren suma importancia a la RG, pues
determinan la ecuaciones de movimiento de los campos de materia contenidos en Tab. Bajo
esta propiedad se recupera el PEE. En ese sentido, en la RG la dinámica de los campos de
materia no puede ser arbritaria, sino que, necesariamente es gobernada por las ecuaciones de
conservación (2.2).

Como sucede con la mayoría de teorías de campo invariantes ante difeomorfismos, las
ecuaciones (2.1) aceptan una formulación lagrangiana, es decir, pueden ser derivadas de la
variación de una acción. En el caso de la RG la acción es la de Einstein-Hilbert:17

S RG = S G[gab] + S M[gab, ψ] =

∫ [
R(gab) +

16π
√
−g
LM(gab, ψ)

]
√
−gd4x, (2.3)

donde Lm es la densidad lagrangiana asociada a los campos de materia representados esque-
máticamente y colectivamente por ψ (e.g. los campo del ME de la física de partículas y/o
materia oscura). La variación de (2.3) respecto al tensor métrico resulta en las ecuaciones de
campo (2.1), donde

Tab ≡ −
2
√
−g

δLM

δgab , (2.4)

bajo la condición de que la acción sea estacionaria (i.e. δ(S RG + S m) = 0). El axioma IV,
en particular, al exigir la invariancia de la acción S M bajo difeomorfismos, implica la ley de
conservación (2.2). Asimismo, el axioma II asegura a la métrica como la única estructura
independiente del espacio-tiempo. Ahora bien, al considerar teorías métricas alternativas a la
RG lo que se busca es modificar a las ecuaciones de campo manteniendo y relajando ciertos

15En general para problemas a escalas cosmológicas es necesario tener en cuenta a la constante cosmológica
Λ en las Ecs. (2.1), sin embargo, para efectos de la presente tesis no se tendrá en cuenta. A este respecto, cabe
señalar que no ha sido sino hasta los recientes trabajos de Ashtekar, Bonga, and Kesavan [22, 23] donde se ha
extendido el formalismo de radiación gravitacional con la inclusión de Λ.

16El plural en «ecuaciones» se justifica al notar que es un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales, no
lineales, acopladas para las diez componentes independientes de gab [160].

17Es importante traer a cuenta el Teorema de Lovelock (TL) (ver e.g., [59]), el cual establece que «las únicas
ecuaciones de campo Eab[L] = 0 de segundo orden en gab posibles obtenidas en cuatro dimensiones a partir de un
lagrangiano de la forma L = L(gab) corresponden a Eab = α

√
−g[Rab −

1
2 gabR] +λ

√
−ggab con α y λ constantes».

El TL implica que para construir teorías métricas de la gravedad cuyas ecuaciones de campo difieran de las de la
RG es necesario considerar por lo menos: (i) otros campos aparte del tensor métrico, (ii) derivadas de de mayor
orden en la métrica, (iii) aumentar la dimensión del espacio-tiempo o (iv) no localidad. Es decir, la esencia de las
teorías alternativas.
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axiomas (ver Capítulo 3). Dichos cambios se traducen, por lo general, en cambios a la acción
(2.3).

2.2. Enfoques de aproximación en la Relatividad General

Las ecuaciones de campo de la RG son genuinamente complicadas. Dada su naturaleza
matemática (ver nota 16) no existen métodos generales para obtener soluciones y, aunque
soluciones exactas han sido encontradas, no todas gozan de inmediata interpretación física
[147]. Pese a esto, es posible, como en todas las áreas de la física, partir de una solución bien
conocida y considerar pequeñas desviaciones a ésta como soluciones aproximadas.

Este enfoque es precisamente el que adoptó Einstein [80] al considerar la aproximación
de campo débil de la RG

gab = ηab + λhab, (2.5)

donde hab representa una desviación «pequeña» (λ � 1) a la métrica del espacio plano ηab. La
introducción de esta suposición en la ecuaciones de campo (2.1) resulta en la teoría linealizada
de la RG, también conocida como la aproximación de campo débil, la cual será presentada
más adelante para construir el formalismo cuadrupolar (ver Sección 3.2). Linealizar la teoría
implica, por un lado, recuperar el límite newtoniano y, por otro, la existencia de OG. Por
compatibilidad con los principios de la relatividad especial, cualquier cambio a una fuente de
campo gravitacional debe ser comunicado a observadores distantes teniendo como límite la
velocidad de la luz. En la RG estos «cambios» que se propagan son precisamente las OG.

Sin embargo, dada la no linealidad no es posible, en lo general, establecer una distinción
clara entre la parte de la métrica que representa a la onda y el resto de la métrica. Dicho de
otro modo, en situaciones realistas la métrica perturbada no es la de Minkowski, como sugiere
(2.5), sino que puede ser un «fondo» arbitrario. Como consecuencia de esta restricción sólo
en ciertas aproximaciones se puede definir claramente a la radiación gravitacional:18

Teoría linealizada.

Perturbaciones a una métrica de fondo.

Aproximaciones analíticas: aproximaciones post-newtonianas, post-minkowskianas,
expansión en términos de la razón de masas (small mass-ratio expansion), teoría de
campo efectivo (EFT por sus siglas en íngles) [38, 47, 52]

El esquema más simple es el de la teoría linealizada y es al que está enfocado este trabajo.
Sin embargo, bajo este esquema, la condición referente al transporte de energía y momento
por las OG [42, 154] es ambigua (ver Sección 2.4). El argumento es el siguiente:

En la teoría lineal las OG se entienden como perturbaciones a una métrica plana,
con lo que queda implícita la suposición de campo débil. Así, queda manifiesta
de antemano su no aplicabilidad al verdadero sector de OG, el de campo fuer-
te. Aunado a esto, al linealizar a la RG, quedan excluidas inherentemente las no
linealidades. Consecuentemente, se pierde la posibilidad de describir a la inter-
acción del campo gravitacional consigo mismo.

Al retomar este último punto, queda claro que en cualquier aproximación lineal se tie-
ne la incapacidad de describir los subsecuentes cambios en la geometría del espacio-tiempo

18Cabe señalar que existe una clase de espacios-tiempo axialmente simétricos conocidos como Ondas de Brill
(ver e.g. Alcubierre [12, p.395]). Son soluciones fuertemente no lineales a las ecuaciones completas de campo,
en el sentido de que no aparecen en ningún contexto de perturbaciones como la clase de OG estudiadas en este
trabajo.
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conforme la energía de las OG es transportada desde la fuente hasta regiones asintóticas (i.e.
detectores). Lo anterior, en razón de que en la RG, cualquier forma de energía, incluida la aso-
ciada a las OG, contribuye a la curvatura del espacio-tiempo. Por lo tanto, parece razonable,
si no esencial, permitir que el espacio-tiempo de fondo sea dinámico y, además posibilitar, de
manera efectiva, la inclusión de las no-linealidades de la teoría, para poder definir de manera
clara la energía asociada a las OG, lo que en el lenguaje de la RG se traduce en definir un
tensor de energía-momento asociado a estas. En particular, son los métodos pertubativos los
que permiten la construcción de dicho objeto.

El sustento de una teoría de perturbaciones en la RG se puede justificar bajo dos premisas
[148]. En primer lugar, muchos fenómenos relativistas son en efecto, característicos de una
magnitud pequeña, razón por la cual pueden ser modelados con perturbaciones a primer orden,
tal es el caso de la teoría linealizada o procesos en la vecindad de un agujero negro. La segunda
razón concierne a cuestiones de estabilidad [56, 131]. Por ejemplo, cuando un agujero es
perturbado, éste evoluciona hasta un estado de equilibrio; como resultado se encuentra la
emisión de algún tipo de radiación (gravitacional, electromagnética, etc.).19

Como ya se había mencionado antes, el problema básico en el estudio de las ondas gra-
vitacionales refiere a la relación existente entre la forma asintótica de la onda gravitacional
hab generada por alguna fuente aislada, en la localización de un detector situado en la zona de
onda de la fuente, con el contenido de la fuente, i.e. su tensor de energía-momento Tab . Por
ejemplo, para el caso de un sistema de gravitacional de dos cuerpos con masa reducida µ y
masa total M se obtiene, por el teorema del virial, la siguiente relación:

1
2
µ32 ∼

1
2

GµM
r

, (2.6)

con lo que
32

c2 ∼
GM
rc2 � 1. (2.7)

donde 3 es la velocidad típica de las fuentes y r es la distancia al sistema en cuestión. Ambos
parámetros,20 resultan ser pequeños para sistemas dominados por la interacción gravitacional
cuyas velocidades son lentas y los campos gravitacionales son débiles por lo que pueden ser
utilizados en como parámetros de expansión en las ecuaciones de campo. Por el contrario, para
sistemas cuya dinámica no está dominada por interacciones no gravitacionales los parámetros
se pueden considerar independientes. Además, en la zona de onda se puede considerar un
parámetro más, a decir,

λ̄c

Lc
, (2.8)

donde λ̄c es una longitud característica de la OG y Lc es una longitud asociada al espacio-
tiempo en el que se propaga la onda. Estos tres parámetros, dan lugar a tres formalismos de
aproximación altamente relacionados, en el sentido de que estos pueden ser utilizados simul-
táneamente. Estos formalismos permiten la resolución de las ecuaciones de campo iterativa-
mente, y se especializan en la propagación y producción de OG. Estos son (i) la aproximación
post-newtoniana (ii) la aproximación post-minkowskiana y (iii) expansiones alrededor de un
fondo genérico. Para efectos de esta tesis, se discuten brevemente (i) y (ii), mientras que en la
mayor parte de este capítulo se estudia a (iii). A orden dominante, cuando la auto-interacción

19La teoría de perturbaciones de agujeros es un amplio y activo tema [49, 57, 89, 136]. La radiación gravitacio-
nal emitida por perturbaciones a esta clase de objetos es comúnmente descrita en tres etapas. (i) burst of radiation,
(ii) ringdown, (iii) tail-decay. Las señales consecuentes de la fase (ii) son las que se detectaron recientemente [3,
4, 6, 9].

20Comúnmente a GM
rc2 se le conoce como el parámetro de expansión de campo débil, mientras que a 3/c se le

conoce como el parámetro de de velocidad-lenta.
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gravitacional es despreciable, el espacio-tiempo de fondo es plano, y la dinámica de las fuen-
tes es descrita en términos de la gravedad newtoniana los tres formalismos coinciden.

2.2.1. Aproximación post-newtoniana

En lo que concierne a las fuentes de OG capaces de ser detectadas por interferómetros
terrestres y espaciales [61], notablemente, sistemas binarios compuestos por estrellas de neu-
trones o agujeros negros, el entendimiento del problema de dos cuerpos en RG, necesario
para la generación de OG, ha mejorado notablemente. El método analítico más refinado es la
llamada aproximación post-newtoniana. Esta aproximación hace uso de expansiones 3/c en
las cantidades relevantes para las ecuaciones de campo. En particular, es útil para describir de
manera muy precisa la fase inspiral de coalescencia de objetos compactos.21 Por definición,
esta aproximación es válida bajo las suposiciones de campo gravitacional débil y movimien-
to lento dentro de las fuentes (i.e. el movimiento orbital de un sistema binario, en particular
con orbitas cerradas), con lo que queda limitada a la zona cercana a la fuente. De ahí su li-
mitación a, por ejemplo, incluir las condiciones de frontera en el infinito, que determinan la
fuerza de reacción de radiación en las ecuación de movimiento de la fuente. Los métodos
post-newtonianos trascienden el objetivo de este trabajo, sin embargo, su importancia yace en
la necesidad de mayores órdenes en esta expansión en el análisis de OG emitidas por objetos
compactos.22 Dicho de otro modo, conforme el orden de precisión aumente, la identificación
de los parámetros asociados a los objetos en coalescencias mejoran, con lo que se tiene una
mejor noción de la naturaleza de cada cuerpo.23

2.2.2. Aproximación post-minkowskiana

Esta aproximación, en contraste con la post-newtoniana, es válida sobre todo el espacio-
tiempo, siempre y cuando la fuente tenga auto-interacción gravitacional débil. Es decir, en
este enfoque, a diferencia de la teoría linealizada, la auto-interacción gravitacional no se des-
precia. La aproximación post-minkowskiana tiene un carácter más fundamental que la post-
newtoniana, en el sentido de que cada coeficiente de una expansión del primer tipo, puede ser
expandido también en una expansión del segundo tipo. Lo anterior en razón de que la «teoría»
post-minkowskiana subyace en una reformulación exacta de las ecuaciones de campo (2.1), a
decir, la formulación de Landau-Lifshitz de la RG, discutida más adelante.

Los cimientos de la expansión post-minkowskiana son los siguientes. En primer lugar, la
magnitud del campo gravitacional es medida por la constante G,24 por lo que la expansión a la
ecuaciones de campo es realizada en potencias de G. A orden cero en esta expansión, no hay
campo gravitacional y sólo se encuentra el espacio-tiempo de Minkowski. A primer orden,
la primera corrección en G a la métrica de Minkowski representa el campo gravitacional y
se recupera a la teoría linealizada. Conforme más ordenes de G sean tomados en cuenta la
precisión en la solución a las ecuaciones de campo aumenta.

21Se cree que los sistemas binarios formados por objetos compactos como estrellas de neutrones o agujeros
negros son las principales fuente de emisión de radiación gravitacional. Conforme radían OG el sistema pierde
momento angular y energía orbital. Para compensar estas perdidas los sistemas binarios incrementan su frecuencia
orbital y el semieje mayor de su orbita. Conforme estos parámetros incrementan la emisión de OG aumenta hasta
llegar a la última fase de coalescencia dividida en tres subfases (inspiral, merger y ringdown), que producen una
señal detectable [61, 112].

22La razón es que a ordenes mayores en c, además de la obvia dificultad técnica asociada, mayores efectos
como términos de back-reaction o tail-terms, son tomados en cuenta.

23El estado del arte de este método de aproximación se encuentra en el orden 4PN (se dice que la expansión es
de orden (n/2)PN si existe una corrección de orden (1/cn)) [32]. Para un repaso detallado de este enfoque ver e.g.
[38, 65, 128, 132]

24Específicamente el parámetro tendría que ser GM/rc2, sin embargo, especificar antes de realizar la expansión
los valores de M y r no es conveniente, es por ello que la expansión se realiza en G.
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A continuación se dará un breve repaso de los resultados más importantes de está formu-
lación, pues como se verá más adelante estos resultados deben empatar con los de este trabajo
en el límite lineal de ambos.

Formulación de la RG de Landau-Lifshitz

La formulación de Landau-Lifschitz, o las ecuaciones relajadas de Einstein (ver e.g. [46,
107, 112, 128] para los detalles técnicos de esta formulación), intercambia el papel de variable
dinámica de la métrica usual gab a la llamada métrica gótica inversa

g
ab =

√
−ggab; (2.9)

una densidad tensorial. Bajo esta suposición las ecuaciones de Einstein (2.1) toman la forma

∂c∂dHacbd =
16πG

c4 (T ab + tab
LL), (2.10)

donde ∂a es el operador derivada asociado a la métrica plana. El lado izquierdo de (2.10), es
construido a partir de la también densidad tensorial Habcd ≡ gabgcd − gadgbc, la cual satisface
las mismas simetrías del tensor de Riemann.25 En virtud de dichas simetrías se cumple la
identidad

∂b∂c∂dHacbd = 0 (2.11)

Asimismo, en el lado derecho de (2.10), aparece el tensor de energía-momento usual y tiene
lugar un nuevo término,

(−g)tab
LL ≡

1
16π

{
∂cg

ab∂dg
cd − ∂cg

ac∂dg
bd +

1
2

gabgcd∂eg
c f∂ f g

de − gacgd f∂eg
b f∂cg

de

− gbcgd f∂eg
a f∂cg

de + gcdg f e∂ f g
ac∂eg

bd

1
8

(2gacgbd − gabgcd)(2ge f ggh − g f ggeh)∂cg
eh∂dg

f g
}
, (2.12)

el pseudo-tensor de energía-momento de Landau-Lifshitz (PTLL), llamado así porque, en
efecto, no transforma como un tensor bajo transformaciones de coordenadas arbitrarias. Las
ecuaciones de campo expresadas en la forma (2.10) permiten interpretar a este término como
una contribución efectiva de la distribución de energía del campo gravitacional en el espacio-
tiempo sumada a la contribución de materia del lado derecho. Este hecho se refuerza al notar
que dicho pseudo-tensor es cuadrático en ∂ag

cd, como es de esperar en un tensor de energía-
momento.26 La ley de conservación usual (2.2) se traduce, haciendo uso de (2.11), en

∂b

[
(−g)(T ab + tab

LL)
]

= 0. (2.13)

Ahora bien, hasta el momento no se ha realizado ninguna aproximación; simplemente se
han reformulado de manera exacta a las ecuaciones de campo. Aunado a esto, es importante
recalcar las limitantes de dicha formulación. Su utilidad confiere sólo a situaciones en donde,
en primer lugar, las coordenadas xα sean ligeras deformaciones a las coordenadas lorentzianas
del espacio-tiempo plano y, en segundo lugar, gab difiera ligeramente de la métrica de min-
kowski. Si alguna de las anteriores suposiciones no se tomará en cuenta, los cálculos serían,

25Se han restaurado las unidades para tener claro el lugar de los parámetros de expansión.
26La interpretación de tab

LL como una contribución energética no debe de tomarse muy literal. En la RG no existe
como tal una noción de densidad de energía localizada del campo gravitacional, en particular si se adoptan las
coordenadas normales de Riemann, tab

LL resulta ser nulo. En palabras de Poisson & Will [128], «The literature
abounds with attempts to introduce the energy-momentum tensor for the gravitational field. Such an object does
not exist; do not prey to false prophets.»
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por lo demás, muy extensos e innecesarios. De ahí, su justificación como punto de partida
para la aproximación de campo débil. Dada la libertad de coordenadas (ver apéndice A.3), es
común la introducción del potencial gravitacional

hab ≡ ηab − gab, (2.14)

el cuál coincide en el límite lineal con la perturbación h̄ab (introducida más adelante en la
Sección 2.3.4, ver Ec. (2.68)),27 e imponer la condición de coordenadas armónicas

∂bhab = 0, (2.15)

que en el límite lineal se reduce a la condición de norma usual de Lorenz. La imposición de las
ecuaciones (2.14),(2.15), introduce en la elección del sistema de coordenadas una estructura
de Minkowski, al contener de manera explícita a la métrica plana ηab. De ahí su utilidad al tra-
tar con campos gravitaciones débiles. Con la imposición de (2.14) y (2.15) en las ecuaciones
de campo (2.10), éstas se simplifican a

�hab = −
16πG

c4 τab; (2.16)

un sistema quasi-lineal hiperbólico de ecuaciones diferenciales, donde

τab ≡ (−g)(T ab + tab
LL + tab

H ), (2.17)

es el pseudo-tensor de energía momento efectivo,28 el término

(−g)tab
H =

1
16π

(
∂ch

ad∂dhb
c − hcd∂c∂dhab

)
, (2.18)

representa una contribución de norma y � = ηab∂
a∂b es el D‘lambertiano en espacio plano

usual. Así, la ecuación (2.16) representa una «ecuación de onda»29 para el potencial gravita-
cional hab. Por la condición de norma (2.15), se puede probar ∂a[(−g)tH

ab] y, por consiguiente,

∂aτab = 0. (2.19)

La ecuación de onda (2.16) y las dos condiciones (2.15), (2.19), son la base de la expansión
post-minkowskiana al proponer la expansión

hab = Gkab
(1) + G2kab

(2) + G3kab
(3) + . . . , (2.20)

sustituirla en la ecuación (2.16) e igualar términos del mismo orden de G. Las expresiones
expuestas anteriormente serán confrontadas más adelante en su límite lineal. Sin embargo, se
entrevé ya la naturaleza de onda en las ecuaciones de campo. La resolución de las ecuaciones
de campo (2.16) al hacer uso de la expansión (2.20) es demandante técnicamente. La imple-
mentación de la solución conlleva por lo general el uso de desarrollos multipolares y los de los
armónicos simétricos sin traza, entre otros [38, 112]. El propósito de incluir brevemente este
formalismo es, por una parte, notar su relación con el cómputo de OG para el sector en donde

27Algunos autores como L. Blanchet [38] y M. Maggiore [112] optan por definir a hab con un signo menos
global, esto es: hab

≡ gab − ηab, razón por la cual la identificación con h̄ab conlleva un signo menos extra que hay
que tener en cuenta para confrontar los cálculos.

28El pseudo-tensor de energía momento de efectivo y el pseudo-tensor de Landau-Lifshitz difieren del actual
PTEM OG, las diferencias se puntualizan en la sección 2.4

29Hay que tener en cuenta que (2.16) no es del todo una ecuación de onda pues en τab aparecen también
derivadas parciales de hab.
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la teoría linealizada deja de ser válida y, por otra, confrontar en específico a las Ecs. (2.12),
(2.19) y (2.18) con el computo del PTEM OG con teoría de perturbaciones (ver Sección 2.5).

2.3. Expansión alrededor de un fondo genérico

Esta sección describe el esquema de aproximación más relevante para este trabajo: la ex-
pansión alrededor de un fondo genérico. Por las razones mencionadas anteriormente, concer-
nientes principalmente a la cuestión de energía y momento de las OG, extender la expansión
(2.5) a segundo orden es necesario. La implementación de esta expansión comúnmente se
omite o bien se proporciona simplemente el resultado [53, 122, 160]. Por ejemplo, en [112]
se hace uso de un sistema de coordenadas donde la conexión asociada a la métrica de fondo es
nula. Más aún, en toda la literatura revisada, se omiten sin razón alguna términos de curvatura
que aparecen a primer y segundo orden de la expansión. El origen y forma de dichos términos
omitidos será mostrado más adelante explícitamente.

La finalidad del cálculo es en sí expandir el tensor de Einstein (1.2) hasta segundo orden
en la métrica, por lo que primero se expanden a segundo orden cantidades como la conexión,
el tensor de Riemmann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci para posteriormente utilizar
dichos resultados en la expresión completa del tensor de Einstein. Es importante recalcar que
en este cálculo no se utiliza ninguna condición de norma, esto con el propósito de esclarecer
el origen de cada término. El resultado explícito del tensor de Einstein expandido a segundo
orden coincide en parte con el reportado en [66, 67, 91], con la ligera diferencia de que en
ambos casos se está tomando Tab = 0.

2.3.1. Expansión de la conexión y el tensor de curvatura

Generalmente cuando se habla de perturbaciones a un espacio-tiempo de fondo es posible
adoptar de manera intuitiva tres distintos puntos de vista, al final equivalentes [148]. La per-
turbación a (M, g) puede ser pensada como: el proceso de cambio de un espacio-tiempo (M, g)
a otro ligeramente diferente (M′, g′), como una medida de la diferencia entre (M, g) y (M′, g′),
o pensar a (M′, g′) como el resultado de un cambio ligeramente significativo a (M, g). Adop-
taremos el último enfoque, en el sentido de que lo que estamos considerando es una familia
uniparamétrica de espacios-tiempo (Mλ, gab(λ)).30 Consideremos una familia uniparamétrica
de métricas gab(λ), donde λ es un parámetro adimensional que mide la perturbación, de tal
manera que a segundo orden en λ,

gab(λ) = g̃ab + λh(1)

ab + λ2h(2)

ab, (2.21)

donde claramente se tiene la igualdad

gab(0) ≡ g̃ab, (2.22)

siendo g̃ab una métrica de fondo genérica. Cabe señalar que se adopta la convención de «subir»
y «bajar» indices con g̃ab. De esta manera, cualquier tensor dependiente de la métrica puede
ser expresado como una expansión en λ de la siguiente forma:

T [gab(λ)] = T [g̃ab + λh(1)

ab + λ2h(2)

ab]

= T̃ [g̃ab] + λṪ [g̃ab, h
(1)

ab] +
λ2

2
T̈ [g̃ab, h

(1)

ab, h
(2)

ab] + O(λ3), (2.23)

30Para estudios más formales acerca de esta clase de perturbaciones referimos a [45, 65, 87, 117–119, 148].
Los cálculos están basados principalmente en la ideas de Geroch y Wald [88, 160], aunque el método también
aparece sugerido en [12].
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donde para simplificar la notación se ha definido

d
dλ

T
∣∣∣∣∣
λ=0
≡ Ṫ ,

d2

dλ2 T
∣∣∣∣∣
λ=0
≡ T̈ . (2.24)

Por otra parte, de manera esquemática cada tensor puede ser visualizado como

T (λ) = T̃ + λT (1) + λ2T (2). (2.25)

La expresión (2.25) se adopta para empatar los cálculos con los de la literatura, los cuales
siempre son expresados con el factor 1/2 que acompaña al término de segundo orden de la
ecuación (2.23). Así, se sigue de contrastar a (2.23) con (2.25) la identificación

T (1) = Ṫ , T (2) =
1
2

T̈ . (2.26)

Ahora bien, si se considera la teoría con la métrica no perturbada .i.e., el espacio-tiempo x
(Mλ, gab(λ)), a la métrica gab(λ) estará asociado un operador derivada ∇λ a (i.e. ∇λ cgab(λ) = 0).
Dado que se desea conocer el comportamiento de las cantidades de curvatura respecto al orden
más bajo de la perturbación, esto es, respecto a la métrica de fondo g̃ab, conviene notar que
a ésta última también estará asociado un operador derivada ∇̃a (i.e. ∇̃cg̃ab = 0). Así, por la
propiedad (1.4), la diferencia de ambos operadores es proporcional a una conexión Cc

ab(λ),
esto es,

( ∇λ a − ∇̃a)ωb = −Cc
ab(λ)ωc, (2.27)

donde ωa es un tensor genérico tipo (0, 1). Así, la conexión queda totalmente definida y toma
la forma

Cc
ab(λ) =

1
2

gcd(λ)
(
∇̃agbd(λ) + ∇̃bgad(λ) − ∇̃dgab(λ)

)
, (2.28)

con gab(λ) la métrica inversa a segundo orden en λ dada por (ver apéndice A) :

gab(λ) = g̃ab − λh(1)ab + λ2(h(1)a
c h(1)cb − h(2)ab). (2.29)

Fija la conexión, el tensor de Riemmann asociado a gab(λ), de acuerdo con (1.1), se define a
través de

2 ∇λ [a ∇
λ

b]ωc = R d
abc (λ)ωd. (2.30)

Con esto en mente, es fácil notar que es posible expresar a R d
abc (λ) en términos de la cone-

xión Cc
ab(λ), teniendo en cuenta la relación entre ∇̃a y ∇λ a dada por la ecuación (2.27). En

pocas palabras, expandir el lado izquierdo de (2.30) permite expresar a R d
abc (λ) en cantidades

asociadas únicamente a la métrica de fondo g̃ab. Para ello se desarrolla un término del lado
derecho de (2.30),

∇λ a ∇
λ

bωc = ∇̃a( ∇λ bωc) −C f
ab ∇
λ

fωc −C f
ac ∇
λ

bω f

= ∇̃a

(
∇̃bωc −Cd

bcωd

)
−C f

ab ∇
λ

fωc −C f
ac

(
∇̃bω f −Cd

b fωd

)
= ∇̃a∇̃bωc − ωd∇̃aCd

bc −Cd
bc∇̃aωd −C f

ab ∇
λ

fωc −C f
ac∇̃bω f −C f

acCd
b fωd,

con lo que antisimetrizando en los índices a y b se obtiene el tensor de curvatura en términos
de la conexión,

R d
abc (λ)ωd =

(
R̃ d

abc − 2∇̃[aCd
b]c(λ) + 2C f

c[a(λ)Cd
b] f (λ)

)
ωd, (2.31)
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donde R̃ d
abc es el tensor de Riemann asociado a la métrica de fondo g̃ab, es decir.

2∇̃[a∇̃b]ωc = R̃ d
abc ωd. (2.32)

En última instancia se requiere que todas las cantidades estén expresadas en términos de h(1)

ab
y h(2)

ab. Por está razón, es conveniente expresar a la conexión Cc
ab(λ) en función de ambas

perturbaciones, pues ambas aparecen en el lado derecho de (2.31). Así, sustituyendo a la
métrica perturbada (2.21) y su inversa (2.29) en la conexión (2.28) se obtiene

Cc
ab(λ) =

1
2

gcd(λ)
[
∇̃a

(
λh(1)

bd + λ2h(2)

bd

)
+ ∇̃b

(
λh(1)

ad + λ2h(2)

ad

)
− ∇̃d

(
λh(1)

ab + λ2h(2)

ab

)]
=

λ

2
gcd(λ)[2∇̃(ah(1)

b)d − ∇̃dh(1)

ab] +
λ2

2
gcd(λ)[2∇̃(ah(2)

b)d − ∇̃dh(2)

ab]

= λ

{
1
2

g̃cd[2∇̃(ah(1)

b)d − ∇̃dh(1)

ab]
}

+
λ2

2

{
−h(1)cd[2∇̃(ah(1)

b)d − ∇̃dh(1)

ab] + g̃cd[2∇̃(ah(2)

b)d − ∇̃dh(2)

ab]
}

+ O(λ3), (2.33)

donde en la primera línea se utilizó el hecho de que ∇̃ag̃bc = 0, mientras que en la segunda y
última línea se agruparon términos del mismo orden en λ. Más aún, de la expresión (2.33) se
sigue inmediatamente que Cc

ab(0) = 0.
Hasta aquí, se tienen, por un lado, la expansión explícita de la conexión (Ec. (2.33)) en

términos de las perturbaciones h(1)

ab y h(2)

ab y, por otro, el tensor de Riemann como función de
ésta última (Ec. (2.31)). Ahora bien, de acuerdo a la expansión (2.23) es necesario calcular
primeras y segundas derivadas respecto al parámetro λ de la cantidad a expandir en cuestión.
De ese modo, la primera y segunda derivada (evaluadas en λ = 0) de la conexión Cab se
siguen inmediatamente de (2.33) y toman la forma

Ċc
ab =

1
2

g̃cd[2∇̃(ah(1)

b)d − ∇̃dh(1)

ab], (2.34)

C̈c
ab = C̈1 c

ab + C̈2 c
ab, (2.35)

respectivamente; por comodidad se ha separado a la conexión (2.35) en una parte dependiente
solamente de h(1)

ab y otra en h(2)

ab,

C̈1 c
ab = −h(1)cd[2∇̃(ah(1)

b)d − ∇̃dh(1)

ab], C̈2 c
ab = g̃cd[2∇̃(ah(2)

b)d − ∇̃dh(2)

ab], (2.36)

respectivamente. Expresada la descomposición de la conexión en sus múltiples ordenes en
λ sigue calcular el tensor de Riemann a primer orden, a partir de (2.31), en términos de la
misma:

Ṙ d
abc = −2∇̃[aĊd

b]c + 2Ċ f
c[aCd

b] f + 2C f
c[aĊd

b] f

= −2∇̃[aĊd
b]c

=
g̃d f

2

[
−∇̃a∇̃ch(1)

b f − ∇̃b∇̃ f h
(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

a f + ∇̃a∇̃ f h
(1)

bc − 2∇̃[a∇̃b]h
(1)

c f

]
=

g̃d f

2

[
−∇̃a∇̃ch(1)

b f − ∇̃b∇̃ f h
(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

a f + ∇̃ f ∇̃ah(1)

cb + 2∇̃[a∇̃ f ]h
(1)

bc − 2∇̃[a∇̃b]h
(1)

c f

]
=

g̃d f

2

[
−∇̃a∇̃ch(1)

b f − ∇̃b∇̃ f h
(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

a f + ∇̃ f ∇̃ah(1)

cb

]
+ Y1 d

abc . (2.37)

En la primera línea se ha calculado la primera derivada respecto al parámetro λ = 0. En la
segunda se ha eliminado a los términos que contienen la conexión a orden cero (por el hecho
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notado lineas arriba, Cc
ab(0) = 0, mientras que en las últimas tres líneas se agruparon términos

definiendo a

Y1 d
abc =

g̃d f

2

[
2∇̃[a∇̃ f ]h

(1)

bc − 2∇̃[a∇̃b]h
(1)

c f

]
=

g̃d f

2

[
R̃a f beh(1)e

c − R̃ab f eh(1)e
c + R̃a f ceh(1)e

b − R̃abceh(1)e
f

]
. (2.38)

El superíndice 1 en Y1 d
abc hace referencia a que esta cantidad está evaluada en la perturbación

h(1)

ab. Por otro lado, en el mismo espíritu, a segundo orden la derivada del tensor de Riemann
(2.31) respecto a λ se escribe como

R̈ d
abc = −2∇̃[aC̈d

b]c + 4Ċ f
c[aĊd

b] f + 2C̈ f
c[aCd

b] f + 2C f
c[aC̈d

b] f

= −2∇̃[aC̈d
b]c + 4Ċ f

c[aĊd
b] f

= −2∇̃[a C̈1 d
b]c − 2∇̃[a C̈2 d

b]c + 4Ċ f
c[aĊd

b] f , (2.39)

el cual, se dejará expresado por el momento en términos de la conexión. Más adelante se
expresará de forma explícita. Para mantener la mayor claridad posible en los cálculos, es
conveniente, con el propósito de más adelante obtener el tensor y escalar de Ricci, escribir al
tensor de Riemann completo con los índices abajo, i.e.

Rabcd(λ) = R e
abc (λ)ged(λ), (2.40)

donde se ha utilizado a la métrica completa gab(λ) para «bajar» el índice d.31 Así, la derivada
a primer orden en λ (en λ = 0) de (2.40) es

Ṙabcd = Ṙ e
abc g̃ed + R̃ e

abc h(1)

ed

=
1
2
δ

f
d

[
−∇̃a∇̃ch(1)

b f − ∇̃b∇̃ f h
(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

a f + ∇̃ f ∇̃ah(1)

cb

]
+ g̃ed Y1 e

abc + R̃ e
abc h(1)

ed

=
1
2

[
−∇̃a∇̃ch(1)

bd − ∇̃b∇̃dh(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

ad + ∇̃d∇̃ah(1)

cb

]
+ g̃ed Y1 e

abc + R̃ e
abc h(1)

ed, (2.41)

donde en la segunda línea se sustituyo (2.37) y en la tercera línea se operó simplemente a δ f
d .

Asimismo, a segundo orden en λ se tiene

R̈abcd = R̈ e
abc g̃ed + 2Ṙ e

abc h(1)

ed + 2R̃ e
abc h(2)

ed. (2.42)

La ecuación (2.42) se dejará por el momento expresada así, en el entendido de que contiene
a (2.37) y a (2.39). Cabe señalar que en (2.42) se contemplan todos los posibles términos a
segundo orden en λ que pueden contribuir.

2.3.2. Expansión del tensor de Ricci

Por la definición del tensor de Einstein (1.2), es natural que la cantidad interesada en
expandir sea el tensor de Ricci. Éste último, el asociado a la métrica completa, se expresa
como

Rac(λ) = Rabcd(λ)gbd(λ). (2.43)

31El uso de la métrica gab(λ) para bajar el índice tiene sentido pues aún no se ha considerado la expansión
explícita, sin embargo, al tener las cantidades expandidas la métrica g̃ab es con la que se debe de realizar dicha
operación matemática.



20 Capítulo 2. La Relatividad General y el formalismo perturbativo

De acuerdo a (2.23) hay que calcular la primera y segunda derivada respecto al parámetro λ,
de la misma manera que en la sección anterior. Así, a primer orden en λ, (2.43) toma la forma

Ṙac = Ṙabcdg̃bd − R̃abcdh(1)bd

=
g̃bd

2

[
−∇̃a∇̃ch(1)

bd − ∇̃b∇̃dh(1)
ac + ∇̃b∇̃ch(1)

ad + ∇̃d∇̃ah(1)

cb

]
+ δb

e Y1 e
abc + g̃bdR̃ e

abc h(1)

ed − R̃abcdh(1)bd

=
1
2

[
−∇̃a∇̃ch(1) − ∇̃d∇̃dh(1)

ac + 2∇̃d∇̃(ah(1)

c)d

]
, (2.44)

donde en la segunda linea se hizo uso de la ecuación (2.41). Además, al utilizar la identidad
(1.5) los últimos tres términos del lado derecho de la segunda línea de (2.44) se anulan. De
esta manera, el tensor de Ricci a primer orden en λ, como se esperaba, es lineal en h(1)

ab y tiene
la forma

R
[
h(1)](1)

ab =
1
2

[
−∇̃a∇̃bh(1) − ∇̃d∇̃dh(1)

ab + 2∇̃d∇̃(ah(1)

b)d

]
. (2.45)

Hay que mencionar que se ha hecho uso de la identificación (2.26), por las razones antes
comentadas. A segundo orden, es decir, derivando dos veces respecto a λ la expresión (2.43)
y haciendo uso de la métrica inversa (2.29) se obtiene:

R̈ac = R̈abcdg̃bd − 2Ṙabcdh(1)bd + R̃abcd2[h(1)b
f h(1) f d − h(2)bd]

= g̃bd
[
R̈ e

abc g̃ed + 2Ṙ e
abc h(1)

ed + 2R̃ e
abc h(2)

ed

]
− 2h(1)bd

[
Ṙ e

abc g̃ed + R̃ e
abc h(1)

ed

]
+ 2R̃abcd

[
h(1)b

f h(1) f d − h(2)bd
]

= R̈ d
abc δ

b
d

= −2∇̃[a C̈1 b
b]c + 4Ċ f

c[aĊb
b] f − 2∇̃[a C̈2 b

b]c

= −2∇̃[a C̈1 b
b]c + 4Ċ f

c[aĊb
b] f +

[
−∇̃a∇̃ch(2) − ∇̃d∇̃dh(2)

ac + 2∇̃d∇̃(ah(2)

c)d

]
. (2.46)

Donde en la segunda línea simplemente se agruparon términos, mientras que en la tercera
línea se utilizó la expresión a segundo orden del tensor de Riemann (2.39). Asimismo, la
parte dependiente sólo de h(2)

ab en la última línea, es de la forma (2.44), la cual se identifica
como la contribución lineal de h(2)

ab. Por otro lado, los primeros dos términos de (2.46) resultan
ser cuadráticos en h(1)

ab.32 Así, sustituyendo (2.34) y (2.35) en esa misma línea y después una
extensa manipulación algebraica, se concluye la expresión a orden λ2,

R
[
h(1), h(2)](2)

ab ≡ R
[
h(1)](2)

ab + R
[
h(2)](1)

ab , (2.47)

donde por comodidad se ha separado a una parte cuadratica en h(1)

ab,

R
[
h(1)](2)

ab =
1
2

h(1)cd
[
∇̃a∇̃bh(1)

cd + ∇̃c∇̃dh(1)

ab − 2∇̃c∇̃(ah(1)

b)d

]
+

1
2

[
1
2
∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd

+

(
1
2
∇̃ch(1) − ∇̃dh(1)cd

) (
2∇̃(ah(1)

b)c − ∇̃ch(1)

ab

)
+ ∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)]
, (2.48)

y a una parte que depende linealmente de h(1)

ab

R
[
h(2)](1)

ab =
1
2

[
−∇̃a∇̃bh(2) − ∇̃c∇̃ch(2)

ab + 2∇̃c∇̃(ah(2)

b)c

]
, (2.49)

32El tensor de Ricci debe de preservar la simetría en sus dos índices (i.e.R̈ac = R̈ca). Sin embargo, en (2.46) la
simetría no es clara pues está contenida la expresiones de C̈c

ab y Ċc
ab
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donde también se ha usado la identificación (2.26). Nótese que la Ec. (2.49) tiene exactamente
la misma forma que (2.45), de ahí el superíndice (1) en R

[
h(2)](1)

ab. Cabe señalar que el tensor
de Ricci debe de ser simétrico en sus dos índices; la simetría es trivial en todos los términos
de (2.56) excepto en el primero; para probarla conviene utilizar la propiedad (1.5), con lo que

h(1)cd2∇̃[a∇̃b]h
(1)

cd = R̃ e
abc h(1)

edh(1)cd + R̃ e
abd h(1)

ceh(1)cd

= R̃abceh(1)e
d h(1)cd + R̃abdeh(1)e

c h(1)cd

= −R̃abech(1)c
d h(1)ed − R̃abedh(1)d

c h(1)ce

= 0, (2.50)

donde en la última línea se utilizó el hecho de que h(1)c
d h(1)ed es simétrico en c y e mientras que

R̃abec es antisimétrico en c y e. Con el resultado (2.50), en efecto, (2.48) es simétrico en sus
dos índices. Obsérvese que la expresión (2.48) se puede refinar un poco más si se escribe a
todos los términos de manera uniforme como ∇̃ah(1)

bc∇̃
dh(1)

e f , lo anterior se logra al caer en la
cuenta que

h(1)

ab∇̃c∇̃dh(1)

e f = ∇̃c(h(1)

ab∇̃dh(1)

e f ) − ∇̃ch(1)

ab∇̃dh(1)

e f . (2.51)

Así el tensor de Ricci a segundo orden cuadrático en h(1)

ab toma la forma

R
[
h(1)](2)

ab = −
1
4
∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd +
1
4
∇̃ch(1)

(
2∇̃(ah(1)

b)c − ∇̃ch(1)

ab

)
+

1
2
∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)
+

1
2
∇̃cS c

ab, (2.52)

donde
S c

ab ≡ h(1)cd
(
∇̃dh(1)

ab − 2∇̃(ah(1)

b)d

)
+ δc

ah(1)de∇̃bh(1)

de. (2.53)

La justificación de escribir a las cantidades de curvatura con una contribución dada por una
divergencia total se verá en la sección 2.4.3.

2.3.3. Expansión del escalar de Ricci

En la misma línea de la sección anterior, el escalar de Ricci asociado a gab(λ) es

R(λ) = gab(λ)Rab(λ). (2.54)

Por otro lado, de acuerdo a (2.23) éste puede ser expandido en λ como

R(λ) = R̃ + λṘ +
λ2

2
R̈ (2.55)

donde las derivadas respecto a λ se calculan a partir de (2.54) y toman la forma a orden cero
y primero

R̃ = g̃abR̃ab, Ṙ = g̃abṘab − h(1)abR̃ab, (2.56)

respectivamente. Utilizando a la expresión de Ṙab (2.44) en términos de h(1)

ab el escalar de Ricci
a primer orden adopta a forma

R
[
h(1)](1)

= −∇̃a∇̃
ah(1) + ∇̃a∇̃bh(1)ab − h(1)abR̃ab, (2.57)
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Ahora bien, a segundo orden el escalar de Ricci es

R̈ = g̃abR̈ab − 2h(1)abṘab + 2(h(1)a
c h(1)cb − h(2)ab)R̃ab

= 2∇̃ah(1)

ab∇̃
bh(1) − ∇̃ah(1)

bc∇̃
ch(1)ab +

3
2
∇̃ah(1)bc∇̃ah(1)

bc −
1
2
∇̃ah(1)∇̃ah(1) − 2∇̃ah(1)ab∇̃ch(1)

bc

+ h(1)ab
[
∇̃c∇̃ch(1)

ab + ∇̃a∇̃bh(1) − 2∇̃a∇̃
ch(1)

cb

]
+ 2

[
−∇̃a∇̃

ah(2) + ∇̃a∇̃bh(2)ab
]

− 2h(1)abṘab + 2(h(1)a
c h(1)cb − h(2)ab)R̃ab, (2.58)

donde en la segunda línea se ha sustituido a (2.48). Notése que la traza de R
[
h(1), h(2)](2)

ab = 1
2 R̈ab

son los primeros dos renglones de (2.58), retomando la descomposición (2.47), a decir,

g̃abR
[
h(1), h(2)](2)

ab = g̃abR
[
h(1)](2)

ab + g̃abR
[
h(2)](1)

ab , (2.59)

se tiene la traza de la parte cuadrática en h(1)

ab,

g̃abR
[
h(1)](2)

ab =
1
2

{
2∇̃ah(1)

ab∇̃
bh(1) − ∇̃ah(1)

bc∇̃
ch(1)ab +

3
2
∇̃ah(1)bc∇̃ah(1)

bc −
1
2
∇̃ah(1)∇̃ah(1)

− 2∇̃ah(1)ab∇̃ch(1)

bc + h(1)ab
[
∇̃c∇̃ch(1)

ab + ∇̃a∇̃bh(1) − 2∇̃a∇̃
ch(1)

cb

] }
, (2.60)

y la traza de la parte lineal en h(1)

g̃abR
[
h(2)](1)

ab =
[
−∇̃a∇̃

ah(2) + ∇̃a∇̃bh(2)ab
]
. (2.61)

El tener expresadas a las trazas de ambas partes del tensor de Ricci a segundo orden separadas
será de gran utilidad para calcular el PTEOM OG en la Sección 2.4.3. Así, con las Ecs. (2.60),
(2.61) el escalar de Ricci a segundo orden es

R
[
h(1), h(2)](2)

= g̃abR
[
h(1)](2)

ab + g̃abR
[
h(2)](1)

ab − h(1)abR(1)

ab + (h(1)a
c h(1)cb − h(2)ab)R̃ab, (2.62)

Por último, la expresión (2.60) puede ser también reescrita en términos de divergencias totales
agrupando términos de la forma (2.51). Retomando a la Ec. (2.52) y tomando su traza se
obtiene

g̃abR
[
h(1)](2)

ab = −
1
4
∇̃ah(1)cd∇̃ah(1)

cd +
1
2
∇̃ah(1)

ab∇̃
bh(1) −

1
4
∇̃ah(1)∇̃ah(1) −

1
2
∇̃ah(1)

bc∇̃
ch(1)ab +

1
2
∇̃cS c,

(2.63)
donde S c = g̃abS ab es la traza, en a y en b, del tensor S definido en (2.53), dada por

S c = h(1)

cd(∇̃dh(1) − 2∇̃bh(1)

bd) + δc
ah(1)bd∇̃ah(1)

bd. (2.64)

La Ec. (2.63) también será utilizada en la Sección 2.4.3.

2.3.4. Expansión del tensor de Einstein

En las secciones anteriores se expandió a segundo orden el tensor de Ricci y el escalar de
Ricci. Sin embargo, aún cuando se considera vacío, o bien, cuando se tiene el espacio plano
de fondo y las ecuaciones de Einstein se reducen a Rab(λ) = 0, conviene tener también la
expansión completa del tensor de Einstein asociado a gab(λ), el cual se define como

Gab(λ) = Rab(λ) −
1
2

gab(λ)R(λ). (2.65)
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Calculando la primera derivada de (2.65) respecto al parámetro λ se obtiene

Ġab = Ṙab −
1
2

g̃abṘ −
1
2

h(1)

abR̃

= Ṙab −
1
2

g̃abṘcdg̃cd +
1
2

(g̃abh(1)cdR̃cd − h(1)

abR̃), (2.66)

donde en la segunda línea se ha utilizado la expresión del escalar de Ricci a primer orden
(2.56). Sustituyendo a la expresión de Ṙab, dada por la Ec. (2.44), en (2.66) se concluye el
tensor de Einstein a primer orden:

G
[
h(1)](1)

ab =
1
2

[
−∇̃a∇̃bh(1) − ∇̃d∇̃dh(1)

ab + 2∇̃d∇̃(ah(1)

b)d

]
+

1
2

g̃ab

[
∇̃c∇̃ch(1) − ∇̃c∇̃dh(1)

cd

]
+

1
2

R̃cd(g̃abh(1)cd − h(1)

abg̃cd). (2.67)

Antes de proseguir con el cálculo explícito del tensor de Einstein a segundo orden, nótese que
el segundo y cuarto término de (2.67) sugieren la introducción de una nueva variable, a decir,

h̄(1)

ab ≡ h(1)

ab −
1
2

g̃abg̃cdh(1)

cd, (2.68)

con la cual (2.67) se simplifica notablemente,

G
[
h̄(1)

](1)

ab
= −

1
2
∇̃d∇̃dh̄(1)

ab + ∇̃c∇̃(ah̄(1)

b)c −
1
2

g̃ab∇̃
c∇̃dh̄(1)

cd +
1
2

R̃cd(g̃abh̄(1)cd − h̄(1)

abg̃cd). (2.69)

El papel de esta variable será de suma importancia al momento de discutir la libertad de norma
(ver sección 3.2.2). Obsérvese también que los dos últimos términos de (2.67) y, asimismo,
los dos últimos términos de (2.69) están acoplados a la curvatura de fondo (i.e. a R̃ab), por lo
que se anulan en el caso de que el espacio-tiempo de fondo sea el de Minkowski, o bien, si es
solución a las ecuaciones de campo en vacío (i.e. R̃ab = 0). Además, al momento de linealizar
la ecuación (2.69), con la identificación ∇̃a → ∂a y utilizar las condiciones de norma usuales,
(2.69) toma la forma del operador de onda usual para la variable h̄(1)

ab (i.e. G(1)

ab = 1
2�h̄(1)

ab; ver
sección 3.2).

Aclarado lo anterior, para el cálculo del tensor de Einstein a segundo orden es necesario
enunciar la segunda derivada de (2.65) respecto a λ, la cual toma la siguiente forma:

G̈ab = R̈ab −
1
2

g̃ab(g̃cdR̈cd) + αab, (2.70)

donde el término αab representa todos los posibles términos cuadráticos en la expansión y está
dado por

αab = −
1
2

(2h(1)

abṘ + 2h(2)

abR̃ + 2g̃ab(h(1)c
e h(1)ed − h(2)cd)R̃cd)

= −
1
2

g̃ab(−2h(1)cdṘcd + 2(h(1)c
e h(1)ed − h(2)cd)R̃cd) − h(1)

ab(g̃cdṘcd − h(1)cdR̃cd) − h(2)

abR̃

= R̃cd(−g̃abh(1)c
e h(1)ed + h(1)

abh(1)cd + g̃abh(2)cd − h(2)

abg̃cd) + Ṙcd(g̃abh(1)cd − h(1)

abg̃cd). (2.71)

Con lo que el tensor de Einstein a segundo orden en λ toma la forma genérica

G
[
h(1), h(2)](2)

ab = R
[
h(1), h(2)](2)

ab −
1
2

g̃abg̃cdR
[
h(1), h(2)](2)

cd +
1
2
αab, (2.72)

donde se ha hecho uso de la identificación (2.26), además de mostrar la dependencia explícita



24 Capítulo 2. La Relatividad General y el formalismo perturbativo

en las dos perturbaciones. Los dos primeros términos son los que comúnmente se encuentran
en la literatura como el tensor de Einstein a segundo orden. El término αab, que contiene todos
los términos a segundo orden, no se reporta en la literatura [67, 91, 112]. La razón es que si
se considera al mismo tiempo vacío y un espacio-tiempo plano, αab es idénticamente cero, es
por esto que en lo que sigue de los cálculos no se tendrá en cuenta, a menos que se indique
lo contrario. Nótese además que los primeros dos términos de (2.72) contienen a h(1)

ab y h(2)

ab
indistintamente. Es por ello, que con el propósito de empatar el cálculo aquí mostrado con
el de la literatura es conveniente escribir a los primeros dos términos de (2.72) utilizando a
(2.47) como

R
[
h(1), h(2)](2)

ab−
1
2

g̃abg̃cdR
[
h(1), h(2)](2)

cd = R
[
h(1)](2)

ab −
1
2

g̃abg̃cdR
[
h(1)](2)

cd︸                              ︷︷                              ︸
≡G[h(1)](2)

ab

+ R
[
h(2)](1)

ab −
1
2

g̃abg̃cdR
[
h(2)](1)

ab︸                              ︷︷                              ︸
≡G[h(2)](1)

ab

,

(2.73)
es decir, una separación de la parte dependiente de forma cuadrática en h(1)

ab,

G
[
h(1)](2)

ab =
1
2

{
h(1)cd

[
∇̃a∇̃bh(1)

cd + ∇̃c∇̃dh(1)

ab − 2∇̃c∇̃(ah(1)

b)d

]
+

[
1
2
∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd

+

(
1
2
∇̃ch(1) − ∇̃dh(1)cd

) (
2∇̃(ah(1)

b)c − ∇̃ch(1)

ab

)
+ ∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)]}
−

1
4

g̃ab

{
∇̃ch(1)

cd∇̃
dh(1) − ∇̃ch(1)

d f ∇̃
f h(1)cd +

3
2
∇̃ch(1)d f ∇̃ch(1)

d f −
1
2
∇̃ch(1)∇̃ch(1)

−2∇̃ch(1)cd∇̃ f h(1)

d f +h(1)cd
[
∇̃ f ∇̃ f h

(1)

cd + ∇̃c∇̃dh(1) − 2∇̃c∇̃
f h(1)

f d

]}
. (2.74)

y la parte dependiente linealmente en h(2)

ab

G
[
h(2)](1)

ab =
1
2

[
−∇̃a∇̃bh(2) − ∇̃c∇̃ch(2)

ab + 2∇̃c∇̃(ah(2)

b)c

]
−

1
2

g̃ab

[
∇̃c∇̃ch(2) + ∇̃c∇̃dh(2)cd

]
. (2.75)

con lo que (2.72) toma la forma

G
[
h(1), h(2)](2)

ab = G
[
h(1)](2)

ab + G
[
h(2)](1)

ab +
1
2
αab. (2.76)

Asimismo, utilizando a la ecuación (2.52) es posible escribir a (2.74) en términos de
∇̃ah(1)

bc∇̃dh(1)

e f más una divergencia total como

G
[
h(1)](2)

ab =
1
2

{
−

1
2
∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd +
1
2
∇̃ch(1)

(
2∇̃(ah(1)

b)c − ∇̃ch(1)

ab

)
+ ∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)}
−

1
4

g̃ab

{
1
2
∇̃eh(1)cd∇̃eh(1)

cd − ∇̃ch(1)

d f ∇̃
f h(1)cd −

1
2
∇̃ch(1)∇̃ch(1)

}
+ ∇̃cQc

ab. (2.77)

donde
Qc

ab =
1
2

S c
ab −

1
4

g̃ab

[
h(1)cd(∇̃dh(1) − 2∇̃eh(1)

ed) + h(1)ed∇̃ch(1)

ed

]
, (2.78)

Más aún, en términos de h̄(1)

ab, dada por (2.68), el tensor de Einstein (2.74) toma la forma
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G
[
h̄(1)

](2)

ab
=

1
2

{
1
2
∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd + ∇̃dh̄(1)cd(−2∇̃(ah̄(1)

b)c + g̃c(a∇̃b)h̄
(1)) + ∇̃ch̄(1)

bd∇̃
ch̄(1)d

a

− ∇̃ch̄(1)∇̃ch̄(c)

ab +
1
4

g̃ab∇̃ch̄(1)∇̃ch̄(1) − ∇̃ch̄(1)

bd∇̃
dh̄(1)c

a − ∇̃(ah̄(1)

b)c∇̃
ch̄(1) −

1
4
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1)

−
1
4

g̃ab

{
−2h̄(1)cd∇̃c∇̃

eh̄(1)

de − 2∇̃ch̄(1)cd∇̃eh̄(1)

de + ∇̃ch̄(1)∇̃dh̄(1)cd + h̄(1)∇̃c∇̃dh̄(1)

cd

+h̄(1)cd∇̃e∇̃eh̄(1)

cd − ∇̃ch̄(1)

de∇̃
eh̄(1)cd +

3
2
∇̃ch̄(1)de∇̃ch̄(1)

de −
1
4
∇̃ch̄(1)∇̃ch̄(1)

}}
. (2.79)

En conclusión, en la presente sección se calcularon a segundo orden en λ las cantidades
geométricas presentes en las ecuaciones de campo, haciendo uso de la métrica perturbada
(2.21). Asimismo, se introdujo a la variable h̄(1)

ab, cuya utilidad se refleja en la simplificación
de las expresiones. En la siguiente sección se hará uso de estas cantidades para construir el
PTEM OG.

2.4. Pseudo-tensor de energía-momento de las OG

La detección de OG y la información que pueda ser extraída de éstas, depende natural-
mente de los modelos para extraer a las OG del ruido. Comúnmente, la detección de una señal
hace uso de técnicas de matched filtering [47, 61, 157], es decir, la correlación entre los datos
recabados por los detectores y «plantillas» que contienen a diversas formas de onda, realiza-
das bajo la conjunción de distintos métodos (e.g. post-newtonianos, métodos de relatividad
numérica, etc.), en las que se codifican propiedades como los cambios de fase y frecuencia de
las OG. En los sistemas binarios, estos cambios se calculan por medio de leyes de balance en-
tre la tasa de cambio de la energía de amarre gravitacional del sistema y la energía-momento
contenido en los grados de libertad radiativos (i.e. que se propagan; ver sección 3.3.). Estos
últimos se obtienen a partir del PTEM OG.

El tratamiento genérico para obtener el PTEM OG fue expuesto por Isaacson [96, 97] en
la década de los sesenta y está precisamente basado en la clase de perturbaciones discutidas
en la sección 2.3.33 No obstante, es importante notar que en la RG no es posible definir de
manera clara la noción de densidad local de energía para el campo gravitacional. Las razones,
anteriormente descritas (ver nota 26; [160]), refieren a la incapacidad de separar, en la teoría
completa, a la estructura de fondo en la métrica y a la parte dinámica, que en este caso son las
OG. Sin embargo, al igual que en ciertas aproximaciones, es posible definir en sí a las OG,
también se puede definir la energía que transportan. Tal aproximación descansa en el hecho
de que para un sistema aislado, la noción local de energía puede establecerse al analizar
el campo gravitacional a grandes distancias de la fuente. En el caso de las OG, es la zona
lejana de onda.34 En este sentido, la aportación principal del trabajo de Isaccson es adherir
al espacio-tiempo una distancia característica, esto es, caracterizar a cada parte de la métrica
con distintas longitudes de onda (o frecuencias) en lo que se conoce como la Aproximación
de Longitud de Onda Corta (ALOC).35 Bajo este esquema, el tensor métrico y, por extensión,
las ecuaciones de campo, se separan en una parte que varía lentamente (el fondo g̃ab) y una
parte que varía rápidamente respecto al fondo (OG). Debido a ello (y en parte a la libertad de
norma, estudiada más adelante), este tratamiento requiere un procedimiento de promediado
para construir el PTEM OG.

33Issacson no muestra en sí el método que siguió para obtener las cantidades perturbadas; sobre esta cuestión
ver e.g., [18].

34Ver apéndice B.1 para una definición formal de las diferentes regiones donde se definen a las OG.
35Esta aproximación se puede realizar a la par que la post-minkowskiana, en el sentido de que será precisa a

todos los ordenes de la constante G [128].
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Por otro lado, Isaacson, así como las modernas discusiones del PTEM OG (ver, e.g., [46,
112]), consideran las ecuaciones de campo en vacío con lo que los cálculos se simplifican
notablemente. En este sentido, aquí se describen ambas suposiciones, para espacios-tiempo
sin materia y con materia, este último en base a [48, 75]. Cabe señalar que tras la publicación
de los artículos de Isaacson se intentó obtener el PTEM OG por otro métodos, los cuales a fin
de cuentas también requieren de perturbar a la métrica hasta segundo orden y realizar prome-
dios, sin embargo, no es a las ecuaciones de campo, como hasta ahora ha sido, sino a la acción
de Eintein-Hilbert (2.3), dicho método se incluye en el Apéndice C.2. En lo subsecuente se
construye el PTEM OG utilizando la ALOC.36

2.4.1. Á la Isaacson: in vacuo

Considérese a las ecuaciones de campo en vacío tomando al tensor de Einstein a segundo
orden en λ (2.65),

Gab(λ) = G̃ab + λG
[
h(1)](1)

ab + λ2G
[
h(1)](2)

ab + λ2G
[
h(2)](1)

ab = 0, (2.80)

donde se han separado los términos de segundo orden como en (2.47). Hasta este punto, en las
ecuaciones están mezclados términos de distintas magnitudes, es decir, OG de bajas y altas
frecuencias (o grandes y pequeñas longitudes de onda). El propósito de este tratamiento es
entender hasta que punto las perturbaciones a diferentes ordenes contribuyen a la curvatura.
Para ello, es común introducir los siguientes casos, ambos equivalentes,

A la métrica de fondo se le asocia una longitud característica LF y las perturbaciones
h(1)

ab, h(2)

ab tienen asociadas longitudes de onda λ̄c, con la propiedad de λ̄c � L f .

La métrica de fondo es característica de frecuencias hasta fF . Las perturbaciones, por
otro lado, son de frecuencias fF � f .

Ahora bien, se asume el orden de magnitud del cambio de la métrica de fondo y de las pertur-
baciones como

∂ag̃bc ∼
1
Lc
, ∂ahbc ∼

1
λ̄c
. (2.81)

Más aún, dado que se busca que el PTEM OG sea cuadrático en h(1)

ab las ecuaciones de campo
en orden de magnitud indican

1
L2

c
& λ2∂ahcd∂bhe f ∼ λ

2 1

λ̄2
c

(2.82)

donde en el lado izquierdo de (2.82) esta indicado el orden de magitud del tensor de Einstein
de fondo, pues se espera que el PTEM OG sea también fuente de curvatura. De (2.82) se
obtiene la relación

λ .
λ̄c

Lc
, (2.83)

entre el parámetro de expansión λ y las escalas características.37 En el caso de vacío, como lo
indica la ecuación (2.80), es decir, donde la única fuente de curvatura son las OG, la expresión

36La separación de las ecuaciones de campo en distintas frecuencias toma distintos enfoques en la literatura,
todas con base en las ideas introducidas por Isaacson [97]. En particular, las discusiones más detalladas son las de
Misner, Thorne, and Wheeler [115, p.964], Thorne [154, p.357], Maggiore [112, p.27] y Burnett [48].

37Hay que señalar que algunos autores como Thorne [154, p.357] o Poisson and Will [128, p. 641], consideran
el lado izquierdo de (2.82) como 1/R2, con R el radio de curvatura del fondo definido por medio del tensor de
Riemann de este mismo. Sin embargo, debido a la homogeneidad del espacio-tiempo de fondo, Lc es siempre
menor o igual a R.
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(2.82) toma la forma

λ =
λ̄c

Lc
� 1. (2.84)

La expresión (2.84) resulta crucial pues justifica la incapacidad de construir el PTEM OG en
la teoría lineal (i.e., g̃ab → ηab). En la teoría lineal Lc → ∞, con lo que 1/Lc → 0 implicando
la no validez de (2.83) para cualquier valor de λ.

Ahora bien, orden a orden en λ se satisfacen las ecuaciones de campo perturbadas (2.80),
es decir,

G̃ab = 0, (2.85a)

G
[
h(1)](1)

ab = 0, (2.85b)

G
[
h(2)](1)

ab = −G
[
h(1)](2)

ab . (2.85c)

En la ecuación (2.85a) se comprueba el hecho de que el espacio-tiempo de fondo satisface las
ecuaciones de campo en vacío, mientras que (2.85a) resulta ser la ecuación de propagación
de las OG en vacío. Por otro lado, comúnmente se interpreta a (2.85c) bajo la idea de que a
segundo orden, el lado derecho de (2.85c), cuadrático en la perturbación a primer orden h(1)

ab,
funge como fuente para la corrección a segundo orden h(2)

ab, de la misma manera que un tensor
de energía momento ordinario fungiría como fuente para h(1) [91, 160].38

A partir de la expresión del parámetro de expansión λ, dado por la Ec. (2.84), es posible
refinar aún más las Ecs. (2.85b) distinguiendo entre dos partes. La primera aquella en donde
las variaciones sucedan en escalas mayores a λ̄c, es decir, una descripción «macroscópica» de
las ecuaciones de campo;39 la segunda en donde estén representadas todas las fluctuaciones
menores a λ̄c, es decir, una descripción «microscópica». Para ello se considera una escala l̄ tal
que λ̄c � l̄ � Lc, y se realizan promedios sobre un región con volumen l̄3, es decir, promedios
sobre varias longitudes de onda, denotados por el operado lineal 〈〈· · ·〉〉 (sobre la naturaleza
de estos promedios ver Apéndice C.1). Bajo estos promedios, los términos (formalmente,
modos) que gocen de una longitud de onda del orden de ∼ λ̄c, con la condición λ̄c � Lc es
decir, que oscilan rápidamente, promedian a cero. Mientras que los términos cuya longitud
de onda sea del orden ∼ Lc, los cuales oscilan lentamente, permanecerán constantes bajo los
promedios espaciales. Esta es precisamente la ALOC, pues se están ignorando los términos
de alta frecuencia, o bien, de longitudes de onda pequeñas. Con esto en mente, la perturbación
a segundo orden se separa en dos partes [44, 83],

h(2)

ab = 〈〈h(2)

ab〉〉 + ∆h(2)

ab, (2.86)

donde 〈〈h(2)

ab〉〉 es la parte que varía lentamente y ∆h(2)

ab = h(2)

ab − 〈〈h
(2)

ab〉〉 la parte que varía rápida-
mente. Así, la métrica completa (2.21) adopta la forma

gab(λ) = g̃ab + λ2〈〈h(2)

ab〉〉︸           ︷︷           ︸
varía como∼Lc

+ λh(1)

ab + λ2∆h(2)

ab︸            ︷︷            ︸
varía como∼λ̄c

. (2.87)

Con la introducción de esta descomposición al promediar ambos lados de la Ec. (2.85c), del
lado izquierdo sólo permanecen los términos que oscilen lentamente, con lo que

G
[
〈〈h(2)〉〉

](1)

ab = −
〈〈

G
[
h(1)](2)

ab

〉〉
. (2.88)

38En específico se reescribe a (2.85c) como G
[
h(2)

](1)

ab
= −8πΘab, donde Θab = − 1

8πG
[
h(1)

](2)

ab
es aparentemente

el PTEM OG, sin embargo, no es invariante ante transformaciones de norma, esto es, dos perturbaciones h(1) que
difieran por la derivada de un campo vectorial simetrizada, con lo que representan la misma situación física, no
tendrán en lo general tensores de Einstein a segundo orden equivalentes [117].

39Las ecuaciones escritas de esta manera se les conoce como una descripción coarse-grained.
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Restando la Ec. (2.88) de la Ec. (2.85c) se obtiene una ecuación para ∆h(2)

ab,

G
[
∆h(2)](1)

ab = −
(
G

[
h(1)](2)

ab −
〈〈

G
[
h(1)](2)

ab

〉〉)
, (2.89)

Por otro lado, la Ec. (2.88) puede ser reescrita como

G
[
g̃ + λ2〈〈h(2)〉〉

]
ab

= 8πΘ(RG)

ab , (2.90)

donde

Θ(RG)

ab ≡ −
1

8π

{〈〈
G

[
h(1)](2)

ab

〉〉}
, (2.91)

es el PTEM OG en vacío.40 Notése que (2.91) es efectivamente cuadrático en h(1), como era de
esperarse. Es además, simétrico en a y b y «aparentemente » conservado respecto a la métrica
g̃ab +λ2〈〈h(2)

ab〉〉 pues el lado izquierdo de (2.90) satisface la identidad de Bianchi. En particular,
a primer orden en λ, Θ(RG)

ab se conserva respecto a la métrica de fondo g̃ab, esto es,

∇̃aΘ(RG)

ab = 0. (2.92)

Más aún, la introducción de los promedios introduce en Θ(RG)

ab la importantísima propiedad de
ser invariante bajo transformaciones de norma, para probarla es necesario expresar a (2.91)
en términos de de h(1)

ab, utilizando (2.56) y operar los promedios, esto se llevará acabo en la
Sección 2.4.3.

Por último, notése que en el lado derecho de la ecuación (2.89), al tensor de Eisntein a
segundo orden G

[
h(1)](2)

ab, que contiene términos de baja y alta frecuencia se le están restando
los términos puramente de baja frecuencia, es decir, cuya longitud de onda es del orden ∼
Lc. Con lo que se concluye que los términos de alta frecuencia fungen como fuente para la
correcciones de alta frecuencia a la métrica de mayor orden, es decir, a ∆h(2)

ab. O dicho en otras
palabras, los efectos no lineales generan más y más correcciones conforme se extienda a más
ordenes la expansión de la métrica.

2.4.2. Á la Isaacson: con materia

En la sección anterior se calculó el PTEM OG tomando las ecuaciones de campo en
vació. De manera similar se calcula éste último, en el entendido que la suposición inicial no
será vacío, sino la inclusión de las contribuciones de materia representadas por Tab . Ahora
bien, para introducir la ALOC en este contexto, considérese el hecho de que el tensor de
energía-momento también puede ser perturbado como (2.25), esto es,

Tab = T̃ab + εT (1)

ab + ε2T (2)

ab (2.93)

donde ε � 1 es un parámetro adimensional. Al introducir la expansión (2.93) junto con las
Ecs. (2.66), (2.76), en las ecuaciones de campo (2.1), es decir, considerar también la expansión
Gab = G̃ab + λG(1)

ab + G(2)

ab, se obtiene orden a orden (i.e. al igualar ε = λ), el análogo a las Ecs.

40El parámetro λ se ha incluido en la amplitud de h(1), para evitar mostrarlo explícitamente en el PTEM OG.



2.4. Pseudo-tensor de energía-momento de las OG 29

(2.85b):

G̃ab = R̃ab −
1
2

g̃abR̃ = 8πT̃ab , (2.94a)

G
[
h(1)

cd

](1)

ab
= R(1)

ab −
1
2

g̃abg̃cdR(1)

cd +
1
2

(g̃abh(1)cdR̃cd − h(1)

abR̃) = 8πT (1)

ab, (2.94b)

G
[
h(1)

cd, h
(2)

cd

](2)

ab
= G

[
h(1)

ab

](2)

ab
+ G

[
h(2)

ab

](2)

ab
+

1
2
αab = 8πT (2)

ab, (2.94c)

las ecuaciones de Einstein perturbadas. La ecuación (2.94a) depende únicamente de la métrica
de fondo g̃ab y, por ende, determina la geometría del espacio-tiempo de fondo. En el caso de
la teoría lineal (i.e. g̃ab = ηab), es idénticamente cero, sin embargo, como hasta ahora ha sido,
se está considerando un fondo arbitrio que satisface dichas ecuaciones. De igual manera, las
Ecs. (2.94b), (2.94c), son las ecuaciones a primer y segundo orden respectivamente. Como
consecuencia de esta separación, las Ecs. (2.94) deben de ser resueltas simultáneamente. Esto
es, la métrica que satisfaga (2.94a), debe de ser utilizada en (2.94b) para obtener a h(1)

ab y, ésta
a su vez, debe de ser utilizada en (2.94c) para obtener h(2)

ab.
En este contexto se define el PTEM OG como

Θ(RG)

ab = −
1

8π

〈〈
G

[
h(1)](2)

an +
1
2
αab − 8πT (2)

ab

〉〉
. (2.95)

2.4.3. Forma explícita del pseudo-tensor de energía-momento de las OG

En esta sección se retoma al PTEM OG en vacío (2.91) y se expresa puramente en térmi-
nos de h(1)

ab. Del Apéndice (C.1) se consideran las siguientes propiedades del operador 〈〈· · ·〉〉:

P.I. La divergencia total de un tensor genérico T c
ab se anula i.e. 〈〈∇̃cT c

ab 〉〉 = 0.

P.II. En particular se sigue que bajo el operador 〈〈〉〉 se puede integrar por partes. Si T c
ab =

RcS ab entonces, 〈〈S ab∇̃cRc〉〉 = −〈〈Rc∇̃cS ab〉〉.

P.III. El conmutador de dos derivadas se anula, 〈〈∇̃[a∇̃b]Tc = 0〉〉.

Aclarado este punto, haciendo uso de (2.73), el PTEM OG (2.91) se reescribe como

Θ(RG)

ab ≡ −
1

8π
〈〈G

[
h(1)](2)

ab〉〉, (2.96)

es decir, el promedio del tensor de Einstein a segundo orden. En primer lugar considérese a

〈〈G
[
h(1)](2)

ab〉〉 =
〈〈

R(2)

ab −
1
2

g̃abg̃cdR(2)

cd

〉〉
=

〈〈
R(2)

ab

〉〉
−

1
2

g̃ab

〈〈
g̃cdR(2)

cd

〉〉
, (2.97)

donde se ha hecho uso de la linealidad del operador 〈〈· · ·〉〉 además de 〈〈g̃abR(2)

ab〉〉 = g̃ab〈〈R(2)

ab〉〉.
La dependencia en h(1) se ha omitido por conveniencia. Retomando la Ec. (2.52), donde se
expresó a R(2)

ab con la contribución de una divergencia total, el primer término de (2.97) toma
la forma〈〈

R(2)

ab

〉〉
=

1
4

〈〈
−∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd + ∇̃ch(1)
(
2∇̃(ah(1)

b)c − ∇̃ch(1)

ab

)
+ 2∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)〉〉
, (2.98)

donde, claro está, se ha utilizado a la propiedad P.I al despreciar a la divergencia, 〈〈∇̃cS c
ab〉〉 =

0. Como a primer orden se cumple la ecuación de propagación (2.85a), dada por

R(1)

ab =
1
2

[
−∇̃a∇̃bh(1) − ∇̃c∇̃ch(1)

ab + 2∇̃c∇̃(ah(1)

b)c

]
= 0, (2.99)
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donde se ha retomado la Ec. (2.45) para tener la expresión en términos de h(1)

ab, ésta se puede
utilizar para reescribir a parte del segundo término de (2.98) como〈〈

∇̃ch(1)∇̃ch(1)

ab

〉〉
= −

〈〈
h(1)∇̃c∇̃ch(1)

ab

〉〉
= −

〈〈
−h(1)∇̃a∇̃bh(1) + 2h(1)∇̃c∇̃(ah(1)

b)c

〉〉
=

〈〈
−∇̃ah(1)∇̃bh(1) + 2∇̃ch(1)∇̃(ah(1)

b)c

〉〉
. (2.100)

Para el tercer término de (2.98) la idea es la misma pero la ecuación de propagación que se
usa va sobre los índices a y d (i.e. R(1)

ad = 0),〈〈
∇̃ch(1)

bd

(
∇̃ch(1)d

a − ∇̃dh(1)c
a

)〉〉
=

〈〈
−h(1)d

b (∇̃c∇̃ch(1)

ad − ∇̃
c∇̃dh(1)

ac)
〉〉

=
〈〈

h(1)d
b (∇̃a∇̃dh(1) − ∇̃c∇̃ah(1)

dc)
〉〉

=
〈〈

h(1)d
b (∇̃a∇̃dh(1) − ∇̃a∇̃

ch(1)

cd)
〉〉

=
〈〈
−∇̃ah(1)d

b (∇̃dh(1) − ∇̃ch(1)

cd)
〉〉
. (2.101)

Combinando asi los resultados (2.100) y (2.101) en (2.98), se simplfica la expresión para el
tensor Ricci a segundo orden a〈〈

R(2)

ab

〉〉
= −

1
4

〈〈
∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd − 2∇̃ch(1)cd∇̃(ah(1)

b)d + 2∇̃dh(1)∇̃(ah(1)d
b) − ∇̃ah(1)∇̃bh(1)

〉〉
. (2.102)

La simetría en los índices a y b se hace manifiesta. Ahora bien, el promedio de la traza del
tensor de Ricci que aparece en el segundo término de (2.97) puede reescribirse, retomando a
la Ec. (2.63), como

〈〈g̃cdR(2)

cd〉〉 =
1
4

〈〈
∇̃ah(1)cd∇̃ah(1)

cd + 2∇̃ah(1)

ab∇̃
bh(1) − ∇̃ah(1)∇̃ah(1) − 2∇̃ah(1)

bc∇̃
ch(1)ab

〉〉
=

1
4

〈〈
−h(1)cd∇̃a∇̃ah(1)

cd + ∇̃ah(1)∇̃ah(1) − 2∇̃ah(1)

bc∇̃
ch(1)ab

〉〉
=

1
4

〈〈
h(1)cd∇̃c∇̃dh(1) + ∇̃ah(1)∇̃ah(1) − 2h(1)cd∇̃b∇̃ch(1)

db + 2h(1)

bc∇̃a∇̃
ch(1)ab

〉〉
=

1
4

〈〈
−∇̃ah(1)∇̃ah(1) + ∇̃ah(1)∇̃ah(1)

〉〉
= 0, (2.103)

donde en la primera línea se ha anulado la divergencia total 〈〈∇̃cS c〉〉 = 0 que aparece en (2.63),
en la segunda línea se utilizó la identidad: 〈〈∇̃bh(1)∇̃ah(1)

ab〉〉 = 〈〈h(1)∇̃a∇̃bh(1)

ab〉〉 = 〈〈∇̃ah(1)∇̃ah(1)〉〉,
la cual a su vez hace uso de la traza de la ecuación de propagación (2.99) (i.e., g̃abR(1)

ab = 0),
por último, en la tercera línea se utilizó la igualdad, 〈〈h(1)cd∇̃c∇̃dh(1)〉〉 = 〈〈h(1)∇̃c∇̃dh(1)cd〉〉 =

〈〈h(1)∇̃a∇̃ah(1)〉〉. Así, el promedio de la traza del tensor de Ricci se anula, con lo que, Θ(RG)

ab =

1/8π〈〈R(2)

ab〉〉. Finalmente, la Ec. (2.102) se puede refinar aún más si expresa en términos de h̄(1)

ab
(Ec. (2.68)). Para ello, basta notar la siguiente igualdad:〈〈

2∇̃ch(1)cd∇̃(ah(1)

b)d

〉〉
=

〈〈
2∇̃ch̄(1)cd∇̃(ah̄(1)

b)d + 2∇̃ch(1)∇̃(ah(1)d
b) −

1
2
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1)

〉〉
. (2.104)

Al sustituir (2.104) en (2.102) y retomando el factor 1/8π de (2.97), se obtiene el PTEM OG
en términos de h̄(1)

ab:

Θ(RG)

ab =
1

32π

〈〈
∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd −
1
2
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1) − 2∇̃ch̄(1)cd∇̃(ah̄(1)

b)d

〉〉
. (2.105)
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Cabe señalar que los primeros dos términos de (2.105) son invariantes ante el cambio h(1)

ab →

h̄(1)

ab, esto es, ∇̃ah(1)cd∇̃bh(1)

cd = ∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd y ∇̃ah(1)∇̃bh(1) = ∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1). Como hasta ahora ha
sido expuesto, no se ha utilizado la libertad de norma en ningún momento, es por ello que
en la literatura a la Ec. (2.105) adopta el nombre de PTEM OG válido en cualquier norma.
Además, (2.105) es manifiestamente simétrico en a y en b. Dicho de otro modo, bajo los
promedios se están despreciando términos de mayor orden.

2.5. Comparación con el pseudo-tensor de Landau-Lifschitz

En la Sección 2.2.2 se describió brevemente la formulación de Landau-Lifshitz de la RG.
Bajo este esquema aparece como contribución efectiva a las ecuaciones de campo (2.10) un
término cuádratico en gab, nombrado como el PTLL dado por la Ec. (2.12). Cabe recordar
que dicho esquema es una reformulación exacta de la ecuaciones de campo usuales para la
métrica gab. En esta sección se analiza el límite lineal del PTLL y se confronta con el PTEM
OG derivado en la Sección 2.4.3.

Retomando la definición de gab, dada por la Ec. (2.9), y la definición del potencial hab,
dada por la Ec. (2.14), se obtiene al combinarlas

hab = ηab − gab
√

g, (2.106)

En la aproximación lineal, es decir, tomando la expansión (2.21) a primer orden en λ con la
métrica de fondo plana (i.e., g̃ab → ηab con lo que ∇̃a → ∂a), la Ec. (2.106) toma la forma

hab = h(1)

ab −
1
2

g̃abh(1) = h̄ab. (2.107)

donde se ha utilizado la expansión del determinante (A.17). Además sólo se han mantenido
los términos de primer orden haciendo λ = 1 y no se ha escrito más el superíndice (1) en h̄ab.
Más aún, reescribiendo a (2.14) como gab = ηab − hab en el límite lineal se obtiene

g
ab = ηab − h̄(1)ab. (2.108)

Ahora bien, la identidad (2.11) implica la existencia de una cantidad conservada definida
como

Pab =
1

16π
(∂c∂dHacbd). (2.109)

Si esta cantidad es promediada bajo la ALOC se encuentra que

Θab
(RG) = 〈〈Pab〉〉 = 〈〈(−g)tab

LL〉〉, (2.110)

donde se utilizó a las ecuaciones de campo (2.10). Es decir, a orden lineal se recupera el PTEM
OG. Para especificar aún más a la expresión (2.110), conviene escribir a tab

LL en términos de
h̄ab. Así sustituyendo a (2.108) en la Ec. (2.12) se obtiene

(−g)tab
LL =

1
16π

{
∂ch̄ab∂dh̄cd − ∂ch̄ac∂dh̄bd +

1
2

gab∂eh̄cd∂dh̄e
c − 2∂ch̄(a

d ∂
b)h̄cd + ∂dh̄ac∂dh̄b

c

+
1
2
∂ah̄cd∂

bh̄cd −
1
4
∂ah̄∂bh̄ −

1
4

gab∂ch̄de∂ch̄de +
1
8

gab∂ch̄∂ch̄
}
. (2.111)

Al promediar a la Ec. (2.12), ésta puede ser reordenada en dos términos.

Θab
(RG) =

1
16π

〈〈1
2
∂ah̄cd∂

bh̄cd −
1
4
∂ah̄∂bh̄ − 2∂ch̄(a

d ∂
b)h̄cd

〉〉
+

1
16π
〈〈Sab〉〉. (2.112)
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donde

Sab =
1

16π

{
∂ch̄ab∂dh̄cd − ∂ch̄ac∂dh̄bd + ∂dh̄ac∂dh̄b

c

+
1
2

gab∂eh̄cd∂dh̄e
c −

1
4

gab∂ch̄de∂ch̄de +
1
8

gab∂ch̄∂ch̄
}
. (2.113)

Este término se anula al utilizar las propiedades de los promedios enunciadas a principios de
la Sección 2.4.3. Con lo que el PTEM OG es

Θab
(RG) =

1
32π

〈〈
∂ah̄cd∂

bh̄cd −
1
2
∂ah̄∂bh̄ − 4∂ch̄(a

d ∂
b)h̄cd

〉〉
. (2.114)

De este modo se concluye que en la teoría lineal ambas formulaciones coinciden. Pues (2.114)
es esencialmente la misma expresión bajo la identificación ∇̃a → ∂a.

Hasta este punto se ha hecho uso de la teoría de perturbaciones a segundo orden para
calcular el PTEM OG para un fondo genérico. El propósito del siguiente capítulo será discutir
las posibles relaciones del PTEM OG con las mismas OG al establecer como fondo el de
Minkoski.
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Capítulo 3

Radiación Gravitacional en la
Relatividad General

Uno de los aspectos más sutiles y confusos en la RG, en particular, cuando se analiza un
problema de forma pertubativa, es el de la libertad de «norma» o la libertad de escoger coorde-
nadas. Un aspecto similar, aunque quizá, menos confuso por no involucrar al espacio-tiempo
mismo es el que aparece en la teoría electromagnética (o electromagnetismo; EM). Dada la
similitud que existe entre ambas teorías, la RG y EM, conviene primero revisar el problema
de la determinación de una norma en el EM, ya que en la RG ocurre algo muy similar, con el
añadido de que existe un mayor número de grados de libertad. Dicho en otras palabras, antes
de atacar de lleno a la teoría de radiación gravitacional en la RG, se retomaran algunos puntos
importantes sobre la teoría electromagnética–específicamente sobre radiación– cuyo pareci-
do operacional con la RG linealizada es ampliamente reconocido [25, 113]. En particular se
analizan los modos físicos radiativos y en segundo lugar su relación con la libertad de norma.

3.1. Radiación Electromagnética

3.1.1. Ecuaciones de Maxwell

En la formulación covariante de la teoría de Maxwell en un espacio-tiempo plano los
campos eléctrico E y magnético B usuales se combinan en un sólo tensor antisimétrico Fab
(ver e.g., [53, 128, 149, 160]). Para un observador con 4-velocidad 3a, los campos están dados
por

Ea = Fab3
b, Ba = F∗ab3

b, (3.1)

respectivamente, donde F∗ab = 1/2ε cd
ab Fcd es el tensor dual a Fab y εabcd es el tensor de

Levi-Civita totalmente antisimétrico en 4 dimensiones. Las ecuaciones de Maxwell toman la
forma,

∂aFab = −4π jb, (3.2a)

∂[aFbc] = 0, (3.2b)

donde ja es la 4-densidad de corriente usual. La antisimetría de Fab implica la ley de con-
servación ∂a ja = 0. En la formulación usual del EM es útil expresar a los campos (3.1) en
términos de el potencial escalar φ y el potencial vectorial A. Estos pueden ser combinados
en campo vectorial Aa = (φ, Ai).41 Por otro lado, la Ec. (3.2b) implica la existencia de este
preciso campo Aa con el que42

Fab = ∂aAb − ∂bAa. (3.3)

41Los índices i, j, k, l,m, n · · · son utilizados para denotar cantidades 3-dimensionales.
42Por el teorema de Poincaré [160].
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Así, en términos de Aa las ecuaciones de Maxwell (inhomogéneas), (3.2a), toman la forma

∂a(∂aAb − ∂bAa) = −4π jb. (3.4)

Mientras que, los campos (3.1) se escriben como

Ei = −∂tAi − ∇A0, Bi = εi jk∂
jAk, (3.5)

donde εi jk es el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico en tres dimensiones. Por otro
lado, el tensor de energía-momento en la teoría de Maxwell es

T (EM)

ab =
1

4π

{
Fa3F

c
b −

1
4
ηabFdeFde

}
(3.6)

Notése que T (EM)

ab es cuadrático en Aa, de la misma manera que el PTEM OG es cuadrático en
hab (ver Capítulo 2). Más aún, en razón de que se está considerando un fondo plano, si ja (3.6)
cumple ∂aT (EM)

ab = 0; si ja , 0 no se conserva sólo T (EM)

ab sino el tensor de energía-momento
total (i.e. ∂a(T (EM)

ab + Tab [ψ]) = 0, donde Psi son los campos de materia adicionales).

3.1.2. Libertad de norma en la teoría electromagnética

Las Ecs. (3.4) no están únicamente determinadas, pues una transformación de la forma

Aa → Aa + ∂aξ, (3.7)

las deja invariantes, en donde ξ es una función escalar (ξ : R4 → R) arbritaria. A las trans-
formaciones de la forma (3.7) se les conoce como transformaciones de norma. Comúnmente
se asocian observables físicas a cantidades que sean invariantes ante esta clase de simetrías.43

Esta libertad de coordenadas permite fijar la norma, e imponer la condición

∂aAa = 0, (3.8)

conocida como el nombre de norma de Lorenz.44 Con fijar la norma se entiende que si un
potencial, a decir A(1)

a , no satisface la condición (3.8) (i.e., ∂aA(1)
a , 0), ésta siempre puede ser

impuesta pues bajo una transformación de la forma (3.7), A(1)
a → A(2)

a = A(1)
a + ∂aξ, siempre y

cuando ξ satisfaga la ecuación
∂a∂aξ = −∂aA(1)

a . (3.9)

De esta manera se obtiene ∂aA(2)
a = 0. Es común decir que A(1)

a y A(2)
a son físicamente equi-

valentes. Aclarado lo anterior, al utilizar la norma de Lorenz (3.8), las Ecs. (3.4) toman la
forma

∂a∂aAa ≡ �Aa = −4π jb (3.10)

Es decir, en la norma de Lorenz el potencial Aa satisface una ecuación de onda, cuyas so-
luciones de analizarán en la Sección 3.1.4. Es importante señalar que el tensor de Faraday
Fab es invariante de norma, por consiguiente, los campos eléctrico y magnético, definidos
como en (3.1), más específicamente por las combinaciones de (3.5), también son invariantes
de norma, es por ello que son ya en sí observables físicas. No obstante, el hecho de que Aa

satisfaga (3.10) sugiere que todas las componentes de Aa son de naturaleza radiativa,45lo cuál
no es correcto pues es bien conocido que la teoría EM contienes sólo dos grados de libertad

43En principio clásicamente ( cf. el experimento de Aharanov-Bohm para un escenario cuántico)
44Nombrada así en reminiscencia de Ludvig Lorenz (1829-1891), no confundir con Hendrik Lorentz (1853-

1928), responsable de la fuerza de Lorentz [128].
45Por grados de libertad radiativos se está refiriendo a aquellos que satisfacen una ecuación de onda.
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radiativos, es decir, las dos polarizaciones asociadas al fotón. Si bien Aa contiene en princi-
pio cuatro grados de libertad, bajo la condición (3.8) sólo tres resultan ser grados de libertad
independientes.

La naturaleza de estos tres grados de libertad remanentes es válida al notar que la elección
de norma (3.8) no fija de manera unívoca a Aa.46 En la misma línea que la Ec. (3.9), si A(2)

a ya
satisface ∂aA(2)

a = 0, una nueva transformación de norma

A(2)
a → A(3)

a = A(2)
a + ∂aζ, (3.11)

donde ζ es una función escalar distinta a la anterior ξ, implica, en razón de que ∂aA(2)
a = 0 sea

preservada,
�ζ = 0, (3.12)

con lo que se asegura que ∂aA(3)
a = 0. Esta libertad remanente suele ser ocupada para «es-

pecificar más la norma», esto es, fijar un grado de libertad más. Es bien conocido que en el
problema de la radiación electromagnética sin fuentes (i.e., ja = 0) el potencial A0 puede
ser escogido nulo. En este caso, la norma de Lorenz se reduce a la norma de Coulomb (i.e.,
∂ jA

j = 0), Esto es, A0 = 0 y, por consiguiente, de las tres componentes espaciales de A j sólo
dos son independientes en razón de la norma de Coulomb. Sin embargo, como se verá más
adelante (Secciones 3.1.4 & 3.1.5) bajo ciertas condiciones radiativas, también existen dos
grados de libertad radiativos en presencia de fuentes.

Para aclarar el punto anterior, considérese la componente temporal de la segunda transfor-
mación de norma (3.11), es decir, A(3)

0 = A(2)
0 + ∂tζ. Si en una hipersuperficie a tiempo t = t0 se

fija la condición inicial A(3)
0 |t0 = A(2)

0 |t0 + ∂tζ |t0 = 0, el valor de la derivada temporal de ζ queda
fijo a

∂tζ |t0 = −A(2)
0 |t0 . (3.13)

También la derivada temporal de A(3)
0 se puede fijar a ∂tA

(3)
0 |t0 = ∂tA

(2)
0 |t0 + ∂ttζ |t0 = 0, 47 con lo

que ∂ttζ |t0 = −∂tA
(2)
0 |t0 . En virtud de esta última condición inicial la Ec. (3.9) toma la forma

∇2ζ |t0 = −∂ jA
(2)
j |t0 , (3.14)

donde se ha adoptado la notación ∇2 ≡ ∂i∂i, que corresponde al operador de Laplace en un
espacio euclidiano 3-dimensional. De esta forma ζ se define como la solución a la Ec. (3.12)
cuyas condiciones iniales están dadas por las Ecs. (3.13) y (3.14). Dado que A(3)

a satisface la
ecuación de onda (3.10). En particular para la componente temporal se cumple

�A(3)
0 = �(A(2)

0 + ∂tζ) = −4π j0. (3.15)

Es así que en el caso donde no existen fuentes, es decir, regiones del espacio-tiempo donde
j0 = 0 la única solución de la Ec. (3.15) para A(3)

a , con las condiciones iniciales (3.13) y (3.14)
es A(3)

0 = 0, con lo que, se fija el valor de la componente temporal de potencial a cero. Esta
especialización de la norma de Lorenz se conoce como la norma de radiación o de Coulomb,
en la que se cumplen las condiciones

ja = 0, A0 = 0, ∂ jA j = 0. (3.16)

Notése que fue esencial la suposición de regiones libres de fuentes para conseguir que A0 = 0
(se han dejado de lado los superíndices). Se reconoce de inmediato que los grados de libertad
remanentes de Aa son dos y ambos son radiativos pues satisfacen la ecuación de onda. No

46La discusión sobre esta libertad remanente en Aa es reminiscencia de Wald [160, p.79].
47Se ha adoptado la notación compacta ∂i∂ j = ∂i j, ∂t∂t = ∂tt.
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obstante queda aún por responder que parte de Aa son precisamente estos dos grados de liber-
tad. Para identificarlos se pueden tomar dos enfoques. El primero está conformado por una
descomposición en sus partes irreducibles de la cantidad en cuestión a analizar, en este caso,
el potencial Aa y a partir de ésta identificar los grados de libertad por medio de la ecuación
que satisface (i.e., la Ec. (3.10)). El segundo es analizar el potencial en la zona lejana de onda,
es decir, donde la distancia a la fuente tiende a infinito. En las secciones siguientes se exponen
ambos enfoques para el caso EM, en el entendido de que en el caso gravitacional se esperan
comportamientos muy similares para hab.

3.1.3. Descomposición en partes irreducibles del potencial electromagnético

De acuerdo al Apéndice B.3 el vector potencial Aa puede ser descompuesto de la siguiente
manera

A0 = −φ, A j = ∂ jλ + AT
j , (3.17)

donde para el potencial φ se tiene la representación trivial pues es un escalar. Por otro lado,
∂ jλ representa la parte longitudinal de A j siendo λ una función escalar y AT

j da lugar a la parte
transversa de A j. Ambas cantidades satisfacen

∂ jAT
j =0, ∂ jA j = ∇2λ. (3.18)

Bajo la descomposición (3.18) los cuatro grados de libertad de Aa se reparten en los dos es-
calares φ y λ y en las dos componentes independientes de AT

j . El propósito de introducir está
descomposición es encontrar combinaciones de λ, φ y AT

j que sean invariantes bajo las trans-
formaciones de la forma (3.7). Esto es, cantidades invariantes de norma. Para ello, considérese
la transformación de la parte transversa de A j bajo (3.7) dada por AT

j → A′Tj = AT
j + ∂ jξ. De

esta manera, bajo una transformación de norma la parte espacial satisface

A′Tj = AT
j + ∂ j(λ − λ

′ + ξ), (3.19)

con lo que para preservar la invarianza de la parte transversa se debe de satisfacer ξ = λ′ −

λ + cte. Así, A′Tj = AT
j . En la misma línea, para la parte temporal se tiene

φ′ = φ − ∂tξ = φ − ∂tλ
′ + ∂tλ, (3.20)

la cual, al ser reordenada permite ver que la combinación

Ψ ≡ φ + ∂tλ (3.21)

es, en efecto, un invariante de norma. Para recapitular, las dos cantidades invariantes de norma
resultan ser Ψ y AT

j . Ahora bien, para identificar los grados de libertad de la teoría, identifi-
cada por las Ecs. (3.4), resulta natural descomponer también a la corriente ja en sus partes
irreducibles como

j0 = − ρ, ji =∂iσ + jTi , (3.22)

donde la parte transversa satisface ∂i jTi = 0. Así, la sustitución de las descomposiciones dadas
por las Ecs. (3.17) y (3.22) en las ecuaciones de la teoría EM (3.4) proporcionan una parte
temporal y espacial

∇2Ψ = −4πρ, (3.23a)

�AT
i = −4π jTi + ∂i(∂tΨ − 4πσ), (3.23b)
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respectivamente. Notése que la segunda ecuación puede ser reducida utilizando la descompo-
sición (3.22) en la ley conservación local de la carga (i.e., ∂a ja = 0),

∂tρ + ∇2σ = 0, (3.24)

la cual puede ser reescrita como

∇2(σ −
1

4π
∂tΨ) = 0, (3.25)

cuya solución bien comportada es 4πσ = ∂tΨ + cte. De esta manera, las Ecs. (3.23) se rees-
criben como

∇2Ψ = −4πρ,

�AT
i = −4π jTi .

(3.26a)

(3.26b)

Las Ecs. (3.26) reflejan la naturaleza de los grados de libertad en la teoría EM. En principio,
AT

j contiene tres grados de libertad, sin embargo, en razón de la condición de transversalidad
dada por la Ec. (3.18), los grados de libertad independientes de AT

j son dos. Por otro lado, la
función Ψ es un escalar y, en consecuencia, contiene sólo un grado de libertad. En conclusión,
se tienen tres grados de libertad independientes; Ψ físico pero no radiativo y AT

j físico y
radiativo pues satisface una ecuación de onda. Además, la Ec. (3.27b) refleja el hecho ya
conocido de que la parte radiativa se encuentra en la parte transversa del potencial, o bien, la
parte radiativa es debido a la parte transversa de la corriente ji [98].48

En vacío es claro que las Ecs. (3.26) se reducen a

∇2Ψ = 0, (3.27a)

�AT
i = 0. (3.27b)

que admiten soluciones de la forma

Ψ =0, AT
j = ε jeika xa

= ε je−iωt+ikzz, (3.28)

para condiciones de frontera triviales, donde ω = −ka3
a es la frecuencia de la onda medida

por un observador con velocidad 3a y ε j es el vector de polarización cuyas componentes
independientes son dos, a decir, ε1 y ε2, conocidos como los modos de polarización. Sin
perdida de generalidad se ha asumido que la onda se propaga en la dirección z. Notesé que
bajo una rotación θ la parte transversa adquiere una fase esto es, AT

j → A’T
j = eiθAT

j , con lo
que se concluye, bajo la perspectiva de la física de partículas, que la partícula representada
por Aa es de espín 1. Este resultado tiene su contraparte en el caso gravitacional.

Por lo demás, la discusión anterior permite reescribir a la teoría EM en términos de can-
tidades invariantes de norma. Si bien, se recuperan resultados ya conocidos, la metodología
resulta útil como punto de partida para la RG linealizada, en donde aumentan considerable-
mente los grados de libertad. En la Sección 3.2.4 se realiza el mismo procedimiento para el
caso de radiación gravitacional. 49

48Bajo esta descomposición, aunque se tienen ecuaciones que son invariantes de norma, la norma misma puede
también ser escrita en términos de estas variables. Para la norma de Lorenz ∂aAa = 0, se tiene ∇2λ = −∂tφ, la
cual, al sustituirse en (3.23a) se obtiene �φ = −4πρ, con lo que se recupera �Aa = −4π ja. Asimismo, en la norma
de Coulomb ∂ jA

j = 0, se obtiene ∇2λ = 0, con lo que λ = 0 y, en consecuencia Ψ = φ.
49Como ejemplo, en el Apéndice B.4 se realiza la misma descomposición irreducible para el caso masivo del

EM, la no invarianza de norma en esta teoría se refleja también en dicha descomposición.
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3.1.4. Potencial electromagnético en la zona de onda lejana

Una característica esencial en los campos radiativos es que decaen como r−1, donde r es
la distancia a la fuente. Esta condición permite especificar la norma de Lorenz (3.8) aún más
en la zona lejana de onda (ver Apéndice B.1) para el potencial Aa, sin concebir la total ausen-
cia de fuentes como fue el caso en la Sección (3.1.2). De esta manera la única componente
relevante es la parte espacial transversa de Aa, denotada por AT

j ; en ella están contenidos los
grados de libertad radiativos de la teoría. En está sección se expresan a los potenciales φ y
A j, partiendo de la solución general a la ecuación de onda con fuentes que satisface Aa, en
la zona lejana de onda, es decir, manteniendo sólo los términos que decaen como r−1.50 Este
identificación tiene su símil en la teoría de radiación gravitacional, donde también se puede
expresar a hab en la zona lejana de onda para posteriormente establecer a los modos radiativos
como aquellos contenidos solamente en la parte sin traza y transversa de hab (lo anterior se
verá en la Sección (3.2.5)).

Retomando la ecuación de onda (3.10) para Aa con fuentes ja, ésta tiene una solución
particular en la zona lejana de onda en términos de una expansión multipolar dada por

Aa(t, x) =
1
r

∞∑
k=0

1
k!

n j1... jk

(
d
dτ

)l {∫
ja(τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
. (3.29)

donde se ha adoptado la notación compacta x′ j1... jk = x′ j1 . . . x′ jk , mientras que

τ ≡ t − r, (3.30)

es el tiempo retardado con r =|x| la distancia a la fuente y ni = xi/r es el vector radial unitario
(i.e. n jn j = 1). La solución general es la suma de la Ec. (3.29) más la solución de la ecuación
homogénea. Nótese que por solución en la zona lejana de onda sólo se mantienen los términos
que decaen como r−1 (para el cálculo explícito de la solución de la ecuación de onda véase el
apéndice B). Los primeros cuatro términos de la expansión (3.29) toman la forma

A0(t, x) =
1
r

{
Q + ni

d
dτ

∫
ρ(τ, x′)xid3x′ + nin j

d2

dτ2

∫
ρ(τ, x′)xix jd3x′ + . . .

}
, (3.31a)

Ak(t, x) =
1
r

{∫
jk(τ, x′)d3x′ + ni

d
dτ

∫
jk(τ, x′)xid3x′ + . . .

}
, (3.31b)

donde se ha obviado en la ecuación (3.31a) el primer término de la expansión para A0 dado
por la carga eléctrica total Q =

∫
ρ(x)d3x, la cual es independiente de τ en virtud de la ley de

conservación ∂a ja. Al realizar una expansión multipolar del estilo de las Ecs. (3.31) es común
definir a los momentos multipolares (ver e.g. [98]). El momento dipolar eléctrico se define
como

pi(τ) =

∫
ρ(τ, x′)xid3x. (3.32)

Asimismo el momento cuadrupolar eléctrico (con traza) y el momento dipolar magnético son

Q jk =

∫
ρ(τ, x)x jxkd3x, Mk =

1
2
εi jk

∫
j j(τ, x)xid3x, (3.33)

respectivamente. Existen momentos a mayores ordenes, no obstante, en la realidad las contri-
buciones a problemas físicos son despreciables la mayoría de las veces, ya que los términos
dominantes a grandes distancias son los que decaen como r−1. Para efectos de esta tesis, sólo

50La discusión en ésta y la siguiente sección sigue de cerca a Poisson and Will [128, p.541]



3.1. Radiación Electromagnética 39

se tomarán estos términos. Así, los potenciales (3.31) adoptan la forma

φ =
Q
r

+
1
r

{
ni ṗi(τ) + nin jQ̈i j(τ) + . . .

}
, (3.34a)

Ak =
1
r

{
ṗk(τ) + Q̈ jk(τ)n j − εi jkniṀ j(τ) . . .

}
, (3.34b)

donde los puntos indican derivadas temporales y además en el primer término de (3.34b) se
ha utilizado la conservación ∂a ja para expresar a la integral de jk en términos de la derivada
temporal del momento monopolar. De las ecuaciones (3.34) resulta sencillo notar la forma
genérica de los potenciales:

φ =
Q
r

+
1
r

C(τ,n), (3.35a)

Ak =
1
r

Dk(τ,n), (3.35b)

es decir, se pueden expresar con alguna función auxiliar que dependa de τ y n. En este punto la
restricción sobre la dependencia r−1 para los campos de radiación puede ser utilizada notando
la siguiente regla de diferenciación, la cual sólo es válida en la zona lejana de onda pues se
están despreciando términos de mayor orden en r−1:

∂ jT = −n j∂τT, (3.36)

donde T es un tensor arbitrario con los índices suprimidos cuya dependencia, al igual que las
ecuaciones (3.35), es de la forma T = r−1 f (τ,n). Para probarlo notése que ∂ jr

−1 = O(r−2) y
∂ jnk = O(r−1) por lo que la única dependencia que va como r−1 es en τ pues ∂ jτ = −∂ jr =

−n j. Tomando las consideraciones anteriores notése también que los términos dominantes en
ambas expresiones, es decir, en las Ecs. (3.35) son de la forma r−1 f (τ). De esta manera

∂ j(r
−1 f (τ,n)) = r−1∂ j f (τ) + O(r−2)

= r−1∂τ f (τ,n)∂ jτ + O(r−2)

= n j∂τ(r
−1 f (τ,n)) + O(r−2),

= −n j∂τT + O(r−2), (3.37)

con lo que la Ec. (3.36) queda justificada. Con esta condición la norma de Lorenz (3.8) adopta
la forma

∂µAµ = ∂τ(A
0 − n jA j) = 0, (3.38)

donde se ha utilizado que ∂τ = ∂t en virtud de la Ec. (3.30). Por otro lado, una forma útil
para dejar en claro los grados de libertad de una teoría corresponde a una descomposición
en sus partes irreducibles (veáse apéndice B.3). Para la teoría electromagnética contenida en
los cuatro grados de libertad de Aa, en razón de que se han obtenido la forma genérica de
sus componentes en la zona de onda, estos es, las Ecs. (3.35), la descomposición equivale a
expresar a C y Dk en sus partes irreducibles. Para C es trivial pues es un escalar, mientras que
para Dk se tiene

Dk = Dnk + DT
k , (3.39)

donde Dnk y DT
k son la contribución longitudinal y la transversa de Dk respectivamente, ésta

última satisface nkDT
k = 0. En este punto la condición de norma (3.38) puede ser utilizada

para establecer algunas constricciones. Escribiendo a (3.35) en términos de (3.39) y a su vez
sustituyendo en (3.38) se obtiene

C = D. (3.40)



40 Capítulo 3. Radiación Gravitacional en la Relatividad General

Lo cual indica que φ y Ak no son independientes. Incorporando la constricción (3.40) a los
potenciales (3.35) estos se escriben como

φ =
Q
r

+
1
r

D, (3.41a)

Ak =
1
r

(Dnk + DT
k ), (3.41b)

donde D, DT
k son funciones de τ y de n. El numero de cantidades independientes se ha reduci-

do a tres: una en D y dos en DT
k , lo cual era de esperarse pues la condición de Lorenz elimina

un grado de libertad.

3.1.5. Transformación a la norma transversa

En la sección anterior se expresó a los potenciales φ y A j en la zona lejana de onda, dados
por las Ecs. (3.41). En esta sección se retoma el hecho que una segunda transformación de
Lorenz deja un grado de libertad remanente. Sin embargo, a diferencia de la discusión de la
Sección 3.1.2 en donde la norma de radiación satisface las ecuaciones (3.16), aquí no se ten-
drá la hipotesis de ja = 0. Es importante contrastar este hecho con la literatura, pues cuando
se busca implementar la norma de radiación en el EM normalmente se toma como condición
necesaria la consideración de regiones en donde ja = 0. Esto es conveniente en la teoría de
Maxwell pues a diferencia de la teoría de emisión de OG, la emisión de ondas electromag-
néticas se debe a superposiciones incoherentes de átomos, moléculas o partículas cargadas.
Es decir, eventos indistinguibles que suceden incontables veces con lo que las ondas electro-
magnéticas son fácilmente absorbidas o dispersadas por el medio en el que se propagan. En
contraste, en la emisión de OG, la información de cada evento esta contenida completamente
en la onda y ésta se propaga intacta desde la fuente hasta un observador distante. Esta es la
razón por la cual la discusión de la teoría de radiación en el EM no toma en cuenta estas
sutilezas.51

Aclarado lo anterior, considérese la segunda transformación de norma dada por la Ec.
(3.11). Esta segunda transformación está generada por la función ζ que satisface a la Ec.
(3.12) en razón de preservar la condición de norma de Lorenz. Una solución a dicha ecuación
se escribe como

ζ =
1
r
α(τ,n) + O(r−2), (3.42)

donde α es una función arbitraria. Estrictamente α tendría que ser también descompuesto
en sus partes irreducibles, sin embargo, dado que es un escalar, su representación es trivial,
lo cual no será el caso cuando se trate el caso gravitacional. Insertando la solución (3.42)
y la forma de los potenciales (3.41) en (3.11) y utilizando la regla de diferenciación (3.36)
eventualmente se obtienen las reglas de transformación siguientes:

DT
k → DT

k , (3.43a)

D→ D − ∂τα. (3.43b)

Esto es, el como transforman a las partes irreducibles del potencial Aa. De (3.43) queda de
manifiesto la invarianza de la parte transversa de Dk bajo transformaciones de norma. Nótese
de igual manera que α puede ser elegido tal que se satisfaga D = 0. Con esto último los

51Estrictamente toda la materia y energía, incluyendo a los átomos, es fuente de radiación gravitacional, sin
embargo, la diferencia de magnitudes entre las demás interacciones del modelo estándar hacen plausible el poder
despreciar estos efectos en el rango macroscópico.
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potenciales se reducen a

φ =
Q
r
, (3.44a)

Ak =
1
r

DT
k (τ,n). (3.44b)

Dado que DT
k nk = 0, los grados de libertad relevantes para la zona de onda lejana, es decir,

dependientes del tiempo y por tanto los que contienen la información de la fuente son dos y
están contenidos en la parte transversa de D y en consecuencia en la parte transversa de Ak.
Los campos expresados en la forma (3.44) se dice se encuentran en la norma transversa (T).
La Ec. (3.44a) simplemente expresa el comportamiento coulombiano de φ pero no contribuye
a la energía radiada ya que no depende de t.

3.1.6. Extracción de la parte transversa

En la sección anterior se identificó a los dos grados de libertad radiativos del potencial
Aa como aquellos contenidos en la parte transversa AT

k . En esta sección por el contrario se
específica el cómo aislar la parte transversa dado un potencial Aa.

La extracción de la parte transversa del potencial Aa es llevada a cabo por medio de la
aplicación de un operador de proyección ortogonal a ni, es decir, proyecta un vector sobre el
plano que es ortogonal a ni [84, 98, 130]. Este operador se define como

P
j
k = δ

j
k − n jnk, (3.45)

el cual satisface las siguientes propiedades

P
j
knk = 0, P

j
j = 2, Pi

jP
j
k = Pi

k, (3.46)

las cuales reflejan la dimensión dos del plano ortogonal y la indempotencia del mismo pro-
yector. Con las anteriores propiedades dado un vector B j expresado en sus partes irreducibles
(anteriormente introducida en la Ec. (3.39))

B j = Bn j + BT
j . (3.47)

La acción del proyector (3.45) sobre el vector (3.47) produce

P
j
kB j = BT

j , (3.48)

es decir, aisla la parte transversa del vector B j. Con estas consideraciones retomando a la Ec.
(3.44b) para Ak y combinándola con la expresión en términos de los momentos multipolares
dada por la Ec. (3.34b) se obtiene

AT
k =

µ0

4π
P

j
k(n)

{
dpk

dt
(τ) + O(c−1)

}
) + O(r−2), (3.49)

donde se han restaurado las unidades. La expresión concluye que a orden dominante en r y
en c la radiación electromagnética es esencialmente dipolar. Este es el mismo resultado que
se obtendría a partir de la expansión multipolar de la Ec. (3.27b) asumiendo la zona de onda
lejana.
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3.2. Radiación gravitacional en la aproximación lineal

En las secciones anteriores se estudió el problema de la radiación electromagnética con-
cluyendo que es esencialmente radiación dipolar. Sin embargo, en el caso de la radiación
gravitacional a orden dominante en una expansión multipolar la radiación resulta ser cuadru-
polar. Dicho de otro modo, la emisión de OG es consecuencia de un momento cuadrupolar
que varía en el tiempo. Este resultado, como se anticipaba en la introducción de esta tesis
fue encontrado por Einstein [80]. Hoy en día, y en razón del trabajo de Landau & Lifshitz
[107], se conoce como el formalismo cuadrupolar. Este formalismo es válido para fuentes
aisladas cuya dinámica está dominada por fuerzas gravitacionales, esto es, aquellas que pue-
den ser modeladas bajo la aproximación post-newtoniana (brevemente discutida en la Sección
(2.2.1)). A pesar de ello, es válida también en el límite newtoniano (i.e. 3/c → 0), es por ello
que puede ser derivada en el límite lineal de la RG (así fue como Einstein la encontró).

Como se comentó brevemente en la Introducción de esta tesis, en las actuales colabora-
ciones internacionales para detectar de manera directa OG, LIGO y VIRGO, el paradigma
matemático se sostiene en que las observaciones son descritas por las soluciones retardadas
de la ecuaciones de Einstein, es decir, hab, cuya fuente son objetos altamente dinámicos y
compactos en un espacio-tiempo descritos por un tensor de energía-momento Tab[ψ].

En principio, hab contiene (i) grados de libertad de norma, (ii) grados de libertad físicos y
radiativos, y (iii) grados de libertad físicos no radiativos. Éstos últimos asociados a las fuentes
de materia. Por grados radiativos se está haciendo referencia a aquellos grados de libertad que
satisfacen una ecuación de onda. Resulta ser que bajo cualquier norma, la única parte de la
métrica que satisface una ecuación de este estilo es la parte transversa y sin traza (TT). Las
componentes restantes son en tanto funciones que son gobernadas por ecuaciones de Poisson,
es decir, no son modos radiativos. Este hecho, como se verá más adelante en la Sección 3.2.4
es oscurecido cuando se utilizan normas como la de Lorenz, en donde aparentemente, todos
las componentes satisfacen una ecuación de onda.

En esta sección se da un repaso a la teoría de radiación gravitacional en el límite lineal
de la RG sobre Minkoswki, en la misma línea de estudio de la radiación electromagnética,
comenzando con la discusión usual de la libertad de norma en espacios globalmente vacíos,
para después contrastarla con el caso de fuentes de materia no nulas. Sin embargo, aunque en
ambos casos la conclusión es que los grados de libertad radiativos están en la parte TT de hab,
en una serie de recientes artículos, Ashtekar et. al. [20, 21] sugieren que ha existido desde
el inicio de la teoría de radiación gravitacional una ambigüedad entre dos nociones distintas
de los modos (TT): la primera, presente en la teoría linealizada, es la descomposición de
la perturbación hab en sus partes irreducibles; la segunda, refiere al uso de proyectores para
extraer la parte TT de hab. Sin embargo, como se explicará a lo largo de las subsecuentes
secciones ambas nociones resultan ser equivalentes.

3.2.1. Ecuaciones linealizadas de Einstein

De acuerdo a los resultados del Capítulo 2, el cálculo de las cantidades de curvatura es
inmediato. En la aproximación lineal la expansión de la métrica se trunca a primer orden y el
espacio de fondo es el de Minkowski (i.e. R̃ab = 0),

gab = ηab + λhab, (3.50)

de ahí que la identificación ∇̃a → ∂a es permisible. Con esta identificación, retomando a la
Ec. (2.67), las ecuaciones de Einstein a primer orden en términos de la perturbación, forma
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de onda, o potencial gravitacional hab toman la forma

G
[
h
](1)

ab =
1
2

(
−∂a∂bh − ∂c∂chab + 2∂d∂(ahb)d + ηab

[
∂c∂

ch − ∂c∂dhcd
])

= 8πTab [ψ], (3.51)

las cuales son reminiscencia de las Ecs. (3.4) para el potencial Aa. En el caso de (3.51) la
fuente está dada por el tensor de energía-momento de los campos de materia Tab [ψ], es decir,
la fuente de las OG, compatible con

∂aTab = 0. (3.52)

Nótese que a nivel lineal no aparece el PTEM OG, discutido en la Sección 2.4, pues éste es
cuadrático en hab. Cabe señalar que la expresión (3.51) será utilizada más adelante (Sección
3.2.4) para identificar la naturaleza de los grados de libertad independientes de hab. Ahora
bien, retomando a la Ec. (2.69) las ecuaciones de campo en términos de h̄ab = hab − 1/2ηabh,
son de la forma

G
[
h̄
](1)

ab
= −

1
2
∂d∂dh̄ab + ∂c∂(ah̄b)c −

1
2
ηab∂

c∂dh̄cd = 8πTab [ψ]. (3.53)

Esta expresión puede simplificarse aún más al escoger un sistema de coordenadas apropiado,
es decir, escoger una norma de la misma manera que en el caso EM.

3.2.2. Libertad de norma en ausencia de fuentes

En la RG una transformación de norma es simplemente una transformación de coordena-
das [53, 112, 122, 149, 154, 160]. Más aún, en teoría de perturbaciones la libertad de norma
significa la «libertad» de identificar puntos entre el espacio-tiempo de fondo y en donde viven
las perturbaciones[117–119]. Específicamente una transformación infinitesimal de coordena-
das de la forma

xa → xa + ξa, (3.54)

bajo la cual la perturbación hab transforma como

hab → hab − 2∂(aξb), (3.55)

mientras que la variable h̄ab toma la forma

h̄ab −→ h̄ab − (2∂(aξb) − ∂cξ
cηab), (3.56)

a su vez la traza de h̄ab transforma como

h̄ → h̄ − 2∂cξc. (3.57)

Es sencillo probar que bajo las transformaciones (3.55), (3.56) las Ecs. (3.51) y (3.53) per-
manecen invariantes respectivamente. La classe de normas que interesan en el problema de
radiación gravitacional son aquellas que satisfacen la condición de norma de Lorenz,

∂bh̄ab = 0, (3.58)

en clara analogía con la condición de norma de Lorenz del EM dada por la Ec. (3.8). Esta
norma siempre se puede imponer en el sentido de que si un potencial h̄(1)

ab
52 no satisface la

condición (3.58) (i.e., ∂ah̄(1)

ab , 0) una transformación de la forma (3.56) en dicha perturbación
h̄(1)

ab → h̄(2)

ab = h̄(1)

ab − (2∂(aξb) − ∂cξ
cηab)., la condición ∂bh̄(2)

ab = 0 se satisface siempre y cuando

52En esta sección los superíndices en hab no tienen relación alguna con el orden en una expansión perturbativa,
simplemente son para distinguir poder distinguir entre distintas perturbaciones, todas de primer orden.
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el generador de la transformación ξa satisfaga la ecuación

�ξa = ∂bh̄(1)

ab, (3.59)

cuyas soluciones siempre pueden ser encontradas. Más aún, la condición (3.58) implica que de
los diez grados de libertad de h̄ab, sólo seis resultan independientes. La implementación de la
condición de norma de Lorenz en las ecuaciones de campo (3.53) las simplifica notablemente,
con lo que toman la forma de una ecuación de onda para h̄ab:

�h̄ab = −16πTab . (3.60)

Las soluciones a esta ecuación se analizarán más adelante en la Sección (3.2.5). La métrica
completa se recupera a partir de gab = ηab + h̄ab −

1
2 h̄ηab.

No obstante, no es esperado notar que, de la misma manera como sucede en la teoría EM,
la condición de Lorenz no fije totalmente los grados de libertad de h̄ab cuando se consideran
espacios-tiempo libres de fuentes (i.e., Tab = 0). Para identificar la libertad de norma rema-
nente considérese en primer lugar una segunda transformación de norma a generada por ζa

a h̄(2)

ab, es decir, h̄(2)

ab → h̄(3)

ab = h̄(2)

ab − 2∂(aζb) − ∂cζ
cηab, dado que ∂bh̄(2)

ab = 0, para preservar la
condición de norma sobre h̄(2)

ab, esto es, ∂bh̄(3)

ab = 0, se tiene que satisfacer la siguiente ecuación:

�ζa = 0. (3.61)

En segundo lugar considérese a las ecuaciones de campo linealizadas de Einstein en vacío

�h̄ab = 0. (3.62)

Siguiendo la discusión de Wald [160, p.70], en una hipersuperficie a tiempo constante t = t0
se fija como condición inicial a (3.57), con lo que

0 = h̄
∣∣∣
t0
− 2∂cζc

∣∣∣
t0

= h̄
∣∣∣
t0
− 2(−∂0ζ0 + ∂iζi )

∣∣∣
t0

= h̄
∣∣∣
t0
− 2(∂tζ0 − ∇ · ζ)

∣∣∣
t0
. (3.63)

Por otra parte, tomando la derivada temporal de la misma ecuación (3.57) y evaluándola en
t = t0 se obtiene

0 = ∂th̄
∣∣∣
t0
− 2∂t∂

cζc

∣∣∣
t0

= ∂th̄
∣∣∣
t0
− 2∂t(∂tζ0 − ∇ · ζ)

∣∣∣
t0

= ∂th̄
∣∣∣
t0

+ 2(−∂ttζ0 + ∇ · ∂tζ)
∣∣∣
t0

= ∂th̄
∣∣∣
t0

+ 2(−∇2ζ0 + ∇ · ∂tζ)
∣∣∣
t0
, (3.64)

donde en la última línea se ha hecho uso de la componente temporal ζ0 en la condición (3.61)
para ζa. Por otro lado, de la Ec. (3.56) es posible obtener dos ecuaciones más para fijar por
completo a ζa . Para ello considérese a h̄0a, con lo que

0 = h̄0a

∣∣∣
t0
− 2∂(0ζa)

∣∣∣
t0

+ ∂cζcη0a

∣∣∣
t0

= h̄0a

∣∣∣
t0
− ∂tζa

∣∣∣
t0
− ∂aζ0

∣∣∣
t0
. (3.65)
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De la misma manera, tomando la derivada temporal a (3.65), evaluando en t = t0 y utilizando
la condición (3.61) se obtiene la última ecuación de condiciones iniciales

0 = ∂th̄0a

∣∣∣
t0
− ∂ttζ0

∣∣∣
t0
− ∂t∂aζ0

∣∣∣
t0

= ∂th̄0a

∣∣∣
t0
− ∇2ζ0

∣∣∣
t0
− ∂a∂0ζ0

∣∣∣
t0
. (3.66)

Las Ecs. (3.13), (3.64), (3.65) y (3.66), fijan los valores iniciales de las cuatro componentes de
ζa. Bajo estas consideraciones se define a ζa como la solución a la ecuación (3.61), es decir,
�ζa = 0. Más aún, bajo los mismo argumentos utilizados en el caso EM (Sección 3.1.2), si
h̄ab satisface la Ec. (3.62), se consiguen las siguientes dos condiciones:

h̄0k = 0, ηabh̄ab = 0. (3.67)

Las cuales son validas en regiones libres de fuentes. En consecuencia a la condición sin traza
se sigue de inmediato que h̄ab = hab. Cabe señalar que dado que h̄ab satisface la condición
de Lorenz, se puede tomar la componente temporal que, junto con la primera condición de
(3.67), satisface ∂th̄00 = 0; por lo que de la ecuación en vacío (3.62), la componente temporal
satisface ∇2h̄00 = 0 cuya única solución con condiciones triviales de frontera es

h̄00 = 0. (3.68)

En conclusión de los seis grados de libertad remanentes tras satisfacer la condición de Lorenz,
las condiciones (3.67), (3.68) implican que la perturbación es puramente espacial, sin traza,
y transversa, con lo que solamente dos grados de libertad son linealmente independientes. La
perturbación que satisfaga las anteriores condiciones se dice que esta en la norma sin traza-
transversa (TT), y se identifica con hTT

ab . En este punto la barra sobre hab se vuelve redundante.
Como se verá en la siguiente sección este resultado se recupera como caso particular del
escenario con fuente de materia (ver Ecs. (3.87)).

3.2.3. Libertad de norma en presencia de fuentes

Es claro que en situaciones más reales el tensor de energía-momento no es nulo. En es-
te contexto además de los grados de libertad físicos radiativos, están presentes aquellos que
son físicos pero no radiativos. De ahí que no sea posible, al considerar fuentes, escribir di-
rectamente a la perturbación en la norma TT. Sin embargo, es posible tomar dos enfoques.
El primero es ver a la perturbación como una única descomposición en partes irreducibles
con el propósito de identificar los grados de libertad de manera clara. Lo anterior se logra al
dividir a la perturbación en una contribución escalar, vectorial y tensorial, y después analizar
su comportamiento bajo transformaciones de norma para construir luego combinaciones que
en efecto sean invariantes de norma. Este formalismo es ampliamente aplicado en teoría de
perturbaciones cosmológicas invariantes bajo transformaciones de norma [27]. En cierto sen-
tido, lo que se tratará en la siguiente sección es el límite lineal de dicho formalismo [35, 72].
En específico se recogen las ideas de [83, 128, 130].

El segundo enfoque es el análisis de hab en la zona lejana de onda, similar al realizado
para el caso EM en la Sección 3.1.4, éste será expuesto en la Sección 3.2.5. No obstante,
ambos enfoques resultan ser equivalentes con la introducción de un operador que aísla a la
parte TT de la perturbación, introducido en la Sección 3.2.6.

3.2.4. Descomposición en partes irreducibles del potencial gravitacional

Retomando a la Ec. (3.60), en la que se ha utilizado la condición de norma de Lorenz para
simplificar notablemente a la Ec. (3.53), se tiene la aparente peculiaridad de que todas las
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componentes de la perturbación h̄ab satisfacen en efecto una ecuación de onda, lo cual lleva
a pensar que todas son grados de libertad radiativos; aunque en realidad esto no es del todo
correcto. Para comenzar la discusión considérese el hecho de que la perturbación hab puede
ser considerada como una descomposición "3+1"dada por53

hαβ =

 h00 h0 j
h j0 h jk,

 , (3.69)

con la importante observación de que h00 bajo una rotación de los ejes espaciales transforma
como un escalar, h0 j transforma como un vector espacial y h jk transforma como un tensor
espacial. De acuerdo al Apéndice B.3, cada parte de la descomposición (3.69) se expresa
como

h00 = 2φ, (3.70a)

h0 j = β j + ∂ jγ, (3.70b)

h jk =
1
3

Hδ jk +

(
∂ jk −

1
3
δ jk∇

2
)
Υ + 2∂( jζk) + hTT

jk . (3.70c)

donde se tienen las condiciones de transversalidad y sin traza

∂ jβ
j = 0, ∂ jζ

j = 0, ∂khTT jk = 0, δ jkhTT jk = 0, (3.71)

respectivamente. Notése que en términos de la descomposición (3.70) la traza de hab adopta
la forma

ηabhab = H − 2φ. (3.72)

Bajo la descomposición (3.70) las diez cantidades de hαβ están representadas por los cuatro
escalares φ, γ, H, Υ, por las cuatro componentes independientes de los vectores β j y ζ j, y
por las dos componentes independientes de hTT

jk . Por otro lado, dado que se desea obtener
el comportamiento de una transformación de norma en presencia de fuentes, resulta natural
considerar una transformación de la forma (3.55) generada por ξa. Este generador también
puede ser descompuesto en una parte escalar y otra vectorial,

ξ0 = a, ξ j = b j + ∂ jc, (3.73)

respectivamente, donde ∂ jb
j = 0. Así, al aplicar la regla de transformación (3.55) a las com-

ponentes (3.70) se encuentra

h00 → h00 − 2∂0ξ0 h0 j → h0 j − ∂0ξ j − ∂ jξ0

→ 2(φ − ∂0a), → (β j − ∂0b j) + ∂ j(γ − a − ∂0c), (3.74)

mientras que para las componentes espaciales

h jk → h jk − ∂ jξk − ∂kξ j

→ h jk − ∂ jbk − ∂kb j − 2∂ j∂kc

→
1
3

Hδ jk + ∂ j∂k(Υ − 2c) −
1
3
δ jk∇

2Υ + ∂ j(ζk − bk) + ∂k(ζ j − b j) + hTT
jk

→
1
3
δ jk(H − 2∇2

c) +

(
∂ jk −

1
3
∇2

)
(Υ − 2c) + ∂ j(ζk − bk) + ∂k(ζ j − b j) + hTT

jk , (3.75)

53La descomposición se realiza sobre hab, sin embargo, es completamente equivalente realizarla sobre h̄ab.
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con lo que se obtienen las siguientes reglas de transformación

φ→ φ − ∂ta, (3.76a)

β j → β j − ∂tb j, γ → γ − a − ∂tc, (3.76b)

H → H − 2∇2
c, Υ→ Υ − 2c, ζ j → ζ j − b j, hTT

jk → hTT
jk . (3.76c)

Las Ecs. (3.76) muestran que en efecto la única cantidad invariante ante transformaciones de
norma es la parte TT, es decir, hTT

jk . Ahora bien, con las reglas de transfomación anteriores es
posible construir cantidades que sean combinaciones de φ, β j, γ, H, λ, ζ j y sean invariantes
bajo transformaciones de norma. En sí, lo que se busca es el análogo a la teoría EM en donde
los campos eléctrico y magnético ya son combinaciones invariantes de norma de los potencia-
les φm y A j, dados por la Ec. (3.5). Para encontrar estas combinaciones conviene descomponer
al tensor de Einstein lineal en hab (3.51) en sus componentes temporal, espacio-temporal y
espaciales dadas por

G(1)
00 =

1
2

(
−∂tth − ∂

α∂αh00 + 2∂α∂th0α − ∂
a∂ah + ∂α∂βh

αβ
)

(3.77a)

G(1)
0 j =

1
2

(
−∂t jh − ∂

α∂αh0 j + 2∂α∂(0h j)α

)
(3.77b)

G(1)

jk =
1
2

(
−∂ jkh − ∂α∂αh jk + 2∂α∂( jhk)α + δ jk(∂α∂

αh − ∂α∂βh
αβ)

)
(3.77c)

respectivamente. Sustituyendo la descomposición (3.70) en (3.77) se obtiene

G(1)
00 = −2∇2Ψ (3.78a)

G(1)
0 j = −2∂t jΨ + 2∇2Θ j (3.78b)

G(1)

jk = −
2
3
δ jK∇

2(Φ − Ψ) − 2δ jK∂ttΨ +

(
∂ jk −

1
3
δ jK∇

2
)

(Φ − Ψ)

+ 2(∂t jΘk + ∂tkΘ j) −
1
2
�hTT

jk (3.78c)

donde naturalmente se han obtenido las siguientes combinaciones

Φ ≡ φ − ∂tγ +
1
2
∂ttΥ, (3.79a)

Θ j ≡ −
1
4

(β j − ∂tζ j), (3.79b)

Ψ ≡
1
6

(H − ∇2Υ), (3.79c)

la cuales resultan ser invariantes bajo las reglas de transformación (3.76).54 Es importante no-
tar este hecho, pues es común que en la discusión de dicha descomposición (ver [83, 128]) se
introduzcan antes las combinaciones (4.57), y después se calculen las componentes (3.78). De
las condiciones (3.71) es posible realizar un conteo de los grados de libertad de G(1)

ab. Para ello
considérese que Φ, Θ j, Ψ representan cuatro funciones invariantes de norma dada la condición
de transversalidad ∂ jΘ j = 0. Además hTT

jk contiene en principio, seis funciones independien-
tes, pero existen cuatro condiciones para hTT

jk , a decir, la condición de transversalidad y sin
traza de las Ecs. (3.71) respectivamente, por lo que de estas seis funciones sólo dos resultan
ser independientes. Por lo tanto, al final se tienen seis grados de libertad independientes.

54Esta es la versión para un fondo de Minkowski de los bien conocidos potenciales de Bardeen [27].
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La elección de los factores 1
4 y 1

6 en (4.57) es por motivos de conveniencia; diversos au-
tores definen las cantidades invariantes con distintas constantes [53, 83, 130]. La descompo-
sición (3.78) empata con la de [128] a excepción de factores con potencias de c, la velocidad
de la luz, consecuencia natural de la elección de unidades, además de reflejar la propiedad,
al igual que (3.70), de que (3.78b) contiene una parte longitudinal y otra transversa mientras
que (3.78c) contiene la traza, una parte longitudinal sin traza, otra longitudinal y transversa y,
en el último término, la parte transversa y sin traza.

Para poder imponer las ecuaciones de campo (3.51), conviene igualmente descomponer a
Tab en sus partes irreducibles como

Tαβ =

 T00 T0 j
T j0 T jk ,

 , (3.80)

definido como

T00 = ρ, (3.81a)

T0 j = −S j − ∂ jS , (3.81b)

T jk = τδ jk +

(
∂ jk −

1
3
δ jk∇

2
)
σ + 2∂( jσk) + σTT

jk , (3.81c)

con las condiciones

∂ jS
j = 0, ∂ jσ

j = 0, ∂kσ
TT jk = 0, δ jkσ

TT jk = 0. (3.82)

Sin embargo, se tiene a nivel lineal la condición de conservación ∂bT ab = 0 que da pie a tres
relaciones extra:

∇2S = −∂tρ, (3.83a)

∇2σ j = −∂tS j, (3.83b)

∇2σ = −
3
2

(τ + ∂tS ). (3.83c)

Con esto en mente el igualar las componentes temporales (3.78a) con (3.81a) da pie a una
ecuación

∇2Ψ = −
κ

2
ρ, (3.84)

donde κ = 8π. Asimismo, la igualdad entre las componentes espacio-temporales (3.78b) y
(3.81b) da pie a dos ecuaciones

∇2Θ j = −
κ

2
S j, (3.85a)

∂tΨ =
κ

2
S . (3.85b)
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Por último, el imponer las ecuaciones de campo en la parte espacial, i.e. la igualdad entre
(3.78c) y (3.81c) se determinan cuatro ecuaciones más

∇2(Φ − Ψ) = −
3
2

(κτ + 2∂ttΨ), (3.86a)

(Φ − Ψ) = κσ, (3.86b)

∂tΘk =
κ

2
σk, (3.86c)

�hTT
jk = −2κσTT

jk . (3.86d)

Las ecuaciones (3.85b), (3.86b), (3.86c), permiten determinar los potenciales Ψ, Φ y Θk una
vez conocida la fuente en virtud de las Ecs. (3.83). Asimismo la Ec. (3.86a) se puede refinar
aún más al derivar respecto al tiempo a la Ec. (3.85b) y utilizar la Ec. (3.84). Con ello, las
funciones invariantes de norma satisfacen las siguientes ecuaciones:

∇2Ψ = −
κ

2
ρ,

∇2Φ = −
3κ
2

(τ +
1
3
ρ + ∂tS ),

∇2Θ j = −
κ

2
S j,

�hTT
jk = −2κσTT

jk .

(3.87a)

(3.87b)

(3.87c)

(3.87d)

Las Ecs. (3.87) son el punto culminante de la teoría lineal, pues estas representan a una for-
mulación invariante ante transformaciones de norma. La primera diferencia a notar es que en
la formulación de Lorenz todas las componentes de la perturbación aparentan satisfacer una
ecuación de onda, cuestión que lleva a pensar que en efecto, todos los grados de libertad de la
teoría son radiativos. No obstante, las Ecs. (3.87), las cuales son totalmente equivalentes a las
ecuaciones de campo usuales (3.51), muestran lo contrario, los únicos grados de libertad
radiativos son dos y se encuentran en la parte TT, hTT

jk . Las demás ecuaciones, aunque
independientes del tiempo, son grados de libertad físicos pero no radiativos, las cuatro fun-
ciones Φ, Ψ, Θ j, satisfacen ecuaciones de Poisson que pueden ser resueltas a cada tiempo t
dependiendo del estado de la materia a ese mismo tiempo, reminiscencia de la formulación
Newtoniana. Notése además el parecido en la estructura de las Ecs. (3.87) con las Ecs. (3.26)
del caso EM.

Los dos grados de libertad radiativos corresponden a los dos modos de polarización h+

y h× asociados a las componentes hxx = −hyy y hxy, respectivamente. Cuando se escoge un
sistema de coordenadas en que la onda se propaga en la dirección z, la métrica completa
adopta la forma

ds2 = −dt2 + (1 + h+)dx2 + (1 − h+)dy2 + 2h×dxdy + dz2. (3.88)

Por último, conviene notar que si se considera vacío, las Ecs. (3.87) adoptan la forma

∇2Ψ = 0, (3.89a)

∇2Φ = 0, (3.89b)

∇2Θ j = 0, (3.89c)

�hTT
jk = 0, (3.89d)

cuyas soluciones para condiciones triviales de frontera implican que los modos escalares y
vectoriales son nulos Ψ = Φ = Θ j = 0. Además, en virtud de la Ec. (3.72) se recupera
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λ

h+

h×

Figura 3.1: Interacción de una onda gravitacional monocromática que se pro-
paga en la dirección z. La parte superior refiere a la polarización h+; mientras
la parte de inferior refiere a la polarización h×. Como su nombre lo indica, la
polarización h× corresponde a la polarización h+ cuando el sistema de coor-

denadas es rotado 45o.

h̄ jk = hTT
jk . Más aún, en vacío se obtiene el resultado similar al caso EM (ver Ec. (3.28)). Para

ello notése que la solución a la Ec. (3.89d) es una onda transversa de la forma

hTT
jk = H jkeika xa

, (3.90)

donde H jk es el tensor de polarización. Si la onda se propaga en la dirección z que entra en la
página, es decir, ka = (k0, 0, 0, kz), las componentes del tensor de polarización se reducen a

Hx j = Hzz = 0, Hxx = −Hyy = h+, Hxy = h×. (3.91)

Además, ante una rotación θ sobre el eje de propagación la onda adquiere una fase hTT
jk →

hTT
jk ei2θ, lo que refleja, bajo la perspectiva de la física de partículas, la naturaleza de espín 2 de

hTT
jk .

Por otro lado, como se mencionaba en la introducción de esta tesis, el cómo interactúan
las OG con la materia, es decir, si es que producen algún efecto físico, fue motivo de históricos
debates. Al respecto, es sabido que las OG producen cambios en la distancia propia entre dos
partículas. La descripción puede ser realizada en el sistema de coordenadas TT, representado
por la métrica (3.88), o bien utilizando la ecuación de desviación geodésica o coordenadas
normales de Riemmann [47, 109]. El resultado es que una OG genérica puede ser entendida
como una superposición de dos campos de marea que se propagan en el vacío. Los efectos de
la polarizaciones h+ y h× en un anillo de partículas se muestran en la Fig. 3.1.

3.2.5. Potencial gravitacional en la zona de onda lejana

En esta sección se analiza el potencial gravitacional h̄ab de manera similar al caso EM de
la Sección 3.1.4. Para ello, considérese la ecuación de onda con fuentes que satisface h̄ab, a
decir, la Ec. (3.60). La solución a esa ecuación en la zona lejana de onda, es decir, manteniendo
sólo términos radiativos que decaen como r−1 es

h̄ab(t, x) =
κ

2π
1
r

∞∑
k=0

1
k!

n j1... jk

(
d
dτ

)l {∫
Tab (τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
, (3.92)
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donde κ = 8π (ver Apéndice B.2). El observar la ecuación (3.92) permite establecer que
en cada término l habrá integrales del tensor energía-momento Tab , es decir, cada término
representa un momento multipolar. Para efectos de esta tesis, sólo se tendrá en cuenta el
momento multipolar dominante que es precisamente el momento cuadrupolar.55 Sin embargo,
es ilustrativo tener en cuenta términos de mayor orden. De esta manera, tomando los primeros
términos de la solución (3.92) para cada componente se obtiene [128, 153]

h̄00 =
4
r

{
M +

1
2

n jnkÏ
jk +

1
6

n jnknl
...
I

jkl
+ · · ·

}
(3.93a)

h̄0 j =
4
r

{
1
2
Ï jknk +

1
12

nknl
(...
I jkl − 2εm jkJ̈ml

)
+ · · ·

}
(3.93b)

h̄ jk =
4
r

{
1
2
Ï jk +

1
6

nl
(...
I jkl + 2εml jJ̈mk + 2εmlkJ̈m j

)
+ · · ·

}
(3.93c)

donde se ha a adoptado las siguientes definiciones de los momentos multipolares

IL ≡

∫
T00 xLd3x, (3.94a)

J L
j ≡ ε jlm

∫
T0m xlLd3x. (3.94b)

M jk,L ≡

∫
T jkxLd3x. (3.94c)

Cabe mencionar que en este formalismo no sólo se está asumiendo que el fondo es Minkowski
sino que se está usando una foliación de t = cte. Asimismo, la notación compacta aL ≡ a j1··· jl .
Nótese que para el caso l = 0 en (3.94a) se recupera la masa total asociada a la fuente M =∫

T00d3x. También es relevante indicar de que la solución (3.92) ya asume la condición de
movimiento interno lento de las fuentes. Observando las Ecs. (3.93) se concluye en general
que las componentes de h̄ab en la zona lejana de onda adoptan la forma

h̄00 =
4M

r
+

1
r

C(τ,n), (3.95a)

h̄0 j =
1
r

D j(τ,n), (3.95b)

h̄ jk =
1
r

A jk(τ,n). (3.95c)

donde las funciones C, D j y A jk dependen del tiempo retardado definido en (3.30) y del vector
radial unitario n j = x j/r, con r la distancia a la fuente. En estas funciones están contenidos
todos los momentos multipolares, sin embargo, para esta discusión su forma exacta no es
necesaria. Notése que aquí también la regla de diferenciación (3.36) es válida, en términos de
h̄ab toma la forma

∂ jh̄
ab = −n j∂τh̄

ab. (3.96)

Una vez más, es útil introducir la descomposición en sus partes irreducibles de las cantidades
C, D j y A jk. Para C es trivial pues es un escalar. Para D j se tiene

D j = Dn j + DT
j , (3.97)

55Para las expresiones de los momentos multipolares a mayores ordenes ver e.g. [112, 128].
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donde Dn j es la parte longitudinal de D j y DT
j es la parte tranversa que satisface n jDT

j = 0.
De manera similar para A jk se obtiene

A jk =
1
3
δ jkA +

(
n jnk −

1
3
δ jk

)
+ 2n( jAT

k) + ATT
jk , (3.98)

donde 1
3δ jkA es la traza, el segundo término es la parte longitudinal sin traza, mientras que el

tercer término 2n( jAT
k) es la parte longitudinal y transversa, debido a que n jAT

j = 0. Por útimo,
ATT

jk satisface

n jATT
jk = 0, δ jkATT

jk = 0, (3.99)

es decir, es la parte TT de A jk. Por otro lado, la condición de norma de Lorenz se simplifica
en la zona lejana de onda a

∂τ(h̄00 + h̄0knk) = 0, ∂τ(h̄0 j + h̄ jknk) = 0. (3.100)

De esta manera al sustituir a las descomposiciones (3.97) y (3.98) en las Ecs. (3.95), y poste-
riormente al sutituir éstas en las Ecs. (3.100) se obtienen las siguientes condiciones

C = D, (3.101a)

D =
1
3

(A + 2B), (3.101b)

DT
j = AT

j (3.101c)

Así, incorporando a las condiciones (3.101) en las Ecs. (3.95), éstos últimos adoptan la forma

h̄00 =
4M

r
+

1
3r

C(A + 2B), (3.102a)

h̄0 j =
1
r

[
1
3

(A + 2B)n j + AT
j

]
, (3.102b)

h̄ jk =
1
3

[
1
3
δ jkA +

(
n jnk −

1
3
δ jk

)
+ 2n( jAT

k) + ATT
jk

]
. (3.102c)

Las condiciones de transversalidad y sin traza permiten determinar el número de grados de
libertad independientes a 6. Ahora bien, si se considerá una segunda transformación de norma
generada por ζa que satisfaga la Ec. (3.61), las soluciones a dicha ecuación pueden escribirse
como

ζ0 =
1
r
α(τ,n) + O(r−2), (3.103a)

ζ j =
1
r
β j(τ,n) + O(r−2). (3.103b)

donde α y β j son funciones arbritarias que también pueden ser descompuestas en sus partes
irreducibles como β jn j + βT

j , con βT
j n j = 0. De esta manera, utilizando las reglas de diferen-

ciación (3.36) junto con la ley de transformación de norma de h̄ab, dada por la Ec. (3.56), se
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obtienen eventualmente las siguientes reglas de transformación

A→ A + 3∂τα − ∂τβ, (3.104a)

B→ B + 2∂τβ, (3.104b)

AT
j → AT

j + ∂τβ
T
j , (3.104c)

ATT
jk → ATT

jk . (3.104d)

Con lo que nuevamente se confirma que la única parte que es invariante bajo transformaciones
de norma es la parte TT. Más aún, de las Ecs. (3.104) se pueden fijar a α, β y βT

j de tal manera
que A, B y AT

j se anulen. Así, implementando las consideraciones anteriores, las Ecs. (3.102)
toman la forma

h̄00 =
4M

r
, (3.105a)

h̄0 j = 0, (3.105b)

h̄ jk =
1
r

ATT
jk (τ,n). (3.105c)

Las Ecs. (3.105) demuestran que en la zona de onda los términos dominantes se encuentran
en la parte puramente temporal y la parte espacial de h̄ab. Más aún, dadas las condiciones de
que satisface la parte TT, es decir, las Ecs. (3.99), los grados de libertad se han reducido a
dos y están contenidos en las componentes ATT

jk . En conclusión, en la zona lejana de onda,
la norma TT también puede ser impuesta al ser expresados de la forma (3.105). Es posible
recuperar estos mismos directamente al realizar la expansión multipolar directamente a la Ec.
(3.87) en la zona de onda.

3.2.6. Extracción de la parte transversa y sin traza

En las dos secciones anteriores se mostró que los grados de libertad radiativos están, en
efecto, contenidos en la parte TT de h̄ab. En este sentido, la cuestión se reduce a la siguiente:
dada una perturbación cualquiera que no se encuentre en la norma TT, ¿cómo pueden ser
extraídos únicamente los grados de libertad radiativos? En la práctica, esta cuestión tiene su
respuesta en analogía con el caso EM, en el cual se utilizan proyectores que aislan la parte
transversa del resto (ver Sección 3.1.6).

Retomando al proyector P j
k definido como en (3.45), es posible introducir un proyector

más general construido a partir de éste ultimo como

P
jk

lm ≡ P
j
lP

k
m −

1
2
P jkPlm, (3.106)

el cual en virtud de las propiedades de la Ec. (3.46) satisface

P
jk

lmnm = 0, P
jk

lmδ
lm = 0. (3.107)

además de ser simétrico en jk y en lm. Con las anteriores propiedades es sencillo probar que
dado un tensor espacial simétrico B jk se cumple

P
jk

lmB jk = BTT
lm . (3.108)

La utilidad de estos proyectores se aprovecha al notar la descomposición simétrica y sin traza
de tensores (STF por sus siglas en inglés; ver e.g. [128, 133, 153]). Bajo este esquema, un
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tensor de la forma B jk = s jsk puede ser descompuesto como

B jk = B〈 jk〉 +
1
3
δ jkBii, (3.109)

donde B〈 jk〉 ≡ s jsk −
1
3δ jks2. Bajo esta descomposición la acción del proyector (3.106) es

P
jk

lmB jk = P
jk

lmB〈 jk〉, (3.110)

donde se ha utilizado la propiedad (3.107). La Ec. (3.109) puede ser generalizada para tensores
espaciales con más índices, sin embargo, para efectos de esta tesis, sólo se necesita ésta última.

3.3. Formalismo cuadrupolar

En las secciones anteriores se demostró que la naturaleza radiativa de h̄ab está totalmente
contenida en la parte TT y esta a su vez puede ser extraída a razón de utilizar un proyector.
En esta sección se retoma la solución (3.93c) a orden dominante en r−1 y la relación de ésta
con la energía radiada, las cuales a su vez están relacionadas con el PTEM OG discutido en
la Sección 2.4.

Retomando el primer término de la Ec. (3.93c), es decir, la parte puramente espacial de
h̄ab dada por

h̄ jk =
2
r
Ï jk(τ), (3.111)

donde I jk(τ) es el momento cuadrupolar de masa definido en términos de la densidad de
masa newtoniana ρ como

I jk(τ) ≡
∫

T00 x jxkd3x =

∫
ρx jxkd3x. (3.112)

Ahora bien, de acuerdo a las secciones anteriores, la parte radiativa está contenida en la parte
TT, por lo que simplemente hay que utilizar el proyector (3.106) en la Ec. (3.111). Bajo estas
consideraciones se deduce la famosa formula cuadrupolar derivada por Einstein:

hTT
jk =

2G
c4r
P jklm(n)

d2Ilm

dt2 (τ) + O(c−1)

 + O(r−2). (3.113)

Donde se han restaurado las unidades para tener en cuenta de que se están despreciando
términos de mayor orden en c y en r. La Ec. (3.113) es quizás el resultado más importante
en la teoría de emisión de OG, pues demuestra el hecho de que la radiación gravitacional es
de naturaleza cuadrupolar. Es decir, siempre que exista una variación temporal del momento
cuadrupolar, tomará partida la emisión de OG. Más aún las leyes de conservación de la masa
y del momento lineal prohíben la emisión de radiación monopolar y dipolar.

3.3.1. Flujo de energía y momento

Considérese el PTEM OG expresado como en (2.105), es decir,

Θ(RG)

ab =
1

32π

〈〈
∂ah̄cd∂bh̄e f

(
ηceηd f −

1
2
ηcdηe f

)
− 2∂ch̄d(a∂b)h̄

cd
〉〉
. (3.114)

Ahora bien, se busca implementar en primer lugar la norma de Lorenz (3.58); bajo esta su-
posición el último término de (3.114) se anula al expresar a éste como ∂c(hTT

d(a∂b)h
TTcd) −
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hTT
d(a∂b)∂chTTcd, es decir, un término de divergencia total y otro proporcional a la norma de

Lorenz. Por otro lado, los primeros dos términos de la expresión son de la misma forma. En
este punto, se puede explotar la libertad de norma en la zona de onda lejana discutida en la
Sección 3.2.5. Para ello, considérese la generalización de la regla diferenciación (3.96), dada
por

∂ah̄bc = −ka∂τh̄
bc + O(r−2), (3.115)

donde ka = (1, n j).56 Con esta condición se tiene (∂ah̄cd)(∂bh̄e f ) = (∂τh̄cd)(∂τh̄e f )kakb.
De acuerdo a las Ecs. (3.105), resultado de especializar la norma de Lorenz en la zo-
na lejana de onda, se sabe que la única parte que depende del tiempo es h̄ jk, con lo que
(∂τh̄cd)(∂τh̄e f )kakb = (∂τh̄i j)(∂τh̄kl)kakb. Bajo estas consideraciones (3.114) adopta la forma

Θ(RG)

ab =
1

32π

〈〈
(∂τh̄ jk∂τh̄ jk +

1
2
δi jδkl∂τh̄i j∂τh̄kl)kakb

〉〉
. (3.116)

También, como conclusión de la Sección 3.2.5 se obtuvo que la única parte que contribuye en
la zona lejana de onda a h̄ jk es la parte TT. Con este resultado, es decir, h̄ jk → hTT

jk , el segundo
término de (3.116) se anula, pues δ jkhTT

jk = 0. Por lo tanto, el PTEM OG en la zona lejana de
onda se reduce a

Θ(RG)

ab =
1

32π
〈〈
∂τh

TT
jk ∂τh

TT
jk kakb

〉〉
. (3.117)

Es de recalcar que en la derivación de la Ec. (3.114) se utilizó en todo momento la presencia
de fuentes al especializar la norma de Lorenz, contrario a la literatura tradicional [53, 112,
154], en donde la derivación de la expresión (3.114) sucede al considerar espacio-tiempos sin
fuentes de materia. Si bien ambos resultados son equivalentes, resulta confuso–sino incon-
gruente– utilizar la suposición de vacío al derivar el PTEM OG pues la motivación principal
es mantener la mayor información posible de la fuente en la zona lejana de onda, es decir,
en donde en buena aproximación se encuentran los detectores respecto a una fuente lejana,
información que está totalmente contenida en la forma de onda h̄ab.

Como se anticipaba en la Sección 2.4 la importancia del PTEM OG se sustenta en torno a
las ecuaciones de balance en sistemas gravitacionales radiativos. La descripción de sistemas
radiativos suybyace en dos formalismos, ambos equivalentes, el primero y más formal es
aquel desarrolado por Bondi et. al. en la década de los sesenta [42, 133]. No obstante, para
efectos de esta tesis se utilizará el formalismo de Landau-Lifshitz [38, 107, 128].

La ecuación de balance de energía es, a fin de cuentas, la equivalencia entre el cambio de
energía del sistema E57 y la potencia radiada por las OG P, esto es, la razón conforme las OG
remueven la energía del sistema,

dE
dt

= −F ≡ −

∮
∞

Θ(RG)

0k dS k, (3.118)

donde la integral es sobre una 2-esfera cuyo radio tiende a infinito, con lo que dS k = nkr2dΩ.
A F también se le conoce como la luminosidad gravitacional. Al sustituir a (3.117) en (3.118)
se obtiene

F =
r2

32π

∫ 〈〈
∂τh

TT
jk ∂τh

TT
jk

〉〉
dΩ, (3.119)

donde se ha utilizado que nknk = 1. La Ec. (3.119) sintetiza la conexión entre el PTEM OG

56Para demostrar (3.115) nótese que h̄ab = 1
r fab (τ, x), con lo que ∂τh̄ab = 1

r ∂τ fab ; la parte espacial proviene de
(3.96).

57E es la energía del sistema (e.g. sistema binario) medida por un observador cuya 4-velocidad es paralela a un
vector de Killing estacionario en infinito, (e.g. energía del sistema medida en el marco de referencia del centro de
masa).
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y la formula cuadrupolar dada por la Ec. (3.113), donde en ambos la hipótesis de fuentes con
materia ha sido impuesta. Si se sustituye está última en la Ec. (3.119) se obtiene

F =
r2

32π
4
r2

∫
P lm

jk P
jk

pq〈〈
...
Ilm

...
I

pq
〉〉dΩ

=
1

8π
〈〈

...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

∫
P lm

jk P
jk

pqdΩ, (3.120)

donde dΩ es el elemento de área dos dimensional en coordenadas esféricas, además en la
segunda línea se utilizó la descomposición (3.109) y la propiedad (3.110) para el momento
cuadrupolar I jk para la cual

I
〈 jk〉(τ) =

∫
ρ(τ, x)(x jxk −

1
3
δ jkxixi)d3x. (3.121)

A la Ec. (3.121) comúnmente se le asocia el nombre del momento cuadrupolar reducido [107,
112, 160], sin embargo, es sólo la parte sin traza del momento cuadrupolar. Además, la des-
composición (3.121) puede ser promovida a momentos multipolares de mayor orden, es por
ello que se adopta esa notación. En la Ec. (3.120) el momento cuadrupolar salió de la integral
angular debido a que los promedios van sobre longitudes de onda o, en este caso, frecuencias,
es decir, son promedios temporales. A su vez, la resolución de la integral angular requiere
de proyecciones sobre los armónicos esféricos y su conexión con los tensores simétricos sin
traza. Se recogen aquí alguna identidades útiles58∫

1
4π

n jdΩ = 0, (3.122a)∫
1

4π
n jnkdΩ =

1
3
δ jk, (3.122b)∫

1
4π

n jnknldΩ = 0, (3.122c)∫
1

4π
n jnknlnmdΩ =

1
15

(δ jkδlm + δ jlδkm + δ jmδkl). (3.122d)

(3.122e)

Así el cálculo de la integral angular de la Ec. (3.120) es

8πF = 〈〈
...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

∫
Plm

pqdΩ

= 〈〈
...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

∫ (
Pl

pP
m

q −
1
2
PlmPpq

)
dΩ

= 〈〈
...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

∫ [
(δl

pδ
m
q − δ

l
pnmnq − δ

m
q nlnp + nlnpnmnq)+

−
1
2

(δlmδpq − δ
lmnpnq − δpqnlnm + nlnmnpnq)

]
dΩ

= 〈〈
...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

∫
(δl

pδ
m
q − 2δl

pnmnq +
1
2

nlnmnpnq)dΩ

= 4π〈〈
...
I〈lm〉

...
I
〈pq〉
〉〉

1
30

(δlmδpq + 11δl
pδ

m
q + δl

qδ
m
p )

= 4π
12
30
〈〈

...
I〈lm〉

...
I
〈lm〉
〉〉, (3.123)

58Es importante resaltar la diferencia en notación, pues en [128] la operación 〈〈· · ·〉〉 denota a 1
4π

∫
· · · dΩ, mien-

tras que los promedios 〈· · · 〉 son los promedios denotados aqui por 〈〈· · ·〉〉.
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en donde en la primera, segunda y tercera línea se desarrollaron los proyectores conforme a
las Ecs. (3.106) y (3.45). En la cuarta línea se hizo uso de I〈 jk〉δ jk = 0. En la quinta línea se
utilizaron las identidades (3.122). Sustiyendo el resultado anterior en la Ec. (3.120) se obtiene
la segunda formula cuadrupolar

F =
G

5c5

〈〈d3I〈 jk〉(τ)
dt3

d3I〈 jk〉

dt3

〉〉
+ O(c−2)

 , (3.124)

donde se han restaurado las unidades. La Ec. (3.124) también fue encontrada por Einstein y
representa la potencia gravitacional total emitida por la fuente radiada hacia todas las direc-
ciones. Ésta puede ser utilizada para estimar el orden de magnitud de la luminosidad gravi-
tacional de una fuente con masa M y un radio R [109], para el cual I ∼ sMR2ρ(ωt) donde
0 ≤ s . 1 es un factor de asimétria, de tal manera que s = 0 para un objeto esféricamente
simétrico y ρ ∼ 1 representa la densidad de materia de la fuente y está depende de ω que
denota a la velocidad angular para una fuente quasi-periódica, entonces

...
I ∼ sω3MR2 con lo

que

F ∼
G
c5 s2ω6M2R4 ∼

c5

4G

(RS

R

)2 (
3c

c

)6
s2, (3.125)

donde se ha introducido el radio de Schwarzchild Rs = 2GM/c2 y una velocidad característica
de la fuente 3c = Rω. De la Ec. (3.125) se concluye que ningún experimento terrestre es capaz
de producir una luminosidad gravitacional detectable. Sin embargo, para objetos compactos
(R & Rs) altamente no esféricos (s . 1) cuyas velocidades son relativistas 3c ∼ c la potencia
radiada es del orden

FOC ∼
c5

4G
' 1053W. (3.126)

Es por ello, que el evento GW150914 [2], el cual registró un pico de potencia del orden
∼ 1049W fue detectable.

3.4. Sistema binario newtoniano

La importancia del formalismo cuadrupolar yace en su simplicidad. Esta característica fue
la que permitió comprobar indirectamente la existencia de OG al corroborar la observaciones
del púlsar binario PSR 1913+16 [94, 95, 151, 152]. En específico se utilizó la ecuación de
balance de energía (3.118) aplicada a un sistema binario con el propósito de obtener la varia-
ción del período orbital [126]. En lo que sigue de esta sección se calculan las formas de onda
para un sistema binario de estrellas newtoniano para una orbita excéntrica, los cálculos están
basados en [128, 159].

Considérese dos cuerpos de masa m1 y m2 con posiciones R1 y R2 respectivamente. Adop-
tando la descripción relativa al centro de masa y situando el origen de coordenadas en éste
último, es decir, m1R1 + m2R2 = 0 se obtienen las posiciones

R1 =
m2

M
R, R2 = −

m1

M
R, (3.127)

en términos del vector de separación relativo R = R1 − R2 y la masa total M = m1 + m2. Es
fácil notar que las velocidades están dadas por

V1 =
m2

M
V, V2 = −

m1

M
V, (3.128)

en términos de la velocidad relativa V = V1 − V2. Es útil también definir a el vector unitario
N ≡ R/R donde R =|R|. Ahora bien, en la descripción puntual de partículas la densidad de
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materia puede ser definida como

ρ(x) =

2∑
A=1

mAδ(x − RA), (3.129)

donde δ(x) es la delta de Dirac. La expresión anterior funciona siempre y cuando se omita una
descripción interna de los cuerpos en el sistema, no obstante, estas contribuciones pueden ser
tomadas en cuenta modelando la densidad de masa de otra forma. Al sustituir la Ec. (3.129)
en el momento cuadrupolar (3.112) se obtiene

I jk =

2∑
A=1

mAR j
ARk

A, (3.130)

la cual, puede ser escrita en términos de las coordenadas relativas dadas por las Ecs. (3.127)
y (3.128). Más aún, notando que la onda hTT

jk , expresada como en (3.113), y la potencia ra-
diada F , expresada como en (3.124), requieren de segundas y terceras derivadas temporales
respectivamente, es útil enunciarlas

I jk = νMR jRk, (3.131a)

Ï jk = 2νM
(
V jVk −

GM
R

N jNk

)
, (3.131b)

...
I jk = −2νM

GM
R2

(
4
R

R( jVk) −
3Ṙ
R2 R jRk

)
. (3.131c)

Cabe señalar que los factores GM/R59 aparecen debido a la ecuación de movimiento r̈1 =

−Gm2N/R2 y además se ha definido a la razón de masa simétrica

ν =
m1m2

M2 . (3.132)

Hasta este punto, la descripción sucede en un sistema de coordenadas orbital (x, y, z). Por
la conservación del momento angular, el movimiento orbital esta confinado al plano x − y
(adoptando la convención de que el momento angular apunta en z). En este plano es posible
adoptar un sistema de coordenadas polar usual {N,Φ} definido por

N ≡ cos φex + sin φey, Φ ≡ − sin φex + cos φey. (3.133)

En términos de esta base las coordenadas relativas toman la forma

R = RN, V = ṘN + Rφ̇Φ. (3.134)

Mientras que las ecuaciones de movimiento se escriben como

d
dt

(R2φ̇) = 0, R̈ − Rφ̇2 = −
GM
R2 , (3.135)

cuyas soluciones son bien conocidas y están dadas por

R =
p

1 + e cos φ
, φ̇ =

√
GM
p3 (1 + e cos φ)2. (3.136)

donde e es la excentricidad de la órbita y ésta indica la naturaleza de la misma: si e < 1 la

59En esta sección se restauran las unidades.
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órbita es cerrada, esto es, una órbita elíptica, mientras si e > 1 la órbita no es cerrada, lo que
corresponde a una hipérbola. Además, p es el semi-latus rectum definido como

p =
R4φ̇2

GM
≡

h2

GM
, (3.137)

usando el hecho de que h = R2φ̇ es una constante de movimiento dada la primera Ec. de
(3.135). Sustituyendo a las Ecs. (3.136) en las coordenadas (3.134) se obtiene

R j =

(
p

1 + e cos φ

)
N j, V j =

√
GM

p

[
(e sin φ) N j + (1 + e cos φ)Φ j

]
. (3.138)

Nótese que el movimiento orbital queda completamente determinado por el ángulo polar φ al
resolverse las Ecs. (3.136). Sustituyendo a las coordenadas (3.138) en las expresiones cuadru-
polares (3.131) se obtiene

I jk = νM
(

p
1 + e cos φ

)2

, (3.139a)

Ï jk =
2νGM2

p

[
− (1 + e cos φ − e2 sin2 φ)N jNk + 2e sin φ(1 + e cos φ)N( jΦk)

+ (1 + e cos φ)2Φ jΦk
]
, (3.139b)

...
I jk = −

2νM(GM)3/2

p5/2 (1 + e cos φ)2
[
e sin φN jNk + 4(1 + e cos φ)N( jΦk)

]
. (3.139c)

Con lo que sólo basta sustituir estas expresiones en hTT
jk (Ec. (3.113)) o bien en F (Ec. (3.124))

según sea el caso. La perturbación h̄ jk se obtiene al sustituir la segunda derivada del momento
cuadrupolar (3.139b) en la Ec. (3.111) (restaurando las unidades) y adopta la forma

h̄ jk =
4

c4r
ν(GM)2

p

[
− (1 + e cos φ − e2 sin2 φ)N jNk + 2e sin φ(1 + e cos φ)N( jΦk)

+ (1 + e cos φ)2Φ jΦk
]
, (3.140)

Note que, las Ecs. (3.139) están expresadas en la base del sistema de coordenadas orbital.
En lo que sigue se calcula hTT

jk haciendo uso de los proyectores introducidos en la Sección
3.2.6 construyendo las conocidas polarizaciones hx y h+ correspondientes a los dos grados de
libertad radiativos discutidos en la Sección 3.2.4.

3.4.1. Polarizaciones

Retomando a la expresión para el proyectorP jk
lm(n), nótese que éste depende del vector n

que representa la dirección longitudinal respecto a la fuente. Si se considera la base cartesiana
usual {ex, ey, ez} se puede introducir una base esférica dada por los vectores

n ≡ sinϑ cosϕex + sinϑ sinϕey + cosϑez (3.141a)

ϑϑϑ ≡ cosϑ cosϕex + cosϑ sinϕey − sinϑez, (3.141b)

ϕϕϕ ≡ − sinϕex + cosϕey, (3.141c)

los cuales forman una base, por lo que,

δ jk = n jnk + ϑ jϑk + ϕ jϕk. (3.142)
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Figura 3.2: Movimiento orbital visto desde el sistema adaptado al detector

También es claro que los vectores ϕϕϕ y ϑϑϑ forman una base para el subespacio transverso orto-
gonal a n. Así, tomando la Ec. (3.142) el proyector (3.106) se escribe como

P
jk

lm =
1
2
ϑ jϑkϑlϑm+

1
2
ϕ jϕkϕlϕm+ϕ jϑkϕlϑm+ϑ jϕkϑlϕm−

1
2
ϑ jϑkϕlϕm−

1
2
ϕ jϕkϑlϑm, (3.143)

con lo que al proyectar a la perturbación hlm se obtiene su parte TT, dada por

hTT jk = P
jk

lmh̄lm =
1
2

(ϑlϑm − ϕlϕm)h̄lm︸                  ︷︷                  ︸
h+

(ϑ jϑk − ϕ jϕk) +
1
2

(ϑlϕm + ϕlϕm)h̄lm︸                  ︷︷                  ︸
h×

(ϕ jϑk + ϑ jϕk).

(3.144)
donde se han identificado a las polarizaciones h+ como la componente ϕ−ϕ del tensor espacial
h̄ jk y a h× como la componente ϕ − ϑ. Explícitamente estas se expresan como

h+ =
1
2

(ϑlϑm − ϕlϕm)h̄lm, (3.145a)

h× =
1
2

(ϑlϕm + ϕlϕm)h̄lm. (3.145b)

Ahora bien, las polarizaciones se obtuvieron a partir de una base esférica arbitraria y, por otro
lado, la dinámica del sistema binario esta expresada en las coordinadas orbitales (x, y, z). La
conexión entre estos dos sistemas de coordenadas subyace en la introducción de un nuevo
sistema de coordenadas adaptado al detector (u, 3,w). Este sistema satisface las siguientes
propiedades

El origen de coordenadas coincide con el de sistema de coordenadas orbitales.

El eje w apunta en la dirección del detector.

El plano u− 3 con el «plano del cielo» y el eje u es colineal a la línea de nodos y apunta
en la dirección del nodo ascendente.
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El sistema de coordenadas adaptado al detector se ilustra en la Figura 3.2. La relación
entre ambos sistemas de coordenadas se expresa como

eu = cosωex − sinωey, (3.146a)

e3 = cos l sinωex + cos l cosωey − sin lez, (3.146b)

ew = sin l sinωex + sin l cosωey + cos lez, (3.146c)

donde l es el ángulo de inclinación entre el plano orbital y el plano del cielo, ω es el ángulo
entre la linea de nodos y el pericentro (ver Fig. 3.2). Por las consideraciones anteriores es
claro que n = ew. En esta nueva base los vectores del plano orbital N,Φ están dados por

N = cos(ω + φ)eu + cos l cos(ω + φ)e3 + sin l sin(ω + φ)ew, (3.147a)

Φ = − sin(ω + φ)eu + cos l cos(ω + φ)e3 sin l cos(ω + φ)ew. (3.147b)

Además, al contrastar las Ecs. (3.146) con los vectores (3.141) se concluye que los vectores
{n,ϑϑϑ,ϕϕϕ} están relacionados con {eu, e3, ew} por medio de

n = ew, ϑ =l, (3.148)

ϑϑϑ = e3, ϕ =
π

2
− ω, (3.149)

ϕϕϕ = −eu. (3.150)

Con esto en mente las polarizaciones h+ y hx expresadas en la base de coordenadas adaptada
al detector mantienen la forma (3.145) y se escriben como

h+ =
1
2

(e j
uek

u − e j
3e

j
3)h̄ jk, (3.151a)

h× =
1
2

(e j
uek
3 + e j

3e
j
u)h̄ jk. (3.151b)

Para obtener las polarizaciones explícitamente en términos de la fase orbital φ es necesario
sustituir componente a componente los vectores del plano orbital expresados como en (3.147)
en la amplitud h̄ jk dada por la Ec. (3.140). Después este resultado hay que sustituirlo en cada
una de las polarizaciones (3.151). Después de un cálculo tedioso se obtiene

h+ = h0

{
− (1 + cos2 l)

[
cos(2φ + 2ω) +

5
4

e cos(φ + 2ω) +
1
4

e cos(3φ + 2ω) +
1
2

e2 cos 2ω
]

+
1
2

e sin2 l(e + cos φ)
}
, (3.152a)

h× = −h02 cos l
[
sin(2φ + 2ω) +

5
4

e sin(φ + 2ω) +
1
4

e sin(3φ + 2ω) +
1
2

e2 sin 2ω
]
, (3.152b)

donde la amplitud h0 está dada por

h0 =
2ν

c4R
(GM)2

p
. (3.153)

Las ecuaciones (3.152) representan las polarizaciones de un sistema binario de estrellas con
excentricidad e, en principio arbitraria, que emite radiación gravitacional, los cálculos corres-
ponden con [128, 159]. Nótese que φ naturalmente depende del tiempo retardado τ por lo
que las polarizaciones también varían respecto a τ. Para encontrar la dependencia explicita en
τ de h+ y hx es necesario resolver numéricamente la Ec. (3.136) para φ̇. Este procedimien-
to permite obtener la llamada forma de onda para un sistema binario de estrellas. En la Fig.
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3.3 se muestran las formas de onda para un sistema binario con distintas excentricidades. El
púlsar binario PSR 1913+16 corresponde a una excentricidad de e ' 0,61, la forma de onda
se corresponde a la Fig. 3.3d. Notése que la emisión de radiación gravitacional aumenta con-
siderablemente en el pericentro, esto es, cuando los cuerpos están en su punto más cercano.
Esta característica se ve más definida en orbitas más excéntricas. Por otro lado, para un or-
bita circular (i.e. e = 0, Fig. 3.3a) la emisión de radiación es periódica, lo cual anticipa que
la potencia radiada para este tipo de órbitas es constante, esta característica se analiza en la
siguiente sección.
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Figura 3.3: Polarizaciones h+ y h× dadas por las Ecs. (3.152) en función
del tiempo retardado τ normalizado por el período orbital P. La fase orbital
φ se obtiene de resolver numéricamente la Ec. (3.136). Se muestran varías

polarizaciones, todas con ω = π/4 y l = π/6.
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3.4.2. Potencia radiada

Nótese que para la potencia radiada a orden cuadrupolar, dada por la Ec. (3.124), la tercera
derivada temporal está aplicada sobre el momento cuadrupolar sin traza I〈 jk〉, además de
que en este caso los proyectores ya se han operado. Retomando a la Ec. (3.109), la traza de
(3.139c) es

δ jk...
I jk = −

2νM(GM)3/2

p5/2 (1 + e cos2 φ)2e sin φ, (3.154)

con lo que

...
I〈 jk〉 = −

2νM(GM)3/2

p5/2 (1 + e cos φ)2
[
e sin φN jNk + 4(1 + e cos φ)N( jΦk) −

1
3
δ jke sin φ

]
.

(3.155)
Ahora bien, si se reescribe a la potencia radiada (3.124) como

F = 〈〈 f 〉〉 f =
G

5c5

...
I〈 jk〉

...
I〈 jk〉, (3.156)

se sigue al sustituir la expresión (3.155)

f (φ) =
G

5c5

4ν2M2(GM)3

p5 (1 + e cos φ)4
[
e sin φN jNk + 4(1 + e cos φ)N( jΦk) −

1
3
δ jke sin φ

]2

=
G

5c5

4ν2M2(GM)3

p5 (1 + e cos φ)4
[
2
3

e2 sin2 φ + 8(1 + 2e cos φ + e2 cos2 φ)
]

=
32
5
ν2 c5

G

(
3

c

)10
(1 + e cos φ)4

[
1 + 2e cos φ +

1
12

e2(1 + 11 cos2 φ)
]
, (3.157)

donde se ha definido a la velocidad orbital como 3 ≡
√

GM/p, la cual corresponde a una orbita
circular. Nótese que f sólo depende de la fase orbital φ, y además c5/G tiene unidades de
energía por segundo, es decir, de potencia, como se esperaba. Además f escala como (3/c)10

lo cual revela un importante hecho. Si bien en sistemas con velocidades orbitales usuales (i.e.
3 � c) la potencia gravitacional radiada es muy pequeña, sucede que al considerar sistemas
binarios de estrellas de neutrones altamente relativistas muy cerca de la fase de «fusión»
(i.e. 3 ∼ c) la potencia radiada adquiere un valor máximo mayor a, por ejemplo, la potencia
electromagnética radiada por el Sol

f SOL
EM ∼ 1026Watts, fOG ∼ 1052Watts. (3.158)

En la Fig. 3.4 se muestra el flujo de energía f (φ) para sistemas con distintas excentricidades;
como se anticipó en la sección anterior, el flujo de energía para orbitas circulares es constante
(Fig. 3.4a). Contrastando con las polarizaciones de la Fig. 3.3 se concluye que los máximos
del flujo de energía ocurren en el pericentro de la órbita, como era de esperarse.
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Figura 3.4: Flujo de energía dado por la Ec. (3.157) en función del tiempo
retardado τ normalizado por el período orbital P. La fase orbital φ se obtiene
de resolver numéricamente la Ec. (3.136). Se muestra el flujo de energía para
órbitas con distintas excentricidades, todas con ω = π/4 y l = π/6. Los picos
de emisión ocurren en el pericentro, a excepción de la órbita circular, en la

que el flujo de energía permanece constante.

Como se discutió en la Sección 2.4 es necesario emplear promedios sobre varias longitu-
des de onda. En el caso de sistemas binarios con orbitas cerradas estos promedios se reducen
a promedios sobre el periodo orbital:

P = 2π

√
p3

GM
1

(1 − e2)3/2 ≡ 2π

√
a3

GM
, (3.159)

donde a = p/(1 − e2) es el semi-eje mayor de la órbita, esto es,

〈〈· · ·〉〉 →
1
P

∫ P

0
· · · dt =

(1 − e3/2)
2π

∫ 2π

0
(1 + e cos φ2)−2 · · · dφ, (3.160)

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento (3.136). De esta manera, integrando
sobre la potencia total radiada F se obtiene

F =
32
5
ν2 c5

G

(
3

c

)10
(1 − e2)3/2

(
1 +

73
24

e2 +
37
96

e4
)
, (3.161)

la cual fue reportada por primera vez en [126]. Ahora bien, el cambio en el período orbital
conforme la radiación gravitacional es emitida, se encuentra a partir de la ecuación de balance
(3.118), en este sentido conviene expresar a la energía total del sistema binario:

E =
1
2
µV2 −

GµM
R

, (3.162)
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donde µ = m1m2/M es la masa reducida, en términos de período orbital. Esto se consigue al
sustituir en la energía, la velocidad al cuadrado, V2 = V jV j, dada por la Ec. (3.138), con lo
que

E =
1
2
µ

GM
p

(1 + 2e cos φ + e2) −
GµM

R
(3.163)

=
1
2

GµM
p

(
e2 − 1

p
+

2
R

)
−

GµM
R

(3.164)

=
1
2

GµM
p

(
−

1
a

+
2
R

)
−

GµM
R

(3.165)

= −
1
2

GνM2

a
. (3.166)

Derivando temporalmente es claro que

dE
dt

=
1
2

GνM2

a2 , (3.167)

con lo que la ecuación de balance (3.118) se escribe como

dP
dt

= −
192π
5c5

(
2πG

P

)5/3 m1m2

M1/3

1 + 73
24 e2 + 37

96 e4

(1 + e2)7/2 . (3.168)

La Ec. (3.168) es la predicción más importante en el formalismo cuadrupolar en la RG.
Como resultado de la emisión de radiación gravitacional en sistemas binarios, el período or-
bital decrece con el tiempo. El decaimiento orbital observado en diversos púlsares, en efecto,
corresponde a la predicción de la RG. En particular, el púlsar binario PSR B1913+16, cuyas
mediciones del decaimiento orbital circundan más de 40 años, son consistentes con la RG en
al nivel de (0,13 ± 0,21 %) [165]. En esta última revisión, se reporta una gráfica mostrando
el cambio en el Desfase Temporal Acumulativo del Periastro (DTAP).60 Dicha gráfica es una
de la más contundentes pruebas de la RG pues muestra el acuerdo entre los datos resultado
de las observaciones y la predicción teórica. La curva teórica puede ser derivada a partir de la
Ec. (3.168) y de la anomalía promedio [128] definida como

M(t) = 2π
t − T

P
, (3.169)

donde T es una constante orbital conocida como el tiempo de pasaje del pericentro, en general
se puede calcular la anomalía promedio a cualquier tiempo como

M =

∫ t

0

2π
P

dt, (3.170)

donde P es claramente una función del tiempo. A esta expresión se le puede tomar una ex-
pansión en Taylor respecto al tiempo t0 en el cual comenzaron las mediciones del pulsar.
Así,

M(t) = M0 + Ṁ0t +
1
2

M̈(t)t2

=
2π
P0

[
t −

1
2

Ṗ0

P0
t2
]

+ O(t3). (3.171)

60Cumulative Periastron Time Shift en la literatura en inglés.
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Figura 3.5: Decaimiento orbital del púlsar PSR B1913+16. En específico
se grafica el cambio en la época del periastro respecto a un sistema cuyo
período orbital permanece constante. Este cambio esta cuantificado por el
DTAP expresado en la Ec. 3.173. Hasta antes de la detección directa de OG,
este resultado representa la evidencia más contundente a favor de la existencia

de radiación gravitacional, una característica propia de la RG.

Se pueden ignorar a este nivel de aproximación los siguiente términos pues

P0 = 0,322997448930(d),

Ṗ0 = −2,4184 × 10−14, (3.172)

con lo que Ṗ0/P0 ∼ 10−16 [164, 165]. De esta manera el DTAP puede ser aproximado como

∆t =
1
2

Ṗ0

P0
t2, (3.173)

el cual se grafica en la Fig. 3.5 para un período de 30 años. El nivel de consistencia con
la RG reduce notablemente las posibles desviaciones presentes en teorías alternativas de la
gravitación. En específico los grados de libertad adicionales en teorías alternativas pueden ser
constreñidos por el análisis del púlsar binario.

Hasta este punto se ha analizado el formalismo cuadrupolar de generación de OG en
la aproximación lineal sobre Minkowski de la RG. La consistencia con la parte experimental
sugiere que la ventana a teorías alternativas es pequeña. En el siguiente capítulo se analizan las
posibles desviaciones que resultan de considerar teorías alternativas extrapolando los métodos
desarrollados en los capítulos anteriores.
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Capítulo 4

Teorías Alternativas

4.1. Teorías escalares-tensoriales

De acuerdo al teorema de Lovelock (ver nota 17), la forma más simple de construir una
teoría métrica cuyas ecuaciones difieran de las de la RG es la adición de campos escalares,
vectoriales o tensoriales «extra» acoplados no mínimamente, esto es, que el campo gravitacio-
nal ya no está representado sólo por la métrica gab sino también por los campos adicionales.

En el caso de un campo escalar, la idea ha estado presente incluso antes de la introducción
de la RG por Einstein. G. Nordstöm formuló una teoría escalar de la gravedad conformemente
plana que el mismo Einstein consideró viable. Tras la consolidación de la RG, surgió la idea,
en parte al trabajo de P. Dirac y P. Jordan de que el acople gravitacional podría ser dependiente
del tiempo, esto concluyó en el hecho de promover a G como un campo gravitacional escalar
(ver e.g., [82] para un repaso histórico más detallado). No obstante, estas ideas alcanzaron
total madurez a principios de la década de los sesenta con los trabajos de Brans-Dicke (BD),
cuya teoría contenía un sólo un campo escalar acoplado no mínimamente un parámetro libre
ω; al tender este parámetro a infinito se recupera la RG [43]. Los experimentos a nivel del
sistema solar colocan cotas del orden de ω & 40000 [168]. En consecuencia, las predicciones
de la teoría de BD, en los sectores de campo fuerte y débil, son muy cercanas a las de la RG.
Este hecho motivó la construcción de teorías más generales a la teoría de BD.

En los años 1968-1970 , Bergmann, Nordtvedt, Wagoner generalizaron esta clase de teo-
rías con la inclusión de un parámetro dependiente del mismo campo escalar φ sujeto a un
potencial arbitrario V(φ), esto es, ω(φ). A esta clase de teorías se les conoce como teorías
escalares-tensoriales (TET), y representan una clase de teorías que incluye un campo escalar
en adición al tensor métrico (ver e.g., [59, 82] para un repaso de estas teorías). Más tarde,
en la década de 1990, Damour y Esposito-Farèse generalizaron las TET con la inclusión de
múltiples campos escalares [63]. En su seminal trabajo, Damour y Esposito-Farèse emplea-
ron el «marco de Einstein», matemáticamente más simple que el llamado «marco de Jordan»
utilizado con poca frecuencia en la literatura. Al respecto, ha existido cierta controversia y
confusión sobre la equivalencia física de ambos marcos [37, 50]. Un argumento adoptado por
la comunidad por varios años refiere al problema de Cauchy, el cual se creía que sólo estaba
bien definido en el marco de Einstein; sin embargo, fue probado recientemente que el pro-
blema de Cauchy en el marco de Jordan está bien formulado [135]. En esta tesis se adopta la
formulación en el marco de Jordan.

La TET fungen como el prototipo genérico de una teoría alternativa de la gravedad, en el
sentido de que, las desviaciones a la RG para otras teorías alternativas son modeladas en base a
las desviaciones propias de las TET. Esto debido a su que estructura es relativamente simple y
permite encontrar soluciones analíticas en un amplio número de situaciones físicas de interés.
Una de las motivaciones principales de las TET proviene del contexto cosmológico, varios
modelos has sido propuestos como alternativas a la constante cosmológica para explicar la
expansión acelerada del universo [82].
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Si bien las TET fueron propuestas hace ya varías décadas, no fue sino recientemente cuan-
do diversos fenómenos físicos sin contraparte en la RG, han sido analizados. En el contexto
astrofísico, Damour y Esposito-Farèse, encontraron un fenómeno de transición de fase en
modelos de estrellas de neutrones, análogo a la magnetización espontánea de materiales fe-
rromagnéticos a bajas temperaturas y consiste en la aparición de una configuración no trivial
del campo escalar φ [64]. El fenómeno acuña el nombre de «escalarización espontánea». Un
fenómeno similar que ha tomado reciente importancia tras la detección de OG, es la llama-
da «escalarización dinámica», escalarización que toma lugar en durante la coalescencia de
sistemas binarios de estrellas de neutrones [104, 142].

Un objeto compacto, en particular, una estrella de neutrones, escalarizado emite radiación
escalar, esto es, radiación asociada únicamente a los grados de libertad radiativos del campo
escalar, cuando es acelerado, en analogía a una carga acelerada en el caso EM. En un sistema
binario, la emisión de ondas escalares. acelera la disipación de energía a través de las OG
usuales encontrados en la RG, acelerando el decaimiento orbital. Las observaciones de púlsa-
res binarios [16, 166] y las recientes observaciones OG por coalescencias de agujeros negros
y estrellas de neutrones [2–7, 9] son, en principio, sensibles a los flujos de energía anómalos
y, por lo tanto, pueden usarse para restringir la presencia de escalarización en dichos sistemas
binarios.

Por otro lado, al nivel de las ecuaciones de movimiento la existencia de un grado de
libertad extra en las TET, implica la existencia de modos radiativos distintos a los de la RG. En
el Capítulo 3 se mostró que el orden dominante de radiación gravitacional es el cuadrupolar; la
razón es debido a que en el contexto de la RG, el momento monopolar corresponde a la masa
total del sistema, el cual en la zona de onda, permanece constante con pequeños cambios
debidos a las perdidas radiativas. De la misma manera, la derivada temporal del momento
dipolar, que corresponde al momento total del sistema, es también constante y se puede anular
ocupando un sistema de referencia adecuado. Sin embargo, como se verá más adelante, en las
TET no existe razón a priori para esperar la supresión de radiación monopolar o dipolar. En
consecuencia, los modos radiativos no son sólo h+ y h×.

Las características antes descritas por las TET han resultado en recientes extensiones de
los formalismos de la RG, como la aproximación post-newtoniana, el formalismo de campo
efectivo, entre otros [30, 31]. El propósito de este capítulo es analizar las consecuencias del
campo escalar en la radiación gravitacional en el límite lineal de las TET.

La acción para una TET con un sólo campo escalar está dada por [135]

S [gab, φ, ψ] =

∫ {
1

16πG0
F(φ)R −

(
1
2

(∇φ)2 + V(φ)
)}
√
−gd4x + S m[gab, ψ], (4.1)

donde ψ representa colectivamente los campos de materia (i.e. todos los campos excepto φ).
La representación para las TET dada por la Ec (4.1) es la llamada representación en el marco
de Jordan, discutida anteriormente. Dichas teorías se pueden reparametrizar como

S [gab,Φ, ψ] =
1

16πG0

∫ {
ΦR −

ω(Φ)
Φ

(∇Φ)2 + 2Φλ(Φ)
}
√
−gd4x + S m[gab, ψ], (4.2)

donde se ha definido a

Φ ≡ F(φ), (4.3)

ω(Φ) ≡
8πG0Φ

(∂φF)2 , (4.4)

λ(Φ) ≡ −
8πV(φ)

Φ
. (4.5)
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A la acción de la forma (4.2) se le conoce como la parametrización de BD, en razón de el
parámetro ω(Φ), acotado por los experimentos al nivel del sistema solar. De esta manera, la
teoría de Brans-Dicke en el marco de Jordan corresponde ω = cte con lo que F = 2πG0φ

2/ω

y además V(φ) = 0. En la basta literatura de TET es habitual trabajar en el llamado marco de
Einstein al introducir los siguientes «campos no físicos»

g∗ab ≡ F(φ)gab, (4.6)

φ∗ ≡

∫ [
3
4

1
F2(φ)

(∂φF)2 +
4π

F(φ)

]1/2

dφ, (4.7)

F∗(φ∗) = F(φ), (4.8)

con lo que la acción toma la forma

S [g∗ab, φ
∗, ψ] =

1
16πG0

∫
[R∗ − 2(∇∗φ∗)2 − V∗(φ∗)]

√
−g∗d4x + S m[g∗ab/F

∗(φ∗), ψ], (4.9)

donde todas las cantidades con ∗ se calculan a partir de g∗ab y φ∗. Es claro que en el marco
de Einstein el campo φ∗ aparece acoplado mínimamente a la métrica no física por lo que las
ecuaciones que resultan de variar a (4.9) son las mismas que de las de la RG más un campo
externo φ∗. Si bien, operar en el marco de Einstein permite facilidad en los cálculos, pues son
muy similares a los de la RG, las ecuaciones que satisface la materia, derivadas a partir de la
identidad de Bianchi ∇∗aG∗ab = 0 tendrán fuentes, esto es, ∇∗aT ∗ab , 0.

Al variar la acción (4.1) se obtienen las ecuaciones de movimiento

Gab = 8πG0Xab, (4.10a)

gab∇a∇bφ +
1
2

f ′R = V ′, (4.10b)

donde las cantidades primadas representan derivadas respecto al potencial φ y, además, Xab es
un tensor de energía-momento efectivo que incluye la contribución debida a la materia misma
y al campo escalar,

Xab =
Geff

G0
(T f

ab + Tφ
ab + Tab), (4.11)

T f
ab = ∇a( f ′∇bφ) − gab∇c( f ′∇cφ), (4.12)

Tφ
ab = ∇aφ∇bφ − gab

[
1
2

(∇φ)2 + V(φ)
]
, (4.13)

Geff ≡
1

8π f
, f ≡

F
8πG0

. (4.14)

Más aún, utilizando la Ec. (4.10a), el escalar de Ricci en la ecuación (4.10b) puede ser escrito
en términos del tensor de energía-momento Xab, con lo que se obtiene

gab∇a∇bφ =
1

f (1 +
3 f ′2
2 f )

[
f V ′ − 2 f ′V −

1
2

f ′(1 + 3 f ′′)(∇φ)2 +
1
2

f ′T
]
, (4.15)

donde T es la traza del tensor de energía-momento usual de la materia Tab . Por otro lado, de
la Ec. (4.10a) se obtiene, por la identidad de Bianchi la ley de conservación

∇aXab = 0. (4.16)
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Mientras que si se toman en cuenta las ecuaciones de movimiento, el tensor de energía-
momento de la materia se satisface independientemente,

∇aT ab = 0, (4.17)

con lo que el principio de equivalencia se satisface [135], a decir, partículas de prueba neutras
siguen las geodésicas de la métrica física y, por consiguiente, el efecto del campo escalar se
manifiesta en modificaciones a la geometría misma.

4.2. Expansión alrededor de un fondo genérico

En consonancia con la primera parte de este trabajo, para la aproximación lineal de las
TET, al igual que para la RG, es necesario perturbar las ecuaciones de movimiento a primer
orden. Por otro lado, para obtener el PTEM OG para las TET es necesario llevar hasta se-
gundo orden la expansión de las ecuaciones de movimiento. La distinción obvia entre el caso
perturbativo de la RG y el de las TET yace en que la expansión también se realiza sobre el
campo escalar. Con estas consideraciones, las expansiones a tomar en cuenta son

gab(λ) = g̃ab + λh(1)

ab + λ2h(2)

ab, (4.18a)

φ = φ0 + λφ̃, (4.18b)

Tab = T̃ab + λT (1)

ab, (4.18c)

donde por el momento se ha tomado que a orden λ = 0 el tensor de energía-momento de
la materia es T̃ab . Más adelante, al tomar T̃ab = 0, si bien las ecuaciones se simplifican
notablemente, está suposición encuentra sus consecuencias al momento de establecer el tipo
de radiación propia del campo escalar. Por otro lado, de acuerdo al formalismo introducido en
el Capítulo 2 y en el Apéndice C.2 los cálculos de las cantidades perturbadas son relativamente
inmediatos, sin embargo, hay que tener en cuenta que funciones que dependen del campo
como F(φ) y V(φ) también deben ser expandidas sobre el parámetro λ de la siguiente forma:

F (φ(λ)) = F0 + λF ′0 φ̃ +
λ2

2
F ′′0 φ̃

2, (4.19)

donde las cantidades con el subíndice 0 están evaluadas en φ0. De esta manera, a orden cero
las Ecs. (4.10) se escriben como

G̃ab = 8πGeff
0 (T̃ab + T̃φ

ab), T̃φ
ab = −g̃abV0, (4.20a)

f ′0R̃ = 2V ′0. (4.20b)

La Ec. (4.20a) muestra que el mínimo de potencial esta asociado a la geometría de fondo, en
sentido más estricto V0 puede ser entendido como una constante cosmológica. Siguiendo con
la expansión en λ, a primer orden se tiene

G(1)

ab = 8πG0X(1)

ab, (4.21a)

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ = V ′′0 φ̃ −
1
2

(
f ′′0 φ̃R̃ + f ′0R(1)

)
, (4.21b)
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donde

X(1)

ab =
1

G0

[
G(1)

eff

(
T̃φ

ab + T̃ab

)
+

G0

F0

(
T (1) f

ab + T (1)φ
ab + T (1)

ab

)]
, (4.22)

T (1) f
ab = f ′0[∇̃a∇̃bφ̃ − g̃ab∇̃c∇̃

cφ̃], (4.23)

T (1)φ
ab = −g̃abV ′0φ̃, (4.24)

G(1)

eff
≡ −

G0

F2
0

F′0φ̃, f ′0 ≡
F′0

8πG0
, (4.25)

en donde G(1)

ab está dado por la Ec. (2.69) y se retoma la expresión en términos de h̄(1)

ab por
conveniencia :

G
[
h̄(1)

](1)

ab
= −

1
2
∇̃d∇̃dh̄(1)

ab + ∇̃c∇̃(ah̄(1)

b)c −
1
2

g̃ab∇̃
c∇̃dh̄(1)

cd +
1
2

R̃cd(g̃abh̄(1)cd − h̄(1)

abg̃cd). (4.26)

Finalmente, a segundo orden en λ se obtiene

G(2)

ab = 8πG0X(2)

ab, (4.27a)

V ′′′0 φ̃2 = −
1
2

[
f ′′′0 φ̃2R̃ + 2 f ′′0 φ̃R(1) + 4 f ′0R(2)

]
, (4.27b)

donde

X(2)

ab =
1

G0

[
G(2)

eff

(
T̃φ

ab + T̃ab

)
+ G(1)

eff

(
T (1) f

ab + T (1)φ
ab + T (1)

ab

)
+

G0

F0

(
T (2) f

ab + T (2)φ
ab

)]
, (4.28)

T (2) f
ab = f ′′0

{
∇̃a(φ̃∇̃bφ̃) − g̃ab∇̃c(φ̃∇̃cφ̃)

}
, (4.29)

T (2)φ
ab = ∇̃aφ̃∇̃bφ̃ − g̃ab

1
2

[
∇̃cφ̃∇̃

cφ̃ + V ′′0 φ̃
2
]
, (4.30)

G(2)

eff
=

G0

2
φ̃2

2(F′0)2

F3
0

−
F′′0
F2

0

 , f ′′0 =
F′′0

8πG0
, (4.31)

donde el lado izquierdo de (4.27a) es el tensor de Einstein a segundo orden calculado en
el Capítulo (2) dado por la Ec. (2.76). Notése que la Ec. (4.27b) incluye terceras derivadas
del potencial y de la función f (φ); al nivel del PTEM OG para las TET no es útil, pues no
se requiere el perturbar a segundo orden la ecuación escalar, sin embargo, se incluye por
completez. En conclusión las Ecs. (4.20), (4.21) y (4.27) representan las perturbaciones a
orden cero, primero y segundo sobre λ respectivamente. Ahora bien, si en la perturbación de
la materia (4.18c) se toma a orden cero T̃ab = 0, y la métrica de fondo sea solución a G̃ab = 0,
automáticamente se obtiene de las Ecs. (4.20)

V0 = 0 = V ′0, (4.32)

con lo que las Ecs. (4.21) se simplifican notablemente a

G(1)

ab = 8πG0X(1)

ab = 8π
G0

F0

(
T (1) f

ab + T (1)

ab

)
, (4.33a)

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ = V ′′0 φ̃ −
1
2

f ′0R(1), (4.33b)
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donde G(1)

ab corresponde a la Ec. (4.26) con R̃cd = 0. A su vez, a segundo orden la Ec. (4.27a)
se simplifica a

G(2)

ab = 8πG0X(2)

ab = 8πG(1)

eff

(
T (1) f

ab + T (1)

ab

)
+ 8π

G0

F0

(
T (2) f

ab + T (2)φ
ab

)
. (4.34)

Las Ecs. (4.33) serán utilizadas más adelante para construir el límite lineal de las TET, por
otro lado, la Ec. (4.34) es la base para construir PTEM OG en las TET, el cual se analiza en la
siguiente sección. Sin embargo, antes de proseguir, notése que se puede recuperar la primera
perturbación en λ de la Ec. (4.15). Al trazar la Ec. (4.33a), se obtiene R(1) = −8πG0F−1

0 (T (1) f +

T (1)); sustituyendo dicha expresión en la Ec. (4.33b),

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ = V ′′0 φ̃ −
1
2

F′0
F0

(
T (1) f + T (1)

)
= V ′′0 φ̃ +

3(F′0)2

16πG0F0
g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ −

F′0
2F0

T (1). (4.35)

La Ec. (4.35) puede ser reescrita como una ecuación tipo Klein-Gordon si se definen las
siguientes variables

m2
0 =

V ′′0

1 +
3(F′0)2

16πG0F0

, α =
1

8π
(
1 +

3(F′0)2

16πG0F0

) . (4.36)

Así, (4.35) toma a forma

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ − m2
0φ̃ = 4π

F′0
F0
αT (1). (4.37)

Por otra parte, de la misma manera que en el caso de RG se utilizó la variable h̄ab en lugar
de hab, en la cual la norma de Lorenz era más simple, en el caso de las TET a primer nivel
perturbativo conviene introducir la nueva variable

h̃ab = h̄ab + κg̃abφ̃, (4.38)

donde κ es una constante que se obtendrá más adelante en la Sección 4.4.1 cuando se considere
el límite lineal de las TET (∇a → ∂a y g̃ab → ηab). Por el momento, se expresa a (4.26) en
términos de esta nueva variable

G
[
h̃
](1)

ab
= −

1
2
∇̃d∇̃dh̃ab + ∇̃c∇̃(ah̃b)c −

1
2

g̃ab∇̃
c∇̃dh̃cd − κ(∇̃a∇̃bφ̃ − g̃ab∇̃c∇̃

cφ̃). (4.39)

4.3. Pseuso-tensor de energía-momento de las OG

El PTEM OG para las TET se reporta en [134, 170], sin embargo, la derivación refiere
sólo a la teoría de Brans-Dicke (i.e., ω = cte en la acción (4.2)). En esta sección se generaliza
este resultado para teorías masivas parametrizadas en la forma (4.1).

De acuerdo a la Sección 2.4, en la RG bastó con considerar a las ecuaciones de campo en
vacío para obtener el PTEM OG; para las teorías escalaras esto equivale a suponer la ausencia
de materia, es decir, T (1)

ab = 0. Con dicha consideración las ecuaciones de campo a segundo
orden (4.34) toman la forma

G
[
h(1), h(2)](2)

ab = 8πG(1)

eff
T (1) f

ab + 8π
G0

F0

(
T (2) f

ab + T (2)φ
ab

)
. (4.40)
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El lado izquierdo es el tensor de Einstein calculado en el Capítulo 2 y está dado por la Ec.
(2.74). Las expresiones explícitas del lado derecho de (4.40) están dadas por las Ecs. (4.29),
(4.30), (4.23) y (4.25).En consecuencia, separando las dependencias del tensor de Einstein a
segundo orden se reescribe la Ec. (4.40) como λ se tiene

G
[
h(2)](1)

ab = −G
[
h(1)](2)

ab + 8πG(1)

eff
T (1) f

ab + 8π
G0

F0
(T (2) f

ab + T (2)φ
ab ). (4.41)

Siguiendo el mismo análisis de la Sección 2.4 se define el PTEM OG para las TET se define
como

Θ(TET)

ab =
F0

8πG0

〈〈
−G(2)

ab + 8πG(1)

eff
T (1) f

ab +
8πG0

F0
(T (2) f

ab + T (2)φ
ab )

〉〉
= Θ(RG)

ab +
〈〈

T (2) f
ab + T (2)φ

ab

〉〉
+

F0

G0

〈〈
G(1)

eff
T (1) f

ab

〉〉
. (4.42)

Notése que, bajo los promedios, el término T (2) f
ab se anula pues de acuerdo a la Ec.(4.30) son

divergencias totales. Por otro lado, el primer término es el PTEM OG en la RG obtenido en
el Capítulo 3 y está dado por la Ec. (3.114), en el entendido de que G → G0/F0. Ahora bien,
es conveniente expresar a Θ(RG)

ab en términos de h̃ab pues la norma de Lorenz en las TET está
dada por la Ec. 4.53 la cual está expresada en términos de h̃ab. Bajo estas consideraciones, los
términos de Θ(RG)

ab se escriben como

∇̃ah̄cd∇̃bh̄cd = ∇̃ah̃cd∇̃bh̃cd − 2κ∇̃(aφ̃∇̃b)h̃ + 4κ2∇̃aφ̃∇̃bφ̃, (4.43a)

∇̃ah̄∇̃bh̄ = ∇̃ah̃∇̃bh̃ − 8κ∇̃(aφ̃∇̃b)h̃ + 16κ2∇̃aφ̃∇̃bφ̃, (4.43b)

∇̃ch̄cd∇̃(ah̄b)d = ∇̃ch̃cd∇̃(ah̃b)d − κ∇̃
cφ̃∇̃(ah̃b)c − κ∇̃ch̃c

(b∇̃a)φ̃ + κ2∇̃(aφ̃∇̃b)φ̃ (4.43c)

con lo que

Θ(RG)

ab =
F0

32πG0

〈〈
∇̃ah̄cd∇̃bh̄cd −

1
2
∇̃ah̄∇̃bh̄ − 2∇̃ch̄cd∇̃(ah̄b)d

〉〉
=

F0

32πG0

{〈〈
∇̃ah̃cd∇̃bh̃cd −

1
2
∇̃ah̃∇̃bh̃ − 2∇̃ch̃cd∇̃(ah̃b)d

〉〉
+

〈〈
2κ∇̃(aφ̃∇̃b)h̃ − 6κ2∇̃aφ̃∇̃bφ̃ − 2(−κ∇̃cφ̃∇̃(ah̃b)c − κ∇̃ch̃c

(b∇̃a)φ̃)
〉〉}
. (4.44)

Por otro lado, el segundo término de la Ec. (4.42) puede ser reescrito utilizando la Ec. (4.37)
como

〈〈T (2)φ
ab 〉〉 =

〈〈
∇̃aφ̃∇̃bφ̃ − g̃ab

1
2

[
∇̃cφ̃∇̃

cφ̃ + V ′′0 φ̃
2
]〉〉

=
〈〈
∇̃aφ̃∇̃bφ̃ − g̃ab

1
2

[
−φ̃∇̃c∇̃

cφ̃ + V ′′0 φ̃
2
]〉〉

=
〈〈
∇̃aφ̃∇̃bφ̃ − g̃ab

1
2

[
−m2

0φ̃
2 + V ′′0 φ̃

2
]〉〉

=
〈〈
∇̃aφ̃∇̃bφ̃ + g̃ab

φ̃2

2

[
m2

0 − V ′′0
]〉〉
, (4.45)
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mientras que para el tercer término de (4.42) se tiene

F0

G0

〈〈
G(1)

eff
T (1) f

ab

〉〉
= −

F0κ
2

8πG0

〈〈
φ̃∇̃a∇̃bφ̃ − g̃abφ̃∇̃c∇̃

cφ̃
〉〉

=
F0κ

2

8πG0

〈〈
∇̃aφ̃∇̃bφ̃ + g̃abm2

0φ̃
2
〉〉

=
F0κ

2

32πG0

〈〈
4∇̃aφ̃∇̃bφ̃ + 4g̃abm2

0φ̃
2
〉〉

(4.46)

De esta manera, combinando las Ecs. (4.45), (4.46) y (4.44) se obtiene el PTEM OG para las
TET

Θ(TET)

ab =
F0

32πG0

{〈〈
∇̃ah̃cd∇̃bh̃cd + 2(16πG0F−1

0 − κ
2)∇̃aφ̃∇̃bφ̃

+ g̃abφ̃
2
[
m2

0

(
4κ2 + 16πG0F−1

0

)
− V ′′0 16πG0F−1

0

]
+ −

1
2
∇̃ah̃∇̃bh̃ − 2∇̃ch̃cd∇̃(ah̃b)d + 2κ∇̃(aφ̃∇̃b)h̃

− 2(−κ∇̃cφ̃∇̃(ah̃b)c − κ∇̃ch̃c
(b∇̃a)φ̃)

〉〉}
. (4.47)

Notése que dada la definición de m0 (Ec. (4.36)), ésta es proporcional a V ′′0 , por lo que en la
segunda línea de la Ec. (4.78) ambos términos son proporcionales a la masa del campo escalar.
Asimismo, el PTEM OG para las TET, en distinción con su contraparte de la RG, contiene
términos puramente debidos al campo escalar y algunos acoplados con la perturbación h̃ab.
Por lo que al nivel de las ecuaciones de balance energéticas se espera ya una contribución
debida al campo escalar.

4.4. Radiación gravitacional en TET

4.4.1. Límite lineal

El límite lineal de las TET ha sido explorado ampliamente en el marco de Einstein [82].
En el caso de la parametrización de Brans-Dicke, el límite lineal ha sido analizado en [170].
En esta sección se analiza el límite lineal las TET con la parametrización (4.1) en lo que se
conoce como la formulación 4 + 0 [135]. Retomando las expansiones (4.18), el límite lineal
corresponde a la identificación ∇̃a → ∂a y g̃ab → ηab en las Ecs. (4.37) y (4.33). Para el
campo escalar se tiene la versión linealizada de la Ec. de Klein Gordon61

�φ̃ − m2
0φ̃ = 4πα

F′0
F0

T, (4.48)

donde � = ηab∂a∂b y T = ηabTab . Por otro lado, la versión lineal de la Ec. (4.33) se obtiene
al linealizar (4.39), con lo que

−
1
2
�h̃ab + ∂c∂(ah̃b)c −

1
2
ηab∂

c∂dh̃cd =

(
F′0
F0

+ κ

)
(∂a∂bφ̃ − ηab�φ̃) +

8πG0

F0
Tab . (4.49)

Nótese que si se escoge

κ = −
F′0
F0
, (4.50)

61En esta sección los superíndices indicando el orden de la perturbación ya no se escriben; en el caso del tensor
de energía-momento de la materia se tiene la identificación T (1)

ab → Tab .
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la ecuación para h̃ab se desacopla del campo escalar φ̃,

−
1
2
�h̃ab + ∂c∂(ah̃b)c −

1
2
ηab∂

c∂dh̃cd =
8πG0

F0
Tab , (4.51)

y toma la misma forma que la versión lineal de la RG (Ec. 3.53). La conservación del tensor
de energía-momento de la materia (4.16) se traduce a

∂aT ab = 0. (4.52)

Más aún, al observar la forma de (4.51) la condición usual de norma de Lorenz en la RG se
generaliza a

∂ah̃ab = 0, (4.53)

para las TET y puede ser impuesta para simplificar la Ec. (4.51), con lo que

�h̃ab = −
16πG0

F0
Tab , (4.54)

es decir, una ecuación de onda análoga al caso de la RG. La condición (4.53) es, de hecho, el
límite lineal de la norma pseudo-harmónica �xa = −∇a log F [135].

4.4.2. Descomposición en partes irreducibles

Para identificar la naturaleza de los grados de libertad del límite lineal de las TET conviene
partir de la Ec. (4.33a), esto es,

G
[
h
](1)

ab = 8πG0X(1)

ab = 8π
G0

F0

(
T (1) f

ab + Tab

)
, (4.55)

donde Tab es el tensor de energía momento de la matería y T (1) f
ab está dado por la Ec. (4.23).

Siguiendo el formalismo desarrollado en la Sección 3.2.4, la descomposición 3 + 1 en la
perturbación hab (Ec. (3.70)) es inmediata pues el lado izquierdo de la Ec. (4.55) es el tensor
de Einstein usual a primer orden. Sin embargo, la distinción con el caso de la RG proviene
del lado derecho de (4.55), específicamente en la dependencia de T (1) f

ab . Con esto en mente, se
retoma la descomposición 3 + 1 del tensor de Einstein a primer orden, Ec. (3.78), dada por

G(1)
00 = −2∇2Ψ (4.56a)

G(1)
0 j = −2∂t jΨ + 2∇2Θ j (4.56b)

G(1)

jk = −
2
3
δ jK∇

2(Φ − Ψ) − 2δ jK∂ttΨ +

(
∂ jk −

1
3
δ jK∇

2
)

(Φ − Ψ)

+ 2(∂t jΘk + ∂tkΘ j) −
1
2
�hTT

jk (4.56c)

donde las cantidades

Φ ≡ φh − ∂tγ +
1
2
∂ttΥ, (4.57a)

Θ j ≡ −
1
4

(β j − ∂tζ j), (4.57b)

Ψ ≡
1
6

(H − ∇2Υ), (4.57c)
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son invariantes de norma.62 En la misma línea, el tensor de energía-momento de la materia
adopta la descomposición dada por la Ec. (3.81). Con lo que el lado derecho de la Ec. (4.55)
en la descomposición 3 + 1 se escribe como

8πG0X00 =
F′0
F0

(∂ttφ̃ + m2
0φ̃) + 4πα

(
F′0
F0

)2

T +
8πG0

F0
T00 , (4.58a)

8πG0X0 j =
F′0
F0
∂t jφ̃ +

8πG0

F0
T0 j , (4.58b)

8πG0X jk =
F′0
F0

(∂ jkφ̃ − δ jkm2
0φ̃) − δ jk4πα

(
F′0
F0

)2

T +
8πG0

F0
T jk , (4.58c)

donde se utilizó la Ec. de Klein-Gordon (4.48) para reescribir el término cinético de T (1) f
ab en

términos de la traza de Tab, cuya descomposición en partes irreducibles está dada por la Ec.
(3.81). De esta manera, la igualdad entre las componentes temporales (4.58a) y (4.56a) da pie
a

∇2Ψ = −
F′0

2F0
(∂ttφ̃ + m2

0φ̃) − 2πα
(

F′0
F0

)2

(−ρ + 3τ) −
4πG0

F0
ρ. (4.59)

Por otro lado, la igualdad entre las componentes espacio-temporales (4.58b) y (4.56b) implica
dos ecuaciones

∇2Θ j = −
4πG0

F0
S j, (4.60a)

∂tΨ +
F′0

2F0
∂tφ̃ =

4πG0

F0
S , (4.60b)

donde S j y S están directamente relacionados con la descomposición de Tab. Finalmente, la
igualdad entre la parte espacial (4.58c) y (4.56c) determina las siguientes ecuaciones:

∇2(Φ − Ψ) = −2∂ttΨ +
F′0
F0

m2
0φ̃ + 4πα

(
F′0
F0

)2

(−ρ + 3τ) +
8πG0

F0

(
−τ +

1
3
∇2σ

)
(4.61a)

Φ − Ψ =
F′0
F0
φ̃ +

8πG0

F0
σ (4.61b)

∂tΘk = 4πG0σk (4.61c)

�hTT
jK = −

16πG0

F0
σTT

jk (4.61d)

Las Ecs.(4.59), (4.61a) y (4.61b) pueden ser reescritas si se redefinen las cantidades invarian-
tes de norma como

Ψφ = Ψ +
1
2

F′0
F0
φ̃, (4.62a)

Φφ = Φ −
1
2

F′0
F0
φ̃, (4.62b)

donde de la Ec. (4.61b) se observa que, en efecto, F′0/F0φ̃ es un invariante de norma, pues está
expresada en términos de los potenciales Ψ y Φ. Así, se obtiene una formulación invariante

62Notése que se utilizó a φh en lugar de φ en h00 = 2φh para evitar confusiones con el campo escalar φ̃.
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de norma del límite lineal de las TET dada por las siguientes ecuaciones:

∇2Ψφ = −
4πG0

F0
ρ,

∇2Φφ = −
12πG0

F0
(τ +

1
3
ρ + ∂tS ),

∇2Θ j = −
κ

2
S j,

�hTT
jk = −2κσTT

jk ,

(� − m2
0)φ̃ = 4πα

F′0
F0

(−ρ + 3τ),

(4.63a)

(4.63b)

(4.63c)

(4.63d)

(4.63e)

con las condiciones

∂ jΘ j = 0 = ∂ jS j hTT
jKδ

jk = 0 = ∂ jhTT
jk (4.63f)

Es claro, que en el límite F′0 = 0 se recuperan la formulación invariante de la RG. Las Ecs.
(4.63) indican que los grados de libertad radiativos de las TET son tres, dos de la parte sin
traza y transversa y uno debido al campo escalar. Los cuatro grados de libertad sobrantes,
Ψφ, Φφ y Θ j, son no radiativos y están directamente relacionados con la distribución de mate-
ria a un mismo t. Notése que la contribución del campo escalar sólo se refleja en las escalares
Ψφ y Φφ y no en la perturbación «puramente» gravitacional hTT

jk .63 Para ver el efecto de este
grado de libertad extra considérese el tensor de Riemman linealizado (2.41):

Rabcd =
1
2

[
∂a∂chbd − ∂d∂dhac + ∂b∂chad + ∂d∂ahcb

]
(4.64)

En particular, la componente relevante en la interacción de la onda con un detector es R j0k0 la
cual puede ser expresada en términos de las cantidades invariantes de norma como

R j0k0 = −∂ jkΨφ − δ jk∂ttΨφ − 4∂t∂( jΘk) +
F′0
F0

(
δ jk∂ttφ̃ − ∂ jkφ̃

)
−

1
2
∂tth

TT
jk , (4.65)

En vacío, los potenciales Ψφ, Φφ y Θ j, son idénticamente cero por lo que (4.65) se reduce a

R j0k0 =
F′0
F0

(
δ jk∂ttφ̃ − ∂ jkφ̃

)
−

1
2
∂tth

TT
jk . (4.66)

La ecuación de desviación geodésica [160] en el límite en el que las masas de prueba se
mueven lentamente

d2X j

dt2 = −R j0k0Xk, (4.67)

63Nótese que si en lugar de haber partido del tensor lineal de Eintein G
[
h
](1)
an se escoge G

[
h̃
](1)

ab
dado por la Ec.

(4.39) y se realiza la descomposición en partes irreducible a la variable h̃ab los resultados obtenido son equivalentes
y además se obtiene que hTT

jk = h̃TT
jK .
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donde Xk es el vector de desviación geodésica, que en este caso representa el desplazamiento
de las partículas de prueba. Por lo tanto, se satisface la ecuación

d2X j

dt2 =

[
−

F′0
F0

(
δ jk∂ttφ̃ − ∂ jkφ̃

)
+

1
2
∂tth

TT
jK

]
Xk.

=

[
−

F′0
F0

(
δ jk − n jnk

)
∂ttφ̃ +

1
2
∂tth

TT
jK

]
Xk,

≡ ∂ttS jkXk (4.68)

donde se ha hecho uso de que las cantidades dependen de las variables n y el tiempo re-
tardado τ, por lo que, en la zona de onda se ha hecho uso de la regla de diferenciación
∂ jφ̃ = −n j∂tφ̃,64además se ha definido a

S jk = (δ jk − n jnk)κφ̃︸           ︷︷           ︸
Modo escalar

+
1
2

hTT
jk . (4.69)

Notése de la expresión anterior que el nuevo modo escalar es transverso a la dirección de
propagación. Para describir el efecto de este modo escalar considerés la solución a la Ec.(4.68)
a primer orden en el desplazamiento:

X j(t) = X j(0) + S jk(τ,n)Xk, (4.70)

por lo que para una onda propagándose en la dirección z se tiene n = (0, 0, z), de tal manera
que

x(t) = x0 + (κφ̃ +
1
2

h+)x0 +
1
2

h×y0, (4.71a)

y(t) = y0 +
1
2

h×x0 + (κφ̃ −
1
2

h+)y0, (4.71b)

z(t) = z0. (4.71c)

De las Ecs. (4.71) se observa que para un modo escalar puro no masivo, un aro de partículas
en el plano x − y aumenta y disminuye su tamaño de manera uniforme como se observa en
la Fig. 4.1. Este modo escalar adquiere el nombre breathing mode, por su particulares conse-
cuencias [168, 170]. La eventual detección de este modo escalar por las futuras generaciones
de detectores representaría la desviación a la RG más contundente en favor de esta clase de
teorías. Hasta este momento no se ha hecho incapie en la naturaleza de la radiación escalar;
independientemente de su origen, las TET contienen tres grados de libertad radiativos y, por
extensión, tres modos de polarización, en principio, observables.

4.4.3. Formalismo multipolar en las TET

Si se define a µ ≡ −α
F′0
F0

T mat ≡ α̃T la ecuación para el campo escalar (4.48) toma la forma

�φ̃ − m2
0φ̃ = −4πµ, (4.72)

sin embargo, la masa del campo escalar puede ser despreciada (i.e. m0 ∼ 0) pues en casos
de importancia como la escalarización espontánea generalmente se toma en cuenta campos

64Está regla asume que se está trabajando en el caso en el que se puede despreciar la masa del campo escalar.
Si no fuera así, existiría un modo longitudinal debido a la parte masiva [93].
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κφ̃

λ

Figura 4.1: Efecto del modo escalar presente en las TET. Si la onda se pro-
paga en la dirección z el aro de partículas de prueba situado en el plano x− y,

que coincide con el de la página, cambia su radio uniformemente.

escalares no masivos.65 De esta manera las ecuaciones de campo para el límite lineal de las
TET son:

�h̃ab = −
16πG0

F0
Tab, (4.73a)

�φ̃ = −4πα̃T, (4.73b)

es decir, dos ecuaciones tipo onda cuya fuente es el tensor de energía-momento de la materia
y su traza, respectivamente. La solución en términos de la expansión multipolar en la zona
lejana de onda, es, de acuerdo a la Ec. (B.10), de la forma

φ̃(t, x) =
α̃

r

∞∑
k=0

1
k!

n j1... jk

(
d
dτ

)l {∫
T (τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
, (4.74)

donde r es la distancia a la fuente. Dado que el orden dominante para h̄ jk es el cuadrupolar
con l = 2 la expansión para φ̃ se trunca en l = 2 por consistencia y ésta se escribe como

φ̃ = φ0 +
α̃

r

[
Is + İ

j
sn j + Ï

jk
s n jnk + · · ·

]
(4.75)

donde se han definido a los momentos multipolares escalares

Is =

∫
T (τ, x)d3x, Monopolar (4.76a)

I
j
s =

∫
T (τ, x)x jd3x, Dipolar (4.76b)

I
jk
s =

∫
T (τ, x)x jxkd3x. Cuadrupolar (4.76c)

Es claro que el orden dominante en la expansión (4.75) es monopolar, esta cuestión se discu-
tirá más adelante en la Sección (4.5). Por otro lado, la solución a la Ec. 4.73a, debido a que la
fuente es puramente Tab y esta se conserva como en el caso de la RG, es de la misma forma,

65Realizar una expansión multipolar a la ecuación de Klein-Gordon requiere además de técnicas matemáticas
más sofisticadas pues la solución en el espacio de posiciones no es trivial, a diferencia del caso no masivo. Para la
expansión multipolar del caso masivo ver e.g. [13, 171].
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así retomando a la solución (3.93) se tiene

h̃00 =
4G0

rF0

{
M +

1
2

n jnkÏ
jk +

1
6

n jnknl
...
I

jkl
+ · · ·

}
(4.77a)

h̃0 j =
4G0

rF0

{
1
2
Ï jknk +

1
12

nknl
(...
I jkl − 2εm jkJ̈ml

)
+ · · ·

}
(4.77b)

h̃ jk =
4G0

rF0

{
1
2
Ï jk +

1
6

nl
(...
I jkl + 2εml jJ̈mk + 2εmlkJ̈m j

)
+ · · ·

}
. (4.77c)

A este nivel de aproximación, para calcular el flujo de energía, es necesario especializar
el PTEM OG para las TET, Ec. (4.78), en la zona lejana de onda. En primer lugar con la
identificación usual ∇a → ∂a y g̃ab → ηab, se recupera el límite lineal. Más aún, dado que se
están considerando sólo TET no masivas, esto es V ′′0 = m0 = 0, el PTEM OG para las TET se
reduce a

Θ(TET)

ab =
F0

32πG0

{〈〈
∂ah̃cd∂bh̃cd + 2(16πG0F−1

0 − κ
2)∂aφ̃∂bφ̃

+ −
1
2
∂ah̃∂bh̃ − 2∂ch̃cd∂(ah̃b)d + 2κ∂(aφ̃∂b)h̃

− 2(−κ∂cφ̃∂(ah̃b)c − κ∂ch̃c
(b∂a)φ̃)

〉〉}
. (4.78)

Por otro lado, de la misma manera que el caso de RG, la especialización en la zona de onda
lejana permite simplificar a (4.78) notablemente, haciendo uso de las reglas de diferenciación

∂ah̃bc = −ka∂τh̃
bc + O(r−2), (4.79a)

∂aφ̃ = −ka∂τφ̃ + O(r−2), (4.79b)

donde ka = (1, n j). Además tomando en cuenta que la única parte que contribuye en la zona
lejana de onda es h̃ab → h̃TT

jk , el PTEM OG de las TET no masivas se reduce a

Θ(TET)

ab =
F0

32πG0

〈〈
∂τh̃

TT
jk ∂τh̃

TT
jk kakb + 2(16πG0F−1

0 − κ
2)∂τφ̃∂τφ̃kakb

〉〉
, (4.80)

el cual coincide con el reportado en [134] si se reparametriza con las Ecs. (4.3). La Ec. (4.80)
muestra el término debido al grado de libertad radiativos escalar propio de las TET. Es claro
también que el limite de la RG se recupera con la condición F0 = 1.

4.5. Sobre la radiación dipolar y monopolar en TET

Como se discutió en la Sección 4.4.2 las TET contienen un grado de libertad extra debido
puramente al campo escalar φ. Esta característica, usualmente es la razón de la predicción
por parte de las TET de radiación monopolar y dipolar.66 Dicha característica fue puntuali-
zada por vez primera en el trabajo de Eardley [73] referente a la teoría original de BD en el
contexto de un sistema binario de estrellas, es decir, un sistema con auto-interacción gravi-
tacional. El enfoque de Eardley, es hoy estándar al momento de tratar radiación dipolar de
sistemas binarios en TET [13, 30, 31, 108]. En lo que sigue se discute como este enfoque no
es compatible con la aproximación lineal realizada en las secciones anteriores.

66En general teorías métricas de la gravedad predicen hasta seis polarizaciones y radiación de todos los multi-
polos [59, 170].
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La presencia de radiación monopolar y dipolar corresponde formalmente a los momen-
tos multipolares de primer y segundo orden no nulos. En el caso de la RG, retomando a la
Sección (3.2.5), el orden dominante en una expansión multipolar para la perturbación h̄ab es
el término cuadrupolar; la razón subyace en que, dada la conservación lineal del tensor de
energía-momento de la materia (∂aT ab = 0), el término monopolar, equivalente a la masa
total del sistema, es constante y, por otra parte, el término dipolar es proporcional al momento
lineal que es conservado y puede ser fijado a cero. En el caso del límite lineal de las TET
se observa para la variable h̃ab algo análogo, en específico la Ec. (4.77). La razón es que la
fuente en la Ec. (4.73a), es precisamente el tensor de energía-momento de la materia, con lo
que el orden dominante en una expansión multipolar para h̃ab es el cuadrupolar. Es así que
los términos de radiación debidos a los momentos monopolar o dipolar deben provenir de la
ecuación del campo escalar.

Si bien se definieron los momento multipolares escalares (4.76a), estos al depender de la
traza del tensor de energía-momento de la materia T = −T00 + T jkδ

jk pueden ser expresados
en términos de los momentos multipolares usuales como

Is = −

∫
T00d3x + δ jk

∫
T jkd3x = M + δ jkM jk, (4.81a)

I
j
s = −

∫
T00x jd3x + δlm

∫
Tlmx jd3x = −I j + δlmMlm, j, (4.81b)

I
jk
s = −

∫
T00x jxkd3x + δlm

∫
Tlmx jxkd3x = −I jk + δlmMlm, jk, (4.81c)

con lo que la solución para el campo escalar se escribe como

φ̃ = φ0 +
α̃

r

{
−M + δ jkM jk − n jİ j + n jδ

lmṀlm, j −
1
2

n jnkÏ jk +
1
2

n jnkδ
lmM̈lm, jk + · · ·

}
,

(4.82)
donde los momentos multipolares se definen como en (3.94). Dada la ley de conservación
(4.52) es sencillo probar las siguientes identidades

Ṁ =

∫
∂tT

00d3x = −

∫
∂ jT

0 jd3x = −

∫
T 0 jdS j = 0, (4.83)

İ j =

∫
∂tT

00x jd3x = −

∫
∂lT

l0x j =

∫
T 0lδ

j
l d3x =

∫
T 0 jd3x ≡ P j, (4.84)

Ṗ j =

∫
∂tT

0 jd3x = −

∫
∂kT k jd3x = −

∫
T jkdS k = 0. (4.85)

Las Ecs. (4.83) y (4.85) representan la conservación de la masa y el momento lineal que coin-
ciden con el límite lineal de la RG. De forma análoga se puede probar la siguiente identidad

M jk =
1
2
Ï jk. (4.86)

Al hacer uso de esta expresión en la Ec. (4.82) se concluye que, en efecto, el orden dominante
para la expansión multipolar del campo escalar es

φ̃ = φ̃0 +
α̃

r

{
δ jkÏ jk + · · ·

}
, (4.87)

donde en φ̃0 se han absorbido los términos independientes del tiempo M y I j que en conse-
cuencia no producen radiación y, además, no se han escrito términos que contienen derivadas
temporales de mayor orden del momento cuadrupolar y momentos de ordenes mayores. La
forma de la Ec. (4.87) muestra que en el límite lineal de las TET no esta presente radiación
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monopolar o dipolar. Dicha conclusión se explica al notar que los momentos multipolares
escalares pueden ser expresados en términos del tensor de energía-momento de la materia el
cual es conservado.

El hecho de que la radiación del campo escalar sea cuadrupolar impide distinguirla de la
contraparte puramente gravitacional, simplemente son proporcionales. Esto dificulta el poder
detectar puramente el modo escalar al «suprimir» los modos tensoriales.

Por un lado, este resultado indica que la radiación dipolar o monopolar es un fenómeno
no lineal, no presente en ningún sentido al tomar la expansión alrededor de un fondo de
Minkowkski. El primer argumento a este respecto se refleja en el hecho de que algunos autores
[63, 85, 168, 170] realizan una aproximación post-newtoniana cerca de la fuente, partiendo
de las ecuaciones reducidas en el marco de Einstein, con lo que se está tomando que a orden
más bajo la métrica no es Minkowski sino potenciales tipo Newton dependientes de la fuente
de materia. El segundo argumento proviene de los fenómenos de escalarización espontánea
los cuales son intrínsecamente no lineales.

Por otro lado, como se había anticipado al principio de esta sección, al momento de tratar
objetos compactos con auto-interacción gravitacional se adopta el enfoque de Eardley, el cual
se basa en la dependencia de la masa inercial del sistema M del valor local de G controlado
por el valor del campo escalar en cada punto φ. En otras palabras, para poder realizar una
descripción precisa de la materia de esta clase de objetos se considera que la masa total de
estos mismos, considerados como partículas puntuales, dependa del valor del campo escalar
en su locación. Este argumento se traduce en la modificación de la acción de la materia por
un término

S m[φ] = −
∑

A

∫
mA(φ)dτA, (4.88)

donde τA es el tiempo propio de la partícula A. Esta suposición inmediatamente postula un
acople no mínimo entre la materia y el campo escalar estando en el marco de Jordan, cuya
más importante distinción con el marco de Einstein es que en este la materia está acoplada
mínimamente con la materia. (ver Ec. (4.9)). Formalmente está modificación introduce un
tensor-de energía momento de la materia de la forma

T ab(xλ) = (−g)1/2
∑

A

∫
mA(φ)ua

Aub
Aδ

4(xλA − xλ), (4.89)

cuya dependencia en el campo escalar produce su no conservación, es decir,

∇aT ab , 0. (4.90)

La inclusión del término de masa (4.88) en la acción de las TET representa una drástica
modificación a la teoría en el sentido de que se están introduciendo posible violaciones al
PED, el cual, como se comentó en la introducción de esta tesis, posee cotas experimentales
altísimas. Más aún, en el límite lineal de esta nueva teoría, la ecuación del campo escalar
(4.73b) se modifica en tal sentido que los momentos escalares no se pueden reescribir como
en (4.81). De esta manera es claro que la dependencia del campo escalar, por medio del tensor
de energía-momento, produce que todos los momentos multipolares contribuyan en la región
lejana de onda y, por consiguiente, la existencia de radiación monopolar y dipolar.

4.6. Teorías f (R)

Finalmente, a manera de breve comentario se presentan las teorías f (R) [59, 100, 143,
171]. Estas teorías, a la par que las TET es una de las alternativas a la RG más estudiadas
y postulan a priori una función arbritaria del escalar de Ricci R como densidad lagrangiana.
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El interés de estas teorías están altamente motivadas por el sector cosmológico. En específico
han sido propuestas para explicar la expansión acelerada del universo así como un mecanismo
para producir inflación en el universo temprano en términos puramente geométricos y evitar
ideas como la energía oscura o la introducción del conocido inflaton [145].

La acción más general para una teoría f (R) está dada por

S [gab, ψ] =
1

16πG0

∫
√
−g f (R) + S m[gab, ψ]. (4.91)

Esta clase de teorías puede ser mapeada a una TET. Al nivel de la acción se introduce una
nueva variable χ con lo que la ésta última se reescribe a

S =
1

16πG0

∫
[ f (χ) + f ′(χ)(R − χ)] + S m

√
−gd4x. (4.92)

La variación de la acción respecto a χ resulta en

f ′′(χ)(R − χ) = 0, (4.93)

con lo que χ = R si f ′′(χ) , 0. De esta manera definiendo un campo escalar φ = f ′(χ) y
además el potencial

V(φ) = χφ − f (χ), (4.94)

la acción para una teoría f (R) toma la forma

S =
1

16πG0

∫
[φR − V(φ)]

√
−gd4x + S m, (4.95)

que es precisamente una acción del tipo (4.2) con ω(φ) = 0. En principio, bajo este cambio
de representación el formalismo desarrollado en las secciones anteriores puede generalizarse.
Recientemente en [116] se realizó la descomposición en partes irreducibles del límite lineal en
esta clase de teorías, concluyendo que el campo escalar en la acción (4.95) da pie a un modo
de polarización extra resultado de la superposición de dos polarización, a decir, un modos
longitudinal y un modo breathing, discutido en la Sección 4.4.2.

Sin embargo, existe otra sutileza asociada a este tipo de teorías que las distingue de las
TET, a pesar de que a primera vista parecieran equivalentes. En las TET el valor del parámetro
post-newtoniano esta controlado por el parámetro ω(φ) de BD. Sucede que en las teorías
f (R), ω(φ) = 0, con lo que el parámetro post-newtoniano queda controlado por un fenómeno
altamente no lineal conocido como el mecanismo camaleón [105]. Debido a la existencia de
dicho fenómeno camaleón, la aproximación puramente lineal en el sector escalar-tensorial
esta comprometida severamente. Un tratamiento de la emisión de OG que tome en cuenta
dicho mecanismo requiere de un tratamiento «perturbativo» más sofisticado, el cual queda
fuera del objetivo de la presente tesis [120].

Para recapitular, en este última parte de la tesis se analizó el límite lineal de las TET,
identificando la naturaleza de los grados de libertad adicionales a RG, notando que no es-
ta presente radiación de naturaleza distinta a la cuadrupolar. Las razones fueron expuestas
en secciones anteriores. Más aún, en las teorías f(R) llevar a cabo una aproximación lineal
conlleva sutilezas más complejas que impiden extrapolar de manera inmediata el formalismo
introducido en los capítulos anteriores.
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Capítulo 5

Conclusiones

Las recientes detecciones directas de OG por las colaboraciones LIGO y VIRGO y lo que
representan las futuras generaciones de detectores (KAGRA, LIGO-India y LISA) apuntan a
el establecimiento de una nueva área de estudio enfocada en radiación gravitacional. Así lo
confirma el reciente boom de artículos y formalismos sobre radiación gravitacional en diver-
sos escenarios. Resulta esencial entonces tener claros los fundamentos de la teoría de OG, en
específico la relación entre el evento astrofísico que funge como fuente de radiación gravi-
tacional y las posibles observables. Al respecto de esto último, es bien conocido que existen
dos formas de incidir en la cuestión de obtener observables: métodos numéricos y métodos
analíticos. En esta tesis se optó por el enfoque basado en métodos analíticos aproximados.

En la primera parte del trabajo, concerniente a la radiación gravitacional en la RG se in-
trodujo el método analítico más añejo: teoría de perturbaciones, y este, como se mostró en el
Capítulo 2, está intrínsecamente relacionado con la definición de energía asociada a las OG
por medio del PTEM OG. A su vez, se mostró como la teoría de perturbaciones está relacio-
nada con otra clase de métodos analíticos más sofisticados enfocados en incluir iterativamente
las no-linealidades de las ecuaciones de campo [38, 128]. La teoría de perturbaciones en RG
representa una vasta área de estudio. En el contexto cosmológico, perturbaciones a la mé-
trica de un espacio-tiempo de FLRW están intrínsecamente relacionadas con la formación de
estructura. Los cálculos del Capitulo 2 bien podrían ser extrapolados al contexto cosmológico.

Recientes trabajos [134, 146], los cuales muestran la importancia de obtener el PTEM
OG por distintos métodos en diferentes teorías de la gravitación, motivaron el estudio más
detallado de esta cantidad. En esta tesis, se calculó en primer lugar, y tomando las mínimas
suposiciones, las cantidades de curvatura propias de la RG, a decir, el tensor de Ricci y el
tensor de Riemann, a segundo orden con teorías de perturbaciones alrededor de un fondo ge-
nérico. El hecho de asumir en los cálculos las mínimas suposiciones, es decir, evitar incurrir
tempranamente en la elección de norma o el hecho de que las cantidades de curvatura satis-
ficieran a las ecuaciones de Einstein, permitió mostrar que existe un término que vagamente
se incluye en la literatura (Ec. (2.71)). Si bien este término es idénticamente cero en la supo-
sición de vacío a todos los ordenes en las ecuaciones de Einstein, resulta conveniente tenerlo
en cuenta para futuras aplicaciones en donde la anterior hipótesis no se incluya. En segundo
lugar, si bien no se cuenta con una definición formal de densidad local de energía asociada
al campo gravitacional en el contexto de la RG, se mostró que bajo la ALOC es, en efecto,
posible asociar una densidad de energía por medio de promedios espacio-temporales que se
traducen en promedios sobre diversas longitudes de onda a las OG. Estas ideas, esparcidas por
la literatura bajo distintos consensos e interpretaciones [18, 48, 112], basadas en la hipótesis
de Isaacson [96, 97], fueron implementadas de la manera más clara y sencilla posible.

Por otro lado, una serie de recientes artículos de Ashtekar et al. [20, 21], motivó la revi-
sión detallada sobre la naturaleza de los grados de libertad radiativos en el límite lineal de la
RG; retomando antes la conocida similitud existente entre la teoría EM y la RG linealizada.
En específico se estudió la relación de la parte TT de las OG (cuya contraparte EM es la parte
transversa del potencial vectorial electromagnético) y la libertad de norma con la zona lejana
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de onda en presencia de fuentes. Este análisis se basó en la descomposición en partes irredu-
cibles de la perturbación, idea introducida por primera vez en [83], a su vez inspirada en las
ideas cosmológicas de Bardeen [27]. El resultado más importante de esta sección de la tesis
(Capítulo 3) es la cuantificación de los grados de libertad en diversos cantidades totalmente
invariantes de norma en presencia de fuentes que se dividen en potenciales tipo Newton, es
decir, que satisfacen una ecuación local de Poisson y la parte TT, que, como era de esperar-
se, satisface una ecuación tipo onda que indica su naturaleza radiativa. Este resultado abre
la puerta a interesantes posibilidades. Por ejemplo, la generalización más inmediata sería ex-
trapolar la descomposición en partes irreducibles a un fondo genérico, lo cual permitiría, por
un lado, recuperar los potenciales invariantes de norma propuestos en el contexto de pertur-
baciones cosmológicas por J. Bardeen y, por otro, esclarecer de mejor manera la naturaleza
de los grados de libertad radiativos en contextos más realistas, esto es, cerca de las fuentes
de radiación gravitacional, donde es claro que un fondo plano no es buena hipótesis. En esta
misma dirección y, pensado como un proyecto más ambicioso, sería el tratar de extender el
formalismo para tratar de obtener cantidades invariantes de norma en la teoría completa. En
este sentido los eventuales resultado deberían de ser compatibles con el robusto formalismo
ADM de la RG [160].

Asimismo se analizó el formalismo cuadrupolar de OG en donde ambos objetos de estu-
dio, el PTEM OG y la parte TT, son fundamentales. Se calcularon las conocidas expansiones
multipolares a la forma de onda hab concluyendo que, en efecto, el orden dominante en la
radiación gravitacional de la RG es cuadrupolar. Más aún, la potencia radiada por un sistema
gravitacional aislado también depende a orden dominante del término cuadrupolar asociado
a la fuente. A manera de ejemplo, se estudió el caso de uns sistema binario de estrellas. Se
calcularon las formas de onda, es decir, las polarizaciones h+ y h× debidas a este sistema asi
como los flujos de energía coincidiendo con [126, 159]. Este análisis permitió encontrar el
cambio en el período orbital, producto de la emisión de radiación gravitacional, el cual, en
su momento, representó la prueba más contundente de la existencia de OG en el contexto
del púlsar binario PSR B1913+16 [95]. Los resultados obtenidos en esta sección, facilitan la
continuación a métodos analíticos más sofisticados; en particular la obtención de las formas
de onda es similar cuando se desea incluir términos post-newtonianos o bien, en regiones que
no son la zona lejana de onda. A este respecto, los trabajos de L. Bernard et al. [17, 32] pro-
ponen distintas líneas de investigación en distintas direcciones, una de ellas y quizá la más
interesante, es el fenómeno de dispersión en OG.

La segunda parte de esta tesis fue dedicada al estudio de OG en teorías altenativas, prin-
cipalmente en las TET (en la representación de Jordan). El propósito de haber estudiado
detalladamente diversos aspectos de la radiación gravitacional en la RG permitió establecer
con mayor claridad a las OG en esta clase de teorías. Es sabido que una de las características
más novedosas en las teorías alternativas de la gravitación es la presencia de nuevos grados de
libertad y, por consiguiente, nuevos modos de polarización. Si bien, en el caso de la TET se
mostró que existe un grado de libertad radiativo extra debido al campo escalar, éste, de alguna
manera, se suprime al considerar el límite lineal de las TET. A este respecto, diversos autores
[13, 108] consideran el límite lineal de las TET de distinta forma a la considerada en esta
tesis. Los resultados obtenidos sugieren que la condición mínima para la existencia de radia-
ción dipolar o monopolar en el límite lineal es la inclusión de un acople poco convencional no
mínimo entre la materia y el campo escalar o bien considerar no perturbaciones a un fondo de
Minkowski, sino a un fondo dinámico compatible con el campo escalar. En tanto, esto resulta
inesperado pues no es común que se trate en términos del formalismo cuadrupolar a las TET.

Finalmente, este estudio permitió ahondar más en el tópico de radiación gravitacional en
teorías alternativas de la gravitación, el cual, está en una ferviente etapa en la que se trata de
extender la mayor cantidad de resultados y formalismos posible presentes en la RG a teorías



Capítulo 5. Conclusiones 91

alternativas. A su vez, se obtiene la idea general de que los métodos perturbativos no son sufi-
cientes si se requiere considerar coalescencias de objetos compactos; la relatividad numérica,
es decir, la resolución de las ecuaciones de campo de la RG sin ninguna aproximación, cobra
importancia.
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Apéndice A

Apéndice 1

A.1. Métrica inversa

Para obtener la métrica inversa se utiliza el mismo formalismo expuesto en a lo largo del
Capitulo 1. La métrica total inversa está definida como

gab(λ) ≡ (gab(λ))−1. (A.1)

Retomando la expansión de gab respecto a λ a segundo orden

gab(λ) = g̃ab + λġab +
1
2
λ2g̈ab. (A.2)

Es sencillo calcular a primer orden en λ a partir de la Ec. (A.1) la métrica inversa

ġab = −g̃acg̃bdh(1)

cd = −h(1)ab, (A.3)

de la misma manera a segundo orden se obtiene

g̈ab = 2g̃a f g̃bgg̃cdh(1)

f ch(1)

dg − 2g̃acg̃bdh(2)

cd = 2h(2)ach(1)b
c − 2h(2)ab. (A.4)

Así, la métrica total inversa queda totalmente definida hasta segundo orden como

gab(λ) = g̃ab − λh(1)ab + λ2(h(2)ach(1)b
c − h(2)ab). (A.5)

A.2. Expansión del determinante

Conviene antes repasar cómo es que se define el determinante de la métrica. Se define el
tensor de Levi-Civita cómo [53]:

εµ1···µn
=

√
| g |εµ1···µn

, (A.6)

donde g ≡ Det
(
gµν

)
, y εµ1···µn

es el símbolo de Levi-Civita. Se puede probar también que se
satisface la siguiente identidad

εµ1···µn =
1√
| g |

εµ1···µn . (A.7)

Para encontrar al determinante en términos de la métrica se utiliza la expresión (A.7), es decir,

εµ1···µn
εµ1···µn = gµ1ν1

· · · gµnνn
εµ1···µnεν1···νn

=
1

(−1)sg
gµ1ν1

· · · gµnνn
εµ1···µnεν1···νn , (A.8)
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donde en la segunda línea se ha utilizado el hecho de que
[
(−1)sDet

(
gµν

)]
=

√
| g |, siendo

s el número de signos negativos en la signatura de la métrica [160]. Para poder expresar en
mejores términos el lado izquierdo de (A.8) es útil ocupar la siguiente identidad

εν1···νn
εµ1···µn = n!(−1)sδ

[µ1
[ν1
· · · δ

µn]
νn] . (A.9)

con lo que se concluye una expresión para el determinante de una métrica en una variedad
n-dimensional

g =
1
n!

gµ1ν1
· · · gµnνn

εµ1···µnεν1···νn . (A.10)

Para la RG (i.e., n = 4), es claro que la expresión para el determinante, a partir de (A.10),
toma la forma

g =
1
4!
εαβγδερσµνgαρgβσgγµgδν. (A.11)

Retomando la expansión de la métrica a segundo orden como

gµν = g̃µν + h(1)
µν + h(2)

µν , (A.12)

donde se ha hecho λ = 1. A fuerza bruta, en contraste al formalismo del Capítulo 1, se
sustituye a la Ec. (A.12) en la Ec. (A.10) hasta orden cuadrático

g =
1
4!
εαβγδερσµν

(
g̃αρ + h(1)

αρ + h(2)
αρ

) (
g̃βσ + h(1)

βσ + h(2)
βσ

)
×

(
g̃γµ + h(1)

γµ + h(2)
γµ

) (
g̃δν + h(1)

δν + h(2)
δν

)
=

1
4!
εαβγδερσµν

(
g̃αρg̃βσg̃γµg̃δν + h(1)

αρ g̃βσg̃γµg̃δν + h(1)
βσg̃αρg̃γµg̃δν + h(1)

γµ g̃βσg̃αρg̃δν

+ h(1)
δν g̃αρg̃γµg̃βσ + h(1)

αρh(1)
βσg̃γµg̃δν + h(1)

αρh(1)
γµ g̃βσg̃δν + h(1)

αρh(1)
δν g̃βσg̃γµ

+ h(1)
βσh(1)

γµ g̃αρg̃δν + h(1)
βσh(1)

δν g̃αρg̃γµ + h(1)
γµh(1)

δν g̃αρg̃βσ + h(2)
αρ g̃βσg̃γµg̃δν

+ h(2)
βσg̃αρg̃γµg̃δν + h(2)

γµ g̃βσg̃αρg̃δν + h(2)
δν g̃αρg̃γµg̃βσ

)
+ O(h3). (A.13)

Es sencillo mostrar que las siguientes dos identidades se satisfacen

1
4!
εαβγδερσµνh(1)

αρ g̃βσg̃γµg̃δν =
1
4

g̃h(1), (A.14)

1
4!
εαβγδερσµνh(1)

αρh(1)
βσg̃γµg̃δν = g̃

1
12

[
h(1)h(1) − h(1)σ

ρ h(1)ρ
σ

]
, (A.15)

donde g̃ = Detg̃µν y h(1) es la traza de la perturbación. Para los términos sólo dependen de h(2)
αρ

en (A.13) se utiliza la expresión (A.14). Con lo anterior en mente g adopta la forma

g = g̃
(
1 + h(1) + h(2) +

1
2

h(1)h(1) −
1
2

h(1)σ
ρ h(1)ρ

σ + O(h3)
)
. (A.16)

Tomando el negativo y la raíz se obtiene

√
−g =

√
−g̃

(
1 + h(1) + h(2) +

1
2

h(1)h(1) −
1
2

h(1)σ
ρ h(1)ρ

σ + O(h3)
) 1

2

=
√
−g̃

(
1 +

1
2

h(1) +
1
2

h(2) +
1
8

h(1)h(1) −
1
4

h(1)σ
ρ h(1)ρ

σ + O(h3)
)
, (A.17)
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donde en la segunda línea se hizo uso de la siguiente expansión(
1 + αx + βx2

) 1
2 =

(
1 + α

x
2

+
1
8

x2(4β − α2) + O(x3)
)
. (A.18)

A.3. Existencia de las coordenadas armónicas

En este apartado damos una prueba a detalle de alguna identidades útiles. Consideremos
un cambio de coordenadas arbitrario dado por x′µ = f µ(xα)

g
µ′ν′ =

√
−det(gµ′ν′)g

µ′ν′ =

(
−det(gαβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
)
)−1/2

∂α f µ∂β f νgαβ

=

−det(gαβ)
(
det

∂ f µ

∂xα

)−21/2

∂α f µ∂β f νgαβ

=

(
det

∂ f µ

∂xα

)−1

∂α f µ∂β f νgαβ

= J−1∂α f µ∂β f νgαβ (A.19)

dónde hemos denotado a J := det[∂ f µ/∂xα] cómo el Jacobiano de la transformación. De
(A.19) es fácil notar que J−1 =

√
−g′/

√
−g

∂ν′g
µ′ν′ = ∂β f νJ−1 ∂

∂x′ν
(∂α f µgαβ) + ∂α f µgαβ

∂

∂x′ν
(∂β f νJ−1)

= J−1 ∂ f ν

∂xβ
∂xρ

∂x′ν
∂

∂xρ
(∂α f µgαβ)

= J−1δ
ρ
β

∂

∂xρ
(∂α f µgαβ)

=
√
−g′�g f µ(xα) (A.20)

dónde en la última línea definimos al siguiente operador para cualquier función escalar f ,
�g f = (−g)−1/2∂β(g

αβ∂α f ), además de que en la segunda línea se utilizó el hecho de que

∂

∂x′ν
(∂β f νJ−1) = J−1 ∂xρ

∂x′ν
∂

∂xρ
∂ f ν

∂xβ
+
∂ f ν

∂xβ
∂xρ

∂x′ν
∂

∂xρ
J−1

= J−1 ∂xρ

∂x′ν
∂

∂xβ
∂ f ν

∂xρ
− J−1 1

2
∂ f ν

∂xβ
∂xρ

∂x′ν
1
g
∂g
∂xρ

= J−1Γ
ρ
ρβ − J−1 1

2
δ
ρ
β

1
g
∂g
∂gµν

∂gµν
∂xρ

= J−1Γ
ρ
ρβ − J−1 1

2
gµν

∂gµν
∂xβ

= J−1Γ
ρ
ρβ − J−1Γ

µ
µβ = 0 (A.21)
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En la tercera línea se han usado coordenadas normales de Riemann. Por último es útil hacer
ver que �g f es equivalente al D’Alembertiano usual en espacios curvos, esto es,

�g f B gµν∇µ∇ν f

= ∇µ(gµν∂ν f )

= ∂µ(gµν∂ν f ) + Γ
µ
µαgαν∂ν f

= ∂µ(gµν∂ν f ) + (−g)−1/2∂α(
√
−g)gαν∂ν f

= (−g)−1/2∂µ(
√
−ggµν∂ν f )

= (−g)−1/2∂µ(gµν∂ν f ) (A.22)
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Apéndice B

B.1. Regiones de onda

Al discutir sobre las OG surgen de inmediato dos vertientes que se pueden tratar como
independientes. Por un lado, se tiene la «producción de OG» y, por otro, la «propagación de
OG». Para concebir ambas cuestiones como independientes se opta por dividir al espacio-
tiempo en tres regiones [128, 154]. Para ello considérese las siguientes cantidades

tc ≡ tiempo característico de la fuente, (B.1a)

ωc ≡
2π
tc

= frecuencia característica de la fuente, (B.1b)

λc ≡
2π
ωc

= longitud de onda característica de la fuente. (B.1c)

Bajo estas definiciones se definen a:

zona cercana: r � λc, (B.2a)

zona de onda: r � λc, (B.2b)

zona de onda lejana: r → ∞. (B.2c)

donde r es la distancia a la fuente. En la zona de onda lejana sólo los términos que van como
r−1 contribuyen a las ecuaciones.

B.2. Solución a la ecuación de onda

La discusión acerca de las soluciones de una ecuación de onda es un tema por demás
añejo y altamente estudiado. Su implementación en la electrodinámica clásica y en la teoría
gravitacional es variado en la literatura de acuerdo a las convenciones utilizadas, sin embargo,
es claro que debe de existir una equivalencia entre todos los tratamientos. En lo que sigue, se
esboza2 la discusión seguida en [123, 128], escribiendo sólo los resultados importantes en el
entendido de que los detalles técnicos son redundantes en este trabajo. Se refiere a [153] para
un completo estudio de la expansión multipolar.

En general una ecuación de onda toma la forma

�ψ(x) = −4πµ(x), (B.3)

cuya solución es la función retardada

ψ(x) =

∫
G(x, x′)d4x′, (B.4)

con
G(x, x′) =

δ(t − t′ − |x − x′|)
|x − x′|

, (B.5)
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con lo que ψ(x) toma la forma

ψ(t, x) =

∫
µ(t − |x − x′|, x′)
|x − x′|

d3x′. (B.6)

En general, es posible realizar un expansión de Taylor sobre el integrando de (B.6), de tal
manera que

ψ(t, x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
∂ j1... jk

{
1
r

∫
µ(τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
(B.7)

donde se ha adoptado la notación x′ j1... jk = x′ j1 . . . x′ jk y ∂ j1... jk
= ∂ j1

. . . ∂ jk
. Además

τ ≡ t − r, (B.8)

es el tiempo retardado con r = |x|. En la zona de onda lejana (i.e., donde r → ∞), la solución
se puede refinar aún más al mantenerse sólo los términos de orden r−1, entonces

ψ(t, x) =
1
r

∞∑
k=0

(−1)k

k!
∂ j1... jk

{∫
µ(τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
+ O(r−2) (B.9)

La dependencia de xi de la fuente µ se encuentra en τ. Con este hecho, la expresión (B.9)
toma la forma

ψ(t, x) =
1
r

∞∑
k=0

1
k!

n j1... jk

(
d
dτ

)l {∫
µ(τ, x′)x′ j1... jk d3x′

}
, (B.10)

donde se ha hecho uso de
∂ jµ = ∂τµ∂ jr = ∂τµn j (B.11)

definiendo al vector radial unitario como n j = x j/r. La ecuación (B.10), en un principio
representa la solución, considerando las mismas aproximaciones, de cualquier ecuación de
onda del tipo (B.3) en la zona lejana de onda.

B.3. Descomposición de un tensor en sus partes irreducibles

Cualquier tensor espacial B jk simétrico puede ser descompuesto en partes irreducibles (se
sigue aquí la discusión de [83, 128]), como

B jk =
1
3
δ jkB +

(
∂ j∂k −

1
3
δ jk∇

2
)

C + ∂ jC
T
k + ∂kC

T
j + CTT

jk , (B.12)

con las condiciones

∂ jC
j
T = 0, ∂kC

jk
TT = 0, δ jkC

jk
TT = 0. (B.13)

Dicha descomposición contiene una parte de traza 1
3δ jk, una parte longitudinal-sin tra-

za
(
∂ j∂k −

1
3δ jk∇

2
)
C, una parte longitudinal-transversa ∂ jC

T
k + ∂kC

T
j , y una parte que es

transversa-sin traza C jk
TT .
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B.4. Descomposición en partes irreducibles en EM (caso masivo)

El caso masivo del EM es una teoría que conocida por no ser invariante ante transforma-
ciones de norma. Las ecuaciones de movimiento para esta teoría las ecuaciones de movimien-
to están dados por

∂aFab + m2Ab = −4π jb, (B.14)

con la ley de conservación ∂a ja = 0 que automáticamente implica, a diferencia del caso no
masivo, ∂aAa = 0. Para la componente espacial y temporal se tiene

�φ + m2φ = −4πρ,

�A j + m2A j = −4π j j. (B.15)

Introduciendo la descomposición (3.17) y (3.22), las ecuaciones anteriores adoptan la forma

∇2Ψ + m2φ = −4πρ, (B.16a)

�AT
j + m2AT

j = −4π jTj + ∂ j(∂tΨ − 4πσ − m2λ). (B.16b)

El término de masa en las Ecs. (B.16) no permite expresar por completo a las ecuaciones
de movimiento en términos de las cantidades, que en el caso no masivo, eran invariantes de
norma. Utilizando la ecuación de conservación (3.25) las Ecs. (B.16) se pueden simplificar a

∇2Ψ + m2φ = −4πρ, (B.17a)

�AT
j + m2AT

j = −4π jTj − m2∂ jλ. (B.17b)

De las Ecs. (B.17) es evidente que los grados de libertad radiativos y no radiativos no se
desacoplan, además de la manifiesta no invarianza de norma. La presencia del término ∂ jλ en
la última ecuación implica que los modos transversos no se desacoplan del modo longitudinal.
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Apéndice C

C.1. Promedios

En esta sección se describen los fundamentos matemáticos de los llamados «promedios».
El propósito principal de un esquema de promedios es aislar a las cantidades radiativas, aque-
llas que varían rápidamente, de las cantidades tipo Coulumb, aquellas funciones del espacio-
tiempo que varían lentamente. Este promedio puede ser realizado con un operador lineal in-
tegral 〈〈· · ·〉〉, y puede realizarse sobre las fases de las cantidades que varían rápidamente, o
bien, sobre el espacio-tiempo. Formalmente Isaacson utilizó el llamado esquema de prome-
dios de Brill-Hartle (BH) [44, 97], sin embargo, existen otros formalismos con resultados
equivalentes [174, 175].

En el esquema de BH se define el promedio de un tensor arbitrario Xab el cual se asume
contienen términos que varían como ∼ 1/Lc y ∼ 1/λc:

〈〈Xab(x)〉〉 =

∫
d4x′g a′

a (x, x′)g b′
b (x, x′)Xa′b′ (x′) f (x, x′), (C.1)

donde g a′
a (x, x′) es el bi-vector de desplazamiento paralelo geodésico, esto es, dados dos

puntos x y x′ y una geodésica que los una, al aplicar ga′
a a un vector definido en x se obtendrá

un vector en el punto x′, que es el paralelamente desplazado por la geodésica que une a los
dos puntos [68], y f (x, x′) es el kernel de la integral que satisface∫

d4x′ f (x, x′) = 1, (C.2)

y decae a cero cuando x y x′ difieren a una distancia l̄ tal que λ̄c � l̄ � Lc. Se entiende
que las integrales se realizan sobre todo el espacio-tiempo. A continuación se demuestran las
propiedades más útiles de estos promedios para efectos de esta tesis.

P.I. La divergencia total de un tensor T c
ab se anula i.e. 〈〈∇̃cT c

ab 〉〉 = 0.

Dem.

〈〈∇̃cT c
ab 〉〉 =

∫
g a′

a g b′
b ∇̃cT c

a′b′ f

=

∫
∇̃c(g a′

a g b′
b T c

a′b′ f ) − (∇̃cg a′
a )g b′

b T c
a′b′ f

− ∇̃c(g b′
b )g a′

a T c
a′b′ f − (∇̃c f )g a′

a g b′
b T c

a′b′ f . (C.3)

El primer término puede ser reescrito como una integral de superficie en la región don-
de f → 0. Los tres términos sobrantes contienen variaciones del orden O(λc/Lc), esto
al notar 〈〈O(∂T/∂λc)〉〉 ∼ O(T∂ f /∂Lc) ∼ O(∂T/∂λc)O(∂λc∂Lc), los cuales son despre-
ciables pues λc/Lc � 1.

P.II. En particular se sigue que bajo el operador 〈〈〉〉 se puede integrar por partes. Si T c
ab =

RcS ab entonces, 〈〈S ab∇̃cRc〉〉 = −〈〈Rc∇̃cS ab〉〉.
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Dem.

〈〈S ab∇̃cRc〉〉 = 〈〈∇̃c(RcS ab)〉〉 − 〈〈Rc∇̃cS ab〉〉 = −〈〈Rc∇̃cS ab〉〉 + O(λc/Lc). (C.4)

P.III. El conmutador de dos derivadas se anula, 〈〈∇̃[a∇̃b]Tc〉〉 = 0.

Dem.
〈〈∇̃[a∇̃b]Tc = 0〉〉 = 〈〈R̃ d

abc Td 〉〉 = O(λ2
c/L

2
c), (C.5)

con los argumentos del punto P.I.

C.2. Formalismo a partir de la acción perturbada

Otro enfoque fue desarrollado a partir de la acción de Relatividad General [175]. MacCa-
llum and Taub [111] mostraron que es posible obtener un tensor equivalente al de Isaacson si
en lugar de perturbar las ecuaciones de Einstein se perturba a la acción de Einstein-Hilbert. En
dicho enfoque también es necesario hacer uso de un esquema de promedios, un tanto distinto
al de Brill-Hartle pues lo que se promedia es una densidad escalar en lugar de una cantidad
tensorial. En este sentido no se seguirá tal enfoque, pues como se verá más adelante, resulta
más útil y claro, realizar en primer lugar la variación, cuyo resultado son en efecto cantidades
tensoriales, y después el promedio sobre éstas.

En cuanto a la variación, al promover la acción a segundo orden, se pueden tratar a las
perturbaciones y a la métrica de fondo g̃ab como campos independientes. El realizar la varia-
ción respecto a la primera perturbación resulta en las ecuaciones de movimiento lineales, esto
es, el tensor de Einstein a primer orden. La variación respecto a la métrica de fondo implica
al mismo tiempo el PTEM OG y las ecuaciones a orden cero de la métrica de fondo.

Así pues, con el método expuesto en el primer capítulo, las expansiones son inmediatas.
Considérese la acción de la RG

S RG =
1
2κ

∫
d4x
√
−gR, (C.6)

donde κ = 8π. Tomando la expansión usual

gab = g̃ab + εh(1)

ab + ε2h(2)

ab, (C.7)

y siguiendo la misma lógica del Capítulo 2 la acción tiene la forma S RG = S (0)
RG+εS (1)

RG+ε2S (2)
RG.

Orden a orden en ε se tiene

S (0)
RG ≡ S RG

∣∣∣
ε=0 =

1
2κ

∫
d4x

√
−g̃g̃abR̃ab, (C.8)

S (1)
RG ≡

dS RG

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
1
2κ

∫
d4x

√
−g̃

[
g̃abṘab − h(1)abG̃ab

]
, (C.9)

S (2)
RG ≡

1
2

d2S RG

dε2

∣∣∣∣∣
ε=0

=
1
4κ

∫
d4x

√
−g̃

[
(h(2) +

1
4

h(1)h(1) −
1
2

h(1)abh(1)

ab)R̃ + h(1)Ṙ + R̈
]
. (C.10)

Notése que el expandir la acción a segundo orden implica también la expansión del determi-
nante. El cálculo explícito se da en el Apéndice (A.1); retomando aquí la expresión final, Ec.
(A.17),

√
−g =

√
−g̃

[
1 + ε

1
2

h(1) + ε2
(
1
2

h(2) +
1
8

h(1)h(1) −
1
4

h(1)abh(1)

ab

)]
(C.11)

para no perder detalle de donde provienen los términos de S (2)
RG. Dado que el interés está en las

contribuciones no lineales a la teoría, solamente se tomarán en cuenta el término a segundo
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orden (C.10). Tomando las expresiones (2.56) y (2.58) se reescribe a S (2)
RG como la suma de

dos lagrangianos, uno dependiente sólo de cantidades referentes a la curvatura de fondo, y el
otro dependiente de derivadas a la primera y segunda perturbación.

S (2)
RG = S (2)

RG;1 + S (2)
RG;2 ≡

1
2κ

∫
d4xL(2)

1 +L
(2)
2 , (C.12)

donde se ha definido

L
(2)
1 =

1
8

√
−g̃

[
R̃(h(1)2 − 2h(1)b

a h(1)a
b + 4h(2)) + R̃ab(8h(1)a

c h(1)cb − 4h(1)ab − 8h(2)ab)
]
, (C.13)

L
(2)
2 =

√
−g̃

[
−Ṙab(h(1)ab −

1
2

h(1)g̃ab) +
1
2

R̈abg̃ab
]
. (C.14)

Notése que el factor que acompaña al primer término de (C.14) es precisamente la variable
h̄(1)

ab = h(1)

ab −
1
2 g̃abh(1), lo cual sugiere el utilizarla sistemáticamente. Con esto en mente se

reescribe a (C.13) como

L
(2)
1 =

1
8

√
−g̃

[(
R̃(h̄(1)2 − 2h̄(1)b

a h̄(1)a
b ) + 4R̃ab(2h̄(1)a

c h̄(1)cb − h̄(1)abh̄(1))
)

+ (4R̃h(2) − 8R̃abh(2)ab)
]
,

=
1
2

√
−g̃

[
(2g̃caG̃db − G̃cdg̃ab) +

R̃
2

(g̃cag̃db −
1
2

g̃cdg̃ab)
]

h̄(1)

abh̄(1)

cd −
√
−g̃G̃abh(2)

ab, (C.15)

donde en la segunda línea se ha refinado aún más la expresión para tener en claro las depen-
dencias en la métrica de fondo y las perturbaciones. Asimismo el Lagrangiano (C.14) toma la
forma

L
(2)
2 =

√
−g̃

[
−Ṙabh̄(1)ab +

1
2

R̈abg̃ab
]
, (C.16)

en el entendido de que Ṙab y R̈ab están evaluados en h̄(1)

ab. Obsérvese que de las expresiones
calculadas en él Capítulo 2, el tensor de Ricci a segundo orden (2.48) contiene términos
cuadráticos en h(1) y lineales en h(2). Para tener simplicidad en los cálculos que siguen se omite
en lo que sigue toda dependencia de h(2) en los lagrangianos (C.15) y (C.16). En otras palabras,
se está considerando sólo el segundo orden de la primera perturbación h(1). Con esto aclarado,
haciendo uso de las expresiones (2.44) y (2.46) explícitamente el Lagrangiano (C.16) adopta
la forma

L
(2)
2 =

√
−g̃

[
−h̄(1)ab∇̃a∇̃ch̄(1)c

b −
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃ah̄(1) − ∇̃ah̄(1)ab∇̃ch̄(1)c

b +
1
2
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1)ab − h̄(1)ab∇̃c∇̃ah̄(1)c

b

+
1
2

h̄(1)∇̃a∇̃bh̄(1)

ab + h̄(1)ab∇̃c∇̃ch̄(1)

ab −
1
4

h̄(1)∇̃a∇̃ah̄(1) −
1
2
∇̃ah̄(1)c

b ∇̃ch̄(1)ab +
3
4
∇̃ah̄(1)bc∇̃ah̄(1)

bc

]
(C.17)

Los términos de la forma h̄(1)ab∇̃c∇̃dh̄(1)e f , contraídos de alguna forma, pueden ser reescri-
tos como ∇̃ch̄(1)ab∇̃dh̄(1)e f más una divergencia total, así el Lagrangiano (C.17) se escribe de
manera más compacta:

L
(2)
2 =

√
−g̃

[
−

1
4
∇̃ah̄(1)bc∇̃ah̄(1)

bc +
1
2
∇̃ch̄(1)ab∇̃ah̄(1)c

b +
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃ah̄(1) + ∇̃a3

a
]
, (C.18)

con
3

a = −h̄(1)ab∇̃ch̄(1)

cb + h̄(1)cb(∇̃ah̄(1)

cb − ∇̃ch̄(1)a
b ) + h̄(1)(

1
2
∇̃ch̄(1)a

c −
1
4
∇̃ah̄(1)), (C.19)
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el cual no contribuirá a la acción, en razón de que es una divergencia total, con lo que (C.18)
se reduce a

L
(2)
2 =

√
−g̃

[
−

1
4
∇̃ah̄(1)bc∇̃ah̄(1)

bc +
1
2
∇̃ch̄(1)ab∇̃ah̄(1)c

b +
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃ah̄(1)

]
. (C.20)

Cabe señalar que el Lagrangiano (C.20) es el mismo que el reportado en [111, 146]. Para
simplificar las variaciones, tanto respecto a la métrica de fondo g̃ab como respecto a la pertur-
bación h̄(1), se puede seguir la misma linea de pensamiento de (C.15), esto es, separar a ambas
dependencias. Así, (C.20) toma la forma

L
(2)
2 =

√
−g̃Pabcde f ∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc, (C.21)

con el tensor
Pabcde f ≡ −

1
4

g̃adg̃beg̃c f +
1
2

g̃aeg̃b f g̃dc +
1
8

g̃adg̃e f g̃bc, (C.22)

dependiente únicamente de la métrica de fondo. La variación de (C.21) respecto a h̄(1)ab es

δL(2)
2 = −

√
−g̃∇̃a

(
[Pabcde f + Pde f abc]∇̃dh̄(1)e f

)
δh̄(1)bc

= −
√
−g̃

(
−

1
2
∇̃c∇̃ch̄(1)

ab + ∇̃c∇̃(ah̄(1)

b)c +
1
4

g̃ab∇̃
c∇̃ch̄(1)

)
δh̄(1)ab

= −
√
−g̃R(1)

abδh̄
(1)ab, (C.23)

donde en la primera línea se ha integrado por partes anulando así mismo una divergencia total,
mientras que en la segunda línea simplemente se agruparon términos de utilizando la forma
explícita de (C.22) y se renombraron índices. Obsérvese que en la última línea aparece el
tensor de Ricci a primer orden encontrado en el Capítulo 2. Si se pide que la acción construida
con el Lagrangiano (C.21) sea estacionaria se obtiene

0 = ε2 δL
(2)
2

δh̄(1)

ab

= ε2
√
−g̃R(1)ab, (C.24)

que implica precisamente la ecuación de propagación de las OG

∇̃c∇̃ch̄(1)

ab − 2∇̃c∇̃(ah̄(1)

b)c −
1
2

g̃ab∇̃
a∇̃ah̄(1) = 0, (C.25)

cuya traza es
2∇̃a∇̃ah̄(1) + ∇̃a∇̃bh̄(1)ab = 0. (C.26)

Por otro lado, la variación de (C.21) respecto a g̃ab involucra tres términos, a decir,

δ(L(2)
2 ) = δ(

√
−g̃)Pabcde f ∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc+
√
−g̃δ(Pabcde f )∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc+
√
−g̃Pabcde f δ(∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc).
(C.27)

Es fácil notar que el primero de ellos es

δ(
√
−g̃)Pabcde f ∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc = −
1
2
L

(2)
2 g̃abδg̃

ab, (C.28)
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donde se ha utilizado que δg̃ab = −g̃acg̃bdg̃cd, es decir, no se está utilizando a la métrica de
fondo para subir y bajar índices. Desarrollando el segundo se obtiene

√
−g̃δ(Pabcde f )∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc =
√
−g̃

[
−

1
4
∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd −
1
2
∇̃ch̄(1)d

a ∇̃ch̄(1)

bd +
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1)

+
1
4
∇̃ch̄(1)

ab∇̃ch̄(1) + ∇̃ch̄(1)d
b ∇̃(ah̄(1)

d)c + ∇̃ah̄(1)cd∇̃dh̄(1)

bc

]
δg̃ab. (C.29)

El último termino de (C.27) no es inmediato pues es necesario tomar en cuenta las contribu-
ciones que provienen de variar directamente a la conexión. La expresión general esta dada
por

δ(∇̃aT b1···bk
c1···bl

) = ∇̃a(δT b1···bk
c1···cl ) +

∑
i

δCbi
adT b1···d···bk

c1···cl −
∑

j

δCd
ac j

T b1···bk
c1···d···cl

(C.30)
donde se ha utilizado a (2.34) para obtener

δCc
ab = −

1
2

g̃cd
[
g̃beg̃d f ∇̃aδg̃

e f + g̃aeg̃d f ∇̃bδg̃
e f − g̃aeg̃b f ∇̃dδg̃

e f
]

(C.31)

= −
1
2

[
2g̃d(a∇̃b)δg̃

cd − g̃adg̃be∇̃
cδg̃de

]
(C.32)

De tal manera que la variación, omitiendo el factor
√
−g̃, se escribe como

Pabcde f δ(∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc) = −Pabcde f
(
∇̃ah̄(1)

bc[δCg
deh̄(1)

g f + δCg
d f h̄(1)

ge] + ∇̃dh̄(1)

e f [δC
g
abh̄(1)

mc + δCg
ach̄(1)

gb]
)

= −δCg
deh̄(1)

f g∇̃ah̄(1)

bc

(
Pabcde f + Pabcd f e + Pde f abc + Pd f eabc

)
=

[
2g̃m(d∇̃e)δg̃

gm − g̃dmg̃en∇̃
gδg̃mn

]
S de

g, (C.33)

donde en la última línea se han agrupado términos y, además, se ha definido el siguiente tensor
por conveniencia

S de
g ≡

1
2

h̄(1)

f g∇̃ah̄(1)

bc

(
Pabcde f + Pabcd f e + Pde f abc + Pd f eabc

)
(C.34)

Notése que en (C.30) es posible integrar por partes y despreciar el término de divergencia
total, con lo que

Pabcde f δ(∇̃dh̄(1)

e f ∇̃ah̄(1)

bc) = δg̃gm
(
−2g̃m(d∇̃e)S

de
g

)
+ δg̃mn

(
g̃dmg̃en∇̃

gS de
g

)
=

(
−2g̃b(d∇̃e)S

de
a + g̃dag̃eb∇̃

gS de
g

)
δg̃ab, (C.35)

donde en la última línea simplemente se han renombrado índices por consistencia. Con los
cálculos anteriores se ha completado la variación de (C.21) respecto a la métrica inversa.
Agrupando los resultados de las Ecs. (C.28), (C.29) y (C.35) en la Ec. (C.27) se escribe

1
√
−g̃

δL(2)
2

δg̃ab = −
1

2
√
−g̃
L

(2)
2 g̃ab −

1
4
∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd −
1
2
∇̃ch̄(1)d

a ∇̃ch̄(1)

bd −
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1) +

1
4
∇̃ch̄(1)

ab∇̃ch̄(1)

+ ∇̃ch̄(1)d
b ∇̃(ah̄(1)

d)c + ∇̃ah̄(1)cd∇̃dh̄(1)

bc − 2g̃b(d∇̃e)S
de

a + g̃dag̃eb∇̃
gS de

g. (C.36)

Si además se toma la acción construida con

S (eff)
RG = S (0)

RG + ε2S (2)
RG;2, (C.37)

y se pide que la acción sea estacionaria, entonces la variación del primer término deriva en
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las ecuaciones de Einstein para la métrica de fondo mientras que el segundo término se puede
interpretar como el PTEM OG

δS (0)
RG

δg̃ab = −
δS (2)

RG;2

δg̃ab , (C.38)

que resulta en
√
−g̃
κ

G̃ab = −
ε2

2κ
δL(2)

2

δg̃ab . (C.39)

De la anterior ecuación, el PTEM OG toma la forma

Θ(RG)

ab ≡ −
1
2κ

〈〈
1
√
−g̃

δL(2)
2

δg̃ab

〉〉
(C.40)

Más aún bajo los promedios, notése que los primeros dos términos de la segunda linea de la
Ec. (C.36) pueden ser integrados por partes bajo la operación 〈〈· · ·〉〉, y explotando la condición
de norma de Lorenz pueden ser anulados. Más aún los siguientes dos términos representan
divergencias totales por lo que tampoco contribuyen. Con lo que

Θab =

〈〈
−

1
2
√
−g̃
L

(2)
2 g̃ab −

1
4
∇̃ah̄(1)cd∇̃bh̄(1)

cd −
1
2
∇̃ch̄(1)d

a ∇̃ch̄(1)

bd −
1
8
∇̃ah̄(1)∇̃bh̄(1) +

1
4
∇̃ch̄(1)

ab∇̃ch̄(1)

〉〉
.

(C.41)
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