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«Solo México es el mundo radicalmente ajeno a Europa que debe aceptar la fatalidad de la
penetracion total de Europa y decir las palabras y las formas de la vida, de la fe, europeas,
aunque la sustancia de su vida y su fe sean de signo diverso [...] ; Por qué vives en México?
[...] ¢ Por qué vivimos, chérie? ;Por qué vivimos en una ciudad tan horrible, donde se siente
uno enfermo, donde falta el aire, donde solo debian habitar dguilas y serpientes? [...] porque
a lado de la cortesia repugnante y dominguera de la gente como ti hay la cortesia increible
de una criada o de un nifio que vende esos mismo diarios enmerdeurs, porque a lado de esta
costra de pus en la que vivimos hay unas gentes, ¢a va sans dire, increiblemente desorientadas
v dulces y llenas de amor y de verdadera ingenuidad que ni siquiera tienen la maldad para
pensar que son pisoteados; porque debajo de esta lepra americanizada y barata hay una
carne viva, la carne mds viva del mundo... y alld, en lo que dejamos, estd lo mejor de lo que
ustedes creen que es lo mejor, pero no lo mejor de lo que ustedes creen que es lo peor. Ca
va?»

Carlos Fuentes
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Resumen

La gravedad descrita por la teoria de la Relatividad General de Einstein ha sido probada exi-
tosamente por una variedad de experimentos que van desde la escala del Sistema Solar hasta
la escala cosmoldgica. Por ello, junto con el modelo estandar de la fisica de particulas, se
reivindica como uno de los dos pilares de la fisica moderna. Pese a su éxito observacional,
importantes problemas tedricos concernientes al llamado sector oscuro y a la imposibilidad
de construir una teoria de gravedad cudntica que pueda explicar, por ejemplo, la prediccién
de singularidades, sugieren posibles modificaciones a la teorfa. Mds atn, notables fendmenos
puramente gravitacionales como la existencia de agujeros negros y de radiacién gravitacional
son predicciones clave de la teoria de Einstein, ambas en el sector no-lineal de campo fuerte.
Con la reciente deteccién directa de ondas gravitacionales originadas en la coalescencia de
sistemas binarios de agujeros negros y estrellas de neutrones, informacién astrofisica sin pre-
cedentes de este sector se ha vuelto asequible. Por lo tanto, es de esperar que observaciones
de ondas gravitacionales puedan ser utilizadas para buscar o constreiiir posibles desviaciones
a la Relatividad General en este régimen.

En este trabajo se revisa la teoria linealizada de la Relatividad General, en donde surgen
de manera natural soluciones tipo onda, resultado de variaciones temporales del momento
cuadrupolar de una distribucién de materia. Es sabido que para establecer claramente una
nocién de energia y momento transportada por la radiacién gravitacional originada por fuen-
tes aisladas, las ecuaciones de campo deben de ser reescritas de tal manera que exhiban una
contribucidn efectiva al tensor total de energia-momento debida a las ondas gravitacionales
mismas, conocida como el pseudo-tensor de energia-momento de las ondas gravitacionales.
Se presentan los métodos mds utilizados en la literatura para construir tal objeto haciendo uso
de teoria de perturbaciones a una métrica de fondo a segundo orden, al nivel de la acciéon y de
las ecuaciones de campo, utilizando un enfoque distinto. A este respecto se realiza la expan-
sion usando la diferencia entre dos operadores diferenciales asociados a la métrica completa
y a la métrica de fondo respectivamente. También se hace uso de la conocida analogia con la
teoria de Maxwell para denotar claramente las diferencias ente los modos fisicos de propaga-
cién y los no fisicos al tener fuentes de materia presentes. Incluso, se justifica el uso comun de
la llamada norma sin traza-transversa en la teoria lineal con presencia de materia, un hecho
que se da por sentado y que recientemente ha causado cierta confusion. Finalmente, se extra-
pola el formalismo lineal a dos de las més estudiadas y conocidas teorias métrica alternativas
de la gravedad: la teorias las teorias escalares-tensoriales y, en menor medida, a las teorias
f(R), cuyas predicciones, tales como modos de propagacion extra esperan ser confirmados o
constrefiidos con la siguiente generacion de detectores de ondas gravitacionales.






Abstract

Gravity as described by Einstein’s theory of General Relativity has passed many experimental
tests, from the Solar System scale to the cosmological one, with flying colors. For that, it
stands together with the standard model of particle physics, among one of the two pillars of
modern physics. Despite its observational success major theoretical issues concerning the so
called dark sector and the inability to develop a theory of quantum gravity (that may alleviate
e.g. its predictions of singularities) suggests that modifications to the theory could be possible.
Moreover, outstanding pure gravitational phenomena such as the existence of black holes
and of gravitational radiation are key predictions of Einstein’s theory, both at the non-linear
strong-field regime. With the recent direct detection of gravitational waves originated in the
coalescence of binary black holes and neutron stars unprecedented astrophysical information
of this regime have become available. Thus, is expected that gravitational waves observations
could be used to search and constrain deviations from General Relativity in this regime.

In this work the linearized theory of General Relativity (where wave-like solutions arise
naturally as a result of a time-varying quadrupole moment of a distribution of matter) is re-
viewed. It is well known that to clearly establish a meaningful notion of the energy and
momentum carried away by gravitational radiation from isolated sources, the field equations
must be rewritten to exhibit and effective contribution to the total energy-momentum ten-
sor which comes from the gravitational waves themselves known as the gravitational wave
energy-momentum pseudotensor. We present here the most used methods in the literature to
construct such term requiring perturbation theory to a background metric up to second order
both at level of the action and the field equations using a different approach. In this regard we
fully develop the expansion using the difference between derivative operators, associated each
one with the complete metric and the background metric respectively, as suggested by some
authors. We also explode the well known analogy with Maxwell theory to denote clearly the
difference between the propagating physical modes and the non-physical ones when matter
sources are present. Moreover, we justify the widely use of the so called Transverse-Traceless
gauge in the linearized theory in the presence of matter, a fact that has remained largely unno-
ticed, which recently caused some confusion. Finally, we extrapolate the linearized formalism
to two of the most studied and well known alternative metric theories of gravity: the f(R) the-
ories and the scalar-tensor theories whose predictions such as extra propagating degrees of
freedom are expected to be confirmed or constrained with the next generation of gravitational
wave detectors.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta introduccion se discute el estado del arte de la teoria de la Relatividad General, los
problemas que enfrenta y el papel de los experimentos de deteccién de ondas gravitacionales
en teorias alternativas de la gravitacién, tema central de este trabajo.

1.1. La teoria de la Relatividad General

La Relatividad General (RG), una teoria sobre el espacio-tiempo, es la teorfa relativista
de la gravitacioén (aceptada) mas simple [40]. Bajo la perspectiva de dicha teoria, se asume al
espacio-tiempo como un ente geométrico cuya dindmica es compatible, por medio de las ecua-
ciones de campo de Einstein, con el contenido de materia descrito por el tensor de energia-
momento. La conexién entre la geometria del espacio-tiempo y la gravitacion se sintetiza en
el principio de equivalencia. A saber, las trayectorias de cuerpos en caida libre en presencia
de un campo gravitacional son independientes de su estructura y composicién interna. Dichas
trayectorias resultan ser las curvas naturales que seguiria un cuerpo en una geometria curva
(geodésicas). En el plano experimental, el principio de equivalencia destaca como uno de los
principios de la naturaleza probados con mayor precision [168], de ahi su lugar como sustento
conceptual, no sélo para la gravitacion newtoniana o la RG, sino para la nocién, mds amplia,
de que el espacio-tiempo es curvo.' Por lo anterior, la gravitacién se entiende univocamente
como un fenémeno de curvatura o, en otras palabras, los efectos de la gravedad deben de ser
equivalentes a los efectos producidos por la geometria de un espacio-tiempo curvo.

La afirmacién de que la RG es la teoria «aceptada» actualmente se sustenta en su notable
consistencia con la naturaleza. De hecho, se reivindica como una de la teorias fisicas mas
exitosas en el sentido de que a partir de ésta se derivan numerosas predicciones tanto a nivel
del sistema solar como a escala cosmoldgica, las cuales han sido comprobadas una a una con
notable precision tras la fundacién de la teoria. En efecto, desde la expedicién por el eclipse
solar de 1919 hasta las modernas observaciones de sistemas binarios, la RG ha prevalecido
como la teoria de la gravedad frente a un variado influjo de experimentos (para un reciente
repaso, ver [33, 129, 166, 168, 170]).

'En especifico es el Principio de Equivalencia de Einstein (PEE) al que se estd haciendo referencia. Debido a
que no existe consenso en la comunidad, existen diversas formulaciones [69]. En particular Will [168] establece
al PEE como la sujecion de tres enunciados: (i) el principio de equivalencia débil se cumple (igualdad entre masas
inerciales y gravitacionales), (ii) el resultado de cualquier experimento local y no gravitacional es independiente
de la velocidad propia del marco de referencia en caida libre en el que es realizado y (iii) el resultado de cualquier
experimento no gravitacional es independiente de donde y cuando se realice. Como tal, el PEE no sélo proporciona
una base fundacional para la teorfas métricas de la gravedad [156], la clase de teorias de la gravitacién de la cual la
RG forma parte, sino que su comprobacion experimental, en razén de que predicciones propias de distintas teorias
reflejan discrepancias en sus estructuras, permite delinear un enfoque eficiente para determinar los limites fisicos
de posibles teorfas de la gravedad (violaciones al PEE en el régimen de campo débil no han sido encontradas,
las cotas experimentales m4s recientes apuntan a su validez en al menos una parte en 10" [168]). Desde esta
perspectiva el PEE es la base fundacional de cualquier teoria de gravedad [92].
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Por otra parte, si bien la RG concierne solamente a fenOmenos gravitacionales, la notable
implicacion sobre la relacién de estos con la materia prescribe una inconsistencia. Por un lado,
la RG es una teoria puramente clasica y, por otro, la materia a nivel fundamental es cudntica.
Explicitamente, mientras el «lado izquierdo» de las ecuaciones de Einstein contiene la in-
formacién de la interaccién gravitacional, es decir, la geometria del espacio-tiempo, el «lado
derecho» circunscribe, en el tensor de energia-momento, todo el contenido material corres-
pondiente a las interacciones no-gravitacionales (electromagnética, débil y fuerte), las cuales
son, en conjunto, descritas coherentemente por el formalismo de teoria cudntica de campos,
enmarcado bajo el modelo estdndar de la fisica de particulas (ME). Asi, las ecuaciones de
Einstein predisponen una inherente conjuncioén fundamental de ambas teorias; teorias que en
principio son fundamentalmente distintas. Al igual que la RG, el caricter experimental de la
fisica de altas energias sitia al ME como la teoria estdndar en relacién a las interacciones
no-gravitacionales, pues sus predicciones han sido, hasta el momento, comprobadas también
con notable precision [124]. Dicha circunstancia pareciera indicar, de manera prematura, a
la comprensién fundamental de la naturaleza como completa, pues ambas teorias, la RG y
el ME, sustentan una descripcion acorde con la naturaleza. Dicha conclusién es sin embargo
incorrecta. A pesar de los éxitos de ambas teorfas existen argumentos tedricos y fenomenold-
gicos para considerar ambas teorias como «incompletas».’

1.2. (Por qué teorias alternativas?

El argumento mds ambicioso, en la direccion tedrica, se asocia con la promesa de una
teoria fundamental para todas las interacciones, esto es, una descripcién unificada para todas.
Por consistencia con el ME, una formulacién «cudntica» de la gravedad se torna razonable
(para algunos incluso, necesaria). Dentro de este esquema, ademas de incorporar una reinter-
pretacioén al espacio-tiempo en si, se espera que se resuelve el problema de las singularidades
encontradas en multiples soluciones a las ecuaciones de la RG [160]. Se cree ampliamente
que una teoria de gravedad cudntica prohibe tales situaciones no-fisicas ocurridas en el limite
de campos gravitacionales infinitamente grandes (o bien donde la curvatura es también infini-
ta) [41]. Entre otras cosas, las motivaciones para un esquema cudntico de la gravedad suponen
a la RG como una teoria no fundamental limitada genéricamente a la escala de Planck, o bien,
a altas energias. Dada la incompatibilidad de conceptos entre la RG y el ME (o de manera
mds fundamental, la mecdnica cudntica), los esfuerzos por concebir una teoria de gravedad
cuantica totalmente consistente han resultado, hasta el momento, infructuosos [106].

En la direccién fenomenoldgica u observacional, la contundente evidencia sobre la expan-
sién acelerada del universo (notablemente las supernova la tipo [14]), la medicién del fondo
c6smico de microondas [110] y estudios detallados de estructura de larga escala apuntan a
una constante cosmolégica con valor no nulo (A # 0) [125]. Si bien, la inclusién de dicho
término no representa una desviacion a la RG, pues puede ser incorporado facilmente como
una constante en la accién de Einstein-Hilbert, si significa, desde una perspectiva fisica, acep-
tar el problema del llamado «sector oscuro». El consenso general de la cosmologia estdndar
(ACDM) sostiene que el universo deberia estar aproximadamente conformado en un 95 % por
material «oscuro» para ser compatible con las observaciones [11]. Los mejores modelos afir-
man que aproximadamente el 25 % de este material oscuro esta representado por una forma de
materia no-relativista y no-interactuante llamada materia oscura, mientras que el porcentaje
restante corresponde a una forma de densidad de energia asociada con una ecuacién de estado

2No se repasaran aqui los problemas teéricos, conceptuales y fenomenolégicos que enfrenta el ME (e.g. el
problema de la jerarquia débil), pues no es el propésito de esta tesis. El lector puede referir a cualquier seminal
trabajo en la fisica de particulas para ello [124]. No obstante, es indispensable identificar su relacién con el sector
gravitacional y sus consecuencias observacionales.
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negativa de nombre energia oscura. Nétese que el nombre asociado a este sector indica la
incapacidad de entender, en términos descriptivos y de origen, a la materia y energia oscura.
Intentos por detectarla directamente han resultado infructuosos (ver e.g. [140]).> Del mismo
modo se han propuesto candidatos para ocupar el lugar de la materia oscura como neutrinos
estériles, entre otros, no obstante, dichos modelos no han encontrados pruebas experimen-
tales para ser sustentados. En esta misma linea, es en el modelo estdndar de la cosmologia
donde subyacen serios problemas conceptuales, entre los cuales estd el problema de la cons-
tante cosmologica («;Por qué el valor observado de la constante cosmoldgica es tan pequefio
en unidades de Planck?») y el llamado problema de la coincidencia («;Por qué la densidad
de energia asociada a la constante cosmoldgica tiene un valor tan cercano a la densidad de
materia en el presente?»). Desde luego, dentro del marco de ACDM se ha explorado la po-
sibilidad de resolver estos problemas; por ejemplo, por medio de mecanismos de seleccidn
a partir de una distribucién de valores para A. Sin embargo, Weinberg mostré que, dentro
del marco de la RG, no es posible obtener una solucién dindmica para la constante cosmo-
16gica [163]. M4s aln, es muy probable que correcciones ultravioleta a la RG se «filtren»
como correcciones infrarrojas a escalas cosmoldgicas (para un repaso de las dificultades en
el régimen cosmoldgico que enfrenta la RG ver e.g. [59, 101]). De esta manera, la inclusion
del término cosmoldgico es, esencialmente, una prescripcion ad hoc. Aunque esta hipotesis
resulte congruente con las observaciones, no posee sustento alguno para considerarla como
una «constante» fundamental de la naturaleza.*

Como queda expuesto en las consideraciones anteriores, éstas sugieren la necesidad de
modificaciones a bajas y altas energias, a una o ambas teorfas (la RG y el ME) y, por extension,
a ambas como teorfas incompletas genéricamente. Dicha circunstancia implica dos enfoques
posibles: las bisqueda de extensiones al ME, o bien, extensiones a la misma RG. En esta tesis
se opta por éste dltimo.

Modificar a la RG es un proyecto ambicioso, tanto mds cuando ésta es acorde con una
gran cantidad de experimentos y observaciones, la ventana a una teoria alternativa resulta
angosta.” De ese modo, cualquier modificacién deberfa, en principio, ser consistente con las
predicciones de la RG ya probadas y, al mismo tiempo, ser capaz de explicar las inconsis-
tencias expuestas anteriormente. Este planteamiento concibe la bisqueda de posibles desvia-
ciones a la RG no como una mera exploracién, sino como una base argumentativa (teérica y
observacional) en torno a teorias alternativas de la gravedad. Dicho de otro modo, modificar
a la RG en regimenes donde en principio podria no ser consistente, o bien, no vdlida, abre
la posibilidad de justificar una teoria mds completa que la RG y, en cierto grado, permite
una reinterpretacion a las posibles desviaciones de la RG (fuertemente constrefidas por los
experimentos y observaciones actuales [168]).

Ahora bien, en un sentido historico la incursion en teorias modificadas no estuvo motivada
en ningun sentido por alguna consideracién experimental o fenomenoldgica. Tan pronto como
apareci6 la teorfa de Einstein, Weyl (1919) y Eddington (1923) comenzaron a considerar mo-
dificaciones a la misma, sujetas en lo general a una curiosidad, o bien, para cuestionar a la RG

3Una de las motivaciones principales que sustentan a la materia oscura son las anomalias en las curvas de
rotacion de galaxias. Si no se asume un componente de materia oscura no es posible explicarlas. Cabe sefialar
sin embargo la reciente deteccién de dos galaxias que no poseen materia oscura [70], el descubrimiento propone
serias dificultades a MOND [29], una teoria alternativa que modifica la teoria de Newton a escalas galdcticas con
el propésito de evitar introducir a la materia oscura; de ser ciertas las conclusiones, esta teorfa quedaria totalmente
descartada y, paraddjicamente, se tendria una prueba de la existencia de dicho componente oscuro.

4A esta cuestion se agrega la notable discrepancia en los valores de A. El valor observado de A discrepa en al
menos 120 ordenes de magnitud de su contra-parte tedrica proveniente del ME [163].

3 Aunado a esto, la RG es considerada la «tnica» teorfa interactuante de una particula sin masa de helicidad-
2 [161]. Asimismo, es—hasta donde las observaciones lo confirman—la tnica teoria que satisface el principio de
equivalencia fuerte (PEF; la distincién entre el PEE y el PEF es la inclusion de cuerpos con auto-interaccion gravi-
tacional). En razon de lo anterior, cualquier teorfa métrica que no sea la RG, implica forzosamente la introduccién
de grados de libertad auxiliares [168].
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recién establecida. No fue hasta la segunda mitad del siglo XX cuando, con el propédsito de
cuantizar a la RG por métodos genéricos, se considero la inclusiéon de términos de curvatura
de mayor orden en la accién de Einstein-Hilbert. En este punto, con el propdsito de incorporar
el principio de Mach en la RG, C. Brans y R. H. Dicke formulaban la primera teorfa escalar-
tensorial [43]. A la par de las antes mencionadas, varios candidatos para teorias de gravedad
fueron propuestos.® La proliferacién de dichas formulaciones, articuladas esencialmente por
argumentos tedricos, produjo la necesidad de un marco tedrico tras el «renacimiento de la
RG»,’ el formalismo Paramétrico Post-Newtoniano (PPN) [167, 168], cuyo aparato tedrico
abri6 nuevas vias de comparacion y andlisis al confrontar a teorias modificadas con observa-
ciones astrofisicas de vanguardia como el l4ser de alcance lunar, ondas de radio y, en 1974,
el pulsar binario de Hulse y Taylor [94, 95, 151, 152]. Tal formalismo ha sido el punto de re-
ferencia de cémo las teorias alternativas deben de ser evaluadas. Como consecuencia de este
enfoque, se constatan dos posibles escenarios. Por un lado, se asume a la RG como una hi-
poétesis nula y se opta por buscar desviaciones genéricas; anticipando a que la sensibilidad de
los experimentos sea suficiente para restringir el tamafio de las desviaciones, o bien, apuntar
a posibles inconsistencias. Por otro lado, es posible partir de un modelo de gravedad modifi-
cada en particular, desarrollar sus ecuaciones y soluciones con el propdsito de postular ciertas
observables que entonces podrian o no estar de acuerdo con el experimento. En ambos, es la
jerarquia del experimento la que domina.

Teniendo en cuenta lo anterior, si algin esquema de gravedad modificada se encuentra
mejor situado respecto a la RG, en el sentido de que es capaz de explicar con mayor naturali-
dad algin fenémeno gravitacional (e.g. el sector oscuro), o bien, alguno que no sea predicho
por la RG, éste se contextualiza como plausible. Esta es, precisamente, la primera motivacion
de esta tesis. Reconocer que no existe razén a priori para escoger a la RG por encima de otras
teorias, alberga la notable posibilidad de evitar un sesgo teérico en el andlisis de nuevas ob-
servaciones y con ello, potenciales descubrimientos y, al mismo tiempo, enriquecer el corpus
que representa el sector gravitacional en la fisica moderna.

1.3. Radiacion gravitacional en contraste con otros experimentos
de la RG

En el segundo parrafo de esta introduccién se mencionaba la notable consistencia de la
RG con los experimentos. Este planteamiento prescribe ciertos matices que hay que tener
en cuenta. En primer lugar, la correspondencia entre prediccién tedrica y comprobacién ex-
perimental, a la que es sujeta la RG, se ve limitada al régimen gravitacional en el cual las
observaciones y experimentos son realizados. En especifico, el paradigma experimental de
la fisica gravitacional (hasta antes de la primera década del siglo XXI) concierne al régimen
cuasi-estacionario cuasi-lineal de campo débil de la RG. Esto es, regiones donde la magnitud
del campo gravitacional es débil en relacion a la masa-energia del sistema, las velocidades
caracterfsticas son pequefas relativas a la velocidad de la luz y el campo gravitacional es esta-
cionario o cuasi-estacionario relativo al tamafio caracteristico del sistema [173]. En contraste,
en el sector gravitacional de campo fuerte, vital para el entendimiento de objetos compactos,
como estrellas de neutrones y agujeros negros, asi como del universo temprano, el progreso
en términos observacionales ha sido insuficiente [33, 129, 166].

Las dificultades encontradas en este sector, se pueden dilucidar en dos argumentos. El pri-
mero de ellos, concierne a la naturaleza propia de los fenémenos que ocurren en este régimen,

SPara un revisién histérica ver e.g. [139]. Breves discusiones también se encuentran en [59, 128, 143].

7Emblemitico periodo sucedido en los sesenta, en el que las predicciones tedricas, anteriores a la década, y
notables descubrimientos astrofisicos (cudsares, pilsares, radiacion césmica de fondo) delinearon un lugar comtin
[169].
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pues son en lo general complejos e intempestivos, lo cual hace la deteccion limpia y adecuada
de observables sumamente dificil. El segundo argumento es reflejo de la no existencia de un
marco tedrico para cuantificar desviaciones en las predicciones de la RG en este sector. Este
dltimo planteamiento se desprende de la confusién en la comunidad respecto a cémo vincu-
lar experimentos y observaciones que tienen lugar en distintos regimenes gravitacionales. Por
ejemplo, los experimentos de laboratorio, del sistema solar asi como las observaciones de pul-
sares binarios,® pese a ser «pruebas de precisién», éstas son asociadas a constrefiir pardmetros
del formalismo PPN, pues dan acceso a las primeras correcciones de la dindmica newtoniana.
Sin embargo, no es obvio cémo estas constricciones se adscriben en el régimen cosmoldgico
o en el sector de campo fuerte. Recientemente se ha propuesto un marco tedrico para tratar de
responder a esta cuestion [24]. La conclusién es que en efecto, las pruebas cosmoldgicas, de
PPN vy del sector de campo fuerte distan en varios ordenes de magnitud.’ Lo anterior resulta
de cardcter importantisimo para teorias modificadas, pues no es claro para una teoria alter-
nativa que es bien comportada en el sector cosmolégico el tener soluciones viables a escalas
estelares y viceversa [59, 143]. Mds atn, este y otros anteriores intentos por cuantificar distin-
tas pruebas a la RG adjudican como nucleo central para cuantificar sus desviaciones al sector
gravitacional de campo fuerte [26, 35, 129].

En este sentido, los experimentos de deteccion de ondas gravitacionales (OG), una de
las més notables consecuencias tedricas de la RG,'" se revelan como cruciales para la fisica
gravitacional. Las recientes detecciones [2—7, 9] por las colaboraciones LIGO [1] y VIRGO
[10], ademds de confirmar de manera directa la existencia de OG,' representan un hito de
la astronomia observacional, en el sentido de que éstas distan, en multiples maneras, de las
observaciones «convencionales».

Es sabido que la deteccion directa de OG se distingue de otros experimentos gravitacio-
nales al confrontar directamente el sector «completo» de campo fuerte,'’donde la gravedad
es altamente no-lineal e inherentemente dindmica [137, 168, 173]. Entre otros aspectos, de-
bido a su naturaleza, las OG se «propagan», esencialmente, sin «impedimento» alguno desde
su fuente, lo que implica que en la misma onda se codifica la naturaleza de la fuente. Mds
aun, las OG existen en ausencia de radiacion electromagnética, lo cual permite la observacién
de fenémenos sin contra-parte electromagnética (e.g. la coalescencia de agujeros negros [2,
61]). De esta manera, las recientes detecciones de OG, originadas por coalescencias de obje-
tos compactos, se perfilan como la antesala a una nueva era en la astrofisica observacional y,
por extension, en la fisica gravitacional.

8 Aunque las observaciones de pilsares binarios son reconocidas como pruebas en el régimen de campo fuerte,
lo son en el sentido de que confirman la correcta descripcion del movimiento de objetos compactos por un régimen
perturbativo post-newtoniano, en particular cuantifican desviaciones de la RG en el sector cuasi-estacionario de
campo fuerte [127, 144]. Los experimentos con puilsares se utilizan comtinmente para colocar cotas a violaciones
del PEE en objetos con auto-interaccién gravitacional, cotas a violaciones en la invarianza local de Lorentz y, por
supuesto, cotas a la emision de radiacién cuadrupolar [166].

Baker et al [24], propusieron una representacién bidimensional de un «espacio de pardmetros de gravedad»,
en el cual se correlacionan una amplia gama de experimentos gravitacionales (presentes y futuros) por medio del
potencial gravitacional al cual son sujetos y su «curvatura» asociada (por medio del escalar Kretschmann).

'9En el intersticio de las soluciones generales a las ecuaciones de campo, Einstein derivé en 1916 soluciones
aproximadas, esto es, soluciones a la teoria linealizada en vacio, que se propagan a la velocidad de la luz y satis-
facen una ecuacién tipo onda [79]. Dichas soluciones son las llamadas OG y se interpretan como perturbaciones
al espacio-tiempo de Minkowski.

""Durante el periodo que separa a la teorizacién de las OG y a su deteccién directa, numerosas controversias
tuvieron lugar. Las mds notables son la famosa controversia del cuadrupolo y las supuestas detecciones tempranas
de J. Weber. Sobre estas controversia referimos a [54, 60, 102, 103, 167], brevisimos ensayos se encuentran
también en [128, 154, 168]. Es importante tener en cuenta el papel de estos acontecimientos en el desarrollo
tedrico y experimental de la radiacién gravitacional. Ir6nicamente, fueron estos los que dieron pie al notable
desarrollo del 4rea y, por consiguiente, a la «culminacién» con la deteccidn directa en 2015 [155].

12En este sector las masas adquieren velocidades cercanas a la de 1a luz (v ~ c), el espacio-tiempo circundante
es altamente dindmico y curvado. Ejemplos de este sector son la coalescencia de objetos compactos [38, 61]
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A este respecto, es sabido que en teorias alternativas de la gravitacién, las OG se propagan
con polarizaciones adicionales, cada una con velocidades, atenuaciones y masas efectivas
potencialmente distintas a las predichas por la RG [59, 168, 173]. Las consecuencias de estas
implicaciones han sido confrontadas con las recientes detecciones en el sector cosmoldgico
(ver e.g. [15, 28]). Mas atin, dichos resultados experimentales son consistentes con el hecho
de que, en efecto, las OG se propagan a la velocidad de la luz; dicho resultado limita en gran
medida el abanico de posibles teorias alternativas [36]. A pesar de estos resultados, debido a
la prematura etapa en el &mbito de la deteccién de OG, mucho trabajo queda por hacer. En las
subsecuentes décadas, los experimentos de OG aparecen como tdpico central para confrontar
ala RG, en el antes discutido sector de campo fuerte, con teorias modificadas.

Lo anterior constituye la segunda motivacion de este trabajo. La exploracién tedrica y, por
consiguiente, las implicaciones inmediatas propias del sector de OG en teorias alternativas, se
advierten indispensables conforme cuantiosos y mds precisos experimentos sean realizados.
En especifico se vuelve ain més relevante el entender claramente las posibles modificaciones
inducidas por una teorfa extendida en la morfologia de las propias OG.

1.4. Estructura de la tesis

La literatura en el tépico de radiacion gravitacional es vasta [38, 46, 58, 83, 107, 112, 128,
154]. Lo es también la referida a teorias alternativas [51, 59, 143]. Més que exponer de manera
canonica el tema, el enfoque de este trabajo propone, en primer lugar, partir de (a) una revision
del formalismo matemadtico que deriva en la famosa férmula cuadrupolar de las OG, dando
considerable atencién a tépicos que, por lo general, se toman como «totalmente» entendidos
(e.g. la relacién de los modos TT con la fuente). La importancia del formalismo cuadrupolar
se sustenta en su uso al analizar periodos orbitales de ptlsares binarios [127, 141, 144, 151,
166] al estar relacionada con la energia radiada por la emisién de OG. En segundo lugar, (b)
extender dicho formalismo a las teorias escalares-tensoriales [63] y las teorias f(R) [143].
Esta eleccion radica en que ambas son las teorias métricas mds simples y mds estudiadas y,
en consecuencia, se presentan como serias candidatas a una teoria de gravedad modificada.

Como se puede colegir de lo anterior, la tesis estd divida en dos partes. En la primera
se aborda exclusivamente a las OG en la RG, mientras que la segunda confiere a las teorias
alternativas. En el Capitulo 2 se expone el formalismo de perturbaciones a la métrica alrededor
de un fondo genérico, con el propdsito de explorar las diversas derivaciones del pseudo-tensor
de energia momento de las OG. En el Capitulo 3 se explora la relacion entre los grados
radiativos de la teoria lineal y la libertad de norma, partiendo de un andlisis de la teoria EM.
En la segunda parte de esta tesis se abordan a la teorias altenativas de la gravitacién, en
particular se extiende el formalismo de los capitulos anteriores a teorias escalares-tensoriales
y, en menor medida, a teorias f(R).

En términos generales, este estudio pretende subrayar puntualmente las distinciones en-
tre las predicciones de la RG y de las teorias alternativas en lo que a radiacién gravitacional
concierne. Desarrollos en curso de la tercera generacidn de detectores (espaciales y terres-
tres, ver e.g. [8, 19, 86]) anticipan, en un futuro cercano, la era de observaciéon multibandas
de OG (i.e. un rango de frecuencias de deteccion mds amplio). Derivado de ésta, se espera
una disminucidn de errores estadisticos en las futuras detecciones, mientras que los estudios
numéricos y semi-analiticos prometen reducir sistemdticamente el modelado en la forma de
onda [34, 90]. En consecuencia, conforme la cantidad y precision de las observaciones crezca,
serd posible colocar cotas mas robustas a teorias modificadas, o bien, considerar a la RG como
una aproximacion a una teoria de la gravitacién mds general, en el posible caso en donde las
predicciones de ésta dltima difieran de la primera [55].
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1.5. Notacion y convenciones

Se sigue en lo que resta del trabajo la notacién adoptada por Wald [160]. El espacio-
tiempo estd representado por una variedad M 4-dimensional con una métrica lorentziana g,
de signatura (— + ++). El tensor de Riemann se toma como

R, wi= YV, -V, V), (1.1)

donde V, es la derivada covariante sin torsion asociada a la métrica g,. El determinante de
la métrica es g. Se usa las unidades geométricas (G = ¢ = 1), a menos que se indique lo
contrario. El tensor de Einstein se define como

1
Gy = Ry = 58aR. (1.2)

Se adopta la notacién compacta de indices simétricos y anti-simétricos, es decir,

1
A(ab) = E(Aab + Aba)’ (1.3a)

1
Ay = 5@y = Ay). (1.3b)

De acuerdo a Wald [160], dados cualesquiera dos operadores derivada ﬁa y V, existe un
campo tensorial C¢ ; llamado conexion tal que

(Vo= Vw, = -C°, w,. (1.4)

Para un campo tensorial arbitrario se tiene la siguiente identidad

k l
(V¥ = VYT == D R T 4 Y Ry T g (19)
i=1 j=1






Capitulo 2

La Relatividad General y el
formalismo perturbativo

La RG es una teoria no lineal; lo son también las teorias métricas de la gravedad. La
complejidad que resulta en integrar cantidades relacionadas con la curvatura es bien cono-
cida, sin embargo, ello no ha sido impedimento alguno para poder conocer soluciones que
se acoplen a la realidad fisica. Tal como se verd mds adelante, la construccién del Pseudo-
Tensor de Energia-Momento de las Ondas Gravitacionales (PTEM OG) en RG requiere ya de
por si perturbaciones a una métrica de fondo hasta segundo orden. El extraer los frentes de
onda también implica poner en practica métodos de aproximacién que mejoren de a poco la
precision de los modelos tedricos. En este capitulo se repasa de manera breve estos métodos
de aproximacion enfocados sélo a la fisica de OG. Por lo demds, se introduce un formalis-
mo totalmente general para obtener las cantidades de curvatura perturbadas relevantes a lo
subsecuente de este trabajo.

2.1. Axiomas de la Relatividad General

Como quedé acordado en la introduccién precedente, no se repasardn los conceptos ba-
sicos de topologia y geometria diferencial que se adscriben a la RG.'® No obstante, con el
objeto de introducir formalmente a la RG, a fin de mds tarde sefialar con mayor claridad
las distinciones entre esta tltima y la teorias alternativas consideradas, conviene recordar (en
forma axiomética) sus principios fundamentales [160].

I. El espacio-tiempo estd representado por una variedad suave M 4-dimensional dota-
da con una métrica lorentziana g ,. Es comtn referir al espacio-tiempo como el par

(M, g,,)-

II. El espacio-tiempo estd dotado con un operador derivada V compatible con g , (Vg , =
0) y sin torsién (i.e. V[qu]f =0Vf: M —>R)

III. Se satisface el PEE. En consecuencia, todas las particulas de prueba libres (puntual, sin
espin y sin auto-interaccion gravitacional) siguen las geodésicas asociadas a g .

IV. Se satisface el Principio de Covarianza General. Es decir, la métrica g, es la dnica
cantidad asociada al espacio-tiempo presente en las leyes de la fisica. En consecuencia
las ecuaciones de la fisica deben de estar expresadas en términos de tensores asociados
a M, o mas precisamente, a su correspondiente espacio tangente.

V. Las ecuaciones de campo deben de ser lineales en las segundas derivadas de g, b.”

13El lector puede consultar e.g. [53, 115, 160].
4Formalmente conocidas en la literatura matematica como ecuaciones parciales cuasilineales, es decir, lineales
en las segundas derivadas de la métrica pero no lineales en las derivadas del mismo orden.
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VI. La materia estd asociada con el tensor de energia-momento T, el cual, debe conser-
varse y, ademds, ser fuente de curvatura.

De este modo, la interaccidn gravitacional sujeta a estos axiomas debe de satisfacer las ecua-
ciones de campo de Einstein [77],"°

Rab - %gabR = SﬂTab’ 2.1)
donde R , es el tensor de Ricci y R es la contraccion de este dltimo con g, conocido como
el escalar de Ricci. Cabe mencionar que algunos de estos axiomas pueden ser relajados para
dar pie a teorfas alternativas como se verd en el Capitulo 4. Las ecuaciones (2.1)'° expresan
la relacién entre la curvatura del espacio-tiempo (lado izquierdo) y la materia (lado derecho).
La una es fuente de la otra y viceversa. Por otro lado, las identidades de Bianchi (ver e.g. [53,
160]), en consonancia con las ecuaciones de campo (2.1), implican

VT, =0; 2.2)

la nula divergencia del tensor de energia-momento. Este resultado se reivindica como una ley
de conservacion para T,,. Las ecuaciones (2.2) confieren suma importancia a la RG, pues
determinan la ecuaciones de movimiento de los campos de materia contenidos en 7. Bajo
esta propiedad se recupera el PEE. En ese sentido, en la RG la dindmica de los campos de
materia no puede ser arbritaria, sino que, necesariamente es gobernada por las ecuaciones de
conservacion (2.2).

Como sucede con la mayoria de teorias de campo invariantes ante difeomorfismos, las
ecuaciones (2.1) aceptan una formulacién lagrangiana, es decir, pueden ser derivadas de la
variacién de una accién. En el caso de la RG la accién es la de Einstein-Hilbert:'’

167
Ve
donde L, es la densidad lagrangiana asociada a los campos de materia representados esque-
madticamente y colectivamente por i (e.g. los campo del ME de la fisica de particulas y/o

materia oscura). La variacién de (2.3) respecto al tensor métrico resulta en las ecuaciones de
campo (2.1), donde

Src =Sclgyl +Smlg, ¥l = f[R(gab) + Lu(gy )| V-gd*x, (2.3)

7= 2 Llu (2.4)

” TV o
bajo la condicion de que la accidn sea estacionaria (i.e. 5(Sgrg + S;») = 0). El axioma IV,
en particular, al exigir la invariancia de la accién S ; bajo difeomorfismos, implica la ley de
conservacion (2.2). Asimismo, el axioma II asegura a la métrica como la tnica estructura
independiente del espacio-tiempo. Ahora bien, al considerar teorfas métricas alternativas a la
RG lo que se busca es modificar a las ecuaciones de campo manteniendo y relajando ciertos

SEn general para problemas a escalas cosmoldgicas es necesario tener en cuenta a la constante cosmolégica
A en las Ecs. (2.1), sin embargo, para efectos de la presente tesis no se tendrd en cuenta. A este respecto, cabe
sefialar que no ha sido sino hasta los recientes trabajos de Ashtekar, Bonga, and Kesavan [22, 23] donde se ha
extendido el formalismo de radiacién gravitacional con la inclusién de A.

16E] plural en «ecuaciones» se justifica al notar que es un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales, no
lineales, acopladas para las diez componentes independientes de g, [160].

TEg importante traer a cuenta el Teorema de Lovelock (TL) (ver e.g., [59]), el cual establece que «las tnicas
ecuaciones de campo E [ L] = 0 de segundo orden en g, posibles obtenidas en cuatro dimensiones a partir de un
lagrangiano de la forma £ = £(g ) correspondena E,, = o v/—g[R , — %gubR] +A+/—gg,, con a'y A constantes».
El TL implica que para construir teorias métricas de la gravedad cuyas ecuaciones de campo difieran de las de la
RG es necesario considerar por lo menos: (i) otros campos aparte del tensor métrico, (ii) derivadas de de mayor
orden en la métrica, (iii) aumentar la dimension del espacio-tiempo o (iv) no localidad. Es decir, la esencia de las
teorfas alternativas.
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axiomas (ver Capitulo 3). Dichos cambios se traducen, por lo general, en cambios a la accion
(2.3).

2.2. Enfoques de aproximacion en la Relatividad General

Las ecuaciones de campo de la RG son genuinamente complicadas. Dada su naturaleza
matematica (ver nota 16) no existen métodos generales para obtener soluciones y, aunque
soluciones exactas han sido encontradas, no todas gozan de inmediata interpretacién fisica
[147]. Pese a esto, es posible, como en todas las dreas de la fisica, partir de una solucién bien
conocida y considerar pequefias desviaciones a ésta como soluciones aproximadas.

Este enfoque es precisamente el que adopté Einstein [80] al considerar la aproximacién
de campo débil de la RG

8ap = Nap T+ /lhab’ (25)

donde A, representa una desviacion «pequefia» (4 < 1) a la métrica del espacio plano 7 ,. La
introduccidén de esta suposicion en la ecuaciones de campo (2.1) resulta en la teoria linealizada
de la RG, también conocida como la aproximaciéon de campo débil, la cual serd presentada
m4s adelante para construir el formalismo cuadrupolar (ver Seccién 3.2). Linealizar la teoria
implica, por un lado, recuperar el limite newtoniano y, por otro, la existencia de OG. Por
compatibilidad con los principios de la relatividad especial, cualquier cambio a una fuente de
campo gravitacional debe ser comunicado a observadores distantes teniendo como limite la
velocidad de la luz. En la RG estos «cambios» que se propagan son precisamente las OG.

Sin embargo, dada la no linealidad no es posible, en lo general, establecer una distincién
clara entre la parte de la métrica que representa a la onda y el resto de la métrica. Dicho de
otro modo, en situaciones realistas la métrica perturbada no es la de Minkowski, como sugiere
(2.5), sino que puede ser un «fondo» arbitrario. Como consecuencia de esta restriccién sélo
en ciertas aproximaciones se puede definir claramente a la radiacién gravitacional:'®

= Teoria linealizada.
» Perturbaciones a una métrica de fondo.

= Aproximaciones analiticas: aproximaciones post-newtonianas, post-minkowskianas,
expansion en términos de la razén de masas (small mass-ratio expansion), teoria de
campo efectivo (EFT por sus siglas en ingles) [38, 47, 52]

El esquema mads simple es el de la teoria linealizada y es al que est4 enfocado este trabajo.
Sin embargo, bajo este esquema, la condicién referente al transporte de energia y momento
por las OG [42, 154] es ambigua (ver Seccién 2.4). El argumento es el siguiente:

En la teorfa lineal las OG se entienden como perturbaciones a una métrica plana,
con lo que queda implicita la suposiciéon de campo débil. Asi, queda manifiesta
de antemano su no aplicabilidad al verdadero sector de OG, el de campo fuer-
te. Aunado a esto, al linealizar a la RG, quedan excluidas inherentemente las no
linealidades. Consecuentemente, se pierde la posibilidad de describir a la inter-
accién del campo gravitacional consigo mismo.

Al retomar este dltimo punto, queda claro que en cualquier aproximacion lineal se tie-
ne la incapacidad de describir los subsecuentes cambios en la geometria del espacio-tiempo

18Cabe sefialar que existe una clase de espacios-tiempo axialmente simétricos conocidos como Ondas de Brill
(ver e.g. Alcubierre [12, p.395]). Son soluciones fuertemente no lineales a las ecuaciones completas de campo,
en el sentido de que no aparecen en ningtin contexto de perturbaciones como la clase de OG estudiadas en este
trabajo.
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conforme la energia de las OG es transportada desde la fuente hasta regiones asintéticas (i.e.
detectores). Lo anterior, en razén de que en la RG, cualquier forma de energia, incluida la aso-
ciada a las OG, contribuye a la curvatura del espacio-tiempo. Por lo tanto, parece razonable,
si no esencial, permitir que el espacio-tiempo de fondo sea dindmico y, ademads posibilitar, de
manera efectiva, la inclusion de las no-linealidades de la teoria, para poder definir de manera
clara la energfa asociada a las OG, lo que en el lenguaje de la RG se traduce en definir un
tensor de energia-momento asociado a estas. En particular, son los métodos pertubativos los
que permiten la construccidn de dicho objeto.

El sustento de una teoria de perturbaciones en la RG se puede justificar bajo dos premisas
[148]. En primer lugar, muchos fenémenos relativistas son en efecto, caracteristicos de una
magnitud pequefia, razén por la cual pueden ser modelados con perturbaciones a primer orden,
tal es el caso de la teoria linealizada o procesos en la vecindad de un agujero negro. La segunda
razén concierne a cuestiones de estabilidad [56, 131]. Por ejemplo, cuando un agujero es
perturbado, éste evoluciona hasta un estado de equilibrio; como resultado se encuentra la
emision de algtn tipo de radiacién (gravitacional, electromagnética, etc.).'”

Como ya se habia mencionado antes, el problema bdasico en el estudio de las ondas gra-
vitacionales refiere a la relacion existente entre la forma asintética de la onda gravitacional
h,, generada por alguna fuente aislada, en la localizacién de un detector situado en la zona de
onda de la fuente, con el contenido de la fuente, i.e. su tensor de energia-momento T, Por
ejemplo, para el caso de un sistema de gravitacional de dos cuerpos con masa reducida y y
masa total M se obtiene, por el teorema del virial, la siguiente relacion:

1 , 1GuM
Z ~ = 2.6
SHUT~ S (2.6)
con lo que

2

GM
Lo« 2.7)
2 rc?

donde v es la velocidad tipica de las fuentes y r es la distancia al sistema en cuestion. Ambos
parametros,”’ resultan ser pequefios para sistemas dominados por la interaccién gravitacional
cuyas velocidades son lentas y los campos gravitacionales son débiles por lo que pueden ser
utilizados en como pardmetros de expansion en las ecuaciones de campo. Por el contrario, para
sistemas cuya dindmica no estd dominada por interacciones no gravitacionales los pardmetros
se pueden considerar independientes. Ademds, en la zona de onda se puede considerar un
parametro mads, a decir,

I (2.8)
donde A, es una longitud caracteristica de la OG y L. es una longitud asociada al espacio-
tiempo en el que se propaga la onda. Estos tres pardmetros, dan lugar a tres formalismos de
aproximacion altamente relacionados, en el sentido de que estos pueden ser utilizados simul-
tdneamente. Estos formalismos permiten la resolucion de las ecuaciones de campo iterativa-
mente, y se especializan en la propagacion y produccién de OG. Estos son (i) la aproximacién
post-newtoniana (ii) la aproximacién post-minkowskiana y (iii) expansiones alrededor de un
fondo genérico. Para efectos de esta tesis, se discuten brevemente (i) y (ii), mientras que en la
mayor parte de este capitulo se estudia a (iii). A orden dominante, cuando la auto-interaccién

19La teorfa de perturbaciones de agujeros es un amplio y activo tema [49, 57, 89, 136]. La radiacién gravitacio-
nal emitida por perturbaciones a esta clase de objetos es comtinmente descrita en tres etapas. (i) burst of radiation,
(i) ringdown, (iii) tail-decay. Las sefiales consecuentes de la fase (ii) son las que se detectaron recientemente [3,
4,6,9].

2Comtnmente a (:L—Az" se le conoce como el pardmetro de expansion de campo débil, mientras que a v/c se le
conoce como el pardmetro de de velocidad-lenta.
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gravitacional es despreciable, el espacio-tiempo de fondo es plano, y la dindmica de las fuen-
tes es descrita en términos de la gravedad newtoniana los tres formalismos coinciden.

2.2.1. Aproximacion post-newtoniana

En lo que concierne a las fuentes de OG capaces de ser detectadas por interferémetros
terrestres y espaciales [61], notablemente, sistemas binarios compuestos por estrellas de neu-
trones o agujeros negros, el entendimiento del problema de dos cuerpos en RG, necesario
para la generacién de OG, ha mejorado notablemente. El método analitico mds refinado es la
llamada aproximacion post-newtoniana. Esta aproximacién hace uso de expansiones v/c en
las cantidades relevantes para las ecuaciones de campo. En particular, es ttil para describir de
manera muy precisa la fase inspiral de coalescencia de objetos compactos.”' Por definicion,
esta aproximacion es vdlida bajo las suposiciones de campo gravitacional débil y movimien-
to lento dentro de las fuentes (i.e. el movimiento orbital de un sistema binario, en particular
con orbitas cerradas), con lo que queda limitada a la zona cercana a la fuente. De ahi su li-
mitacién a, por ejemplo, incluir las condiciones de frontera en el infinito, que determinan la
fuerza de reaccién de radiacién en las ecuacién de movimiento de la fuente. Los métodos
post-newtonianos trascienden el objetivo de este trabajo, sin embargo, su importancia yace en
la necesidad de mayores 6rdenes en esta expansion en el andlisis de OG emitidas por objetos
compactos.”” Dicho de otro modo, conforme el orden de precisién aumente, la identificacién
de los pardmetros asociados a los objetos en coalescencias mejoran, con lo que se tiene una
mejor nocién de la naturaleza de cada cuerpo.”

2.2.2. Aproximacion post-minkowskiana

Esta aproximacidn, en contraste con la post-newtoniana, es vdlida sobre todo el espacio-
tiempo, siempre y cuando la fuente tenga auto-interaccidn gravitacional débil. Es decir, en
este enfoque, a diferencia de la teoria linealizada, la auto-interaccion gravitacional no se des-
precia. La aproximacién post-minkowskiana tiene un cardcter mas fundamental que la post-
newtoniana, en el sentido de que cada coeficiente de una expansion del primer tipo, puede ser
expandido también en una expansién del segundo tipo. Lo anterior en razén de que la «teoria»
post-minkowskiana subyace en una reformulacion exacta de las ecuaciones de campo (2.1), a
decir, la formulacion de Landau-Lifshitz de la RG, discutida mas adelante.

Los cimientos de la expansioén post-minkowskiana son los siguientes. En primer lugar, la
magnitud del campo gravitacional es medida por la constante G,>* por lo que la expansién a la
ecuaciones de campo es realizada en potencias de G. A orden cero en esta expansion, no hay
campo gravitacional y sélo se encuentra el espacio-tiempo de Minkowski. A primer orden,
la primera correccién en G a la métrica de Minkowski representa el campo gravitacional y
se recupera a la teorfa linealizada. Conforme mds ordenes de G sean tomados en cuenta la
precision en la solucién a las ecuaciones de campo aumenta.

2ISe cree que los sistemas binarios formados por objetos compactos como estrellas de neutrones o agujeros
negros son las principales fuente de emisién de radiacion gravitacional. Conforme radian OG el sistema pierde
momento angular y energia orbital. Para compensar estas perdidas los sistemas binarios incrementan su frecuencia
orbital y el semieje mayor de su orbita. Conforme estos pardmetros incrementan la emisién de OG aumenta hasta
llegar a la dltima fase de coalescencia dividida en tres subfases (inspiral, merger y ringdown), que producen una
sefial detectable [61, 112].

22La razén es que a ordenes mayores en ¢, ademds de la obvia dificultad técnica asociada, mayores efectos
como términos de back-reaction o tail-terms, son tomados en cuenta.

23El estado del arte de este método de aproximacién se encuentra en el orden 4PN (se dice que la expansién es
de orden (n/2)PN si existe una correccién de orden (1/¢")) [32]. Para un repaso detallado de este enfoque ver e.g.
[38, 65, 128, 132]

2*Especificamente el pardmetro tendria que ser GM/rc?, sin embargo, especificar antes de realizar la expansién
los valores de M y r no es conveniente, es por ello que la expansion se realiza en G.
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A continuacion se dard un breve repaso de los resultados mds importantes de estd formu-
lacién, pues como se verd mas adelante estos resultados deben empatar con los de este trabajo
en el limite lineal de ambos.

Formulacion de la RG de Landau-Lifshitz

La formulacién de Landau-Lifschitz, o las ecuaciones relajadas de Einstein (ver e.g. [46,
107, 112, 128] para los detalles técnicos de esta formulacién), intercambia el papel de variable
dindmica de la métrica usual g , a la llamada métrica gotica inversa

9 = v=gg"; (2.9)
una densidad tensorial. Bajo esta suposicién las ecuaciones de Einstein (2.1) toman la forma

0,0, - 167
c

—— (T + 1)), (2.10)
donde d, es el operador derivada asociado a la métrica plana. El lado izquierdo de (2.10), es
construido a partir de la también densidad tensorial Habed = qabged _ qadgbe 14 cyal satisface
las mismas simetrfas del tensor de Riemann.”” En virtud de dlchas simetrias se cumple la
identidad

8,0.0 ,H* " =0 2.11)
Asimismo, en el lado derecho de (2.10), aparece el tensor de energia-momento usual y tiene

lugar un nuevo término,

: 1 :
( g)tLL = {a gabadg acgac adgbd + EgangCdaegcfafgde _ gmgdfae gbfacgde

_ gbcgdfa gafacgde + nggfeafgacae gbd

167

(2gac bd gabng)(zgefggh - gfggeh)acgehadgfg} ’ (212)

el pseudo-tensor de energia-momento de Landau-Lifshitz (PTLL), llamado asi porque, en
efecto, no transforma como un tensor bajo transformaciones de coordenadas arbitrarias. Las
ecuaciones de campo expresadas en la forma (2.10) permiten interpretar a este término como
una contribucién efectiva de la distribucion de energia del campo gravitacional en el espacio-
tiempo sumada a la contribucidn de materia del lado derecho. Este hecho se refuerza al notar
que dicho pseudo-tensor es cuadritico en d,g°, como es de esperar en un tensor de energfa-
momento.”® La ley de conservacién usual (2.2) se traduce, haciendo uso de (2.11), en

3, [T + )| = 0. (2.13)

Abhora bien, hasta el momento no se ha realizado ninguna aproximacién; simplemente se
han reformulado de manera exacta a las ecuaciones de campo. Aunado a esto, es importante
recalcar las limitantes de dicha formulacion. Su utilidad confiere sélo a situaciones en donde,
en primer lugar, las coordenadas x* sean ligeras deformaciones a las coordenadas lorentzianas
del espacio-tiempo plano y, en segundo lugar, g difiera ligeramente de la métrica de min-
kowski. Si alguna de las anteriores suposiciones no se tomara en cuenta, los calculos serian,

23Se han restaurado las unidades para tener claro el lugar de los pardmetros de expansion.

?%La interpretacion de £ como una contribucién energética no debe de tomarse muy literal. En la RG no existe
como tal una nocién de densldad de energia localizada del campo gravitacional, en particular si se adoptan las
coordenadas normales de Riemann, tﬁL resulta ser nulo. En palabras de Poisson & Will [128], «The literature
abounds with attempts to introduce the energy-momentum tensor for the gravitational field. Such an object does

not exist; do not prey to false prophets.»
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por lo demds, muy extensos e innecesarios. De ahi, su justificacién como punto de partida
para la aproximacién de campo débil. Dada la libertad de coordenadas (ver apéndice A.3), es
comun la introduccion del potencial gravitacional

hab = nab _ qab, (2.14)

el cudl coincide en el limite lineal con la perturbacién 7% (introducida més adelante en la
Seccién 2.3.4, ver Ec. (2.68)),” e imponer la condicién de coordenadas arménicas

a,h*> =0, (2.15)

que en el limite lineal se reduce a la condicién de norma usual de Lorenz. La imposicién de las
ecuaciones (2.14),(2.15), introduce en la eleccién del sistema de coordenadas una estructura
de Minkowski, al contener de manera explicita a la métrica plana n°?. De ahf su utilidad al tra-
tar con campos gravitaciones débiles. Con la imposicion de (2.14) y (2.15) en las ecuaciones
de campo (2.10), éstas se simplifican a

167G
Dhab == A Tabs (2.16)
un sistema quasi-lineal hiperbdlico de ecuaciones diferenciales, donde
% = (—g)(T™ + 1% + 1), (2.17)
es el pseudo-tensor de energia momento efectivo,”® el término
1 )
(—)h = o (0.h*9 nb. — h*5,.9,h), (2.18)

representa una contribuciéon de normay O = nabaaab es el D‘lambertiano en espacio plano
usual. Asi, la ecuacién (2.16) representa una «ecuacién de onda»>’ para el potencial gravita-
cional h®. Por la condicién de norma (2.15), se puede probar 6"[(—g)t£‘b] y, por consiguiente,

&7, = 0. (2.19)

La ecuacién de onda (2.16) y las dos condiciones (2.15), (2.19), son la base de la expansién
post-minkowskiana al proponer la expansién

h = Gk + G*k% + Gk + ..., (2.20)
sustituirla en la ecuacién (2.16) e igualar términos del mismo orden de G. Las expresiones
expuestas anteriormente seran confrontadas mas adelante en su limite lineal. Sin embargo, se
entrevé ya la naturaleza de onda en las ecuaciones de campo. La resolucion de las ecuaciones
de campo (2.16) al hacer uso de la expansion (2.20) es demandante técnicamente. La imple-
mentacién de la solucién conlleva por lo general el uso de desarrollos multipolares y los de los
armonicos simétricos sin traza, entre otros [38, 112]. El propésito de incluir brevemente este
formalismo es, por una parte, notar su relacién con el cémputo de OG para el sector en donde

27 Algunos autores como L. Blanchet [38] y M. Maggiore [112] optan por definir a h” con un signo menos
global, esto es: h*> = g* — 5, razén por la cual la identificacién con 7% conlleva un signo menos extra que hay
que tener en cuenta para confrontar los calculos.

28E] pseudo-tensor de energia momento de efectivo y el pseudo-tensor de Landau-Lifshitz difieren del actual
PTEM OG, las diferencias se puntualizan en la seccién 2.4

Hay que tener en cuenta que (2.16) no es del todo una ecuacién de onda pues en 7% aparecen también
derivadas parciales de h,,.
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la teoria linealizada deja de ser vélida y, por otra, confrontar en especifico a las Ecs. (2.12),
(2.19) y (2.18) con el computo del PTEM OG con teoria de perturbaciones (ver Seccién 2.5).

2.3. Expansion alrededor de un fondo genérico

Esta seccion describe el esquema de aproximacién més relevante para este trabajo: la ex-
pansioén alrededor de un fondo genérico. Por las razones mencionadas anteriormente, concer-
nientes principalmente a la cuestién de energia y momento de las OG, extender la expansion
(2.5) a segundo orden es necesario. La implementacién de esta expansién cominmente se
omite o bien se proporciona simplemente el resultado [53, 122, 160]. Por ejemplo, en [112]
se hace uso de un sistema de coordenadas donde la conexién asociada a la métrica de fondo es
nula. M4s aun, en toda la literatura revisada, se omiten sin razon alguna términos de curvatura
que aparecen a primer y segundo orden de la expansion. El origen y forma de dichos términos
omitidos serd mostrado mas adelante explicitamente.

La finalidad del cdlculo es en si expandir el tensor de Einstein (1.2) hasta segundo orden
en la métrica, por lo que primero se expanden a segundo orden cantidades como la conexion,
el tensor de Riemmann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci para posteriormente utilizar
dichos resultados en la expresién completa del tensor de Einstein. Es importante recalcar que
en este calculo no se utiliza ninguna condicién de norma, esto con el propdsito de esclarecer
el origen de cada término. El resultado explicito del tensor de Einstein expandido a segundo
orden coincide en parte con el reportado en [66, 67, 91], con la ligera diferencia de que en
ambos casos se estd tomando T, = 0.

2.3.1. Expansion de la conexion y el tensor de curvatura

Generalmente cuando se habla de perturbaciones a un espacio-tiempo de fondo es posible
adoptar de manera intuitiva tres distintos puntos de vista, al final equivalentes [148]. La per-
turbacién a (M, g) puede ser pensada como: el proceso de cambio de un espacio-tiempo (M, g)
a otro ligeramente diferente (M’, g’), como una medida de la diferencia entre (M, g) y (M’, g’),
o pensar a (M’, g’) como el resultado de un cambio ligeramente significativo a (M, g). Adop-
taremos el tltimo enfoque, en el sentido de que lo que estamos considerando es una familia
uniparamétrica de espacios-tiempo (M, gab(/l)).3() Consideremos una familia uniparamétrica
de métricas g , (1), donde A es un parametro adimensional que mide la perturbacion, de tal
manera que a segundo orden en A,

8ap (D) = By, + AR + LHE, 2.21)
donde claramente se tiene la igualdad

8.0 =8, (2.22)

siendo g , una métrica de fondo genérica. Cabe senalar que se adopta la convencion de «subir»
y «bajar» indices con g ,. De esta manera, cualquier tensor dependiente de la métrica puede
ser expresado como una expansion en A de la siguiente forma:

T8, (D] = TIZ,, + By + A*h%)]
2

- o 2.
= T[] + AT(Z 0 K1 + = T18 0 1)

5 AT+ O0), (2.23)

b

30Para estudios més formales acerca de esta clase de perturbaciones referimos a [45, 65, 87, 117-119, 148].
Los célculos estdn basados principalmente en la ideas de Geroch y Wald [88, 160], aunque el método también
aparece sugerido en [12].
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donde para simplificar la notacién se ha definido

2
d -7 d

—T —T =7. 2.24
dA =0 d2? =0 (229

Por otra parte, de manera esquemadtica cada tensor puede ser visualizado como
T) =T +aT" + 2°T?. (2.25)

La expresion (2.25) se adopta para empatar los calculos con los de la literatura, los cuales
siempre son expresados con el factor 1/2 que acompaiia al término de segundo orden de la
ecuacién (2.23). Asi, se sigue de contrastar a (2.23) con (2.25) la identificacién

. 1.

T =T, T? = ET' (2.26)

Ahora bien, si se considera la teorfa con la métrica no perturbada .i.e., el espacio-tiempo x
(M, g, (D), alamétrica g , (1) estard asociado un operador derivada ﬂVa (i.e. 2chab(/l) =0).
Dado que se desea conocer el comportamiento de las cantidades de curvatura respecto al orden
mads bajo de la perturbacidn, esto es, respecto a la métrica de~ fondo 8> conviene notar que
a ésta Ultima también estard asociado un operador derivada V, (i.e. V.g , = 0). Asi, por la
propiedad (1.4), la diferencia de ambos operadores es proporcional a una conexion C¢_, (1),
esto es,

"V, -V w, = -C, (Dw,, (2.27)

donde w, es un tensor genérico tipo (0, 1). Asi, la conexién queda totalmente definida y toma
la forma

1 - - .
Cup ) = 58D (Vu8paD) + V38041 = V480 (D). (2.28)
con g% (1) la métrica inversa a segundo orden en A dada por (ver apéndice A) :
gab(/l) — gab _ /Ul“)ab + /lZ(h(l)ah(l)Cb _ h(z)ab) (2 29)
. . .

Fija la conexion, el tensor de Riemmann asociado a g , (1), de acuerdo con (1.1), se define a

través de
{Dw,. (2.30)

gy A -

2V, Vo =Ry,
Con esto en mente, es facil notar que es posible expresar a Rabcd(/l) en términos de la cone-
xién C¢ , (1), teniendo en cuenta la relacioén entre V, y 1y, dada por la ecuacién (2.27). En
pocas palabras, expandir el lado izquierdo de (2.30) permite expresar a Rabcd(/l) en cantidades
asociadas unicamente a la métrica de fondo g ,. Para ello se desarrolla un término del lado

derecho de (2.30),

vV, w0,

Il
<

g

Q

V.("Vyw) - Y 0 - Y,
pWe — Cdbcwd) - Cfab AVwa — e (6b“’f - Cdbf wd)
pWe — wdvacdbc - Cdbcﬁawd - CfablVfwc - Cfaﬁbwf - Cfaccdbfwd,

con lo que antisimetrizando en los indices a y b se obtiene el tensor de curvatura en términos
de la conexion,

R Dy = (R " = 29,04 () +2¢7 | (DC (D) w,. 2.31)

abc
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donde R 4 es el tensor de Riemann asociado a la métrica de fondo g e €8 decir.
g 5od
2V[aVb]wC =R, wa. 2.32)

En dltima instancia se requiere que todas las cantidades estén expresadas en términos de h;l;]
y h;z;. Por estd razon, es conveniente expresar a la conexion C¢, (1) en funcién de ambas
perturbaciones, pues ambas aparecen en el lado derecho de (2.31). Asi, sustituyendo a la
métrica perturbada (2.21) y su inversa (2.29) en la conexién (2.28) se obtiene

1 - . _
Cu = 58 W[V, (Ahy + Phgy) + 9, (Ah; + Pny) = 9, (A0 + °h )
A, 2
= S8RV, = Vgl + S8 DRV b, = Vi)

1
- ,1{2 RV H -, h(”]}

2
+ % {=h 2V B =V 0T+ RV A - VST 0, (233)
donde en la primera linea se utiliz6 el hecho de que % g,. = 0, mientras que en la segunda y
dltima linea se agruparon términos del mismo orden en A. M4s atn, de la expresion (2.33) se
sigue inmediatamente que C¢,, (0) = 0

Hasta aqui, se tienen, por un lado, la expansién explicita de la conexién (Ec. (2.33)) en
términos de las perturbaciones /) y k) 'y, por otro, el tensor de Riemann como funcién de
ésta ultima (Ec. (2.31)). Ahora blen de acuerdo a la expansién (2.23) es necesario calcular
primeras y segundas derivadas respecto al pardmetro A de la cantidad a expandir en cuestién.
De ese modo, la primera y segunda derivada (evaluadas en 4 = 0) de la conexion C, se
siguen inmediatamente de (2.33) y toman la forma

. 1 -
Cup = 5812V gy = Valigy): (2.34)
Cp = C + 7C (2.35)

respectivamente; por comodidad se ha separado a la conexidn (2.35) en una parte dependiente
solamente de /) y otra en h,,

lpc dirg B M 2p%¢  _ med @ @
ce,, =—h" [2V Py = V h,l, c, =5 [2V(ahb)d h B> (2.36)
respectivamente. Expresada la descomposicioén de la conexién en sus multiples ordenes en
A sigue calcular el tensor de Riemann a primer orden, a partir de (2.31), en términos de la
misma:

p d o _ v ~d ~f d
R,"  =-29,0%, +2¢/ ¢y 2! Cfy
o
= -2V,CY,
B gT[ AR AN P AN A A A A
=df
— 8 v v D (1) M (O] @ @
aon A VER A SRR AN A AR TR A
5d
g[ VA = 9,9 W+ VT A+ Y9 ] 1Y, (2.37)
2 ll cbf a’ceb abc * :

En la primera linea se ha calculado la primera derivada respecto al pardmetro 4 = 0. En la
segunda se ha eliminado a los términos que contienen la conexién a orden cero (por el hecho
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notado lineas arriba, C° , (0) = 0, mientras que en las tltimas tres lineas se agruparon términos
definiendo a

sdf
ly d_8 g 0 _o% © 50
Yabc ) [2V[avf]hbc_zv[avb]hcf]
sd
_& [Ro e = Ry b + Ry ohty = R o 't (2.38)
2 afbe’"c abfe'"c afce’’b abce”" f |* .

El superindice 1 en lYabcd hace referencia a que esta cantidad estd evaluada en la perturbacién
h;';. Por otro lado, en el mismo espiritu, a segundo orden la derivada del tensor de Riemann
(2.31) respecto a A se escribe como

. d ~ ..d .f .d ..f d f ..d
R AN e o RPED To i AP e s

abc
~ ..d .f .d
—2V[aC ble +4C C[aC bif

_ ~ 1 d ~ 2 ..d .f‘ .d
= =2V, C% =2V, 7C% + 407 CFyp s (2.39)

el cual, se dejard expresado por el momento en términos de la conexién. Mds adelante se
expresard de forma explicita. Para mantener la mayor claridad posible en los calculos, es
conveniente, con el propdsito de mds adelante obtener el tensor y escalar de Ricci, escribir al
tensor de Riemann completo con los indices abajo, i.e.

R ped(D) = R, (D84, (2.40)

donde se ha utilizado a la métrica completa g , (1) para «bajar» el indice d.>" Asi, 1a derivada
a primer orden en A (en A = 0) de (2.40) es

— e D e ()
Rabcd - Rabc 8ed + Rabc hed

1 . - = o - - -
= 555 —VaVchZ} - vafh(alé + vach(a]} + vaahi-lli] + gedlyabce + RabcehSZZ

I ¢ & - = . . - ~

- E [_Vavch(blz)i - vadh(alé + vach;l; + Vdvah(cl;] + gedlYabce + Rabceh(elt)]’ (2.41)
donde en la segunda linea se sustituyo (2.37) y en la tercera linea se operd simplemente a 65 .
Asimismo, a segundo orden en A se tiene

Ropea = Ry f8oq + 2R, ) + 2R, ‘n. (2.42)

abc c

La ecuacion (2.42) se dejard por el momento expresada asi, en el entendido de que contiene
a (2.37) y a (2.39). Cabe seiialar que en (2.42) se contemplan todos los posibles términos a
segundo orden en A que pueden contribuir.

2.3.2. Expansion del tensor de Ricci

Por la definicién del tensor de Einstein (1.2), es natural que la cantidad interesada en
expandir sea el tensor de Ricci. Este dltimo, el asociado a la métrica completa, se expresa
como

R = R, (D" (A). (2.43)

3Bl uso de la métrica g, (1) para bajar el indice tiene sentido pues atn no se ha considerado la expansién
explicita, sin embargo, al tener las cantidades expandidas la métrica g, es con la que se debe de realizar dicha
operacién matemadtica.
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De acuerdo a (2.23) hay que calcular la primera y segunda derivada respecto al pardmetro A,
de la misma manera que en la seccién anterior. Asi, a primer orden en A, (2.43) toma la forma

> _ T ~bd D mbd
Rac - Rabcdg - Rabcdh

5bd

= 87 [_6aﬁch2; - 61;661}1221 + 61766}12; + 6616(1]1(;}1] + 6£1Yabce + gbdRabceh(e];’ _ Rabcdh(l)bd
I oee 0 ee o

= 5 [~V = VIV + 29IV G | (2.44)

donde en la segunda linea se hizo uso de la ecuacién (2.41). Ademas, al utilizar la identidad
(1.5) los ultimos tres términos del lado derecho de la segunda linea de (2.44) se anulan. De
esta manera, el tensor de Ricci a primer orden en A, como se esperaba, es lineal en hizl;j y tiene
la forma

R =

|-V, 9,00 = V49 1) + 294 hip | (2.45)

1
2

Hay que mencionar que se ha hecho uso de la identificacién (2.26), por las razones antes
comentadas. A segundo orden, es decir, derivando dos veces respecto a A la expresion (2.43)
y haciendo uso de la métrica inversa (2.29) se obtiene:

Rac = Rabcdgbd - 2Rabcdh(])bd + Rabcdz[h(})bh(l)fd — h(z)bd]

 bd [ » . ~ bd » ~
=8 [Rabceged + 2Rabceh(el¢)l + 2Rabceh(ez:1] - 2" [Rabceged + Rabceh(elzl]
+2R bed [h;)bh(l)fd _ h(2)bd]
abc

.
= Rabc 0 d

_ _9F lgb ~f b & 255

= -2V, b, +4C! by 08 2t

= -2V, 1P, +4CT Py [V VR = VI h 4 290 0 | (2.46)

Donde en la segunda linea simplemente se agruparon términos, mientras que en la tercera
linea se utiliz6 la expresion a segundo orden del tensor de Riemann (2.39). Asimismo, la
parte dependiente s6lo de hgl’j en la dltima linea, es de la forma (2.44), la cual se identifica
como la contribucién lineal de h(azl)]. Por otro lado, los primeros dos términos de (2.46) resultan
ser cuadréticos en h(a';j.‘32 Asi, sustituyendo (2.34) y (2.35) en esa misma linea y después una

extensa manipulacién algebraica, se concluye la expresion a orden A2,
R[A",h?]0 = R[]y, + R[R7],, . (2.47)

donde por comodidad se ha separado a una parte cuadratica en A,

1 ed e & - - 1
RIRV)g = Sh " [V,9, 000 + V.V iy = 29,9 1 | + =

l ¢ Heder 7,(1)
(@"byd Qvah( ‘ Vbhcd

@ bye — c"*bd

+(§Vch(“ —th<”“’) (2V i, = V%) + Vi), (VR —thg)C)], (2.48)

: )
y a una parte que depende linealmente de /1,

R = 3 [-9,8,0 - 959055+ 259, . @249

| =

32E] tensor de Ricci debe de preservar la simetria en sus dos fndices (i.e.R,. = R_,). Sin embargo, en (2.46) la
simetrfa no es clara pues estd contenida la expresiones de €°, y C°,,
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donde también se ha usado la identificacién (2.26). Nétese que la Ec. (2.49) tiene exactamente
la misma forma que (2.45), de ahf el superindice ") en R [h‘”];‘;’. Cabe sefialar que el tensor
de Ricci debe de ser simétrico en sus dos indices; la simetria es trivial en todos los términos
de (2.56) excepto en el primero; para probarla conviene utilizar la propiedad (1.5), con lo que

[ LY vAR Y O _p e pmed D eped
h 2V[aVb]hcd =R, S B+ Ry hh

= Rabcehiil)eh(l)cd + Rabdeh(cl)eh(l)w,

B (e 7.(hed 5, yd 1,(1ce

- _Rabechd h _Rabedhc h

=0, (2.50)
donde en la dltima linea se utiliz6 el hecho de que h(d”ch“)w es simétrico en ¢ y e mientras que
R,,,. es antisimétrico en ¢ y e. Con el resultado (2.50), en efecto, (2.48) es simétrico en sus
dos indices. Obsérvese que la expresion (2.48) se puede refinar un poco més si se escribe a
todos los términos de manera uniforme como V“h(b'évdh‘e'}., lo anterior se logra al caer en la
cuenta que

OF T 0O _F (0T 30 A ROR VAR
habVCthef = Vc(hadehef) - Vchabvdhef. (2.51)

Asi el tensor de Ricci a segundo orden cuadrético en h(a];? toma la forma

RINVE =~ 00,00 4 29 (29, i, — T,)
lo - < 1.
+ 5 Vbl (VR = V) + 598, (2.52)
donde
— d (& = e
S = h (Y hl =29 h) ) + Soh ™V ). (2.53)

La justificacién de escribir a las cantidades de curvatura con una contribucién dada por una
divergencia total se vera en la seccion 2.4.3.

2.3.3. Expansion del escalar de Ricci

En la misma linea de la seccion anterior, el escalar de Ricci asociado a g , (1) es
R() = g™(DR,,(A). (2.54)

Por otro lado, de acuerdo a (2.23) éste puede ser expandido en A como

2
RO =R+ AR+ %R‘ (2.55)

donde las derivadas respecto a A se calculan a partir de (2.54) y toman la forma a orden cero
y primero

R=z"R,, R=g"R, - h"R,, (2.56)

(e))

b el escalar de Ricci

respectivamente. Utilizando a la expresion de Rab (2.44) en términos de &
a primer orden adopta a forma

R[KV]" = =V, VR + V, V, 1% — p0abR (2.57)
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Ahora bien, a segundo orden el escalar de Ricci es
R=g"R , —2h"R , + 2K h"? — h>MR |
= AU T T TR ST )~ ST O~ 2T )
+ h [TV AL + V9,00 =29, 0 | + 2 [, 902 + ¥, 9, h0 |
= 2h"PR , + 2B WP — hPNR ., (2.58)

donde en la segunda linea se ha sustituido a (2.48). Notése que la traza de R [, h?]") = %R
son los primeros dos renglones de (2.58), retomando la descomposicion (2.47), a decir,

ab

ZUR[. W)y = 3RV g, + 3R W]y, (2.59)
se tiene la traza de la parte cuadrética en /),
~abR ho @ _ 1 Zﬁahu) @bha) @ h(l)@chmab 3§ah<1>bcﬁ A 1 6ah(l)ﬁ s
8 [ ]ab_i ab = Ya"e +§ abc_i a
=2V AOPVR) + KO VT A + 9,980 =29, 5h } (2.60)
y la traza de la parte lineal en A"
gUR (AN = [V, 9D + 9,952 (2.61)
El tener expresadas a las trazas de ambas partes del tensor de Ricci a segundo orden separadas

serd de gran utilidad para calcular el PTEOM OG en la Seccion 2.4.3. Asi, con las Ecs. (2.60),
(2.61) el escalar de Ricci a segundo orden es

R[h(”,hm](z) — g“"R [h(])](;; + g“bR [h<2)]

1)) _ h(l)abR(al; + (h(cl)ah(l)cb _ h(Z)ab)Rab’ (2.62)

a
a

Por dltimo, la expresion (2.60) puede ser también reescrita en términos de divergencias totales
agrupando términos de la forma (2.51). Retomando a la Ec. (2.52) y tomando su traza se
obtiene

gUR[WV]S = —i?“h(”"d?ah‘c‘; + %vah;ﬁbhm - i?“hm?ahm - %vahgﬁchw” + %?CS",
(2.63)
donde §¢ = 3§ . €8 latraza, enay en b, del tensor S definido en (2.53), dada por

S¢ = h(Vh" = 290 + SShV N R, (2.64)

La Ec. (2.63) también serd utilizada en la Seccién 2.4.3.

2.3.4. Expansion del tensor de Einstein

En las secciones anteriores se expandié a segundo orden el tensor de Ricci y el escalar de
Ricci. Sin embargo, ain cuando se considera vacio, o bien, cuando se tiene el espacio plano
de fondo y las ecuaciones de Einstein se reducen a R ,(4) = 0, conviene tener también la
expansion completa del tensor de Einstein asociado a g, (1), el cual se define como

1
Gp(D) = Ryp(D) = 38, (DRCD). (2.65)
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Calculando la primera derivada de (2.65) respecto al pardmetro A se obtiene

A T
Gab = Rab - EgabR - Eh;l}))R
A U )
= Ry = 38apRead + 5 @uph" Ry = Wy ), (2.66)

donde en la segunda linea se ha utilizado la expresion del escalar de Ricci a primer orden
(2.56). Sustituyendo a la expresion de Rab, dada por la Ec. (2.44), en (2.66) se concluye el
tensor de Einstein a primer orden:

G[n"],, =

-~ -~ o a 1 -~ - o~
d d = - od
—V, 0,00 = VIV 0+ 2998 i | + 58a AAZEER AR

R y(8,,h" = h 3. (2.67)

Antes de proseguir con el cdlculo explicito del tensor de Einstein a segundo orden, nétese que
el segundo y cuarto término de (2.67) sugieren la introduccién de una nueva variable, a decir,

_ 1.
Bl = 1y~ 22,2 268

con la cual (2.67) se simplifica notablemente,

— D 1o ,~ - ~ s - | 1. _ - i
G ], = =59V by + VV Iy = S8, VR + SR @ H " = ). | (2.69)

El papel de esta variable serd de suma importancia al momento de discutir la libertad de norma
(ver seccidn 3.2.2). Obsérvese también que los dos tdltimos términos de (2.67) y, asimismo,
los dos dltimos términos de (2.69) estan acoplados a la curvatura de fondo (i.e. a f?ab), por lo
que se anulan en el caso de que el espacio-tiempo de fondo sea el de Minkowski, o bien, si es
solucidn a las ecuaciones de campo en Va~ci0 (i.e. I?ab = 0). Ademas, al momento de linealizar
la ecuacioén (2.69), con la identificaciéon V, — 9, y utilizar las condiciones de norma usuales,
(2.69) toma la forma del operador de onda usual para la variable &) (i.e. G\) = $0h): ver
seccion 3.2).

Aclarado lo anterior, para el cdlculo del tensor de Einstein a segundo orden es necesario
enunciar la segunda derivada de (2.65) respecto a 4, la cual toma la siguiente forma:

. N 1.
Gup = Rop = 32 @ Reg) + @ (2.70)

donde el término a , representa todos los posibles términos cuadréticos en la expansion y estd
dado por

1 . . B
@y = =5 Qg R + 21, R + 28, (H N = DR )

a

1 . i . i i
=-3 8o (—2hR , + 2(h R — DR ) — b (5“R ., — h"“R.)) — K% R

= Rcd(_gahh(el)ch(l)ed + h;l;h(”“l + gahhmcd _ hg;ng) + Rcd(gahhuwd _ hi;;gw)- (2.71)

Con lo que el tensor de Einstein a segundo orden en A toma la forma genérica

1 I
G [, kNG, = RIA, W21, = S8 8 R H¥] g + Sergy, (2.72)

donde se ha hecho uso de la identificacién (2.26), ademds de mostrar la dependencia explicita
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en las dos perturbaciones. Los dos primeros términos son los que comtinmente se encuentran
en la literatura como el tensor de Einstein a segundo orden. El término @, que contiene todos
los términos a segundo orden, no se reporta en la literatura [67, 91, 112]. La razén es que si
se considera al mismo tiempo vacio y un espacio-tiempo plano, « , es idénticamente cero, es
por esto que en lo que sigue de los calculos no se tendrd en cuenta, a menos que se indique
lo contrario. Nétese ademds que los primeros dos términos de (2.72) contienen a k) y h)
indistintamente. Es por ello, que con el propdsito de empatar el calculo aqui mostrado con
el de la literatura es conveniente escribir a los primeros dos términos de (2.72) utilizando a
(2.47) como

1 1 1
RUH K1 =588 RN W = RIEV1g, = 58,8 RN g+ RIETG, = 58,8 RIR®)]

ab 2 ab8
6l 6l
(2.73)

es decir, una separacion de la parte dependiente de forma cuadrdtica en h(al;,

1 cd | © VAY < © le cd

G [h(”]gl)7 =3 {h“) [VaVbh(C'[’l, + chdh(al[); - ZVCV(ahS))d + Evah(” Vbh(;;,
1. - - - - - -

+ (EV%(” -V dh“ﬂ’) (29 i, = V) + Vi, (Ven — thg”)]}

— igab {vch(cl()ivdh(l) _ @chg}ﬁfh(l)cd + %@chm)dfﬁch(j} _ %@ch(l)@ch(l)

=29 WO R+ [V R+ 9 8 A0 29 SR ) (2.74)

()

y la parte dependiente linealmente en &,

G[h(z)](b _ 1

i = 5 [TV = VG 29V ) | = 52, [VV A + 99,554 2.75)

(a"b)c

con lo que (2.72) toma la forma

1
G, K12 = GIHLSy + G LRI + S0y, (2.76)

Asimismo, utilizando a la ecuacién (2.52) es posible escribir a (2.74) en términos de
VahZ)V dh(” mds una divergencia total como
Cc ef

1( 1= . 1~ . N N 3 5
G "% = 3 {—Evah(mdvbhg; + 5V (2V(ah;;;c =V ) + Y hD (Ve - th;;w)}
1. (ley tede R U 3
- 28w 5Veh(l)c Veh(cl; _ Vch([;}vfh(”c _ EVch(l)vchm} + Vchab' 2.77)
donde : .
. . - d /& = Iec
Q' = 55w = 7 8ap [NV = 29Ny + W0V | (2.78)

Mas atin, en términos de ﬁ(all)), dada por (2.68), el tensor de Einstein (2.74) toma la forma
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(2

- 1(1- -, = - U S U SO
G|, = E{Evahwvbhg + VB2V D+ B Vi BY) + VAN R!

(@ "b)c
SRR + g, SRR - AR - 9 9 - 19 o i

1~ T(hedo e < 7.(hedgreT () o (O L(hed | poeodr )
= 78 {<2n4Y VR, - 29 AONR) + T ROV RO+ ROV

RO~ T TR+ 29 ) }lvczwwn} } 2.79)

En conclusioén, en la presente seccion se calcularon a segundo orden en A las cantidades
geométricas presentes en las ecuaciones de campo, haciendo uso de la métrica perturbada
(2.21). Asimismo, se introdujo a la variable f_z(al;), cuya utilidad se refleja en la simplificacién
de las expresiones. En la siguiente seccion se hard uso de estas cantidades para construir el
PTEM OG.

2.4. Pseudo-tensor de energia-momento de las OG

La deteccién de OG y la informacién que pueda ser extraida de éstas, depende natural-
mente de los modelos para extraer a las OG del ruido. Comunmente, la deteccion de una sefial
hace uso de técnicas de matched filtering [47, 61, 157], es decir, la correlacion entre los datos
recabados por los detectores y «plantillas» que contienen a diversas formas de onda, realiza-
das bajo la conjuncién de distintos métodos (e.g. post-newtonianos, métodos de relatividad
numérica, etc.), en las que se codifican propiedades como los cambios de fase y frecuencia de
las OG. En los sistemas binarios, estos cambios se calculan por medio de leyes de balance en-
tre la tasa de cambio de la energia de amarre gravitacional del sistema y la energia-momento
contenido en los grados de libertad radiativos (i.e. que se propagan; ver seccion 3.3.). Estos
ultimos se obtienen a partir del PTEM OG.

El tratamiento genérico para obtener el PTEM OG fue expuesto por Isaacson [96, 97] en
la década de los sesenta y estd precisamente basado en la clase de perturbaciones discutidas
en la seccién 2.3.%* No obstante, es importante notar que en la RG no es posible definir de
manera clara la nocién de densidad local de energia para el campo gravitacional. Las razones,
anteriormente descritas (ver nota 26; [160]), refieren a la incapacidad de separar, en la teoria
completa, a la estructura de fondo en la métrica y a la parte dindmica, que en este caso son las
OG. Sin embargo, al igual que en ciertas aproximaciones, es posible definir en si a las OG,
también se puede definir la energia que transportan. Tal aproximacion descansa en el hecho
de que para un sistema aislado, la nocién local de energia puede establecerse al analizar
el campo gravitacional a grandes distancias de la fuente. En el caso de las OG, es la zona
lejana de onda.** En este sentido, la aportacién principal del trabajo de Isaccson es adherir
al espacio-tiempo una distancia caracteristica, esto es, caracterizar a cada parte de la métrica
con distintas longitudes de onda (o frecuencias) en lo que se conoce como la Aproximacion
de Longitud de Onda Corta (ALOC).>® Bajo este esquema, el tensor métrico y, por extension,
las ecuaciones de campo, se separan en una parte que varia lentamente (el fondo g ,) y una
parte que varia rdpidamente respecto al fondo (OG). Debido a ello (y en parte a la libertad de
norma, estudiada més adelante), este tratamiento requiere un procedimiento de promediado
para construir el PTEM OG.

$ssacson no muestra en si el método que siguié para obtener las cantidades perturbadas; sobre esta cuestién
ver e.g., [18].

3*Ver apéndice B.1 para una definicién formal de las diferentes regiones donde se definen a las OG.

35Esta aproximacion se puede realizar a la par que la post-minkowskiana, en el sentido de que serd precisa a
todos los ordenes de la constante G [128].




26 Capitulo 2. La Relatividad General y el formalismo perturbativo

Por otro lado, Isaacson, asi como las modernas discusiones del PTEM OG (ver, e.g., [46,
112]), consideran las ecuaciones de campo en vacio con lo que los cdlculos se simplifican
notablemente. En este sentido, aqui se describen ambas suposiciones, para espacios-tiempo
sin materia y con materia, este tltimo en base a [48, 75]. Cabe sefialar que tras la publicacién
de los articulos de Isaacson se intent6 obtener el PTEM OG por otro métodos, los cuales a fin
de cuentas también requieren de perturbar a la métrica hasta segundo orden y realizar prome-
dios, sin embargo, no es a las ecuaciones de campo, como hasta ahora ha sido, sino a la accién
de Eintein-Hilbert (2.3), dicho método se incluye en el Apéndice C.2. En lo subsecuente se
construye el PTEM OG utilizando la ALOC.°

2.4.1. A laIsaacson: in vacuo

Considérese a las ecuaciones de campo en vacio tomando al tensor de Einstein a segundo
orden en A (2.65),

G, (D) =G, + AG [A") ) + G [hV]C) + PG [h®])), = 0, (2.80)

donde se han separado los términos de segundo orden como en (2.47). Hasta este punto, en las
ecuaciones estdn mezclados términos de distintas magnitudes, es decir, OG de bajas y altas
frecuencias (o grandes y pequeiias longitudes de onda). El propdsito de este tratamiento es
entender hasta que punto las perturbaciones a diferentes ordenes contribuyen a la curvatura.
Para ello, es comin introducir los siguientes casos, ambos equivalentes,

= A la métrica de fondo se le asocia una longitud caracteristica Ly y las perturbaciones

h.). %) tienen asociadas longitudes de onda A, con la propiedad de A, < Ly.

= La métrica de fondo es caracteristica de frecuencias hasta fr. Las perturbaciones, por
otro lado, son de frecuencias fr < f.

Ahora bien, se asume el orden de magnitud del cambio de la métrica de fondo y de las pertur-
baciones como
1 1

o Ouhy, ~ = (2.81)

angbc ~ 716

Mis atin, dado que se busca que el PTEM OG sea cuadritico en A, las ecuaciones de campo
en orden de magnitud indican

I
4

2 B0,k 0k, ~ 1 (2.82)

12
donde en el lado izquierdo de (2.82) esta indicado el orden de magitud del tensor de Einstein

de fondo, pues se espera que el PTEM OG sea también fuente de curvatura. De (2.82) se
obtiene la relacién

]
1< L—” (2.83)
C

entre el pardmetro de expansién A y las escalas caracteristicas.’’ En el caso de vacio, como lo
indica la ecuacién (2.80), es decir, donde la tnica fuente de curvatura son las OG, la expresion

%La separacion de las ecuaciones de campo en distintas frecuencias toma distintos enfoques en la literatura,
todas con base en las ideas introducidas por Isaacson [97]. En particular, las discusiones mds detalladas son las de
Misner, Thorne, and Wheeler [115, p.964], Thorne [154, p.357], Maggiore [112, p.27] y Burnett [48].

3Hay que sefialar que algunos autores como Thorne [154, p.357] o Poisson and Will [128, p. 641], consideran
el lado izquierdo de (2.82) como 1/R2, con R el radio de curvatura del fondo definido por medio del tensor de
Riemann de este mismo. Sin embargo, debido a la homogeneidad del espacio-tiempo de fondo, L. es siempre
menor o igual a R.
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(2.82) toma la forma

A
1== 1. 2.84
L<< (2.84)

c
La expresion (2.84) resulta crucial pues justifica la incapacidad de construir el PTEM OG en
la teorfa lineal (i.e., g, — n,,)- En la teorfa lineal L. — oo, con lo que 1/L. — 0 implicando
la no validez de (2.83) para cualquier valor de A.
Ahora bien, orden a orden en A se satisfacen las ecuaciones de campo perturbadas (2.80),
es decir,

G, =0, (2.85a)
G [h(l)]illz7 =0, (2.85b)
G [hm];]; - -G [hm](aZl)). (2.85¢)

En la ecuacidn (2.85a) se comprueba el hecho de que el espacio-tiempo de fondo satisface las
ecuaciones de campo en vacio, mientras que (2.85a) resulta ser la ecuacion de propagacién
de las OG en vacio. Por otro lado, comtinmente se interpreta a (2.85¢) bajo la idea de que a
segundo orden, el lado derecho de (2.85c¢), cuadratico en la perturbacién a primer orden h;“,
funge como fuente para la correccién a segundo orden hf;,, de la misma manera que un tensor
de energia momento ordinario fungirfa como fuente para 4 [91, 160].%

A partir de la expresién del pardmetro de expansion A, dado por la Ec. (2.84), es posible
refinar ain maés las Ecs. (2.85b) distinguiendo entre dos partes. La primera aquella en donde
las variaciones sucedan en escalas mayores a A, es decir, una descripcién «macroscopica» de
las ecuaciones de campo;>’ la segunda en donde estén representadas todas las fluctuaciones
menores a A, es decir, una descripcién «microscépica». Para ello se considera una escala [ tal
que A, < [ < L,y se realizan promedios sobre un regién con volumen 7, es decir, promedios
sobre varias longitudes de onda, denotados por el operado lineal (- --) (sobre la naturaleza
de estos promedios ver Apéndice C.1). Bajo estos promedios, los términos (formalmente,
modos) que gocen de una longitud de onda del orden de ~ A, con la condicién A, <« L. es
decir, que oscilan rdpidamente, promedian a cero. Mientras que los términos cuya longitud
de onda sea del orden ~ L., los cuales oscilan lentamente, permanecerdn constantes bajo los
promedios espaciales. Esta es precisamente la ALOC, pues se estdn ignorando los términos
de alta frecuencia, o bien, de longitudes de onda pequefias. Con esto en mente, la perturbaciéon
a segundo orden se separa en dos partes [44, 83],

h% = (hS) + Ah®)

)Y + AR, (2.86)

donde (A} ) es la parte que varia lentamente y AhS) = h%) — (h{)) la parte que varfa rapida-
mente. Asi, la métrica completa (2.21) adopta la forma

8D = By + AZCHE Y + AR + PARS (2.87)

varia como~L, varia como~A,

Con la introduccién de esta descomposicion al promediar ambos lados de la Ec. (2.85c¢), del
lado izquierdo sélo permanecen los términos que oscilen lentamente, con lo que

G(hMy, = (G [h"15). (2.88)

38En especifico se reescribe a (2.85¢) como G [h(Z)]iilh) = -870,,,donde ®,, = —2-G [h‘”]fb) es aparentemente
el PTEM OG, sin embargo, no es invariante ante transformaciones de norma, esto es, dos perturbaciones A" que
difieran por la derivada de un campo vectorial simetrizada, con lo que representan la misma situacién fisica, no
tendrdn en lo general tensores de Einstein a segundo orden equivalentes [117].

¥Las ecuaciones escritas de esta manera se les conoce como una descripcién coarse-grained.
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Restando la Ec. (2.88) de la Ec. (2.85c) se obtiene una ecuacién para Ahf;),

G My, = - (G[h"]5 - (G [A13)). (2.89)

Por otro lado, la Ec. (2.88) puede ser reescrita como

Glz+ /12<(h(2’))]a | = 8705, (2.90)
donde
QR = _é {{c1n13))- (2.91)

es el PTEM OG en vacio.*” Notése que (2.91) es efectivamente cuadrético en 2", como era de
esperarse. Es ademds, simétrico en a y b y «aparentemente » conservado respecto a la métrica
gt /12<<h;2;>> pues el lado izquierdo de (2.90) satisface la identidad de Bianchi. En particular,
a primer orden en A, ®7} se conserva respecto a la métrica de fondo g, , esto es,

V0% = 0. (2.92)

Mais atn, la introduccién de los promedios introduce en 6)220) la importantisima propiedad de
ser invariante bajo transformaciones de norma, para probarla es necesario expresar a (2.91)
en términos de de h(a];), utilizando (2.56) y operar los promedios, esto se llevard acabo en la
Seccién 2.4.3.

Por ultimo, notése que en el lado derecho de la ecuacién (2.89), al tensor de Eisntein a
segundo orden G [h“)];z;’, que contiene términos de baja y alta frecuencia se le estin restando
los términos puramente de baja frecuencia, es decir, cuya longitud de onda es del orden ~
L.. Con lo que se concluye que los términos de alta frecuencia fungen como fuente para la
correcciones de alta frecuencia a la métrica de mayor orden, es decir, a Ah;zl),. O dicho en otras
palabras, los efectos no lineales generan mds y mds correcciones conforme se extienda a mas
ordenes la expansion de la métrica.

2.4.2. A laIsaacson: con materia

En la seccién anterior se calculé el PTEM OG tomando las ecuaciones de campo en
vacié. De manera similar se calcula éste dltimo, en el entendido que la suposicion inicial no
serd vacio, sino la inclusién de las contribuciones de materia representadas por 7, . Ahora
bien, para introducir la ALOC en este contexto, considérese el hecho de que el tensor de
energia-momento también puede ser perturbado como (2.25), esto es,

Ty =T, +eTh+eTH (2.93)

donde € < 1 es un pardmetro adimensional. Al introducir la expansién (2.93) junto con las
Ecs. (2.66), (2.76), en las ecuaciones de campo (2.1), es decir, considerar también la expansion
G, = Gab + /lG‘all)) + GZ;, se obtiene orden a orden (i.e. al igualar € = 1), el andlogo a las Ecs.

0Bl pardmetro A se ha incluido en la amplitud de 4", para evitar mostrarlo explicitamente en el PTEM OG.
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(2.85b):
I T 3
Gy = Ry = 38R = 87T, (2.94a)
m 1. _.u 1 _ . -
G il = Ry = 388 "Rl + 3 @™ Ry = WyR) = 82T, (2.94b)
@ @ o 1
Gl i), = Gl ], + GG, + 50 = 8775, (2.94c)

las ecuaciones de Einstein perturbadas. La ecuacién (2.94a) depende tinicamente de la métrica
de fondo g, y, por ende, determina la geometria del espacio-tiempo de fondo. En el caso de
la teorfa lineal (i.e. g, = n,,), es idénticamente cero, sin embargo, como hasta ahora ha sido,
se estd considerando un fondo arbitrio que satisface dichas ecuaciones. De igual manera, las
Ecs. (2.94b), (2.94c), son las ecuaciones a primer y segundo orden respectivamente. Como
consecuencia de esta separacion, las Ecs. (2.94) deben de ser resueltas simultdneamente. Esto

es, la métrica que satisfaga (2.94a), debe de ser utilizada en (2.94b) para obtener a h;‘; y, ésta
a su vez, debe de ser utilizada en (2.94c) para obtener h;z;?
En este contexto se define el PTEM OG como
1 1
kY = —§<<G [A"]2 + S~ 82T, (2.95)

2.4.3. Forma explicita del pseudo-tensor de energia-momento de las OG

En esta seccion se retoma al PTEM OG en vacio (2.91) y se expresa puramente en térmi-
nos de h;‘;}. Del Apéndice (C.1) se consideran las siguientes propiedades del operador (- - -):

PI. La divergencia total de un tensor genérico T“ab se anula i.e. «chCab »=0.

PIL. En particular se sigue que bajo el operador () se puede integrar por partes. Si 7, =
R‘S , entonces, S ab?CRC» = —<<RC§CS b

P.III. El conmutador de dos derivadas se anula, (W[a?b] T. =0).

Aclarado este punto, haciendo uso de (2.73), el PTEM OG (2.91) se reescribe como

0 = ~g-(G A1), (290

es decir, el promedio del tensor de Einstein a segundo orden. En primer lugar considérese a

(G = (RS - %gabgcde;» =(R) - %gwab((gcde;», (2.97)

donde se ha hecho uso de la linealidad del operador (- - -)) ademds de <<g“bR(;;7>> = g“b <<R(;z)7>>-
La dependencia en A" se ha omitido por conveniencia. Retomando la Ec. (2.52), donde se
expreso a R;z; con la contribucidn de una divergencia total, el primer término de (2.97) toma
la forma
1, < = < = - = <. = d e
(R = QT 0Tyl + R (29 by, = Vo) + 29 b (o = 9hy<) ). (2.98)
donde, claro est4, se ha utilizado a la propiedad P.I al despreciar a la divergencia, (V.S )=
0. Como a primer orden se cumple la ecuacion de propagacion (2.85a), dada por
RV =
ab

|-V, 9,1 = YV hY + 29T h) | =0, (2.99)

N =
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donde se ha retomado la Ec. (2.45) para tener la expresion en términos de h;” , ésta se puede
utilizar para reescribir a parte del segundo término de (2.98) como
(Venov Y = (09T %)
= ~(-h"V, 9,00 + 20T i )
= (~V,h"9,h" + 29 hOV h) N, (2.100)

Para el tercer término de (2.98) la idea es la misma pero la ecuacién de propagacién que se
usa va sobre los indices a y d (i.e. R)), = 0),

<<V A (Vchu)a’ 6dh(al)c)>>

A W (VY AL = TV i) )

(-

<<h“)d(V VA0 — ¥ h“),)>>

(5.5 -5,

= (9 AV = TR, (2.101)

Combinando asi los resultados (2.100) y (2.101) en (2.98), se simplfica la expresién para el
tensor Ricci a segundo orden a

(r2) = _%«?ah“”d?bh“) 2V T )+ 2V hOV =V AT RN, (2.102)
La simetria en los indices a y b se hace manifiesta. Ahora bien, el promedio de la traza del
tensor de Ricci que aparece en el segundo término de (2.97) puede reescribirse, retomando a
la Ec. (2.63), como

l v, V. v - — d ~ ~
< c R( Z<<V Jhe Vah(cl; + zvdh;lév hh — Vah(l)vah(l) _ Zvah(blévch(l)a >>

%« h(l)cdﬁaﬁah(cl;’ + V4OV O — 2§ah(bl;§ch<1)ab>>
1 VA, v v = b ~ o~
Z<<h(1)chCth<1> + VROV h - 2h(lwdvbvch21), " 2h§jz,vavch(““”>>

= l<< \viy KOL VAR AR v} KO v h(1>>>
4 a a

=0, (2.103)

donde en la primera linea se ha anulado la divergencia total (WCS “» = 0 que aparece en (2.63),
en la segunda linea se utiliz6 la identidad: (VPAOVeh) ) = (hOVAVPRD) Y = (V4hDV DY,
la cual a su vez hace uso de la traza de la ecuacion de propagacion (2.99) (i.e., ~"”R“) = 0),
por tltimo, en la tercera linea se utiliz6 la igualdad, <<h<”CdV \Y ) = ((h(”V v h“)“’»
(hVVeV 1Y, Asi, el promedio de la traza del tensor de Ricci se anula, con lo que, 0 =
1/87¢R" Y. Finalmente, la Ec. (2.102) se puede refinar atin més si expresa en términos de )
(Ec. (2. 68)) Para ello, basta notar la siguiente igualdad:

(298099 ) ) = (29 2T B+ 29 A0V 0 - %@Ewbh(“)}. (2.104)
Al sustituir (2.104) en (2.102) y retomando el factor 1/8x de (2.97), se obtiene el PTEM OG
en términos de A :

R = %({iﬁ”cdﬁbﬁg = VOV, R = 29 BV D ) (2.105)

N —
Q
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Cabe seﬁalar~que los~primer0§ dos té~rminos (16 (2. 1~05) son invarigntes ante el cambio h;';) -
k. esto es, V iUV, B = NV BN, By VROV, Y = VROV, Y. Como hasta ahora ha
sido expuesto, no se ha utilizado la libertad de norma en ningiin momento, es por ello que
en la literatura a la Ec. (2.105) adopta el nombre de PTEM OG valido en cualquier norma.
Ademas, (2.105) es manifiestamente simétrico en a y en b. Dicho de otro modo, bajo los
promedios se estdn despreciando términos de mayor orden.

2.5. Comparacion con el pseudo-tensor de Landau-Lifschitz

En la Seccidon 2.2.2 se describi6 brevemente la formulacién de Landau-Lifshitz de la RG.
Bajo este esquema aparece como contribucién efectiva a las ecuaciones de campo (2.10) un
término cuédratico en g ,, nombrado como el PTLL dado por la Ec. (2.12). Cabe recordar
que dicho esquema es una reformulacién exacta de la ecuaciones de campo usuales para la
métrica g, . En esta seccion se analiza el limite lineal del PTLL y se confronta con el PTEM
OG derivado en la Seccién 2.4.3.

Retomando la definicién de g, dada por la Ec. (2.9), y la definicion del potencial h,,
dada por la Ec. (2.14), se obtiene al combinarlas

Ny = My = 8ap V& (2.106)

En la aproximacion lineal, es decir, tomando la expansién (2.21) a primer orden en A con la
métrica de fondo plana (i.e., g , — 1, conlo que \% . — 0,),1aEc. (2.106) toma la forma

1 _
~g,h" =h,, (2.107)

hab = h(all); - 2

donde se ha utilizado la expansién del determinante (A.17). Ademds s6lo se han mantenido
los términos de primer orden haciendo 1 = 1y no se ha escrito més el superindice (V) en -
Mas atn, reescribiendo a (2.14) como g% = p® — h“® en el limite lineal se obtiene

gt = b — joab, (2.108)

Ahora bien, la identidad (2.11) implica la existencia de una cantidad conservada definida
como

1
b acbd
PO = (0.0,H). (2.109)

Si esta cantidad es promediada bajo la ALOC se encuentra que

0%, = (PP = ((—)y, (2.110)

donde se utilizé a las ecuaciones de campo (2.10). Es decir, a orden lineal se recupera el PTEM
OG. Para especificar alin més a la expresion (2.110), conviene escribir a tﬁlﬁ en términos de
Eab. Asi sustituyendo a (2.108) en la Ec. (2.12) se obtiene

U (b o U B @b .

(-9t = E{achaba i — 0. h%d h + 3 g0,k h¢ — 20, WS 0" h + 8,7 o' R?
| [V LI [

4 50RO = ORI~ 180T O + gg“bachach}. @.111)

Al promediar a la Ec. (2.12), ésta puede ser reordenada en dos términos.

B D S 1
o — —<<—(9“h PR — 200 hobh — 20 h(“ab)h“’>> Sy, 2.112
(RG) 167 \2 cd 4 c'd + 167 <<S >> ( )
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donde

1

Sab —
167

{achabadﬁcd _ 6ci_z“"6di_zbd + adljlacad]?llg
1 cedn e ] = orde ] 7o
#3050 e - 78 0T O + Sg oo R, (2.113)

Este término se anula al utilizar las propiedades de los promedios enunciadas a principios de
la Seccidén 2.4.3. Con lo que el PTEM OG es

1
b
Ofro = 327

- - 1 - - _ -
<<8“hcd8bh“’ - S0 - 4ach§fab>hfd>>. (2.114)

De este modo se concluye que en la teoria lineal ambas formulaciones coinciden. Pues (2.114)
es esencialmente la misma expresién bajo la identificacién V,, — .

Hasta este punto se ha hecho uso de la teoria de perturbaciones a segundo orden para
calcular el PTEM OG para un fondo genérico. El propésito del siguiente capitulo serd discutir
las posibles relaciones del PTEM OG con las mismas OG al establecer como fondo el de
Minkoski.



33

Capitulo 3

Radiacion Gravitacional en la
Relatividad General

Uno de los aspectos mds sutiles y confusos en la RG, en particular, cuando se analiza un
problema de forma pertubativa, es el de la libertad de «norma» o la libertad de escoger coorde-
nadas. Un aspecto similar, aunque quizd, menos confuso por no involucrar al espacio-tiempo
mismo es el que aparece en la teoria electromagnética (o electromagnetismo; EM). Dada la
similitud que existe entre ambas teorias, la RG y EM, conviene primero revisar el problema
de la determinacién de una norma en el EM, ya que en la RG ocurre algo muy similar, con el
afiadido de que existe un mayor nimero de grados de libertad. Dicho en otras palabras, antes
de atacar de lleno a la teorfa de radiacién gravitacional en la RG, se retomaran algunos puntos
importantes sobre la teoria electromagnética—especificamente sobre radiaciéon— cuyo pareci-
do operacional con la RG linealizada es ampliamente reconocido [25, 113]. En particular se
analizan los modos fisicos radiativos y en segundo lugar su relacién con la libertad de norma.

3.1. Radiacion Electromagnética

3.1.1. Ecuaciones de Maxwell

En la formulacién covariante de la teoria de Maxwell en un espacio-tiempo plano los
campos eléctrico E y magnético B usuales se combinan en un sdlo tensor antisimétrico F,
(vere.g., [53, 128, 149, 160]). Para un observador con 4-velocidad v*, los campos estan dados
por

E,= abvba B, = vab’ (3.1

respectivamente, donde FZb = 1/2EadeF ca €s el tensor dual a Fp y €,bed €S el tensor de
Levi-Civita totalmente antisimétrico en 4 dimensiones. Las ecuaciones de Maxwell toman la
forma,

&F,, = —4xj,, (3.2a)
OaF ey = O, (3.2b)

donde j* es la 4-densidad de corriente usual. La antisimetria de F,;, implica la ley de con-
servacion d,j* = 0. En la formulacién usual del EM es ttil expresar a los campos (3.1) en
términos de el potencial escalar ¢ y el potencial vectorial A. Estos pueden ser combinados
en campo vectorial A* = (¢, A’).*! Por otro lado, la Ec. (3.2b) implica la existencia de este
preciso campo A, con el que*’

F,=0,A,-0,A,. (3.3)

#'Los indices i, j,k, I, m,n- -+ son utilizados para denotar cantidades 3-dimensionales.
“Por el teorema de Poincaré [160].
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Asi, en términos de A, las ecuaciones de Maxwell (inhomogéneas), (3.2a), toman la forma
0“(0,A, — 0,A,) = —4n . (3.4
Mientras que, los campos (3.1) se escriben como

E; = —atA,' - VAO, B; = €~jkajAk, (3.5)

]

donde ;i es el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico en tres dimensiones. Por otro
lado, el tensor de energia-momento en la teoria de Maxwell es

1 1
T’ = 4m {Fava‘ - ZnadeeFde} (3.6)

Notése que 7" es cuadratico en A,, de la misma manera que el PTEM OG es cuadrético en
h,,, (ver Capitulo 2). Mds atn, en razén de que se estd considerando un fondo plano, si j* (3.6)
cumple ¢T,," = 0; si j* # 0 no se conserva sélo 7'," sino el tensor de energia-momento
total (i.e. 3(T,," + T, [¥]) = 0, donde Psi son los campos de materia adicionales).

3.1.2. Libertad de norma en la teoria electromagnética

Las Ecs. (3.4) no estdn Gnicamente determinadas, pues una transformacién de la forma
Ay = A+ 08, 3.7)

las deja invariantes, en donde & es una funcién escalar (¢ : R* — R) arbritaria. A las trans-
formaciones de la forma (3.7) se les conoce como transformaciones de norma. Cominmente

se asocian observables fisicas a cantidades que sean invariantes ante esta clase de simetrfas.*’
Esta libertad de coordenadas permite fijar la norma, e imponer la condicién
04, =0, (3.8)

conocida como el nombre de norma de Lorenz.** Con fijar la norma se entiende que si un
potencial, a decir A}, no satisface la condicién (3.8) (i.e., 3AY}’ # 0), ésta siempre puede ser
impuesta pues bajo una transformacion de la forma (3.7), A, — Ay = A} + &, siempre y
cuando ¢ satisfaga la ecuacién

9“0, = —9AY). (3.9

2 M
a a

De esta manera se obtiene 4°A; = 0. Es comiin decir que A}’ y A% son fisicamente equi-
valentes. Aclarado lo anterior, al utilizar la norma de Lorenz (3.8), las Ecs. (3.4) toman la
forma

90,A, = 0A, = —4njj (3.10)

Es decir, en la norma de Lorenz el potencial A, satisface una ecuacién de onda, cuyas so-
luciones de analizardn en la Seccién 3.1.4. Es importante sefialar que el tensor de Faraday
F 4 es invariante de norma, por consiguiente, los campos eléctrico y magnético, definidos
como en (3.1), mds especificamente por las combinaciones de (3.5), también son invariantes
de norma, es por ello que son ya en si observables fisicas. No obstante, el hecho de que A,
satisfaga (3.10) sugiere que todas las componentes de A, son de naturaleza radiativa,*lo cual
no es correcto pues es bien conocido que la teoria EM contienes s6lo dos grados de libertad

“3En principio cldsicamente ( cf. el experimento de Aharanov-Bohm para un escenario cuantico)

“Nombrada asi en reminiscencia de Ludvig Lorenz (1829-1891), no confundir con Hendrik Lorentz (1853-
1928), responsable de la fuerza de Lorentz [128].

#Por grados de libertad radiativos se estd refiriendo a aquellos que satisfacen una ecuacién de onda.
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radiativos, es decir, las dos polarizaciones asociadas al fotén. Si bien A, contiene en princi-
pio cuatro grados de libertad, bajo la condicién (3.8) sélo tres resultan ser grados de libertad
independientes.

La naturaleza de estos tres grados de libertad remanentes es valida al notar que la eleccién
de norma (3.8) no fija de manera univoca a A,.*® En la misma linea que la Ec. (3.9), si A} ya

satisface 9“A"Y = 0, una nueva transformacién de norma
@ B — A®
A) oA =A)+0,C, (3.11)

donde ¢ es una funcién escalar distinta a la anterior &, implica, en razén de que §“AY = 0 sea
preservada,
o¢ =0, (3.12)

con lo que se asegura que 9“A,’ = 0. Esta libertad remanente suele ser ocupada para «es-
pecificar mds la norma», esto es, fijar un grado de libertad mds. Es bien conocido que en el
problema de la radiacién electromagnética sin fuentes (i.e., j* = 0) el potencial Ay puede
ser escogido nulo. En este caso, la norma de Lorenz se reduce a la norma de Coulomb (i.e.,
HJ.AJ = 0), Esto es, Ap = 0y, por consiguiente, de las tres componentes espaciales de A; s6lo
dos son independientes en razén de la norma de Coulomb. Sin embargo, como se verd mds
adelante (Secciones 3.1.4 & 3.1.5) bajo ciertas condiciones radiativas, también existen dos
grados de libertad radiativos en presencia de fuentes.

Para aclarar el punto anterior, considérese la componente temporal de la segunda transfor-
macién de norma (3.11), es decir, Ay’ = Ay’ +3,£. Si en una hipersuperficie a tiempo 1 = £ se
fija la condici6n inicial Ag'|;, = Ag'ly, + 9,{1, = 0, el valor de la derivada temporal de £ queda
fijo a

0Ll = =AY 1k (3.13)

También la derivada temporal de A’ se puede fijar a 9,A¢ |y, = 9,A |y, + 9, {1, = 0, % con lo
que 0,,{l;, = —atAg>|,o. En virtud de esta dltima condicion inicial la Ec. (3.9) toma la forma

V2Ll = =0,A% (3.14)

donde se ha adoptado la notacién V? = aiai, que corresponde al operador de Laplace en un
espacio euclidiano 3-dimensional. De esta forma ¢ se define como la solucién a la Ec. (3.12)
cuyas condiciones iniales estdn dadas por las Ecs. (3.13) y (3.14). Dado que AY’ satisface la
ecuacion de onda (3.10). En particular para la componente temporal se cumple

DAy = O(Ay + 9,0) = —4njo. (3.15)

Es asi que en el caso donde no existen fuentes, es decir, regiones del espacio-tiempo donde
jo = 0 la dnica solucién de la Ec. (3.15) para A", con las condiciones iniciales (3.13) y (3.14)
es Ag) = 0, con lo que, se fija el valor de la componente temporal de potencial a cero. Esta
especializacion de la norma de Lorenz se conoce como la norma de radiacién o de Coulomb,
en la que se cumplen las condiciones

Ja=0, Ay =0, &'A; =0. (3.16)

Notése que fue esencial la suposicion de regiones libres de fuentes para conseguir que Ay = 0
(se han dejado de lado los superindices). Se reconoce de inmediato que los grados de libertad
remanentes de A, son dos y ambos son radiativos pues satisfacen la ecuacién de onda. No

461 a discusidn sobre esta libertad remanente en A, es reminiscencia de Wald [160, p-79].
*’Se ha adoptado la notacién compacta 9,8, = 8, 3,0, = 9.

ij’
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obstante queda atin por responder que parte de A, son precisamente estos dos grados de liber-
tad. Para identificarlos se pueden tomar dos enfoques. El primero estd conformado por una
descomposicién en sus partes irreducibles de la cantidad en cuestion a analizar, en este caso,
el potencial A, y a partir de ésta identificar los grados de libertad por medio de la ecuacién
que satisface (i.e., la Ec. (3.10)). El segundo es analizar el potencial en la zona lejana de onda,
es decir, donde la distancia a la fuente tiende a infinito. En las secciones siguientes se exponen
ambos enfoques para el caso EM, en el entendido de que en el caso gravitacional se esperan
comportamientos muy similares para / ;.

3.1.3. Descomposicion en partes irreducibles del potencial electromagnético

De acuerdo al Apéndice B.3 el vector potencial A* puede ser descompuesto de la siguiente
manera

Ay = —¢, Aj=9;4 +A]T~, (3.17)

donde para el potencial ¢ se tiene la representacién trivial pues es un escalar. Por otro lado,
0 j/l representa la parte longitudinal de A siendo A una funcién escalar y A} da lugar a la parte
transversa de A ;. Ambas cantidades satisfacen

d/AT =0, &A= VA (3.18)

Bajo la descomposicion (3.18) los cuatro grados de libertad de A, se reparten en los dos es-
calares ¢ y 4y en las dos componentes independientes de AJT.. El propésito de introducir estd

descomposicién es encontrar combinaciones de A, ¢ y AJT. que sean invariantes bajo las trans-
formaciones de la forma (3.7). Esto es, cantidades invariantes de norma. Para ello, considérese
la transformacion de la parte transversa de A; bajo (3.7) dada por A]T. - A’jT. = A} + ﬁjf. De
esta manera, bajo una transformacién de norma la parte espacial satisface

AT =AT+0,-0 +), (3.19)

con lo que para preservar la invarianza de la parte transversa se debe de satisfacer & = A’ —
A+ cte. Asi, A’JT- = Af. En la misma linea, para la parte temporal se tiene

¢ =¢-0&=¢-0"+0, (3.20)
la cual, al ser reordenada permite ver que la combinacién
Y=¢+04 (3.21)

es, en efecto, un invariante de norma. Para recapitular, las dos cantidades invariantes de norma
resultan ser V' y AJT.. Ahora bien, para identificar los grados de libertad de la teoria, identifi-
cada por las Ecs. (3.4), resulta natural descomponer también a la corriente j* en sus partes
irreducibles como

jo=-p, Ji =0,0 + ji, (3.22)

donde la parte transversa satisface o' jl.T = 0. Asi, la sustitucién de las descomposiciones dadas
por las Ecs. (3.17) y (3.22) en las ecuaciones de la teoria EM (3.4) proporcionan una parte
temporal y espacial

VY = —4np, (3.23a)
DAT = —4nj! +8,0,¥ - 4no), (3.23b)
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respectivamente. Notése que la segunda ecuacion puede ser reducida utilizando la descompo-
sicion (3.22) en la ley conservacion local de la carga (i.e., 9, j = 0),

dp+ V=0, (3.24)
la cual puede ser reescrita como
1
V(o - —08,¥) =0, (3.25)
4

cuya solucién bien comportada es 410~ = 9, + cte. De esta manera, las Ecs. (3.23) se rees-
criben como

VY = —4np, (3.262)
DA] = —4nj!. (3.26b)

Las Ecs. (3.26) reflejan la naturaleza de los grados de libertad en la teorfa EM. En principio,
AJT. contiene tres grados de libertad, sin embargo, en razén de la condicién de transversalidad

dada por la Ec. (3.18), los grados de libertad independientes de AJT. son dos. Por otro lado, la
funcién ¥ es un escalar y, en consecuencia, contiene sélo un grado de libertad. En conclusién,
se tienen tres grados de libertad independientes; WV fisico pero no radiativo y AJT. fisico y
radiativo pues satisface una ecuacién de onda. Ademds, la Ec. (3.27b) refleja el hecho ya
conocido de que la parte radiativa se encuentra en la parte transversa del potencial, o bien, la
parte radiativa es debido a la parte transversa de la corriente j; [98].%8

En vacio es claro que las Ecs. (3.26) se reducen a

V¥ =0, (3.27a)
T
oA; =0. (3.27b)
que admiten soluciones de la forma
¥ =0, Al = g’ = geT (3.28)
para condiciones de frontera triviales, donde w = —k,v” es la frecuencia de la onda medida

por un observador con velocidad v y €; es el vector de polarizaciéon cuyas componentes
independientes son dos, a decir, €; y €, conocidos como los modos de polarizacién. Sin
perdida de generalidad se ha asumido que la onda se propaga en la direccién z. Notesé que
bajo una rotacién 6 la parte transversa adquiere una fase esto es, A} - AT = e""A}, con lo
que se concluye, bajo la perspectiva de la fisica de particulas, que la particula representada
por A, es de espin 1. Este resultado tiene su contraparte en el caso gravitacional.

Por lo demds, la discusion anterior permite reescribir a la teorfa EM en términos de can-
tidades invariantes de norma. Si bien, se recuperan resultados ya conocidos, la metodologia
resulta util como punto de partida para la RG linealizada, en donde aumentan considerable-
mente los grados de libertad. En la Seccién 3.2.4 se realiza el mismo procedimiento para el
caso de radiacién gravitacional. *

“8Bajo esta descomposicion, aunque se tienen ecuaciones que son invariantes de norma, la norma misma puede
también ser escrita en términos de estas variables. Para la norma de Lorenz §,A¢ = 0, se tiene V21 = —0,¢, la
a t
cual, al sustituirse en (3.23a) se obtiene O¢ = —4np, con lo que se recupera 0A, = —4rj,. Asimismo, en la norma
de Coulomb 6/.Aj =0, se obtiene V21 = 0, con lo que A = 0y, en consecuencia ¥ = ¢.
4“Como ejemplo, en el Apéndice B.4 se realiza la misma descomposicién irreducible para el caso masivo del
EM, la no invarianza de norma en esta teorfa se refleja también en dicha descomposicion.
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3.1.4. Potencial electromagnético en la zona de onda lejana

Una caracteristica esencial en los campos radiativos es que decaen como ™!, donde r es
la distancia a la fuente. Esta condicién permite especificar la norma de Lorenz (3.8) atin mds
en la zona lejana de onda (ver Apéndice B.1) para el potencial A,, sin concebir la total ausen-
cia de fuentes como fue el caso en la Seccidn (3.1.2). De esta manera la tnica componente
relevante es la parte espacial transversa de A,, denotada por AJT.; en ella estan contenidos los
grados de libertad radiativos de la teoria. En estd seccién se expresan a los potenciales ¢ y
A, partiendo de la solucion general a la ecuacion de onda con fuentes que satisface A,, en
la zona lejana de onda, es decir, manteniendo s6lo los términos que decaen como r~!.°” Este
identificacién tiene su simil en la teoria de radiacion gravitacional, donde también se puede
expresar a h , en la zona lejana de onda para posteriormente establecer a los modos radiativos
como aquellos contenidos solamente en la parte sin traza y transversa de i, (lo anterior se
vera en la Seccion (3.2.5)).

Retomando la ecuacién de onda (3.10) para A, con fuentes j“, ésta tiene una solucién
particular en la zona lejana de onda en términos de una expansién multipolar dada por

(9]

1 1 d\ o
Aa(ta X)=— ik (d_) {fja(T, X/)xljlmjkd3x’} . (3.29)
T

!
r k!

donde se ha adoptado la notacién compacta x’/1~/k = x’/t | x'Jk, mientras que
T=t-r, (3.30)

es el tiempo retardado con r =|x| la distancia a la fuente y n; = x;/r es el vector radial unitario
(i.e. n/n ;= 1). La solucién general es la suma de la Ec. (3.29) mas la solucién de la ecuacién
homogénea. Nétese que por solucién en la zona lejana de onda sélo se mantienen los términos
que decaen como r~! (para el cédlculo explicito de la solucién de la ecuacién de onda véase el
apéndice B). Los primeros cuatro términos de la expansién (3.29) toman la forma

1 . 2 o

Ap(t,x) = -0+ nii fp(r, x)x'd>x + ninjd— fp(r, xxIdPx +...F,  (3.3la)
r dr dr?
1 . N g3 7 d . N g3

Ap(t,x) = — Jr(n, xHd’x" + ni—d Je(n,xXHx'd>x" + ... ¢, (3.31b)
r T

donde se ha obviado en la ecuacién (3.31a) el primer término de la expansion para Ay dado
por la carga eléctrica total Q = f p(X)d>x, la cual es independiente de 7 en virtud de la ley de
conservacion d,,j*. Al realizar una expansion multipolar del estilo de las Ecs. (3.31) es comtn
definir a los momentos multipolares (ver e.g. [98]). El momento dipolar eléctrico se define
como

mm=j}@xmfx (3.32)

Asimismo el momento cuadrupolar eléctrico (con traza) y el momento dipolar magnético son
1 ,

ij = fP(T, X)ijdeX, M = Efijk f]j(T, x)xid3x, (3.33)

respectivamente. Existen momentos a mayores ordenes, no obstante, en la realidad las contri-
buciones a problemas fisicos son despreciables la mayoria de las veces, ya que los términos
dominantes a grandes distancias son los que decaen como r~!. Para efectos de esta tesis, s6lo

La discusién en ésta y la siguiente seccién sigue de cerca a Poisson and Will [128, p.541]
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se tomardn estos términos. Asi, los potenciales (3.31) adoptan la forma
o 1 . s
b==+- {nipir) + nin;Q, () + ...}, (3.34a)
1. . :
A=~ {pr(@) + Q0 - eumiM;(@) ...}, (3.34b)
donde los puntos indican derivadas temporales y ademds en el primer término de (3.34b) se
ha utilizado la conservacién 0, j* para expresar a la integral de j; en términos de la derivada

temporal del momento monopolar. De las ecuaciones (3.34) resulta sencillo notar la forma
genérica de los potenciales:

= g + EC(T, n), (3.35a)
r r
Ay = %Dk(ﬁ n), (3.35b)

es decir, se pueden expresar con alguna funcién auxiliar que dependa de 7y n. En este punto la
restriccién sobre la dependencia r~! para los campos de radiacién puede ser utilizada notando
la siguiente regla de diferenciacidn, la cual sélo es vélida en la zona lejana de onda pues se

estdn despreciando términos de mayor orden en r~!:

d.T = —n;o.T, (3.36)

donde T es un tensor arbitrario con los indices suprimidos cuya dependencia, al igual que las

ecuaciones (3.35), es de la forma T = r~! f(r, n). Para probarlo notése que 6jr‘1 =00 y

6jnk = O(r~") por lo que la tinica dependencia que va como r~! es en 7 pues éjr = —(9jr =

—nj. Tomando las consideraciones anteriores notése también que los términos dominantes en
ambas expresiones, es decir, en las Ecs. (3.35) son de la forma r~1 (7). De esta manera

0,0 fx,m) = r '8, f(x) + OG?)
= r 0. f(x,md T+ 0 )
= n,-@T(r_lf(T, n)) + O(r_z),
= -n;0.T + O(r™), (3.37)

con lo que la Ec. (3.36) queda justificada. Con esta condicién la norma de Lorenz (3.8) adopta
la forma
9,A" =9, (A” —n;A)) = 0, (3.38)

donde se ha utilizado que d, = d, en virtud de la Ec. (3.30). Por otro lado, una forma util
para dejar en claro los grados de libertad de una teoria corresponde a una descomposicion
en sus partes irreducibles (vedse apéndice B.3). Para la teoria electromagnética contenida en
los cuatro grados de libertad de A,, en razén de que se han obtenido la forma genérica de
sus componentes en la zona de onda, estos es, las Ecs. (3.35), la descomposicién equivale a
expresar a C'y Dy en sus partes irreducibles. Para C es trivial pues es un escalar, mientras que
para Dy se tiene

Dy = Dy + D}, (3.39)

donde Dny y Dz son la contribucién longitudinal y la transversa de Dy respectivamente, ésta
ultima satisface nkDE = 0. En este punto la condicién de norma (3.38) puede ser utilizada
para establecer algunas constricciones. Escribiendo a (3.35) en términos de (3.39) y a su vez
sustituyendo en (3.38) se obtiene

C=D. (3.40)
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Lo cual indica que ¢ y Ax no son independientes. Incorporando la constriccién (3.40) a los
potenciales (3.35) estos se escriben como

1
s=2.1p, (3.41a)
r r
1
A = —(Dni + D)), (3.41b)
r

donde D, DZ son funciones de 7y de n. El numero de cantidades independientes se ha reduci-
do atres: unaen Dy dos en D{, lo cual era de esperarse pues la condicidon de Lorenz elimina
un grado de libertad.

3.1.5. Transformacion a la norma transversa

En la secci6n anterior se expreso a los potenciales ¢ y A; en la zona lejana de onda, dados
por las Ecs. (3.41). En esta seccion se retoma el hecho que una segunda transformacién de
Lorenz deja un grado de libertad remanente. Sin embargo, a diferencia de la discusion de la
Seccién 3.1.2 en donde la norma de radiacién satisface las ecuaciones (3.16), aqui no se ten-
dr4 la hipotesis de j, = 0. Es importante contrastar este hecho con la literatura, pues cuando
se busca implementar la norma de radiacién en el EM normalmente se toma como condicioén
necesaria la consideracién de regiones en donde j, = 0. Esto es conveniente en la teoria de
Maxwell pues a diferencia de la teorfa de emisién de OG, la emision de ondas electromag-
néticas se debe a superposiciones incoherentes de dtomos, moléculas o particulas cargadas.
Es decir, eventos indistinguibles que suceden incontables veces con lo que las ondas electro-
magnéticas son facilmente absorbidas o dispersadas por el medio en el que se propagan. En
contraste, en la emision de OG, la informacion de cada evento esta contenida completamente
en la onda y ésta se propaga intacta desde la fuente hasta un observador distante. Esta es la
razén por la cual la discusion de la teoria de radiacion en el EM no toma en cuenta estas
sutilezas.”!

Aclarado lo anterior, considérese la segunda transformacién de norma dada por la Ec.
(3.11). Esta segunda transformacién estd generada por la funcién ¢ que satisface a la Ec.
(3.12) en raz6n de preservar la condicién de norma de Lorenz. Una solucién a dicha ecuacién
se escribe como

(= %a(r, n) + 0(r™?), (3.42)

donde @ es una funcién arbitraria. Estrictamente « tendria que ser también descompuesto
en sus partes irreducibles, sin embargo, dado que es un escalar, su representacion es trivial,
lo cual no serd el caso cuando se trate el caso gravitacional. Insertando la solucién (3.42)
y la forma de los potenciales (3.41) en (3.11) y utilizando la regla de diferenciacién (3.36)
eventualmente se obtienen las reglas de transformacién siguientes:

D] - D], (3.43a)
D — D-0.a. (3.43b)
Esto es, el como transforman a las partes irreducibles del potencial A,. De (3.43) queda de

manifiesto la invarianza de la parte transversa de Dy bajo transformaciones de norma. Nétese
de igual manera que a puede ser elegido tal que se satisfaga D = 0. Con esto tltimo los

SIEstrictamente toda la materia y energfa, incluyendo a los 4tomos, es fuente de radiacién gravitacional, sin
embargo, la diferencia de magnitudes entre las demads interacciones del modelo estdndar hacen plausible el poder
despreciar estos efectos en el rango macroscépico.
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potenciales se reducen a

¢ = % (3.44a)
Ag = %DE(T, n). (3.44b)

Dado que Dan = 0, los grados de libertad relevantes para la zona de onda lejana, es decir,
dependientes del tiempo y por tanto los que contienen la informacién de la fuente son dos y
estan contenidos en la parte transversa de D y en consecuencia en la parte transversa de Ay.
Los campos expresados en la forma (3.44) se dice se encuentran en la norma transversa (T).
La Ec. (3.44a) simplemente expresa el comportamiento coulombiano de ¢ pero no contribuye
a la energia radiada ya que no depende de t.

3.1.6. Extraccion de la parte transversa

En la seccién anterior se identificé a los dos grados de libertad radiativos del potencial
A, como aquellos contenidos en la parte transversa Az. En esta seccién por el contrario se
especifica el coémo aislar la parte transversa dado un potencial A,,.

La extracciéon de la parte transversa del potencial A, es llevada a cabo por medio de la
aplicacién de un operador de proyeccién ortogonal a /, es decir, proyecta un vector sobre el
plano que es ortogonal a n’ [84, 98, 130]. Este operador se define como

Pl =5 —nin, (3.45)
el cual satisface las siguientes propiedades
P/ =0, P =2, PP, =P (3.46)

las cuales reflejan la dimension dos del plano ortogonal y la indempotencia del mismo pro-
yector. Con las anteriores propiedades dado un vector B; expresado en sus partes irreducibles
(anteriormente introducida en la Ec. (3.39))

Bj = Bnj+Bj. (3.47)
La accidn del proyector (3.45) sobre el vector (3.47) produce
j T
p]kBj — Bj , (348)

es decir, aisla la parte transversa del vector B;. Con estas consideraciones retomando a la Ec.
(3.44b) para A y combindndola con la expresion en términos de los momentos multipolares
dada por la Ec. (3.34b) se obtiene

; d _ _
Al = Z_;Pfk(n) {%(r) +0(c 1)}) +0(™2), (3.49)

donde se han restaurado las unidades. La expresion concluye que a orden dominante en r y
en ¢ la radiacién electromagnética es esencialmente dipolar. Este es el mismo resultado que
se obtendria a partir de la expansién multipolar de la Ec. (3.27b) asumiendo la zona de onda
lejana.
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3.2. Radiacion gravitacional en la aproximacion lineal

En las secciones anteriores se estudio el problema de la radiacién electromagnética con-
cluyendo que es esencialmente radiacion dipolar. Sin embargo, en el caso de la radiacién
gravitacional a orden dominante en una expansién multipolar la radiacién resulta ser cuadru-
polar. Dicho de otro modo, la emisién de OG es consecuencia de un momento cuadrupolar
que varia en el tiempo. Este resultado, como se anticipaba en la introduccién de esta tesis
fue encontrado por Einstein [80]. Hoy en dia, y en razén del trabajo de Landau & Lifshitz
[107], se conoce como el formalismo cuadrupolar. Este formalismo es vélido para fuentes
aisladas cuya dindmica estd dominada por fuerzas gravitacionales, esto es, aquellas que pue-
den ser modeladas bajo la aproximacién post-newtoniana (brevemente discutida en la Seccioén
(2.2.1)). A pesar de ello, es valida también en el limite newtoniano (i.e. v/c — 0), es por ello
que puede ser derivada en el limite lineal de la RG (asi fue como Einstein la encontrd).

Como se comentd brevemente en la Introduccidn de esta tesis, en las actuales colabora-
ciones internacionales para detectar de manera directa OG, LIGO y VIRGO, el paradigma
matemadtico se sostiene en que las observaciones son descritas por las soluciones retardadas
de la ecuaciones de Einstein, es decir, & ,, cuya fuente son objetos altamente dindmicos y
compactos en un espacio-tiempo descritos por un tensor de energia-momento 7p[¢/].

En principio, i, contiene (i) grados de libertad de norma, (ii) grados de libertad fisicos y
radiativos, y (iii) grados de libertad fisicos no radiativos. Estos dltimos asociados a las fuentes
de materia. Por grados radiativos se estd haciendo referencia a aquellos grados de libertad que
satisfacen una ecuacién de onda. Resulta ser que bajo cualquier norma, la Unica parte de la
métrica que satisface una ecuacién de este estilo es la parte transversa y sin traza (TT). Las
componentes restantes son en tanto funciones que son gobernadas por ecuaciones de Poisson,
es decir, no son modos radiativos. Este hecho, como se vera mas adelante en la Seccién 3.2.4
es oscurecido cuando se utilizan normas como la de Lorenz, en donde aparentemente, todos
las componentes satisfacen una ecuacién de onda.

En esta seccion se da un repaso a la teorfa de radiacién gravitacional en el limite lineal
de la RG sobre Minkoswki, en la misma linea de estudio de la radiacién electromagnética,
comenzando con la discusién usual de la libertad de norma en espacios globalmente vacios,
para después contrastarla con el caso de fuentes de materia no nulas. Sin embargo, aunque en
ambos casos la conclusion es que los grados de libertad radiativos estén en la parte TT de &,
en una serie de recientes articulos, Ashtekar et. al. [20, 21] sugieren que ha existido desde
el inicio de la teoria de radiacién gravitacional una ambigiiedad entre dos nociones distintas
de los modos (TT): la primera, presente en la teoria linealizada, es la descomposicién de
la perturbacion £, en sus partes irreducibles; la segunda, refiere al uso de proyectores para
extraer la parte TT de A . Sin embargo, como se explicard a lo largo de las subsecuentes
secciones ambas nociones resultan ser equivalentes.

3.2.1. Ecuaciones linealizadas de Einstein

De acuerdo a los resultados del Capitulo 2, el cdlculo de las cantidades de curvatura es
inmediato. En la aproximacion lineal la expansién de la métrica se trunca a primer orden y el
espacio de fondo es el de Minkowski (i.e. Eab =0),

8ab = Mup + /lhab’ (350)

de ahi que la identificacién V, — @, es permisible. Con esta identificacién, retomando a la
Ec. (2.67), las ecuaciones de Einstein a primer orden en términos de la perturbacién, forma
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de onda, o potencial gravitacional i, toman la forma

1 C C C
Gl =5 (=0u0yh = 60y, + 200y + 1y |0.0°0 — 8,0,h]) = 87T, [W].  (3.51)

las cuales son reminiscencia de las Ecs. (3.4) para el potencial A,. En el caso de (3.51) la
fuente estd dada por el tensor de energia-momento de los campos de materia T, [], es decir,
la fuente de las OG, compatible con

o'T,, = 0. (3.52)

a

Noétese que a nivel lineal no aparece el PTEM OG, discutido en la Seccion 2.4, pues éste es
cuadratico en £ ,. Cabe sefialar que la expresion (3.51) serd utilizada mas adelante (Seccion
3.2.4) para identificar la naturaleza de los grados de libertad independientes de %, . Ahora
bien, retomando a la Ec. (2.69) las ecuaciones de campo en términos de h , = h,, — 1/2n ,h,
son de la forma

-0 1 - - 1 -
Gla|, = =500y, + 00y, = 511,40 0 g = 87T, ], (3.53)
Esta expresion puede simplificarse ain mas al escoger un sistema de coordenadas apropiado,

es decir, escoger una norma de la misma manera que en el caso EM.

3.2.2. Libertad de norma en ausencia de fuentes

En la RG una transformacién de norma es simplemente una transformacion de coordena-
das [53, 112, 122, 149, 154, 160]. M4s atn, en teoria de perturbaciones la libertad de norma
significa la «libertad» de identificar puntos entre el espacio-tiempo de fondo y en donde viven
las perturbaciones[117-119]. Especificamente una transformacién infinitesimal de coordena-
das de la forma

x4 - x4+ & (3.54)

bajo la cual la perturbacién s, transforma como
Ry = gy = 20,8, (3.55)
mientras que la variable fza , toma la forma
h,,— h,, - (20,&y) — 0.EM ), (3.56)
a su vez la traza de i_zab transforma como
h — h—20,. (3.57)

Es sencillo probar que bajo las transformaciones (3.55), (3.56) las Ecs. (3.51) y (3.53) per-
manecen invariantes respectivamente. La classe de normas que interesan en el problema de
radiacién gravitacional son aquellas que satisfacen la condicién de norma de Lorenz,

oh,, =0, (3.58)

en clara analogia con la condicién de norma de Lorenz del EM dada por la Ec. (3.8). Esta
norma siempre se puede imponer en el sentido de que si un potencial }_12;752 no satisface la
condicién (3.58) (i.e., (9“;1;';) # 0) una transformacidn de la forma (3.56) en dicha perturbacién
R — h% =h) - (20 ,&,, = 0.£1,)., 1a condicién 8Ph% = 0 se satisface siempre y cuando

2En esta seccion los superindices en h,, no tienen relacion alguna con el orden en una expansion perturbativa,
simplemente son para distinguir poder distinguir entre distintas perturbaciones, todas de primer orden.
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el generador de la transformacion & satisfaga la ecuacion

— ab7
oé, = Y, (3.59)

cuyas soluciones siempre pueden ser encontradas. M4s atin, la condicién (3.58) implica que de
los diez grados de libertad de Eab, s6lo seis resultan independientes. La implementacién de la
condicién de norma de Lorenz en las ecuaciones de campo (3.53) las simplifica notablemente,
con lo que toman la forma de una ecuacién de onda para Eab:

Oh,, = —161T,,. (3.60)

Las soluciones a esta ecuacion se analizardn mas adelante en la Seccion (3.2.5). La métrica
. _ T 1 T
completa se recupera a partirde g, =1n,, +h,, — ;hﬂab-

No obstante, no es esperado notar que, de la misma manera como sucede en la teoria EM,
la condicién de Lorenz no fije totalmente los grados de libertad de &, cuando se consideran
espacios-tiempo libres de fuentes (i.e., T, = 0). Para identificar la libertad de norma rema-
nente considérese en primer lugar una segunda transformacién de norma a generada por £,

7@ S TO TG _ 7@ _ _ g s bT@ _
ah,,esdecir, h; — hab__ h,, 26(a§ b) a.{n,,, dado que 0°h, = 0, para preservar la
condicién de norma sobre hﬁ;, esto es, 9” hg’; = 0, se tiene que satisfacer la siguiente ecuacion:

o, =0. (3.61)
En segundo lugar considérese a las ecuaciones de campo linealizadas de Einstein en vacio
oh,, = 0. (3.62)

Siguiendo la discusién de Wald [160, p.70], en una hipersuperficie a tiempo constante ¢ = fg
se fija como condicidn inicial a (3.57), con lo que

0=h| -20°C],
= /'ajm - 2(=3°, + afgl.)|t0
=h|, 20,4 - V-0, (3.63)

Por otra parte, tomando la derivada temporal de la misma ecuacién (3.57) y evaludndola en
t = tp se obtiene

0= d;h|, —28,0°|

fo

= 0;h, +2(=0,4, + V- 8,0,
= 0,h|, +2(=V?¢{) +V-8,0)

(3.64)

to’

donde en la tdltima linea se ha hecho uso de la componente temporal {y en la condicién (3.61)
para {,. Por otro lado, de la Ec. (3.56) es posible obtener dos ecuaciones mds para fijar por
completo a . Para ello considérese a l_zoa, con lo que

0= - 26(041) |t() +0°, n0a|t0

}_l (l|l‘0
Roaly = 0:al,y = 0aLol,, (3.65)
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De la misma manera, tomando la derivada temporal a (3.65), evaluando en ¢ = 1y y utilizando
la condicién (3.61) se obtiene la tltima ecuacién de condiciones iniciales
0= athOaLO - azz§0|,0 - ataa§O|t0

- atﬁOMLO - v240|t0 - aaaogOLO. (3.66)

Las Ecs. (3.13), (3.64), (3.65) y (3.66), fijan los valores iniciales de las cuatro componentes de
L. Bajo estas consideraciones se define a { como la solucién a la ecuacién (3.61), es decir,
0, = 0. Més atin, bajo los mismo argumentos utilizados en el caso EM (Seccién 3.1.2), si

h, satisface la Ec. (3.62), se consiguen las siguientes dos condiciones:
By, = 0, nh,, = 0. (3.67)

Las cuales son validas en regiones libres de fuentes. En consecuencia a la condicién sin traza
se sigue de inmediato que fzah = h,,. Cabe sefialar que dado que ﬁah satisface la condicién
de Lorenz, se puede tomar la componente temporal que, junto con la primera condicién de
(3.67), satisface 8/_100 = 0; por lo que de la ecuacion en vacio (3.62), la componente temporal
satisface V27100 = 0 cuya tnica solucién con condiciones triviales de frontera es

ho = 0. (3.68)

En conclusién de los seis grados de libertad remanentes tras satisfacer la condicion de Lorenz,
las condiciones (3.67), (3.68) implican que la perturbacién es puramente espacial, sin traza,
y transversa, con lo que solamente dos grados de libertad son linealmente independientes. La
perturbacién que satisfaga las anteriores condiciones se dice que esta en la norma sin traza-
transversa (TT), y se identifica con haTg. En este punto la barra sobre /1, se vuelve redundante.
Como se verd en la siguiente seccion este resultado se recupera como caso particular del
escenario con fuente de materia (ver Ecs. (3.87)).

3.2.3. Libertad de norma en presencia de fuentes

Es claro que en situaciones mds reales el tensor de energia-momento no es nulo. En es-
te contexto ademas de los grados de libertad fisicos radiativos, estan presentes aquellos que
son fisicos pero no radiativos. De ahi que no sea posible, al considerar fuentes, escribir di-
rectamente a la perturbacion en la norma TT. Sin embargo, es posible tomar dos enfoques.
El primero es ver a la perturbacién como una unica descomposicion en partes irreducibles
con el propésito de identificar los grados de libertad de manera clara. Lo anterior se logra al
dividir a la perturbacién en una contribucién escalar, vectorial y tensorial, y después analizar
su comportamiento bajo transformaciones de norma para construir luego combinaciones que
en efecto sean invariantes de norma. Este formalismo es ampliamente aplicado en teoria de
perturbaciones cosmoldgicas invariantes bajo transformaciones de norma [27]. En cierto sen-
tido, lo que se tratard en la siguiente seccién es el limite lineal de dicho formalismo [35, 72].
En especifico se recogen las ideas de [83, 128, 130].

El segundo enfoque es el andlisis de &, en la zona lejana de onda, similar al realizado
para el caso EM en la Seccién 3.1.4, éste serd expuesto en la Seccién 3.2.5. No obstante,
ambos enfoques resultan ser equivalentes con la introduccidon de un operador que aisla a la
parte TT de la perturbacién, introducido en la Seccién 3.2.6.

3.2.4. Descomposicion en partes irreducibles del potencial gravitacional

Retomando a la Ec. (3.60), en la que se ha utilizado la condicién de norma de Lorenz para
simplificar notablemente a la Ec. (3.53), se tiene la aparente peculiaridad de que todas las
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componentes de la perturbacién fzab satisfacen en efecto una ecuacion de onda, lo cual lleva
a pensar que todas son grados de libertad radiativos; aunque en realidad esto no es del todo
correcto. Para comenzar la discusion considérese el hecho de que la perturbacion i, puede
ser considerada como una descomposicién "3+1"dada por?

hoy | By
haﬂz(hoo ho ] (3.69)

Jo 1k
con la importante observacion de que Ay, bajo una rotacion de los ejes espaciales transforma
como un escalar, A, transforma como un vector espacial y hjk transforma como un tensor
espacial. De acuerdo al Apéndice B.3, cada parte de la descomposicion (3.69) se expresa
como

hoo = 26, (3.70a)

hy; =Bj+0;7, (3.70b)
1 1.,

hye= 3HO ;. + (a k= 304V )T +20 4 + - (3.70¢)

donde se tienen las condiciones de transversalidad y sin traza
98" =0, 9,¢' =0, BT = 0, 5, hT = 0, (3.71)

respectivamente. Notése que en términos de la descomposicion (3.70) la traza de h , adopta
la forma
nh,, = H - 2¢. (3.72)

Bajo la descomposicion (3.70) las diez cantidades de h,p estdn representadas por los cuatro
escalares ¢, v, H, I, por las cuatro componentes independientes de los vectores By j, y
por las dos componentes independientes de hj,;r . Por otro lado, dado que se desea obtener
el comportamiento de una transformacién de norma en presencia de fuentes, resulta natural
considerar una transformacién de la forma (3.55) generada por &,. Este generador también
puede ser descompuesto en una parte escalar y otra vectorial,

& =, £ =b,+dz (3.73)

respectivamente, donde 8jbj = 0. Asi, al aplicar la regla de transformacién (3.55) a las com-
ponentes (3.70) se encuentra

hoo = hgg — 20,¢, hy; = hy; = 0yé i~ 0 o
— 2(¢ — d,y0), — (Bj — 0yb)) + 8j(y —a—0d,0), (3.74)

mientras que para las componentes espaciales

R = Ty =96 = g
oy — 0,5, — ;b —20,9,c

1 1
= HOj +0,0,(0 = 20) = gajkvz‘r + 0L — D) + 0L~ b+ Ry

1 1
= 30,(H - 2V20) + (ajk - §VZ) (T =20 +0,({ =) +0,(L; —b)+hy,  (375)

33La descomposicién se realiza sobre 4, , sin embargo, es completamente equivalente realizarla sobre / b

ab’
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con lo que se obtienen las siguientes reglas de transformacion

¢ — ¢ -0, (3.76a)
Bj — Bj—9,bj, Y= y—a=0, (3.76b)
H— H-2V%,  T-7T-2 {j—>¢i-b, Rl >k (376c)

Las Ecs. (3.76) muestran que en efecto la tinica cantidad invariante ante transformaciones de
norma es la parte TT, es decir, h};r . Ahora bien, con las reglas de transfomacién anteriores es
posible construir cantidades que sean combinaciones de ¢, B}, v, H, A, {; y sean invariantes
bajo transformaciones de norma. En si, lo que se busca es el andlogo a la teorfa EM en donde
los campos eléctrico y magnético ya son combinaciones invariantes de norma de los potencia-
les ¢, y A, dados por la Ec. (3.5). Para encontrar estas combinaciones conviene descomponer
al tensor de Einstein lineal en A, (3.51) en sus componentes temporal, espacio-temporal y
espaciales dadas por

1 . 5 ) X

Goo = 5 (=0 = 60y hgy + 209y, — 3D, + 8,0, (3.77a)
1

Gg} ) (_atjh - aaaahoj' + 2‘3’0‘9(0h j)rx) (3.77b)
1

G = 5 (~0uh = 00y +20°0 hy, + 63,(0,0h = 0,051 (3.77¢)

respectivamente. Sustituyendo la descomposicion (3.70) en (3.77) se obtiene

Gy = —2V*¥ (3.78a)

Gy = =20,)¥ +2V°0, (3.78b)
2 1

Gy = -390 K V@ =) -26,0,% + (a k=30 jkvz) (D -P)

1
+2(0,/0 +8,0)) - Emh},} (3.78¢)

donde naturalmente se han obtenido las siguientes combinaciones

1

d=¢p-0,y+ 56,,'1’, (3.79a)
1

©) = -7 = 9., (3.79b)

Y= é(H - V21), (3.79¢)

la cuales resultan ser invariantes bajo las reglas de transformacién (3.76).°* Es importante no-
tar este hecho, pues es comin que en la discusion de dicha descomposicién (ver [83, 128]) se
introduzcan antes las combinaciones (4.57), y después se calculen las componentes (3.78). De
las condiciones (3.71) es posible realizar un conteo de los grados de libertad de G(a'[:. Para ello
considérese que @, ®;, ¥ representan cuatro funciones invariantes de norma dada la condicion

de transversalidad 6/®; = 0. Ademads h}g contiene en principio, seis funciones independien-
tes, pero existen cuatro condiciones para hJTkT , a decir, la condicién de transversalidad y sin

traza de las Ecs. (3.71) respectivamente, por lo que de estas seis funciones sélo dos resultan
ser independientes. Por lo tanto, al final se tienen seis grados de libertad independientes.

*Esta es la versién para un fondo de Minkowski de los bien conocidos potenciales de Bardeen [27].



48 Capitulo 3. Radiacion Gravitacional en la Relatividad General

La eleccién de los factores % y % en (4.57) es por motivos de conveniencia; diversos au-
tores definen las cantidades invariantes con distintas constantes [53, 83, 130]. La descompo-
sicidn (3.78) empata con la de [128] a excepcion de factores con potencias de ¢, la velocidad
de la luz, consecuencia natural de la eleccion de unidades, ademds de reflejar la propiedad,
al igual que (3.70), de que (3.78b) contiene una parte longitudinal y otra transversa mientras
que (3.78c) contiene la traza, una parte longitudinal sin traza, otra longitudinal y transversa y,
en el dltimo término, la parte transversa y sin traza.

Para poder imponer las ecuaciones de campo (3.51), conviene igualmente descomponer a
T, en sus partes irreducibles como

T T, .
T ,= ( LU B ) (3.80)
* TjO Tjk’
definido como
Too =P (3.81a)
T()j =-5;- 6].S, (3.81b)
1 2 TT
Tjk = T(Sjk + (8jk - géjkV )0' + 26(j(7k) + 0 (3.81c¢)
con las condiciones
;87 =0, 9,07 =0, 9,0k =0, 8o = 0. (3.82)

Sin embargo, se tiene a nivel lineal la condicién de conservacion ébT“b = (0 que da pie a tres
relaciones extra:

V3§ = —d,p, (3.83a)

Vio,=-0,S, (3.83b)
3

Vo = —5@+0,S). (3.83c)

Con esto en mente el igualar las componentes temporales (3.78a) con (3.81a) da pie a una
ecuacion

V2 = —gp, (3.84)

donde k = 8m. Asimismo, la igualdad entre las componentes espacio-temporales (3.78b) y
(3.81b) da pie a dos ecuaciones

K

2
K

0¥ = 3S. (3.85b)

V2@, =-=§ (3.85a)

j’
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Por dltimo, el imponer las ecuaciones de campo en la parte espacial, i.e. la igualdad entre
(3.78c) y (3.81c) se determinan cuatro ecuaciones mas

3
Vi@ -¥) = —5 (kT +20,¥), (3.862)
(®-¥) = ko, (3.86b)
0,0 = gcrk, (3.86¢)

Dhy, = =20 (3.86d)

Las ecuaciones (3.85b), (3.86b), (3.86c), permiten determinar los potenciales ¥, ® y ®; una
vez conocida la fuente en virtud de las Ecs. (3.83). Asimismo la Ec. (3.86a) se puede refinar
ain mas al derivar respecto al tiempo a la Ec. (3.85b) y utilizar la Ec. (3.84). Con ello, las
funciones invariantes de norma satisfacen las siguientes ecuaciones:

V2y = —gp, (3.87a)
3 1
V20 = —?K(T + 3P +0,), (3.87b)
2 K
MECTEE (3.87¢)
DYy = =2k07 ). (3.87d)

Las Ecs. (3.87) son el punto culminante de la teorfa lineal, pues estas representan a una for-
mulacién invariante ante transformaciones de norma. La primera diferencia a notar es que en
la formulacién de Lorenz todas las componentes de la perturbacion aparentan satisfacer una
ecuacién de onda, cuestion que lleva a pensar que en efecto, todos los grados de libertad de la
teoria son radiativos. No obstante, las Ecs. (3.87), las cuales son totalmente equivalentes a las
ecuaciones de campo usuales (3.51), muestran lo contrario, los tGnicos grados de libertad
radiativos son dos y se encuentran en la parte TT, hT.kT . Las demads ecuaciones, aunque
independientes del tiempo, son grados de libertad fisicos pero no radiativos, las cuatro fun-
ciones @, ¥, ©;, satisfacen ecuaciones de Poisson que pueden ser resueltas a cada tiempo ¢
dependiendo del estado de la materia a ese mismo tiempo, reminiscencia de la formulacién
Newtoniana. Notése ademads el parecido en la estructura de las Ecs. (3.87) con las Ecs. (3.26)
del caso EM.

Los dos grados de libertad radiativos corresponden a los dos modos de polarizacién /.,
y hyx asociados a las componentes hy, = —hyy y h,y, respectivamente. Cuando se escoge un
sistema de coordenadas en que la onda se propaga en la direccién z, la métrica completa
adopta la forma

ds* = —df* + (1 + hy)dx® + (1 — hy)dy? + 2hydxdy + dZ*. (3.88)

Por dltimo, conviene notar que si se considera vacio, las Ecs. (3.87) adoptan la forma

VY =, (3.89a)
V20 =0, (3.89b)
V20, =0, (3.89¢)
o =0, (3.89d)

cuyas soluciones para condiciones triviales de frontera implican que los modos escalares y
vectoriales son nulos ¥ = ® = ©; = 0. Ademds, en virtud de la Ec. (3.72) se recupera
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Figura 3.1: Interaccién de una onda gravitacional monocromaética que se pro-

paga en la direccién z. La parte superior refiere a la polarizacién A, ; mientras

la parte de inferior refiere a la polarizacién hy. Como su nombre lo indica, la

polarizacién hy corresponde a la polarizacion i, cuando el sistema de coor-
denadas es rotado 45°.

hjk = hJT,;F . Mas atn, en vacio se obtiene el resultado similar al caso EM (ver Ec. (3.28)). Para
ello notése que la solucién a la Ec. (3.89d) es una onda transversa de la forma

Wy = H e, (3.90)

donde H j es el tensor de polarizacion. Si la onda se propaga en la direccion z que entra en la
pagina, es decir, k¢ = (kg, 0,0, k;), las componentes del tensor de polarizacion se reducen a

ij = HZZ = 0, Hxx = —Hyy = h+, ny = hx. (391)

Ademds, ante una rotacién 6 sobre el eje de propagacion la onda adquiere una fase hfg -
hjkT ¢'?% 1o que refleja, bajo la perspectiva de la fisica de particulas, la naturaleza de espin 2 de
htr.
Jk

Por otro lado, como se mencionaba en la introduccién de esta tesis, el como interactian
las OG con la materia, es decir, si es que producen algiin efecto fisico, fue motivo de histéricos
debates. Al respecto, es sabido que las OG producen cambios en la distancia propia entre dos
particulas. La descripcién puede ser realizada en el sistema de coordenadas TT, representado
por la métrica (3.88), o bien utilizando la ecuacién de desviacién geodésica o coordenadas
normales de Riemmann [47, 109]. El resultado es que una OG genérica puede ser entendida
como una superposicién de dos campos de marea que se propagan en el vacio. Los efectos de
la polarizaciones /4 y hx en un anillo de particulas se muestran en la Fig. 3.1.

3.2.5. Potencial gravitacional en la zona de onda lejana

En esta seccién se analiza el potencial gravitacional fzah de manera similar al caso EM de
la Seccién 3.1.4. Para ello, considérese la ecuacidon de onda con fuentes que satisface hab, a
decir, la Ec. (3.60). La solucién a esa ecuacién en la zona lejana de onda, es decir, manteniendo

s6lo términos radiativos que decaen como 7! es

- k1 = 1 d ! IN L] /
hap(t.%) = 5~ % e (E) { f T, (X )X/ Ik } (3.92)
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donde « = 8 (ver Apéndice B.2). El observar la ecuacion (3.92) permite establecer que
en cada término / habrd integrales del tensor energia-momento 7', , es decir, cada término
representa un momento multipolar. Para efectos de esta tesis, s6lo se tendrd en cuenta el
momento multipolar dominante que es precisamente el momento cuadrupolar.’ Sin embargo,
es ilustrativo tener en cuenta términos de mayor orden. De esta manera, tomando los primeros
términos de la solucién (3.92) para cada componente se obtiene [128, 153]

- 4 1 . 1

hoo = - {M + Enj”k—[]k + gnjnknzfﬂd + - } (3.93a)
r

_ 401 o 1 o g y

hoj =~ 3 5Lt + ontn! (T = 2enpF ) + - (3.93b)

_ 4 (1. 1 3y y

hy = P Ejjk i (fjkz + 26m1; S e + 2Emlkjmj) oo (3.93¢)

donde se ha a adoptado las siguientes definiciones de los momentos multipolares

It = f Toox-d’x, (3.94a)

Ji" = €jm f Ty X'Fdx. (3.94b)
My, = | Tyxtd® 3.94

oL = kxd’x. (3.94¢)

Cabe mencionar que en este formalismo no sélo se estd asumiendo que el fondo es Minkowski
sino que se estd usando una foliacién de t = cte. Asimismo, la notacién compacta aX = a/t""/i.
Noétese que para el caso [ = 0 en (3.94a) se recupera la masa total asociada a la fuente M =
f Tood” x. También es relevante indicar de que la solucién (3.92) ya asume la condicién de
movimiento interno lento de las fuentes. Observando las Ecs. (3.93) se concluye en general
que las componentes de fzab en la zona lejana de onda adoptan la forma

- aM 1

hOO = T + ;C(T, n, (3953)
- 1

ho; = ~D(x.m), (3.95b)
- 1

i = AR, (3.95¢)

donde las funciones C, D; y A j; dependen del tiempo retardado definido en (3.30) y del vector
radial unitario n; = x;/r, con r la distancia a la fuente. En estas funciones estan contenidos
todos los momentos multipolares, sin embargo, para esta discusién su forma exacta no es
necesaria. Notése que aqui también la regla de diferenciacion (3.36) es vdlida, en términos de

hab toma la forma
0;h" = —n;o h. (3.96)

Una vez més, es ttil introducir la descomposicién en sus partes irreducibles de las cantidades
C,D;y Aj. Para C es trivial pues es un escalar. Para D; se tiene

Dj = Dnj+Dj, (3.97)

3>Para las expresiones de los momentos multipolares a mayores ordenes ver e.g. [112, 128].
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donde Dnj es la parte longitudinal de D; y D]T. es la parte tranversa que satisface n jD]T. =0.
De manera similar para A j; se obtiene

1 1
Ajk = §6jkA + (l’ljnk - 55]']() + 2n(jAZ) + A};r, (398)

donde %(5 kA es la traza, el segundo término es la parte longitudinal sin traza, mientras que el
tercer término 2n jAz) es la parte longitudinal y transversa, debido a que n J-AJT. = 0. Por titimo,

A},;F satisface
nAL =0, SiAl =0, (3.99)

es decir, es la parte TT de A j;. Por otro lado, la condicién de norma de Lorenz se simplifica
en la zona lejana de onda a

8, (hyg + hyni) = 0, B¢y + Ry = 0. (3.100)

De esta manera al sustituir a las descomposiciones (3.97) y (3.98) en las Ecs. (3.95), y poste-
riormente al sutituir éstas en las Ecs. (3.100) se obtienen las siguientes condiciones

C =D, (3.101a)
D= %(A +2B), (3.101b)
DT =4AT (3.101c)

Asi, incorporando a las condiciones (3.101) en las Ecs. (3.95), éstos tltimos adoptan la forma

- 4M 1

I’ZOO = T + §C(A + 2B), (3102a)
- 1|1

ho; = P [g(A +2B)n; +Aj |, (3.102b)
h 1! 1 T TT

hjk = g |:§5jkA + (l’ljl’lk - §6jk) + Zn(jAk) +Ajk . (3.1020)

Las condiciones de transversalidad y sin traza permiten determinar el nimero de grados de
libertad independientes a 6. Ahora bien, si se considerd una segunda transformacién de norma
generada por ¢, que satisfaga la Ec. (3.61), las soluciones a dicha ecuacién pueden escribirse
como

o %a(n n) + O(r ), (3.103a)

&= B m + 00, (3.103b)

donde a y B; son funciones arbritarias que también pueden ser descompuestas en sus partes
irreducibles como B;n; + [3}, con ,8an j = 0. De esta manera, utilizando las reglas de diferen-

ciacién (3.36) junto con la ley de transformacién de norma de l_zab, dada por la Ec. (3.56), se
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obtienen eventualmente las siguientes reglas de transformacién

A— A+30.a-0,p0, (3.104a)
B — B+2d.p, (3.104b)
AT — AT +0.B, (3.104c)
Al - AT (3.104d)

Con lo que nuevamente se confirma que la tinica parte que es invariante bajo transformaciones
de norma es la parte TT. M4s aun, de las Ecs. (3.104) se pueden fijara a, 5y ,BJT. de tal manera
que A, By A} se anulen. Asi, implementando las consideraciones anteriores, las Ecs. (3.102)
toman la forma

_ 4M

hOO = T, (31053)
hy; =0, (3.105b)
_

hy = ;A]T.,;F (t,mn). (3.105¢)

Las Ecs. (3.105) demuestran que en la zona de onda los términos dominantes se encuentran
en la parte puramente temporal y la parte espacial de i_lab. Mas auin, dadas las condiciones de
que satisface la parte TT, es decir, las Ecs. (3.99), los grados de libertad se han reducido a
dos y estdn contenidos en las componentes Af,;r . En conclusioén, en la zona lejana de onda,
la norma TT también puede ser impuesta al ser expresados de la forma (3.105). Es posible
recuperar estos mismos directamente al realizar la expansion multipolar directamente a la Ec.
(3.87) en la zona de onda.

3.2.6. Extraccion de la parte transversa y sin traza

En las dos secciones anteriores se mostré que los grados de libertad radiativos estdn, en
efecto, contenidos en la parte TT de l_zab. En este sentido, la cuestion se reduce a la siguiente:
dada una perturbacién cualquiera que no se encuentre en la norma TT, ;coémo pueden ser
extraidos Unicamente los grados de libertad radiativos? En la préctica, esta cuestion tiene su
respuesta en analogia con el caso EM, en el cual se utilizan proyectores que aislan la parte
transversa del resto (ver Seccion 3.1.6).

Retomando al proyector P’ . definido como en (3.45), es posible introducir un proyector
mads general construido a partir de éste ultimo como

) . 1 .
Pl =Pl Pr — 5P P (3.106)

Im

el cual en virtud de las propiedades de la Ec. (3.46) satisface

PE =0, P, " = 0. (3.107)

Im

ademds de ser simétrico en jk y en Im. Con las anteriores propiedades es sencillo probar que
dado un tensor espacial simétrico B j; se cumple

P*, Bj =B, (3.108)

La utilidad de estos proyectores se aprovecha al notar la descomposicidn simétrica y sin traza
de tensores (STF por sus siglas en inglés; ver e.g. [128, 133, 153]). Bajo este esquema, un
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tensor de la forma B j; = s;s; puede ser descompuesto como

1
Bji = Bgjiy + g(sjkBii, (3.109)

donde Bjxy = sjsk — %5 jks2. Bajo esta descomposicién la accién del proyector (3.106) es
P B =P, B, (3.110)

donde se ha utilizado la propiedad (3.107). La Ec. (3.109) puede ser generalizada para tensores
espaciales con mds indices, sin embargo, para efectos de esta tesis, s6lo se necesita ésta tltima.

3.3. Formalismo cuadrupolar

En las secciones anteriores se demostrd que la naturaleza radiativa de ﬁa , €std totalmente
contenida en la parte TT y esta a su vez puede ser extraida a razén de utilizar un proyector.
En esta seccién se retoma la solucién (3.93c) a orden dominante en ! y la relacion de ésta
con la energia radiada, las cuales a su vez estan relacionadas con el PTEM OG discutido en
la Seccidén 2.4.

Retomando el primer término de la Ec. (3.93c), es decir, la parte puramente espacial de
h, dada por

_ 2..
Ry = =1 (@), (3.111)

donde 1 jk(r) es el momento cuadrupolar de masa definido en términos de la densidad de
masa newtoniana p como

INOE f TooXjxkd> x = f pxjxid x. (3.112)

Ahora bien, de acuerdo a las secciones anteriores, la parte radiativa estd contenida en la parte
TT, por lo que simplemente hay que utilizar el proyector (3.106) en la Ec. (3.111). Bajo estas
consideraciones se deduce la famosa formula cuadrupolar derivada por Einstein:

ZG dzjm — —
hy = a7 jkim() {d—tz’(r) +0(c 1)} +0(r™). (3.113)

Donde se han restaurado las unidades para tener en cuenta de que se estdn despreciando
términos de mayor orden en ¢ y en r. La Ec. (3.113) es quizas el resultado mds importante
en la teoria de emision de OG, pues demuestra el hecho de que la radiacion gravitacional es
de naturaleza cuadrupolar. Es decir, siempre que exista una variaciéon temporal del momento
cuadrupolar, tomar4 partida la emisiéon de OG. Més atin las leyes de conservacién de la masa
y del momento lineal prohiben la emisién de radiacién monopolar y dipolar.

3.3.1. Flujo de energia y momento

Considérese el PTEM OG expresado como en (2.105), es decir,

1 - - e df L cd or - ze
®iszG) — 32_ﬂ_<<aahcdabhef (ncendf _ Encdnef) _ 2achd(gab)h£d>>- (3.114)

Ahora bien, se busca implementar en primer lugar la norma de Lorenz (3.58); bajo esta su-
posicién el ultimo término de (3.114) se anula al expresar a éste como ac(th(Ta(?b)hTTC") -
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hz(j;ab)(?chTT“i , es decir, un término de divergencia total y otro proporcional a la norma de
Lorenz. Por otro lado, los primeros dos términos de la expresién son de la misma forma. En
este punto, se puede explotar la libertad de norma en la zona de onda lejana discutida en la
Seccidn 3.2.5. Para ello, considérese la generalizacion de la regla diferenciacion (3.96), dada
por

8,1 = —k, 01" + O(r), (3.115)

donde k, = (1,n/).° Con esta condicién se tiene (9,h,)(@8,h, 5 = (0:h,)(0.h, kakp.
De acuerdo a las Ecs. (3.105), resultado de especializar la norma de Lorenz en la zo-
na lejana de onda, se sabe que la Unica parte que depende del tiempo es }_zjk, con lo que

(GTEC d)((’),i_ze f)kakb = ((’)J_zl.j)(c?Tl_zkl)kakb. Bajo estas consideraciones (3.114) adopta la forma

1 - 1. -
0" = 32_ﬂ<<(a,h el + 560605, ja,hk,)kak,,». (3.116)
También, como conclusion de la Seccién 3.2.5 se obtuvo que la tnica parte que contribuye en
la zona lejana de onda a Ejk es la parte TT. Con este resultado, es decir, i_zjk - hJT,;F , el segundo

término de (3.116) se anula, pues 6jkhJT.kT = 0. Por lo tanto, el PTEM OG en la zona lejana de
onda se reduce a

el = ﬁ«a,h},} 0. hi kaks ). (3.117)
Es de recalcar que en la derivacién de la Ec. (3.114) se utiliz6é en todo momento la presencia
de fuentes al especializar la norma de Lorenz, contrario a la literatura tradicional [53, 112,
154], en donde la derivacion de la expresion (3.114) sucede al considerar espacio-tiempos sin
fuentes de materia. Si bien ambos resultados son equivalentes, resulta confuso—sino incon-
gruente— utilizar la suposicion de vacio al derivar el PTEM OG pues la motivacion principal
es mantener la mayor informacién posible de la fuente en la zona lejana de onda, es decir,
en donde en buena aproximacion se encuentran los detectores respecto a una fuente lejana,
informacidn que esta totalmente contenida en la forma de onda Eab.

Como se anticipaba en la Seccién 2.4 la importancia del PTEM OG se sustenta en torno a
las ecuaciones de balance en sistemas gravitacionales radiativos. La descripcién de sistemas
radiativos suybyace en dos formalismos, ambos equivalentes, el primero y més formal es
aquel desarrolado por Bondi et. al. en la década de los sesenta [42, 133]. No obstante, para
efectos de esta tesis se utilizara el formalismo de Landau-Lifshitz [38, 107, 128].

La ecuacidn de balance de energia es, a fin de cuentas, la equivalencia entre el cambio de
energia del sistema E°7 y la potencia radiada por las OG P, esto es, la razén conforme las OG
remueven la energia del sistema,

dE
b =T == e, (3.118)

donde la integral es sobre una 2-esfera cuyo radio tiende a infinito, con lo que dS; = ngr>dQ.
A F también se le conoce como la luminosidad gravitacional. Al sustituira (3.117) en (3.118)
se obtiene

2
r TT 4 5 TT
= f (0,10 ATy, (3.119)
donde se ha utilizado que mn® = 1. La Ec. (3.119) sintetiza la conexién entre el PTEM OG
3Para demostrar (3.115) nétese que Eab = % S, (T, %), con lo que 6Tl_1ab = %BT f.»» + 1a parte espacial proviene de
(3.96).

S7E es la energia del sistema (e.g. sistema binario) medida por un observador cuya 4-velocidad es paralela a un
vector de Killing estacionario en infinito, (e.g. energia del sistema medida en el marco de referencia del centro de
masa).
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y la formula cuadrupolar dada por la Ec. (3.113), donde en ambos la hipétesis de fuentes con
materia ha sido impuesta. Si se sustituye estd dltima en la Ec. (3.119) se obtiene

B 24
© 3272

= - Fan 7 f P P, 40, (3.120)

|G T

donde dQ es el elemento de drea dos dimensional en coordenadas esféricas, ademds en la
segunda linea se utilizé la descomposicion (3.109) y la propiedad (3.110) para el momento
cuadrupolar J i para la cual

1
I<jk>(r) = fp(r, X)(x Xk — géjkxix,-)cﬁx. (3.121)

AlaEc. (3.121) cominmente se le asocia el nombre del momento cuadrupolar reducido [107,
112, 160], sin embargo, es s6lo la parte sin traza del momento cuadrupolar. Ademas, la des-
composicion (3.121) puede ser promovida a momentos multipolares de mayor orden, es por
ello que se adopta esa notacién. En la Ec. (3.120) el momento cuadrupolar salié de la integral
angular debido a que los promedios van sobre longitudes de onda o, en este caso, frecuencias,
es decir, son promedios temporales. A su vez, la resolucion de la integral angular requiere
de proyecciones sobre los arménicos esféricos y su conexion con los tensores simétricos sin
traza. Se recogen aquf alguna identidades utiles®

1
fanjdsz =0, (3.122a)
1 1
JomdQ = 26, (3.122b)
1
f —nmnyd€ = 0, (3.122¢)
4
1 1
fanjnknlnmdﬂ = E((Sjkélm + 6jl(5km + 5]',1,(5](1). (3.122d)
(3.122¢)

Asi el célculo de la integral angular de 1a Ec. (3.120) es
87F = (T 4y ") f pin,dQ
= (T gy T f (P’,,qu - %lesqu o
= <<f<lm>f<pq>>> f [(62621 - 6§,nmnq - 6z1nlnp + nlnpn’”nq)+
- %(6[’"61”1 - (5’mnpnq - 6pqnlnm + nlnmnpnq) aQ
= (T iy "y f (6,00 = 26,n"ng + %nlnmnpnq)dg
= 4n<<f<lm>;f<”q>>>%(5’m(qu + 116%,057" + 6L67

12 i i

8Es importante resaltar la diferencia en notacién, pues en [128] la operacién - - -) denota a ﬁ f -+ dQ, mien-
tras que los promedios (- - - ) son los promedios denotados aqui por - - -).
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en donde en la primera, segunda y tercera linea se desarrollaron los proyectores conforme a
las Ecs. (3.106) y (3.45). En la cuarta linea se hizo uso de 1 jk>6jk = 0. En la quinta linea se
utilizaron las identidades (3.122). Sustiyendo el resultado anterior en la Ec. (3.120) se obtiene
la segunda formula cuadrupolar

_ G ([T n(@ T o
F = §{<< pT— >>+O(c )}, (3.124)

donde se han restaurado las unidades. La Ec. (3.124) también fue encontrada por Einstein y
representa la potencia gravitacional total emitida por la fuente radiada hacia todas las direc-
ciones. Esta puede ser utilizada para estimar el orden de magnitud de la luminosidad gravi-
tacional de una fuente con masa M y un radio R [109], para el cual 7 ~ sMRzp(wt) donde
0 < s < 1 es un factor de asimétria, de tal manera que s = 0 para un objeto esféricamente
simétrico y p ~ 1 representa la densidad de materia de la fuente y estd depende de w que
denota a la velocidad angular para una fuente quasi-periédica, entonces 7 ~ sw’>MR? con lo
que S )
6

F ~ Cgsszw6M2R4 ~ :—G (%) (%) s, (3.125)
donde se ha introducido el radio de Schwarzchild R, = 2GM/c? y una velocidad caracteristica
de la fuente v, = Rw. De la Ec. (3.125) se concluye que ningtin experimento terrestre es capaz
de producir una luminosidad gravitacional detectable. Sin embargo, para objetos compactos
(R = Rj) altamente no esféricos (s < 1) cuyas velocidades son relativistas v, ~ ¢ la potencia
radiada es del orden

5
Foc ~ :—G ~ 105w, (3.126)

Es por ello, que el evento GW150914 [2], el cual registré un pico de potencia del orden
~ 10%W fue detectable.

3.4. Sistema binario newtoniano

La importancia del formalismo cuadrupolar yace en su simplicidad. Esta caracteristica fue
la que permitié comprobar indirectamente la existencia de OG al corroborar la observaciones
del pulsar binario PSR 1913+16 [94, 95, 151, 152]. En especifico se utilizé la ecuacién de
balance de energia (3.118) aplicada a un sistema binario con el propdsito de obtener la varia-
cién del periodo orbital [126]. En lo que sigue de esta seccidn se calculan las formas de onda
para un sistema binario de estrellas newtoniano para una orbita excéntrica, los cdlculos estin
basados en [128, 159].

Considérese dos cuerpos de masa m; y m, con posiciones R; y R, respectivamente. Adop-
tando la descripcidn relativa al centro de masa y situando el origen de coordenadas en éste
ultimo, es decir, m;R; + myR; = 0 se obtienen las posiciones

R, = 2R, R, = - R, (3.127)
M M

en términos del vector de separacion relativo R = Ry — R y la masa total M = m; + my. Es
facil notar que las velocidades estdn dadas por

v, =y, v, = -y, (3.128)
M M

en términos de la velocidad relativa V = V| — V5. Es ttil también definir a el vector unitario
N = R/R donde R =|R|. Ahora bien, en la descripcién puntual de particulas la densidad de
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materia puede ser definida como

2
p(xX) = > mpd(x - Ry), (3.129)
A=1

donde 6(x) es la delta de Dirac. La expresion anterior funciona siempre y cuando se omita una
descripcidn interna de los cuerpos en el sistema, no obstante, estas contribuciones pueden ser
tomadas en cuenta modelando la densidad de masa de otra forma. Al sustituir la Ec. (3.129)
en el momento cuadrupolar (3.112) se obtiene

2
1% =3 myR)RE, (3.130)
A=1

la cual, puede ser escrita en términos de las coordenadas relativas dadas por las Ecs. (3.127)
y (3.128). M4s atin, notando que la onda th.T, expresada como en (3.113), y la potencia ra-
diada ¥, expresada como en (3.124), requieren de segundas y terceras derivadas temporales
respectivamente, es ttil enunciarlas

I jx = vMR Ry, (3.131a)
Ty =2vM (Vij - TNij), (3.131b)
GM (4 3R

I j = _2VMF (ER(ij) - ERij). (3.131c¢)

Cabe sefialar que los factores GM/R>’ aparecen debido a la ecuacién de movimiento ¥ =
~GmyN/R? y ademds se ha definido a la razén de masa simétrica

min
V= .
MZ

(3.132)

Hasta este punto, la descripcién sucede en un sistema de coordenadas orbital (x,y, z). Por
la conservacién del momento angular, el movimiento orbital esta confinado al plano x — y
(adoptando la convencion de que el momento angular apunta en z). En este plano es posible
adoptar un sistema de coordenadas polar usual {N, ®} definido por

N = cos ¢e, + sin gey, = —sin ¢e, + Cos ge,. (3.133)
En términos de esta base las coordenadas relativas toman la forma
R = RN, V = RN + Rp®. (3.134)
Mientras que las ecuaciones de movimiento se escriben como

GM

d . N
E(R@_O’ R —R¢ i

, (3.135)

cuyas soluciones son bien conocidas y estan dadas por

p . /GM 2
R = I, =.]/—(1 . 1
T+ ecosd’ 1) s (1 + ecos ¢) (3.136)

donde e es la excentricidad de la 6rbita y ésta indica la naturaleza de la misma: sie < 1 la

En esta seccién se restauran las unidades.
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Orbita es cerrada, esto es, una Orbita eliptica, mientras si e > 1 la 6rbita no es cerrada, lo que
corresponde a una hipérbola. Ademads, p es el semi-latus rectum definido como

B R4¢2 B h2

= = — 1
GM ~ GM’ (3.137)

p

usando el hecho de que & = R*¢ es una constante de movimiento dada la primera Ec. de
(3.135). Sustituyendo a las Ecs. (3.136) en las coordenadas (3.134) se obtiene

/GM .
Rj:(m)Nj, V= 7[(es1n¢)Nj+(1+ecos¢)®j]. (3.138)

Nétese que el movimiento orbital queda completamente determinado por el dngulo polar ¢ al
resolverse las Ecs. (3.136). Sustituyendo a las coordenadas (3.138) en las expresiones cuadru-
polares (3.131) se obtiene

2
Ty = vM(ﬁ) , (3.139)
jjk = ZVC;Mz[ —(1+ecos¢p— % sin’ @)N Ny + 2esin (1 + e cos )N Dy,
+ (1 + ecos )@, (3.139b)
Ti= —%fz\@m(l + ecos ¢)” [esin gN;Ni + 4(1 + e cos $IN Dy | . (3.139¢)

Con lo que sélo basta sustituir estas expresiones en h}? (Ec. (3.113)) obienen F (Ec. (3.124))

segun sea el caso. La perturbacién Ejk se obtiene al sustituir la segunda derivada del momento
cuadrupolar (3.139b) en la Ec. (3.111) (restaurando las unidades) y adopta la forma

. 4 v(GM)?
hy = —

= [ — (1 +ecos ¢ — ¢*sin’ @)N Ny + 2esin (1 + e cos p)N(; Dy,
c*r p

+ (1 + e cos )’ @, (3.140)

Note que, las Ecs. (3.139) estdn expresadas en la base del sistema de coordenadas orbital.
En lo que sigue se calcula hJT,;F haciendo uso de los proyectores introducidos en la Seccién
3.2.6 construyendo las conocidas polarizaciones /i, y h, correspondientes a los dos grados de
libertad radiativos discutidos en la Seccién 3.2.4.

3.4.1. Polarizaciones

. ik . c
Retomando a la expresién para el proyector P’ (M), NOtese que éste depende del vector n
que representa la direccién longitudinal respecto a la fuente. Si se considera la base cartesiana
usual {e,, e,, e;} se puede introducir una base esférica dada por los vectores

n = sin 1 cos e, + sin ¥ sin pe, + cos e, (3.141a)
9 = cos ¥ cos pe, + cos ¥ sin pe, — sin e, (3.141b)
@ = —singe, + cos ge,, (3.141c¢)

los cuales forman una base, por lo que,

Ojk = njng + 00 + @ k. (3.142)
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wa

pericentro

A 4

nodo ascendiente

u

Ficura 3.2: Movimiento orbital visto desde el sistema adaptado al detector

También es claro que los vectores ¢ y & forman una base para el subespacio transverso orto-
gonal a n. As{, tomando la Ec. (3.142) el proyector (3.106) se escribe como

. 1 1. . ) 1. 1.
Pr,, = S IOt S 1o+ 10+ 8 Do = 2070 Prpm =S D, (3.143)

con lo que al proyectar a la perturbacion Ay, se obtiene su parte TT, dada por

. o 1 _ ‘ . 1 _ . .
W = PR = Ot = e B0 — ) + SO + om0 + 976,

hy hx
(3.144)

donde se han identificado a las polarizaciones 4, como la componente ¢—¢ del tensor espacial

hjk y a hx como la componente ¢ — . Explicitamente estas se expresan como

1 _

he = 5 @it - Q1™ (3.1452)
1 _

I = 5 Do + Qrpm)h™. (3.145b)

Ahora bien, las polarizaciones se obtuvieron a partir de una base esférica arbitraria y, por otro
lado, la dindmica del sistema binario esta expresada en las coordinadas orbitales (x,y, z). La
conexién entre estos dos sistemas de coordenadas subyace en la introduccién de un nuevo
sistema de coordenadas adaptado al detector (u,v,w). Este sistema satisface las siguientes
propiedades

= E] origen de coordenadas coincide con el de sistema de coordenadas orbitales.
= Eleje w apunta en la direccién del detector.

= El plano u — v con el «plano del cielo» y el eje u es colineal a la linea de nodos y apunta
en la direccién del nodo ascendente.
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El sistema de coordenadas adaptado al detector se ilustra en la Figura 3.2. La relacién
entre ambos sistemas de coordenadas se expresa como

€, = Cos wey — sin we,, (3.146a)
e, = cos/sinwe, + cos/cos we, — sinle,, (3.146b)
e,, = sin/sin we, + sin/cos we, + cos /e, (3.146¢)

donde [ es el dngulo de inclinacién entre el plano orbital y el plano del cielo, w es el 4ngulo
entre la linea de nodos y el pericentro (ver Fig. 3.2). Por las consideraciones anteriores es
claro que n = e,,. En esta nueva base los vectores del plano orbital N, ® estdn dados por

N = cos(w + ¢)e, + coslcos(w + ¢)e, + sinlsin(w + ¢)e,,, (3.147a)
® = —ssin(w + ¢)e, + coslcos(w + p)e, sinlcos(w + P)e,,. (3.147b)

Ademas, al contrastar las Ecs. (3.146) con los vectores (3.141) se concluye que los vectores
{n, 1, ¢} estan relacionados con {e,, e,, e,,} por medio de

n=e,, 9 =, (3.148)
9 =e, @ :% —w, (3.149)
@ = e, (3.150)

Con esto en mente las polarizaciones &, y h, expresadas en la base de coordenadas adaptada
al detector mantienen la forma (3.145) y se escriben como

1 .

hy = E(e;eﬁ —eye)hy, (3.151a)
1 _

hy = E(e;eﬁ +even)h . (3.151b)

Para obtener las polarizaciones explicitamente en términos de la fase orbital ¢ es necesario
sustituir componente a componente los vectores del plano orbital expresados como en (3.147)
en la amplitud Bjk dada por la Ec. (3.140). Después este resultado hay que sustituirlo en cada
una de las polarizaciones (3.151). Después de un célculo tedioso se obtiene

1 1
hy = ho{ —(1+cos?)]) [cos(2¢ +20) + Ze cos(¢ + 2w) + 7€ cos(3¢ + 2w) + 5ez cos 2w}
1
+ e sin” I(e + cos ¢)}, (3.152a)
. 5 . | 1, .
hy = —hg2 cos [ |sin(2¢ + 2w) + Ze sin(¢ + 2w) + Ze sin(3¢ + 2w) + Ee sin2w|, (3.152b)

donde la amplitud hq estd dada por

_ 2v (GM)?
AR p

0 (3.153)

Las ecuaciones (3.152) representan las polarizaciones de un sistema binario de estrellas con
excentricidad e, en principio arbitraria, que emite radiacién gravitacional, los cdlculos corres-
ponden con [128, 159]. Nétese que ¢ naturalmente depende del tiempo retardado 7 por lo
que las polarizaciones también varian respecto a 7. Para encontrar la dependencia explicita en
7 de hy y h, es necesario resolver numéricamente la Ec. (3.136) para ¢. Este procedimien-
to permite obtener la llamada forma de onda para un sistema binario de estrellas. En la Fig.
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3.3 se muestran las formas de onda para un sistema binario con distintas excentricidades. El
pulsar binario PSR 1913+16 corresponde a una excentricidad de e ~ 0,61, la forma de onda
se corresponde a la Fig. 3.3d. Notése que la emisién de radiacién gravitacional aumenta con-
siderablemente en el pericentro, esto es, cuando los cuerpos estdn en su punto mds cercano.
Esta caracteristica se ve mas definida en orbitas mas excéntricas. Por otro lado, para un or-
bita circular (i.e. ¢ = 0, Fig. 3.3a) la emision de radiacién es periddica, lo cual anticipa que
la potencia radiada para este tipo de Orbitas es constante, esta caracteristica se analiza en la
siguiente seccidn.

4 |
r = hy/hy 1
L — h,/hy i
2L _
S 04
+
= = i
-~
2L _
4L _
| | | | |
10 20 30 40 50 60

7/P
A)e=0
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hx,+ (t)/ ho

hx,+ (t)/ h0

10 20 30 40 50 60
7/P
(p) e = 0,61

10 20 30 40 50 60
7/P
(E)e=0,8
Figura 3.3: Polarizaciones i, y hy dadas por las Ecs. (3.152) en funcién
del tiempo retardado T normalizado por el periodo orbital P. La fase orbital

¢ se obtiene de resolver numéricamente la Ec. (3.136). Se muestran varias
polarizaciones, todas con w = /4y [ = /6.
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3.4.2. Potencia radiada

Nétese que para la potencia radiada a orden cuadrupolar, dada por la Ec. (3.124), la tercera
derivada temporal estd aplicada sobre el momento cuadrupolar sin traza 7, ademds de
que en este caso los proyectores ya se han operado. Retomando a la Ec. (3.109), la traza de
(3.139¢c) es

" 2yM(GM)*/?
6JkIjk = —%(1 + ecos® ¢)’esin g, (3.154)
pI?
con lo que
2yM(GM)*/? Ly
Iy = %(1 + ecosgb)2 esin pN ;N + 4(1 + e cos §)N ;O — 39 Ojkesing]|.
p
(3.155)
Ahora bien, si se reescribe a la potencia radiada (3.124) como
G .
F = (f) =557, (3.156)
se sigue al sustituir la expresion (3.155)
G 42MA(GM) 1 2
f(¢) = —5#(1 +ecosp)? [e sin NNy + 4(1 + e cos )N j D) — gé,ke sin ¢}
P’
G 4*M*(GM)? 2
= —V—()(l + ecos ¢)4 ~e?sin? ¢+ 8(1 +2ecos¢+ ¢* cos? )
5¢3 P’ 3
32 ,¢ ()10 1
= 2228 (9) (1 +ecosd)* |1 +2ecos ¢ + —e(1 + 11 cos? ¢) |, (3.157)
5 Gl\c 12

donde se ha definido a la velocidad orbital como v = /GM/ p, 1a cual corresponde a una orbita
circular. Nétese que f sélo depende de la fase orbital ¢, y ademds ¢’ /G tiene unidades de
energia por segundo, es decir, de potencia, como se esperaba. Ademds f escala como (v/c)'°
lo cual revela un importante hecho. Si bien en sistemas con velocidades orbitales usuales (i.e.
v < ¢) la potencia gravitacional radiada es muy pequeiia, sucede que al considerar sistemas
binarios de estrellas de neutrones altamente relativistas muy cerca de la fase de «fusién»
(i.e. v ~ ¢) la potencia radiada adquiere un valor maximo mayor a, por ejemplo, la potencia
electromagnética radiada por el Sol

SOL __ 102 Watts, foG ~ 107 Watts. (3.158)

En la Fig. 3.4 se muestra el flujo de energia f(¢) para sistemas con distintas excentricidades;
como se anticipd en la seccién anterior, el flujo de energia para orbitas circulares es constante
(Fig. 3.4a). Contrastando con las polarizaciones de la Fig. 3.3 se concluye que los maximos
del flujo de energia ocurren en el pericentro de la érbita, como era de esperarse.
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Ficura 3.4: Flujo de energia dado por la Ec. (3.157) en funcién del tiempo

retardado T normalizado por el periodo orbital P. La fase orbital ¢ se obtiene

de resolver numéricamente la Ec. (3.136). Se muestra el flujo de energia para

oOrbitas con distintas excentricidades, todas con w = /4 y [ = w/6. Los picos

de emision ocurren en el pericentro, a excepcion de la 6rbita circular, en la
que el flujo de energia permanece constante.

Como se discuti6 en la Seccidén 2.4 es necesario emplear promedios sobre varias longitu-
des de onda. En el caso de sistemas binarios con orbitas cerradas estos promedios se reducen
a promedios sobre el periodo orbital:

PP A S N (3.159)
“TNoma—-epr - "Nom '

donde a = p/(1 — €?) es el semi-eje mayor de la 6rbita, esto es,

P _ 32 o
-y > lf coodt = wf a +ecos¢2)_2---d¢, (3.160)
P 0 2 0

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento (3.136). De esta manera, integrando
sobre la potencia total radiada ¥ se obtiene

32 ,¢ ()10 . 73 37
=52 (2] =1+ =%+ =6 3.161
7 SVG(C) (= \ T+ 2 T 56¢ | (3.161)

la cual fue reportada por primera vez en [126]. Ahora bien, el cambio en el periodo orbital
conforme la radiacién gravitacional es emitida, se encuentra a partir de la ecuacién de balance
(3.118), en este sentido conviene expresar a la energia total del sistema binario:

1 GuM
E:—,uVZ—'u—

162
2 R’ (3.162)
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donde u = mymy/M es la masa reducida, en términos de periodo orbital. Esto se consigue al
sustituir en la energfa, la velocidad al cuadrado, V? = V;V;, dada por la Ec. (3.138), con lo
que

E= %ﬂGTMa +2ecos ¢+ e%) — GuM (3.163)
- %%(62;1 +%)—% (3.164)
=%%(—é+%)—% (3.165)
_ _%GVZWZ, (3.166)
Derivando temporalmente es claro que
i—f = %GZ_]ZVF (3.167)
con lo que la ecuacién de balance (3.118) se escribe como
dP _ 192 (2nG)5/3 mymy 1+ Be + et (3.168)
dt 5¢5 \ P M3 (1 +¢€2)7/2

La Ec. (3.168) es la prediccién mas importante en el formalismo cuadrupolar en la RG.
Como resultado de la emision de radiacion gravitacional en sistemas binarios, el perfodo or-
bital decrece con el tiempo. El decaimiento orbital observado en diversos pulsares, en efecto,
corresponde a la prediccién de la RG. En particular, el pulsar binario PSR B1913+16, cuyas
mediciones del decaimiento orbital circundan més de 40 afios, son consistentes con la RG en
al nivel de (0,13 + 0,21 %) [165]. En esta tltima revisién, se reporta una grifica mostrando
el cambio en el Desfase Temporal Acumulativo del Periastro (DTAP)." Dicha gréfica es una
de la més contundentes pruebas de la RG pues muestra el acuerdo entre los datos resultado
de las observaciones y la prediccion tedrica. La curva tedrica puede ser derivada a partir de la
Ec. (3.168) y de la anomalia promedio [128] definida como

M(t) = 2n¥, (3.169)

donde T es una constante orbital conocida como el tiempo de pasaje del pericentro, en general
se puede calcular la anomalia promedio a cualquier tiempo como

!
2
M=f Zar, (3.170)
o P

donde P es claramente una funcién del tiempo. A esta expresion se le puede tomar una ex-
pansién en Taylor respecto al tiempo fy en el cual comenzaron las mediciones del pulsar.
Asi,

. 1.
M(t) = My + Mot + 5M(t)r2

_27r

1P
= - 2202
Py

3
3P, +O(). (3.171)

%0Cumulative Periastron Time Shift en la literatura en inglés.
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Figura 3.5: Decaimiento orbital del puilsar PSR B1913+16. En especifico

se grafica el cambio en la época del periastro respecto a un sistema cuyo

periodo orbital permanece constante. Este cambio esta cuantificado por el

DTAP expresado en la Ec. 3.173. Hasta antes de la deteccion directa de OG,

este resultado representa la evidencia mas contundente a favor de la existencia
de radiacién gravitacional, una caracteristica propia de la RG.

Se pueden ignorar a este nivel de aproximacion los siguiente términos pues

Py
Py

0,322997448930(d),
—2,4184 x 10714, (3.172)

con lo que Py/Py ~ 1071 [164, 165]. De esta manera el DTAP puede ser aproximado como

1Py,
At = EP_Ot , (3.173)
el cual se grafica en la Fig. 3.5 para un periodo de 30 afios. El nivel de consistencia con
la RG reduce notablemente las posibles desviaciones presentes en teorias alternativas de la
gravitacion. En especifico los grados de libertad adicionales en teorias alternativas pueden ser
constrefiidos por el andlisis del pulsar binario.

Hasta este punto se ha analizado el formalismo cuadrupolar de generacién de OG en
la aproximacion lineal sobre Minkowski de la RG. La consistencia con la parte experimental
sugiere que la ventana a teorias alternativas es pequefia. En el siguiente capitulo se analizan las
posibles desviaciones que resultan de considerar teorias alternativas extrapolando los métodos

desarrollados en los capitulos anteriores.
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Capitulo 4

Teorias Alternativas

4.1. Teorias escalares-tensoriales

De acuerdo al teorema de Lovelock (ver nota 17), la forma més simple de construir una
teoria métrica cuyas ecuaciones difieran de las de la RG es la adicién de campos escalares,
vectoriales o tensoriales «extra» acoplados no minimamente, esto es, que el campo gravitacio-
nal ya no estd representado s6lo por la métrica g , sino también por los campos adicionales.

En el caso de un campo escalar, la idea ha estado presente incluso antes de la introduccién
de 1a RG por Einstein. G. Nordstom formul6 una teorfa escalar de la gravedad conformemente
plana que el mismo Einstein considero viable. Tras la consolidacion de la RG, surgié la idea,
en parte al trabajo de P. Dirac y P. Jordan de que el acople gravitacional podria ser dependiente
del tiempo, esto concluy6 en el hecho de promover a G como un campo gravitacional escalar
(ver e.g., [82] para un repaso histérico més detallado). No obstante, estas ideas alcanzaron
total madurez a principios de la década de los sesenta con los trabajos de Brans-Dicke (BD),
cuya teorfa contenia un s6lo un campo escalar acoplado no minimamente un pardmetro libre
w; al tender este pardmetro a infinito se recupera la RG [43]. Los experimentos a nivel del
sistema solar colocan cotas del orden de w > 40000 [168]. En consecuencia, las predicciones
de la teoria de BD, en los sectores de campo fuerte y débil, son muy cercanas a las de la RG.
Este hecho motivé la construccién de teorias mds generales a la teoria de BD.

En los afios 1968-1970 , Bergmann, Nordtvedt, Wagoner generalizaron esta clase de teo-
rias con la inclusién de un parametro dependiente del mismo campo escalar ¢ sujeto a un
potencial arbitrario V(¢), esto es, w(¢). A esta clase de teorias se les conoce como teorias
escalares-tensoriales (TET), y representan una clase de teorias que incluye un campo escalar
en adicién al tensor métrico (ver e.g., [59, 82] para un repaso de estas teorias). Mds tarde,
en la década de 1990, Damour y Esposito-Farese generalizaron las TET con la inclusién de
multiples campos escalares [63]. En su seminal trabajo, Damour y Esposito-Farese emplea-
ron el «marco de Einstein», matemdaticamente mas simple que el llamado «marco de Jordan»
utilizado con poca frecuencia en la literatura. Al respecto, ha existido cierta controversia y
confusion sobre la equivalencia fisica de ambos marcos [37, 50]. Un argumento adoptado por
la comunidad por varios afios refiere al problema de Cauchy, el cual se creia que sélo estaba
bien definido en el marco de Einstein; sin embargo, fue probado recientemente que el pro-
blema de Cauchy en el marco de Jordan estd bien formulado [135]. En esta tesis se adopta la
formulacién en el marco de Jordan.

La TET fungen como el prototipo genérico de una teoria alternativa de la gravedad, en el
sentido de que, las desviaciones a la RG para otras teorfas alternativas son modeladas en base a
las desviaciones propias de las TET. Esto debido a su que estructura es relativamente simple y
permite encontrar soluciones analiticas en un amplio nimero de situaciones fisicas de interés.
Una de las motivaciones principales de las TET proviene del contexto cosmolégico, varios
modelos has sido propuestos como alternativas a la constante cosmoldgica para explicar la
expansion acelerada del universo [82].
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Si bien las TET fueron propuestas hace ya varias décadas, no fue sino recientemente cuan-
do diversos fenémenos fisicos sin contraparte en la RG, han sido analizados. En el contexto
astrofisico, Damour y Esposito-Farése, encontraron un fenémeno de transiciéon de fase en
modelos de estrellas de neutrones, andlogo a la magnetizacién espontdnea de materiales fe-
rromagnéticos a bajas temperaturas y consiste en la aparicién de una configuracién no trivial
del campo escalar ¢ [64]. El fendmeno acufia el nombre de «escalarizacion espontdnea». Un
fenémeno similar que ha tomado reciente importancia tras la detecciéon de OG, es la llama-
da «escalarizacién dindmica», escalarizacién que toma lugar en durante la coalescencia de
sistemas binarios de estrellas de neutrones [104, 142].

Un objeto compacto, en particular, una estrella de neutrones, escalarizado emite radiacién
escalar, esto es, radiacién asociada Gnicamente a los grados de libertad radiativos del campo
escalar, cuando es acelerado, en analogia a una carga acelerada en el caso EM. En un sistema
binario, la emisién de ondas escalares. acelera la disipacion de energia a través de las OG
usuales encontrados en la RG, acelerando el decaimiento orbital. Las observaciones de pulsa-
res binarios [16, 166] y las recientes observaciones OG por coalescencias de agujeros negros
y estrellas de neutrones [2-7, 9] son, en principio, sensibles a los flujos de energia anémalos
y, por lo tanto, pueden usarse para restringir la presencia de escalarizacion en dichos sistemas
binarios.

Por otro lado, al nivel de las ecuaciones de movimiento la existencia de un grado de
libertad extra en las TET, implica la existencia de modos radiativos distintos a los de la RG. En
el Capitulo 3 se mostré que el orden dominante de radiacion gravitacional es el cuadrupolar; la
razén es debido a que en el contexto de la RG, el momento monopolar corresponde a la masa
total del sistema, el cual en la zona de onda, permanece constante con pequefios cambios
debidos a las perdidas radiativas. De la misma manera, la derivada temporal del momento
dipolar, que corresponde al momento total del sistema, es también constante y se puede anular
ocupando un sistema de referencia adecuado. Sin embargo, como se verd mds adelante, en las
TET no existe razon a priori para esperar la supresion de radiacién monopolar o dipolar. En
consecuencia, los modos radiativos no son sélo A, y hy.

Las caracteristicas antes descritas por las TET han resultado en recientes extensiones de
los formalismos de la RG, como la aproximacién post-newtoniana, el formalismo de campo
efectivo, entre otros [30, 31]. El propésito de este capitulo es analizar las consecuencias del
campo escalar en la radiacion gravitacional en el 1imite lineal de las TET.

La accién para una TET con un sélo campo escalar estd dada por [135]

1 1
S18ap 901 = I{FGOF(@R - (E(V@Z + V(¢))} V=8d*x + S ulg - ¥, 4.1

donde y representa colectivamente los campos de materia (i.e. todos los campos excepto ¢).
La representacién para las TET dada por la Ec (4.1) es la llamada representacion en el marco
de Jordan, discutida anteriormente. Dichas teorias se pueden reparametrizar como

1 @
Slg,, ] = e {ch - %(ch)2 + 2c1>/1(c1>)} V=gd*x + S ulg v, (4.2)

donde se ha definido a

D = F(¢), 4.3)
_ 87TG()(D
w(®) = o (4.4)

AD) = -

8V (¢)
T (4.5)
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A la accitén de la forma (4.2) se le conoce como la parametrizacién de BD, en razén de el
pardmetro w(®), acotado por los experimentos al nivel del sistema solar. De esta manera, la
teorfa de Brans-Dicke en el marco de Jordan corresponde w = cte con lo que F = 27Go¢*/w
y ademds V(¢) = 0. En la basta literatura de TET es habitual trabajar en el llamado marco de
Einstein al introducir los siguientes «campos no fisicos»

8o = F()gabs (4.6)
. ([3 1 ,  4n |2

v = f [Z 2o " R Y @7

F(¢") = F(¢), (4.8)

con lo que la accién toma la forma

1808 U1 = Jrg | IR =276 =V @I+ Sl F @00 (49
donde todas las cantidades con * se calculan a partir de g, y ¢*. Es claro que en el marco
de Einstein el campo ¢* aparece acoplado minimamente a la métrica no fisica por lo que las
ecuaciones que resultan de variar a (4.9) son las mismas que de las de la RG mds un campo
externo ¢*. Si bien, operar en el marco de Einstein permite facilidad en los cédlculos, pues son
muy similares a los de la RG, las ecuaciones que satisface la materia, derivadas a partir de la
identidad de Bianchi V*G”, = 0 tendrén fuentes, esto es, V**T", # 0.

Al variar la accion (4.1) se obtienen las ecuaciones de movimiento

G = 8nGoX*, (4.10)
1
gV P+ S R=V, (4.10b)
donde las cantidades primadas representan derivadas respecto al potencial ¢ y, ademas, X, es

un tensor de energia-momento efectivo que incluye la contribucién debida a la materia misma
y al campo escalar,

Gefr ..f
Xap = G:(ij +T% +T,), (4.11)
Tafb =V (f'Vp8) = 8 V(£ VP), (4.12)
1
TS, = VadV,8 — &up [E(Vaﬁ)z + V(¢)] , (4.13)
off = 1 __F
G = Snf” f= 87Go" (4.14)

Mas atin, utilizando la Ec. (4.10a), el escalar de Ricci en la ecuacion (4.10b) puede ser escrito
en términos del tensor de energia-momento X, con lo que se obtiene

1 1
gV, V0 = : [fV' -2f'V- Ef'(l +3f")(Ve)* + Ef'T} ; (4.15)

PPRETEN
Fa+4r

donde T es la traza del tensor de energia-momento usual de la materia 7, . Por otro lado, de
la Ec. (4.10a) se obtiene, por la identidad de Bianchi la ley de conservacién

v, X% = 0. (4.16)
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Mientras que si se toman en cuenta las ecuaciones de movimiento, el tensor de energia-
momento de la materia se satisface independientemente,

vV, T% =0, 4.17)

con lo que el principio de equivalencia se satisface [135], a decir, particulas de prueba neutras
siguen las geodésicas de la métrica fisica y, por consiguiente, el efecto del campo escalar se
manifiesta en modificaciones a la geometria misma.

4.2. Expansion alrededor de un fondo genérico

En consonancia con la primera parte de este trabajo, para la aproximacion lineal de las
TET, al igual que para la RG, es necesario perturbar las ecuaciones de movimiento a primer
orden. Por otro lado, para obtener el PTEM OG para las TET es necesario llevar hasta se-
gundo orden la expansion de las ecuaciones de movimiento. La distincién obvia entre el caso
perturbativo de la RG y el de las TET yace en que la expansién también se realiza sobre el
campo escalar. Con estas consideraciones, las expansiones a tomar en cuenta son

8ap(A) = By + AR + PHE) (4.18)
¢ = ¢o + A9, (4.18b)
T, =T, +1T,), (4.18¢)

donde por el momento se ha tomado que a orden 4 = 0 el tensor de energia-momento de
la materia es Tab. Mas adelante, al tomar Tab = 0, si bien las ecuaciones se simplifican
notablemente, estd suposicién encuentra sus consecuencias al momento de establecer el tipo
de radiacién propia del campo escalar. Por otro lado, de acuerdo al formalismo introducido en
el Capitulo 2 y en el Apéndice C.2 los cdlculos de las cantidades perturbadas son relativamente
inmediatos, sin embargo, hay que tener en cuenta que funciones que dependen del campo
como F(¢)y V(¢) también deben ser expandidas sobre el pardmetro A de la siguiente forma:

- A,
FO) = Fo + AFd + F7'9, (4.19)

donde las cantidades con el subindice ( estdn evaluadas en ¢g. De esta manera, a orden cero
las Ecs. (4.10) se escriben como

G~ub = 8ﬂG8ﬁ(Tab + T;ﬁb)’ be = _gabVO’ (4.20a)
foR =2V, (4.20b)

La Ec. (4.20a) muestra que el minimo de potencial esta asociado a la geometria de fondo, en
sentido mds estricto Vj puede ser entendido como una constante cosmoldgica. Siguiendo con
la expansién en A, a primer orden se tiene

G, = 81GoX)), (4.21a)

~ab © I 71 1 17 1D /
gV, b= VG- 3 (fy @R + f3R™), (4.21b)
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donde

X0 = 1 |go (T4, +T,,)+ o (15 + 100 + 1) (4.22)
ab — GO eff \" ab ab FO ab ab ab) |’ .

T = 19,98 - 2, Y.V, 4.23)

T = ~5,,Vid, (4.24)

Gy, -~ F(’)

GV =-22F5 ! = : (4.25)

N o Jo 87Go

en donde G\, estd dado por la Ec. (2.69) y se retoma la expresion en términos de A, por
conveniencia :

leag 7 v 1. sewdr Lo o 7oed _ 70 5cd
= 5 VIV + YV~ 28, VVRY + SR B = Rg ). (4.26)

G| e =3

Q)]
ab

Finalmente, a segundo orden en A se obtiene

G = 87GoX?), 4.272)
124 1 177 T2 D 1
V'8 = =3 [/ FR + 2f 3R + 4f5R®]. (4.27b)
donde
1 I G
_ ¢ wf (g 0 (o f @¢
X5 = g |Gan (7 + )+ () it e )« R e )
T = [ V@V, - 2, V.0V°D) (4.29)
T = VadVyb = 8u5 [Ve0V°6 + V3. (4.30)
GO _ 2(F' )2 F 77
Ga=50 55| f = 431
R == RO 7o (4.31)

donde el lado izquierdo de (4.27a) es el tensor de Einstein a segundo orden calculado en
el Capitulo (2) dado por la Ec. (2.76). Notése que la Ec. (4.27b) incluye terceras derivadas
del potencial y de la funcién f(¢); al nivel del PTEM OG para las TET no es ttil, pues no
se requiere el perturbar a segundo orden la ecuacién escalar, sin embargo, se incluye por
completez. En conclusién las Ecs. (4.20), (4.21) y (4.27) representan las perturbaciones a
orden cero, primero y segundo sobre A respectivamente. Ahora bien, si en la perturbacién de
la materia (4.18c) se toma a orden cero Tab = 0, y la métrica de fondo sea solucién a Gab =0,
automaticamente se obtiene de las Ecs. (4.20)

Vo =0=V, (4.32)
con lo que las Ecs. (4.21) se simplifican notablemente a

Go

o _ m _
G, = 87rGoXab =8r Fy

(157 + 1), (4.33a)

~abyg v X 1”7 1 4
gV Ve =V - TR, (4.33b)
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donde G(al[)7 corresponde a la Ec. (4.26) con ﬁc 4 = 0. A su vez, a segundo orden la Ec. (4.27a)
se simplifica a

2 _ 2 _ W (pOf 1 Go of @)
G = 8rGoX() = 8nG s (T, +T1) + 8 (157 +157). (4.34)

Las Ecs. (4.33) seran utilizadas mas adelante para construir el limite lineal de las TET, por
otro lado, la Ec. (4.34) es la base para construir PTEM OG en las TET, el cual se analiza en la
siguiente seccién. Sin embargo, antes de proseguir, notése que se puede recuperar la primera
perturbacion en A de la Ec. (4.15). Al trazar la Ec. (4.33a), se obtiene RV = —SﬂGoFal(T(”f +
T™); sustituyendo dicha expresion en la Ec. (4.33D),

’

Lo . 1F
gV V,b=Vid- EF_S (1% + 1)

=V/'¢+ L‘S)zgﬂ”? A - F—6T<“ (4.35)
0 167Gy F a’btT oop,t ’

La Ec. (4.35) puede ser reescrita como una ecuacion tipo Klein-Gordon si se definen las
siguientes variables

Vl/ 1
2 _ 0 —
my = —3(F6)2 , a = STARY (4.36)
1+ torGors 8”(1 + 1671G0F0)
Asi, (4.35) toma a forma
~ab? 6 &_mZ” =4 E TO (4 37)
IV, 0~ mih = dm ol .

Por otra parte, de la misma manera que en el caso de RG se utiliz6 la variable Eab en lugar
de h,, en la cual la norma de Lorenz era mas simple, en el caso de las TET a primer nivel
perturbativo conviene introducir la nueva variable

By, = By, + K38, (4.38)

donde « es una constante que se obtendra mas adelante en la Seccién 4.4.1 cuando se considere
el limite lineal de las TET (V, — 4,y &, — n,,)- Por el momento, se expresa a (4.26) en
términos de esta nueva variable

(e9]

Glh|, =-

=5V Vb + VY Ty = 28,V k(0,8 - 3,959, (439)

2

4.3. Pseuso-tensor de energia-momento de las OG

El PTEM OG para las TET se reporta en [134, 170], sin embargo, la derivacion refiere
sOlo a la teoria de Brans-Dicke (i.e., w = cte en la accidn (4.2)). En esta seccion se generaliza
este resultado para teorias masivas parametrizadas en la forma (4.1).

De acuerdo a la Seccién 2.4, en la RG bastd con considerar a las ecuaciones de campo en
vacio para obtener el PTEM OG:; para las teorias escalaras esto equivale a suponer la ausencia
de materia, es decir, T;‘l; = (. Con dicha consideracion las ecuaciones de campo a segundo
orden (4.34) toman la forma

G
G [, h?]% = 8aGUTY! + 87rF—(()) (107 +157). (4.40)
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El lado izquierdo es el tensor de Einstein calculado en el Capitulo 2 y estd dado por la Ec.
(2.74). Las expresiones explicitas del lado derecho de (4.40) estdn dadas por las Ecs. (4.29),
(4.30), (4.23) y (4.25).En consecuencia, separando las dependencias del tensor de Einstein a
segundo orden se reescribe la Ec. (4.40) como A se tiene

G[h®]% = ~G[hV]%) + 8aGUT Y + 8x (T<2>f T, (4.41)

Siguiendo el mismo andlisis de la Seccién 2.4 se define el PTEM OG para las TET se define
como

Fo 87TG 3
(TET) _ 2) (1) (D), f 0 2 f )
CHER ——(-G% + 8 Geﬁrab T+ T )
_ of @ Wf
= O 4 <<Tah + 7% >> G <<GSI),[T >> (4.42)
Notése que, bajo los promedios, el término be)f se anula pues de acuerdo a la Ec.(4.30) son

divergencias totales. Por otro lado, el primer término es el PTEM OG en la RG obtenido en
el Capitulo 3 y estd dado por la Ec. (3.114), en el entendido de que G — G/ Fy. Ahora bien,
es conveniente expresar a © en términos de /1, pues la norma de Lorenz en las TET estd
dada por la Ec. 4.53 1a cual estd expresada en términos de &, . Bajo estas consideraciones, los
términos de O se escriben como

VY ey = V0N R = 268 @Y R+ 4N GV, (4.43a)
ViV, =V 1V, -8V ¢V, h + 16K°V GV, 6, (4.43b)
VRN = VRN Ry — kB Gy — kYR b+ PV BV, 0 (4.43c)
con lo que
w0 = 0 0G 509,k — S99, - 29,599
ab 327TG0<< a b"%ced — 5 a™ Vp!'t T eVe (a h)d>>
F() < Tede T 1~~~~ < Tede T

= SZHGO{«VQ;ZC Vihea = 5 Vah ¥yt = 29 B0V )

+ {26V BV, — 6V, Y, — 2(~kVGY . - chh(bva)@))} (4.44)

Por otro lado, el segundo término de la Ec. (4.42) puede ser reescrito utilizando la Ec. (4.37)
como

((T(W» = << (}6,7(25 - gub% [6(:‘560‘5 + V(/),‘zz]»
= (9,698 - 2y -39+ V7))
(9.89,8 - 85 [-m3# + Vi 7))

= (V89,8 + 20,5 | - Vi [)- (4.45)
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mientras que para el tercer término de (4.42) se tiene

2
B o) =~ T (59,9, - 2,,97.9°9)

= Fok? <<4§aq~ﬁb¢3 + 4gubm§$2>> (4.46)

De esta manera, combinando las Ecs. (4.45), (4.46) y (4.44) se obtiene el PTEM OG para las
TET

Fo & 7ede T ~1 _ AW aV.
0, = 327Gy {<<Vahc Vpheq +2(167GoF ;" = k)V, 6V,

+ 8 | (42 + 162G Fg') = Vi 167G Fy |

le o v o rede 7
+ =5Vl = 29 BV gy + 268 (Y,

— 2(=kV°GV  hy, — Kﬁjzfﬁa)&)»}. (4.47)

Notése que dada la definicién de mg (Ec. (4.36)), ésta es proporcional a V', por lo que en la
segunda linea de la Ec. (4.78) ambos términos son proporcionales a la masa del campo escalar.
Asimismo, el PTEM OG para las TET, en distincién con su contraparte de la RG, contiene
términos puramente debidos al campo escalar y algunos acoplados con la perturbacion Eab.
Por lo que al nivel de las ecuaciones de balance energéticas se espera ya una contribucion
debida al campo escalar.

4.4. Radiacion gravitacional en TET

4.4.1. Limite lineal

El limite lineal de las TET ha sido explorado ampliamente en el marco de Einstein [82].
En el caso de la parametrizacién de Brans-Dicke, el limite lineal ha sido analizado en [170].
En esta seccion se analiza el limite lineal las TET con la parametrizacién (4.1) en lo que se
conoce como la formulacién 4 + 0 [135]. Retomando las expansiones (4.18), el limite lineal
corresponde a la identificaciéon V, — 4,y &, — M, en las Ecs. (4.37) y (4.33). Para el
campo escalar se tiene la versién linealizada de la Ec. de Klein Gordon®'

’

5 _ 2% Fy
O¢ — myp = 47raF—OT, (4.48)

donde O = nabaaab yT = n”bTah. Por otro lado, la version lineal de la Ec. (4.33) se obtiene
al linealizar (4.39), con lo que

’

1 - C 7 1 ¢ ad7, FO rt ~
- EDhab +0°0 hy, - Enaba hy = Fo +«)(0,0,9 — 1,,00) +

871G
’; 00 T,. —(449)

Notese que si se escoge

kK=-=2, (4.50)

1En esta seccién los superindices indicando el orden de la perturbacién ya no se escriben; en el caso del tensor
de energia-momento de la materia se tiene la identificacién T;b) -T,.
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la ecuacion para & , se desacopla del campo escalar ¢,

8 Go
0

1 1
- EDhab + 8‘(9(a by ~ Enaba‘a hc‘d =

T, (4.51)

y toma la misma forma que la version lineal de la RG (Ec. 3.53). La conservacion del tensor
de energia-momento de la materia (4.16) se traduce a

8, T% = 0. (4.52)

Mas atn, al observar la forma de (4.51) la condicién usual de norma de Lorenz en la RG se
generaliza a
8°h,, =0, (4.53)

para las TET y puede ser impuesta para simplificar la Ec. (4.51), con lo que

- 167Gy

Dhab = FO ab’

(4.54)

es decir, una ecuacion de onda andloga al caso de la RG. La condicién (4.53) es, de hecho, el
limite lineal de la norma pseudo-harménica Ox* = —V%log F [135].
4.4.2. Descomposicion en partes irreducibles

Para identificar la naturaleza de los grados de libertad del limite lineal de las TET conviene

partir de la Ec. (4.33a), esto es,

G
G [h]%) = 82GoX") = 87rF—§ (19 +1,). (4.55)

donde T, es el tensor de energia momento de la materia y T;ll;f estd dado por la Ec. (4.23).
Siguiendo el formalismo desarrollado en la Seccién 3.2.4, la descomposicién 3 + 1 en la
perturbacién kg, (Ec. (3.70)) es inmediata pues el lado izquierdo de la Ec. (4.55) es el tensor
de Einstein usual a primer orden. Sin embargo, la distincién con el caso de la RG proviene
del lado derecho de (4.55), especificamente en la dependencia de T;I};f . Con esto en mente, se
retoma la descomposicién 3 + 1 del tensor de Einstein a primer orden, Ec. (3.78), dada por

Gy = —2V°¥ (4.56a)
Gy = —20,,¥ +2V°0, (4.56b)

2 1
G(Jl/i = —§5jKV2(q) -¥) - 26J~K6n‘1’ + (ajk - géjKVZ) (®-Y)
1 pr
+ 2(atj®k +0,0;) - Emhﬂ‘ (4.56¢)
donde las cantidades

1
® =g~ 0,y + 59,7, (4.57a)

0,

1
Z(ﬁj = 0,)), (4.57b)

¥ =—(H-V>Y), (4.57¢)

AN =
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son invariantes de norma.®”> En la misma linea, el tensor de energia-momento de la materia
adopta la descomposicién dada por la Ec. (3.81). Con lo que el lado derecho de la Ec. (4.55)
en la descomposiciéon 3 + 1 se escribe como

FI B 5 F/ 2 8 G
81G0Xgg = 7 (0, + mih) + drar (F—O) T + %Too, (4.58a)
0 0 0
Fy, . 81G
87GoXy; = F—ga, ¥ F—OOT0 - (4.58b)
F, - FI\? 8nG
Sﬂ'GOX/'k = F_g(ajk¢ - 6jkm3¢) - 6‘”{471'0 (F_z) T + FO 0 Tjk’ (458C)

donde se utiliz6 la Ec. de Klein-Gordon (4.48) para reescribir el término cinético de T:;,;f en
términos de la traza de Ty, cuya descomposicion en partes irreducibles estd dada por la Ec.
(3.81). De esta manera, la igualdad entre las componentes temporales (4.58a) y (4.56a) da pie

a
’

2 Foy o2 o2 3% 4nGo
VYW = —— (0,4 + myp) — 2na (—) (=p +31) - p. 4.59)
2F, Fo 0

Por otro lado, la igualdad entre las componentes espacio-temporales (4.58b) y (4.56b) implica
dos ecuaciones

47G
V2, = ——20g (4.60a)

Fo

F{ ~ 47TG()
Y+ —20,¢= 4.60b
O + 5000 = =0, (4.60b)

donde S ; y S estdn directamente relacionados con la descomposicion de T, Finalmente, la
igualdad entre la parte espacial (4.58c) y (4.56c) determina las siguientes ecuaciones:

F’ _ F’ 2 871G, 1
VD - W) = —20,¥ + —2m2p + dna [ 2] (=p+30) + —2 -1+ V20|  (461a)
Fo Fo 3
F,_ 8
-y 05, 837G (4.61b)
Fo Fo
a,@k = 47TG()O'k (4.610)
167G
on'y = —%o—}g (4.61d)
’ 0

Las Ecs.(4.59), (4.61a) y (4.61b) pueden ser reescritas si se redefinen las cantidades invarian-
tes de norma como

1Fy
Yy=¥+-— 4.62
o=V 5 (4.622)
1F).
Dy =D - -—¢, 4.62b
o= 0= 5500 (4.62b)

donde de la Ec. (4.61b) se observa que, en efecto, F/F 0@ es un invariante de norma, pues est4
expresada en términos de los potenciales ¥ y ®@. Asi, se obtiene una formulacién invariante

%2Notése que se utilizé a ¢, en lugar de ¢ en hgy = 2¢;, para evitar confusiones con el campo escalar ¢.
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de norma del limite lineal de las TET dada por las siguientes ecuaciones:

4
vy, = G0, (4.63a)
Fo
127G 1
V2D = ——C(r+ —p+9,9), (4.63b)
Fo 3
K
V20, = =55 (4.63¢)
ohy, = —2koy, (4.63d)
204 Fy
(O —my)e = 47raF—(—p + 37), (4.63e)
0
con las condiciones
90;=0=4'S; Higo™ =0=d'n}! (4.63f)

Es claro, que en el limite F; = O se recuperan la formulacién invariante de la RG. Las Ecs.
(4.63) indican que los grados de libertad radiativos de las TET son tres, dos de la parte sin
traza y transversa y uno debido al campo escalar. Los cuatro grados de libertad sobrantes,
Yy, Oy y O}, son no radiativos y estan directamente relacionados con la distribucion de mate-
ria a un mismo ¢. Notése que la contribucién del campo escalar sélo se refleja en las escalares
¥y y @y y no en la perturbacion «puramente» gravitacional hT.kT .9 Para ver el efecto de este
grado de libertad extra considérese el tensor de Riemman linealizado (2.41):

1
Rapea = 5 |00y = 040 ghae + ,0chg + DDy | (4.64)

En particular, la componente relevante en la interaccion de la onda con un detector es R joxo la
cual puede ser expresada en términos de las cantidades invariantes de norma como

’

R, =-0, %5610, Wy — 40,0, 0 Fo 5.0.5—0.3)— Lo T 4.65
joko — " Yjkt¢ JkOi Lo tY(j k)+F_0<jk n® jk¢) E i » (4.65)

En vacio, los potenciales Wy, @y y ©;, son idénticamente cero por lo que (4.65) se reduce a

’

F . o 1
0
RjOkO = F_O (6jkatt¢ - (9jk¢) - Eanh}?- (4.66)

La ecuacién de desviacion geodésica [160] en el limite en el que las masas de prueba se

mueven lentamente .
d=X/ "
F = _RjOkOX N (467)

. . . o =10
63Nétese que si en lugar de haber partido del tensor lineal de Eintein G [h]ﬁj,j se escoge G [h]ab dado por la Ec.

(4.39) y se realiza la descomposicion en partes irreducible a la variable ﬁab los resultados obtenido son equivalentes
y ademds se obtiene que /1 = hjy.
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donde X* es el vector de desviacién geodésica, que en este caso representa el desplazamiento
de las particulas de prueba. Por lo tanto, se satisface la ecuacion

&’X’ Fy - - Lok
F! .
= [_F_g (66 = njnic) 0, + Eaﬂh};] X~
=9, i X* (4.68)

donde se ha hecho uso de que las cantidades dependen de las variables n y el tiempo re-
tardado 7, por lo que, en la zona de onda se ha hecho uso de la regla de diferenciacion
0;¢=-n 0,6,°*ademds se ha definido a

- 1
S jr = O = njmkd +h (4.69)
———
Modo escalar

Notése de la expresion anterior que el nuevo modo escalar es transverso a la direccién de
propagacion. Para describir el efecto de este modo escalar considerés la solucién a la Ec.(4.68)
a primer orden en el desplazamiento:

XI(t) = X7(0) + S ju(r,m)X%, (4.70)

por lo que para una onda propagandose en la direccién z se tiene n = (0, 0, z), de tal manera
que

1 1
x(t) = xo + (k¢ + §h+)xo + Ehxyo’ (4.71a)
1 -1
(@) =yo+ Ehxxo + (k¢ — §h+)y0, (4.71b)
() = 2o. (4.71c)

De las Ecs. (4.71) se observa que para un modo escalar puro no masivo, un aro de particulas
en el plano x — y aumenta y disminuye su tamafio de manera uniforme como se observa en
la Fig. 4.1. Este modo escalar adquiere el nombre breathing mode, por su particulares conse-
cuencias [168, 170]. La eventual deteccién de este modo escalar por las futuras generaciones
de detectores representaria la desviacion a la RG mas contundente en favor de esta clase de
teorias. Hasta este momento no se ha hecho incapie en la naturaleza de la radiacién escalar;
independientemente de su origen, las TET contienen tres grados de libertad radiativos y, por
extension, tres modos de polarizacion, en principio, observables.

4.4.3. Formalismo multipolar en las TET
Sisedefineayu = —a?—g T™ = §T la ecuacién para el campo escalar (4.48) toma la forma
0¢ — mip = —4ny, 4.72)

sin embargo, la masa del campo escalar puede ser despreciada (i.e. mp ~ 0) pues en casos
de importancia como la escalarizacién espontdnea generalmente se toma en cuenta campos

%Esta regla asume que se estd trabajando en el caso en el que se puede despreciar la masa del campo escalar.
Si no fuera asi, existirfa un modo longitudinal debido a la parte masiva [93].
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SIGIOIeEST

e —
A

Ficura 4.1: Efecto del modo escalar presente en las TET. Si la onda se pro-
paga en la direccién z el aro de particulas de prueba situado en el plano x — y,
que coincide con el de la pidgina, cambia su radio uniformemente.

escalares no masivos.®> De esta manera las ecuaciones de campo para el limite lineal de las
TET son:

_ 167G
Ok, = ———C Ty, (4.73)
Fo
0¢ = —4raT, (4.73b)

es decir, dos ecuaciones tipo onda cuya fuente es el tensor de energia-momento de la materia
y su traza, respectivamente. La solucion en términos de la expansion multipolar en la zona
lejana de onda, es, de acuerdo a la Ec. (B.10), de la forma

~ a = 1 d ! IN T / ’
o(t,x) = = Z E”jl...jk (E) {fT(T’X )x Jiede B }, 4.74)
k=0 "

donde r es la distancia a la fuente. Dado que el orden dominante para fzjk es el cuadrupolar
con [ = 2 la expansion para ¢ se trunca en [ = 2 por consistencia y ésta se escribe como

(5:¢0+C—j[fx'i‘jinj'i'jgknjnk'i""] (4.75)
donde se han definido a los momentos multipolares escalares
I;= f T(t, x)d3x, Monopolar (4.76a)
7= f T(r,x)x'dx, Dipolar (4.76b)
7k = f T(1,x)x/x*d’x. Cuadrupolar (4.76¢)

Es claro que el orden dominante en la expansién (4.75) es monopolar, esta cuestion se discu-
tird mas adelante en la Seccién (4.5). Por otro lado, la solucidn a la Ec. 4.73a, debido a que la
fuente es puramente 7, y esta se conserva como en el caso de la RG, es de la misma forma,

%5Realizar una expansién multipolar a la ecuacién de Klein-Gordon requiere ademds de técnicas matematicas
mds sofisticadas pues la solucién en el espacio de posiciones no es trivial, a diferencia del caso no masivo. Para la
expansion multipolar del caso masivo ver e.g. [13, 171].
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asi retomando a la solucion (3.93) se tiene

- 4G 1 N | e

hyy = FO {M + Enjnkffk + gnjnknlfjkl + - } (4.77a)
0

_ 4Gy (1. 1 .

hoi = TF, {EI e+ (7 1 = 2€mjeT ) + - } (4.77b)

= 4Go (1. 1. .. .

hy = Fg {Ejjk + 6”1 (fjkz + 26n1; Ty + 26mlkjmj) + - } (4.77¢)

A este nivel de aproximacion, para calcular el flujo de energia, es necesario especializar
el PTEM OG para las TET, Ec. (4.78), en la zona lejana de onda. En primer lugar con la
identificacién usval V, — 9,y §, — n,,, se recupera el limite lineal. Mds atin, dado que se
estan considerando sélo TET no masivas, esto es V(')’ =mg = 0, el PTEM OG para las TET se
reduce a

F i 30,3
0, = 327r(2?0 {<<aah°d5bhcd +2(167GoFy ! —1)9,90,

+ =501,k = 201 0, g + 260, B0,
— 2(=kd°$0  h,. — Kajlg‘baa)@)»}. (4.78)

Por otro lado, de la misma manera que el caso de RG, la especializacion en la zona de onda
lejana permite simplificar a (4.78) notablemente, haciendo uso de las reglas de diferenciacion

8,17 = —k,0,.h" + O(r™), (4.79a)
3,6 = —k,0.¢ +O(r™?), (4.79b)

donde k, = (1,n/). Ademés tomando en cuenta que la tnica parte que contribuye en la zona
lejana de onda es Eab - ﬁjT.T, el PTEM OG de las TET no masivas se reduce a

Fy - ~ _ o~
O = TG (0.1 0, W kaks, + 20167GoF' = k)0, 30, Fkaks ). (4.80)
el cual coincide con el reportado en [134] si se reparametriza con las Ecs. (4.3). La Ec. (4.80)
muestra el término debido al grado de libertad radiativos escalar propio de las TET. Es claro
también que el limite de la RG se recupera con la condicién Fp = 1.

4.5. Sobre la radiacion dipolar y monopolar en TET

Como se discutié en la Seccién 4.4.2 las TET contienen un grado de libertad extra debido
puramente al campo escalar ¢. Esta caracteristica, usualmente es la razén de la prediccién
por parte de las TET de radiacién monopolar y dipolar.°® Dicha caracteristica fue puntuali-
zada por vez primera en el trabajo de Eardley [73] referente a la teorfa original de BD en el
contexto de un sistema binario de estrellas, es decir, un sistema con auto-interaccién gravi-
tacional. El enfoque de Eardley, es hoy estdndar al momento de tratar radiacién dipolar de
sistemas binarios en TET [13, 30, 31, 108]. En lo que sigue se discute como este enfoque no
es compatible con la aproximacidn lineal realizada en las secciones anteriores.

%En general teorias métricas de la gravedad predicen hasta seis polarizaciones y radiacién de todos los multi-
polos [59, 170].



4.5. Sobre la radiacion dipolar y monopolar en TET 85

La presencia de radiacién monopolar y dipolar corresponde formalmente a los momen-
tos multipolares de primer y segundo orden no nulos. En el caso de la RG, retomando a la
Seccion (3.2.5), el orden dominante en una expansién multipolar para la perturbacién Bab es
el término cuadrupolar; la razén subyace en que, dada la conservacion lineal del tensor de
energia-momento de la materia (3,7% = 0), el término monopolar, equivalente a la masa
total del sistema, es constante y, por otra parte, el término dipolar es proporcional al momento
lineal que es conservado y puede ser fijado a cero. En el caso del limite lineal de las TET
se observa para la variable izab algo andlogo, en especifico la Ec. (4.77). La razén es que la
fuente en la Ec. (4.73a), es precisamente el tensor de energia-momento de la materia, con lo
que el orden dominante en una expansion multipolar para ﬁab es el cuadrupolar. Es asi que
los términos de radiacién debidos a los momentos monopolar o dipolar deben provenir de la
ecuacion del campo escalar.

Si bien se definieron los momento multipolares escalares (4.76a), estos al depender de la
traza del tensor de energia-momento de la materia 7 = —Tg + Tjkéjk pueden ser expresados
en términos de los momentos multipolares usuales como

I,=- f Tood” x + 6% f Tid’x = M + 6* My, (4.81a)
Il=- f Toox/d’x + 6™ f TinXd®x = =1 + 8" My, (4.81b)
I{k = —fTooxjxkd3x + 5lm lemxjxkd‘gx = —Ijk + 5llim,jk, (4.810)

con lo que la solucién para el campo escalar se escribe como

~ % . . . 1 . 1 .
¢ = ¢o + P {—M + 5Jijk -nil;+ nj(sllim,j - Enjnkfjk + Enjnkéllim’jk +e 0,
(4.82)

donde los momentos multipolares se definen como en (3.94). Dada la ley de conservacién
(4.52) es sencillo probar las siguientes identidades

M= f 0,T"dx = - f 0,T"dx = - f T%ds’ = 0, (4.83)
I = f O,T®xdx = - f 0,T"x/ = f T/ = f T%d*x = P/, (4.84)
P = f O,TYdx = - f 0, THdx = - f T/*dsk = 0. (4.85)

Las Ecs. (4.83) y (4.85) representan la conservacion de la masa y el momento lineal que coin-
ciden con el limite lineal de la RG. De forma andloga se puede probar la siguiente identidad
1

~Fa (4.86)

My = 3

Al hacer uso de esta expresion en la Ec. (4.82) se concluye que, en efecto, el orden dominante
para la expansién multipolar del campo escalar es

F=do+= (6" T+, (4.87)
r

donde en ¢ se han absorbido los términos independientes del tiempo M y I ; que en conse-
cuencia no producen radiacién y, ademds, no se han escrito términos que contienen derivadas
temporales de mayor orden del momento cuadrupolar y momentos de ordenes mayores. La
forma de la Ec. (4.87) muestra que en el limite lineal de las TET no esta presente radiacion
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monopolar o dipolar. Dicha conclusién se explica al notar que los momentos multipolares
escalares pueden ser expresados en términos del tensor de energia-momento de la materia el
cual es conservado.

El hecho de que la radiacién del campo escalar sea cuadrupolar impide distinguirla de la
contraparte puramente gravitacional, simplemente son proporcionales. Esto dificulta el poder
detectar puramente el modo escalar al «suprimir» los modos tensoriales.

Por un lado, este resultado indica que la radiacién dipolar o monopolar es un fenémeno
no lineal, no presente en ningln sentido al tomar la expansién alrededor de un fondo de
Minkowkski. El primer argumento a este respecto se refleja en el hecho de que algunos autores
[63, 85, 168, 170] realizan una aproximacién post-newtoniana cerca de la fuente, partiendo
de las ecuaciones reducidas en el marco de Einstein, con lo que se estd tomando que a orden
mds bajo la métrica no es Minkowski sino potenciales tipo Newton dependientes de la fuente
de materia. El segundo argumento proviene de los fenémenos de escalarizacién espontdnea
los cuales son intrinsecamente no lineales.

Por otro lado, como se habia anticipado al principio de esta seccién, al momento de tratar
objetos compactos con auto-interaccion gravitacional se adopta el enfoque de Eardley, el cual
se basa en la dependencia de la masa inercial del sistema M del valor local de G controlado
por el valor del campo escalar en cada punto ¢. En otras palabras, para poder realizar una
descripcidn precisa de la materia de esta clase de objetos se considera que la masa total de
estos mismos, considerados como particulas puntuales, dependa del valor del campo escalar
en su locacion. Este argumento se traduce en la modificacién de la accion de la materia por
un término

Smlpl == f ma(@)dra, (4.88)
A

donde 74 es el tiempo propio de la particula A. Esta suposicién inmediatamente postula un
acople no minimo entre la materia y el campo escalar estando en el marco de Jordan, cuya
mads importante distinciéon con el marco de Einstein es que en este la materia estd acoplada
minimamente con la materia. (ver Ec. (4.9)). Formalmente estd modificacion introduce un
tensor-de energia momento de la materia de la forma

1 = (92 Y [ maonsiudatond - b, (4.89)
A

cuya dependencia en el campo escalar produce su no conservacion, es decir,
vV, T% #0. (4.90)

La inclusiéon del término de masa (4.88) en la accién de las TET representa una dréstica
modificacién a la teoria en el sentido de que se estdn introduciendo posible violaciones al
PED, el cual, como se coment6 en la introduccién de esta tesis, posee cotas experimentales
altisimas. Mds audn, en el limite lineal de esta nueva teoria, la ecuacién del campo escalar
(4.73b) se modifica en tal sentido que los momentos escalares no se pueden reescribir como
en (4.81). De esta manera es claro que la dependencia del campo escalar, por medio del tensor
de energia-momento, produce que todos los momentos multipolares contribuyan en la regién
lejana de onda y, por consiguiente, la existencia de radiacion monopolar y dipolar.

4.6. Teorias f(R)

Finalmente, a manera de breve comentario se presentan las teorias f(R) [59, 100, 143,
171]. Estas teorias, a la par que las TET es una de las alternativas a la RG mads estudiadas
y postulan a priori una funcién arbritaria del escalar de Ricci R como densidad lagrangiana.
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El interés de estas teorias estdn altamente motivadas por el sector cosmoldgico. En especifico
han sido propuestas para explicar la expansion acelerada del universo asi como un mecanismo
para producir inflacién en el universo temprano en términos puramente geométricos y evitar
ideas como la energia oscura o la introduccién del conocido inflaton [145].

La accién més general para una teoria f(R) estd dada por

Syl = f\/_f(R)+Sm (84> ¥/]- (4.91)

167Gy
Esta clase de teorias puede ser mapeada a una TET. Al nivel de la accién se introduce una
nueva variable y con lo que la ésta dltima se reescribe a

4
~ e | 00+ FO0R =01+ 5 v 4.92)

La variacién de la accidn respecto a y resulta en

f"OOR=x) =0, (4.93)

con lo que y = Rsi f”(y) # 0. De esta manera definiendo un campo escalar ¢ = f'(y) y
ademas el potencial

V(§) = x¢ - fx). (4.94)

la accién para una teoria f(R) toma la forma

el L (RN (495)
~ 167Gy Go

que es precisamente una accién del tipo (4.2) con w(¢) = 0. En principio, bajo este cambio
de representacion el formalismo desarrollado en las secciones anteriores puede generalizarse.
Recientemente en [116] se realiz6 la descomposicion en partes irreducibles del limite lineal en
esta clase de teorias, concluyendo que el campo escalar en la accién (4.95) da pie a un modo
de polarizacién extra resultado de la superposicién de dos polarizacion, a decir, un modos
longitudinal y un modo breathing, discutido en la Seccién 4.4.2.

Sin embargo, existe otra sutileza asociada a este tipo de teorias que las distingue de las
TET, a pesar de que a primera vista parecieran equivalentes. En las TET el valor del pardmetro
post-newtoniano esta controlado por el pardimetro w(¢) de BD. Sucede que en las teorias
f(R), w(¢) = 0, con lo que el pardmetro post-newtoniano queda controlado por un fenémeno
altamente no lineal conocido como el mecanismo camaledn [105]. Debido a la existencia de
dicho fenémeno camaledn, la aproximacién puramente lineal en el sector escalar-tensorial
esta comprometida severamente. Un tratamiento de la emisién de OG que tome en cuenta
dicho mecanismo requiere de un tratamiento «perturbativo» mas sofisticado, el cual queda
fuera del objetivo de la presente tesis [120].

Para recapitular, en este dltima parte de la tesis se analizé el limite lineal de las TET,
identificando la naturaleza de los grados de libertad adicionales a RG, notando que no es-
ta presente radiacion de naturaleza distinta a la cuadrupolar. Las razones fueron expuestas
en secciones anteriores. Mds atin, en las teorfas f(R) llevar a cabo una aproximacion lineal
conlleva sutilezas mas complejas que impiden extrapolar de manera inmediata el formalismo
introducido en los capitulos anteriores.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las recientes detecciones directas de OG por las colaboraciones LIGO y VIRGO y lo que
representan las futuras generaciones de detectores (KAGRA, LIGO-India y LISA) apuntan a
el establecimiento de una nueva drea de estudio enfocada en radiacién gravitacional. Asi lo
confirma el reciente boom de articulos y formalismos sobre radiacién gravitacional en diver-
sos escenarios. Resulta esencial entonces tener claros los fundamentos de la teoria de OG, en
especifico la relacién entre el evento astrofisico que funge como fuente de radiacién gravi-
tacional y las posibles observables. Al respecto de esto dltimo, es bien conocido que existen
dos formas de incidir en la cuestién de obtener observables: métodos numéricos y métodos
analiticos. En esta tesis se opt6 por el enfoque basado en métodos analiticos aproximados.

En la primera parte del trabajo, concerniente a la radiacién gravitacional en la RG se in-
trodujo el método analitico més afiejo: teoria de perturbaciones, y este, como se mostro en el
Capitulo 2, estd intrinsecamente relacionado con la definicién de energia asociada a las OG
por medio del PTEM OG. A su vez, se mostré como la teoria de perturbaciones esta relacio-
nada con otra clase de métodos analiticos mds sofisticados enfocados en incluir iterativamente
las no-linealidades de las ecuaciones de campo [38, 128]. La teoria de perturbaciones en RG
representa una vasta drea de estudio. En el contexto cosmolégico, perturbaciones a la mé-
trica de un espacio-tiempo de FLRW estdn intrinsecamente relacionadas con la formacién de
estructura. Los célculos del Capitulo 2 bien podrian ser extrapolados al contexto cosmolégico.

Recientes trabajos [134, 146], los cuales muestran la importancia de obtener el PTEM
OG por distintos métodos en diferentes teorias de la gravitacién, motivaron el estudio mds
detallado de esta cantidad. En esta tesis, se calculé en primer lugar, y tomando las minimas
suposiciones, las cantidades de curvatura propias de la RG, a decir, el tensor de Ricci y el
tensor de Riemann, a segundo orden con teorias de perturbaciones alrededor de un fondo ge-
nérico. El hecho de asumir en los célculos las minimas suposiciones, es decir, evitar incurrir
tempranamente en la eleccién de norma o el hecho de que las cantidades de curvatura satis-
ficieran a las ecuaciones de Einstein, permitié mostrar que existe un término que vagamente
se incluye en la literatura (Ec. (2.71)). Si bien este término es idénticamente cero en la supo-
sicién de vacio a todos los ordenes en las ecuaciones de Einstein, resulta conveniente tenerlo
en cuenta para futuras aplicaciones en donde la anterior hipdtesis no se incluya. En segundo
lugar, si bien no se cuenta con una definicién formal de densidad local de energia asociada
al campo gravitacional en el contexto de la RG, se mostré que bajo la ALOC es, en efecto,
posible asociar una densidad de energia por medio de promedios espacio-temporales que se
traducen en promedios sobre diversas longitudes de onda a las OG. Estas ideas, esparcidas por
la literatura bajo distintos consensos e interpretaciones [18, 48, 112], basadas en la hipdtesis
de Isaacson [96, 97], fueron implementadas de la manera mas clara y sencilla posible.

Por otro lado, una serie de recientes articulos de Ashtekar et al. [20, 21], motivo la revi-
sion detallada sobre la naturaleza de los grados de libertad radiativos en el limite lineal de la
RG; retomando antes la conocida similitud existente entre la teoria EM y la RG linealizada.
En especifico se estudi6 la relacion de la parte TT de las OG (cuya contraparte EM es la parte
transversa del potencial vectorial electromagnético) y la libertad de norma con la zona lejana



90 Capitulo 5. Conclusiones

de onda en presencia de fuentes. Este andlisis se basé en la descomposicion en partes irredu-
cibles de la perturbacidn, idea introducida por primera vez en [83], a su vez inspirada en las
ideas cosmolégicas de Bardeen [27]. El resultado mds importante de esta seccion de la tesis
(Capitulo 3) es la cuantificacion de los grados de libertad en diversos cantidades totalmente
invariantes de norma en presencia de fuentes que se dividen en potenciales tipo Newton, es
decir, que satisfacen una ecuacion local de Poisson y la parte TT, que, como era de esperar-
se, satisface una ecuacion tipo onda que indica su naturaleza radiativa. Este resultado abre
la puerta a interesantes posibilidades. Por ejemplo, la generalizacién mds inmediata seria ex-
trapolar la descomposicion en partes irreducibles a un fondo genérico, lo cual permitiria, por
un lado, recuperar los potenciales invariantes de norma propuestos en el contexto de pertur-
baciones cosmoldgicas por J. Bardeen y, por otro, esclarecer de mejor manera la naturaleza
de los grados de libertad radiativos en contextos mds realistas, esto es, cerca de las fuentes
de radiacion gravitacional, donde es claro que un fondo plano no es buena hipétesis. En esta
misma direccién y, pensado como un proyecto mas ambicioso, seria el tratar de extender el
formalismo para tratar de obtener cantidades invariantes de norma en la teoria completa. En
este sentido los eventuales resultado deberian de ser compatibles con el robusto formalismo
ADM de la RG [160].

Asimismo se analizé el formalismo cuadrupolar de OG en donde ambos objetos de estu-
dio, el PTEM OG vy la parte TT, son fundamentales. Se calcularon las conocidas expansiones
multipolares a la forma de onda h,; concluyendo que, en efecto, el orden dominante en la
radiacion gravitacional de la RG es cuadrupolar. Més aun, la potencia radiada por un sistema
gravitacional aislado también depende a orden dominante del término cuadrupolar asociado
a la fuente. A manera de ejemplo, se estudi6 el caso de uns sistema binario de estrellas. Se
calcularon las formas de onda, es decir, las polarizaciones /; y hx debidas a este sistema asi
como los flujos de energia coincidiendo con [126, 159]. Este andlisis permitié encontrar el
cambio en el periodo orbital, producto de la emisidon de radiacién gravitacional, el cual, en
su momento, representd la prueba mas contundente de la existencia de OG en el contexto
del pulsar binario PSR B1913+16 [95]. Los resultados obtenidos en esta seccion, facilitan la
continuacién a métodos analiticos mds sofisticados; en particular la obtencién de las formas
de onda es similar cuando se desea incluir términos post-newtonianos o bien, en regiones que
no son la zona lejana de onda. A este respecto, los trabajos de L. Bernard et al. [17, 32] pro-
ponen distintas lineas de investigacién en distintas direcciones, una de ellas y quiza la m4s
interesante, es el fendmeno de dispersion en OG.

La segunda parte de esta tesis fue dedicada al estudio de OG en teorias altenativas, prin-
cipalmente en las TET (en la representacién de Jordan). El propdsito de haber estudiado
detalladamente diversos aspectos de la radiacién gravitacional en la RG permiti6 establecer
con mayor claridad a las OG en esta clase de teorias. Es sabido que una de las caracteristicas
mads novedosas en las teorfas alternativas de la gravitacion es la presencia de nuevos grados de
libertad y, por consiguiente, nuevos modos de polarizacién. Si bien, en el caso de la TET se
mostré que existe un grado de libertad radiativo extra debido al campo escalar, éste, de alguna
manera, se suprime al considerar el limite lineal de las TET. A este respecto, diversos autores
[13, 108] consideran el limite lineal de las TET de distinta forma a la considerada en esta
tesis. Los resultados obtenidos sugieren que la condicién minima para la existencia de radia-
cién dipolar o monopolar en el limite lineal es la inclusién de un acople poco convencional no
minimo entre la materia y el campo escalar o bien considerar no perturbaciones a un fondo de
Minkowski, sino a un fondo dindmico compatible con el campo escalar. En tanto, esto resulta
inesperado pues no es comun que se trate en términos del formalismo cuadrupolar a las TET.

Finalmente, este estudio permitié ahondar mds en el topico de radiacién gravitacional en
teorias alternativas de la gravitacion, el cual, estd en una ferviente etapa en la que se trata de
extender la mayor cantidad de resultados y formalismos posible presentes en la RG a teorfas
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alternativas. A su vez, se obtiene la idea general de que los métodos perturbativos no son sufi-
cientes si se requiere considerar coalescencias de objetos compactos; la relatividad numérica,
es decir, la resolucién de las ecuaciones de campo de la RG sin ninguna aproximacion, cobra
importancia.
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Apéndice A

Apéndice 1

A.1. Meétrica inversa

Para obtener la métrica inversa se utiliza el mismo formalismo expuesto en a lo largo del
Capitulo 1. La métrica total inversa estd definida como

() = (g, ()7 (A.1)

Retomando la expansién de g , respecto a A a segundo orden

) =g + g™ + %Azg“”. (A2)
Es sencillo calcular a primer orden en A a partir de la Ec. (A.1) la métrica inversa
gab — _ganbdh(clc)l — _h(l)ab’ (A.3)
de la misma manera a segundo orden se obtiene

0 = 2PN — N = 2RO - 240, (A%

Asi, la métrica total inversa queda totalmente definida hasta segundo orden como

gab(/l) — gab _ /lhmab + /lZ(h(Z)ach(cl)b _ h(z)ab)' (A.S)

A.2. Expansion del determinante

Conviene antes repasar como es que se define el determinante de la métrica. Se define el
tensor de Levi-Civita como [53]:

gty = VI8 18411, (A.6)

donde g = Det (gw), Y €y, ©8 €l simbolo de Levi-Civita. Se puede probar también que se

satisface la siguiente identidad

1
e—ﬂl"'ﬂn — Tgﬂl”'ﬂn' (A7)
8

Para encontrar al determinante en términos de la métrica se utiliza la expresion (A.7), es decir,

€ M1 Hn

M1 Hn = g,ulvl o gﬂnvn
1
(_I)Sggﬂlvl T g/lnvn

Elul “Hn 6V1 Vn

— (A.8)
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donde en la segunda linea se ha utilizado el hecho de que [(—l)sDet (gm,)] = 4/l g |, siendo
s el nimero de signos negativos en la signatura de la métrica [160]. Para poder expresar en
mejores términos el lado izquierdo de (A.8) es ttil ocupar la siguiente identidad

e n!(—l)sé‘[’ul . 65:]] (A9)

Eyl'“Vn [v1

con lo que se concluye una expresién para el determinante de una métrica en una variedad
n-dimensional

1
g= Eg’”"] ---gﬂnvns‘“ HngV1™Vn (A.10)

Para la RG (i.e., n = 4), es claro que la expresion para el determinante, a partir de (A.10),

toma la forma |
g= mgaﬁyégpouvgapgﬁ(,gwgév. (A.11)

Retomando la expansién de la métrica a segundo orden como

~ 1 2
gyv = gyv + hf(lv) + h/(lv)’

(A.12)

donde se ha hecho 4 = 1. A fuerza bruta, en contraste al formalismo del Capitulo 1, se
sustituye a la Ec. (A.12) en la Ec. (A.10) hasta orden cuadrético

§= e (8 + M)+ D) (g + L+ )
X (@ g + 1)) (26, + ) + 1))
- }!a“ﬁy%w (BapZarByalon + MapBarByuor + MoBapBrulor + MpiBprBaplo
) Bap g + Mapin @y, + hphsiBao sy + Haph) Bpr By
+ hg;'hg’il)gapgév + h;l;hfsiz)gapgw + hgyit)hfsi)gapgﬁcr + hgp)gﬁrrgwg&v
+ W RapyBon * yuBprBapBor * 15, BapBrups) + OUF). A13)

Es sencillo mostrar que las siguientes dos identidades se satisfacen

1 s o~ o~ _ Lo
478aﬁ768pgﬂyhgggﬁa-gwg6v = é_lgh(l)’ (A.14)
1 1
E‘gaﬁyégpo—#vhgp)hga)-gyugév — gﬁ [h(l)h(l) _ h‘g)(’hglﬁ] , (A.15)

(@)

donde g = Detg,,, y " es la traza de la perturbacién. Para los términos sélo dependen de A,

en (A.13) se utiliza la expresion (A.14). Con lo anterior en mente g adopta la forma
1 1
g= g(l + 7D+ 5@ 4 5h“)h“) - Ehﬁ,“"hfj)p + 0(h3)). (A.16)

Tomando el negativo y la raiz se obtiene

1

1 1 2
N ’_—g(l + 1D 4 5@ 4 5h(l);l(l) _ Ehgwhffl)p + O(h3))

1 1 1 1
- ,/_g(l o hD o+ Sh® §h<1)h<1> - Zhg”(’hﬁj)” + 0(h3)), (A.17)
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donde en la segunda linea se hizo uso de la siguiente expansion

(A.18)

(1 + ax +/3x2)% = (1 + ag + %x2(4/3 -+ O(x3)).

A.3. Existencia de las coordenadas armonicas

En este apartado damos una prueba a detalle de alguna identidades titiles. Consideremos
un cambio de coordenadas arbitrario dado por x™* = f#(x%)

¢ =\ [-det(g,, )¢

x™ oxF

-1/2
( det(gaﬁ D ,V)) 0o f 05178 B

f:“ _o\1/2
( —det(g,5) (det—) ) a, fﬂaﬂ £V gaP

Oox
= T 0, " 0pf "0

e
- (det%) 0, [0, 5%
(A.19)

dénde hemos denotado a J := det[df*/0x*] cémo el Jacobiano de la transformacién. De
(A.19) es fécil notar que J~! = =g’/ \—g

3,9 = dsf"J! - ,V(aa #g) + 9, frg P

L, 0fY Ox 0
axﬁ ox" (?xP

=J l(sga = (9,/"97)

= \/?Dgf " (xa)

dénde en la dltima linea definimos al siguiente operador para cualquier funcién escalar f,
Ogf = (—g)_l/ 285(9"‘/56& f), ademds de que en la segunda linea se utiliz6 el hecho de que

G @ T

(Do f"a")

(A.20)

10X 0 of f 0w 5
OxX"Y OxP Ox8  OxP Ax" OxP
LY D OP 168 00 1 3
Ax' 9xP OxP 2 9xP Ox" g OxP
_ _ 1 (9g ag v
=y - £
2 Bg 6gw, OxP
1 98
_ —1Fp -l 95y
/ J 2 08
_lye _ogpelpe
=J FPB J F#B_O (A.21)
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En la tercera linea se han usado coordenadas normales de Riemann. Por dltimo es 1util hacer
ver que O, f es equivalente al D’ Alembertiano usual en espacios curvos, esto es,

Ogf = “VVﬂVVf
=V,(&"d,f)
= 0,(¢"0,f) + T ag™d,f
= 0,(8"0,1) + (=8) ' ?0,(N=8)8™0, f
= (-9)%0,(V=88"0,f)
= (-9)"'?0,(a"d,f) (A.22)
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B.1. Regiones de onda

Al discutir sobre las OG surgen de inmediato dos vertientes que se pueden tratar como
independientes. Por un lado, se tiene la «produccién de OG» y, por otro, la «propagacién de
OG». Para concebir ambas cuestiones como independientes se opta por dividir al espacio-
tiempo en tres regiones [128, 154]. Para ello considérese las siguientes cantidades

t. = tiempo caracteristico de la fuente, (B.1a)
2r ) .
w. = — = frecuencia caracteristica de la fuente, (B.1b)
C
2n . o
A, = — = longitud de onda caracteristica de la fuente. (B.1c)

c

Bajo estas definiciones se definen a:

zona cercana. r < A, (B.2a)
zona de onda: r > A, (B.2b)
zona de onda lejana: r — oo. (B.2¢)

donde r es la distancia a la fuente. En la zona de onda lejana sélo los términos que van como

! contribuyen a las ecuaciones.

B.2. Solucion a la ecuacion de onda

La discusion acerca de las soluciones de una ecuacién de onda es un tema por demads
afiejo y altamente estudiado. Su implementacién en la electrodindmica clésica y en la teoria
gravitacional es variado en la literatura de acuerdo a las convenciones utilizadas, sin embargo,
es claro que debe de existir una equivalencia entre todos los tratamientos. En lo que sigue, se
esboza?2 la discusion seguida en [123, 128], escribiendo sélo los resultados importantes en el
entendido de que los detalles técnicos son redundantes en este trabajo. Se refiere a [153] para
un completo estudio de la expansién multipolar.

En general una ecuacién de onda toma la forma

Oy(x) = —4mu(x), (B.3)

cuya solucién es la funcién retardada

W) = f Glx, ) (B.4)
con
ot —t -x-x)

G(x, x) m—

) (B.5)
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con lo que Y¥(x) toma la forma

t _ _ ’ , ’
(1, %) = f“( X = XL XD (B.6)
Ix — x’|
En general, es posible realizar un expansién de Taylor sobre el integrando de (B.6), de tal
manera que
= (_1)k 1 IN L] ’
w(t,x) = Z AR Tl BTG ek B (B.7)
k=0
donde se ha adoptado la notacién x"/1+* = x/t .. xkyd, . =9, ...9,. Ademis
T=t-r, (B.8)

es el tiempo retardado con r = |x|. En la zona de onda lejana (i.e., donde r — o), la solucién
se puede refinar atin mas al mantenerse sélo los términos de orden r~!, entonces

0 Nk ' .
wiex =1y o, { f ur, x’)x’f"“fkd%’} +007) (B.9)
k=0 ’

La dependencia de x; de la fuente u se encuentra en 7. Con este hecho, la expresién (B.9)

toma la forma
1 = 1 d : IN T Jk g3
w(t’x) = ;Z En]]jk E l,l(T,X )X d X 5 (BIO)
k=0

donde se ha hecho uso de
Qi = 00 jr = O un; (B.11)

definiendo al vector radial unitario como n/ = x//r. La ecuacién (B.10), en un principio
representa la solucién, considerando las mismas aproximaciones, de cualquier ecuacién de
onda del tipo (B.3) en la zona lejana de onda.

B.3. Descomposicion de un tensor en sus partes irreducibles

Cualquier tensor espacial B j; simétrico puede ser descompuesto en partes irreducibles (se
sigue aqui la discusién de [83, 128]), como

1 1 2 T T TT
Bjk = géjkB + (8j6k - géjkV )C + 8jCk + (9ij + Cjk s (B.12)
con las condiciones
i ik ik
9,C1 =0, 9,Crr =0, 6 yCrp = 0. (B.13)

Dicha descomposicién contiene una parte de traza %51'/(’ una parte longitudinal-sin tra-
za (ajak - %6jkV2) C, una parte longitudinal-transversa 6ng + akc}, y una parte que es

. ik
transversa-sin traza C#T .
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B.4. Descomposicion en partes irreducibles en EM (caso masivo)

El caso masivo del EM es una teoria que conocida por no ser invariante ante transforma-
ciones de norma. Las ecuaciones de movimiento para esta teoria las ecuaciones de movimien-
to estdn dados por

OF oy + m*Ap = =47 jp, (B.14)

con la ley de conservaciéon d,j* = 0 que automaticamente implica, a diferencia del caso no
masivo, d,A% = 0. Para la componente espacial y temporal se tiene

O¢ + m2¢ = —4np,
DA; + m*A; = —4nj;. (B.15)

Introduciendo la descomposicién (3.17) y (3.22), las ecuaciones anteriores adoptan la forma

V2 + m?¢ = —4np, (B.16a)
DA} +mA} = —4nj] +0,(0,¥ — 4no — m* Q). (B.16b)
El término de masa en las Ecs. (B.16) no permite expresar por completo a las ecuaciones

de movimiento en términos de las cantidades, que en el caso no masivo, eran invariantes de
norma. Utilizando la ecuacién de conservacién (3.25) las Ecs. (B.16) se pueden simplificar a

VY + m?p = —4np, (B.17a)

DA} +mA} = —4nj} — m*,A. (B.17b)

De las Ecs. (B.17) es evidente que los grados de libertad radiativos y no radiativos no se
desacoplan, ademds de la manifiesta no invarianza de norma. La presencia del término 9 .4 en
la dltima ecuacién implica que los modos transversos no se desacoplan del modo longitudinal.
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Apéndice C

C.1. Promedios

En esta seccién se describen los fundamentos matemaéticos de los llamados «promedios».
El propésito principal de un esquema de promedios es aislar a las cantidades radiativas, aque-
llas que varian rdpidamente, de las cantidades tipo Coulumb, aquellas funciones del espacio-
tiempo que varian lentamente. Este promedio puede ser realizado con un operador lineal in-
tegral (- --), y puede realizarse sobre las fases de las cantidades que varian ripidamente, o
bien, sobre el espacio-tiempo. Formalmente Isaacson utiliz6 el llamado esquema de prome-
dios de Brill-Hartle (BH) [44, 97], sin embargo, existen otros formalismos con resultados
equivalentes [174, 175].

En el esquema de BH se define el promedio de un tensor arbitrario X , el cual se asume
contienen términos que varian como ~ 1/L.y ~ 1/A,:

(X0 = f x5, (x, )8, (6 X)X,y ()6, X, .1

donde ga“'(x, x") es el bi-vector de desplazamiento paralelo geodésico, esto es, dados dos
puntos x y X’ y una geodésica que los una, al aplicar g% a un vector definido en x se obtendra
un vector en el punto x’, que es el paralelamente desplazado por la geodésica que une a los
dos puntos [68], y f(x, x) es el kernel de la integral que satisface

f d*x f(x,x) =1, (C.2)

y decae a cero cuando x y x’ difieren a una distancia / tal que A, < [ < L. Se entiende
que las integrales se realizan sobre todo el espacio-tiempo. A continuacién se demuestran las
propiedades mds ttiles de estos promedios para efectos de esta tesis.

PI. La divergencia total de un tensor 7¢,, se anula i.e. (WCTCab »=0.

Dem.
(V.T<,) = f g8V, 1, f

= fﬁc(ga“ gbb Tcafb/ - (6cgaa )gbb Tca/b/f
- V&8 T = (V8" 8 Ty f- (C3)
El primer término puede ser reescrito como una integral de superficie en la regién don-
de f — 0. Los tres términos sobrantes contienen variaciones del orden O(A./L.), esto

al notar {(O(OT/0A.)) ~ O(TOf/OL;) ~ OOT[0A.)O(0A.IL.), los cuales son despre-
ciables pues A./L, < 1.

PIL. En particular se sigue que bajo el operador () se puede integrar por partes. Si 7€, =
R°S ,, entonces, (S ,V.R°) = —(R°V.S ).
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Dem.

(S VeRY = (VRS ip)) = (RVS ) = =(RVS ) + O(Ae/ L) C4

PIII. El conmutador de dos derivadas se anula, (W[Lﬁ b T.» =0.

Dem.

(Vi Vi Te = 09 = (R, 9T, ) = 02/ LD), (C5)

abc

con los argumentos del punto P.I.

C.2. Formalismo a partir de la accion perturbada

Otro enfoque fue desarrollado a partir de la accion de Relatividad General [175]. MacCa-
[lum and Taub [111] mostraron que es posible obtener un tensor equivalente al de Isaacson si
en lugar de perturbar las ecuaciones de Einstein se perturba a la accion de Einstein-Hilbert. En
dicho enfoque también es necesario hacer uso de un esquema de promedios, un tanto distinto
al de Brill-Hartle pues lo que se promedia es una densidad escalar en lugar de una cantidad
tensorial. En este sentido no se seguird tal enfoque, pues como se verd mds adelante, resulta
mas util y claro, realizar en primer lugar la variacion, cuyo resultado son en efecto cantidades
tensoriales, y después el promedio sobre éstas.

En cuanto a la variacién, al promover la accién a segundo orden, se pueden tratar a las
perturbaciones y a la métrica de fondo g , como campos independientes. El realizar la varia-
cién respecto a la primera perturbacién resulta en las ecuaciones de movimiento lineales, esto
es, el tensor de Einstein a primer orden. La variacion respecto a la métrica de fondo implica
al mismo tiempo el PTEM OG y las ecuaciones a orden cero de la métrica de fondo.

Asi pues, con el método expuesto en el primer capitulo, las expansiones son inmediatas.
Considérese la accién de la RG

1
Sk =5 f d*x\—=gR, (C.6)
K
donde x = 87. Tomando la expansién usual

Sup = Bup + € + ENC, (C.7)

siguiendo la misma 16gica del Capitulo 2 la accién tiene la forma S gg = SO +€S 0. +€2S 2.
ysig g p RGTEIRG RG
Orden a orden en € se tiene

1 _
Sko = Skl =5 f d*x =38R (C.8)
dSge U ou =t o
Ske = 1 . T f d'x\-g|g"R,, - "G, (C9)
1d*S 1 1 1 8 o
Ste=5 2| = f a7 | (B + JHOH = SHYPHR + KR+ R (C.10)
€ e=0 K

Notése que el expandir la accién a segundo orden implica también la expansién del determi-
nante. El cdlculo explicito se da en el Apéndice (A.1); retomando aqui la expresion final, Ec.
(A.17),

8

1 1 1 1
V=g = \/__g, 1+ ezh(” + &2 (Ehm + —pOpm _ Zh“)“bh%)] (C.11)
@

para no perder detalle de donde provienen los términos de S .. Dado que el interés estd en las
contribuciones no lineales a la teoria, solamente se tomardn en cuenta el término a segundo
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orden (C.10). Tomando las expresiones (2.56) y (2.58) se reescribe a S ;?G como la suma de
dos lagrangianos, uno dependiente sélo de cantidades referentes a la curvatura de fondo, y el
otro dependiente de derivadas a la primera y segunda perturbacion.

1
St = S + Shoa = 3 [ a'aL+ 22 ci)

donde se ha definido
1 " i
L7 = o =F[RUM? 20 ) + 4h7) + Ry KNP — 4nY — 81| (C.13)
—| U s Lo
~£(22) — -2 [_Rab(h(l)ab _ 5h(l)gab) + ERabgab:| . (C14)

Notése que el factor que acompaiia al primer término de (C.14) es precisamente la variable
Y = b — 13 h®, lo cual sugiere el utilizarla sistematicamente. Con esto en mente se
ab — “ab 25ab
reescribe a (C.13) como

1 - - = ~ o - - ~ ~
£(12) - 3 \/—_g[(R(h(”Z _ 2h(al)bh2)a) + 4Rab(2h(cl>ah(1>cb _ hmabhm)) + (4Rh® — SRabh(Z)ab)] i

U —[ o camds Aed R _coar caean] s _

— E \/__g [(2gcaGdb _ Gc‘dgab) + E(g(,‘agdb _ 5gc‘dgab):| h;lllh(Ll()l _ \/__gGabhilZ;’, (CIS)
donde en la segunda linea se ha refinado ain mds la expresion para tener en claro las depen-
dencias en la métrica de fondo y las perturbaciones. Asimismo el Lagrangiano (C.14) toma la
forma

- 1.

LY = g |-R A" + ERabgﬂ”], (C.16)
en el entendido de que Rab y Rab estdn evaluados en i‘;lz);' Obsérvese que de las expresiones
calculadas en €l Capitulo 2, el tensor de Ricci a segundo orden (2.48) contiene términos
cuadraticos en 4V y lineales en 4®. Para tener simplicidad en los cdlculos que siguen se omite
en lo que sigue toda dependencia de 4® en los lagrangianos (C.15) y (C.16). En otras palabras,
se estd considerando s6lo el segundo orden de la primera perturbacion 4. Con esto aclarado,
haciendo uso de las expresiones (2.44) y (2.46) explicitamente el Lagrangiano (C.16) adopta
la forma
.
VAV R — ROV VR

cVa'ly

T HOTR — 9 FODG O 4

| =

e e - 1
£(22) — \/_—g _h(l)abva . ;}l)c_ g
I;l(l)ﬁaﬁbljlu) h(l)ab@c@ }‘1(1) 1%(1)@11@ }‘1(1) 16 }‘1(1)66 ;l(l)ab 3§ah<1>bc§ }‘1(1)
+§ abt Cab 4 a” T ytap Ve +Z a’pbe

(C.1D

Los términos de la forma A"V _V d}_z“)ef, contraidos de alguna forma, pueden ser reescri-
tos como V 2"V dh(“"f mas una divergencia total, asi el Lagrangiano (C.17) se escribe de
manera mis compacta:

lewrames 70 . Lo raabe roe . Learns 70 |
LY = -z —Zvahmbfvah;;;Jr EVCh“)“bVahg)c + VIOV + V1, (C.18)

con

v = —h"PVRS) + AOP (VR - VA + iﬁ“(%ﬁczgm - ;jaiﬁ“), (C.19)
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el cual no contribuird a la accion, en razén de que es una divergencia total, con lo que (C.18)
se reduce a

lewzames 700 . Lo raabe 7ac . Loarne
Ly = 3|V )+ SV AT B+ VYA . (C.20)

Cabe sefialar que el Lagrangiano (C.20) es el mismo que el reportado en [111, 146]. Para
simplificar las variaciones, tanto respecto a la métrica de fondo g, como respecto a la pertur-
bacion A, se puede seguir la misma linea de pensamiento de (C.15), esto es, separar a ambas
dependencias. Asf, (C.20) toma la forma

L0 = gPes 05 A, (c21)
con el tensor | | 1
Pabcdef = _Zgadg egcf + zgaegbfgdc Sgadgefgbc’ (C22)

dependiente tnicamente de la métrica de fondo. La variacién de (C.21) respecto a A" es

Ly d 7, Z(Hb
6‘£<22) == \/__gva <[Pubcd€f + Pdefabc]v h(1>€f) She

lece 70 L @ 1 eee 700\ or
= —\/—_g(—EV‘Vch(al;+V‘V(ah2)) + 4gabwvchm)5h“>“b

_ ~ 7.(hab
= — \—gRY) h?, (C.23)

donde en la primera linea se ha integrado por partes anulando asi mismo una divergencia total,
mientras que en la segunda linea simplemente se agruparon términos de utilizando la forma
explicita de (C.22) y se renombraron indices. Obsérvese que en la ultima linea aparece el
tensor de Ricci a primer orden encontrado en el Capitulo 2. Si se pide que la accién construida
con el Lagrangiano (C.21) sea estacionaria se obtiene

0=e*—= = €& \[-gR", (C.24)

que implica precisamente la ecuacién de propagacion de las OG

Lo~ - 1 o~ -
VYR, = 29V B~ 58,V VA" =0, (C.25)

cuya traza es
2V4V4RY + V,V, i = 0. (C.26)

Por otro lado, la variacién de (C.21) respecto a g“b involucra tres términos, a decir,

5(‘5(22)) — (5( \/__)Pabcdefv h(l}vuh;]l)_i_\/_d(})abcde]‘)v h(f ah2)+\/—Pabcdef6(V h(lf ahg) )

(C.27)
Es facil notar que el primero de ellos es

1
S(\=R)PPlY B ) = —Ezg?)gab(sg“b, (C.28)
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donde se ha utilizado que 68, = —8,.8, dg"d, es decir, no se estd utilizando a la métrica de
fondo para subir y bajar indices. Desarrollando el segundo se obtiene

s - le -ie = le-iie - le -n -
V=8PV BV A = -3 —Zvahmdvbhg - Ev%ydvc% + V"V
le -e - g - N po. .
+7VRG VY + VRN B+ VAV dhgg] 6. (C.29)
El dltimo termino de (C.27) no es inmediato pues es necesario tomar en cuenta las contribu-

ciones que provienen de variar directamente a la conexion. La expresién general esta dada
por

& by c by--+b bi  by-d-b by--b
SOV )= VT L+ Y eCh T L =Y 6c, T L
i J
(C.30)
donde se ha utilizado a (2.34) para obtener

L ire o e vt e o e

6C s = =58 (88 V08! + 8aeBar V108 ~ Buel V003 | (C.31)
L. & coed  ~ =~ ©ces

= =5 |280a¥1)98 ~ 8148V 63" | (C.32)

De tal manera que la variacion, omitiendo el factor v/—g, se escribe como

Pabcdefd(ﬁd}‘l(el}ﬁa/jl;lz) — _Pabcdef (ﬁ E"’,[(SCg ]jl(l) + (5Cg il(l)] + 6dﬁ<l)[6cg o 4 6Cgac}_l(]l))])

a’“bc de'"gf df'ge ef ab’"mc 8
— _5nge}_l(};§aljl(bli (Pabcdef + Pabcdfe + Pdefabc + Pdfeabc)
= 28,10V 98" = Bum@enVET™ | S, (C.33)

donde en la dltima linea se han agrupado términos y, ademads, se ha definido el siguiente tensor
por conveniencia

1.~ -
Sdeg = Eh(;;vah;)lc) (Pabcdef + Pabcdfe + Pdefabc + Pdfeabc) (C.34)

Notése que en (C.30) es posible integrar por partes y despreciar el término de divergencia
total, con lo que

Pabcdefé(ﬁd}‘lg)ﬁa}'lgp = 539" (_ng(dﬁe)sdeg) +og™ (gdmgenﬁgs deg)
- (_Zgb(dve)s “a+ BaaBaVES deg) 68", (.35

donde en la dltima linea simplemente se han renombrado indices por consistencia. Con los
célculos anteriores se ha completado la variacién de (C.21) respecto a la métrica inversa.
Agrupando los resultados de las Ecs. (C.28), (C.29) y (C.35) en la Ec. (C.27) se escribe

1 6'5(22) 1 (P le nhedyg () 1”0‘(1)d” 7 1< RO vANAL) 1”c‘(1) < 7D
S _2\/__g£2 Zap = gVl OVl = VRN By = SV ROV + SV RV
+ VRV G+ VBT ) = 28V S+ BgaB oy VS (C.36)

Si ademas se toma la accidn construida con

25(2)

O (C.37)

Sy =S +e

y se pide que la accidn sea estacionaria, entonces la variacioén del primer término deriva en
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las ecuaciones de Einstein para la métrica de fondo mientras que el segundo término se puede
interpretar como el PTEM OG
© @
0SrG 0S5 rg2

(5§“b - (5§“b > (C.38)

que resulta en

— 26L2
V85 __€0h (C.39)

Kk 9T ok sgab

De la anterior ecuacién, el PTEM OG toma la forma

1/ 1 6L
O = ——((—— (C.40)

a 2k \\ /=5 0g
Mas atin bajo los promedios, notése que los primeros dos términos de la segunda linea de la
Ec. (C.36) pueden ser integrados por partes bajo la operacion (- - -, y explotando la condicién

de norma de Lorenz pueden ser anulados. Mds atn los siguientes dos términos representan
divergencias totales por lo que tampoco contribuyen. Con lo que

1 o le chwe o lecrids 1o le e ro . leciae
0, = <<——2 __gﬂ;)gab = VRVl = VRN Ty~ gV + Zv%;‘;vchm».
(C41)
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