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Sobre Superficies de Revolución

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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Maŕıa de los Ángeles
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Resumen

Este trabajo de tesis busca estudiar la dinámica de sistemas de n vórtices,
en particular, nos interesa la estabilidad lineal de configuraciones poligona-
les sobre la esfera.

El primer caṕıtulo, Sobre Vórtices en el Plano cubre los principios
básicos de la dinámica de vórtices en el plano (apoyado en [1]) y funciona
como prototipo de lo que queremos aplicar a superficies. A pesar de ser un
caṕıtulo casi exclusivamente motivacional, incluirlo es importante para dar
contexto y dirección al trabajo presentado. Se precisa lo que es un vórtice y
se desarrollan algunas ecuaciones al respecto. Finalmente se dan un par de
ejemplos anaĺıticos y numéricos (éstos últimos corren por cuenta mı́a) donde
se observa que dada una configuración poligonal no hay equilibrios pero śı
hay equilibrios relativos.

El caṕıtulo 2, Sobre Vórtices en Superficies, es bastante más técnico
y funciona como marco teórico. Está fuertemente basado en el art́ıculo [2].
Escencialmente se trata de extender la primera parte del caṕıtulo anterior a
superficies. De nuevo se plantean las ecuaciones de los vórtices estáticos pero
para describir la dinámica se constuyen hamiltonianos, funciones de Green y
funciones de corriente. Empezamos trabajando lo más general posible, em-
pezando con variedades compactas y terminando con la teoŕıa aplicada a
superficies de revolución.

Volvemos, en el tercer caṕıtulo Sobre Vórtices en la Esfera, a exhibir
ejemplos concretos para fomentar la intuición y generar motivación. Aplica-
mos la teoŕıa del caṕıtulo anterior a la esfera y observamos que arriba del
ecuador, los vórtices parecen comportarse como en el plano mientras que
en el ecuador el comportamiento es distinto. De nuevo nos encontramos con
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un equilibrio relativo y es éste fenómeno el que verdaderamente nos interesa
estudiar con cuidado.

Hacia el final de la tesis, como sugiere el t́ıtulo de cuarto caṕıtulo, La
Estabilidad, buscamos estudiar la estabilidad lineal de lo que hemos cons-
truido. Para ello debemos linealizar el sistema que tenemos. Tomamos como
gúıa a [5], pero necesitaremos adaptar los resultados obtenidos en los prime-
ros caṕıtulos. Acabando el caṕıtulo damos un criterio suficiente y necesario
para garantizar estabilidad lineal.

Acabamos nuestro estudio en las Observaciones Finales, donde bre-
vemente describimos todo el proceso, damos un par de aplicaciones muy
atractivas a escalas drásticamente lejanas y sugerimos posibles investigacio-
nes posteriores como continuación de este trabajo.
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2.1.3. La renormalización del Hamiltoniano . . . . . . . . . . 27

2.2. Calculando la Función de Green (G)
en Superficies de Revolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.1. Transformaciones conformes . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.2. La función de Green sobre la superficie perforada Sp . 30
2.2.3. Extendiendo la función de Green al resto de S . . . . 32

2.3. La Dinámica en Superficies de Revolución . . . . . . . . . . . 35
2.3.1. Un resultado sobre variedades simplécticas . . . . . . 36
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Caṕıtulo 1

Sobre Vórtices en el Plano

Si pretendemos estudiar la dinámica de vórtices, es buena idea empezar
por concretar qué entendemos por vórtice y cómo es su dinámica.

1.1. La Función de Corriente y

la Distribución de Vorticidad

Comenzando en el plano, pensaremos en un fluido dos dimensional des-
crito de manera Euleriana por un campo de velocidades V(x, y) = u(x, y)i+
v(x, y)j. Además pediremos que el fluido no tenga viscosidad. Éste debe sa-
tisfacer la ecuación de continuidad, a decir

∇ ·V = −1

ρ

Dρ

Dt
,

donde ρ es la densidad del fluido y Dρ
Dt ≡

∂ρ
∂t +V ·∇ρ es la derivada material

de la densidad. Diremos que dicho fluido es incompresible si Dρ
Dt ≡ 0. Si un

fluido es incompresible, la ecuación de continuidad se traduce en ∇ · V =
∂u
∂x + ∂v

∂y = 0. Si definimos ψ a través de

u = −∂ψ
∂y

y

v =
∂ψ

∂x

la ecuación de continuidad para el fluido incompresible se satisface automáti-
camente, ya que∇·V = ∂

∂x(∂ψ∂y )+ ∂
∂y (−∂ψ

∂x ) = 0. Entonces podemos reescribir
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a V del siguiente modo

V = −∂ψ
∂y

i +
∂ψ

∂x
j. (1.1)

Lo valioso de esto es que pudimos escribir a V en términos de una función
escalar, pero lo más importante de este tipo de funciones es que las trayecto-
rias que mantienen constante a ψ coinciden con las ĺıneas de corriente: dado
que dψ = ∂ψ

∂x dx+ ∂ψ
∂y dy = vdx− udy, si ψ es constante se tiene que dψ = 0

y entonces dy
dx = v

u . Por eso a ψ le llamamos la Función de Corriente1. Por
otro lado, la función de corriente está relacionada con el rotacional de V
(estricatemente pensando en un encaje de R2 en R3) de la siguiente manera:

∇×V =

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
k =

(
∂2ψ

∂x2
+
∂ψ2

∂y2

)
k = ∆ψk.

De modo que si definimos a ω como la magnitud escalar de ∇×V obtenemos
la ecuación de Poisson central a esta tesis

∆ψ = ω, (1.2)

donde a ω le llamamos distribución de vorticidad de V. Lo anterior nos
dice que dada una distribución de vorticidad sobre un fluido incompresible,
debeŕıamos poder reconstruir la función de corriente y, a su vez, el campo
de velocidades. Veamos un ejemplo para ejercitar la imaginación.

1.1.1. Ejemplo - Una distribución de vorticidad puntual

Consideremos una distribución de vorticidad puntual y constante. Esto
queda modelado por la siguiente distribución de vorticidades: ω = δ, donde
δ es la Delta de Dirac en el origen. Aśı, nos gustaŕıa resolver

∆ψ = δ. (1.3)

Afortunadamente, un resultado clásico de la teoŕıa de ecuaciones diferencia-
les parciales es que la solución está dada por

ψ(x) =

∫
δ(y)G(x,y) =

1

2π

∫
δ(y) log ‖x− y‖ dy =

1

2π
log ‖x‖,

con

G(x,y) =
1

2π
log ‖x− y‖ (1.4)

1Stream Function en inglés.



la función de Green en el plano.

Retomando 1.1

V(x, y) = −∂ψ(x, y)

∂y
i +

∂ψ(x, y)

∂x
j

= − ∂

∂y

(
1

2π
log
√
x2 + y2

)
i +

∂

∂x

(
1

2π
log
√
x2 + y2

)
j

= − y

2π(x2 + y2)
i +

x

2π(x2 + y2)
j.

Sólo por completitud, consideremos una part́ıcula prueba colocada en (r0, 0).
En ese campo de velocidades su cinemática queda descrita por

ẋ = −y
2π(x2+y2)

ẏ = x
2π(x2+y2)

(x(0), y(0)) = (r0, 0)

=⇒

x(t) = r0 cos
(

t
2πr20

)
y(t) = r0 sen

(
t

2πr20

)
.

No es sorpresa que obtengamos un movimiento circular, por algo se llaman
vorticidades. Incluso aśı, vale la pena notar que la función de corriente ψ es
constante si y sólo si la norma del argumento es constante (Fig 1.1).

Figura 1.1: Campo de velociadades V y algunas trayectorias.

Un lector atento notará que hay un problema con nuestras ecuaciones de
movimiento: no están bien definidas en el origen. Sin embargo, vemos que



las ecuaciones son radialmente simétricas, aśı que en el origen no puede ha-
ber una dirección privilegiada y la única velocidad que satisface esto es la
nula. Es decir, que si la part́ıcula prueba pasó por el origen en realidad se
queda ah́ı siempre. Intuitivamente, podemos pensar que en ese punto todas
las velocidades se “cancelan”, de modo que el centro no induce velocidad
en śı mismo.

Para empezar a generalizar esto, elijamos una constante Γ0 ∈ R−{0}, un
punto x0 ∈ R2 e incorporémoslos en (1.3) para tener ∆ψ = Γ0δ(x − x0) =
Γ0δx0 . Como lo único que hicimos fue trasladar y reescalar, tenemos que
ψ(x) = Γ0

2π log |x − x0|. Queda claro que x0 mueve al centro de lugar y por
ello lo llamaremos centro de vorticidad ; mientras que Γ0, al ser un escalar,
sólo altera el campo de velocidades V de forma lineal: su signo controla la
dirección del campo (dextrógiro si es positivo, como vimos en el ejemplo
1.1.1) y su magnitud altera la intensidad del campo, aśı que a Γ0 le llama-
mos circulación de vorticidad.

Con todo esto ya podemos empezar a considerar n vorticidades puntua-
les, con centros en xi (todos distintos) y circulaciones Γi. Por superposición,
la distribución de vorticidad quedaŕıa como ∆ψ =

∑n
i=1 Γiδxi . De hecho,

del ejemplo 1.1.1 es fácil ver que

ψ(x) =
1

2π

n∑
i=1

Γi log ‖x− xi‖. (1.5)

De aqúı podŕıamos usar (1.1) para describir la dinámica de una part́ıcula
prueba, pero resulta más simple determinar las ĺıneas integrales:

ψ(x) = cte,

=⇒ 1

2π

n∑
i=1

Γi log ‖x− xi‖ = cte,

=⇒
n∑
i=1

log
(
‖x− xi‖Γi

)
= cte,

=⇒ log

(
n∏
i=1

‖x− xi‖Γi
)

= cte,

=⇒
n∏
i=1

‖x− xi‖Γi = cte. (1.6)



1.1.2. Ejemplo - Distribuciones de vorticidad sobre

poĺıgonos regulares

Sea An = {
(
cos
(

2πk
n

)
, sen

(
2πk
n

))
∈ R2 : k ∈ N, 0 < k ≤ n} el con-

junto de vértices de un n-ágono regular. Consideremos una distribución de
vórtices puntuales ωn cuyos centros coinciden con los vértices y tomemos
circulaciones idénticas (digamos Γk = 2 con 0 < k ≤ n) entonces, de (1.6),
las ĺıneas integrales del campo de velocidades inducido Un quedan descritas
por

n∏
k=1

‖x− ak‖2 = cte,

=⇒
n∏
k=1

[
x2 + y2 + 1− 2x cos

(
2πk

n

)
− 2y sen

(
2πk

n

)]
= cte. (1.7)

El caso n = 2, cte = 1 es suficientemente sencillo y estético como para
incluirlo aqúı:

2∏
k=1

x2 + y2 + 1− 2x cos

(
2πk

2

)
− 2y sen

(
2πk

2

)
= 1,

=⇒
(
x2 + y2 + 1 + 2x

) (
x2 + y2 + 1− 2x

)
= 1,

=⇒ x4 + 2x2y2 − 2x2 + y4 + 2y2 = 0,

=⇒ (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2). (1.8)

Resulta que 1.8 es la Lemniscata de Bernoulli, cuyos focos ((−1, 0), (1, 0))
coinciden con los centros de la distribución (Fig. 1.2).



Figura 1.2: Campo de velocidades U2 y algunas ĺıneas integrales

sobrepuestas a la Lemniscata de Bernoulli.

Aumentando el número de vórtices y variando la constante se obtienen
trayectorias parecidadas (Fig. 1.3).

Figura 1.3: Campos de velocidades U3, U4, U5. y algunas ĺıneas integrales.

1.2. La Dinámica de los Vórtices y

los Equilibrios Relativos

Ya vimos cómo influyen en su entorno un conjunto de distribuciones
puntuales de vorticidad constantes. El siguiente problema atractivo por es-
tudiar es qué pasa si soltamos a los vórtices y los déjamos interactuar entre
śı, es decir, la dinámica de vórtices puntuales. Intuitivamente, cada vórtice
se comporta como una part́ıcula prueba respecto a los demás e intenta se-
guir lo mejor posible las ĺıneas de integrales en cada instante. Formalmente,
esto es consecuencia del segundo teorema de Helmoltz: los vórtices se mue-



ven con el fluido. Aśı, podemos simplemente imponer la siguiente condición
cinemática

ẋj = V(xj) = (−∂yψ̄j(xj), ∂xψ̄j(xj))

donde ψ̄j(x) := 1
2π

∑
i 6=j Γi log ‖x − xi‖ para quitar la auto-interacción del

j-ésimo vórtice (a ψ̄j la llamamos la función de corriente renormalizada).
Tenemos que

∂xψ̄j(x) =
∂

∂x

 1

2π

∑
i 6=j

Γi log ‖x− xi‖


=

1

2π

∑
i 6=j

Γi
∂

∂x
(log ‖(x− xi, y − yi)‖)

=
1

2π

∑
i 6=j

Γi
∂

∂x

(
log
√

(x− xi)2 + (y − yi)2
)

=
1

2π

∑
i 6=j

Γi
x− xi
‖x− xi‖2

,

análogamente

∂yψ̄j(x) =
1

2π

∑
i 6=j

Γi
y − yi
‖x− xi‖2

.

Aśı

ẋj(t) =
1

2π

∑
i 6=j

Γi
‖xj − xi‖2

(yi − yj , xj − xi). (1.9)

1.2.1. Un par de simulaciones numéricas

En [1] hay un estudio amplio sobre los equilibrios de (1.9), sin embargo,
a primera vista, de la ecuación no es inmediato si existen puntos de equi-
librio o configuraciones interesantes por estudiar. Para empezar podemos
simular los casos más básicos para darnos una idea superficial sobre qué
śı podŕıamos estudiar. Consideremos dos vórtices con vorticidades iguales
y otros dos con vorticidades opuestas, esto es ω1(x, 0) = δ(−1,0) + δ(1,0) y

ω−1(x, 0) = δ(1,− 3
2

) − δ(−1,− 3
2

). Ésas son, módulo traslaciones y rotaciones,

todas las configuraciones para dos vórtices.



Las figuras 1.4 y 1.5 muestran los resultados númericos. Se observan
dos comportamientos distintos: para los vórtices idénticos tenemos un mo-
vimiento circular mientras que los vórtices inversos tiene un movimiento
traslacional. Ninguno es un equilibrio pero son evidencia de que, quizá, la
dinámica tiene una estructura estudiable1.

Figura 1.4: Dinámica de vórtices con distribución inicial ω1 calculada núme-

ricamente en t = 0, π, 2π.

Figura 1.5: Dinámica de vórtices con distribución inicial ω−1 calculada núme-

ricamente en t = 0, 3, 6.

Aśı pues, nosotros vamos a estudiar lo que pasa con n vórtices, conside-
rando una situación simplificada: pedimos que los vórtices tengan vortici-
dades idénticas Γj = 1; 0 ≤ j ≤ n y que inicialmente estén distribuidos
sobre un n-ágono regular xj(0) = (cos 2πj

n , sen 2πj
n ). Aun con esa simplifi-

cación, el sistema 1.9 es fundamentalmente no lineal, de modo que, como
con todos los sistemas no lineales, empezaremos buscando los puntos de
equlibrio.

1Spoiler alert : śı la tiene.



1.2.2. Los equilibrios

No hay. No es dif́ıcil ver de (1.9) que, dada nuestra configuración poli-
gonal con vorticidades idénticas, el único equilibro posible ocurre si xi = xj
para todas i, j, lo cual equivale a sobreponer todos los vórtices en el mismo
lugar para tener uno “grandote”. Este caso no nos es de interés.

1.2.3. Los equilibrios relativos

Volviendo a la fig. 1.4, se observa que, aunque no hab́ıa puntos de equi-
librio, śı hay una dinámica bien portada - cada vórtice está en equilibrio
relativo a los demás. Veamos que esto es cierto en general:

Fijémonos en el momento inicial t = 0

ẋ0(0) =
1

2π

n−1∑
k=1

1

‖x0 − xk‖2
(yk − y0, x0 − xk)

=
1

2π

n−1∑
k=1

1

|x0(0)|2 + |xk(0)|2 − 2x0(0) · xk(0)

(
sen

2πk

n
, 1− cos

2πk

n

)

=
1

2π

n−1∑
k=1

1

2(1− cos 2πk
n )

(
sen

2πk

n
, 1− cos

2πk

n

)

=
1

2π

n−1∑
k=1

(
cot πkn

2
,
1

2

)
.

Como estamos sumando sobre los vértices de un poĺıgono las cotangentes se
anulan y aśı

ẋ0(0) =
1

2π

(
0,
n− 1

2

)
=

(
0,
n− 1

4π

)
= (0, f(n)).

Argumentando por simetŕıa tenemos que

ẋj(t) = f(n)

 −yj√
x2
j + y2

j

,
xj√
x2
j + y2

j

 (1.10)



para f(n) = n−1
4π . Ahora, en coordenadas polares, podemos escribir

ṙj(t) =
xj ẋj + yj ẏj√

x2
j + y2

j

= f(n)
−xjyj + xjyj
x2
j + y2

j

= 0,

θ̇j(t) =
xj ẏj − yj ẋj
x2
j + y2

j

= f(n)
x2
j + y2

j

x2
j + y2

j

= f(n).

(1.11)

Esto nos dice que al colocar los vórtices sobre un n-ágono, éstos se move-
ran al rededor del origen a velocidad angular constante, conservando su
configuración n-gonal. Esto es un equilibrio relativo y si pasáramos a coor-
denadas rotantes con una rotación compensante ωn = −f(n) tendŕıamos un
equilibrio de verdad. Esto es lo que haremos con más detalle sobre la esfera
en el tercer caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Sobre Vórtices en Superficies

Ya discutimos vórtices fijos y dinámicos en el plano. No hay mucho más
por hacer ah́ı, aśı que el siguiente paso es cambiar el ambiente - pasarlos a
una superficie curva. En este caṕıtulo derivaremos la dinámica de vórtices
sobre superficies y daremos dos representaciones: una local y una encajada.

2.1. La Enerǵıa del Sistema de Vórtices

Sea S una superficie compacta diferenciable. Si pensamos a S encajada
en R3, entonces bastan dos parámetros s = (s1, s2) para que cualquier punto
se pueda ver como r(s) = r(s1, s2) = (x(s1, s2), y(s1, s2), z(s1, s2)).

Flujo Incompresible Inducido por Vorticidades

Sea ω(s, t) una distribución de vorticidades tal que el campo de veloci-
dades inducido U(s, t) es incompresible, es decir, ∇ ·U = 0. Por definición,
d
dtr = U y dado que la distribución de vorticidades se conserva al seguir un
elemento de fluido, nos gustaŕıa determinar el movimiento de un elemento
arbitrario de fluido inducido por ω(s, t). Este problema, como en el plano,
es fundamentalmente no lineal ya que el movimiento redistribuye ω(s, t).

De lo que vimos en el primer caṕıtulo y extendiéndolo a la superficie
podemos escribir el campo de velocidades como

U = n×∇ψ, (2.1)
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donde n es el vector normal a la superficie (considerando a ésta encajada en
R3) y ψ la función de corriente. Afortunadamente, también vimos que

ω = ∆ψ, (2.2)

con ∆ el operador de Laplace-Beltrami. De modo que el plan es éste: resol-
vemos 2.2 para obetener ψ y con 2.1 recuperamos U describiendo el movi-
miento de las part́ıculas y la evolución de ω en S.

2.1.1. El problema de la inversión del operador

Para resolver resolver 2.2 necesitamos invertir el operador de Laplace-
Beltrami. Pero aun antes de ponernos a invertir distribuciones necesitamos
dar una distribución. Notemos que, dada una superficie compacta S, si ω
realmente define un campo de velocidades entonces debe integrar 0:

∫∫
S
ω(s, t) dΩS =

∫∫
S

∆ψ(s, t) dΩS ,

pero ∆ψ = n · (∇×U), aśı

=

∫∫
S

n · (∇×U) dΩS ,

y aplicando el Teorema de la Divergencia

=

∫∫∫
V
∇ · (∇×U) dV

=

∫∫∫
V

0 dV = 0.

A esto se le llama Condición de Gauss, habla de la conservación del mo-
mento angular y es una condición necesaria para que realmente tengamos
un campo de velocidades.

Si ahora consideramos, inocentemente, una distribución de vorticidad
como las que teńıamos en el plano, a decir, de la forma ω(s, t) = Γ0δ(s− s0)



tendŕıamos que ∫∫
S
ω(s, t) dΩS =

∫∫
S

Γδ(s− s0) = Γ.

Esto no se anula al menos que Γ sea cero, pero ese caso no es de interés
porque corresponde a un vórtice sin vorticidad. Entonces, la distribución
inocente no cumple la condición de Gauss y, en consecuencia, no define un
campo de velocidades válido. Para remediar esto, introducimos un campo
compensante1 para quedarnos con ω(s, t) = Γ0

(
δ(s− s0)− 1

A

)
donde A es

el área de S, aśı

∫∫
S
ω(s, t) dΩS =

∫∫
S

Γ

(
δ(s− s0)− 1

A

)
= Γ(1− 1

A
A) = 0.

Con las distribuciones de vorticidad definidas, ya podemos pasar a invertir
2.2. Usando lo que sabemos de funciones de Green, tenemos que la solución
general es

ψ0(s, t) =

∫∫
S
G(s, s0)ω(s0, t) dΩS, (2.3)

donde G(s, s0) es la solución de fundamental o la función de Green, la cual
se obtiene de

∆G(s, s0) = ω(s− s0) = Γ0

(
δ(s− s0))− 1

A

)
. (2.4)

Por lo pronto trabajaremos dando por sentado a la G. Más adelante, cuando
haga falta en casos particulares, la derivaremos con cuidado.

2.1.2. Los vórtices puntuales y la enerǵıa del sistema

De aqúı en adelante consideramos n vórtices puntuales con centros sk(t)
y circulaciones Γk. Sobreponiéndolos obtenemos

ω(s, t) =
∑
j

Γj

(
δ(s− sj(t))−

1

A

)
. (2.5)

1Nota bene: En [3] proponen alternativas para garantizar la condición de Gauss, entre

ellas destaca la idea de colocar una vórticidad globalmente opuesta a las demás en el polo

norte. Volverémos a mencionar esto más adelante.



Entonces de 2.3 tenemos que para el k-ésimo vórtice se cumple

ψk(s, t) =

∫∫
S
G(s, sk)ω(sk, t) dΩs

=

∫∫
S
G(s, sk)Γk

(
δ(s− sk(t))−

1

A

)
dΩS

= Γk

∫∫
S
G(s, sk)δ(s− sk(t)) dΩS −

Γk
A

∫∫
S
G(s, sk) dΩS

= ΓkG(s, sk(t)).

Aśı, por superposición, la función de corriente queda como

ψ(s, t) =
∑
k

ΓkG(s, sk(t)) (2.6)

para s 6= sk.

De nuevo, el problema es que - como en el plano - ψ es singular en cada
vórtice. Sin embargo, esta vez no basta anular la función de corriente en el
punto singular para quitar la autointeracción, pues al tratarse de una su-
perficie compacta, la autointeracción tiene dos partes: una parte local y una
que puede “regresar por atrás”. Esto, escencialmente, se debe al término 1

A .

Para darle la vuelta a este problema usaremos las ecuaciones de Hamilton
directamente y para ello necesitamos calcular la enerǵıa de interacción (el
Hamiltoniano H) del sistema de los n vórtices sobre S. La enerǵıa cinética
E es

E =
1

2

∫∫
S
‖U(s, t)‖2 dΩ =

1

2

∫∫
S
‖∇ψ(s, t)‖2 dΩ

=
1

2

∫∫
S
∇ψ(s, t) · ∇ψ(s, t) dΩS = −1

2

∫∫
S
ψ(s, t)∆ψ(s, t) dΩS

= −1

2

∫∫
S
ψ(s, t)ω(s, t) dΩS = −1

2

∫∫
S
ψ(s, t)

∑
j

Γj

(
δ(s− sj(t))−

1

A

)
dΩS

= −1

2

∑
j

Γjψ(sj , t) +

∑
j Γj

2A

∫∫
S
ψ(s, t) dΩS . (2.7)

Para una part́ıcula prueba, como la del Ejemplo 1.1.1, podŕıamos tomar
H = E como el Hamiltoniano y acabaŕıamos; desafortunadamente, para los



vórtices no podemos tomar aśı al Hamiltoniano por la autointeracción ya
mencionada. Vimos, en el caso del plano, que bastaba considerar la simetŕıa
radial para anular la posible autointeracción de un vórtice. Tampoco pode-
mos repetir ese argumento ahora porque no sabemos que nuestra superficie
sea radialmente simétrica alrededor de un vórtice. Necesitamos una manera
más sofisticada de remover la autointeracción local sin quitar la que pudiese
“regresar por atrás”. En f́ısica, a este proceso se le suele llamar renormali-
zación.

2.1.3. La renormalización del Hamiltoniano

Para poder hablar leǵıtimante de “localidad”le pedimos a nuestra super-
ficie S que sea una variedad diferenciable. Aśı, para cada vórtice, podemos
comparar la autointeracción local con el comportamiento “planar”que estu-
diamos en el primer caṕıtulo. Recordemos lo que hicimos para renormalizar
las funciones de corriente en la sección 1.1.2:

ψ̄k(x) =
1

2π

∑
j 6=k

Γj log ‖x− xj‖ =
1

2π

∑
j

Γj log ‖x− xj‖ −
1

2π
Γk log ‖x− xk‖

= ψk(x)− 1

2π
Γk log ‖x− xk‖.

Esto debeŕıa funcionar localmente y motiva definir a la función de corriente
en el k-ésimo vórtice como el siguiente ĺımite:

ψ(sk, t) := ĺım
s→sk

(
ψ(s, t)− Γk

2π
log d(s, sk)

)
, (2.8)

con d( ·, ·) la distancia geodésica de la superficie S. Entonces, retomando
2.6, tendŕıamos que



ψ(sk, t) = ĺım
s→sk

(
ψ(s, t)− Γk

2π
log d(s, sk)

)

= ĺım
s→sk

∑
j

ΓjG(s, sj)−
Γk
2π

log d(s, sk)


= ĺım

s→sk

∑
j 6=k

ΓjG(s, sj) + ΓkG(s, sk)−
Γk
2π

log d(s, sk)


=
∑
j 6=k

ΓjG(sk, sj) + Γk ĺım
s→sk

(
G(s, sk)−

1

2π
log d(s, sk)

)
=
∑
j 6=k

ΓjG(sk, sj) + ΓkR(sk). (2.9)

Al factor R(sk) = ĺıms→sk

(
G(s, sk)− 1

2π log d(s, sk)
)

se le conoce como la
Función de Robin. Sustituyendo esto en 2.7 podemos plantear el Hamilto-
niano para el sistema de n vórtices como

H = −1

2

∑
k

Γkψ(sk, t) +

∑
k Γk

2A

∫∫
S
ψ(s, t) dΩS

= −1

2

∑
k

Γk

∑
j 6=k

ΓjG(sk, sj) + ΓkR(sk)

+

∑
k Γk

2A

∫∫
S
ψ(s, t) dΩS

= −1

2

∑
k

∑
j 6=k

ΓkΓjG(sk, sj)−
1

2

∑
k

Γ2
kR(sk) +

∑
k Γk

2A

∫∫
S
ψ(s, t) dΩS .

Hay un par de observaciones que hacer sobre esta expresión.

Primero, notemos que no hemos supuesto nada más allá de que S es
una variedad diferenciable y compacta, aśı que el Hamiltoniano es bastante
general. Segundo, el último término es constante ya que la integral de ψ
sobre la superficie no cambia, aśı que podemos omitirlo, simplificando el
Hamiltoniano a

H = −1

2

∑
j

∑
k 6=j

ΓjΓkG(sj , sk)−
1

2

∑
j

Γ2
jR(sj). (2.10)

El primer término describe la interacción entre pares de vórtices mientras
que el segundo describe la autointeracción renormalizada.



2.2. Calculando la Función de Green (G)

en Superficies de Revolución

Hasta ahora todo ha sido muy directo porque hemos procrastinado el
cálculo expĺıcito de la función de Green. Procederemos a calcularla para
superficies de revolución en esta sección. Si S es de revolución respecto al
eje z, su representación cartesiana es

x(θ, ϕ) = (x(θ, ϕ), y(θ, ϕ), z(θ, ϕ)) = (ρ(θ) cosϕ, ρ(θ) senϕ, ζ(θ)) (2.11)

para funciones especificadas ρ, ζ y θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π]. Notemos que en el
caso de la esfera, ρ(θ) = sen θ y ζ(θ) = cos θ.

2.2.1. Transformaciones conformes

Nos gustaŕıa dar una transformación conforme entre la superficie S y R2,
pero como la superficie es compacta y el plano no, empezamos considerando
a la superficie perforada: Sp = S − {p} para algún p ∈ S, digamos que p
corresponde a θ = ϕ = 0. Sp śı es homeomorfa a R2. Ahora, tenemos que

ds2 = ‖ dx‖2 = dx2 + dy2 + dz2

=

(
∂x

∂θ
dθ +

∂x

∂ϕ
dϕ

)2

+

(
∂y

∂θ
dθ +

∂y

∂ϕ
dϕ

)2

+

(
∂z

∂θ
dθ +

∂z

∂ϕ
dϕ

)2

=
(
ρ′ cosϕdθ − ρ senϕdϕ

)2
+
(
ρ′ senϕdθ + ρ cosϕdϕ

)2
+
(
ζ ′ dθ

)2
= (ρ′)2 dθ2 + ρ2 dϕ2 + (ζ ′)2 dθ2 = [(ρ′)2 + (ζ ′)2] dθ2 + ρ2 dϕ2.

(2.12)

Consideremos un mapeo Φ : S → R2 tal que (θ, ϕ) → (r(θ), ϕ). Éstas son
coordenadas planares usuales. Nos interesa encontrar a r(θ) de modo que
dado un factor conforme apropiado λ2(θ), ds2 quede como

ds2 = λ2( dr2 + r2 dϕ2). (2.13)

Planteando la identidad que queremos

[(ρ′)2 + (ζ ′)2] dθ2 + ρ2 dϕ2 = λ2( dr2 + r2 dϕ2)

= λ2((r′)2 dθ2 + r2 dϕ2)

= λ2(r′)2 dθ2 + λ2r2 dϕ2.



De ah́ı obtenemos el sistema{
(ρ′)2 + (ζ ′)2 = λ2(r′)2

ρ2 = λ2r2

=⇒ λ2 =
ρ2

r2
=

(ρ′)2 + (ζ ′)2

(r′)2
=⇒ λ =

ρ

r
=

√
(ρ′)2 + (ζ ′)2

r′

y aśı
r′

r
=

√
(ρ′)2 + (ζ ′)2

ρ
; λ =

ρ

r
. (2.14)

Dadas una condición inicial y funciones razonablemente amigables ρ y ζ se
pueden determinar r y λ. Las expresiones 2.12 y 2.13 (que son la métrica de
la superficie) nos permiten establecer una dos forma (o forma de área)

dΩS = (λ dr) ∧ (λr dϕ) = ρ
√

(ρ′)2 + (ζ ′)2 dθ ∧ dϕ,

que se puede reescribir como

dΩS = − dµ ∧ dϕ, (2.15)

si definimos µ(θ) a partir de

µ′ = −ρ
√

(ρ′)2 + ζ ′)2. (2.16)

Éstas últimas son las coordenadas naturales (también llamadas coordenadas
de Darboux ).

2.2.2. La función de Green sobre la superficie perforada Sp

Acabamos de ver que nuestra superficie perforada se puede conformar al
plano R2 a través de una transformación Φ : Sp → R2 con un factor conforme
λ2(s). Como vimos en el primer caṕıtulo, la dinámica sólo depend́ıa de la
función de Green en el plano (1.4)

GR2(x,x0) =
1

2π
log ‖x− x0‖.

Con x, x0 puntos de R2 y el indicando que es la función de Green planar.
La función de Green surge como solución a la ecuación de Poisson con una
delta de Dirac como fuente

∆xGR2 = δ(x− x0), (2.17)



(que de hecho es 1.3). En coordenadas polares podemos escribir

GR2(x,x0) =
1

2π
log ‖x− x0‖ =

1

4π
log ‖x− x0‖2

=
1

4π
log(r2 + r2

0 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0)) =
1

4π
log(r2 + r2

0 − 2rr0 cosα)

=
1

2π
log
√
r2 + r2

0 − 2rr0 cosα,

(2.18)

donde x = (r cosϕ, r senϕ), x0 = (r0 cosϕ0, r0 senϕ0), α = ϕ− ϕ0.

Lema 2.2.1. Sea Φ : Sp → R2 una transformación conforme con factor

conforme λ2(s). Entonces

∆GR2(Φ(s),Φ(s0)) = λ2(s)δR2(Φ(s)− Φ(s0)) = δSp(s− s0), (2.19)

con δR2 y δSp las deltas de Dirac sobre el R2 y Sp respectivamente.

Demostración. Por definición, la delta de Dirac sobre R2 es una distribución

δR2 que satisface ∫∫
R2

δR2(x− x0)f(x) dΩx = f(x0)

para f : R2 → R. Consideremos, pues, una transformación conforme

Φ : Sp → R2

s→ x(s)

con factor conforme λ2(s). Esto transforma la identidad anterior en∫∫
Sp

δR2(Φ(s)− Φ(s0))f(Φ(s))λ2(s) dΩS = f(Φ(s0))

definiendo g(s) = f(Φ(s)) tenemos que∫∫
Sp

[
λ2(s)δR2(Φ(s)− Φ(s0))

]
g(s) dΩS = g(s0),



lo que quiere decir que la delta de Dirac sobre Sp (δSp) debe satisfacer

δSp(s− s0) = λ2(s)δR2 (Φ(s)− Φ(s0))) . (2.20)

Finalmente, basta aplicar la transformación a la identidad definitoria de la

función de Green en el plano ∆GR2(x,x0) = δR2(x − x0) para obtener el

resultado.

A partir de ahora omitiremos los sub́ındices en las deltas confiando en
que el contexto basta para distinguirlas. Lo que el lema anterior nos dice es
que la función de Green sobre la superficie perforada es

GSp(s, s0) = GR2(ϕ(s), ϕ(s0)), (2.21)

ya que GSp satisface
∆GSp = δ(s− s0). (2.22)

Desafortunadamente, esta función de Green no es aplicable a superficies
sin perforaciones ya que no satisface la condición de Gauss. Esto lo tratamos
a continuación.

2.2.3. Extendiendo la función de Green al resto de S

Necesitamos extender nuestra función de Green perforada GSp de modo
que cumpla la condición de Gauss, esto sugiere lo siguiente.

Lema 2.2.2. La función de Green para la superficie fif́ı S se obtiene a partir

de

GS(s, s0) = GSp(s, s0)− G̃(s0)− G̃(s), (2.23)

donde

G̃(s0) =
1

A

∫∫
Sp

GSp(s, s0) dΩs y G̃(s) =
1

A

∫∫
Sp

GSp(s, s0) dΩs0 , (2.24)

recordando que dΩs = ρ
√

(ρ′)2 + (ζ ′)2 dθ dϕ = − dµ dϕ y A = 2π(µ(0) −

µ(π)) es el área de la superficie.



Demostración. Primero veamos que GS está bien definida.

De 2.24:

G̃(s) =
1

A

∫∫
Sp

GSp(s, s0) dΩs0 =
1

A

∫∫
Sp

GP (ϕ(s), ϕ(s0)) dΩs0 ,

notando que α = ϕ0 − ϕ implica dα = dϕ0 y usando 2.18 obtenemos

G̃(θ) = − 1

4πA

∫ π

0

∫ 2π

0
log
[
r2(θ) + r2(θ0)− 2r(θ)r(θ0) cosα

]
µ′(θ0) dθ0 dα.

Pasando la A multiplicando e integrando respecto de α

AG̃(θ) = −
∫ π

0
log r>µ

′(θ0) dθ0, (2.25)

donde r> = máx{r, ro}1. Cortando la integral en dos e integrando por partes

AG̃(θ) = − log r(θ)

∫ θ

0
µ′(θ0) dθ0 −

∫ π

θ
log r(θ0)µ′(θ0) dθ0

= − log r(θ)[µ(θ0)− µ(0)]θ0 − [log r(θ0)(µ(θ0)− µ(π)]πθ +

∫ π

θ
(µ(θ0)− µ(π))

r′(θ0)

r(θ0)
dθ0.

El ĺımite superior del segundo término se anula, ya que

µ(θ0)− µ(π) ≈ µ′′(π)(θ0 − π)2/2 cuando θ0 → π, de donde obtenemos

G̃(θ) =
1

2π
log[r(θ)] +

1

A

∫ π

θ
(µ(θ0)− µ(π))

r′(θ0)

r(θ0)
dθ0. (2.26)

Potencialmente, podŕıamos tener singularidades en θ = 0 y θ = π. Sustitu-

yendo θ = 0 en (2.25) se tiene

AG̃(0) = −
∫ π

0
log r(θ0)µ′(θ0) dθ0.

Tenemos que | log r(θ0)µ′(θ0)| es finito para toda θ0 de modo que G̃(0) integra

a alguna constante, aśı que no hay singularidad en θ = 0. Sin embargo,

conforme θ → π, la integral en 2.26 tiende a cero, es decir

G̃(θ)→ 1

2π
log[r(θ)]

1[véase A.1].



cuando θ → π. Esto es singular, pues como el polo es mandado al infinito

tenemos que r(θ)→∞ cuando θ → π. Pero comparando esto con 2.18, ve-

mos que esto es justo lo que necesitamos para contrarrestar la singularidad

de GSp . De modo que efectivamente GS “pega bien”.

Falta ver que GS es la función de Green. Podemos aplicar el operador

de Laplace-Beltrami a GS a partir de 2.23:

∆GS(s, s0) = ∆
(
GSp(s, s0)− G̃(s0)− G̃(s)

)
= ∆GSp(s, s0)−∆G̃(s0)−∆G̃(s)

= ∆GSp(s, s0)− 0− 1

A

∫∫
Sp

∆GSp(s, s0) dΩs0

= δ(s− s0)− 1

A

∫∫
Sp

δ(s− s0) dΩs0

= δ(s− s0)− 1

A
.

(2.27)

Integrando sobre S∫∫
S

∆GS(s, s0) dΩS =

∫∫
S
δ(s− s0)− 1

A
dΩS

=

∫∫
S
δ(s− s0) dΩS −

∫∫
S

1

A
dΩS

= 1− 1

A
A

= 0.

(2.28)

Lo cual verifica que GS es una función de Green sobre S.

Obs. GS es simétrica respecto a sus argumentos:

Es claro de GR2 es simétrica respecto a sus argumentos, aśı

GSP (s, s0) = GR2(ϕ(s), ϕ(s0)) = GR2(ϕ(s0), ϕ(s)) = GSP (s0, s),

luego

GS(s, s0) = GSP (s, s0)−G̃(s0)−G̃(s) = GSP (s0, s)−G̃(s)−G̃(s0) = GS(s0, s).



Obs. De 2.23 y 2.24 se sigue que∫∫
S
GS(s, s0) dΩs =

∫∫
S

[GSP (s, s0)− G̃(s0)− G̃(s)] dΩs

=

∫∫
S
GSP (s, s0) dΩs −AG̃(s0)−

∫∫
S
G̃(s) dΩs

=

∫∫
SP

GSP (s, s0) dΩs −AG̃(s0)−
∫∫

S
G̃(s) dΩs

= AG̃(s0)−AG̃(s0)−
∫∫

S
G̃(s) dΩs = −

∫∫
S
G̃(s) dΩs

es constante. De la segunda a la tercera ĺınea quitamos un punto en el primer

término, lo cual no altera la integral pero nos permite completar la definición

de G̃(s0).

Obs. Del argumento de buena definición, se sigue que la función GS cumple

ĺım
θ→π

GS(s, s0) = − 1

2π
log(r0) y ĺım

θ0→π
GS(s, s0) = − 1

2π
log(r).

2.3. La Dinámica en Superficies de Revolución

El Hamiltoniano

Hasta ahora, lo que hemos logrado es desingularizar la función de Green
G que nos pide el Hamiltoniano 2.10, y como la función de Robin está dada
en términos de G:

R(sk) = ĺım
s→sk

(
G(s, sk)−

1

2π
log d(s, sk)

)
,

pareceŕıa que ya acabamos. Sin embargo, para superficies de revolución, aún
podemos simplificar la función de Robin bastante. La distancia geodésica d
tiene la misma forma que la diferencia local, ds, recordando 2.13 tenemos

ĺım
s→sk

d(s, sk) = λ(sk) ĺım
s→sk

√
(r − rk)2 + r2

k(ϕ− ϕk)2 (2.29)

= λ(sk) ĺım
s→sk

√
r2 + r2

k + rrk cos(ϕ− ϕk), (2.30)



donde la segunda identidad es análoga a 2.18 de modo que, en el ĺımite, el
segundo término en

1

2π
log d(s, sk) =

1

2π
log[λ(sk)] +

1

2π
log
√
r2 + r2

k + rrk cos(ϕ− ϕk)]

se cancela con GSp , aśı

R(sk) = ĺım
s→sk

(
GS(s, sk)−

1

2π
log d(s, sk)

)
= ĺım

s→sk

(
GSp(s, sk)− G̃(s)− G̃(sk)−

1

2π
log d(s, sk)

)
= − 1

2π
log[λ(sk)]− 2G̃(sk),

(2.31)

donde λ(sk) = ρ(θk)
r(θk) para superficies de revolución. En la extensión de GSp

tenemos que G̃(sk) también sólo depende de θk, entonces la función de Ro-
bin también es función exlusivamente de θk. Finalmente, tenemos que para
superficies de revolución el Hamiltoniano de 2.10 se puede escribir como

H = −1

2

∑
k

∑
j 6=k

ΓkΓjG(sk, sj) +
1

4π

∑
k

Γ2
k

(
log[λ(sk)]− 2G̃(sk)

)
. (2.32)

2.3.1. Un resultado sobre variedades simplécticas

Por fin tenemos al dichoso Hamiltoniano (2.32) y una forma de área
(2.15), pero falta explicar su relación con la dinámica que nos interesa. Para
ello es necesario tomar un momento para mencionar un par de cosas sobre
variedades simplécticas y Hamiltonianos. Los siguientes resultados son to-
mados de [4] y son incluidos por completitud.

Una forma simpléctica en una variedad M es una 2−forma no degenera-
da y cerrada Ω. Al par (M,Ω) se le llama variedad simpléctica. Como Ω
es no degenerada entonces M tiene que tener dimensión par1, digamos 2n.
Además M es orientable pues Ωn define una forma de volumen. Como Ω es
no degenerada, entonces la forma define un isomorfismo

S : TM → T ∗M

X → Ω(X, ·),
1De lo contrario Ω tendŕıa un kernel no trivial, contradiciendo la no degeneración.



donde Ω(X, ·) denota la contracción de la forma Ω por el campo X. Sea J
el inverso

J = S−1 : T ∗M → TM,

y sea H : M → R un mapeo diferenciable, entonces H define el campo
vectorial en M dado por

XH = J dH,

que es el único campo que satisface Ω(XH , ·) = dH. A XH se le llama el
campo vectorial Hamiltoniano asociado al Hamiltoniano H. Entonces M es
el espacio fase y al flujo asociado ϕt : M →M se le llama flujo Hamiltoniano.
Como para cualquier función F se tiene que

d

dt
F ◦ ϕt = dF (XH) = Ω(XF , XH),

entonces
Ḟ = {F,H},

donde {F,H} es el bracket de Poisson definido por

{F,H} = dF (XH) = Ω(XF , XH).

Es inmediato de las definiciones que H es conservada por el flujo ϕt porque
Ω(XH , XH) = 0. En f́ısica, a esta propiedad se le llama conservación de la
enerǵıa. A las cantidades F tales que {F,H} = 0 se les llaman cantidades
conservadas porque no cambian con el flujo.

En nuestra situación ya sabemos que H es conservada (pues es una
enerǵıa y la enerǵıa se conserva), lo que nos interesa es el flujo que la con-
serva.

2.3.2. Las ecuaciones de movimiento para

superficies de revolución

Las ecuaciones de movimiento del vórtice xk en la superficie S ⊂ R3 está
dada por

Γkẋk(t) = n×∇H(x), (2.33)

o bien, por
Γkṡk = J̃2∇skH(sk), (2.34)



donde

J̃2 =

(
0 1
−1 0

)
es la matrix antisimétrica genérica. Es decir, tenemos dos maneras equi-
valentes de pensar a nuestra superficie, con ecuaciones encajadas (2.33) o
ecuaciones locales (2.34). Es importante aclarar que son equivalentes porque
vamos a estar alternando entre las dos representaciones.

Como parametrizamos a la superficie S por s = s(ϕ, µ), entonces las
posiciones de los vórtices están determinadas por (ϕj , µj). Dado que en la
superficie S la forma de volumen es ΩS = − dµ ∧ dϕ, la ecuación (2.34) en
las coordenadas (ϕj , µj) está dada por

Γjϕ̇j = ∂µjH (2.35)

Γjµ̇j = −∂ϕjH

La ecuación anterior determina un sistema Hamiltoniano para los n vórti-
ces en la esfera. Es decir, la variedad M = Sn es simpléctica con la 2-forma

Ω =

n∑
j=1

Γj dϕj ∧ dµj .

Para ver esto notemos que,de acuerdo a la definición, el campo vectorial
en M está determinado por el Hamiltoniano H. Sea ∂

∂ϕj
y ∂

∂µj
la base de

TM y dϕj y dµj la base de T ∗M , entonces dϕj ∧ dµj
(

∂
∂ϕj

, ·
)

= dµj y

dϕj ∧ dµj
(

∂
∂µj

, ·
)

= −dϕj . Por lo tanto, el campo es

XH =

n∑
j=1

Γ−1
j

(
−∂ϕjH

∂

∂µj
+ ∂µjH

∂

∂ϕj

)
,

porque satisface

Ω(XH , ·) =

n∑
j=1

(
∂ϕjHdϕj + ∂µjHdµj

)
= dH.

Por lo tanto el flujo determinado por XH en M es equivalente al sistema
(2.35).



El par Posición-Momento en superficies de revolución

Como nota cultural, vale la pena mencionar que si hubiéramos trabajado
con un enfoque más f́ısico, hubiera bastado observar que las superficies de re-
volución tienen un par canónico de posición y momento (qk, pk) = (ϕk,Γkµk)
para cada vórtice k

sk = (ϕk, µk) =

(
qk,

pk
Γk

)
, k = 1, · · · , n. (2.36)

Aśı, que el campo vectorial U sea incompresible se traduce a

∇ ·U =
∂µ̇

∂µ
+
∂ϕ̇

∂ϕ
= 0. (2.37)

Entonces, como en el Caṕıtulo 1, existe una función de corriente ψ tal que

ϕ̇ =
∂ψ

∂µ
; µ̇ = −∂ψ

∂ϕ
. (2.38)

Para cada vórtice puntual tenemos las mismas ecuaciones y la función de
corriente ya la dimos en 2.9. De manera equivalente y consistente podemos
obtener ϕ̇ y µ̇ a partir de las ecuaciones de movimiento 2.34, si tomamos a
ϕk como la posición y a Γkµk como el momento:

ϕ̇k =
1

Γk

∂H

∂µk
; Γkµ̇k = − ∂H

∂ϕk
. (2.39)

Obs. La cantidad M =
∑

k Γkµk es constante respecto al tiempo, esto debido

a la simetŕıa meridial del Hamiltoniano al tratarse de una superficie de

revolución. Por lo tanto, resulta apropiado llamar a M el momento angular

del sistema.





Caṕıtulo 3

Sobre Vórtices en la Esfera

3.1. Un Pálido Punto Azul

Vamos a aplicar la teoŕıa desarrollada en el Caṕıtulo 2 a una superficie
concreta. En un profundo alarde de imaginación tomaremos a la esfera uni-
taria.

Figura 3.1: La esfera unitaria, en azul.

En este caso tenemos que ρ(θ) = sen θ y ζ(θ) = cos θ, sustituyendo esto
en 2.14 obtenemos

r′

r
=

√
(ρ′)2 + (ζ ′)2

ρ
=

√
(cos θ)2 + (− sen θ)2

sen θ
=

1

sen θ
, (3.1)
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que podemos integrar con r(0) = 0

=⇒ log r(θ) =

∫ θ

0

dθ

sen θ
= − log(cot θ + csc θ)

=⇒ r(θ) =
1

cot θ + csc θ
=

sen θ

1 + cos θ
=

√
1− cos θ

1 + cos θ
.

(3.2)

Luego, el factor conforme queda como

λ(θ) =
ρ(θ)

r(θ)
= sen θ

(
1 + cos θ

sen θ

)
= 1 + cos θ, (3.3)

y la coordenada meridial µ sale de

µ′ = −ρ
√

(ρ′)2 + (ζ ′)2 = − sen θ
√

(cos θ)2 + (− sen θ)2 = − sen θ

=⇒ µ(θ) = cos θ.

(3.4)

Ahora necesitamos calcular la función de Green, para ello empezamos cal-
culando G̃(θ):

4πAG̃(θ) = log r2(θ) +

∫ π

θ
(µ(θ0)− µ(π))

r′(θ0)

r(θ0)
dθ0

= log

(
1− cos θ

1 + cos θ

)
+

∫ π

θ
(cos θ0 + 1)

1

sen θ0
dθ0

= log

(
1− cos θ

1 + cos θ

)
+

∫ π

θ
(sen θ0)

1

1− cos θ0
dθ0

= log

(
1− cos θ

1 + cos θ

)
+ [log(1− cos θ + 0)]πθ

= − log

(
1 + cos θ

2

)
∴ G̃(θ) = − 1

4π
log

(
1 + cos θ

2

)
.

(3.5)

G̃ tiene una singularidad cuando θ → π, pero ese problema ya lo estudiamos
(y resolvimos) en el caṕıtulo anterior. Continuando, tenemos que la función
de Green es



G(s, s0) =GSp(s, s0)− G̃(s0)− G̃(s)

=
1

4π
log(r2 + r2

0 − 2rr0 cos(φ− φ0))− G̃(θ)− G̃(θ0)

=
1

4π
log

(
1− cos θ

1 + cos θ
+

1− cos θ0

1 + cos θ0
− 2

√
1− cos θ

1 + cos θ

√
1− cos θ0

1 + cos θ0
cos(φ− φ0)

)

+
1

4π
log

(
1 + cos θ

2

)
+

1

4π
log

(
1 + cos θ0

2

)
=

1

4π
log

(
1− cos θ

1 + cos θ
+

1− cos θ0

1 + cos θ0
− 2

√
1− cos θ

1 + cos θ
· 1− cos θ0

1 + cos θ0
cos(φ− φ0)

)
+

1

4π
log ((1 + cos θ)(1 + cos θ0))− 1

4π
log(4)

=
1

4π
log((1− cos θ)(1 + cos θ0) + (1− cos θ0)(1 + cos θ)

− 2
√

(1− cos θ)(1 + cos θ) · (1− cos θ0)(1 + cos θ0) cos(φ− φ0))− 1

4π
log(4)

=
1

4π
log(2− 2 cos θ cos θ0 − 2

√
(1− cos2 θ)(1− cos2 θ0) cos(φ− φ0))− 1

4π
log(4)

=
1

2π
log

(
|x− x0|

2

)
.

(3.6)

Ahora, la función de Robin queda como

R(θ) = − 1

2π
log λ(θ)− 2G̃(θ) = − 1

2π
log(1 + cos θ) + 2

1

4π
log

(
1 + cos θ

2

)
=

log 2

2π
.

(3.7)

Al ser constante, la función de Robin no aporta nada a la dinámica (en
particular, nos dice que los vórtices no autointeractúan en la esfera, lo cual
no debeŕıa ser sorpresa, pues la esfera es verdaderamente simétrica) de modo
que la podemos suprimir del Hamiltoniano:



H =− 1

2

∑
j

∑
k 6=j

ΓjΓkG(sj , sk)

=− 1

4π

∑
j

∑
k 6=j

ΓjΓk log

(
|xj − xk|

2

)

=− 1

2π

∑
k<j

ΓjΓk log

(
|xj − xk|

2

)
.

(3.8)

3.2. La Función de Corriente

Con todo esto ya podemos obtener la función de corriente a partir de 2.6

ψ(x) =
1

2π

∑
k

Γk log

(
|x− xk|

2

)
. (3.9)

Derivando

∂ψ

∂x
=− 1

2π

∑
k

Γk
∂

∂x
log

(√
(x− xk)2 + (y − yk)2 + (z − zk)2

2

)

=− 1

2π

∑
k

Γk
x− xk
|x− xk|2

∂ψ

∂y
=− 1

2π

∑
k

Γk
y − yk
|x− xk|2

∂ψ

∂z
=− 1

2π

∑
k

Γk
z − zk
|x− xk|2

∴ ∇ψ =− 1

2π

∑
k

Γk
|x− xk|2

(x− xk).

Luego, de 2.1

U(x) =n×∇ψ(x) = x×

(
− 1

2π

∑
k

Γk
|x− xk|2

(x− xk)

)

=
1

2π

∑
k

Γk
x× xk
|x− xk|2

=
1

2π

∑
k

Γk
x× xk

|x|2 − 2(x · xk) + |xk|2

=
1

4π

∑
k

Γk
x× xk

1− x · xk

(3.10)



donde al final usamos que |x| = |xk| = 1 por estar en la esfera. Con esto
ya podemos ver vórtices estáticos en acción. Además, las ĺıneas de corriente
corresponden a los valores constantes de ψ(x):

ψ(x) = cte

1

2π

∑
k

Γk log

(
|x− xk|

2

)
= cte

∏
k

(
|x− xk|

2

)Γk

= cte.

(3.11)

3.2.1. Ejemplo 3.1 - Una distribución de vorticidad puntual

Imitando lo que hicimos en el primer caṕıtulo, empezamos graficando
una distribución de vorticidad puntual constante con centro x0 = s(2π

8 ,
π
4 )

con vorticidad Γ0 = 1, el campo vectorial correspondiente es

U0(x) =
1

4π
· x× x0

1− x · x0
=

1

4π
·

x× ( 1√
2
, 1√

2
, 1√

2
)

1− x · ( 1√
2
, 1√

2
, 1√

2
)
,

las ĺıneas de corriente, no sorpresivamente, son ćırculos respecto al eje x0.
Esto se debe a que 3.11 para n = 1 corresponde a |x−x0| = cte. De nuevo, se

Figura 3.2: Campo de velocidades U0 y algunas ĺıneas integrales.

ve que al rededor del vórtice las velocidades se anulan – esto es consecuencia
directa del hecho de que la función de Robin es constante.



3.2.2. Ejemplo 3.2 - Distribuciones de vorticidad sobre

poĺıgonos regulares

El paso siguiente es pensar en un par de vórtices. Como queremos con-
servar algo de simetŕıa, pondremos los vórtices reflejados respecto al plano
yz. Este ejemplo es análogo al ejemplo 1.1.2. Sin embargo, hay dos casos
que separar: cuando los vórtices están diametralmente opuestos y cuando
no. Aśı, consideremos un par de vórtices sobre el eje x y otro a 45 grados
sobre éste.

U1(x) =
1

4π

(
x× (1, 0, 0)

1− x · (1, 0, 0)
+

x× (−1, 0, 0)

1− x · (−1, 0, 0)

)
,

U2(x) =
1

4π

(
x× ( 1√

2
, 0, 1√

2
)

1− x · ( 1√
2
, 0, 1√

2
)

+
x× (− 1√

2
, 0, 1√

2
)

1− x · (− 1√
2
, 0, 1√

2
)

)
.

Figura 3.3: Campos de velocidades U1 y U2.

En azul están los vórtices y en rojo las trayectorias obtenidas al simular

numéricamente part́ıculas prueba colocadas en distitnas posiciones.

Lo primero que llama la atención es que las trayectorias de U2 se pa-
recen más al caso del plano, de hecho, colocando una part́ıcula prueba en



(
√

2
√

2− 2, 0,
√

2− 1) se obtiene, escencialmente, una lemniscata. Mientras
que en en U1 las únicas ĺıneas de corriente son ćırculos respecto al eje x. No
es dif́ıcil probar que existen lemniscatas para cualquier par de vórtices que
no sean los diametralmente opuestos. Esto nos dice que la simetŕıa ecuatorial
es especial. Esto lo exploramos un poco más en el siguiente ejemplo.

3.3. La Dinámica de Los Vórtices

Dado que los vórtices no interactuan consigo mismos, basta tomar la
expresión que teńıamos para U(x) y omitir el término correspondiente al
k-ésimo vórtice para obtener que

ẋk =
1

4π

∑
j 6=k

Γj
xk × xj

1− xk · xj
. (3.12)

Alternativamente (y de manera más formal que “omitiendo” un término),
podemos optener la misma expresión a partir de 2.33, notando que en la
esfera las normales coinciden con los puntos de ésta. Aśı,

Γkẋk = xk ×∇xjH.

Usando que ∇xjH = − 1
2π

∑
k 6=j ΓjΓk

xj−xk
‖xjxk‖2

es fácil ver que las expresiones

anteriores realmente son la misma.

3.3.1. Otro par de simulaciones numéricas

Exploremos qué pasa si “soltamos” los campos U1 y U2. Para U2 tene-
mos que los vórtices forman una coreograf́ıa circular (de hecho es la prota-
gonista de esta tesis), igual que en el plano. Sin embargo, para los vórtices
diametralmente opuestos tenemos ¡un equilibrio!



Figura 3.4: Dinámica de vórtices correspondiente al campo U2.

En azul las posiciones iniciales y en morado las trayectorias.

Figura 3.5: Dinámica de vórtices correspondiente al campo U1.

En azul las posiciones iniciales y vacuamente en morado las trayectorias.



3.3.2. Los equilibrios y los equilibrios relativos

De nuevo, nos interesa identificar concretamente los equilibrios y equi-
librios relativos. Tomemos n vórtices distribuidos inicialmente sobre un n-
ágono paralelo al plano xy a una altura cosφ0, con φ0 ∈ (0, π2 ]. Esto es

x(0)k = (senφ0 cos
2πk

n
, senφ0 sen

2πk

n
, cosφ0). (3.13)

Ahora, imitando el primer caṕıtulo, veamos la d́ınamica inicial del primer
vórtice.

ẋ0(0) =
1

4π

∑
k 6=0

x0 × xk
1− x0 · xk

=
1

4π

n−1∑
k=1

(senφ0, 0, cosφ0)× (senφ0 cos 2πk
n , senφ0 sen 2πk

n , cosφ0)

1− (senφ0, 0, cosφ0) · (senφ0 cos 2πk
n , senφ0 sen 2πk

n , cosφ0)

=
1

4π

n−1∑
k=1

(− senφ0 cosφ0 sen 2πk
n ,− senφ0 cosφ0(1− cos 2πk

n ), sen2 φ0 sen 2πk
n )

1− sen2 φ0 cos 2πk
n − cos2 φ0

=
1

4π

n−1∑
k=1

(− senφ0 cosφ0 sen 2πk
n ,− senφ0 cosφ0(1− cos 2πk

n ), sen2 φ0 sen 2πk
n )

sen2 φ0 + cos2 φ0 − sen2 φ0 cos 2πk
n − cos2 φ0

=
1

4π

n−1∑
k=1

(− senφ0 cosφ0 sen 2πk
n ,− senφ0 cosφ0(1− cos 2πk

n ), sen2 φ0 sen 2πk
n )

sen2 φ0(1− cos 2πk
n )

=
1

4π

n−1∑
k=1

(− cosφ0 sen 2πk
n ,− cosφ0(1− cos 2πk

n ), senφ0 sen 2πk
n )

senφ0(1− cos 2πk
n )

=
1

4π

n−1∑
k=1

(− cotφ0 cot
πk

n
,− cotφ0, cot

πk

n
) = (0,−(n− 1)

cotφ0

4π
, 0).



Entonces, por simetŕıa tenemos que

ẋk(t) = (n− 1)
cotφ0

4π

 yk√
x2
k + y2

k

,
−xk√
x2
k + y2

k

, 0


=
n− 1

4π

cosφ0

senφ0

 yk√
x2
k + y2

k

,
−xk√
x2
k + y2

k

, 0


=
n− 1

4π

zk√
x2
k + y2

k

 yk√
x2
k + y2

k

,
−xk√
x2
k + y2

k

, 0


=
n− 1

4π

(
ykzk

x2
k + y2

k

,
−xkzk
x2
k + y2

k

, 0

)
=
n− 1

4π

(
yk

zk
1− z2

k

,−xk
zk

1− z2
k

, 0

)
,

(3.14)

o en coordenadas (locales) esféricas

θ̇k(t) = −(n− 1)
cotφ0

4π

1

senφ0
= −n− 1

4π

cosφ0

sen2 φ0
= cte,

φ̇k(t) = 0.

(3.15)

La ecuación 3.15 es muy fácil de leer y nos dice que sólo hay dos equi-
librios posibles: uno si n = 1 (el caso trivial donde sólo hay un vórtice) o
cuando φ0 = π

2 , es decir, cuando los vórtices están en el ecuador. Sin em-
bargo, tenemos que las configuraciones n-gonales conservan su altura inicial
y rotan con velocidad angular constante respecto al eje z. Eso, de nuevo, es
un equilibrio relativo.

Ahora, si pasáramos a un sistema de referencia en coordenadas rotantes
con una rotación compensante

ωn =
n− 1

4π

cosφ0

sen2 φ0
, (3.16)

nuestro equilibrio relativo se verá como un equilibrio de verdad. La estabi-
lidad de este equilibrio es lo estudiáremos en el siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

La Estabilidad Lineal

En este último caṕıtulo nos interesa estudiar la estabilidad de nuestro
sistema poligonal. Para ello procederemos a linealizarlo para poder analizarlo
eficientemente.

4.1. Pasando al Mundo Complejo

Hasta este momento, hemos evadido el uso de la variable compleja por-
que no nos ha hecho falta, sin embargo, para lo que nos interesa estudiar a
continuación, nos conviene trabajar en coordenadas estereográficas. De mo-
do que procedemos a replantear lo que ya teńıamos en este nuevo sistema.

4.1.1. El cambio de variables

Vamos a proyectar a la esfera unitaria estereográficamente desde el polo
norte p0. Para cualquier punto x ∈ S2 − p0, x = (x, y, z) tenemos que la
proyección estereográfica q de x es

q = π(x) = π(x, y, z) =
x+ iy

1− z
. (4.1)
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Entonces

|xj − xk|2

4
=

(xj − xk)2 + (yj − yk)2 + (zj − zk)2

4

=
x2
j + y2

j + z2
j + x2

k + y2
k + z2

k − 2(xjxk + yjyk + zjzk)

4

=
2− 2(xjxk + yjyk + zjzk)

4

=
2(1− zjzk)− (xj + iyj)(xk − iyk)− (xj − iyj)(xk + iyj)

4

=
2− 2zjzk − (xj + iyj)(xk − iyk)− (xj − iyj)(xk + iyj)

4

=
(1 + zj)(1− zk) + (1− zj)(1 + zk)

4
+

− (xj + iyj)(xk − iyk)− (xj − iyj)(xk + iyj)

4

=

1+zj
1−zj + 1+zk

1−zk −
xj+iyj
1−zj

xk−iyk
1−zk −

xj−iyj
1−zj

xk+iyk
1−zk

4 1
(1−zj)(1−zk)

=

1−z2j
(1−zj)2 +

1−z2k
(1−zk)2

− qj q̄k − q̄jqk
(1−zj)(1−zk)+(1+zj)(1−zk)+(1−zj)(1+zk)+(1+zj)(1+zk)

(1−zj)(1−zk)

=

x2j+y
2
j+z2j−z2j

(1−zj)2 +
x2k+y2k+z2k−z

2
k

(1−zk)2
− qj q̄k − q̄jqk

1 +
1+zj
1−zj + 1+zk

1−zk +
1+zj
1−zj

1+zk
1−zk

=

x2j+y
2
j

(1−zj)2 +
x2k+y2k

(1−zk)2
− qj q̄k − q̄jqk

1 +
x2j+y

2
j

(1−zj)2 +
x2k+y2k

(1−zk)2
+

x2j+y
2
j

(1−zj)2
x2k+y2k

(1−zk)2

=
|qj |2 + |qk|2 − qj q̄k − q̄jqk
1 + qj q̄j + qkq̄k + qj q̄jqkq̄k

=
|qj − qk|2

(1 + |qj |2)(1 + |qk|2)
,

de modo que para el Hamiltoniano tenemos



H = − 1

8π

∑
j

∑
k 6=j

log

(
|xj − xk|2

4

)

= − 1

8π

∑
j

∑
k 6=j

log

(
|qj − qk|2

(1 + |qj |2)(1 + |qk|2)

)
.

Sin embargo, vamos a simplifcar el Hamiltoniando reduciendo1 el factor de
1

2π porque no juega ningún papel relevante en la linealización o estabilidad,
aśı que trabajamos con

H = −1

4

∑
j

∑
k 6=j

log

(
|qj − qk|2

(1 + |qj |2)(1 + |qk|2)

)
, (4.2)

y nuestra rotación compensante, de 3.16 queda como

ωn =
n− 1

4π

cosϕ0

sen2 ϕ0
=
n− 1

4π

z

x2 + y2
=
n− 1

4π

z

1− z2

=
n− 1

4π

 r2−1
r2+1

1−
(
r2−1
r2+1

)2

 =
n− 1

4π

(
r4 − 1

4r2

)
,

donde hemos usado que en la representación polar a = reiθ, el módulo r
está relacionado con la altura z en la esfera como r = 1

1−z , z = r2−1
r2+1

. Como

omitimos el factor de 1
2π en el Hamiltoniano, siguiendo las cuentas se ve que

también desaparece en la rotación compensante de modo que trabajamos
con

ωn =
n− 1

2

(
r4 − 1

4r2

)
. (4.3)

4.1.2. El nuevo planteamiento

Ahora el Hamiltoniano se escribe como

H(q) = −1

4

n∑
j=1

n∑
k=1
k 6=j

log
|qj − qk|2

(1 + |qj |2)(1 + |qk|2)
, (4.4)

1esto es tomar Γj = 2π en lugar de Γj = 1 como hab́ıamos hecho antes.



y la forma simpléctica queda

Ω =
n∑
j=1

2i(1 + |qj |2)−2 dqj ∧ dq̄j . (4.5)

Y sea

V (q) = ωG(q) +H(q) donde G(q) = 2

n∑
j=1

|qj |2

1 + |qj |2
(4.6)

el potencial enmendado. Además queremos trabajar en coordenadas rotan-
tes, es decir que tomamos qj(t) = eJωtuj(t). Aśı las ecuaciones de la dinámica
están dadas por

4(1 + |uj |2)−2Ju̇j = ∇ujV (u), (4.7)

donde

∇ujV (u) = 4(1 + |uj |2)−2ωuj −
n∑
k=1
k 6=j

(
uj − uk
|uj − uk|2

− uj
1 + |uj |2

)
.

Finalmente, nuestro n-ágono queda representado por a = (aj(t))
n
j=1 donde

aj(t) = re
2πjt
n
i y la rotación compensante, la que nos da el equilibrio, es

. (4.8)

4.2. La Linealización

Ahora queremos linealizar la ecuación 4.7 en a, despejando u tenemos

u̇ = −1

4
(1 + |u|2)2J∇V (u),

J = (J, . . . , J). Puesto que a anula a ∇V , al ser un equilibrio, la linealización
está dada por

u̇ = −1

4
(1 + r2)2J∇2V (a)u,

Despejando de regreso tenemos

4(1 + r2)−2Ju̇ = ∇2V (a)u



si ahora consideramos u(t) = eλtv0, entonces se cumplen las siguientes equi-
valencias:

u(t) es solución ⇐⇒ 4(1 + r2)−2Jλeλtv0 = ∇2V (a)eλtv0

⇐⇒ 4(1 + r2)−2Jλv0 = ∇2V (a)v0

⇐⇒ −4(1 + r2)−2Jλv0 +∇2V (a)v0 = 0

⇐⇒
(
−4(1 + r2)−2Jλ+∇2V (a)

)
v0 = 0,

de modo que nos va a interesar estudiar

− 4(1 + r2)−2Jλ+D2V (a) = 0. (4.9)

Para estudiar los sumandos de 4.9, es útil ver el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sea M(λ) = −4(1 + r2)−2Jλ+D2V (a).

Entonces

MT (λ) = M(−λ).

Demostración. Basta notar que D2V (a) es autoadjunto y que JT = −J.

Aśı,

MT (λ) =
(
−4(1 + r2)−2Jλ+D2V (a)

)T
= −4(1 + r2)−2JTλ+D2V T (a)

= −4(1 + r2)−2J(−λ) +D2V (a) = M(−λ).

De forma inmediata se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1.1. detM(λ) = 0 ⇐⇒ detM(−λ) = 0. Es decir, si λ

anula a detM entonces −λ también.

Esto tiene como consecuencia que si λ = η + iν; η, ν ∈ R anula a M

entonces también lo harán −λ, λ̄ y −λ̄. Sin embargo, para que las soluciones
puedan ser linealmente estables (fenómeno de nuestro interés), necesitamos



que no haya soluciones a la izquierda del eje imaginario, o bien, que λ coin-
cida con su conjugado. Aśı pues, estamos buscando soluciones de la forma
λ = iν con ν ∈ R. De modo que si definimos

M(ν) = −4(1 + r2)−2νiJ +D2V (a),

la cual simplemente es una presentación más concreta de M con argumentos
reales. Ahora nos interesará estudiar las ráıces reales de

detM(ν) = 0. (4.10)

Para poder continuar, necesitamos calcular D2V (a).

4.2.1. Representaciones irreducibles

Para calcular el Hessiano de V consideramos Aij como los menores de
2× 2 de D2V (a) ∈MR(2n), es decir

D2V (a) = (Aij)
n
i,j=1

Lema 4.2.2. Para j ∈ {1, . . . , n− 1} tenemos que

Anj =
1

(2r sen( jζ2 ))2
(ejJζR) , Ann = A−

n−1∑
j=1

Anj

donde R = diag(1,−1), ζ = 2π
n y A = s1r

−1I − 4s1(1 + r2)−2 diag(1, 0)

Demostración. Primero, observemos que de 4.7

∇xnV (x) = 4ω
xn

1 + |xn|2
−

n∑
k=1
k 6=n

(
xn − xk
|xn − xk|2

− xn
1 + |xn|2

)

= 4ω
xn

1 + |xn|2
+ (n− 1)

xn
1 + |xn|2

−
∑
k 6=n

xn − xk
|xn − xk|2

,

aśı que el menor Anj está dado por

Anj = Dxj∇xnV (x)
∣∣
xj=aj

= Dxj

(
− xn − xj
|xn − xj |2

)∣∣∣
xj=aj



dado que aj = (r cos jζ, r sen jζ), tenemos que

Anj =
1

|an − aj |2
I− 2r2

|an − aj |4

 (1− cos jζ)2 −(1− cos jζ) sen jζ

−(1− cos jζ) sen jζ (sen jζ)2


y usando que |an − aj |2 = 2r2(1− cos jζ) = 4r2 sen2(jζ/2), y que

sen2 jζ = (1− cos jζ)(1 + cos jζ), podemos escribir

Anj =
1

4r2 sen2(jζ/2)

I −
1− cos jζ − sen jζ

− sen jζ 1 + cos jζ


Sea

A = Dxn

(
4ω

xn
(1 + |xn|2)2

+ (n− 1)
xn

1 + |xn|2

)∣∣∣∣∣
xn=an

de modo que la matriz Ann satisface

Ann = A−
∑
j 6=n

Dxn

(
− xn − xj
|xn − xj |2

)
= A−

∑
j 6=n

Anj

Ahora calculamos A expĺıcitamente

A =

(
4ω

(1 + r2)2
+
n− 1

1 + r2

)
I − 2r2

(
8ω

(1 + r2)3
+

n− 1

(1 + r2)2

)
diag(1, 0)

usando que ω = s1
r4−1
4r2

, tenemos que el primer paréntesis se simplifica a

n−1
2 r−2 y el segundo a (n− 1)r−2(1 + r2)−2, de modo que

A = s1r
−2I − 4s1(1 + r2)−2 diag(1, 0).

Ya con esto, procedemos a dar una descomposición por bloques.

Definición 1. Para k ∈ {1, . . . , n} definimos los isomorfismos Tk : C2 →Wk

a través de

Tk(w) =

(
1√
n
e(ikI+J)ζw,

1√
n
e2(ikI+J)ζw, . . . ,

1√
n
en(ikI+J)ζw

)



con

Wk =

{(
e(ikI+J)ζw, e2(ikI+J)ζw, . . . , en(ikI+J)ζw

)
: w ∈ C2

}
⊂ C2n

Obs. Los subespacios Wk son ortogonales, de modo que la transformación

lineal

Pw =
n∑
k=1

Tk(wk), w = (w1, . . . , wn) ∈ (C)2,

es ortogonal, o bien, que P permuta las coordenadas de la descomposición

por bloques, de donde podemos concluir que

P−1D2V (a)P = diag(B1, . . . , Bn) (4.11)

donde las matrices Bk son aquellas que satisfacen D2V (a)Tk(w) = Tk(Bkw).

Esto esta muy bien y todo, pero, ¿quiénes son los Bk? Afortunadamente,
tenemos de [6] que los bloques Bk se pueden obtener apartir de

Bk =

n∑
j=1

Anje
j(ikI+J)ζ para k ∈ {1, . . . , n} (4.12)

aśı pues, procedemos a calcular los Bk en el caso de los n vórtices sobre la
esfera.

Proposición 4.2.3. Los bloques Bk están dados por

Bk = s1r
−2I + (s1 − sk)r−2R− 4s1(1 + r2)−2 diag(1, 0)

donde sk = k(n−k)
2 .

Demostración. Partiendo del lema 4.2.2, tenemos que Ann = A−
∑n−1

j=1 Anj ,



lo que es equivalente a A =
∑n

j=1Anj aśı

Bk =
n∑
j=1

Anje
j(ikI+J)ζ =

n∑
j=1

Anje
j(ikI+J)ζ +A−A

= A+

n∑
j=1

Anje
j(ikI+J)ζ −

n∑
j=1

Anj = A+

n∑
j=1

Anj(e
j(ikI+J)ζ − I)

= A+
n−1∑
j=1

Anj(e
j(ikI+J)ζ − I) +Ann(en(ikI+J)ζ − I) = A+

n−1∑
j=1

Anj(e
j(ikI+J)ζ − I)

recordando que Anj = (2r sen(jζ/2))−2(ejJζR) tenemos

Bk = A+
n−1∑
j=1

1

(2r sen(jζ/2))2
RejJζ(ej(ikI+J)ζ − I) = A+

n−1∑
j=1

R

(2r sen(jζ/2))2
(ejikζ+2jζ − ejJζ)

= A+
n−1∑
j=1

R

(2r sen(jζ/2))2
(ejikζ − ejJζ).

Usando que e−iz + eiz = 2 cos z y que ejJζ = e−jJζ ; ejikζ = e−jikζ podemos

escribir 2ejikζ = ejikζ + e−jizζ = 2 cos jkζ; 2ejJζ = ejJζ + e−jJζ = 2I cos jζ,

y aśı

Bk = A+
n−1∑
j=1

cos jkζ − cos jζ

(2r sen(jζ/2))2
R

y sustituyendo 4 sen2(jζ/2) = 2(1− cos jζ)

Bk = A+

n−1∑
j=1

−2 sen2(jkζ/2) + 2 sen2(jζ/2)

4r2 sen2(jζ/2)
R = A+

R

2r2

n−1∑
j=1

1−sen2(jkζ/2)

sen2(jζ/2)
= A+

R

r2
(s1−sk)

donde, como en el primer caṕıtulo, hemos usado las identidades trigonométri-

cas de Lagrange para establecer que 1
2

∑n−1
j=1

sen2(jkζ/2)
sen2(jζ/2)

= k(n−k)
2 = sk.

Finalmente, basta sustituir la expresión de A para obtener el resultado.

Aplicando todo esto a 4.10, tenemos que en las nuevas coordenadas, la
matriz M(ν) está dada por

P−1M(ν)P = diag(m1(ν), . . . ,mn(ν))

donde los bloques mk(ν) ∈MC(2) son

mk(ν) = −4(1 + r2)−2νiJ +Bk.



4.3. El Criterio de Estabilidad

Con la matriz M(ν) representada diagonalmente por bloques, y los blo-
ques identificados expĺıcitamente podemos empezar a analizar la estabilidad
lineal.

4.3.1. Las frecuencias normales

Empezamos obteniendo las frecuencias normales, es decir, aquellas que
anulan al determinante de M(ν), pero como es diagonal por bloques, basta
revisar los determinantes de cada bloque mk(ν). Primero escribimos a mk(ν)
expĺıcitamente

mk(ν) = −4(1 + r2)−2νiJ +Bk

= −4(1 + r2)−2νiJ + s1r
−2I + (s1 − sk)r−2R− 4s1(1 + r2)−2 diag(1, 0)

=

(
0 4νi

(1+r2)2
−4νi

(1+r2)2
0

)
+

(
s1
r2

0
0 s1

r2

)
+

( s1−sk
r2

0

0 − s1−sk
r2

)
−

(
4s1

(1+r2)2
0

0 0

)

=

(
s1
r2

+ s1−sk
r2
− 4s1

(1+r2)2
4νi

(1+r2)2

− 4νi
(1+r2)2

s1
r2
− s1−sk

r2

)

=

(
(2s1 − sk)r−2 − 4s1(1 + r2)−2 4νi)(1 + r2)−12

−4νi(1 + r2)−2 skr
−2

)
,

cuyo determinante es

det(mk(ν)) = −ν216(1 + r2)−4 + sk
(
2s1 − sk − 4s1r

2(1 + r)−2
)
r−4,

que se anula únicamente para

νk =
(1 + r2)2

4r2

√
sk (2s1 − sk − 4s1r2(1 + r2)−2), (4.13)

donde, para garantizar la estabilidad lineal, necesitamos que las frecuencias
normales νk sean reales y no nulas1, es decir, que el radical sea positivo.
Como los sk son estrictamente positivos tenemos que

1Cuando k = n el determinante también se anula, sin embargo, vn = 0 pues sn = 0.

Esto corresponde a rotar nuestras condiciones iniciales de modo que cada vórtices caiga

en el siguiente.



sk
(
2s1 − sk − 4s1r

2(1 + r2)−2
)
> 0

⇐⇒ 2s1 − sk − 4s1r
2(1 + r2)−2 > 0

⇐⇒ 2− sk
s1
− 4r2(1 + r2)−2 > 0

⇐⇒ 2− sk
s1

> 4r2(1 + r2)−2

Obs. Una condición necesaria para lo anterior es que la cantidad 2− sk
s1

sea

estrictamente positiva, ya que 4r2(1 + r2)−2 > 0.

Proposición 4.3.1. La condición necesaria 2− sk
s1
> 0 se cumple para toda

k ∈ {1, . . . , n− 1} si n ≤ 6 y para toda k ∈ {1, 2, n− 2, n− 1} si n ≥ 7. Es

decir, éstos son los únicos casos donde las frecuencias νk son reales.

Demostración.

Parte I: k ∈ {1, 2, n− 2, n− 1}.

Veamos que para toda n, los pares extremos satisfacen la desigualdad.

Para k = 1 tenemos que 2− sk
s1

= 2− s1
s1

= 2− 1 = 1 > 0.

Para k = 2 tenemos que 2 − sk
s1

= 2 − 2(n−2)
n−1 = 2(n−1)−2(n−2)

n−1 = 2
n−1 > 0

Notando que sk = sn−k se obtienen los otros dos casos. Además, esto cubre

totalmente los casos n = 2, 3, 4 y 5 pues en esos casos {1, 2, n− 2, n− 1} son

todos los k’s posibles

Parte II: k = 3 con n ≥ 6.

Nos falta checar qué pasa después de n = 5. Aśı, supongamos que n ≥ 6 y



que la desigualdad se cumple para k = 3. Esto es

0 < 2− s3

s1
= 2− 3(n− 3)

n− 1

⇐⇒ 3(n− 3) < 2(n− 1)

⇐⇒ 3n− 9 < 2n− 2

⇐⇒ n < 7

⇐⇒ n ≤ 6

es decir, el único n después del 5 tal que la tercera k funciona es n = 6.

Además, como k(n − k) es creciente en k para k ∈ {1, . . . , [n/2]} sabemos

que la desigualdad no se vuelve a dar para ninguna otra k en {3, 4, . . . , n−

4, n− 3}.

4.3.2. El teorema de la estabilidad lineal

Con todo esto ya podemos caracterizar la estabilidad lineal para confi-
guraciones poĺıgonales de vórtices sobre la esfera.

Teorema 4.3.2. Dados n vórtices puntuales con vorticidades idénticas colo-

cados poligonalmente sobre la esfera unitaria a una altura z = cosϕ0 con ϕ0

el ángulo cenital, éstos mantendrán un equilibrio relativo linealmente estable

si n ≤ 6 y

k(n− k)

n− 1
− 1 < z2 = cos2 ϕ0 para toda k ∈ {1, . . . , n− 1} (4.14)

Demostración. De la sección anterior vimos que la estabilidad lineal depende

de que para toda k ∈ {1, . . . , n− 1} se satisfaga

2− sk
s1

> 4r2(1 + r2)−2.



Sustituyendo r2 = 1+z
1−z tenemos que

2− sk
s1

> 4

(
1 + z

1− z

)(
1 +

1 + z

1− z

)−2

= 4

(
1 + z

1− z

)(
2

1− z

)−2

= 1− z2,

lo cual es equivalente a

k(n− k)

n− 1
− 1 < z2 = cos2 ϕ0 para toda k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Y creo que le pararé ah́ı...





Caṕıtulo 5

Observaciones Finales

Repacemos brevemente lo que se ha hecho en este trabajo de tesis. Pri-
mero estudiamos superficialmente la dinámica de vórtices en el plano donde
describimos equilibrios relativos. Esto fungió de gúıa e inspiración para el
estudio de vórtices en superficies más generales, lo que conforma el resto del
trabajo. Después, con mucho detalle, adaptamos la teoŕıa a superficies cada
vez más particulares – empezamos con superficies arbitrarias, avanzamos
más en variedades diferenciables o simplécticas, dimos ecuaciones expĺıcitas
para superficies de revolución y finalmente aplicamos la teoŕıa a la esfera
unitaria, donde caracterizamos la estabilidad lineal de equilibrios relativos
de configuraciones poligonales de vórtices idénticos en función de la .

5.1. Una interpretación del criterio de estabilidad

Antes de ver las aplicaciones de este trabajo necesitamos interpretar el
criterio de estabilidad, afortundamente esto no es muy dif́ıcil. Primero, no-
temos que el criterio 4.14 tiene dos variables: el número de vórtices n y la
altura z a la que están colocados respecto al ecuador. Como mencionábamos
en 4.3.1, el lado izquierdo de la desigualdas alcanza un máximo en k = [n/2].

De hecho, el máximo es exactamente [n/2](n−[n/2])
n−1 − 1, cuyas tabulaciones

aparecen a continuación en la tabla 5.1. De acuerdo al criterio, para n vórti-
ces, la altura al cuadrado (z2) debe ser mayor a lo que aparece en el renglón
inferior de la tabla y como z ∈ [−1, 1] queda claro que para 7 vórtices la
estabilidad lineal llega a su ĺımite.
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Número de vórtices, n 2 3 4 5 6 7

[n/2](n−[n/2])
n−1 − 1 0 0 1

3
1
2

4
5 1

Tabla 5.1

Por otro lado, del primer caṕıtulo sabemos que los vórtices en el plano
śı mantienen un movimiento circular estable. Un argumento geométrico su-
giere que la estabilidad de los vórtices debeŕıa“mejorar” entre más cercanos
estén unos de otros, ya que para distancias cortas la esfera (en general, cual-
quier variedad) se aproxima a un plano. Como la cercańıa de los vórtices
depende directamente de la altura a la que están podemos dar la siguiente
interpretación: las ráıces cuadradas (pues z va al cuadrado) de las tabula-
ciones anteriores nos dan una cota inferior para la estabilidad, sin embargo,
ésta mejora a mayor altura. No sobra hacer énfasis en el hecho de que no
hemos estudiado la estabilidad no lineal de este problema, sin embargo las
siguientes aplicaciones sugieren que nuestro estudio de estabilidad es bas-
tante completo.

5.2. Un par de aplicaciones potenciales

Podŕıa parecer que nuestro modelo de un fluido dos dimensional, in-
compresible y con vórtices puntuales está demasiado idealizado como para
reflejar fenómenos reales. A continuación damos dos aplicaciones valiosas de
nuestro eatudio a escalas drásticamente distintas.

5.2.1. Fenómenos atmosféricos

Podŕıa parecer razonable tratar de aplicar la teoŕıa desarrollada al es-
tudio de la meteoroloǵıa terrestre, modelando huracanes, tornados o tifones
como vórtices sobre el verdadero pálido punto azul: la Tierra. Sin embar-
go, es fácil ver que este modelo tiene las siguientes deficiencias cŕıticas. Por
un lado, la Tierra, con su topograf́ıa, no es suficientemente suave como su-
perficie y su atmósfera, además de ser compresible, no se porta como un
fluido ideal. Por otro lado, desde el punto de vista f́ısico, no hay vorticidades
puntuales en nuestra atmósfera; esto motiva una potencial continuación de



este trabajo, a decir, el estudio de vórticidades con distribuciones suaves.
Se ocurre estudiar ∆ψ = f con f una distribución gaussiana, pero eso es
mucho más complejo y escapa la visión de esta tesis.

Afortunadamente, existen planetas sin topograf́ıa y con atmósferas idea-
lizables: los gigantes gaseos Júpiter y Saturno. Estos planetas poseen atmósfe-
ras suceptibles de ser modeladas como fluidos incompresibles dos-dimensionales
sobre esferas. Es emocionante poder incluir en este trabajo las observacio-
nes de patrones poligonales cerca de los polos de Saturno [7] y de Júpiter [8].

El hexágono de Saturno (figura 5.1) se observó en 1981 y sigue sin darse
una explicación totalmente satisfactoria respecto a su formación. A pesar
de que los mecanismos que dan lugar al hexágono siguen sin identificarse,
los modelos [9] sugieren que se trata de vórtices verticales distribuidos poli-
gonalmente en torno al polo, mientras que los experimentos [10] confirman
que, dadas las condiciones atmosféricas de Saturno, configuraciones de has-
ta ocho vórtices debeŕıan ser posibles. Asimismo, los mismos experimentos
observan una afinidad por las configuraciones hexagonales, sugiriendo que
son más estables que los poĺıgonos mayores. Esto es consistente con nuestro
resultado.

Figura 5.1: El hexágono de Saturno.

(Imágenes corteśıa de [11] y [12])

Por otro lado, Júpiter también posee configuraciones poligonales en sus
polos (figura 5.2). En este caso se observan un pentágono en el polo sur y un
octágono en el polo norte. El pentágono no debeŕıa extrañarnos pues para
n ≤ 5 nuestro estudio predice estabilidad. Sin embargo, el modelo llega a su



ĺımite cuando los poĺıgonos corresponden a heptágonos, aśı que no tenemos
nada formal que comentar en el caso del octágono.

Figura 5.2: El octágono y el pentágono de Júpiter.

(Imágenes corteśıa de [13] y [14])

No obstante, vale la pena señalar que tanto el hexágono de Saturno como
los poĺıgonos de Júpiter están dotados en un ciclón central. De hecho, en
el caso del Júpiter, se ha observado que el pentágono junto con su centro
se mueven de manera estable y ŕıgida, es decir, los seis vórtices (incluyendo
el central) mantienen sus posiciones relativas incluso cuando la estructura
completa se mueve un poco [15]. No requiere mucha imaginación relacionar
esto con la alternativa no tomada al garantizar la condición de Gauss en
el segundo caṕıtulo: en vez de introducir un campo compensante pudimos
haber introducido un vórtice compensante.

Aśı, aunque nosotros no modelamos la formación de estas estructuras, las
similitudes superficiales indican que podemos tener confianza al considerar
aplicar este trabajo como soporte formal en el estudio de la estabilidad y
evolución de estos fenómenos atmosféricos. Seŕıa interesante, ya que no lo
hemos hecho aqúı, considerar el efecto de Coriolis en una esfera, esto queda
descrito Eulerianamente [16] por

∂tU +∇UU +∇P =
z

ε
u⊥

donde U es el campo de velocidades, P la presión, u⊥ es U con un cuarto
de vuelta respecto al ecuador y ε es el número de Rossy y es proporcional a
la frecuencia de rotación.



5.2.2. El BECMEX

Como suele pasar con estos modelos idealizados, los ejemplos suelen exis-
tir a escalas cósmicas o, simétricamente, a escalas atómicas. El siguiente
fenómeno tampoco lo conoćıa al iniciar este trabajo, de modo que quiero
agradecer expĺıcitamente a mi amigo Andrés Gutiérrez, alumno del Labo-
ratorio de Materia Ultrafŕıa, adscrito al Laboratorio Nacional de Materia
Cuántica (LANMAC) del Instituto de F́ısica de la UNAM (IFUNAM) por
ser el primero en llamar mi atención a él. Debo advertir que la mecánica
cuántica está en la frontera de mi esfera de conocimiento, aśı que la siguien-
te explicación debe tomarse con un grano de sal y en calidad divulgativa.

Para dar contexto, quiero empezar mencionando que el año pasado, en
el LANMAC, el Dr. Jorge Amin Semen Harutinian, investigador del IFU-
NAM, junto con sus colaboradores y alumnos, logró producir el primer con-
densado de Bose-Einstein de México (BECMEX por sus siglas en inglés:
Bose-Einstein Condensate, Mexico), un estado de la materia ultrafŕıa [17]
(fig. 5.3).

Figura 5.3: El BECMEX levitando en su trampa magneto-óptica.

(Foto corteśıa de Andrés Gutiérrez)

Un BEC suele describirse como un superfluido, el cual se obtiene al en-
friar átomos o moléculas a temperaturas comparables con el cero absoluto.
Una propiedad interesante de estos objetos es que su momento angular está



cuantizado, de modo que al poner todo el condensado a rotar se pueden
formar vorticidades en su superficie, las cuales se distribuyen en configura-
ciones estables. Estas configuraciones pueden ser poligonales, polihédricas o
distribuidas en latices triángulares y fueron observadas en el 2005 por un
grupo de f́ısicos [18]. Esto es escencialmente lo que tenemos nosotros: una
esfera rotando (considerando la rotación compensante que introdujimos pa-
ra garantizar la condición de Gauss) con vórtices prácticamente puntuales
en su superficie.

De hecho, el estudio de configuraciones polihédricas fue considerado co-
mo tema alternativo para esta tesis y valdŕıa la pena realizar esa investiga-
ción más adelante. De cualquier forma, me da gusto afirmar que el modelo
presentado en esta tesis, aunque simplista, śı es relevante en los estudios de
los fénomenos cuánticos presentes en la teoŕıa de los condensados de Bose-
Einstein.

Aprovecho el espacio libre de esta cuartilla para agradecer a todos los
lectores de esta tesis. Su paciencia e interés son profundamente apreciados.



Apéndice A

Apéndice

A.1. La Integral

Me interesa evaluar la expresión

I(r, r0) =
1

4π

∫ 2π

0
log[r2 − 2rr0 cosα+ r2

0] dα

con métodos elementales , para la cual necesitamos varios lemas.

Lema A.1.1. Sea

P (r, α) =
1− r2

1− 2r cosα+ r2

el Núcleo de Poisson, entonces para (r, α) 6= (1, 0) se tiene que ∆P = 0.

Demostración. Como ∆P (r, α) = 1
r
∂
∂r (r ∂∂rP ) + 1

r2
∂2

∂α2P tenemos

∆P (r, α) =
1

r

∂

∂r

(
r

2(r2 + 1) cosα− 2r)

(1− 2r cosα+ r2)2

)
− 2(1− r2)((r2 + 1) cosα+ r(cos 2α− 3))

r(1− 2r cosα+ r2)3

=
2(1− r2)((r2 + 1) cosα+ r(cos 2α− 3)

r(1− 2r cosα+ r2)3
)− 2(1− r2)((r2 + 1) cosα+ r(cos 2α− 3))

r(1− 2r cosα+ r2)3

=0.
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Lema A.1.2. Sea

U(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0
P (r, α− ϕ) dϕ,

entonces para r < 1 se tiene que ∆U = 0.

Demostración. Como la integral no depende de r o α entonces el laplaciano

se le mete en la fila a la integral y aplicando el lema anterior se tiene

∆U =
1

2π
∆

∫ 2π

0
P (r, α− ϕ) dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0
∆P (r, α− ϕ) dϕ =

1

2π

∫ 2π

0
0 dϕ

= 0.

Lema A.1.3. Para r < 1 se tiene que U(r, α) = 1.

Demostración. Del lema anterior tenemos que ∆U(r, α) = 0, en particular

∆U(r, 0) = 0, o bien 1
r
∂
∂r

(
r ∂∂rU(r, 0)

)
= 0.

De modo que ∂
∂r (r ∂∂rU(r, 0)) = 0, entonces r ∂∂rU(r, 0) = cte pero como esto

debe funcionar para toda r podemos concluir que ∂
∂rU(r, 0) = 0 es decir,

U(r, 0) también es constante. Evaluando en r = 0 se sigue que U(0, 0) = 1.

Aśı para r < 1, U(r, 0) = 1 y como cosϕ = cos(−ϕ) tenemos que U(r, α) =

U(r, 0) = 1.

Lema A.1.4. Sea

I =
1

2π

∫ 2π

0

2r − 2 cosϕ

1− 2r cosϕ+ r2
dϕ,

entonces para r < 1 se tiene que I = 0.



Demostración. Consideremos la siguiente suma

rI + U(r, 0) = r
1

2π

∫ 2π

0

2r − 2 cosϕ

1− 2r cosϕ+ r2
dϕ+

1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(−ϕ) + r2
dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

2r2 − 2 cosϕ+ 1− r2

1− 2r cos(−ϕ) + r2
dϕ =

1

2π

∫ 2π

0

1− 2r cos(−ϕ) + r2

1− 2r cos(−ϕ) + r2
dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0
1 dϕ = 1.

del lema anterior tenemos que U(r, 0) = 1, por lo tanto I = 0.

Teorema A.1.5.

1

2π

∫ 2π

0
log[1− 2r cosα+ r2] dα = log

(
máx{1, r2}

)
.

Demostración. Primero, notemos que para r = 0 el resultado se cumple:

1

2π

∫ 2π

0
log[1] dα = 0 = log 1 = log (máx{0, 1}) .

Ahora consideramos tres casos: r < 1, r > 1 y r = 1.

Caso 1: r < 1

Del lema anterior

0 = I =
1

2π

∫ 2π

0

2r − 2 cosα

1− 2r cosα+ r2
dα

=
1

2π

∫ 2π

0

∂

∂r
log[1− 2r cosα+ r2] dα

=
∂

∂r

(
1

2π

∫ 2π

0
log[1− 2r cosα+ r2] dα

)
Entonces, para r < 1, lo que está entre paréntesis es constante, y como

conocemos su valor en r = 0 < 1 tenemos que



1

2π

∫ 2π

0
log[1− 2r cosα+ r2] dα = 0 = log

(
máx{1, r2}

)
.

Caso 2: r > 1

Notemos que si r > 1 entonces s = 1
r < 1, aśı

1

2π

∫ 2π

0
log[1− 2r cosα+ r2] dα =

1

2π

∫ 2π

0
log[r2(s2 − 2s cosα+ 1)] dα

=
1

2π

∫ 2π

0
log[r2] dα+

1

2π

∫ 2π

0
log[s2 − 2s cosα+ 1] dα

= log[r2] + 0 = log
(
máx{1, r2}

)
,

donde al segundo término le hemos aplicado el primer caso.

Caso 3: r = 1

Este caso se sigue por continuidad.

Corolario A.1.5.1.

I(r, r0) = log (máx{r, r0}) .

Demostración. Para empezar, para que la integral tenga sentido, r y r0 no

pueden ser simultáneamente 0, digamos que r0 > 0. Ahora, si denotamos

por I(r, r0) a la integral, tenemos

I(r, r0) =
1

2

1

2π

∫ 2π

0
log

[
r2

0

(
r2

r2
0

− 2
r

r0
cosα+ 1

)]
dα

=
1

2

1

2π

∫ 2π

0
log[r2

0] dα+
1

2

1

2π

∫ 2π

0
log

[
r2

r2
0

− 2
r

r0
cosα+ 1

]
dα

=
1

2
log r2

0 +
1

2
log

(
máx{1, r

2

r2
0

}
)

= log r0 + log

(
máx{1, r

r0
}
)

= log

[
r0 máx

(
1,
r

r0

)]
= log (máx{r0, r}) ,

donde hemos aplicado el teorema anterior sobre r
r0

en el segundo término.
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[9] R. Morales-Jubeŕıas, K. Sayanagi, A. Simon, Amy L. Fletcher & R. Co-
sentino, Meandering shallow atmospheric jet as a model of saturns north-
polar hexagon., The Astrophysical Journal Vol 806 (2015) 67

75



[10] A. Barbosa Aguiar, P. Read, R. Wordsworth, T. Salter & Y. Yamazaki
A laboratory model of Saturn’s North Polar Hexagon, Icarus Vol 206
(2010) 67

[11] NASA/JPL-Caltech/Space Science InstituteHail the Hexagon,
PIA21327 (2017) xi, 67

[12] NASA/JPL-Caltech/SSI/Hampton University, In Full View: Saturn’s
Streaming Hexagon, PIA14947 (2013) xi, 67

[13] ASA/JPL-Caltech/SwRI/ASI/INAF/JIRAM, A New View on Jupi-
ter’s North Pole, PIA22336 (2017) xi, 68

[14] NASA/JPL-Caltech/SwRI/ASI/INAF/JIRAM, Jupiter’s Southern Ex-
posure in Infrared, PIA22337 (2017) xi, 68

[15] F. Tabataba-Vakili, J.H. Rogers, G. Eichstädt, G. Orton, C.J. Hansen,
T. Momary, J. Sinclair, R.S. Giles, M.A. Caplinger, M.A. Ravine, &
S. Bolton, Long-term tracking of circumpolar cyclones on Jupiter from
polar observations with JunoCam, Icarus Vol 335 (2019) 68

[16] B. Cheng, A. Mahalov, Euler equation on a fast rotating sphere—Time-
averages and zonal flows, European Journal of Mechanics - B/Fluids Vol
37 (2013) 68

[17] Instituto de F́ısica, UNAM. Cient́ıficos del IFUNAM crean el primer
condensado de Bose-Einstein de México., Noticias IFUNAM; 12 de no-
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