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Resumen

Este trabajo de tesis busca estudiar la dindmica de sistemas de n vortices,
en particular, nos interesa la estabilidad lineal de configuraciones poligona-
les sobre la esfera.

El primer capitulo, Sobre Vértices en el Plano cubre los principios
bésicos de la dindmica de vértices en el plano (apoyado en [1]) y funciona
como prototipo de lo que queremos aplicar a superficies. A pesar de ser un
capitulo casi exclusivamente motivacional, incluirlo es importante para dar
contexto y direccién al trabajo presentado. Se precisa lo que es un voértice y
se desarrollan algunas ecuaciones al respecto. Finalmente se dan un par de
ejemplos analiticos y numéricos (éstos ultimos corren por cuenta mia) donde
se observa que dada una configuracién poligonal no hay equilibrios pero si
hay equilibrios relativos.

El capitulo 2, Sobre Vértices en Superficies, es bastante méas técnico
y funciona como marco tedrico. Esté fuertemente basado en el articulo [2].
Escencialmente se trata de extender la primera parte del capitulo anterior a
superficies. De nuevo se plantean las ecuaciones de los vértices estaticos pero
para describir la dindmica se constuyen hamiltonianos, funciones de Green y
funciones de corriente. Empezamos trabajando lo mas general posible, em-
pezando con variedades compactas y terminando con la teoria aplicada a
superficies de revolucion.

Volvemos, en el tercer capitulo Sobre Vértices en la Esfera, a exhibir
ejemplos concretos para fomentar la intuicion y generar motivacion. Aplica-
mos la teoria del capitulo anterior a la esfera y observamos que arriba del
ecuador, los vértices parecen comportarse como en el plano mientras que
en el ecuador el comportamiento es distinto. De nuevo nos encontramos con
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un equilibrio relativo y es éste fenémeno el que verdaderamente nos interesa
estudiar con cuidado.

Hacia el final de la tesis, como sugiere el titulo de cuarto capitulo, La
Estabilidad, buscamos estudiar la estabilidad lineal de lo que hemos cons-
truido. Para ello debemos linealizar el sistema que tenemos. Tomamos como
guia a [5], pero necesitaremos adaptar los resultados obtenidos en los prime-
ros capitulos. Acabando el capitulo damos un criterio suficiente y necesario
para garantizar estabilidad lineal.

Acabamos nuestro estudio en las Observaciones Finales, donde bre-
vemente describimos todo el proceso, damos un par de aplicaciones muy
atractivas a escalas drasticamente lejanas y sugerimos posibles investigacio-
nes posteriores como continuaciéon de este trabajo.
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Capitulo 1

Sobre Voértices en el Plano

Si pretendemos estudiar la dindmica de vértices, es buena idea empezar
por concretar qué entendemos por vdrtice y cémo es su dindmica.

1.1. La Funcién de Corriente y
la Distribuciéon de Vorticidad

Comenzando en el plano, pensaremos en un fluido dos dimensional des-
crito de manera Euleriana por un campo de velocidades V(z,y) = u(z,y)i+
v(z,y)j. Ademds pediremos que el fluido no tenga viscosidad. Este debe sa-
tisfacer la ecuacién de continuidad, a decir

1Dp

V-V=—--—

p Dt’
donde p es la densidad del fluido y % = % 4V -Vp es la derivada material
de la densidad. Diremos que dicho fluido es incompresible si % =0. Siun

fluido es incompresible, la ecuacién de continuidad se traduce en V -V =
g—g + g—z = 0. Si definimos v a través de

oY
U = ——
oy Y
oY
v o= —
ox
la ecuacion de continuidad para el fluido incompresible se satisface automati-

camente, ya que V-V = %(%)—i—%(—g—f) = 0. Entonces podemos reescribir
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a V del siguiente modo

v=-2Y4 25 (1.1)

Lo valioso de esto es que pudimos escribir a V en términos de una funcién
escalar, pero lo mas importante de este tipo de funciones es que las trayecto-
rias que mantienen constante a 1 coinciden con las lineas de corriente: dado
que dy = a—iﬁdm + %’dy = vdx — udy, si ¢ es constante se tiene que diyp =0
y entonces % = - Por eso a ¢ le llamamos la Funcion de Corriente!. Por
otro lado, la funcién de corriente esta relacionada con el rotacional de V
(estricatemente pensando en un encaje de R? en R?) de la siguiente manera:

L (ov o\, (% o\,

De modo que si definimos a w como la magnitud escalar de V x 'V obtenemos
la ecuacién de Poisson central a esta tesis

Ay = w, (1.2)

donde a w le llamamos distribucion de vorticidad de V. Lo anterior nos
dice que dada una distribucion de vorticidad sobre un fluido incompresible,
deberiamos poder reconstruir la funcién de corriente y, a su vez, el campo
de velocidades. Veamos un ejemplo para ejercitar la imaginacion.

1.1.1. Ejemplo - Una distribucién de vorticidad puntual

Consideremos una distribucién de vorticidad puntual y constante. Esto
queda modelado por la siguiente distribucion de vorticidades: w = §, donde
0 es la Delta de Dirac en el origen. Asi, nos gustaria resolver

Ay = 4, (1.3)

Afortunadamente, un resultado clasico de la teoria de ecuaciones diferencia-
les parciales es que la solucién estd dada por

v = [ )G6y) = 5 [ 8y loglx vl dy = 5 log x|

con 1
G(x,y) = 5 loglx —y| (1.4)

! Stream Function en inglés.



la funcién de Green en el plano.

Retomando 1.1

V(z,y) = —W(%’ vy 8¢é§’y)j

:—é ! log \/x2 + y? i+g ilog\/x2+y2 J
Oy \ 27 Ox \ 27

Y i+ €z
2m(x? +y2)  2m(x? + yZ)’]'

Sélo por completitud, consideremos una particula prueba colocada en (rg, 0).
En ese campo de velocidades su cinematica queda descrita por

p— Y _

?: 27r(xi+y2) 2(t) = 1o cos #

Yy = W — ) 0
y(t) = rgsen

(55(0)7?/(0)) = (7'0, 0) ( ) 271'7“(2)

No es sorpresa que obtengamos un movimiento circular, por algo se llaman
vorticidades. Incluso asi, vale la pena notar que la funcién de corriente v es
constante si y s6lo si la norma del argumento es constante (Fig 1.1).

t=27.0
#

-~ -~ %% %Y XX XX
> % % %% X
Y xoAx A A A
e A A

T b b e e - - =R
I s

PR R
A AV ANy
NN N N w W

-20 -15 -1.0 -05 00 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 1.1: Campo de velociadades V y algunas trayectorias.

Un lector atento notard que hay un problema con nuestras ecuaciones de
movimiento: no estan bien definidas en el origen. Sin embargo, vemos que



las ecuaciones son radialmente simétricas, asi que en el origen no puede ha-
ber una direccién privilegiada y la unica velocidad que satisface esto es la
nula. Es decir, que si la particula prueba pasé por el origen en realidad se
queda ahi siempre. Intuitivamente, podemos pensar que en ese punto todas
las velocidades se “cancelan”, de modo que el centro no induce velocidad
en si mismo.

Para empezar a generalizar esto, elijamos una constante 'y € R—{0}, un
punto xo € R? e incorporémoslos en (1.3) para tener Ay = I'pé(x — xg) =
I'pdx,. Como lo tnico que hicimos fue trasladar y reescalar, tenemos que
Y(x) = g—;; log |x — xp|. Queda claro que xp mueve al centro de lugar y por
ello lo llamaremos centro de vorticidad; mientras que I'g, al ser un escalar,
s6lo altera el campo de velocidades V de forma lineal: su signo controla la
direccién del campo (dextrégiro si es positivo, como vimos en el ejemplo
1.1.1) y su magnitud altera la intensidad del campo, asi que a Iy le llama-
mos circulacion de vorticidad.

Con todo esto ya podemos empezar a considerar n vorticidades puntua-
les, con centros en x; (todos distintos) y circulaciones I';. Por superposicion,

la distribucién de vorticidad quedaria como Ay = Y " | T'idx,. De hecho,
del ejemplo 1.1.1 es facil ver que

1 n
Y(x) = ngi log ||x — x;]. (1.5)
=1

De aqui podriamos usar (1.1) para describir la dindmica de una particula
prueba, pero resulta més simple determinar las lineas integrales:

P(x) = cte,

1 n
= 5 z; I';log ||x — x;|| = cte,
1=

n
= Z log (||x — xiHFi) = cte,

i=1
n
— log (H - xiu“) = cte
i=1
n
= H |x — x;||17 = cte. (1.6)

i=1



1.1.2. Ejemplo - Distribuciones de vorticidad sobre

poligonos regulares

Sea A, = {(cos (%),sen (%)) €R?:keNO0<Ek<n}el con-

junto de vértices de un n-dgono regular. Consideremos una distribucién de
vortices puntuales w, cuyos centros coinciden con los vértices y tomemos
circulaciones idénticas (digamos I'y, = 2 con 0 < k& < n) entonces, de (1.6),

las lineas integrales del campo de velocidades inducido U,, quedan descritas
por

n
H ||X - ak:”2 = cte,
k=1

“ 27k 27k
= H {xz +y? +1—2xcos (77) — 2y sen <F>] = cte. (1.7)
P n n

El caso n = 2, cte = 1 es suficientemente sencillo y estético como para
incluirlo aqui:

2
2rk 2mk
H:c2+y2+1—2a:cos (g) — 2y sen (g) =1,

k=1
= (2 +y?+14+22) (2P +yP+1-22) =1,
— 2t + 2027 — 222+t + 2% =0,

= (2 +y°)* = 2(a% — ). (1.8)

Resulta que 1.8 es la Lemniscata de Bernoulli, cuyos focos ((—1,0),(1,0))
coinciden con los centros de la distribucién (Fig. 1.2).



20 -15 -10 -05 00

Figura 1.2: Campo de velocidades Us y algunas lineas integrales

sobrepuestas a la Lemniscata de Bernoulli.

Aumentando el nimero de vértices y variando la constante se obtienen
trayectorias parecidadas (Fig. 1.3).

10 =05 00 05 5 X 20 -15 -10 -05 00 05

Figura 1.3: Campos de velocidades Us, Uy, Us. y algunas lineas integrales.

1.2. La Dinamica de los Vértices y
los Equilibrios Relativos

Ya vimos como influyen en su entorno un conjunto de distribuciones
puntuales de vorticidad constantes. El siguiente problema atractivo por es-
tudiar es qué pasa si soltamos a los vértices y los déjamos interactuar entre
si, es decir, la dindmica de vértices puntuales. Intuitivamente, cada vortice
se comporta como una particula prueba respecto a los demaés e intenta se-
guir lo mejor posible las lineas de integrales en cada instante. Formalmente,
esto es consecuencia del segundo teorema de Helmoltz: los vértices se mue-



ven con el fluido. Asi, podemos simplemente imponer la siguiente condicién
cinematica B B
Xj = V(x5) = (=0y1;(%)), 0uthj(x;))

donde t;(x) 1= 5 i+ Lilog ||[x — x| para quitar la auto-interaccién del

j-ésimo vértice (a 1; la llamamos la funcion de corriente renormalizada).
Tenemos que

Bzbj(x) ZF log [x — x|
fZF (log [|(z — =i, — ) II)
i#]
1
= on <log\/ (y — vi)? )
2
i#j
1 T — T;
- |
2 Z “lx = xi)12’
i#]

analogamente

Asi

1.2.1. Un par de simulaciones numéricas

En [1] hay un estudio amplio sobre los equilibrios de (1.9), sin embargo,
a primera vista, de la ecuacion no es inmediato si existen puntos de equi-
librio o configuraciones interesantes por estudiar. Para empezar podemos
simular los casos més basicos para darnos una idea superficial sobre qué
si podriamos estudiar. Consideremos dos vortices con vorticidades iguales
y otros dos con vorticidades opuestas, esto es wi(x,0) = §_1,09) + 1,0 ¥
w_1(x,0) = 5(17_%) — 5(_17_%). Esas son, moédulo traslaciones y rotaciones,
todas las configuraciones para dos vortices.



Las figuras 1.4 y 1.5 muestran los resultados nimericos. Se observan
dos comportamientos distintos: para los vortices idénticos tenemos un mo-
vimiento circular mientras que los vértices inversos tiene un movimiento
traslacional. Ninguno es un equilibrio pero son evidencia de que, quiza, la
dindmica tiene una estructura estudiable!.

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

Figura 1.4: Dindmica de vértices con distribucion inicial wy calculada ntime-

ricamente en t = 0, 7w, 2.

-20 <15 -10 -05 00 05 10 15

20 20 -5 -10 -05 00 05 10 15 20 20 -I5 -10 -05 00 05 10 15 20

Figura 1.5: Dindmica de vértices con distribucién inicial w_; calculada ntime-

ricamente en t = 0, 3, 6.

Asi pues, nosotros vamos a estudiar lo que pasa con n vértices, conside-
rando una situacién simplificada: pedimos que los vértices tengan vortici-
dades idénticas I'; = 1; 0 < j < n y que inicialmente estén distribuidos
sobre un n-agono regular x;(0) = (cos %, sen 2nﬂ) Aun con esa simplifi-
cacion, el sistema 1.9 es fundamentalmente no lineal, de modo que, como
con todos los sistemas no lineales, empezaremos buscando los puntos de

equlibrio.

L Spoiler alert: si la tiene.



1.2.2. Los equilibrios

No hay. No es dificil ver de (1.9) que, dada nuestra configuracién poli-
gonal con vorticidades idénticas, el tinico equilibro posible ocurre si x; = x;
para todas i, j, lo cual equivale a sobreponer todos los vértices en el mismo
lugar para tener uno “grandote”. Este caso no nos es de interés.

1.2.3. Los equilibrios relativos

Volviendo a la fig. 1.4, se observa que, aunque no habia puntos de equi-
librio, si hay una dinamica bien portada - cada vértice estd en equilibrio
relativo a los demés. Veamos que esto es cierto en general:

Fijémonos en el momento inicial t =0

1= 1
x0(0) = — Yk — Yo, To — Tk
T h=1 ||X0_Xk:”2( 00 = k)
12 1 ( ok 27rk)
= — sen ,1 —cos —
ot ; 1x0(0)|2 + |x(0)]|% — 2x0(0) - x£(0) n n
12 1 ok ok
Sy (”1_>
2m = 2(1 — cos =1¥) n n
1 not cot%k 1
Y 2 2"
k=1

Como estamos sumando sobre los vértices de un poligono las cotangentes se
anulan y asi

%0(0) = % <0, ”;1)

- (0 %)
= (0, f(n)).

Argumentando por simetria tenemos que

%(t) = f(n) | —=2 =

2 2’ 2 2
\/xj +yj \/mj+y-

(1.10)




para f(n) = %. Ahora, en coordenadas polares, podemos escribir

Tj(t) ) J2 J2J :f(n) ;2J+ 2] J :O,
NEERRT iTY;
, (1.11)
. acyj —ij'j wj +yj
0;(t) = “=5—5" = f(n)—5—3 = f(n).
J a3 +y3 3+ y;

Esto nos dice que al colocar los vértices sobre un n-agono, éstos se move-
ran al rededor del origen a velocidad angular constante, conservando su
configuracién n-gonal. Esto es un equilibrio relativo y si pasaramos a coor-
denadas rotantes con una rotacién compensante w, = — f(n) tendriamos un
equilibrio de verdad. Esto es lo que haremos con més detalle sobre la esfera
en el tercer capitulo.



Capitulo 2

Sobre Vortices en Superficies

Ya discutimos vértices fijos y dindmicos en el plano. No hay mucho mas
por hacer ahi, asi que el siguiente paso es cambiar el ambiente - pasarlos a
una superficie curva. En este capitulo derivaremos la dindmica de vortices
sobre superficies y daremos dos representaciones: una local y una encajada.

2.1. La Energia del Sistema de Vortices

Sea S una superficie compacta diferenciable. Si pensamos a S encajada
en R3, entonces bastan dos pardmetros s = (s1, s3) para que cualquier punto
se pueda ver como r(s) = r(sy, s2) = (z(s1, $2),y(s1, $2), 2(51, $2))-

Flujo Incompresible Inducido por Vorticidades

Sea w(s,t) una distribucién de vorticidades tal que el campo de veloci-
dades inducido U(s, t) es incompresible, es decir, V - U = 0. Por definicién,
%r = U y dado que la distribucién de vorticidades se conserva al seguir un
elemento de fluido, nos gustaria determinar el movimiento de un elemento
arbitrario de fluido inducido por w(s,t). Este problema, como en el plano,

es fundamentalmente no lineal ya que el movimiento redistribuye w(s, t).

De lo que vimos en el primer capitulo y extendiéndolo a la superficie
podemos escribir el campo de velocidades como

U=n x Vi, (2.1)

23



donde n es el vector normal a la superficie (considerando a ésta encajada en
R3) y 1 la funcién de corriente. Afortunadamente, también vimos que

w= A, (2.2)

con A el operador de Laplace-Beltrami. De modo que el plan es éste: resol-
vemos 2.2 para obetener v y con 2.1 recuperamos U describiendo el movi-
miento de las particulas y la evolucién de w en S.

2.1.1. El problema de la inversiéon del operador

Para resolver resolver 2.2 necesitamos invertir el operador de Laplace-
Beltrami. Pero aun antes de ponernos a invertir distribuciones necesitamos
dar una distribuciéon. Notemos que, dada una superficie compacta S, si w
realmente define un campo de velocidades entonces debe integrar 0:

//Sw(s,t) dQg = //S Ai)(s,t)dQg,

pero Ay =n - (V x U), asi

—//Sn-(VxU)dQS,

y aplicando el Teorema de la Divergencia

—///Vv.(vXU)dv
[l

A esto se le llama Condicion de Gauss, habla de la conservacién del mo-
mento angular y es una condicién necesaria para que realmente tengamos
un campo de velocidades.

Si ahora consideramos, inocentemente, una distribucién de vorticidad
como las que tenfamos en el plano, a decir, de la forma w(s, t) = T'pd(s —sp)



tendriamos que

//Sw(s,t)dﬁgz//sl“é(s—so):F.

Esto no se anula al menos que I' sea cero, pero ese caso no es de interés
porque corresponde a un vortice sin vorticidad. Entonces, la distribucién
inocente no cumple la condicion de Gauss y, en consecuencia, no define un
campo de velocidades valido. Para remediar esto, introducimos un campo
compensante para quedarnos con w(s,t) = Ty (6(s —sp) — %) donde A es
el area de S, asi

//Sw(s,t)dﬁs—//sl“<5(s—so)—;) :T(l—%A):o.

Con las distribuciones de vorticidad definidas, ya podemos pasar a invertir
2.2. Usando lo que sabemos de funciones de Green, tenemos que la solucién
general es

¢0(S,t) = //S G(S,SQ)W(So,t) dﬂs, (23)

donde G(s,sp) es la solucién de fundamental o la funcién de Green, la cual
se obtiene de

AG(s,s0) = w(s —sp) =T <6(s —s0)) — i) . (2.4)

Por lo pronto trabajaremos dando por sentado a la GG. Mas adelante, cuando
haga falta en casos particulares, la derivaremos con cuidado.

2.1.2. Los vortices puntuales y la energia del sistema

De aqui en adelante consideramos n vértices puntuales con centros s (t)
y circulaciones I'y. Sobreponiéndolos obtenemos

wls.t) = YT <5(S—Sj(t)) - D (2.5)

! Nota bene: En [3] proponen alternativas para garantizar la condicién de Gauss, entre
ellas destaca la idea de colocar una vorticidad globalmente opuesta a las demas en el polo

norte. Volverémos a mencionar esto més adelante.



Entonces de 2.3 tenemos que para el k-ésimo vértice se cumple

k(s t) :/SG(s,sk)w(sk,t) dQ

~ [[[ .5 (565 - i) - 5 ) s

—Fk/ GSSk S—Sk( dﬂs—//GSSk dQS

= FkG(S,Sk( ))
Asi, por superposicion, la funcién de corriente queda como
t) =Y TxG(s,sk(t)) (2.6)
k
para s # sy.

De nuevo, el problema es que - como en el plano - v es singular en cada
vértice. Sin embargo, esta vez no basta anular la funcién de corriente en el
punto singular para quitar la autointeraccion, pues al tratarse de una su-
perficie compacta, la autointeraccién tiene dos partes: una parte local y una
que puede “regresar por atras”. Esto, escencialmente, se debe al término %.

Para darle la vuelta a este problema usaremos las ecuaciones de Hamilton
directamente y para ello necesitamos calcular la energia de interaccién (el
Hamiltoniano H) del sistema de los n vortices sobre S. La energia cinética
FE es

=5 [[ 1o =3 [ 1vueoPae
. ;//va(s,t)-v¢(s,t) d0s = —;//Slb(s,t)Aw(s,t) 05
=5 [ v tu s =5 [[ v o (6<s ~ (1) - jl) a9

1 > T J
= =5 D oTywlsy ) + ot [ ] (s ) d0s. (2.7)
2%: I //

Para una particula prueba, como la del Ejemplo 1.1.1, podriamos tomar
H = FE como el Hamiltoniano y acabariamos; desafortunadamente, para los




vortices no podemos tomar asi al Hamiltoniano por la autointeraccién ya
mencionada. Vimos, en el caso del plano, que bastaba considerar la simetria
radial para anular la posible autointeraccién de un vértice. Tampoco pode-
mos repetir ese argumento ahora porque no sabemos que nuestra superficie
sea radialmente simétrica alrededor de un vértice. Necesitamos una manera
més sofisticada de remover la autointeraccion local sin quitar la que pudiese
“regresar por atras”. En fisica, a este proceso se le suele llamar renormali-
zacion.

2.1.3. La renormalizacion del Hamiltoniano

Para poder hablar legitimante de “localidad”le pedimos a nuestra super-
ficie S que sea una variedad diferenciable. Asi, para cada vortice, podemos
comparar la autointeraccion local con el comportamiento “planar”que estu-
diamos en el primer capitulo. Recordemos lo que hicimos para renormalizar
las funciones de corriente en la seccién 1.1.2:

- 1 1 1
vi(x) = o ij log [lx — x| = 5~ ij log [lx — x| = 5T log f|x — x|
J#k J
1
= ¢k(x) — %Fk log ||X — Xk||~

Esto deberfa funcionar localmente y motiva definir a la funcién de corriente
en el k-ésimo vértice como el siguiente limite:

Y(sk,t) ;== lim (w(s,t) - g—fr log d(s,sk)) , (2.8)

S—Sik

con d( -, -) la distancia geodésica de la superficie S. Entonces, retomando
2.6, tendriamos que



wlsnot) = Jim (w6s.0) L log dis.s)

S—Sg

= lim ZF G (s, ;) —log d(s,sg)

S—Sg

Iy
— sllglk ZF iG(s,sj) + T'vG(s,si) — 2—log d(s,sg)

J#k
1
= ZFjG(sk, s;) + 'y lim <G(s, Sk) — Py log d(s, sk))

S—Sj
pors
= T;G(sk,s;) + TwR(sk). (2.9)
pors

Al factor R(sy) = limg_,s, (G(s,si) — 5= log d(s,s;)) se le conoce como la
Funcion de Robin. Sustituyendo esto en 2.7 podemos plantear el Hamilto-
niano para el sistema de n vértices como

1 Zk k
f,E Crtp(sy, t) + (s, t) dQ
2 - k k // S

1
2*52111@ ZFJG(Skaj)+FkR(Sk Zk k/ (s, t) dQs

% Ak
I—*ZZFkFGSbSJ ZFZ Ekrk//¢ t) dQg.
k j#k

Hay un par de observaciones que hacer sobre esta expresion.

Primero, notemos que no hemos supuesto nada mas alld de que S es
una variedad diferenciable y compacta, asi que el Hamiltoniano es bastante
general. Segundo, el ultimo término es constante ya que la integral de 1
sobre la superficie no cambia, asi que podemos omitirlo, simplificando el
Hamiltoniano a

= _7ZZI‘ I'vG( s],sk ZFQ S] (2.10)

Jk#j
El primer término describe la interaccién entre pares de vortices mientras
que el segundo describe la autointeracciéon renormalizada.



2.2. Calculando la Funcién de Green (G)
en Superficies de Revolucién

Hasta ahora todo ha sido muy directo porque hemos procrastinado el
calculo explicito de la funciéon de Green. Procederemos a calcularla para
superficies de revolucién en esta seccién. Si S es de revolucién respecto al
eje z, su representacién cartesiana es

x(0,0) = (x(0,0),y(0,¢),2(0,¢)) = (p(0) cos p, p(0) sen p, ((0))  (2.11)

para funciones especificadas p, ( y 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. Notemos que en el
caso de la esfera, p(f) =sen6 y ((0) = cos@.

2.2.1. Transformaciones conformes

Nos gustaria dar una transformacién conforme entre la superficie S y R?,
pero como la superficie es compacta y el plano no, empezamos considerando
a la superficie perforada: S, = S — {p} para algin p € S, digamos que p
corresponde a 6 = ¢ = 0. 5, s{ es homeomorfa a R?. Ahora, tenemos que

ds* = || dx||* = dz® + dy* + d2?
oz ox 2 oy oy 2 0z 0z 2
=|=-d0+—d —di+ —d —do+ —d
(ae i "") +<69 "o 9”) *(ae T *”)
= (p’ cos pdf — psengodcp)2 + (p/ sen ¢ df + pcosgodcp)2 + ({' d6)2
= (p)? d0? + p* dp? + () d6” = [(¢))* + (¢)?] db° + p* dp.
(2.12)
Consideremos un mapeo ® : S — R2 tal que (0, ¢) — (r(0), ). Estas son

coordenadas planares usuales. Nos interesa encontrar a r(f) de modo que
dado un factor conforme apropiado A?(6), ds? quede como

ds® = N (dr® +r* dp?). (2.13)
Planteando la identidad que queremos
()2 + (21467 + g2 dg? = X2(dr? + 1 dg?)

= N((")? do? + r* dp?)
= \2(r")2 d6? + \*r? dy?.



De ahi obtenemos el sistema

{W +(¢)? = N2

p? = \2p2

y asi
! /\2 12
T_VEPH R _p (2.14)
T p T
Dadas una condicién inicial y funciones razonablemente amigables p y ( se
pueden determinar r y A. Las expresiones 2.12 y 2.13 (que son la métrica de

la superficie) nos permiten establecer una dos forma (o forma de érea)

dQ2g = (Adr) A (Arde) = p/(p')? + (¢')? dO A dep,
que se puede reescribir como
dQs = —du A dy, (2.15)
si definimos (f) a partir de
f=—py(p)?+ ()% (2.16)

Estas tltimas son las coordenadas naturales (también llamadas coordenadas
de Darbouz).

2.2.2. La funcién de Green sobre la superficie perforada S,

Acabamos de ver que nuestra superficie perforada se puede conformar al
plano R? a través de una transformacién ® : Sp — R? con un factor conforme
A2(s). Como vimos en el primer capitulo, la dindmica sélo dependia de la
funcién de Green en el plano (1.4)

1
Grz2(x,x%0) = o log ||x — xo|.

Con x, xo puntos de R? y el indicando que es la funcién de Green planar.
La funciéon de Green surge como solucién a la ecuacién de Poisson con una
delta de Dirac como fuente

AxGr2 = 6(x — xp), (2.17)



(que de hecho es 1.3). En coordenadas polares podemos escribir

1 1
GRr2(x,x0) = by log [|x — x| = yy log [|x — xo||?

1 1
= log (12 + 12 — 2rrg cos(p — o)) = o log(r? + 12 — 2rry cos a)
T 7r

1
= —logy\/r2 4+ 1% —2rrocosa,
27
(2.18)

donde x = (1 cos p,rsenp), xg = (rocos o, rosen pg), @ = @ — Pg.

Lema 2.2.1. Sea ® : S, — R? una transformacion conforme con factor

conforme A\%(s). Entonces
AGpz(®(s), ®(s0)) = A*(8)dg2(®(8) — ®(s0)) = s, (s — 50), (2.19)
con Og2 Y 05, las deltas de Dirac sobre el R? y Sy respectivamente.

Demostracién. Por definicién, la delta de Dirac sobre R? es una distribucién

dr2 que satisface

[ 3vetox = x0) £ 2 = £ x0)
R
para f : R? — R. Consideremos, pues, una transformacién conforme

$: S, - R?

s — x(s)
con factor conforme A\?(s). Esto transforma la identidad anterior en
[ de@(5) = 00 £ (@(5))02(5) 25 = f((50)
P

definiendo g(s) = f(®(s)) tenemos que

/ /S [A2(s)32 (B(s) — B(s0))] 9(5) ds = g(s0),



lo que quiere decir que la delta de Dirac sobre S, (Js,) debe satisfacer
ds,(s —s0) = A*(s)0pz (®(s) — ®(s0))) - (2.20)

Finalmente, basta aplicar la transformacién a la identidad definitoria de la
funcién de Green en el plano AGg2(x,Xg) = dg2(x — X¢) para obtener el

resultado. 0

A partir de ahora omitiremos los subindices en las deltas confiando en
que el contexto basta para distinguirlas. Lo que el lema anterior nos dice es
que la funcién de Green sobre la superficie perforada es

G, (s,80) = Gra(p(s), ¢(s0)), (2.21)

ya que Gg, satisface
AGs, = 6(s —sp). (2.22)

Desafortunadamente, esta funcién de Green no es aplicable a superficies
sin perforaciones ya que no satisface la condiciéon de Gauss. Esto lo tratamos
a continuacién.

2.2.3. Extendiendo la funcién de Green al resto de S

Necesitamos ertender nuestra funcién de Green perforada G's, de modo
que cumpla la condicién de Gauss, esto sugiere lo siguiente.

Lema 2.2.2. La funcion de Green para la superficie fifi S se obtiene a partir
de
Gs(s,80) = Gs,(s, 50) — é(so) — G(s), (2.23)

donde

1 ~ 1
G(sp) = 1 /S Gs,(s,80)d2s y G(s) = i /S Gs, (s, 50) dSdsy, (2.24)
P P

recordando que dQs = p\/(p/)? + (¢')?dOdp = —dudp y A = 2m(u(0) —

wu(m)) es el drea de la superficie.



Demostracion. Primero veamos que Gg estd bien definida.

De 2.24:

G(s) = / Gs,(s,s0) dQs, = / Gp(p (s0)) dQs,,

notando que o = ¢y — ¢ implica da = dpg y usando 2.18 obtenemos

27
Y / / log [ +7(60) — 2r(6)r(6o) cos o] 1/ (6o) dby dar.

Pasando la A multiplicando e integrando respecto de «
K
AG(9) = —/ log 711/ (6g) dby, (2.25)
0
donde 7~ = méx{r, r,}!. Cortando la integral en dos e integrando por partes

6 s
AG(0) = —logr(0) /0 ' (6o) dfy — /9 log 7(80) ' (Ao) dby

r'(0o)
7(0o)

= —log r(0)[(60) — 1(0)]§ — [log r(6o) (1u(0o) — pu(m)]f + /;(u(%) — p(m)) dfy.

El limite superior del segundo término se anula, ya que

(o) — p(m) = p’(7)(6p — 7)?/2 cuando 6y — 7, de donde obtenemos

GWWZ;J%V@N+;ATW@®—MW»%$;w0 (2.26)

Potencialmente, podriamos tener singularidades en § = 0 y § = 7. Sustitu-

yendo 6 = 0 en (2.25) se tiene

AG(0) = — /0 " log (o)1t (0) db.

Tenemos que | log r(0) 1/ (6g)| es finito para toda 0y de modo que G(0) integra
a alguna constante, asi que no hay singularidad en # = 0. Sin embargo,

conforme 6§ — 7, la integral en 2.26 tiende a cero, es decir

G(6) — - loslr(6)]

Hvéase A.1].



cuando 8 — 7. Esto es singular, pues como el polo es mandado al infinito
tenemos que r(f) — oo cuando § — 7. Pero comparando esto con 2.18, ve-
mos que esto es justo lo que necesitamos para contrarrestar la singularidad

de G,. De modo que efectivamente Gg “pega bien”.

Falta ver que Gg es la funciéon de Green. Podemos aplicar el operador
de Laplace-Beltrami a Gg a partir de 2.23:
AGs(s,%) = A (Gs, (s,50) — G(s0) — G(5))

= AGs, (s,80) — AG(s9) — AG(s)

1
= AGs,(s,80) — 0 — 1 AGgp(s o) d€2s, (2.27)
0(s —so) / d(s —sp) df2s,
Sp

=0(s — .
(s —sp) —
Integrando sobre S

/SAGS(s,so)dQS _ //S(S(SSO) - %dQS
://st(s—so)dgs—/sidgs .

1
=1—-—A
A
=0.
Lo cual verifica que Gg es una funcién de Green sobre S. O

Obs. Gg es simétrica respecto a sus argumentos:

Es claro de G2 es simétrica respecto a sus argumentos, asi

Gsp(8,80) = Gr2(9(s), p(s0)) = Grz(¢(s0), ¥(s)) = Gsp(s0,8),

luego

Gs(s,s0) = Gsp(s,80)—G(s0)—G(s) = Gs,(s0,8)—G(s)—G(s0) = Gs(s0,8).



Obs. De 2.23 y 2.24 se sigue que

//S Gs(s,80) dds = /S[GSP(S’SO) — G(sp) — G(s)] dQs

_ / / G, (s,50) d% — AG(s0) — / / Gi(s) dQ
:/ sy (s, 50) d%s — AG(s0) //G ) ds
= AG(sp) — AG(sg) — //G :—//Sé(s)dQ

es constante. De la segunda a la tercera linea quitamos un punto en el primer
término, lo cual no altera la integral pero nos permite completar la definicién

de G(so).

Obs. Del argumento de buena definicion, se sigue que la funcién Gg cumple

1 1
lim Gg(s,sp) = —2—log(r0) y hm Gs(s,s0) = —5 log(r).

00— ™ Oo—m

2.3. La Dinamica en Superficies de Revolucién

El Hamiltoniano

Hasta ahora, lo que hemos logrado es desingularizar la funcién de Green
G que nos pide el Hamiltoniano 2.10, y como la funcién de Robin esta dada
en términos de G:

; 1
R(sg) = Sh%nélk (G(s,sk) ~ 5 log d(s,sk)> ,
pareceria que ya acabamos. Sin embargo, para superficies de revolucion, aun
podemos simplificar la funcién de Robin bastante. La distancia geodésica d
tiene la misma forma que la diferencia local, ds, recordando 2.13 tenemos

Sli)rls’lk d(s,si) = A(sg) sliglk \/(r — )2+ ri(p — pr)? (2.29)
= A(sg) lenSlk \/r2 + 12 4 11 cos(p — o), (2.30)



donde la segunda identidad es andloga a 2.18 de modo que, en el limite, el
segundo término en

1 1 1
p logd(s,sk) = o log[A(sk)] + 5 log \/r2 + r,% + 77 cos(p — )]

se cancela con Gg,, as

R(sg) = lim (Gg(s,sk) — %log d(s,sk)>

S—Sgk

= lim (Gsp (s,s) — G(s) — G(sp,) — % log d(s, sk)> (2.31)
. f% log[A(sx)] — 2G(sp),

donde A(sy) = 2 Eg:; para superficies de revolucién. En la extensién de Gg,

tenemos que G(sy) también sélo depende de 6y, entonces la funcién de Ro-
bin también es funcién exlusivamente de 6. Finalmente, tenemos que para
superficies de revolucién el Hamiltoniano de 2.10 se puede escribir como

H= —% > > ThDGise,s)) + ﬁ > T (10g[A(sk)] - 2@(Sk)) - (2:32)
ko jk k

2.3.1. Un resultado sobre variedades simplécticas

Por fin tenemos al dichoso Hamiltoniano (2.32) y una forma de 4rea
(2.15), pero falta explicar su relacién con la dindmica que nos interesa. Para
ello es necesario tomar un momento para mencionar un par de cosas sobre
variedades simplécticas y Hamiltonianos. Los siguientes resultados son to-
mados de [4] y son incluidos por completitud.

Una forma simpléctica en una variedad M es una 2—forma no degenera-
da y cerrada Q. Al par (M,Q) se le llama wvariedad simpléctica. Como 2
es no degenerada entonces M tiene que tener dimensién par!, digamos 2n.
Ademés M es orientable pues Q" define una forma de volumen. Como 2 es
no degenerada, entonces la forma define un isomorfismo

S:TM — T*M
X = QX,),

'De lo contrario Q tendrfa un kernel no trivial, contradiciendo la no degeneracién.



donde Q(X,-) denota la contraccién de la forma Q2 por el campo X. Sea J
el inverso

J=S8"1:T*M — TM,

y sea H : M — R un mapeo diferenciable, entonces H define el campo
vectorial en M dado por
Xy =JdH,

que es el inico campo que satisface Q(Xg, ) = dH. A Xg se le llama el
campo vectorial Hamiltoniano asociado al Hamiltoniano H. Entonces M es
el espacio fase y al flujo asociado ¢ : M — M se le llama flujo Hamiltoniano.
Como para cualquier funcién F' se tiene que

d
aFogot =dF (Xg) = UXp, Xn),

entonces

F={F H},
donde {F, H} es el bracket de Poisson definido por

(F H} = dF(Xp) = Q(Xp, Xi).

Es inmediato de las definiciones que H es conservada por el flujo ¢; porque
Q(Xmg,Xg) = 0. En fisica, a esta propiedad se le llama conservacién de la
energia. A las cantidades F tales que {F, H} = 0 se les llaman cantidades
conservadas porque no cambian con el flujo.

En nuestra situacién ya sabemos que H es conservada (pues es una
energia y la energfa se conserva), lo que nos interesa es el flujo que la con-
serva.

2.3.2. Las ecuaciones de movimiento para

superficies de revolucion

Las ecuaciones de movimiento del vértice x, en la superficie S C R? est4,
dada por

% (t) =n x VH(x), (2.33)

o bien, por .
Fkék = JQVSkH(Sk), (2.34)



donde

- (0 1
= (40)

es la matrix antisimétrica genérica. Es decir, tenemos dos maneras equi-
valentes de pensar a nuestra superficie, con ecuaciones encajadas (2.33) o
ecuaciones locales (2.34). Es importante aclarar que son equivalentes porque
vamos a estar alternando entre las dos representaciones.

Como parametrizamos a la superficie S por s = s(p, i), entonces las
posiciones de los vértices estan determinadas por (¢j, 115). Dado que en la
superficie S la forma de volumen es Qg = —du A dyp, la ecuacion (2.34) en
las coordenadas (yj, 11;) estd dada por

Tjp; = OuH (2.35)
Ujjj = —0,H

La ecuacién anterior determina un sistema Hamiltoniano para los n vorti-
ces en la esfera. Es decir, la variedad M = S™ es simpléctica con la 2-forma

n
Q= ZF]' d(,Dj A d/,Lj.
j=1

Para ver esto notemos que,de acuerdo a la definicién, el campo vectorial
en M esta determinado por el Hamiltoniano H. Sea 82_ y a%_ la base de
J J

TM y dy y dy, la base de T*M, entonces dp; A dpu; (%,-) = dp; y

dp; N dp; (%, ) = —dyp;j. Por lo tanto, el campo es

n
0 0
Xp=) It <—a H—+0 H)
jz_:l ! PO T Oy
porque satisface

QUXp,-) = (0p,Hdp; + 0, Hdp;) = dH.
j=1

Por lo tanto el flujo determinado por Xy en M es equivalente al sistema
(2.35).



El par Posicion-Momento en superficies de revolucion

Como nota cultural, vale la pena mencionar que si hubiéramos trabajado
con un enfoque mas fisico, hubiera bastado observar que las superficies de re-
volucién tienen un par canénico de posicion y momento (qx, pr) = (pr, Lrtik)
para cada vértice k

p
sk = (P&, ti) = <Qk> 1in> , k=1,-- n. (2.36)

Asi, que el campo vectorial U sea incompresible se traduce a

o 0¢
v.u=2",.9_, (2.37)
o Ody
Entonces, como en el Capitulo 1, existe una funcién de corriente 1 tal que
.

= = ——". 2.

Para cada vértice puntual tenemos las mismas ecuaciones y la funcién de
corriente ya la dimos en 2.9. De manera equivalente y consistente podemos
obtener ¢ y {1 a partir de las ecuaciones de movimiento 2.34, si tomamos a
i como la posiciéon y a I'yur como el momento:

i = Flkgiﬁ kbl = —gi- (2.39)
Obs. La cantidad M = ), T'y 1, es constante respecto al tiempo, esto debido
a la simetria meridial del Hamiltoniano al tratarse de una superficie de
revolucién. Por lo tanto, resulta apropiado llamar a M el momento angular

del sistema.






Capitulo 3

Sobre Vortices en la Esfera

3.1. Un Palido Punto Azul

Vamos a aplicar la teoria desarrollada en el Capitulo 2 a una superficie
concreta. En un profundo alarde de imaginacién tomaremos a la esfera uni-
taria.

Figura 3.1: La esfera unitaria, en azul.

En este caso tenemos que p(f) = senf y ((0) = cosf, sustituyendo esto
en 2.14 obtenemos

r / ' cos6)2 + (—sen §)2
r_¢<p>2p+<<>2:¢( 0>S;é %) :S; PRNCRY
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que podemos integrar con r(0) =0

G
de
= logr(f) = / —log(cot # + csch)

0 senf (3.2)

() = 1 _senf |1 —cos0

~cot@+cscd  14+cosf  V1+cosh

Luego, el factor conforme queda como
p(0) 1+ cosd

AO) = —=% = ol ——— | =1 0 3.3
(9) ) sen < p— + cos#, (3.3)

y la coordenada meridial y sale de

1 =—p\/(p)2+ ()2 = —senfy/(cos0)2 + (—sen )2 = —sen
= pu(f) = cosb.
(3.4)

Ahora necesitamos calcular la funciéon de Green, para ello empezamos cal-
culando G(0):

17AG(6) =logr®) + [ (u(to) — il >>T'((§§)) a8,
B 1 —cosf
B <1+COSH

(
(2 Lo
= ) seno 0

+ cosc90+ 1) en9
0

14 cosf * 1 — cos b (3.5)
cos @ '
=1 1 (1—
og<1+ p— + [log(1 — cosf + 0)]g

G tiene una singularidad cuando § — 7, pero ese problema ya lo estudiamos
(y resolvimos) en el capitulo anterior. Continuando, tenemos que la funcién
de Green es



G(s,80) =G, (s,80) — G(so) — G(s)

1 - -
=1 log(r? + 7“(2) — 2rrgcos(¢ — ¢p)) — G(0) — G(09)
1 1—cosf 1—cosby \/1—6039\/1—00500
47 Og(1+cose+1+cos00 1+ cosf 1+COSHOCOS(¢ ¢0)>

1 1 0 1 1 0
v e <+COS> v e <+6080>

4 2 47 2

1 1——cosf 1—cosfy 1—cosf 1—cosby
— —9 . _
47 © (1—|—C089+1+C0890 \/1+COSH 14—00590008(qzs Qf)o))
1 1
+ ym log ((1 + cos0)(1 + cosbp)) — yp log(4)
1
= log((1 — cos8)(1 + cosby) + (1 — cosbp)(1 + cosh)
T
1
—2¢/(1 = cosB)(1 + cosh) - (1 — cosbp)(1 + cos bp) cos(¢ — o)) — o log(4)
T
:% log(2 — 2cos 0 cos By — 21/ (1 — cos? 0)(1 — cos? b) cos(p — ¢o)) — % log(4)
7r 7r

—ilo I = ol
Tor 8 2 '

(3.6)
Ahora, la funcién de Robin queda como
1 ~ 1 1 14 cos¥
R(0) = ~3x log \(0) —2G(0) = ~5- log(1 + cos @) + 25 log (2)
~ log2
o
(3.7)

Al ser constante, la funciéon de Robin no aporta nada a la dindmica (en
particular, nos dice que los vértices no autointeractiian en la esfera, lo cual
no deberfa ser sorpresa, pues la esfera es verdaderamente simétrica) de modo
que la podemos suprimir del Hamiltoniano:



H=— %Z D TTG(s),sp)

J k#j

= ﬁ > D TiTklog (’Xj 5 Xk’) (3.8)

J k#j

1 |x; — x|
=— — ) I'Tilog | 2.
3 2T ’“Og< 2 )

k<j

3.2. La Funcion de Corriente

Con todo esto ya podemos obtener la funcién de corriente a partir de 2.6

Y(x) = ;Zulog(’x;x’“‘). (3.9)
k

Derivando

5, 1 0 r—xp)?+ (y—y)? + (2 — )2
é;i__zrlog(\/( k)24 (Y —yp)® + ( k))

O 1 Y — Yk
oy %ZF

k
oY 1 z— 2k
9 N Sk
0z 27rzk: Mlx — xp 2

) B 1 T
SV = %%:‘X_xlcp(x Xp)-

Luego, de 2.1
U(x) =n x Vi)(x) = x X —izi(x—x)
B B 2m £ |x — xg|? F

1 X X X 1 X X X
=— I'y———— = — r 1
27r§k: k]x—xk\Q 2%%: k\X\Q—Q(X-xk)—i— |x|? (3.10)

1 X X X
il Ty
4 P 1—x-xp




donde al final usamos que |x| = |x;| = 1 por estar en la esfera. Con esto
ya podemos ver vértices estaticos en accidon. Ademads, las lineas de corriente
corresponden a los valores constantes de 1 (x):

P(x) = cte

—kalog( Xk|) = cte
_ k
11 (%) _ cte.

k

(3.11)

3.2.1. Ejemplo 3.1 - Una distribucién de vorticidad puntual

Imitando lo que hicimos en el primer capitulo, empezamos graficando
una distribucién de vorticidad puntual constante con centro xg = s(zgr T
con vorticidad I'g = 1, el campo vectorial correspondiente es

At 1—x-%x¢ 47

1 X X X 1 XX(L
UO(X):_'—O_ \[\[\[

las lineas de corriente, no sorpresivamente, son circulos respecto al eje xg.
Esto se debe a que 3.11 para n = 1 corresponde a |x —x¢| = cte. De nuevo, se

Figura 3.2: Campo de velocidades Uy y algunas lineas integrales.

ve que al rededor del vértice las velocidades se anulan — esto es consecuencia
directa del hecho de que la funcién de Robin es constante.



3.2.2. Ejemplo 3.2 - Distribuciones de vorticidad sobre
poligonos regulares

El paso siguiente es pensar en un par de vértices. Como queremos con-
servar algo de simetria, pondremos los vértices reflejados respecto al plano
yz. Este ejemplo es andlogo al ejemplo 1.1.2. Sin embargo, hay dos casos
que separar: cuando los vértices estan diametralmente opuestos y cuando
no. Asi, consideremos un par de vértices sobre el eje x y otro a 45 grados
sobre éste.

Figura 3.3: Campos de velocidades U; y Us.

En azul estéan los vortices y en rojo las trayectorias obtenidas al simular

numéricamente particulas prueba colocadas en distitnas posiciones.

Lo primero que llama la atencion es que las trayectorias de Us se pa-
recen mas al caso del plano, de hecho, colocando una particula prueba en



(v/2v/2 — 2,0,v/2 — 1) se obtiene, escencialmente, una lemniscata. Mientras
que en en Uj las tnicas lineas de corriente son circulos respecto al eje x. No
es dificil probar que existen lemniscatas para cualquier par de vértices que
no sean los diametralmente opuestos. Esto nos dice que la simetria ecuatorial
es especial. Esto lo exploramos un poco maés en el siguiente ejemplo.

3.3. La Dinamica de Los Vortices

Dado que los vértices no interactuan consigo mismos, basta tomar la
expresion que tenfamos para U(x) y omitir el término correspondiente al
k-ésimo vértice para obtener que

= Z jlx’“xxj (3.12)
T — X}, * X

Alternativamente (y de manera mds formal que “omitiendo” un término),
podemos optener la misma expresion a partir de 2.33, notando que en la
esfera las normales coinciden con los puntos de ésta. Asi,

Fka = X X VXAH.

Usando que Vx, H = Zk 21 Fk ”X < Hz es facil ver que las expresiones
anteriores realmente son la misma.

3.3.1. Otro par de simulaciones numéricas

Exploremos qué pasa si “soltamos” los campos Uy y Us. Para Us tene-
mos que los vértices forman una coreografia circular (de hecho es la prota-
gonista de esta tesis), igual que en el plano. Sin embargo, para los vértices
diametralmente opuestos tenemos jun equilibrio!



Figura 3.4: Dindmica de vortices correspondiente al campo Us.

En azul las posiciones iniciales y en morado las trayectorias.

Figura 3.5: Dinamica de vortices correspondiente al campo Uj.

En azul las posiciones iniciales y vacuamente en morado las trayectorias.



3.3.2. Los equilibrios y los equilibrios relativos

De nuevo, nos interesa identificar concretamente los equilibrios y equi-
librios relativos. Tomemos n vértices distribuidos inicialmente sobre un n-
dgono paralelo al plano zy a una altura cos ¢g, con ¢g € (0, 5]. Esto es

27k 2k
x(0) = (sen ¢g cos %, sen ¢ sen %, cos ¢y). (3.13)

Ahora, imitando el primer capitulo, veamos la dinamica inicial del primer
vortice.

%‘H

) 1 X0 X Xk
0) = — _R0 2Rk
*0(0) 47Tkz7m1—X0'Xk
"zjl (sen ¢, 0, cos ¢p) X (sen ¢g cos 27rk ,sen ¢g sen =X 2“1‘3 , COS ()

27rk

1 — (sen ¢, 0, cos ¢p) - (sen ¢g cos <22, sen ¢ sen T~ 2”]“ ,COS ¢)

3?
|
_ =

(— sen ¢y cos ¢ sen <X 2’”“ —sen ¢ cos ¢p(1 — cos 27”’“) sen? ¢ sen 27rk)

27rk

|
-
N

1 — s.elrl2 o cos ZEE — cos? ¢

k=1
1 § (— sen ¢ cos ¢ sen 2Z% | — sen ¢y cos ¢ (1 — cos 27rk) sen? ¢g sen 2“’“)
4w — sen? ¢g + cos2 o — sen? ¢ cos % — cos? ¢g
1 nil (— sen ¢ cos ¢ sen & —sen ¢ cos ¢p(1 — cos 27rk) sen? ¢ sen 27rk)
it sen? ¢ (1 — cos 2Z)
1 nz_:l (— cos ¢g sen = Q’Tk —cos ¢p(1 — cos 27”“) sen ¢ sen 2”k)
CAr — sen ¢o(1 — cos 22£)
1 "*1( 60 cot ™ cot o, cot ™) = (0, —(n — 1)< g
=— — cot ¢ cot —, — cot ¢g, cot —) = (0, —(n — ,0).
47 0 n 0 n 47

e
Il
—



Entonces, por simetria tenemos que

. cot —
Xk(t):(n—l) 4¢0 Yk : Tk ,O
T \Ya e
~ n—1cosgg Yk —T 0
- 4 9 ]
A Werri s
- " o (3.14)
- 4 ) )
etk \Vet e+
- n—1 < Yz  —TEZE 0)
A Ny e
n—1 ( 2L 2k O>
= Yk PRI _xk72) 3
47 11—z 11—z
o en coordenadas (locales) esféricas
. cot g 1 n—1 cosgg
0,(t) = —(n — 1 = = cte,
k() (n=1) 41 sen ¢y 41 sen? ¢ e (3.15)
or(t) = 0.

La ecuacién 3.15 es muy facil de leer y nos dice que sélo hay dos equi-
librios posibles: uno si n = 1 (el caso trivial donde sélo hay un vértice) o
cuando ¢g = 7, es decir, cuando los vértices estan en el ecuador. Sin em-
bargo, tenemos que las configuraciones n-gonales conservan su altura inicial
y rotan con velocidad angular constante respecto al eje z. Eso, de nuevo, es
un equilibrio relativo.

Ahora, si pasaramos a un sistema de referencia en coordenadas rotantes
con una rotacién compensante

n —1 cos¢g

(3.16)

Wp = —
4 sen? ¢g’

nuestro equilibrio relativo se vera como un equilibrio de verdad. La estabi-
lidad de este equilibrio es lo estudidremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

La Estabilidad Lineal

En este ultimo capitulo nos interesa estudiar la estabilidad de nuestro
sistema poligonal. Para ello procederemos a linealizarlo para poder analizarlo
eficientemente.

4.1. Pasando al Mundo Complejo

Hasta este momento, hemos evadido el uso de la variable compleja por-
que no nos ha hecho falta, sin embargo, para lo que nos interesa estudiar a
continuacién, nos conviene trabajar en coordenadas estereograficas. De mo-
do que procedemos a replantear lo que ya teniamos en este nuevo sistema.

4.1.1. El cambio de variables

Vamos a proyectar a la esfera unitaria estereograficamente desde el polo
norte py. Para cualquier punto x € S? — pg, x = (z,y,2) tenemos que la
proyeccién estereografica q de x es

T+ 1y
1—2z°

q= W(X) = F(.CC,y, Z) = (41)
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Entonces

% —xx? (x5 —ap)? 4 (g —yr)? + (25 — 2)?

4 B 4
_ BTy A a i+ 2R - 20wk + Yy + 25%)
4
22z + Yk + 25%)
4
_ 200 = zjzk) — () + i) (@ — iy) — (25 — iy;) (zx + 1y;)
4
2 2zjz — (w5 + dyy) (e — iyr) — (x5 — iy;) (z + iy;)
4
(T4 2) (1 = 2) + (1 — 25)(1 + z)
(=g +ayy) (g —dye) — (5 — dy;) (2 + 1Y)
4
1+ 4+ me Ty =iy _ L5 Trptiye
1—2z; 1—2z 1—2z; 11—z 1—z; 11—z

i
4(1—zj><1—zk>
1— z 2 _ _
(I—=z; )2 + (1 Zk) — 459k — 459k
(I—2j)(1—2p)+(1+25) (L —2)+(1—2;) (L +2x) +(1+2;) (1+2)
(1—z;)(1—2k)

S 287 2

B ) I (e A A L ks
o 1+Zg 142 1+Zj 1425
1+ + 1—zg + 1—z; 1—z
22
oi+y; xk+yk = =
_ (1—2;)2 + (1—2x)% 49k — 459k
2+y3 ap+yp $J2'+yj2' ap+yp

I+ a5 + a0 T )2 (o)
;12 + lak|* — 4@k — Gjax
14405 + e + 43591k

_ lgj — ax?

(g [ax?)

de modo que para el Hamiltoniano tenemos



L 2
Y ('Xf - )

J k#j
_ = lgj — %’2
B ZZ ( 1+|qj\2)(1+lqk\2))'

Sin embargo, vamos a simplifcar el Hamiltoniando reduciendo! el factor de
% porque no juega ningun papel relevante en la linealizacién o estabilidad,
asi que trabajamos con

1 o g — axl?
H=-32. 2.1 g<<1+\qﬂ2><1+\qk12>>’ (4.2)

y nuestra rotacién compensante, de 3.16 queda como

n — 1 cos g n—1 =z n—1 =z
Wy = = =
" 4 sen?2 g A 22 4 92 A 1 — 22
2_
:n—l :2_& :n—l rt—1
47 1 r2_1 2 4 47’2 ’
T\t

donde hemos usado que en la representacién polar a = re®, el médulo T

estd relacionado con la altura z en la esfera como r = 1:2 , 2= Como

r2+1
omitimos el factor de % en el Hamiltoniano, siguiendo las cuentas se ve que
también desaparece en la rotacion compensante de modo que trabajamos

con
—1/r=1
wp = = (7“) . (4.3)

2 472

4.1.2. El nuevo planteamiento

Ahora el Hamiltoniano se escribe como

— qi|?
H(q }:E)g 44%) 0T (4.4)

jlkl

esto es tomar T'; = 2 en lugar de T'; = 1 como habfamos hecho antes.



v la forma simpléctica queda

Q=>2i(1+ |g;|*)?dg; A dg;. (4.5)
j=1
Y sea
q
V(q) = wG(q) + H(q) donde G(q) = 22 1 —’i-]|q 2 (4.6)
j

el potencial enmendado. Ademés queremos trabajar en coordenadas rotan-
tes, es decir que tomamos g;(t) = e/“tu;(t). Asf las ecuaciones de la dindmica
estan dadas por

A1+ |u;?) 2 Jiy = Vo, V(u), (4.7)
donde

n
uj — ug uj
Vo, V() = 4(1 + |ui*) 2wu; ( J — J )
" ! ’ ]; Juj —ug* 1+ fuy?
KA
Finalmente, nuestro n-dgono queda representado por a = (a;(t))j—; donde

a;j(t) =re S y la rotacién compensante, la que nos da el equilibrio, es

(4.8)

4.2. La Linealizacién
Ahora queremos linealizar la ecuacion 4.7 en a, despejando u tenemos

0= —3(1 +u)2IVV (),

J=(J,...,J). Puesto que a anula a VV, al ser un equilibrio, la linealizacién
estd dada por

1
a=—_(1+ r2)2JV2V (a)u,
Despejando de regreso tenemos

41+ 7% 2Ja = V*V(a)u



si ahora consideramos u(t) = e

valencias:

vo, entonces se cumplen las siguientes equi-

u(t) es solucién <= 4(1 +r?)"2I e vy = V2V (a)eMvg
— 4(1+7r*)2Thv = V2V (a)vy
= —4(1+7r*) 2T + V2V (a)vg =0
= (—4(1+7r*)72IN+ V?V(a)) vo = 0,

de modo que nos va a interesar estudiar

—4(14+r*)"2IN+ D?V(a) = 0. (4.9)

Para estudiar los sumandos de 4.9, es 1til ver el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sea M(\) = —4(1 +72)72J\ + D*V(a).

Entonces

MT(N) = M(=N)
Demostracion. Basta notar que D2V (a) es autoadjunto y que J© = —7J.
Asi,

MT(A) = (—4(1 + %) 23N + D*V ()"
= —4(1+7*) 23" A+ D*V(a)

= —4(1+7°)2J(=X) + D*V(a) = M(-A).

De forma inmediata se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1.1. det M(\) = 0 <= detM(—\) = 0. Es decir, si A

anula a det M entonces —\ también.

Esto tiene como consecuencia que si A = n +iv;n,v € R anula a M
entonces también lo haran —A, A y —A. Sin embargo, para que las soluciones
puedan ser linealmente estables (fendmeno de nuestro interés), necesitamos



que no haya soluciones a la izquierda del eje imaginario, o bien, que A coin-
cida con su conjugado. Asi pues, estamos buscando soluciones de la forma
A =iv con v € R. De modo que si definimos

M(v) = —4(1 +r*)2viJ + D*V (a),

la cual simplemente es una presentacion mas concreta de M con argumentos
reales. Ahora nos interesard estudiar las raices reales de

det M(v) = 0. (4.10)

Para poder continuar, necesitamos calcular DV (a).

4.2.1. Representaciones irreducibles

Para calcular el Hessiano de V' consideramos A;; como los menores de
2 x 2 de D?V(a) € Mg (2n), es decir

DV (a) = (Ai)} -

Lema 4.2.2. Para j € {1,...,n— 1} tenemos que

1 ' n—1

Apj=———(9°R) , Ay = A=) A,
(2rsen(%))2

<.
Il
—

donde R = diag(1,—-1), ¢ = 27” y A =s1r ' —4s1(1 +r%)~2diag(1,0)

Demostracion. Primero, observemos que de 4.7

n
Tn Ty — T}, Ty
Ve, Vi) =dw—"T"— — E —
e V(@) 1+ |zy)? kZl(!xn—ka 1+]a;n|2)
k#n

T _
= o (- 1) :
1+ |x,)? ( ]wnP Z \xn — ka

asi que el menor A,; estd dado por

Ty — T
Anj = ijvan(CU)}xj:aj - ij ( j>

_|xn - xj’2

Tj=a;



dado que a; = (rcos j¢,rsenj(), tenemos que

2 1-— )2 —(1 — cos j()sen j
Ay L oo (1 = cos j¢) ( j¢)sen j¢

lan — a;1*" |an — a;|* —(1 —cosj¢)sen j¢ (sen j¢)?

y usando que |a, — a;|* = 2r%(1 — cos j¢) = 4r?sen?(j(/2), y que
sen? j¢ = (1 — cos j¢)(1 + cos j¢), podemos escribir

) 1 ; 1—cosj¢ —senjC
T a9 o -
4r?sen?(j(/2) —senj¢ 1+ cosjC

Sea

T Tn
A=D, (dw—"" 1)
o (8 T+ )1+|xn|2>‘x

n=0an

de modo que la matriz A, satisface
o Ty — .%'j o . )
= 4= 3 0n (-2 ) = 4= S
J#n
Ahora calculamos A explicitamente

4w n—1 9 8w n—1 .
_ _ diag(1
4 (<1+r2>2+1+r2>1 o <<1+r2>3+<1+r2>2> g (1,0)

ri—1
472

usando que w = s3 , tenemos que el primer paréntesis se simplifica a

”Tflr_Q y el segundo a (n — 1)7"_2(1 + r2)_2, de modo que

A= 517721 — 4s1(1 + r?) "2 diag(1,0).

Ya con esto, procedemos a dar una descomposicién por bloques.

Definicién 1. Para k € {1,...,n} definimos los isomorfismos T}, : C* — W},

a través de

1 . 1 . 1 )
_ (tkI+J)¢ 2(tkI+J)¢ n(ikI+J)¢
T (w) (\/ﬁe w, \/ﬁe w,..., \/ﬁe w>



con
Wy, = { (e(ik1+J)§w’e2(ikI+J)§w’ 3 "en(ikl—i—J)Cw) Cw e C2} cc2n

Obs. Los subespacios W son ortogonales, de modo que la transformacién

lineal

Pw:ZTk(wk), w= (wy,...,w,) € (C)?
k=1

es ortogonal, o bien, que P permuta las coordenadas de la descomposicién

por bloques, de donde podemos concluir que

P~'D?V(a)P = diag(By, ..., By) (4.11)

donde las matrices By, son aquellas que satisfacen D2V (a)T},(w) = Tk (Bw).

Esto esta muy bien y todo, pero, ;quiénes son los Bi? Afortunadamente,
tenemos de [6] que los bloques By se pueden obtener apartir de

B, = Z:Anjej(”dJrJ)C para ke {l,...,n} (4.12)
j=1

asi pues, procedemos a calcular los By en el caso de los n vortices sobre la
esfera.

Proposiciéon 4.2.3. Los bloques By, estan dados por

By, = 51721 + (s1 — s1)r 2R — 4s1(1 + r*) "% diag(1, 0)

donde sj, = k(n;k).

Demostracion. Partiendo del lema 4.2.2, tenemos que A, = A— Z?fll Anj,



lo que es equivalente a A = >" | Ap; asi

By = ZAnjej(ikI—i—J)C _ ZAnjej(ikI+J)C+A_A

j=1 j=1
_ A+2Anjej(ikl+J)C o ZAHJ _ A+ZAnj(6j(ikI+J)C —I)
j=1 = =
— A+ ZAnj(ej(zkIJrJ)C D) 4 A (MRS ) = A ZAnj(eJ(zkIJrJ)C — 1)
j=1 j=1

recordando que A,,; = (2rsen(j¢/2)) %(e//R) tenemos

n—1 n—1

1 R g . .
B, — A 3JC (i (ikI+J)¢ A eJkC+25C _ 3 JIC
A 2 e * 2 GrenticP ¢ o
n—1 R
—A Jik¢ _ o3Iy,
* 2 GraGemRE e )

Usando que e 4 ¢* = 2cos z y que e//¢ = e737¢; ¢IC = ¢=IC podemos
escribir 2e7%¢ = eRC 4 =712 = 2 cos jk(; 2e77¢ = €7 4+ e77/¢ = 21 cos jC,

y asi

cosyk:C cos jC
By, =A+
F Z (2rsen(j¢/2))? 2 i

y sustituyendo 4sen?(j¢/2) = 2(1 — cos j()

—2sen?(jk(/2) + 2sen?(j¢/2) , R = sen®(jk¢/2) . R
A*Z Ar? sen?(jC/2) h=4+55 = Teen2(j¢/2) A+l

donde, como en el primer capitulo, hemos usado las identidades trigonométri-

cas de Lagrange para establecer que 3 > i ! f;;((]]kg/;)) = (”2_ R _ .

Sl—Sk)

Finalmente, basta sustituir la expresién de A para obtener el resultado. [J

Aplicando todo esto a 4.10, tenemos que en las nuevas coordenadas, la
matriz M (v) estd dada por

P7IM(v)P = diag(mi(v),...,mu(v))
donde los bloques my(v) € Mc(2) son
my(v) = —4(1 +r?)"viJ + By.



4.3. El Criterio de Estabilidad

Con la matriz M (v) representada diagonalmente por bloques, y los blo-
ques identificados explicitamente podemos empezar a analizar la estabilidad
lineal.

4.3.1. Las frecuencias normales

Empezamos obteniendo las frecuencias normales, es decir, aquellas que
anulan al determinante de M (v), pero como es diagonal por bloques, basta
revisar los determinantes de cada bloque my(v). Primero escribimos a my,(v)
explicitamente

my(v) = —4(1 +r?)"2viJ + By
= —4(1+7r*)2vid + s1r 2 + (51 — sp)r 2R — 4s1(1 + r*) " diag(1,0)

4dvi — 4
(Y mer +(2 0)+<2’“ 50_5>_ oz O
e A 0 0 =5 0 0

S1 + $1—Sk 451 41
B 2 2 (1+r2)2 (1+r2)2

- i s1 _ S1—sk
(14r2)2 r2 r2
((@2s1—sp)r t—dsi(1+ )72 i) (1407712
N —4VZ(1 + 7"2)_2 Sk;’l"_Q ’

cuyo determinante es
det(my(v)) = —*16(1 + %)~ + s (251 — sk — 4s1r2(1 + 7“)_2) r,

que se anula Uinicamente para

(1+72)?

2 Vi (251 — s — 4s1r2(1 4 172)72), (4.13)

v =
donde, para garantizar la estabilidad lineal, necesitamos que las frecuencias
normales v}, sean reales y no nulas', es decir, que el radical sea positivo.
Como los sj son estrictamente positivos tenemos que

!Cuando k = n el determinante también se anula, sin embargo, v, = 0 pues s, = 0.
Esto corresponde a rotar nuestras condiciones iniciales de modo que cada vértices caiga

en el siguiente.



sk (251 — sk — 4s17%(1 + r2)_2) >0
> 251 —sp —dsir*(1+717) 72 > 0

=2k 2142250
51

=2k S 421 4 2)2
51

Obs. Una condicién necesaria para lo anterior es que la cantidad 2 — i—’; sea

estrictamente positiva, ya que 4r2(1 +r2)72 > 0.

Proposicién 4.3.1. La condicion necesaria 2 — ‘;—’1“ > 0 se cumple para toda
kEe{l,...,n—1} sin <6 y para toda k € {1,2,n—2,n—1} sin >7. Es

decir, éstos son los unicos casos donde las frecuencias vy son reales.

Demostracion.
Parte I: k € {1,2,n — 2,n — 1}.
Veamos que para toda n, los pares extremos satisfacen la desigualdad.

Para k=1 tenemos que 2 — % =2 — 31 =2 1 =1 > 0.

S1 S1
2(n—2 2(n—1)—2(n—2
_ g An=2) _ 2An-D)-dno)

_ 2
=1 >0

Para k = 2 tenemos que 2 — i—’; P
Notando que s = s,k se obtienen los otros dos casos. Ademas, esto cubre
totalmente los casos n = 2,3,4 y 5 pues en esos casos {1,2,n—2,n— 1} son
todos los k’s posibles

Parte II: kK = 3 con n > 6.

Nos falta checar qué pasa después de n = 5. Asi, supongamos que n > 6 y



que la desigualdad se cumple para k = 3. Esto es

7:2_M
S1 n—1

<~ 3(n—3)<2(n—-1)
<—3N—-9<2n—-2
= n<7

<~—n<6

es decir, el dnico n después del 5 tal que la tercera k funciona es n = 6.

Ademds, como k(n — k) es creciente en k para k € {1,...,[n/2]} sabemos
que la desigualdad no se vuelve a dar para ninguna otra k en {3,4,...,n —
4,n — 3}.

O

4.3.2. El teorema de la estabilidad lineal

Con todo esto ya podemos caracterizar la estabilidad lineal para confi-
guraciones poligonales de vértices sobre la esfera.

Teorema 4.3.2. Dados n vortices puntuales con vorticidades idénticas colo-
cados poligonalmente sobre la esfera unitaria a una altura z = cos @y con pg

el dngulo cenital, éstos mantendran un equilibrio relativo linealmente estable

sin<6y
k(n—k
(nl)—l<z2—0082tpg para toda k € {1,...,n—1} (4.14)
n_

Demostracion. De la seccién anterior vimos que la estabilidad lineal depende

de que para toda k € {1,...,n — 1} se satisfaga

92—k S 421+ 2)2,
S1



: 2 _ 14
Sustituyendo r* = 172

1 1 -2
PP (st N I
S1 1—=2 1—2
_ (1t 2\ 2
1—=2 1—=2

:1—,22,

tenemos que

lo cual es equivalente a

k(n — k)

1 — 1 < 2% = cos? g para toda k € {1,...,n —1}.
n—

Y creo que le pararé ahi...






Capitulo 5

Observaciones Finales

Repacemos brevemente lo que se ha hecho en este trabajo de tesis. Pri-
mero estudiamos superficialmente la dindmica de vortices en el plano donde
describimos equilibrios relativos. Esto fungié de guia e inspiracion para el
estudio de vortices en superficies mas generales, lo que conforma el resto del
trabajo. Después, con mucho detalle, adaptamos la teoria a superficies cada
vez més particulares — empezamos con superficies arbitrarias, avanzamos
mas en variedades diferenciables o simplécticas, dimos ecuaciones explicitas
para superficies de revolucién y finalmente aplicamos la teoria a la esfera
unitaria, donde caracterizamos la estabilidad lineal de equilibrios relativos
de configuraciones poligonales de vortices idénticos en funcién de la .

5.1. Una interpretacion del criterio de estabilidad

Antes de ver las aplicaciones de este trabajo necesitamos interpretar el
criterio de estabilidad, afortundamente esto no es muy dificil. Primero, no-
temos que el criterio 4.14 tiene dos variables: el nimero de vértices n y la
altura z a la que estdn colocados respecto al ecuador. Como mencionabamos
en 4.3.1, el lado izquierdo de la desigualdas alcanza un méximo en k = [n/2].
De hecho, el maximo es exactamente WQ](;% — 1, cuyas tabulaciones
aparecen a continuacion en la tabla 5.1. De acuerdo al criterio, para n vorti-
ces, la altura al cuadrado (22) debe ser mayor a lo que aparece en el renglén
inferior de la tabla y como z € [—1,1] queda claro que para 7 vértices la
estabilidad lineal llega a su limite.
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Nuamero de vortices,n | 2 |3 |4 | 5|6 |7

[n/2](n—[n/2]) 10114

B e 01013 )5]5]1
Tabla 5.1

Por otro lado, del primer capitulo sabemos que los vértices en el plano
si mantienen un movimiento circular estable. Un argumento geométrico su-
giere que la estabilidad de los vortices deberia“mejorar” entre mas cercanos
estén unos de otros, ya que para distancias cortas la esfera (en general, cual-
quier variedad) se aproxima a un plano. Como la cercania de los vértices
depende directamente de la altura a la que estdn podemos dar la siguiente
interpretacién: las raices cuadradas (pues z va al cuadrado) de las tabula-
ciones anteriores nos dan una cota inferior para la estabilidad, sin embargo,
ésta mejora a mayor altura. No sobra hacer énfasis en el hecho de que no
hemos estudiado la estabilidad no lineal de este problema, sin embargo las
siguientes aplicaciones sugieren que nuestro estudio de estabilidad es bas-
tante completo.

5.2. Un par de aplicaciones potenciales

Podria parecer que nuestro modelo de un fluido dos dimensional, in-
compresible y con vértices puntuales esta demasiado idealizado como para
reflejar fendmenos reales. A continuacién damos dos aplicaciones valiosas de
nuestro eatudio a escalas drasticamente distintas.

5.2.1. Fendémenos atmosféricos

Podria parecer razonable tratar de aplicar la teoria desarrollada al es-
tudio de la meteorologia terrestre, modelando huracanes, tornados o tifones
como vortices sobre el verdadero péalido punto azul: la Tierra. Sin embar-
go, es facil ver que este modelo tiene las siguientes deficiencias criticas. Por
un lado, la Tierra, con su topografia, no es suficientemente suave como su-
perficie y su atmésfera, ademds de ser compresible, no se porta como un
fluido ideal. Por otro lado, desde el punto de vista fisico, no hay vorticidades
puntuales en nuestra atmésfera; esto motiva una potencial continuacién de



este trabajo, a decir, el estudio de vérticidades con distribuciones suaves.
Se ocurre estudiar Ay = f con f una distribucién gaussiana, pero eso es
mucho mas complejo y escapa la visién de esta tesis.

Afortunadamente, existen planetas sin topografia y con atmésferas idea-
lizables: los gigantes gaseos Jupiter y Saturno. Estos planetas poseen atmosfe-
ras suceptibles de ser modeladas como fluidos incompresibles dos-dimensionales
sobre esferas. Es emocionante poder incluir en este trabajo las observacio-
nes de patrones poligonales cerca de los polos de Saturno [7] y de Jupiter [8].

El hexdgono de Saturno (figura 5.1) se observé en 1981 y sigue sin darse
una explicaciéon totalmente satisfactoria respecto a su formacién. A pesar
de que los mecanismos que dan lugar al hexdagono siguen sin identificarse,
los modelos [9] sugieren que se trata de vértices verticales distribuidos poli-
gonalmente en torno al polo, mientras que los experimentos [10] confirman
que, dadas las condiciones atmosféricas de Saturno, configuraciones de has-
ta ocho vértices deberian ser posibles. Asimismo, los mismos experimentos
observan una afinidad por las configuraciones hexagonales, sugiriendo que
son mas estables que los poligonos mayores. Esto es consistente con nuestro
resultado.

Figura 5.1: El hexagono de Saturno.
(Imé4genes cortesia de [11] y [12])

Por otro lado, Jupiter también posee configuraciones poligonales en sus
polos (figura 5.2). En este caso se observan un pentdgono en el polo sur y un
octagono en el polo norte. El pentdgono no deberia extranarnos pues para
n < 5 nuestro estudio predice estabilidad. Sin embargo, el modelo llega a su



limite cuando los poligonos corresponden a heptdgonos, asi que no tenemos
nada formal que comentar en el caso del octdgono.

Figura 5.2: El octdgono y el pentagono de Jupiter.

(Imégenes cortesia de [13] y [14])

No obstante, vale la pena senalar que tanto el hexdgono de Saturno como
los poligonos de Jupiter estdn dotados en un ciclon central. De hecho, en
el caso del Jupiter, se ha observado que el pentdgono junto con su centro
se mueven de manera estable y rigida, es decir, los seis vértices (incluyendo
el central) mantienen sus posiciones relativas incluso cuando la estructura
completa se mueve un poco [15]. No requiere mucha imaginacién relacionar
esto con la alternativa no tomada al garantizar la condicién de Gauss en
el segundo capitulo: en vez de introducir un campo compensante pudimos
haber introducido un vértice compensante.

Asi, aunque nosotros no modelamos la formacién de estas estructuras, las
similitudes superficiales indican que podemos tener confianza al considerar
aplicar este trabajo como soporte formal en el estudio de la estabilidad y
evolucién de estos fendmenos atmosféricos. Serfa interesante, ya que no lo
hemos hecho aqui, considerar el efecto de Coriolis en una esfera, esto queda
descrito Eulerianamente [16] por

U+ VyU+ VP = guJ‘

L es U con un cuarto

donde U es el campo de velocidades, P la presién, u
de vuelta respecto al ecuador y ¢ es el niumero de Rossy y es proporcional a

la frecuencia de rotacién.



5.2.2. El BECMEX

Como suele pasar con estos modelos idealizados, los ejemplos suelen exis-
tir a escalas césmicas o, simétricamente, a escalas atémicas. El siguiente
fenémeno tampoco lo conocia al iniciar este trabajo, de modo que quiero
agradecer explicitamente a mi amigo Andrés Gutiérrez, alumno del Labo-
ratorio de Materia Ultrafria, adscrito al Laboratorio Nacional de Materia
Cuéntica (LANMAC) del Instituto de Fisica de la UNAM (IFUNAM) por
ser el primero en llamar mi atencién a él. Debo advertir que la mecanica
cuantica estd en la frontera de mi esfera de conocimiento, asi que la siguien-
te explicacion debe tomarse con un grano de sal y en calidad divulgativa.

Para dar contexto, quiero empezar mencionando que el afio pasado, en
el LANMAC, el Dr. Jorge Amin Semen Harutinian, investigador del IFU-
NAM, junto con sus colaboradores y alumnos, logré producir el primer con-
densado de Bose-Einstein de México (BECMEX por sus siglas en inglés:
Bose-Finstein Condensate, Mexico), un estado de la materia ultrafria [17]
(fig. 5.3).

Figura 5.3: El BECMEX]levitando en su trampa magneto-6ptica.

(Foto cortesfa de Andrés Gutiérrez)

Un BEC suele describirse como un superfluido, el cual se obtiene al en-
friar &tomos o moléculas a temperaturas comparables con el cero absoluto.
Una propiedad interesante de estos objetos es que su momento angular esta



cuantizado, de modo que al poner todo el condensado a rotar se pueden
formar vorticidades en su superficie, las cuales se distribuyen en configura-
ciones estables. Estas configuraciones pueden ser poligonales, polihédricas o
distribuidas en latices tridngulares y fueron observadas en el 2005 por un
grupo de fisicos [18]. Esto es escencialmente lo que tenemos nosotros: una
esfera rotando (considerando la rotacién compensante que introdujimos pa-
ra garantizar la condicién de Gauss) con vértices précticamente puntuales
en su superficie.

De hecho, el estudio de configuraciones polihédricas fue considerado co-
mo tema alternativo para esta tesis y valdria la pena realizar esa investiga-
ciéon mas adelante. De cualquier forma, me da gusto afirmar que el modelo
presentado en esta tesis, aunque simplista, si es relevante en los estudios de
los fénomenos cudnticos presentes en la teoria de los condensados de Bose-
Einstein.

Aprovecho el espacio libre de esta cuartilla para agradecer a todos los
lectores de esta tesis. Su paciencia e interés son profundamente apreciados.



Apéndice A

Apéndice

A.1. La Integral

Me interesa evaluar la expresién

1 27
I(r,ro) = 4/ log[r2 — 2rrgcos o + r%] do
0

7

con métodos elementales , para la cual necesitamos varios lemas.

Lema A.1.1. Sea

1—r2

P =
(ra) 1—2rcosa+ 12

el Nicleo de Poisson, entonces para (r,a) # (1,0) se tiene que AP = 0.

9

Demostracién. Como AP(r,a) = L2 (r 2 P)+ %2872

2 P tenemos

AP(r,a) =

10 2(r2 + 1) cos a — 2r) 201 - r2)((r? + 1) cos a + r(cos 2a — 3))
ror ' (1-—2rcosa+r?)? r(1 —2rcosa +r?)3
2(1 = 72)((r* + 1) cosa + r(cos2a — 3) . 2(1 —12)((r? + 1) cos a + 7(cos 2a — 3))

- r(1 —2rcosa + r2)3 )~ r(1 —2rcosa+12)3

=0.
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Lema A.1.2. Sea

1 2

U(h Oé) P(Ta a — 80) d(,D,

:%0

entonces para r < 1 se tiene que AU = 0.

Demostracion. Como la integral no depende de r o « entonces el laplaciano

se le mete en la fila a la integral y aplicando el lema anterior se tiene

1 27
AU = —A P(r.a— )d
72 ) (ra— ) dy
1 27 1 27
- = AP(r o — @) dp = — 0d
o7 /. (ra— @) dy 27T/0 @
=0.

Lema A.1.3. Parar <1 se tiene que U(r,a) = 1.

Demostracion. Del lema anterior tenemos que AU (r,«) = 0, en particular
AU(r,0) =0, o bien %% (T%U(r, 0)) =0.

De modo que %(T%U(T, 0)) = 0, entonces T%U(T’, 0) = cte pero como esto
debe funcionar para toda r podemos concluir que %U (r,0) = 0 es decir,
U(r,0) también es constante. Evaluando en r = 0 se sigue que U(0,0) = 1.

Asi para r < 1, U(r,0) = 1 y como cos ¢ = cos(—) tenemos que U(r,a) =
U(r,0) =1.

Lema A.1.4. Sea

1 (2™ 2r—2
I T Cos @

- dep,
2 Jo 1 —2rcosp +1r? 4

entonces para r < 1 se tiene que I = 0.



Demostracion. Consideremos la siguiente suma

1 /27r 2r —2cos d 12 1—7r?
0

T+ U(r,0) =r— - d
rf+U(r0)=r 1—2rcosp+r? L o 1—2rcos(—p)+r? 7

2

1 /2ﬂ2r2—2cosg0+1—r2d ! /2“1—2rcos(—g0)+r2d
S 2nJy 1 —2rcos(—p) +r2 L o 1—2rcos(—¢p)+1r2 14
1 27
= — ldp =1.
2w Jo
del lema anterior tenemos que U(r,0) = 1, por lo tanto I = 0. ]

Teorema A.1.5.

1 2w
Py / log[1 — 27 cos o 4 7] dov = log (méx{1, 7“2})
T Jo

Demostracion. Primero, notemos que para r = 0 el resultado se cumple:

1 2w
— log[1] da = 0 =log 1 = log (max{0,1}).
2w 0

Ahora consideramos tres casos: r < 1,r > 1y r=1.

Caso 1l: r<1

Del lema anterior

():Izi m 27“—2(308042 N
2r Jo 1 —=2rcosa+r
1 2m
=5 ; Elog[l — 2rcosa + %] da

—81/%[12 + 7% d
= 6’/“ o . og T COS X T 6

Entonces, para r < 1, lo que estd entre paréntesis es constante, y como

conocemos su valor en r = 0 < 1 tenemos que



2

? log[l — 2rcosa + r2] da =0 =log (méX{L 7,2}) )
T Jo

Caso 2:r>1

Notemos que si 7 > 1 entonces s = % < 1, asi

2

1 2m
log[1 — 2rcosa + r*] da = o / log[r?(s* — 2scosa + 1)] da
T Jo

1 2

27 Jo

1 2m
= — log[r?] do + — / log[s* — 25 cos o + 1] da
21 0 2 0

= log[r?] + 0 = log (max{1,7%}),
donde al segundo término le hemos aplicado el primer caso.

Caso 3:r=1

Este caso se sigue por continuidad.

Corolario A.1.5.1.
I(r,r9) = log (max{r,ro}) .

Demostracion. Para empezar, para que la integral tenga sentido, r y r¢p no
pueden ser simultdneamente 0, digamos que rg > 0. Ahora, si denotamos

por I(r,79) a la integral, tenemos

11 2m 2
I(r,rg) = log [7“8 (:2 2" cosa+ 1)] da

5% 0 0 To
11 [ I R e
=__ log[rd] da + = — log | - —2— 1| d
227 J, og|rg] a—|—227r/0 og [r% - cos o + ] a
Lyogr2 + Llog (max(1, 2} ) = Togro + log (méx{1, )
= —logry + - log | méx{1, -} | =logrg + log | max{1l, —
2 g7o 2 g ,7"3 270 g 77.0

= log [ro max (1, T)} = log (méx{ro,r}),
To

donde hemos aplicado el teorema anterior sobre % en el segundo término.
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