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dio con chorros sintéticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la mecánica de fluidos el estudio de cuerpos sólidos inmersos en un

fluido es uno de los tópicos más importantes que ha ido en crecimiento. Su

evolución ha tenido un gran impacto en el desarrollo de una amplia variedad

de sistemas ingenieriles que trabajan bajo éstas condiciones f́ısicas; como el

caso de aviones, turbo-maquinaria o submarinos, por mencionar algunos.

La interacción fluido-sólido produce fuerzas que actúan en ambas fases,

el cuantificar dichas fuerzas es de vital importancia para el diseño de una

amplia gama de dispositivos y sistemas de ingenieŕıa, ya que ésto permite

que cient́ıficos e ingenieros diseñen superficies optimizadas aplicadas en

aeronaves o veh́ıculos terrestres. Otra aplicación de ingenieŕıa se puede

encontrar en la generación de enerǵıa, por ejemplo, turbinas hidráulicas o

eólicas, en cuyo caso el objetivo es aprovechar la enerǵıa cinética del fluido

1
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y transformarla en enerǵıa eléctrica.

La forma de cuantificar las fuerzas puede ser mediante métodos expe-

rimentales, con simulaciones numéricas, y en algunos casos es posible en-

contrar soluciones anaĺıticas. Con el continuo desarrollo y crecimiento de

sistemas computacionales, el poder de cómputo se ha vuelto más grande y

económico, gracias a eso la intención de la comunidad cient́ıfica por resol-

ver problemas f́ısicos de alta complejidad mediante un esquema numérico

ha ido creciendo en la misma medida. Hoy en d́ıa, la computación de alto

rendimiento, (High Performance Computing, HPC) por sus siglas en inglés,

permite que los resultados de las simulaciones numéricas sean más precisos

y rápidos de calcular.

En el presente trabajo de tesis se presenta la solución numérica de

las ecuaciones de la mecánica de fluidos para llevar acabo el análisis de

la influencia de la técnica de control activo de flujo conocida como cho-

rros sintéticos oscilantes de flujo másico neto cero (Zero-Net Mass Flow,

ZNMF), por sus siglas en inglés, sobre las caracteŕısticas de la capa ĺımite

de un perfil aerodinámico a bajo número de Reynolds. La técnica empleada

consiste en un arreglo de puntos de control de flujo, colocados a los largo

de la superficie superior del perfil aerodinámico para conocer la influencia

sobre la capa ĺımite de un punto de control hacia otro.
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1.1. Antecedentes

El uso de perfiles aerodinámicos convencionales que operan en un régi-

men de bajo número de Reynolds (es decir, Rec = U∞c/ν < 1, 000, 000,

ver Lissaman [1983]) ha ido en crecimiento con el desarrollo de nuevos sis-

temas mecánicos de pequeña escala, tales como veh́ıculos no tripulados y

aerogeneradores entre otros. La f́ısica involucrada en la operación de perfi-

les aerodinámicos a bajo número de Reynolds difiere sustancialmente de la

de alto número de Reynolds, debido a la temprana separación de la capa

ĺımite laminar de la superficie de sustentación que se produce cerca del

borde de ataque, Carmichael [1981], Mueller and DeLaurier [2003], Yaru-

sevych et al. [2006]. La falta de eneǵıa cinética del fluido, que es una de

las caracteŕısticas del régimen de bajo número de Reynolds, propicia un

pronto desprendimiento de la capa ĺımite en ángulos de ataque pequeños

en perfiles aerodinámicos cuya sección transversal es amplia respecto a la

dirección de corriente libre, Yarusevych et al. [2009].

La capa ĺımite en flujos con alto número de Reynolds sufre un despren-

dimiento de la superficie aerodinámica debido a su naturaleza inestable,

ésto debido a la transición de régimen laminar a turbulento. Esta rápida

transición hace posible la formación de una región de recirculación acota-

da en el espacio conocida como burbuja de separación laminar, (Laminar

Shear Bubble, LSB) por sus siglas en inglés, que da pie a la reincorporación

del flujo a la superficie aerodinámica, Lissaman [1983], ver figura 1.1a. Por
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otro lado, a bajos números de Reynolds, no hay formación de la burbuja de

separación y por lo tanto el flujo no se reincorpora dando como resultado

el desarrollo de una estela amplia corriente abajo del borde de salida. El

fenómeno descrito anteriormente es completamente inestable y ocurre en

un rango finito de número de Reynolds y ángulos de ataque, Carmichael

[1981], ver figura 1.1b.

Figura 1.1: Flujo sobre un perfil aerodinámico: a)Formación de la burbuja
de separación (alto número de Reynolds); b)Desprendimiento de la capa
ĺımite sin reincorporación (bajo número de Reynolds), Yarusevych et al.
[2009]

El desprendimiento de la capa de ĺımite generalmente conduce a un efecto

perjudicial significativo en el rendimiento del perfil aerodinámico, lo que se

traduce en una reducción de la sustentación y un aumento del arrastre.
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En el presente estudio se implementan estrategias de control de flujo ac-

tivo para intentar acelerar la formación de burbujas de separación laminar

y promover la reincorporación del flujo corriente abajo.

Durante muchos años, un gran número de investigaciones han estudiado

e ilustrado cómo, la implementación de la excitación periódica aplicada lo-

calmente en la superficie superior del perfil, promueve la reincorporación del

flujo desprendido a la superficie, mejorando el rendimiento aerodinámico

del perfil, Seifert et al. [1993], Greenblatt and Wygnanski [2000], Buchmann

et al. [2013], Feero et al. [2015].

1.2. Control de flujo activo

En el estudio del control de flujo activo, muchos cient́ıficos experimenta-

listas han trabajado con dispositivos que se conocen en la literatura como

chorros sintéticos oscilantes de flujo másico neto cero, (Zero Net Mass Flow,

ZNMF) por sus siglas en inglés. La función de estos dispositivos es utilizar

el fluido de trabajo para transferir el momento lineal como una excitación

armónica al flujo, Seifert et al. [1993], Amitay et al. [1998], Glezer [2011],

Feero et al. [2017]. Los trabajos experimentales han resaltado que acelerar

la transición a la turbulencia de la capa ĺımite laminar no es el objetivo

principal en el control de flujo basado en dispositivos ZNMF; sino que,

debido a la naturaleza de la técnica basada en la excitación armónica de

momento lineal sobre la capa ĺımite, se promueve la formación de estructu-
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ras de vorticidad, también conocidas como burbujas de separación laminar

(LSB), con una frecuencia dominante directamente asociada a la frecuencia

de excitación del chorro sintético (fe).

Greenblatt y Wygnanski [2000] definieron parámetros de control impor-

tantes para un perfil aerodinámico tales cómo la frecuencia reducida (F+),

y la razón CB.

La frecuencia reducida es un parámetro adimensional y está definida

cómo, F+ = fe/fn, dónde ”fe” es la frecuencia de excitación con la cuál se

controla el chorro sintético y ”fn” es una frecuencia natural asociada al per-

fil aerodinámico cuando no se realiza ninguna técnica de control de flujo. De

acuerdo a Greenblatt y Wygnanski [2000], dos inestabilidades principales

caracterizan al flujo sobre perfiles aerodinámicos. Estas inestabilidades se

definen por una frecuencia natural caracteŕıstica, fn = U∞/l, donde ”l” es

una escala de longitud que determina la naturaleza de las inestabilidades.

La escala de longitud ”l” medida desde el borde de ataque hasta el punto

de desprendimiento de la capa ĺımite se asocia con la frecuencia natural

a la cuál se generan las burbujas de separación laminar; mientras que la

longitud de la cuerda ”c” se asocia a la frecuencia natural de la estela de

gran escala que se desprende corriente abajo del borde de salida, conocida

como la calle de von Kárman, WU et al. [1998].

La primera inestabilidad tiene una frecuencia natural caracteŕıstica fsl ∼

O(10), Boutilier and Yarusevych [2012], mientras que la segunda inestabi-
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lidad, que se define mendiante la frecuencia natural caracteŕıstica de la

estela, es de orden fw ∼ O(1), Buchmann et al. [2013].

Las frecuencias se representan de manera adimensional como f = fnc/U∞.

Normalmente, se utiliza como escala de longitud la cuerda ”c” para definir

la frecuencia reducida (F+), ya que permite una mejor comprensión de los

resultados.

Algunos autores reportan que para el control de flujo activo a través de

una excitación armónica, se obtienen buenos resultados cuando la frecuen-

cia reducida (F+) es del orden de magnitud de alguna de las frecuencias de

las inestabilidades mencionadas anteriormente. Esto es, F+ ∼ O(1) para

la inestabilidad global (fw), Greenblatt y Wygnanski [2000], y en trabajos

más recientes F+ ∼ O(10) para la inestabilidad asociada a la capa de ĺımite

(fsl), Glezer [2011] y Feero et al. [2017].

La amplitud de la señal para caracterizar la velocidad a la cual se in-

yecta y se succiona fluido mediante el chorro sintético es otro parámetro

a considerar, y se cuantifica por la relación CB = Uj/U∞, dónde ”Uj” es

la velocidad promediada en el tiempo del chorro en la mitad del ciclo de

inyección, ”U∞” es la velocidad de corriente libre. A medida que aumenta

la relación CB, el rendimiento aerodinámico mejora, ya que se reduce el

coeficiente de arrastre ”Cd” y aumenta el coeficiente de sustentación ”Cl”.

Cuando la relación CB ≈ 1, se presenta un punto óptimo de desempeño

cuantificado mediante el cociente entre el coeficiente de sustentación y el
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coeficiente de arrastre (Cl/Cd), esto significa que más allá de ese ĺımite

(CB = 1), aumentar más la relación CB es ineficiente, ya que la relación

entre los coeficientes de sustentación y arrastre alcanza un ĺımite asintótico,

Feero et al. [2017].

Dos parámetros adicionales a tener en cuenta son la ubicación y la orien-

tación del actuador que controla el chorro sintético, los cuáles juegan un

papel esencial en el control de la capa ĺımite. Diversas publicaciones en la

literatura han estudiado cuál es el mejor lugar para colocar el punto de

control mediante el chorro sintético, y se ha reportado que la región cer-

cana al punto de desprendimiento de la capa ĺımite en los casos de perfiles

aerodinámicos dónde no se realiza control de flujo es la más óptima, Green-

blatt and Wygnanski [2000], Feero et al. [2017]. Además, comunmente se

elige una orientación de chorro sintético normal a la superficie.

Los estudios sobre el control de flujo que utilizan ZNMF han abordado

los problemas relacionados con la configuración óptima de los parámetros

de control de los chorros sintéticos, como la frecuencia de excitación, la

amplitud, la ubicación y la orientación; sin embargo, no hay suficientes

estudios en casos dónde se establezca más de un punto control de flujo a lo

largo de la superficie aerodinámica.

La separación de la capa ĺımite posterior al punto de estancamiento

conduce a un bajo rendimiento de los perfiles aerodinámicos, debido a esto,

es esencial encontrar más alternativas de control de flujo para evitar el
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desprendimiento de la capa ĺımite laminar, o en su defecto, promover la

reincorporación del flujo desprendido a la superficie aerodinámica corriente

abajo.

1.3. Alcances y objetivos

Esta investigación tiene como objetivo ofrecer más información sobre el

comportamiento de la capa ĺımite, cuando esta se modifica por medio de

una técnica de control activo de flujo. Esto mediante la implementación de

chorros sintéticos de excitación periódica a lo largo de la superficie superior

del perfil aerodinámico.

Uno de los objetivos principales de esta investigación es estudiar el ren-

dimiento aerodinámico del perfil NACA0025, que presenta un bajo rendi-

miento aerodinámico cuando las condiciones f́ısicas de operación se encuen-

tran en un número de Reynolds bajo y un ángulo de ataque espećıfico. El

rendimiento aerodinámico se caracteriza a través de los coeficientes aero-

dinámicos de arrastre y sustentación.

Por último, se pretende determinar la dependencia del punto de despren-

dimiento de la capa ĺımite cuando ésta se ve modificada mediante el control

armónico en semiperidos de inyección-succión en un arreglo de múltiples

puntos de control de flujo.



Caṕıtulo 2

Modelo f́ısico

La primera parte de la presente tesis tiene como objetivo comparar los

resultados númericos con rendimientos y variables f́ısicas reportadas en

investigaciones experimentales, Feero et al. [2017]. Estas investigaciones se

toman como los casos de estudio base, aśı mismo sirven para realizar la

validación del código numérico y el método de modelado.

Feero et al. [2017], en su trabajo experimental utilizan un perfil ae-

rod́ınamico NACA0025, el cuál es un perfil simétrico que tiene una sección

transversal amplia respecto a la dirección de corriente libre. Se emplea un

ángulo de ataque fijo de 12 grados para todos los casos de estudio. La con-

dición f́ısica que se toma para el experimento es un número de Reynolds de

100,000; lo que se considera un régimen bajo para este tipo de fenómenos

f́ısicos, Lissaman [1983].

10
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2.1. Dimensiones del modelo f́ısico

Para la caracterización del modelo f́ısico se usaron las mismas dimensio-

nes utilizadas por Feero et al. [2017]. Para todos los casos de estudio de la

presente tesis se utiliza el perfil aerodinámico NACA0025 con una longitud

de cuerda de 300 mm, además de una posición del ángulo de ataque de 12

grados respecto a la horizontal, ver figura 2.1.

Figura 2.1: Dimensiones y consideraciones f́ısicas para el caso de estudio 1.
(CE1) Feero et al. [2017]

Los resultados numéricos de los primeros 2 casos de estudio reportados en

el presente trabajo, se utilizan para compararlos con las cantidades f́ısicas

reportadas en el trabajo experimental publicado por Feero et al. [2017].

2.2. Descripción de los chorros sintéticos

El primer caso de estudio (CE1), consiste en el perfil aerodinámico con

las dimensiones y condiciones descritas previamente, éste es el único caso

de estudio al cuál no se le aplica ninguna técnica de control de flujo. El
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CE1 se toma como caso base para comparar el rendimiento aerodinámico

de los casos de estudio restantes.

Para el segundo caso de estudio (CE2) se realiza el control de flujo activo

mediante la colocación de un chorro sintético ubicado en la vecindad del

punto de desprendimiento de la capa ĺımite reportado en el primer caso de

estudio (CE1), el cuál se ubica a 13 % de la longitud de la cuerda respecto

al borde de ataque, Feero et al. [2017].

Con implementación de chorros sintéticos para el control de flujo, sur-

gen nuevos parámetros de control para los chorros sintéticos, como son la

frecuencia reducida (F+) y la razón CB, Greenblatt and Wygnanski [2000].

Feero et al. [2017] reportan en sus resultados experimentales que al carac-

terizar el chorro sintético con frecuencias reducidas del órden de la inesta-

bilidad local (F+ ∼ O (10)), se obtiene el mejor rendimiento aerodinámico

al cuantificar el cociente entre los coeficientes de sustentación y arrastre;

aśı mismo, reporta que el valor CB = 1 propicia el rendimiento óptimo

para los coeficientes aerodinámicos. Por esta razón, se toman los valores

antes mencionados de frecuencia reducida y la razón CB para los casos de

estudio con control activo de flujo mediante chorros sintéticos.

El enfoque principal de este trabajo, se centra en investigar el compor-

tamiento del fluido en la vecindad de la capa ĺımite, aśı como mejorar el

rendimiento aerodinámico cuando se coloca un arreglo de chorros sintéticos

en la superficie superior del perfil aerodinámico, ver figura 2.2. El arreglo
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de chorros sintéticos consiste en un total de 4 puntos de inyeccion-succión,

colocados de forma equidistante desde el punto de desprendimiento del ca-

so de estudio 1 (CE1) hasta el borde de salida; la distancia entre chorros

sintéticos es de 21.75 % la longitud de la cuerda, ver figura 2.2.

Figura 2.2: Dimensiones y consideraciones f́ısicas para los casos de estudio
con chorros sintéticos.

Se utilizan los mismos parámetros de control de frecuencia reducida y

razón de soplo reportados como óptimos por Feero [2017] para los 4 actua-

dores colocados en los casos de estudio propuestos. Sin embargo, al tener

más de un punto de control de flujo, surge un nuevo parámetro, la cuál es

la fase del ángulo entre las funciones armónicas sinusoidales que controlan

velocidad de inyección succión en el tiempo de cada chorro.

En este trabajo se analizan un total de 5 casos de estudio; los casos de

estudio 1 y 2 (CE1 y CE2), consisten en reproducir los resultados experi-

mentales reportados en la literatura, Feero et al. [2017]; mientras que los

casos de estudio 3, 4 y 5 (CE3, CE4 y CE5), son los casos que se analizan

en el presente trabajo, los cuales consideran el arreglo de chorros sintéticos.

En los casos de estudio con varios chorros sintéticos, la única variante
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que se propone modificar es la fase del ángulo entre las funciones armónicas,

ésto, para identificar la dependencia de la capa ĺımite con este parámetro.

Figura 2.3: Ángulos de fase comprendido entre las funciones ármonicas de
control de velocidad para los chorros sintéticos para los distintos casos de
estudio.

Para el caso de estudio 3 (CE3), se propone que todas las funciones

sinusoidales se encuentren en fase, es decir, todos los chorros sintéticos

succionen e inyecten cantidad de movimiento al mismo tiempo, ver figura

2.3.
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En el caso de estudio 4 (CE4), se consideran distintas fases en las fun-

ciones que controlan la velocidad de los chorros SJ1, SJ2 y SJ3, SJ4 (ver

fig. 2.2). Las funciones están defasadas por π radianes, lo que implica que

mientras los primeros 2 chorros succionan fluido de la corriente libre, los

chorros 3 y 4 lo están inyectando en la mitad de cada periodo, ver figura

2.3.

Finalmente, para el caso de estudio 5 (CE5), las funciones armónicas

sinusoidales de los chorros SJ1 y SJ3 se parametrizan con ángulo de defa-

samiento de π radianes respecto a los chorros SJ2 y SJ4, ver figura 2.3.

La función armónica que se implementa para controlar la velocidad de los

chorros sintétitcos, es una función sinusoidal de la velocidad dependiente

del tiempo que se muestra en la ecuación (2.1). La función se implementa

en una región discreta sobre la superficie del perfil aerodinámico. Esta

región discreta, está ubicada en cada una de las posiciones de los 4 chorros

sintéticos, ver figura 2.2.

~u (t) = 0~e1 +A ∗ sin (φ+ 2π ∗ f ∗ t)~e2 (2.1)

Dónde ~u (t) es el vector de velocidad en función del tiempo, A es la ampli-

tud de la señal, φ es al ángulo de defasamiento entre las señales (parámetro

de control del defasamiento entre chorros sintéticos), f es la frecuencia de

la señal, y t es el tiempo discreto.
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El vector ~u (t) de la ecuación (2.1) se proyecta sobre el vector unitario

normal a la superficie local ~nSJn , para obtener la componente del vector

velocidad asociado al vector normal unitario local, ver ecuación (2.2).

SJn (t) = ~u (t) · ~nSJn (2.2)

Dónde SJn (t) es la componente del vector velocidad local de cada chorro.

El sub́ındice (n), representa el número de chorro sintético, el cuál puede ir

de 1 a 4.

El vector de velocidad local en función del tiempo ~u~n
SJn

(t) resulta

del producto de la componente del vector velocidad local de cada chorro

SJn (t), por el vector normal unitario local ~nSJn :

~u~n
SJn

(t) = SJn (t) ∗ ~nSJn (2.3)

La función armónica de la ecuación (2.3), se aplica en una región dis-

creta de la superficie aerodinámica como un campo de velocidades local

dependiente del tiempo. Los parámetros con los cuales se puede controlar

localmente el chorro sintético son: A, que es la amplitud de la señal de

entrada, f que es la frecuencia a la que opera la señal, y φ, que es un ángulo

de defasamiento entre señales.

Los parámetros anteriores, sirven para modificar la forma en la que está
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operando cada chorro sintético localmente; de esta manera, se puede estu-

diar la influencia que tiene cada parámetro en el control de flujo activo.

Cómo de mencionó previamente, el alcance de este trabajo, está acotado

al estudio de la influencia del párametro φ (defasamiento entre señales)

sobre la cápa ĺımite.



Caṕıtulo 3

Modelo matemático

3.1. Ecuaciones de gobierno

El fluido de trabajo utilizado para este estudio es Newtoniano e incom-

presible, las consideraciones f́ısicas demandan el uso de la ecuación de con-

servación de masa (3.1), además de las ecuaciones de conservación de canti-

dad de movimiento del campo de la mecánica de fluidos (3.2). Se considera

que el fluido es isotérmico en este fenómeno particular, de modo que el

empleo de la ecuación de enerǵıa no es necesaria para formular el modelo

matemático.

El fenómeno es modelado como un flujo bidimensional, por lo que las

variaciones en la tercera dirección y la tercera componente del campo de

18
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velocidades son igualadas a cero.

∂

∂xi
ui = 0 (3.1)

La ecuación (3.1) es la ecuación de conservación de masa. Dónde ui es el

campo vectorial de velociades en la primera y segunda dirección, y xi es el

dominio en el espacio en 2 dimensiones.

∂

∂t
ui + uj

∂

∂xj
ui = −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

{
∂2ui
∂xj∂xj

}
(3.2)

La ecuación (3.2) es la ecuación de conservación de cantidad de movi-

miento. Dónde t es la variable del tiempo, y P representa el campo de

presiones.

Las ecuaciones descritas previamente, están escritas en notación ı́ndice

y se encuentran en forma dimensional. Para reescribir las ecuaciones en su

forma adimensional se proponen las siguientes escalas:

x1 = x∗1c x2 = x∗2c

u1 = u∗1U∞ u2 = u∗2U∞

t = t∗tRef ; tRef =
c2

ν
P = P ∗PRef ; PRef =

U∞ × µ
c

(3.3)
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Dónde c es la longitud de la cuerda del perfil aerodinámico, y se toma co-

mo longitud caracteŕıstica para el fenómeno de estudio; U∞ es la velocidad

de la corriente libre del fluido

Sustituyendo las ecalas (3.3) en las ecuaciones (3.1) y (3.2):

∂u∗i
∂x∗i

= 0 (3.4)

∂u∗i
∂t∗

+Rec

{
u∗j
∂u∗i
∂x∗j

}
= −∂P

∗

∂x∗i
+

∂2u∗i
∂x∗j∂x

∗
j

(3.5)

Las ecuaciones (3.4) y (3.5) respectivamente son las ecuaciones de conti-

nuidad y conservación de cantidad de movimiento en forma adimensional;

dónde aparece el parámetro adimensional del número de Reynolds multi-

plicando los términos advectivos de las ecuaciones de conservación de de

cantidad de movimiento. La adimensionalización de las ecuaciones (3.4) y

(3.5) se encuentra desarrollada en el apéndice A.

Para la solución del modelo matemánico, es necesaria la implementación

de un esquema numérico, que permita discretizar el dominio espacial y

temporal y aśı resolver los campos de velocidad y presión.
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Modelo numérico

4.1. Código libre OpenFOAM

En este estudio numérico se empleó el algoritmo PISO (presión impĺıcita

con operadores de división) propuesto por Issa en 1986, para resolver las

ecuaciones de conservación de masa (3.4) y conservación de cantidad de

movimiento (3.5) para un flujo bidimensional en régimen transitorio.

Se empleó el código abierto OpenFOAM (creado por Henry Weller en

1989 y distribuido bajo la Licencia Pública General), que emplea el método

de volumen finito para realizar las simulaciones numéricas.

OpenFOAM ofrece 61 esquemas de interpolación y limitadores para el

espacio y cinco esquemas básicos para la integración del tiempo; todos los

21
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esquemas se basan en la integración de Gauss. Se utilizaron esquemas de

segundo orden de espacio y tiempo para realizar todas las simulaciones

numéricas. En el caso del dominio espacial, se implementó un esquema

limitado de “Upwind lineal”, mientras que un esquema de segundo orden

de “Crank-Nicholson” se implementó para el dominio del tiempo.

La capacidad, la precisión y la discretización del método de volumen fi-

nito mediante el código numérico OpenFoam, se explican bien en el trabajo

desarrollado por Lee [2017].

Figura 4.1: Estudio de sensibilidad de malla para casos de estudio 1 y 2.

En el presente trabajo se realizaron simulaciones numéricas bidimensio-
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nales, la figura 4.1 muestra el estudio de sensibilidad de la malla que se

realizó para los caso de estudio 1 y 2, el cuál muestra resultados satisfacto-

rios con 76,000 elementos en la malla tipo C, con una variación de alrededor

de 0.10 % respecto a la siguiente malla con 80,000 elementos.

La condición de frontera a la entrada, es un campo de velocidad unifor-

me en la primera dirección (x1), cuya magnitud garantiza un número de

Reynolds de 100,000 (Rec = 100, 000).

A la salida, se impone una condición de frontera tipo Neumann du∗/dx∗;

lo que propicia que el flujo se reestablezaca a la velocidad y dirección de co-

rriente libre aguas abajo. El tamaño del dominio computacional, ver figura

4.2, garantiza el reestablecimiento del flujo.

Figura 4.2: Dominio computacional.

En la superficie del perfil aerodinámico se emplea la condición de no

deslizamiento.



Caṕıtulo 5

Resultados

5.1. Validación del código

Para la validación del código, se replicaron los resultados experimentales

reportados por Feero et al. [2017]. Para el presente trabajo, estos son los

casos de estudio 1 y 2.

En el caso de estudio 1, se presentan los resultados del perfil aerodinámi-

co sin control de flujo, es decir, con ángulo de ataque y número de Reynolds

espećıficos y sin chorros sintéticos en la superficie aerodinámica.

Para el caso de estudio 2, se presentan los resultados del perfil aero-

dinámico con control de flujo con un chorro sintético ubicado en el punto

de desprendimiento de capa ĺımite reportado en el caso de estudio 1. Para

24
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ambos casos, el parámetro f́ısico para la comparación entre los resultados

numéricos y los experimentales es el coeficiente de presión (Cp), que está

definido cómo:

Cp = (p− p∞) /
(
0,5× ρ× u20

)
(5.1)

5.1.1. Caso de estudio 1

5.1.1.1. Comparación con los datos experimetales (sin chorro

sintético)

La hipótesis incial respecto al control de la burbuja de separación me-

diante el control activo de flujo para promover la reincorporación de la

capa ĺımite corriente abajo, es de suma importancia en la eficiencia ae-

rodinámia, la cuál se cuantifica mediante el cociente de los coeficiéntes de

sustentación y arrastre. En la figura 5.1, que corresponde al caso de estudio

1, se muestra la magnitud del campo de velocidades, dónde se puede ob-

servar la formación de la estela de la calle de Von Kárman. También puede

observarse la formación de burbujas de separación de gran escala sobre la

superficie superior del perfil. El gran tamaño de las burbujas de separación

no es óptimo para promover la reincorporación del flujo hacia la superficie

corriente abajo.

El caso de estudio 1 comprende los resultados para el modelo f́ısico base,
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Figura 5.1: Burbuja de separación caso de estudio 1 (CE1).

es decir, el perfil aerodinámico sin control de flujo activo. Para la validación

del código numérico, se relizó una comparación entre los coeficientes de

presión medidos a lo largo de la superficie superior e inferior del perfil. La

comparación se realizó entre los resultados experimentales reportados en

la literatura, Feero et al. [2017], y los resultados numéricos reportados en

el presente trabajo.

La gráfica de coeficientes de presión que se muestra en la figura 5.2, es

la validación para el caso de estudio 1 (CE1), dónde se muestra la posición

normalizada x/c en el eje de las abscisas.

El coficiente de presión para CE1 es consistente en ambos casos, en el

experimental y el numérico. El inicio de la región asintótica que se puede

apreciar en la curva ”Cp” de la superficie superior se presenta alrededor



5.1. VALIDACIÓN DEL CÓDIGO 27

Figura 5.2: Coeficiente de presión (CE1): (-) Resultados numéricos, (x)
Experimental Feero et al. [2017]

de 0.11-0.15 en el eje de las abscisas, este es un indicador de que en esa

zona se presenta el punto de desprendimiento de la capa ĺımite, Feero et al.

[2017].

La ubicación del punto de desprendimiento promediado en el tiempo,

es reportado en el trabajo realizado por Feero 2017 a 13 % de la cuerda

medido desde el borde de ataque del perfil.

5.1.1.2. Coeficientes aerodinámicos promedio

En aerodinámica unos de los parámetros más importantes para medir

el rendimiento, son los coeficientes promedio adimensionales de arrastre y
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sustentación.

Para calcular ambos coeficientes, es necesario conocer el campo de pre-

sión alrededor del perfil aerodinámico, reflejado en el coeficiente de presión,

”Cp”, aśı como las fuerzas viscosas reflejadas en el coeficiente de fricción

”Cf”.

En el caso del coeficiente de arrastre, este está dado por:

Cd =
2Fd
ρU2A

= Cp + Cf (5.2)

En la ecuación (5.2) se muestra explicitamente que se requiere conocer

el coeficente de presión y de fricción proyectados hacia el vector unitario

en la primera dirección, tal que:

Cp =
1

ρU2A

∫∫
(p− p0) n̂ • ~e1dA (5.3)

Dónde ”ρ”, es la densidad, ”U” es la velocidad, ”A” es el área proyectada

en la primera dirección, ”p” es la presión local, y ”p0” es la presión de

referencia.

Mientras que para el coeficiente de fricción:

Cf =
1

ρU2A

∫∫
n̂ • τ • ~e1dA (5.4)
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El cálculo del coeficiente de sustentación se realiza de manera muy simi-

lar al coeficiente de arrastre, sólo que se proyectan las fuerzas en la segunda

dirección. De tal manera que:

Cl =
2Fl
ρU2A

= Cp + Cf (5.5)

Se requiere calcular los coeficientes de presion y fricción proyectados en

la segunda dirección ~e2.

Cp =
1

ρU2A

∫∫
(p− p0) n̂ • ~e2dA (5.6)

Mientras que para el coeficiente de fricción:

Cf =
1

ρU2A

∫∫
n̂ • τ • ~e2dA (5.7)

El cálculo de los coeficientes aerodinámicos debe hacerse promediado en

el tiempo, puesto que el comportamiento del valor de los coeficientes es

periódico en el tiempo.

La figura 5.3 muestra el comportamiento en el dominio del tiempo de

los coeficientes aerodinámicos de arrastre Cd, el coeficiente de sustentación

Cl, y finalmente el cociente entre el coeficiente de sustentación promedio

respecto al coeficiente de arrastre promedio.
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Figura 5.3: Coeficientes aerodinámicos CE1.

5.1.1.3. Análisis de las frecuencias dominantes

En la literatura se reportan 2 frecuencias dominantes, una local, la cuál

esta asociada a la frecuencia de desprendimiento de vórtices locales, que

generalmente se presentan posterior al punto de desprendimiento de la capa

ĺımite; y una frecuencia dominante global, la cuál está relacionada con la

frecuencia a la cuál se desprenden los vórtices de la calle de Von Kárman.
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En el presente estudio se toman como referenia 2 puntos en el dominio

de control para medir el comportamiento de las propiedades del fluido en el

tiempo. Para éste estudio en particular, se tomó la velocidad en la segunda

dirección en función del tiempo para deteminar las frecuencias dominantes.

El primero de los puntos se colocó al 20 % de la cuerda, en la cercańıa

de la superficie superior, dónde los vórtices locales se presentan; es decir,

x/c =0.20. La ubicación de este punto permite determinar la frecuencia

dominante local. El segundo punto es colocado x/c =2.73, es decir, co-

rriente abajo después del borde de salida del perfil, esta ubicación permite

determinar la frecuencia dominante global. La ubicación de los puntos en el

dominio espacial para la medición de la velocidad, es la misma que reporta

Feero et al. [2017] en su trabajo experimental.

La figura 5.4 muestra un análisis de densidad espectral de potencia (Po-

wer Spectral Density, PSD), por sus siglas en inglés, realizado al campo de

velocidades en la segunda dirección para determinar las frecuencias domi-

nantes en el CE1. La frecuencia global dominante asociada al desprendi-

miento de vórtices de la calle de Von Kárman, es de orden unidad (O(1)),

lo cuál es consistente con lo reportado en la literatura, Boutilier and Ya-

rusevych [2012]; en cuánto a la frecuenca local dominante es de orden 14

aproximadamente (O(14)).

El orden de las frecuencias de los resultados numéricos son consistentes

con lo reportado por Feero et al. [2017].
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Figura 5.4: Frecuencias dominantes CE1.

5.1.2. Caso de estudio 2

5.1.2.1. Comparación con los datos experimetales (un chorro

sintético)

En caso de estudio 2 (CE2) la burbuja de separación se forma corriente

abajo, después de la ubicación del chorro sintético (figura 5.5). En la figura
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5.5 se aprecia, cómo corriente abajo, el fluido se reicorpora a la capa ĺımite

en la superficie superior del perfil. Esto, gracias a la formación de burbujas

de separación en la cercańıa de la superficie de sustentación. La amplitud

de la estela de la calle de von Kárman también se ve reducida debido a la

influencia de las burbujas de separación.

Figura 5.5: Burbuja de separación caso de estudio 2 (CE2).

Para el CE2, se caracterizó la velocidad del chorro sintético con los

parámetros de F+ = 14 y CB = 1. La frecuencia reducida (F+) fue fi-

jada en 14, puesto que el modelo experimental con el cuál se compara el

resultado numérico se realizó con ese valor. La literatura reporta que al

fijar una frecuencia reducida del orden de alguna inestabilidad, ya sea local

o global, se obtienen los mejores resultados en cuanto a rendimiento aero-

dinámico. Por esta razón, la frecuencia reducida F+ = 14, al igual que la

razón de soplo CB = 1, se fijan para todos los casos de estudio con control
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de flujo activo mostrados en este trabajo.

Al igual que en el CE1, se comparan los coeficientes de presión expe-

rimentales, Feero et al. [2017], y los numéricos reportados en el presente

estudio. La figura 5.6, muestra los coeficientes de presión en el dominio del

espacio normalizado x/c.

Figura 5.6: Coeficiente de presión (CE2): a) Experimental [Feero, 2017], b)
Resultados numéricos.

Como se puede apreciar en la figura 5.6, los resultados experimentales y

numéricos son muy similares, lo que nos asegura que el esquema numérico

implementado, calcula de manera precisa la f́ısica del fenómeno. Esto nos

permite confiar en los resultados numéricos de los casos de estudio propues-

tos, ya que para estos últimos, no hay resultados experimentales reportados

con los cuáles comparar.
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5.1.2.2. Coeficientes aerodinámicos promedio

La figura 5.7 muestra el comportamiento en el dominio del tiempo de los

coeficientes aerodinámicos de arrastre Cd, sustentación Cl, y finalmente, se

muestra la relación entre el coeficiente de sustentación respecto al arrastre.

Figura 5.7: Coeficientes aerodinámicos CE2.

Las ĺıneas continuas en la figura 5.7, muestran el comportamiento del
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coeficiente de arrastre, y coeficiente de sustentación en el tiempo. Cómo

se puede apreciar, el comportamiento de las curvas es acotado y se com-

porta de forma periódica una vez que el fenómeno entra en un estado cua-

siarmónico. Por tal motivo, es necesario promediar las señales periódicas

para obtener un valor constante de los coeficientes.

El rendimiento aerodinámico medido con el cociente entre coeficiente de

sustentación promedio y el coeficiente de arrastre promedio (CL/Cd), es

mucho mejor en el CE2, en comparación con el CE1, lo cuál es congruente

con los resultados experimentals reportados por Feero et al. [2017].

5.1.2.3. Análisis de las frecuencias dominantes

La ubicación de los puntos en el dominio sobre los cuales se mapea el

campo de velocidades de la segunda dirección, se mantiene fijo en todos los

casos de estudio; los cuáles son: local x/c =0.20, y global x/c =2.73.

La figura 5.8 es un análisis PSD realizado al campo de velocidades de la

segunda dirección, para determinar las frecuencias dominantes en el CE2.

La frecuencia global dominante asociado al desprendimiento de vórtices de

la calle de Von Kárman, es de orden unidad (O(1)), lo cuál se corrobora con

lo reportado en la literatura Feero et al. [2017]; en cuanto a la frecuenca

local dominante, ésta es de orden 14 (O(14)), el cuál es el órden de la

frecuencia reducida (f+ = 14) a la cuál se caracterizó la señal del chorro

sintético.
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Figura 5.8: Frecuencias dominantes CE2.

5.1.2.4. Esfuerzo cortante en la pared

A partir del caso de estudio 2, se realiza un análisis más profundo del

comportamiento del esfuerzo cortante en la pared de la superficie superior

del perfil. Esto, para identificar cómo se modifica el punto de desprendi-

miento de la capa ĺımite de un periodo de inyección-succión.
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Para el presente caso de estudio se considera únicamente la componente

tangencial del vector de esfuerzos cortantes (Ts); el desarrollo y demos-

tración de cómo se obtiene la componente tangencial, se encuentra en el

apéndice B. Además, debido a que los resultados numéricos están en un do-

minio discreto espacial, se ulitiza un método de interpolación de mı́nimos

cuadrados móviles (MLS - Apéndice C), para suavizar la función y tener

una curva anaĺıtica en el dominio del espacio.

Figura 5.9: Esfuerzo cortante en la pared CE2.
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La figura 5.9 muestra las curvas de esfuerzo cortante en la pared para

200 instantes de tiempo en el lapso de un periodo de inyección-succión.

El comportamiento que muestran las curvas al inicio del dominio, se de-

be a que en ese punto se encuentra ubicado el chorro sintético (ĺınea roja

seccionada), lo que modifica localmente y de forma instantánea el compor-

tamiento de la componente tangenical del vector de esfuerzos cortantes.

El cambio de signo de la función en el punto de control (SJ2), se debe al

periodo de inyección-succión en el cúal actúa en chorro sintético.

En la figura 5.9, se pueden localizar múltiples ráıces a lo largo del dominio

en el espacio x/c. Las ráıces indican el cambio en el sentido del vector de

esfuerzos cortantes para un instante de tiempo espećıfico. Esto, debido a

que la burbuja de separación viaja a lo largo de la superficie del perfil

aerodinámico, y tiene influencia directa en el comportamiento del campo

de velocidades y vorticidad locales.

Se puede apreciar, cómo en una región acotada del dominio en el espacio

(x/c ≈ 0,55), la magnitud del vector de esfuerzos cortantes se desestabili-

za, esto se debe, a que existe un nuevo desprendimiento de la burbuja de

separación de la superficie de aerodinámica en esa región.
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5.2. Control activo de flujo: Arreglos de chorros

sintéticos

Se presentan los resultados obtenidos para los casos de estudio propues-

tos para el presente trabajo. El arreglo de chorros sintéticos y ubicación,

se aprecia en la sección de la descripción de modelo f́ısico (figura 2.2).

Son tres los casos de estudio propuestos, en los cuales, se colocan cuatro

chorros sintéticos en la superficie superior especiados equidistantemente.

El primer chorro sintético se ubica en el punto de desprendimiento del

caso base, es decir, a 13 % de la cuerda.

Los parámetros de control de las condiciones de frontera que caracterizan

a los chorros sintéticos son los mismos que se emplearon en el CE2; es decir,

una frecuencia reducida de F+ = 14, y la razón de soplo igual a CB = 1.

En cada caso se parametriza un distinto ángulo de defasamiento entre las

funciones armónicas sinusoidales (ecuación (2.3)) que controlan la velocidad

de cada chorro sintético, ver figura 2.3.
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5.2.1. Caso de estudio 3

5.2.1.1. Coeficientes aerodinámicos promedio

El caso de estudio 3 (CE3), contempla el arreglo de chorros sintéticos en

fase; es decir, los cuatro puntos de control de flujo actúan simultaneamente

en periodos de inyeccón-succión, ver figura 2.3.

En la figura 5.10 se muestra el comportamiento en el dominio del tiempo

de los coeficientes aerodinámicos de arrastre Cd, de sustentación Cl, y fi-

nalmente se muetra la relación entre el coeficiente de sustentación respecto

al coeficiente de arrastre promedios.

El rendimiento aerodinámico mejora sustancialmente respecto al CE2,

puesto que la relación del coeficiente de sustentación con el coeficiente de

arrastre (Cl/Cd) es del orden de 10.5.

5.2.1.2. Análisis de las frecuencias dominantes

La ubicación de los puntos en el dominio sobre los cuales se mapea el

campo de velocidades en la segunda dirección, se mantiene fijo al igual que

en los casos de estudio anteriores, los cuáles son: local x/c =0.20, y global

x/c =2.73.

Un análisis PSD realizado al campo de velocidades en la segunda direc-

ción para determinar las frecuencias dominantes en el CE1 se muestra en
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Figura 5.10: Coeficientes aerodinámicos CE3.

la figura 5.11. La frecuencia global dominante asociada al desprendimiento

de vórtices de la calle de Von Kárman, es menor al orden unidad (O ≈ 0,5),

es evidente que los chorros sintéticos modifican la frecuencia domintante

global, haciendo que la frecuencia de desprendimiento de los vórtices en la

calle de von Kárman disminuya; en cuanto a la frecuenca local dominan-

te se mantiene de orden 14 (O ≈ 14), la cuál es igual al de la frecuencia
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Figura 5.11: Frecuencias dominantes CE3.

reducida empleada para caracterizar a los chorros sintéticos.

5.2.1.3. Esfuerzo cortante en la pared

Al igual que en el caso de estudio anterior y los casos de estudio sub-

secuentes, se reliza un análisis al comportamiento del vector de esfuerzos

cortantes en la pared (Ts) de la superficie aerodinámica. Se realizó una in-

terpolación de mı́nimos cuadrados móviles (MLS) a los resultados discretos

para suavizar las curvas.
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La figura 5.12 muestra las curvas de esfuerzo cortante en la pared para

200 instantes de tiempo en el lapso de una periodo de inyección-succión.

Las ĺıneas verticales segmentadas de color rojo, muestran la ubicación en

el dominio del espacio (x/c) de cada chorro sintético (SJx).

Figura 5.12: Esfuerzo cortante en la pared CE3.

Es evidente la influencia que tienen los puntos de control de flujo activo

sobre la capa ĺımite, ya que, al modificar la escala y sentido del vector de

esfuerzos cortantes, se modifica la formación de las burbujas de separación

en la superficie aerodinámica (ver figura 5.13).
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La figura 5.13 muestra la magnitud de la velocidad normalizada. En la

figura se muestra cómo el gradiente de velocidad cercano a la superficie

superior es de menor escala en comparación a los casos de estudio 1 (ver

figura 5.1) y el caso de estudio 2 (ver figura 5.5). Esto, es un indicador

de que la capa ĺımite se reincorpora a la superficie aerodinámica corriente

abajo, mejorando el rendimiento aerodinámico (ver figura 5.10), y a su vez,

reduciendo la amplitud de la estela de la calle de von Kárman, lo que se

refleja en la frecuencia global (ver figura 5.11).

Figura 5.13: Burbuja de separación CE3.
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5.2.2. Caso de estudio 4

5.2.2.1. Coeficientes aerodinámicos promedio

El caso de estudio 4 (CE4) contempla que las funciones armónicas de ve-

locidad de los chorros sintéticos del arreglo, están defasadas de la siguiente

manera: El chorro sintético 1 (SJ1) y el chorro sintético 2 (SJ2), están en

fase en periodos de inyección-succión; mientras que los chorros sintéticos 3

y 4 (SJ3 y SJ4) están en fase, pero defasados respecto a SJ1 y SJ2 por π

radianes, ver figura 2.3.

La figura 5.14 muestra el comportamiento en el dominio del tiempo de

los coeficientes aerodinámicos de arrastre Cd, el coeficiente de sustentación

Cl, y fimalmente se muestra la relación entre el coeficiente de sustentación

respecto al coeficiente de arrastre promedios.

El rendimiento aerodinámico mejora respecto a los casos de estudio pre-

vios, puesto que la relación del coeficiente de sustentación promedio con el

coeficiente de arrastre promedio (Cl/Cd) es del orden de 15.1.

5.2.2.2. Análisis de las frecuencias dominantes

La ubicación de los puntos en el dominio sobre los cuales se mapea el

campo de velocidades en la segunda dirección, se mantiene fijo como en los

demás casos de estudio; los cuáles son: local x/c =0.20, global x/c =2.73.
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Figura 5.14: Coeficientes aerodinámicos CE4.

El análisis PSD para el CE4 se muestra en la figura 5.15, dónde se

analiza el campo de velocidades en la segunda dirección para determinar

las frecuencias dominantes. La frecuencia global dominante asociada al des-

prendimiento de vórtices de la calle de Von Kárman, es cercano a la unidad

(O ≈ 0, 8); se puede apreciar de nuevo, que el tren de chorros sintéticos tie-

ne una influencia directa en el comportamiento de la frecuencia global; en

cuanto a la frecuenca local dominante es de orden 14 (O(14)).
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Figura 5.15: Frecuencias dominantes CE4.

5.2.2.3. Esfuerzo cortante en la pared

Para el estudio se considera únicamente la componente tangencial del

vector de esfuerzos cortantes (Ts), se realiza de nueva cuenta una interpo-

lación por Mı́nimos Cudrados Móviles (MLS) para suavizar las curvas de

los resultados del dominio discreto.

La figura 5.16 muestra las curvas de esfuerzo cortante en la pared para

200 instantes de tiempo en el transcurso de un periodo de inyección-succión.
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Las ĺıneas verticales segmentadas de color rojo muestran la posición de cada

chorro sintético (SJx) en el dominio espacial (x/c).

Figura 5.16: Esfuerzo cortante en la pared CE4.

Se puede apreciar la influencia de los 4 puntos de control de flujo sobre

las curvas del vector de esfuerzos cortantes (Ts) en el gradiente de la mag-

nitud del campo de velocidades que se muestra en la figura 5.17; dónde se

aprecian las burbujas de separación laminar (LSB), que viajan a lo largo de

la superficie superior del perfil con una frecuencia de desprendimiento del
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orden de la frecuencia reducida (f+ ≈ 14). El defasameinto de las señales

de control de los chorros sintéticos también tiene influencia sobre la este-

la que se desprende después del borde de salida del perfil, al modificar la

frecuencia global y reducir la amplitud de la estela.

Figura 5.17: Burbuja de separación CE4.

En la figura 5.17 se pueden apreciar las burbujas viajeras de pequeña

escala, las cuáles siempre están pegadas a la superficie aerodinámica.

5.2.3. Caso de estudio 5

5.2.3.1. Coeficientes aerodinámicos promedio

En el caso de estudio 5 (CE5), se propone que las funciones armónicas de

velocidad los chorros sintéticos del arreglo, esten defefasadas de la siguiente
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manera: El chorro sintético 1 (SJ1) y el chorro sintético 3 (SJ3), están en

fase en periodos de inyección-succión; mientras que los chorros sintéticos 2

y 4 (SJ2 y SJ4) están en fase, pero defasados respecto a SJ1 y SJ3 por π

radianes, ver figura 2.3.

La figura 5.18 muestra el comportamiento en el dominio del tiempo de

los coeficientes aerodinámicos de arrastre Cd, el coeficiente de sustentación

Cl, y la relación entre los coeficientes de sustentación promedio respecto al

de arrastre promedio.

El rendimiento aerodinámico mejora respecto al caso de estudio 1 (CE1),

caso de estudio 2 (CE2) y el caso de estudio 3 (CE3), puesto que cociente

de los coeficientes de sustentación y arrastre (Cl/Cd) es del orden de 13.

5.2.3.2. Análisis de las frecuencias dominantes

La ubicación de los puntos en el dominio sobre los cuales se mapea el

campo de velocidades en la segunda dirección, se mantiene fijo en todos los

casos de estudio; los cuáles son: local x/c =0.20, global x/c =2.73.

La figura 5.19 es un análisis PSD realizado al campo de velocidades en la

segunda dirección, para determinar las frecuencias dominantes en el CE4.

La frecuencia global dominante asociado al desprendimiento de vórtices de

la calle de Von Kárman es (O(0,4)), una vez más se aprecia la influencia de

tren de chorros sintéticos sobre la frecuencia global; además, se concluye que
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Figura 5.18: Coeficientes aerodinámicos CE5.

el ángulo de defasamiento de las señales de control de los chorros sintéticos

influye en el orden de la frecuencia global. En cuanto a la frecuenca local

dominante es de orden 14 aproximadamente (O(14)).
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Figura 5.19: Frecuencias dominantes CE5.

5.2.3.3. Esfuerzo cortante en la pared

Al igual que en los casos de estudio anteriores, se analiza la componente

tangencial del vector de esfuerzos cortantes en la pared (Ts). Las curvas de

los resultados discretos del vector (Ts) se suavizan mediante una interpola-

ción por mı́nimos cuadrados móviles (MLS), para una mejor aproximación

y análisis de los resultados.
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La figura 5.20 muestra las curvas de esfuerzo cortante en la pared para

200 instantes de tiempo en el lapso de una periodo de inyección-succión.

Las ĺıneas segmentadas de color rojo, muestran la ubicación de los chorros

sintéticos en el dominio espacial (x/c).

Figura 5.20: Esfuerzo cortante en la pared CE5.

Cómo en los resultados de los casos de estudio previos, se puede obser-

var en la figura 5.20 cómo influyen localmente los chorros sintéticos en el

comportamiento del vector de esfuerzos cortantes.
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La figura 5.21 muestra la magnitud normalizada del campo de velocida-

des para el CE5. Se aprecia que el tren de chorros sintéticos influye para

la formación de burbujas de separación laminar. Sin embargo, la reincor-

poración hacia la superficie superior del flujo que se desprende de la capa

ĺımite, no es tan eficiente como en el caso de estudio 4; ya que después de

la ubicación del tercer chorro (SJ3), el diámetro de las burbujas de sepa-

ración laminar que se forman incrementa, lo que propicia que el flujo no

logre reincorporase corriente abajo, afectando el rendimiento aerodinámi-

co, aśı como la frecuencia global y la amplitud de la estela de la calle de

von Kárman.

Figura 5.21: Burbuja de separación CE5.
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5.3. Análisis comparativo de los casos de estudio

En el presente trabajo se analizaron 5 casos de estudio con diferentes

parámetros f́ısicos.

Los primeros dos casos de estudio sirvieron para la validación del código

al comparar los resultados numéricos con resultados experimentales repor-

tados en la literatura, Feero et al. [2017].

Los tres casos de estudio restantes son casos propuestos en el presente

trabajo, cuya particularidad se centra en un arreglo de chorros sintéticos

ubicados en la superficie superior del perfil aerodinámico para realizar el

control activo de flujo sobre la capa ĺımite.

A continuación, se hace una comparación del comportamiento f́ısico entre

los diferentes casos de estudio.

5.3.0.1. Rendimiento aerodinámico

El rendimiento aerodinámico es de los resultados de más interés para

el diseño ingenieril, la figura 5.22 muestra la comparación del rendimiento

aerodinámico de los 5 casos de estudio analizados en el presente trabajo.

Cómo de aprecia, existe mejoŕıa en el rendimiento aerodinámico en los

casos de estudio propuestos (arreglo de chorros sintéticos) respecto a los

casos de estudio base (CE1 y CE2). Esto se debe principalmente al con-
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Figura 5.22: Comparación del rendimiento aerodinámico.

trol que se tiene sobre la capa de corte, al fijar las frecuencias dominantes

locales en diferentes ubicaciones de la superficie superior del perfil. Esto

promueve la generación de burbujas de separación laminar sobre la super-

ficie aerodinámica.

Las burbujas que se forman sobre la superficie viajan sobre el dominio del

espacio en función del tiempo, esto que incentiva que el flujo desprendido se

reincorpore al perfil, influyendo directamente en los coeficientes de presión

”Cp”, de fricción ”Cf”, sustentación ”Cl” y arrastre ”Cd”.

Especificamente el CE4 presenta el mejor rendimiento aerodinámico en-

tre los 5 casos de estudio analizados.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo, se realizó el estudio del control activo de flujo en

el perfil aerodinámico NACA0025, a bajo número de Reynolds y un ángulo

de ataque fijo de 12 grados.

El control activo de flujo se realizó mediante la colocación de diferentes

puntos de inyección-succión a lo largo de la superficie de sustentación para

promover la formación de burbujas de separación sobre la capa ĺımite y

poder reincorporar el flujo desprendido corriente abajo. Esta técnica de

control es conocida en la literatura como ”Zero-Net Mass Flow (ZNMF)”,

por sus siglas en inglés.

Se realizaron cinco casos de estudio, los dos primeros para validar el estu-

dio numérico y tres casos particulares donde se propuso la implementación
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de arreglos de chorros sintéticos para controlar la formación de burbujas

de separación laminar sobre la capa ĺımite.

La validación realizada con los dos primeros casos de estudio permitió

verificar que el código numérico OpenFOAM es confiable para simular las

condiciones de frontera e iniciales empleadas en el presente trabajo de tesis.

Los resultados obtenidos muestran que la implementación de arreglos

de chorros sintéticos mejoran sustancialmente el rendimiento aerodinámico

al reportar un cociente entre los coeficientes de sustentación promedio y

arrastre promedio (Cl/Cd) de 15.08 en el mejor de los casos (CE4), respecto

a (Cl/Cd =1.28) en el caso de estudio 1 (CE1) y (Cl/Cd =7.42) en el caso

de estudio 2 (CE2), los cuáles fueron los casos de estudio base en el presente

estudio.

El análisis de la influencia del control activo en las frecuencias locales

y globales mostró resultados satisfactorios mediante el estudio del esfuerzo

cortante en la pared (Ts), al mostrar la dependencia directa de la frecuencia

local en función de la frecuencia reducida (f+ = 14) a la cuál se caracte-

riza el chorro sintético. Sin embargo, queda como trabajo futuro realizar

estudios más profundos sobre la influencia en las frecuencias dominantes,

y determinar parámetros criticos para el control de los chorros sintéticos

para optimizar el rendimiento aerodinámico.

La implementación del método de mı́nimos cuadrados móviles (MLS)

para interpolar las funciones de los resultados discretos, permitió evaluar
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las ráıces de la función del vector de esfuerzos cortantes (Ts).

Es de vital importancia mencionar que en el ramo de estudio del control

activo de flujo mediante la implementación de chorros sintéticos hay muchos

parámetros a caracterizar, el presente estudio tuvo como particularidad

implementar más de un punto de control; sin embargo, la ubicación de

los mismos fue un tanto arbitraria, aśı como la selección del ángulo de

defasamiento entre las señales que controlaban cada punto de inyección-

succión.

Por esto, se propone como trabajo futuro el estudio de la dependencia

del rendimiento aerodinámico en función de los parámetros de control de

los chorros sintéticos, cómo son: la ubicación y número de chorros sobre

la superficie, la variación de la frecuencia reducida, la razón CB, el ángulo

de defasamiento entre las funciones armónicas sinusoidales del control de

velocidad, entre otros. Con este tipo de estudios, se lograŕıa parametrizar

los chorros sintéticos con condiciones de control óptimas para lograr la

máxima eficiencia aerodinámica.



Apéndice A

Ecuaciones en forma

adimensional

El presente estudio resuelve de manera numérica las ecuaciones de con-

tinuidad y cantidad de movimiento de un fluido Newtoniano en dos dimen-

siones.

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento respectivamen-

te son:

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

= 0 (A.1)
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∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x1

+ u2
∂u1
∂x2

= −1

ρ

∂P

∂x1
+ ν∇2u1

∂u2
∂t

+ u1
∂u2
∂x1

+ u2
∂u2
∂x2

= −1

ρ

∂P

∂x2
+ ν∇2u2

(A.2)

Las ecuaciones (A.1) y (A.2) se reescriben para desarrollarlas en notación

ı́ndice.

∂

∂xi
~ei · uj~ej = 0 (A.3)

∂

∂xi
uj~ei · ~ej = 0 (A.4)

Se utiliza la propiedad de la delta de Kronecker en la ecuación (A.4):

∂

∂xi
ujδij = 0 (A.5)

∂

∂xi
ui = 0 (A.6)

La ecuación (A.6) es la ecuación de continuidad en notación ı́ndice.

Se hace un trato similar para las ecuaciones de cantidad de movimiento

(A.2).
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∂

∂t
ui~ei + uk~ek ·

∂

∂xj
~ejui~ei = −1

ρ

∂P

∂xi
~ei + ν

{
∂2

∂xj∂xj
ui~ei

}
(A.7)

La ecuación (A.7) se puede escribir de la siguiente manera:

∂

∂t
ui + uk~ek ·

∂

∂xj
~ejui = −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

{
∂2ui
∂xj∂xj

}
(A.8)

Se utilza la delta de Kronecker en el segundo término de la ecuación

(A.9):

∂

∂t
ui + uk

∂

∂xj
~ek · ~ejui = −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

{
∂2ui
∂xj∂xj

}
∂

∂t
ui + uk

∂

∂xj
δkjui = −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

{
∂2ui
∂xj∂xj

} (A.9)

Utilizando la propiedad de la delta de Kronecker, la ecuación (A.9) se

puede reescribir cómo:

∂

∂t
ui + uj

∂

∂xj
ui = −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

{
∂2ui
∂xj∂xj

}
(A.10)

La ecuación (A.10) es la ecuación de conservación de cantidad de movi-

miento representada en notación ı́ndice.
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Para obtener la forma adimensional de las ecuaciones (A.6) y (A.10), se

proponen las siguientes escalas:

x1 = x∗1c x2 = x∗2c

u1 = u∗1U∞ u2 = u∗2U∞

t = t∗tRef ; tRef =
c2

ν
P = P ∗PRef ; PRef =

U∞ × µ
c

(A.11)

Sustituyendo las escalas de la ecuación (A.11) en la ecuación de conti-

nuidad (A.6):

U∞
c

{
∂u∗1
∂x∗1

+
∂u∗2
∂x∗2

}
= 0

∂u∗1
∂x∗1

+
∂u∗2
∂x∗2

= 0

(A.12)

Que en notación ı́ndice se escribe:

∂u∗i
∂x∗i

= 0 (A.13)

Para la obtener la forma adimensional de las ecuaciones de conservación

de cantidad de movimiento, se sustituyen las ecalas (A.11) en las ecuaciones

(A.10):
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U∞
tRef

∂u∗1
∂t∗

+
U2
∞
c

{
u∗1
∂u∗1
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗1
∂x∗2

}
=

−
PRef
ρc

∂P ∗

∂x∗1
+
U∞ν

c2

{
∂2u∗1
∂x∗1

2 +
∂2u∗1
∂x∗2

2

}
U∞
tRef

∂u∗2
∂t∗

+
U2
∞
c

{
u∗1
∂u∗2
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗2
∂x∗2

}
=

−
PRef
ρc

∂P ∗

∂x∗2
+
U∞ν

c2

{
∂2u∗2
∂x∗1

2 +
∂2u∗2
∂x∗2

2

}
(A.14)

Sustituyendo el tiempo de referencia tRef y la presión de referencia PRef

en la ecuación (A.14):

U∞ν

c2
∂u∗1
∂t∗

+
U2
∞
c

{
u∗1
∂u∗1
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗1
∂x∗2

}
=

− U∞ν

c2
∂P ∗

∂x∗1
+
U∞ν

c2

{
∂2u∗1
∂x∗1

2 +
∂2u∗1
∂x∗2

2

}
U∞ν

c2
∂u∗2
∂t∗

+
U2
∞
c

{
u∗1
∂u∗2
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗2
∂x∗2

}
=

− U∞ν

c2
∂P ∗

∂x∗2
+
U∞ν

c2

{
∂2u∗2
∂x∗1

2 +
∂2u∗2
∂x∗2

2

}
(A.15)

Dividiendo cada término de la ecuación (A.15) entre
U∞µ

ρc2
:
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∂u∗1
∂t∗

+
U∞c

ν

{
u∗1
∂u∗1
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗1
∂x∗2

}
=

− ∂P ∗

∂x∗1
+
∂2u∗1
∂x∗1

2 +
∂2u∗1
∂x∗2

2

∂u∗2
∂t∗

+
U∞c

ν

{
u∗1
∂u∗2
∂x∗1

+ u∗2
∂u∗2
∂x∗2

}
=

− ∂P ∗

∂x∗2
+
∂2u∗2
∂x∗1

2 +
∂2u∗2
∂x∗2

2

(A.16)

Si la ecuación (A.16) se escribe en notación ı́ndice, se tiene:

∂u∗i
∂t∗

+
U∞c

ν

{
u∗j
∂u∗i
∂x∗j

}
= −∂P

∗

∂x∗i
+

∂2u∗i
∂x∗j∂x

∗
j

(A.17)

Dónde:

Rec =
U∞c

ν
(A.18)

Es el número de Reynols con longitud de refecencia “c”. Las ecuaciones

de conservación de cantidad de movimiento (A.17) se escriben de forma

adimensional cómo:

∂u∗i
∂t∗

+Rec

{
u∗j
∂u∗i
∂x∗j

}
= −∂P

∗

∂x∗i
+

∂2u∗i
∂x∗j∂x

∗
j

(A.19)



Apéndice B

Vector de esfuerzos

cortantes

Para el análisis de resultados relacionados con el vector de esfuerzos

cortantes, se emplea el vector de esfuerzos cortantes tangente a la superficie.

El presente apartado muestra el desarrollo y la obtención del vector

tangente a partir del vector de esfuerzos cortantes.

El vector de esfuerzos cortantes en la pared asociado al vector unitario

~η se denota mediante:

~t(~η) = σ · ~η = σij~ei ⊗ ~ej · ηk~ek (B.1)
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~t(~η) = σij~eiηkδjk (B.2)

~t(~η) = σikηk~ei (B.3)

Dónde, σ, es el tensor de esfuerzos, y η, es el vector unitario normal a la

superficie.

Para la componente normal Tn del vector de esfuerzos cortantes se pro-

yecta ~t(~η) hacia el vector unitario ~η:

Tn = ~t(~η) · ~η = σikηk~ei · ηl~el (B.4)

Tn = σikηkηlδil (B.5)

Tn = σlkηkηl (B.6)

Para encontrar la magnitud de la componente tangencial Ts, se usa el

teorema de pitágoras y las ecuaciones (B.3) y (B.6):
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T 2
s + T 2

n = |~t(~η)|2 (B.7)

T 2
s = |~t(~η)|2 − T 2

n (B.8)

T 2
s = (σikηk~ei · σmlηl~em)− (σlkηkηl)

2 (B.9)

T 2
s = (σikηkσmlηl~ei · ~em)− (σlkηkηl)

2 (B.10)

T 2
s = (σikηkσmlηlδim)− (σlkηkηl)

2 (B.11)

T 2
s = (σikσilηkηl)− (σlkηkηl)

2 (B.12)

La componente tangencial ~S del vector de esfuerzos se encuentra de la

siguiente manera:

~S = ~t(~η) − Tn~η (B.13)
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Sustituyendo (B.3) y (B.6) en (B.13):

~S = σlkηk~el − (σikηkηi) ηl~el (B.14)

~S = (σlkηk − σikηkηiηl)~el (B.15)

La ecuación (B.15) es la componente tangenial del vector de esfuerzo

cortantes en la pared. Para la comprobación, se eleva al cuadrado en vector

de la ecuación (B.15) y se compara con el cuadrado de la de la componente

tangencial Tn de la ecuación (B.12).

|~S|2 = ~S · ~S = (σlkηk − σikηkηiηl)~el · (σmnηn − σjpηpηjηm)~em (B.16)

|~S|2 = (σlkηk − σikηkηiηl) (σmnηn − σjpηpηjηm)~el · ~em (B.17)

|~S|2 = (σlkηk − σikηkηiηl) (σmnηn − σjpηpηjηm) δlm (B.18)

|~S|2 = (σmkηk − σikηkηiηm) (σmnηn − σjpηpηjηm) (B.19)
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|~S|2 =σmkηkσmnηn − σmkηkσjpηpηjηm−

σikηkσmnηiηnηm + σikηkηiηmσjpηpηjηm

(B.20)

|~S|2 = σmkηkσmnηn − 2σmkηkηmσjpηpηj + σikηkηiηmσjpηpηjηm

= σmkηkσmnηn − 2σmkηkηmσjpηpηj + σikηkηiσjpηpηjη
2
m

= σmkηkσmnηn − 2σmkηkηmσjpηpηj + σikηkηiσjpηpηj

(B.21)

|~S|2 = σmkηkσmnηn − σmkηkηmσjpηpηj (B.22)

Se comparan las ecuaciones (B.12) con (B.22):

T 2
s = |~S|2 (B.23)

σikηkσilηl − (σlkηkηl)
2 = σmkηkσmnηn − σmkηkηmσjpηpηj (B.24)

σikηkσilηl − σlkηkηlσjpηpηj = σmkηkσmnηn − σmkηkηmσjpηpηj (B.25)
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Lo anterior demuestra que el ~S es la componente tangencial del vector

de esfuerzos cortantes en la pared. Ts es la componente que se analiza en

las subsecciones de esfuerzos cortantes.



Apéndice C

Mı́nimos Cuadrados Móviles

(MLS)

El método de mı́nimos cuadrados móviles es un esquema de interpola-

ción numérica que nos permite aproximar una función u (x) definida en un

dominio Ω. La función u (x) en el punto x se denota como uh (x):

uh (x) =

m∑
j

pj (x) aj (x) = pT (x) a (x) (C.1)

dónde m es el número de monomios de la base polinómica, y a (x) es el

vector de coeficientes dado por aT (x):
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aT (x) = {a0 (x) a1 (x) ... am (x)} (C.2)

que son funciones de x.

En la ecuación (C.1), p (x) es un polinomio de orden m, que en una

dimensión (1D) es de la forma:

pT (x) = {p0 (x) , p1 (x) , ..., pm (x)} =
{

1, x, x2, x3, ..., xm
}

(C.3)

El vector de coefficientes a (x) de la ecuación (C.1) se determina utilizan-

do los valores de la función en un conjunto de nodos que son incluidos en el

dominio de soporte de x. El dominio de soporte de un punto x determina

el número de nodos que se utilizan localmente para aproximar el valor de

la función en x, como se muestra en la figura.

El concepto de dominio de soporte funciona bien si la densidad nodal no

vaŕıa drásticamente en el dominio del problema.

Dado un conjunto de n valores nodales para el campo de la función

u1, u2, ..., un, en los n nodos x1, x2, ..., xn y que están en el soporte de

dominio de la función, la ecuación (B.1) se usa para calcular los valores

aproximados del campo de la función en los nodos x.
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Figura C.1: El dominio de soporte determina los nodos (marcados por o)
que son usados para la aproximación por interpolación del campo de la
función en el punto x. Liu [2009]

uh (x, xI) = pT (xI) a (x) , I = 1, 2, ..., n (C.4)

En la ecuación (C.4) a (x) es una función arbitraria de x. En la figura

se muestra como se contruye la funcional del residual usando los valores

aproximados en del dominio de la función y los parámetros nodales, uI =

u (xI); tal que:

J =

n∑
I

Ŵ (x− xI)
[
uh (x, xI)− u (xI)

]2
=

n∑
I

Ŵ (x− xI)
[
pT (xI) a (x)− u (xI)

]2 (C.5)

dónde Ŵ (x− xI) es la función de peso, y uI es el parámetro nodal en

el nodo I.
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La función de peso usada en la ecuación (C.5) tiene dos importantes

roles en la construcción de las funciones de forma del MLS. El primer rol es

brindar pesos para los residuales en diferentes nodos dentro del dominio de

soporte. El segundo rol es el de asegurar que los nodos entren o salgan del

dominio de soporte de forma gradual cuando el punto x cambia de posición.

La condición de minimización en la aproximación MLS requiere que:

∂J

∂a
= 0 (C.6)

Que dá como resultado:

A (x) a (x) = B (x)Us (C.7)

Dónde A (x) es conocida como la matriz de peso:

A (x) =
n∑
I

ŴI (x) p (xI) p
T (xI) (C.8)

y B es de la forma:

B (x) = [B1,B2, ...,Bn] (C.9)
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BI = ŴI (x) p (xI) (C.10)

Us es el vector de los parámetros nodales del campo de variables para

todos los nodos en el dominio de soporte:

Us = {u1, u2, ..., un}T (C.11)

Si se resuelve (C.7) para a (x), se obtine:

a (x) = A−1 (x) B (x) Us (C.12)

Sustituyendo (C.12) en (C.5):

uh (x) =
n∑
I

m∑
j

pj (x)
(
A−1 (x) B (x)

)
jI
uI (C.13)

o

uh (x) =

n∑
I

φI (x)uI (C.14)

Dónde la función de forma φI (x) de MLS se define como:
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φI (x) =

m∑
j

pj (x)
(
A−1 (x) B (x)

)
jI

= pTA−1BI (C.15)

En ecuación (C.15) m es el número de términos de la base polinómica

p (x), que usualmente es mucho más pequeño que n, que es el número de

nodos usados en el dominio de soporte para construir la función de forma.

La ecuación (C.14) también puede escribirse:

uh (x) = φ (x)US (C.16)

dónde φ (x) es la matriz de las funciones de forma del método MLS

correspondientes a los n nodos en el dominio de soporte:

φ ([x]) = [φ1 (x) , φ2 (x) , ..., φn (x)] (C.17)

Para obtener el sistema de equaciones discretos, es necesario obtener las

derivadas de las funciones de forma. La ecuación (C.17) puede escribirse

como:

φ (x) = γT (x)B (x) (C.18)

dónde γT (x) se determina mediante:
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A (x) γT (x) = p (x) (C.19)

Las derivadas de γT (x) pueden obtenerse de la siguiente manera:

dJ

dx
= 0 (C.20)

A
dγ

dx
=
dp

dx
− dA

dx
γ (C.21)

De manera similar, las derivadas de la función de forma φ (x) se obtienen:

dφ

dx
=
dγ

dx
B + γ

dB

dx
(C.22)





Nomenclatura

ν Viscosidad cinemática

φ Ángulo de fase de la señal

ρ Densidad

σij Tensor de esfuerzos

N Magnitud de la componente normal del vector de esfuerzos cortantes

S Magnitud de la componente tangencial del vector de esfuerzos cor-

tantes

τ Tensor de esfuerzos cortantes

~e1 Vector unitario en la primera dirección

~e2 Vector unitario en la segunda dirección

~nSJn Vector normal unitario local

~S Componente tangencial del vector de esfuerzos cortantes
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~t(~η) Vector de esfuerzos cortantes en la pared asociado al vector unitario

normal

~u(t) Vector velocidad en función del tiempo

~u~n
SJn

(t) Vector velocidad local en función del tiempo

A Amplitud

c Cuerda del perfil aerodinámico

CB Razón de soplo

Cd Coeficiente de arrastre

Cf Coeficiente de fricción

Cl Coeficiente de sustentación

Cp Coeficiente de presión

CE1 Caso de estudio 1

CE2 Caso de estudio 2

CE3 Caso de estudio 3

CE4 Caso de estudio 4

CE5 Caso de estudio 5

f Frecuencia

F+/f+ Frecuencia reducida
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fe Frecuencia de excitación

Fl Fuerza de arrastre

Fl Fuerza de sustentación

fn Frecuencia Natural

fw Frecuencia natural asociada a la estela de von Kárman

fsl Frecuencia natural asociada a la capa ĺımite

HPC High Performance Computing

LSB Laminar Shear Bubble

P Presión

PRef Presión de referencia

PSD Power Spectral Density

Rec Número de Reynolds

SJ1 Chorro sintético 1

SJ2 Chorro sintético 2

SJ3 Chorro sintético 3

SJ4 Chorro sintético 4

SJn Chorro sintético dónde ”n”va de 1 a 4
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SJn(t) Componente del vector velocidad asociado al vector normal unitario

local

t tiempo

tRef Tiempo de referencia

U∞ Velocidad de corriente libre

ui Componente del vector velocidad

Uj Velocidad promedidada en el tiempo en la mitad del ciclo de inyec-

ción

xi Componente espacial

ZNMF Zero-Net Mass Flow
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using synthetic jet technology. 1998. doi: 10.2514/6.1998-208. URL

https://arc.aiaa.org/doi/abs/10.2514/6.1998-208.

Ari Glezer. Some aspects of aerodynamic flow control using synthetic-jet

actuation. Philosophical Transactions of the Royal Society A: Mathe-

matical, Physical and Engineering Sciences, 369:1476–1494, 2011. ISSN

1471-2962. doi: https://doi.org/10.1098/rsta.2010.0374. URL https://

royalsocietypublishing.org/doi/full/10.1098/rsta.2010.0374.

Mark A. Feero, Philippe Lavoie, and Pierre E. Sullivan. Influence of

synthetic jet location on active control of an airfoil at low reynolds

number. Experiments in Fluids, 58(8):99, Jul 2017. ISSN 1432-

1114. doi: 10.1007/s00348-017-2387-x. URL https://doi.org/10.

1007/s00348-017-2387-x.

JIE-ZHI WU, XI-YUN LU, ANDREW G. DENNY, MENG FAN, and

JAIN-MING WU. Post-stall flow control on an airfoil by local uns-

teady forcing. Journal of Fluid Mechanics, 371:21–58, 1998. doi:

10.1017/S0022112098002055.

Michael SH Boutilier and Serhiy Yarusevych. Separated shear layer

transition over an airfoil at a low reynolds number. Physics of Fluids,

24(8):084105, 2012.

Sang Bong Lee. A study on temporal accuracy of openfoam. Internatio-

nal Journal of Naval Architecture and Ocean Engineering, 9(4):429–438,

2017.

https://arc.aiaa.org/doi/abs/10.2514/6.1998-208
https://royalsocietypublishing.org/doi/full/10.1098/rsta.2010.0374
https://royalsocietypublishing.org/doi/full/10.1098/rsta.2010.0374
https://doi.org/10.1007/s00348-017-2387-x
https://doi.org/10.1007/s00348-017-2387-x


88 BIBLIOGRAFÍA
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