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Resumen

Presentamos un estudio del caos cudntico en uno de los modelos paradigmati-
cos de la fisica cudntica y materia condensada en los ultimos anos, el modelo
de Bose-Hubbard. El modelo de Bose-Hubbard unidimensional con condiciones
de frontera periddicas es un sistema con un alto grado de simetrias, lo cual difi-
culta el andlisis estadistico de la separacion de niveles de primeros vecinos para
determinar si presenta caos cuantico.

En este trabajo mostramos una manifestaciéon dindmica del caos cudntico.
Esta manifestacion consiste en analizar el comportamiento de la probabilidad de
supervivencia definida como la probabilidad de encontrar el sistema en el estado
inicial a un tiempo posterior ¢. Observamos el llamado agujero de correlacién
que es un descenso por debajo del punto de saturacién de la probabilidad de
supervivencia. La presencia del agujero de correlaciéon es una senal clara de las
correlaciones en el espectro del sistema, relacionadas con el caos cuantico.

Uno de nuestros resultados principales indica que la separacién en simetrias
del espectro no es necesaria para observar el agujero de correlacion. Este resul-
tado es de gran relevancia tedrica y experimental pues muestra que se pueden
encontrar senales de caos aun cuando es complicado hacer la separacion en si-
metrias y el llamado desdoblamiento de niveles o que incluso no se tiene acceso
al espectro completo del sistema.

Aunque el agujero de correlacién ha sido investigado ya en otros sistemas de
muchos cuerpos, no se habia estudiado en el modelo de Bose-Hubbard, el cual
merece una atencién especial por su relevancia en la fisica de atomos frios.
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Introduccion

El caos cuantico es un area de la fisica que comenzé en la década de los 70’s
del siglo pasado y que intenta explicar cémo se pueden describir los sistemas
cadticos clasicos en términos de la teoria cuantica. El tipo de pregunta que
se trata de responder en esta drea es ;Qué caracteristicas hay en los sistemas
cuanticos de tal forma que la contraparte clasica es no integrable y presenta
caos clasico?

Los sistemas cudnticos que tienen contraparte clasica cadtica presentan pro-
piedades muy particulares en su espectro. Wigner encontré que la distribucién
de espaciamiento entre niveles del espectro de ciertas matrices aleatorias sigue
una distribucién, después llamada de Wigner-Dyson, que es la misma distri-
bucién que sigue el espaciamiento entre niveles de algunos ntcleos atomicos.
Después de esto se formularon dos conjeturas respecto a los espectros de los sis-
temas cudticos. La conjetura Bohigas-Giannoni-Schmit establece que los espec-
tros de los sistemas cuanticos que tienen contra parte cldsica cadtica siguen una
distribucién tipo Wigner-Dyson[I], mientras que la conjetura de Berry-Tabor
establece que los sistemas con contraparte clasica regular presentan niveles de
energia no correlacionados, es decir que la separacién de primeros vecinos en el
espectro siguen una distribucién de Poisson[2].

Esto muestra que la estadistica del espectro es un buen indicador de caos
en el sistema. Recientemente se han estudiado diferentes observables que al
analizar su dindmica se observan fenémenos que dan una senal clara de las
correlaciones en el espectro. Tal es el caso de la probabilidad de supervivencia
que es la probabilidad de encontrar al tiempo ¢ el sistema en su estado inicial
y que muestra esta correlacion en el espectro mediante el llamado agujero de
correlacién. Existe una ventaja al tratar con este observable y es que se tiene
una expresion analitica obtenida a partir de teoria de matrices aleatorias con la
que se puede comparar las soluciones numéricas. En esta tesis se estudian estas
propiedades de la probabilidad de supervivencia en el modelo de Bose-Hubbard.

El modelo de Bose-Hubbard es un modelo paradigmético en la mecénica
cuantica y la materia condensada. Este modelo es la descripciéon més simple de
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un sistema de dtomos bosénicos con interaccidon por pares y que estan colocados
en una red 6ptica.

Los primeros resultados referentes al caos cuantico en el modelo de Bose-
Hubbard fueron publicados por Kolovsky y Buchleitner en [3]. Ellos mostraron
que la estadistica de niveles de primeros vecinos en el modelo con ocho particulas
y ocho sitios sigue una distribucién de Wigner-Dyson que generalmente caracte-
riza a los sistemas cuanticos cadticos. Posteriormente, con el objetivo de estudiar
las correlaciones cuénticas, en el trabajo de Lubasch [4] se hace un estudio del
caos y su relacién con el entrelazamiento. Recientemente se ha propuesto en [5]
usar la estadistica de nimero de particulas como un indicador para distinguir
experimentalmente el régimen cadtico del regular.

En este trabajo presentamos el estudio del agujero de correlaciéon en el mo-
delo y mediante este observable estudiamos diferentes subespacios del espacio
de Hilbert y diferentes zonas del espectro introduciendo asi una forma de medir
la correlacion en cada regién.

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el primer capitulo se pre-
senta una recopilacién del estudio del caos y la regularidad en sistemas clasicos
y cuanticos. En el siguiente capitulo presentamos el modelo de Bose-Hubbard,
la forma de tratar las simetrias del sistema y la soluciéon mediante diagonali-
zacién exacta, ademds de una breve descripcion de la realizaciéon experimental.
En el tercer capitulo mostramos los resultados que encontramos al examinar la
dindmica de la probabilidad de supervivencia y por ltimo las conclusiones del
trabajo.



Capitulo 1

Caos y regularidad

La mecanica clasica es el area de la fisica que mejor entendemos actualmente,
sus principios y métodos son ideales para muchas otras disciplinas, en particular
para la fisica cudntica. Diferentes fenémenos que se han estudiado ya en la
mecénica cldsica han sido trabajados desde el punto de vista cuantico, algunos
de estos siguen siendo un campo de investigacién actual. Tal es el caso del caos,
un area que comenzd a principios del siglo pasado y que ha sido ampliamente
estudiada a partir de entonces.

En este capitulo presentamos los principales conceptos de integrabilidad y
caos en la mecanica clasica y como es que ha surgido el concepto de caos cuanti-
co.

1.1. Integrabilidad y caos clasico

Consideremos un sistema con n grados de libertad y con funcién Hamiltonia-
na Hy. Su espacio fase tiene 2n dimensiones. Se dice que el sistema es integrable
si existen n integrales de movimiento linealmente independientes I, tales que

Il(p177pn7q177qn) :CZ (11)

con i € {1,2,3..,n}, donde C; es una constante y g;, p; son las coordenadas y
momentos asociados al i-ésimo grado de libertad. En este caso dice que el sistema
es soluble pues generalmente el problema se puede reducir a cuadraturas[6].

Supongamos ahora que perturbamos el sistema, sea H; la perturbacién tal
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que el paréntesis de Poisson {Hy, H1} # 0 y consideremos a 7 como el pardme-
tro con el que se regula la intensidad de la perturbacién. La descripcién de la
dindmica del sistema estard dada por la funcién Hamiltoniana

H:H0+’YH1. (12)

El teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) establece que conforme la in-
tensidad de la perturbacién crezca el sistema perderd cantidades conservadas.
Los toros en el espacio fase que describian el comportamiento regular del siste-
ma seran deformados hasta que lleguen a destruirse y se conviertan en Orbitas
cadticas[7]. En este caso el sistema ya no es integrable y generalmente se vuelve
caotico.

En la préctica, el caos se define en términos del comportamiento dindmico
de pares de Orbitas que inicialmente se encuentran muy cerca en el espacio fase.
Si las drbitas se separan exponencialmente en cualquier direccién del espacio se
dice que el flujo es cadtico. La tasa a la que se separan las orbitas es medida
por el llamado exponente de Lyapunov que se puede definir de la ecuacién

16Z(t)| ~ e |6 Zp). (1.3)

Donde A es el exponente de Lyapunov y §Zy la separacion inicial de las
trayectorias en el espacio fase. Hay un exponente por cada dimensién del es-
pacio fase. Si todos los exponentes son cero el flujo es regular. Si al menos un
exponente es positivo, entonces el flujo es cadtico y las trayectorias se separan
exponencialmente. Esto ltimo es una de las caracteristicas que maés se reconoce
en sistemas cadticos, la sensibilidad a las condiciones iniciales[S].

Una herramienta grafica para determinar si un sistema es cadtico son las
superficies o secciones de Poincaré. Una seccién de Poincaré es un subespacio de
menor dimensién que el espacio fase y que es transversal al flujo del sistema. En
tal superficie se observan las intersecciones de una érbita periddica a partir de
condiciones iniciales dentro de la seccién y se observan los puntos en los cuales
la orbita regresa a la seccién. Si se emplea una seccién de Poincaré para observar
el comportamiento de sistemas integrables, las trayectoria en el espacio fase se
pueden ver como curvas regulares. Si se observan las trayectorias de sistemas
no integrables, estas se veran como patrones irregulares.

En el sentido del teorema KAM, esto quiere decir que conforme crezca la
perturbacion se encontraran patrones mas irregulares en la seccién de Poincaré
donde antes se encontraban las érbitas del sistema integrable, hasta que el es-
pacio fase se cubra densamente por los puntos de las trayectorias. La ahora
llamada teoria KAM establecié los principios para el tratamiento de los siste-
mas hamiltonianos no integrables y ahora es una area con técnicas matematicas
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bien establecidas.

1.2. Caos cuantico

En la mecanica cuantica la nocién de integrabilidad no es tan clara como
en el caso cldsico. Sin embargo, se puede pensar en la no integrabilidad de los
sistemas cuanticos como se hace con los sistemas clasicos. Un sistema cuantico
es integrable si existen tantas cantidades conservadas como grados de libertad.
Es decir que podemos etiquetar con tantos nimeros cuanticos como grados de
libertad a los autoestados del sistema. Si esto no se puede hacer entonces se dice
que el sistema no es integrable.

An cuando se puede hablar de integrabilidad en sistema cuénticos, no queda
claro como introducir el concepto de caos. En gran medida porque el principio
de incertidumbre de Heisenberg no permite definir trayectorias en el espacio
fase. Ademas, los principios de la mecénica cudntica nos obligan a estudiar la
dindmica desde el punto de visto de la evolucién lineal de una amplitud de
probabilidad, la ecuaciéon de Schrodinger,

L)
ih=—= = H|¥(1)). (1.4)

En el caso clésico el caos esta fuertemente relacionado a la no linealidad de
las ecuaciones de movimiento. Esta caracteristica no se puede trasladar direc-
tamente a la mecanica cudntica pues la ecuaciéon Schrodinger es una ecuacion
lineal[§].

Una de las maneras de abordar el concepto del caos cuantico es mediante
el principio de correspondencia, el cual establece que el comportamiento de los
sistemas descritos por la teoria de la mecanica cuantica reproduce la fisica clasica
en el limite en que las dimensiones del sistema sean mayores a la longitud de onda
de De Broglie. Considerando esto, nos podemos preguntar ;Qué propiedades
tienen los sistemas cudnticos tal que su limite cldsico presenta caos?

A partir de preguntas como la anterior se puede definir el caos cuantico como
la rama de la fisica que estudia como el caos clasico de los sistemas dindmicos
puede ser descrito en términos de la teoria cudntical9]. Cuando comenzé el
estudio del caos cudntico se consideraba un tema de interés académico. Sin
embargo con el avance de las técnicas experimentales se ha encontrado evidencia
experimental del comportamiento cadtico en diferentes sistemas[10, [11].
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1.2.1. Teoria de matrices aleatorias y estadistica de niveles

Tal vez el resultado mas importante que se ha obtenido en la teoria del caos
cuantico es el siguiente: los sistemas cudnticos con contraparte cldsica cadtica
tienen un espectro con propiedades estadisticas muy similares a las de matrices
aleatorias[g].

Las matrices aleatorias son matrices con entradas que son variables aleatorias
y siguen cierta distribucién de probabilidad. El uso de las matrices aleatorias
en la teoria cudntica fue introducido por Wigner cuando las usé por primera
vez para describir propiedades estadisticas del espectro de niicleos atémicos[12].
La comparacion entre las propiedades estadisticas de los sistemas cuanticos con
los sistemas clasicos correspondientes y las prediccion de la teoria de matrices
aleatorias son ahora una herramienta estandar en esta area de la mecanica
cuantica[l3].

Un aspecto importante a considerar son las propiedades de simetria de un
sistema y cémo estas imponen restricciones en la forma del Hamiltoniano. Estas
propiedades nos llevan a considerar tres tipos de matrices que son de mayor
interés en la fisica. Los primeros son Hamiltonianos reales y simétricos que des-
criben la dindmica de sistemas invariantes ante rotaciones e inversién temporal.
El segundo tipo son Hamiltonianos complejos y hermitianos que describen a sis-
temas que son simétricos respecto a rotaciones pero no ante inversién temporal
y por ultimo a Hamiltonianos con elementos de matriz que son cuaterniones y
que describen sistemas que no son invariantes ante rotaciones y si lo son ante
inversién temporal[g].

Se puede obtener una distribucién de probabilidad conjunta para los ele-
mentos de matriz de los Hamiltonianos descritos en el parrafo anterior y esta
resulta ser una distribuciéon Gaussiana. Para Hamiltonianos reales y simétricos,
las transformaciones de similaridad son ortogonales y se dice que la distribucién
de probabilidad describe un ensamble ortogonal Gaussiano (GOE) de matrices
Hamiltonianas. Para Hamiltonianos complejos, las transformaciones de simila-
ridad son unitarias y se dice que la distribucién de probabilidad describe un
ensamble Gaussiano unitario(GUE) y para Hamiltonianos reales con estructura
de cuaternioén se dice que la distribuciéon de probabilidad describe un ensamble
Gaussiano simpléctico (GSE)[14].

Estadistica de niveles

En el trabajo sobre el espectro de nicleos atémicos de Wigner[I2] se encontré
que la distribuciéon normalizada del espaciamiento entre niveles adyacentes de
energia s = (E;11—E;)/AE (donde AF es el espaciamiento medio entre niveles)
de un ensemble especifico de matrices aleatorias es la misma que la distribucién
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de espaciamiento en ntcleos atémicos. Después se encontrd que la distribucion
del espaciamiento también permite distinguir entre el régimen regular y caético
de un sistema.

La conjetura de Berry-Tabor estable que la densidad de probabilidad P(s)
del espaciamiento de niveles de un sistema cuantico analogo a un sistema clasico
regular sigue una distribucién de Poisson[2]

P(s)=e"". (1.5)

En la practica, una distribucién de Poisson de un espectro regular estéd ca-
racterizada por muchos espaciamientos de nivel nulos, es decir por un cruce de
niveles. Por otro lado, se ha observado que la distribucién de probabilidad del
espaciamiento de niveles en un sistema cudntico andlogo a un sistema clasico
caotico sigue una distribucién tipo Wigner-Dyson que depende de las simetrias
especificas del sistema,

Pgog(s) = —se™ 1% (1.6)
32

Poun(s) = =55° - (L.7)
s
218

Pgsge(s) = ﬁ«#@_%si (1.8)

y la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit establece que esto se cumple para
cualquier sistema con andlogo clasico cadtico[l].

En contraste con los espectros regulares los espectros cadticos son caracteri-
zados por la repulsion de niveles. La presencia de este fenémeno es una senal de
un régimen de acoplamiento fuerte. Los tres ensambles difieren en su grado de
repulsién de niveles, especificado en la potencia de s de la distribucion, es decir,
el GOE exhibe repulsién lineal, el GUE cuadratica y el GSE cuartica. Dada la si-
metria de inversién temporal y la invarianza ante rotaciones, las propiedades del
espectro del Hamiltoniano de Bose-Hubbard pueden ser comparadas con las del
ensamble ortogonal Gaussiano(GOE) y por lo tanto exhibe repulsién de niveles
lineal. En la Figura[T.]se muestra la distribucién de Poisson y la distribuciones
de Wigner-Dyson para los ensamble GOE, GUE y GSE.

Existen diferentes sistemas cuanticos cuya estadistica espectral sigue una dis-
tribucién tipo Wigner-Dyson entre los cuales se encuentran los niicleos pesados[15],
versiones cudnticas de billares dindmicos[I], 4tomos de hidrégeno en un campo
magnético fuerte[16], sistemas de espin 1/2 en cadenas lineales[I7, [18], sistemas
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Poisson

Figura 1.1: (Linea continua) Distribucién de Poisson. (Lineas punteadas) Dis-
tribucién de Wigner-Dyson para el caso de repulsién de niveles lineal (GOE),
cuadrética (GUE) y cuértica (GSE).

de bosones con espin[I9]. Curiosamente la distribucién de Wigner-Dyson tam-
bién es la distribucién del espaciamiento entre los ceros de la funcién zeta de
Riemann[20].



Capitulo 2

Modelo de Bose-Hubbard

El modelo de Bose-Hubbard es la descripcién fisica més simple de un con-
junto de particulas con interaccién por pares que se mueven en una red. El
modelo fue propuesto independientemente por tres cientificos en 1963. Por Hub-
bard para describir las correlaciones entre electrones en bandas de energfa[21],
Gutzwiller para el estudio del ferromagnetismo [22] y Kanamori para investigar
propiedades de los metales de transicién[23]. Esto muestran la gran variedad de
sistemas fisicos en los que el modelo se ha aplicado. Atn cuando se puede usar
para describir fermiones o bosones en este trabajo nos centramos en el estudio
con bosones sin espin.

2.1. Derivacion del Hamiltoniano

Para llegar al Hamiltoniano de Bose-Hubbard (BH) partimos del formalismo
de segunda cuantizacion en el que se describe la dindmica de un sistema de
muchos cuerpos con el Hamiltoniano

o 2 t FLQ 82 A
4 [ b @)F (@) 0 ()(a),
donde U es el operador de campo, V() el potencial externo, u el potencial

quimico y ¢ la constante de acoplamiento entre bosones. Como trataremos con
un sistema aislado el nimero de particulas es fijo con lo cual podemos redefinir
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la energfa del sistema y olvidarnos del potencial quimico. Consideremos ademés
un potencial externo optico, periédico y unidimensional, el cual tiene la forma

2
Veat(x) = Vj sin? <2)7\Tx) )

Entonces el Hamiltoniano toma la forma

El Hamiltoniano de BH surge de demandar que el potencial sea tal que los
bosones solo puedan estar en el estado de minima energia en cada uno de los
pozos, ademas de que el acoplamiento tunel sea entre sitios adyacentes y las
interacciones solo entre particulas del mismo sitio.

Dependiendo de la base que usemos para representar el operador de campo
\i/(x) obtendremos una representacién especifica del modelo. Primero lo haremos
con las funciones de Wannier como los autoestados de una particula y con esto
derivaremos la forma més comun del Hamiltoniano. Después con las funciones de
Bloch y veremos que estas dos representaciones son en algin sentido conjugadas
una de la otra. Asi como los observables de posicién y momento.

2.1.1. Representacion de Wannier

Escribimos el operador de campo de la ecuacién (2.2)) en la representacién
de Wannier

() = 3 an(a)

l
. (2.3)
Ui(z) =Y ajvi(x)

l
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sustituimos en la ecuacién (2.2) y obtenemos
: ot n o . 2 .
H = /;al% () <2m&vQ + Vp sin? (Az>) apy (x)de

tg / ST ] o 07 ()65 (2) o () o (2)

!’ ’
Ll mm

2 2
= alay /1/11*(1:) <—2f;n88$2 + Vo sin? (iﬁ;)) Yy (z)dx (2.4)

b Y dfaaning [ 6 @0 @) (@)
Ll mm’
= &;&Z’Jl,l’ —|— Z &}dj/dmdm’Ul,l’,m,m’a
IR& LU, mm’

en donde se definié

h? 0? ) 2
Jl,l’ = /’(/)?(1‘) <_27n81’2 + ‘/081112 (;%)) wl/(l‘)dl',

(2.5)
Ustromm = 9 / 07 ()05 (&) (&) o ()i

En este punto introducimos las hipétesis principales del modelo:

= Consideremos que las particulas solo interactian si se encuentran en el
mismo sitio. Es decir, imponemos en la ecuacién anterior que U7 m m/
sea diferente de cero sélo si todos los subindices son iguales. En este caso
definimos

U= g/ ()] de. (2.6)

Ademas, usando las relaciones de conmutacién de los operadores de crea-
ci6én y aniquilacién

[a,a") = 1, (2.7)

el segundo término en la ecuacién (2.4]) resulta

V= gzm (g — 1) (2.8)

= Consideramos en el término cinético que el tunelaje solo puede ocurrir
entre pozos vecinos y que este es isotrépico J; = J.



10 Modelo de Bose-Hubbard

Con estas hipétesis el Hamiltoniano de BH resulta

L
N U
_ D S
Hppg=-J E aa; + ) E_l n; (h; — 1), (2.9)

<i,j>

donde (i,7) en la primera suma indica que los indices corren sobre primeros
vecinos.

Condiciones a la frontera

Hay dos formas de considerar las fronteras en el modelo lineal. La cadena
abierta (o de paredes rigidas) se obtiene cuando la primera suma en el Hamil-
toniano corre de 1 a L — 1 y esta representa un arreglo lineal de L pozos,

L—1

g =7y (afya+ ) +

=1

U
7. (i — 1) (2.10)

I\Mh

Este Hamiltoniano modela un arreglo lineal de pozos que tiene paredes rigi-
das en los extremos. Estas condiciones a la frontera también se conocen como
condiciones abiertas.

Las condiciones de frontera periédicas se obtienen cuando las dos sumas van
de 1 a L y se identifica el sitio L + 1 con el sitio 1, es decir L + 1 := 1. En este
caso los sitios 1 y L estdn conectados y el Hamiltoniano modela un anillo de
pOZos.

X L U E
Hpg = JZ(al+1al+hC> EZ (g — 1) (2.11)
=1 =1

Observemos que las condiciones a la frontera determinan las simetrias del
modelo. Veremos que las condiciones con paredes rigidas solo muestra invarian-
za sobre paridad mientras que el modelo con condiciones periédicas muestra
adicionalmente una invarianza traslacional.

2.1.2. Representacion de Bloch

Tomemos ventaja de la invarianza traslacional en el Hamiltoniano (2.11)).
Presentamos aqui un cambio de base de las funciones de Wannier a las funciones
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de Bloch para tomar ventaja de la simetria, la cual se manifiesta en el hecho de
que al hacer el cambio I — [ 4+ 1 el Hamiltoniano (2.11]) no sufre modificacién
alguna.

Las funciones de Bloch ¢ (x) son la transformada de Fourier de las funciones
de Wannier ;(z), estas se escriben como

_L eiml T
On(x) = szl: P () (2.12)

donde k = % es el cuasimomento de una particula y k = {1,2,3,...,L}. En el
formalismo de Bloch un cambio de base de los autoestados de una particula se
traslada a un cambio en los operadores de creacién y aniquilacién de la siguiente

forma
> e, (2.13)
1
y analogamente para el operador de creacién
al = 1 > el (2.14)
VL 4

Al sustituir las dos ecuaciones anteriores en el Hamiltoniano (2.11)) llegamos
a la representacién de Bloch (ver el Apéndice para los detalles en el cdlculo)

L L

o 2wk U - A

HbYoch — _97 E cos (L ) e+ 57 E bkﬁkrkgbz.&_bkzbkl' (2.15)
k=1 k1,k2,ks=1

En la ecuacion anterior el indice de la segunda suma k; + ko — k3 se calcula
modulo L lo cual asegura la conservacién de cuasimomento. Esta es la razén por
la que el Hamiltoniano periddico se puede descomponer en una suma directa

I‘A[BH:EB}AIk, (216)

lo que en representacién matricial se ve como una matriz diagonal a bloques.
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2.2. Simetrias

Uno de los aspectos mas importantes a considerar en los modelos fisicos son
las simetrias que presentan. Una de las razones principales para considerarlas
es que reducen la dificultad del problema, otra es porque estdn asociadas a
cantidades conservadas que generalmente son de interés para nosotros.

Supongamos que el operador hermitiano O esta asociado a alguna simetria,
entonces O y el Hamiltoniano del sistema conmutan

[H,0] = 0.

Sabemos que si se cumple lo anterior entonces es posible escribir a H como
suma directa de operadores que solo actian en los subespacios asociados a dife-
rentes valores propios de O, es decir que su representacion matricial es diagonal
a bloques.

Esto es de gran importancia para nuestro problema por dos razones. La
primera es porque podemos separar el espectro del sistema e identificar las
degeneraciones que se presentan debido a las simetrias, lo cual es un paso ne-
cesario para realizar la estadistica de niveles. La segunda razén es numérica y
es que el tiempo necesario para hacer la descomposicion espectral completa de
una matriz de D x D es O(D3)[25]. Por ejemplo, consideremos N particulas
y L sitios en el modelo, si N = L = 10 entonces la dimensién del espacio de
Hilbert es D = 92378, el Hamiltoniano se puede escribir como una matriz diago-
nal con diez bloques. La descomposicién espectral de los diez bloques va como
100((D/10)3) = 0.010(D?). Es decir, es cien veces mds rdpido diagonalizar a
bloques que hacerlo con la matriz completa.

Consideremos primero el Hamiltoniano de BH con paredes rigidas. En este
caso el sistema solo tiene una simetria que es la asociada al operador de paridad
definido como

P |n1,ng,...,nL) = |nL,np—1,...,n2,M1) .

El operador de paridad conmuta con el Hamiltoniano
[Hpw,P) = 0. (2.17)
Fl sistema con condiciones de frontera rigidas tiene las mismas simetria que

el grupo Zs[]. Segin la teorfa de grupos la paridad genera todos los elementos
de Zs,. Por lo tanto esta es la unica simetria del sistema.
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P
L —
S

9 9
8 1 1 8
7 2 2 7
6 3 8 6
5 4 4 5
9 @
8 1 # > 9
7 2 , ¢ ’
6 3 s ?
5 4 7 @
Figura 2.1: Representacion grafica de las simetrias del modelo de BH.

Consideremos ahora el sistema con condiciones de frontera periédicas. Ademéds
de la simetria de paridad tenemos que el operador de traslacién S estd asociado
a la simetria que hace irrelevante el origen de las etiquetas. Este se define por
la accién en un estado de Fock

S |77/1777‘27 "'7”L> = |nL7nl7 "'7nL—1> .

Este operador es responsable de la descomposicién del Hamiltoniano en di-
ferentes subespacios y al igual que P conmuta con el Hamiltoniano del sistema
periddico

[Hpw,S) = 0.

Los valores propios de S estan relacionados con los diferentes k y la simetria
asociada es la invarianza traslacional del Hamiltoniano debido a las condiciones
de frontera periddicas.

Observemos que las simetrias del sistema periédico son las mismas que las
de un poligono regular de L lados, el cual se conoce como grupo diédrico Dy,.
Gréficamente podemos apreciar las simetrias en la Figura[2.1] Cada uno de los
sitios del sistema estd asociado a un vértice del poligono. El operador P refleja
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el poligono mientras que S lo rota por 27 /L. Sin embargo, estos dos operadores
no conmutan

Esto nos limita a escoger alguna de las dos simetrias y representar el Hamil-
toniano en la base de autoestados del operador correspondiente. Es decir, para el
sistema periddico tenemos dos opciones, representar el Hamiltoniano en la base
de estados de P y obtener una matriz con dos bloques asociados a los valores
propios +1 o representarlo en la base de S y obtener una matriz con L bloques
asociados a los valores k = 27k/L con k = {1,2,..., L}. Sin embargo, se sigue
de la teoria de grupos que el subespacio con k = 27 se puede descomponer aun
mas cuando el nimero de sitios es impar al igual que los subespacios kK = 27, 7
cuando el nimero de sitios es par[26].

En el trabajo que presentamos aqui nos limitamos a trabajar con el sistema
con condiciones de frontera periédicas y en lo sucesivo nos referiremos al Ha-
miltoniano que describe este sistema como el Hamiltoniano de BH descrito por

la ecuacién (2.11)).

2.2.1. Ejemplos

Tlustremos con dos ejemplos todos los resultados expuestos antes. Tomemos
el caso de tres particulas en tres sitios. La dimension del sistema es D = 10 y la
base en los estados de Fock es

{13.0,0),(2,1,0),[2,0,1),1,2,0),[1,1,1),
|17072> ’ |O73a0> ) |0a27 1> ) |07 172> ) ‘07073>}7

a partir de la cual construimos la nueva base de autoestados del operador S ,
esta base es
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1) = %( €1 3,0,0) + €1 |0, 3,0) + € |0,0, 3))

2) = % (e"112,1,0) + €71 ]0,2,1) + €1 [1,0,2))

13) = % (€"112,0,1) 4 €71 [1,2,0) + "1 |0,1,2))

|4) = % (e"213,0,0) + €20, 3,0) + "2 (0,0, 3))

|5) = % (e"212,1,0) + €720,2,1) + "2 [1,0,2)) 2.18)
|6) = % (€"212,0,1) + €7 [1,2,0) + "2 (0,1, 2))

|7) = 7(\3 0,0) + 10,3,0) +10,0,3))

|8) = 7(\2 1,0) +0,2,1) + |1,0,2))

9) = 75 (2.0.1)+[1.2.0)+0.1.2)
10) =[1,1,1),

donde kg 23y = 2mk/3 con k € {1,2,3}. Como podemos ver, los estados
{]1),12),|3)} son autoestados de S con valor propio e, los estados {|4) , |5) , |6)}
con valor propio €2 y los estados {|7),[8),]9),]10)} con valor propio e** = 1.

Veamos que el subespacios k3(k = 3) se puede descomponer en dos bloques
con paridad definida. Consideremos la nueva base de este subespacio como

7 =17)
1
8" = —= (18) +19))
‘1[ (2.19)
9') = 7(\8> 19))
[10") = |10) .

En esta base el conjunto {|7),]8)]10’)} tienen paridad par y son autoesta-
dos del operador de traslacién y el de paridad mientras que el estado |9’) tienen
paridad impar y también es autoestado de los dos operadores.

Segun lo expuesto antes, si escribimos el Hamiltoniano de BH en la base
(2.18)) se vera como una matriz por bloques con dos de estos bloques de dimen-
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E(u)

Figura 2.2: (Izquierda) EL Hamiltoniano de BH en la base del operador de
traslacién para N = L = 3. (Derecha) Espectro del Hamiltoniano en el intervalo

u € [0,1].

3= 3=
2 2 2 T———_
s — 3 s,
w1 — k=1 {1 — k=2 { W~ — k=3
-2 -2 -4
-3 -3 -6
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C
u u u

Figura 2.3: Al descomponer el espectro en los subespacios de momento vemos
que los subespacios que corresponden a k =1y k = 2 estan degenerados.

sién tres por tres correspondientes a k =1 y kK = 2 y uno de dimensién cuatro
por cuatro correspondiente a k = 3. Esta descomposiciéon se puede ver en la
Figura[2.2] También se muestra el espectro completo usando la parametrizacién
U=uel0,1yJ=1-U,en el cual esperamos ver diez curvas sin embargo
solo se distinguen siete, esto se debe a que los espacios con k =1y k = 2 estdn
degenerados, lo cual se aprecia en la Figura donde se separé el espectro en
los diferentes subespacios.

Como siguiente ejemplo veamos el caso de cuatro particulas en cuatro sitios.
En este caso ya no es tan sencillo escribir explicitamente las dos bases pues la
dimensién del espacio de Hilbert ahora es de D = 35. En la Figura[2.4]se muestra
un esquema del Hamiltoniano en la base del operador de traslacién. Esperamos
ver que se descomponga en cuatro bloques correspondientes a los valores de
k ={1,2,3,4}. Al descomponer el espectro, en la Figura se observa que los
subespacios con kK =1 y k = 3 tienen el mismo espectro.
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1 10 20 30 35
I{r T 1
.l
|
10 = 10 5
.. u
iy 2 0
20t L 20 A
| |
n - -5
30t Te 0430
| . | L 1 1 1 1 1
35, ) ) W 5435 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
1 10 20 30 35 u

Figura 2.4: (Izquierda) Hamiltoniano de BH con condiciones de frontera pe-
ridédicas y con N = L = 4 representado en la base del operador de rotacién.
(Derecha) Espectro del Hamiltoniano en el rango de u € [0, 1].

6F =
B _) m O
~4¢ ~2} — k=2 |
00 02 04 0.6 08 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0
u
6.
4t
2
z 0
@ _)
—4t
00 02 04 0.6 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
u u

Figura 2.5: Descomposicién del espectro del Hamitoniano de BH con N = L = 4.
Podemos concluir que los subespacios con & = 1 y k = 3 tienen el mismo

espectro.
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2.3. Parametrizacion y unidades

La medida natural de energia en atomos confinados en redes 6pticas es la
energia de retroceso (recoil energy) Er = h%k?/2m donde k es el niimero de onda
de la luz utilizada en la red y m es la masa de los bosones. Para experimentos
con 8"Rb la energfa de retroceso es del orden de varios kHz[24]. Usamos entonces
FEr como unidad de medida de los parametros U y J y el tiempo en la escala
natural del sistema que es i/ Eg. Como muestran anticipadamente los resultados
anteriores, es posible tratar el modelo de BH con un solo parametro adimensional
que se expresa en funcién de U y J y que en los casos anteriores etiquetamos
como u. Sin embargo no hay una tnica forma de hacer tal parametrizacién. En
los siguientes parrafos explicamos algunas de estas.

El modelo de BH cuenta con un solo parametro en el sentido de que si
factorizamos U en la ecuacién (2.9)) tenemos (para J,U # 0)

L
. Tt 1.
Hy = <U l (al+1al n h.c.) +5 §:1 iy (A — 1)> : (2.20)

l

y el espectro adimensional que se obtiene al diagonalizar Hy debe ser multi-
plicado por U para obtener las energias en unidades de Er. Andlogamente se
puede factorizar J para obtener energias en unidades de J 1 diagonalizar el
Hamiltoniano

L
Hy = <_ > (aj+1al + h.c.) + % > iy (i — 1)) ; (2.21)

Esto significa que si resolvemos H; como funcién del pardmetro U/J enton-
ces las energias seran adimensionales y tendremos que multiplicar por J para
obtenerlas en unidades de Fg.

Supongamos ahora que queremos evolucionar en el tiempo algtin estado ini-
cial con U y J dados. Supongamos ademéds que se eligié en los calculos i = 1.
Entonces el procedimiento para evolucionar el estado es: calculamos U/.J y evo-
lucionamos el estado con el Hamiltoniano H 7, entonces multiplicamos el tiempo
por fi/J para obtenerlo en las unidades naturales del sistema que son ii/ER.

La parametrizacién que usaremos es tomada de [3] y es de gran utilidad para
estudiar el caos en el sistema. En este caso el parametro a utilizaresu =1—J
y u = U donde u € [0,1] y al igual que J y U estd en unidades de Eg. El
Hamiltoniano correspondiente se escribe como
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L
f[u = (— Z (d;rJrl&l + dl+1&;r) + ﬁ Zﬁl (ﬁl - 1)> . (2-22>
=1

=1

La energia adimensional que se obtiene de diagonalizar H, se multiplica
por 1 — u y obtendremos la energia en unidades de Egr. El tiempo del estado
evolucionado con H,, tendré que ser multiplicado por %/(1 — u) para obtenerlo
en las unidades naturales del sistema i/ Eg.

2.4. Diagonalizacion exacta

Existen dos limites que son integrables en el modelo de BH. Estos limites
son cuando U = 0 y cuando J = 0. Sin embargo en el caso general el modelo no
es soluble. La dificultad radica en el término que acompana a J el cual acopla
a los operadores bosonicos en diferentes sitios de la red.

Hay diferentes formas de resolver el Hamiltoniano de BH. Se pueden hacer
aproximaciones que resuelven el sistema bajo ciertas hipétesis o se pueden usar
métodos computacionales para resolverlo[27]. Debido a que nosotros analizare-
mos la estadistica de niveles del sistema, trataremos el sistema con el método
de diagonalizacién exacta el cual nos permite obtener el espectro completo del
sistema.

La diagonalizacion exacta de sistemas de muchos cuerpos solo se puede rea-
lizar para sistemas pequenos dadas las dimensiones enormes del espacio de Hil-
bert. En el caso del modelo de BH la dimensién del espacio esta dada por

(N+L-1)
NI(L - 1)

oo 1)

donde N es el nimero de atomos y L el nimero de sitios en la red. Para ilustrar la
restriccién impuesta por la ecuacion consideramos el tamano del espacio
de Hilbert para L = N. Por ejemplo para N = 8,10 y 12 uno obtiene que
la dimension del espacio es 6435,92378 y 1352078 respectivamente. Se puede
verificar que para N >> 1 se cumple que D(N + 1,N + 1) =~ 4D(N,N) lo
cual cuantifica el rapido crecimiento de la dimensién del espacio. Mas aun, si
la densidad de dtomos en la red n, = N/L permanece constante entonces la

D(N, L) =
(2.23)
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dimension del espacio crece exponencialmente como se muestra en la segunda
parte de la ecuacién (2.23). Esto muestra que una diagonalizacién esténdar
donde todos los elementos de matriz se almacenan puede traer problemas para
N=1L>8.

En los siguientes parrafos describiremos los pasos a seguir para obtener el
espectro del sistema.

El primer paso es construir el Hamiltoniano en la base de los estados de
Fock. Esta parte del cédigo se describe en [28] y consiste en lo siguiente.

1. Comenzamos con la construcciéon de la base. Observemos que se puede
ordenar los estados de Fock con un orden lexicografico. Comenzando del
estado |N,0,0,...,0).

2. Sea |n) = |n1,na,...,nr) un estado de Fock. Sea k € {1,2,3,....,n_1} el
indice que indica el sitio del estado |n) tal que para todo L > m > k se
cumple que n,, = 0.

3. Entonces el siguiente estado |n+ 1) = |n},n),...,n}) de la base estard
dado por:

» Para todo m < k, nl,, = np,.
sl =n,—1

/ _ k ’
g =N =Y

4. Una vez construida la base, asociamos una etiqueta mediante una funcién
real biyectiva a cada elemento de la base, tomamos por ejemplo la funcién
descrita en [28].

5. La construccién de la parte de interaccién en el Hamiltoniano es diagonal
y resulta trivial escribirla en esta base.

6. Para la parte cinética construimos el operador d;dH_l y lo aplicamos al ele-

mento |n) de la base. Sea |n') = d}dl+1 |n). Buscamos la etiqueta asociada
a |n) y |n’). Entonces si las etiquetas estdn en el sitio p y p’ el elemento

H, , seré el escalar que acompaiia a @) ajyq |n).

7. La parte asociada al operador d}dH_l corresponderd a la matriz transpues-
ta del inciso anterior.

Con el algoritmo descrito en los incisos anteriores se construye una matriz

que solo tiene elementos diferentes de cero en la diagonal y en los sitios (p, p’).

La segunda parte del cédigo consiste en tomar en cuanta las simetrias del
sistema en particular el operador de traslacién S.
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La matriz que contiene en sus columnas a los autoestados de S escritos en la
base de Fock corresponde a la matriz de cambio de base que lleva del espacio de
Fock al espacio de autoestados de S. Describimos enseguida cémo se construye
el Hamiltoniano en esta nueva base.

1. Se construye los vectores propios de S segin lo explicado en la seccién de
simetrias.

2. Sea A la matriz que contiene en sus columnas a los vectores propios de S
escritos en la base de estados de Fock.

3. El Hamiltoniano en la nueva base estard dado por
Hyy = ATHpy A, (2.24)

donde fIfBH y Hpy son los Hamiltonianos escrito en la base de S y en la
base de estados de Fock respectivamente.

Con los pasos descritos hasta aqui tenemos el Hamiltoniano construido en
L bloques. Cada uno asociado a un valor propio de S. Sin embargo, como se
describié en la seccién de simetrias el subespacio asociado a k = L se puede
descomponer en dos bloques con paridad bien definida. Para hacer esto se cons-
truye el operador de paridad y se aplica a cada elemento |I) del subespacio. Esto
nos regresara un vector |I’) del mismo subespacio con el que podremos construir
la combinacién par e impar

1
l+) = —= (I + 1),

\? (2.25)
=)= NG (1D = 11%) -

Con esta descomposicion del subespacio tendremos el espectro completa-
mente separado en todas las simetrias que el sistema posee.

2.5. Realizacion experimental

Los atomos ultra frios atrapados en redes 6pticas son el medio por el cual
se ha logrado la realizaciéon experimental de sistemas como el descrito en este
trabajo. Las técnicas experimentales que se han desarrollado en la manipulacién
de dtomos ultra frios abrieron un nuevo capitulo en la fisica atémica, molecular
y en general, en la realizacion experimental de sistemas cuanticos de muchos
cuerpos.
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Figura 2.6: Los potenciales de redes 6pticas estan formados por la superposi-
cién de dos o més ondas estacionarias ortogonales. a) Para una red 6ptica dos
dimensional, los dtomos estan confinados en una serie de tubos de potencial
unidimensionales confinantes. En el caso 3D, la red 6ptica puede ser aproxi-
mada por un conjunto ctibico simple 3D de potenciales de oscilador arménico
confinantes en cada sitio de la red (tomada de [24]).

En esta seccién haremos una descripcién sin entrar en detalles de la forma
en que se crean estos sistemas.

2.5.1. Redes opticas

Las redes épticas son creadas con ldseres contrapropagantes que forman on-
das electromagnéticas estacionarias. El origen fisico del confinamiento de &tomos
frios con luz laser es la fuerza dipolar[24].

La interferencia entre los haces de luz forma una onda estacionaria de periodo
A/2 en la cual se atrapan los dtomos. Haciendo interferir més 14seres, se crean
redes de una, dos o tres dimensiones, ver la Figura[2.6] Una ventaja importante
de crear trampas mediante la interferencia de laseres es que la profundidad y la
geometria de la trampa estd bajo control total del experimentador.

La geometria de la trampa puede ser controlada cambiando el dngulo entre
los laseres incidentes y la longitud de onda lo cual posibilita la formacién de
redes Opticas complejas. Mientras que la profundidad de la trampa puede ser
modulada cambiando la intensidad del haz.
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V(x) = V, sin?(kx)
U

N\
J

Figura 2.7: Esquema de atomos confinados en un potencial periédico unidimen-
sional de la forma V() = Vp sin?(kx).

Como ya mencionamos, en este trabajo nos restringimos al modelo lineal.
Asumiendo entonces un red éptica lineal, el potencial de confinamiento tiene la
forma

V(z,y) = Vosin?(kx), (2.26)

donde k = 27/ X es el vector de onda del ldser y Vj la profundidad del potencial
usualmente dado en unidades de la energfa de retroceso Ep = h?k?/2m (con
m la masa de un dtomo neutro) que es la unidad natural de energia en estos
sistemas. En la Figura se muestra la forma del potencial de la ecuacion
(12.26)).

El modelo de BH considera atomos bosénicos que ocupan la primera banda
de energia, lo cual se logra teniendo pozos suficientemente profundos. Supo-
niendo que se cumple lo anterior tendriamos que V; >> ERr. En este caso, los
pardmetros del modelo J y U se pueden aproximar a[29)

3/4
S oA (NN eyWTER
Er 7 \ERr ’

U fk Yo\
ER - s 8 ER ’

donde a; es la longitud de dispersiéon de onda s. Supongamos que el experimento
se realiza con 8"Rb. Los valores tipicos en el experimento son A = 825nm y
as = 5.45nm [30]. La forma de J y U como funcién de Vj en unidades de Eg se
muestra en la Figura Usando la tercera parametrizacion descrita al inicio

(2.27)
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Figura 2.8: Se muestra el comportamiento de J y U como funcién de Vj en
unidades de Er.

de este capitulo, los valores de U y J correspondientes a v = 0.5 concuerdan
con el cruce en la Figura Lo cual se cumple para Vy/FEr = 3.11252.



Capitulo 3

Caos cuantico en el modelo
de Bose-Hubbard

La manera tradicional en la que se determina si un sistema presenta caos
cudntico es mediante el analisis estadistico de su espectro, tal y como se describié
en el primer capitulo. Sin embargo, hay situaciones en las que por alguna razén
no se tiene acceso al espectro del sistema o hacer el desdoblamiento de niveles
puede resultar dificil ademas de que las pruebas de distribucién de probabilidad
pueden dar resultados ambiguos.

En este capitulo analizamos la estadistica de niveles del modelo de BH y
presentamos una prueba alterna del comportamiento caético del sistema. Esta
prueba consiste en la observacion del llamado agujero de correlacién, el cual
es un descenso por debajo del punto de saturaciéon de la probabilidad de su-
pervivencia, definida como la probabilidad de encontrar el sistema al tiempo ¢
en el estado inicial. Estudiar este observable nos permite comparar los resulta-
dos numéricos con una expresion analitica que se derivé a partir de teoria de
matrices aleatorias[I9] BT [32] 33| B34]. Aunque el agujero de correlacién ya ha
sido estudiado en otros sistemas cadticos, en los cuales se basd gran parte del
trabajo, nunca habia sido investigado en el modelo de BH.

3.1. Estadistica de niveles

Consideremos el modelo de BH con nueve bosones sin espin colocados en un
arreglo lineal de nueve sitios con condiciones de frontera periédicas. El Hamil-
toniano del sistema es
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Figura 3.1: (Izquierda)Hamiltoniano de BH con N = L = 9 en la base de estados
de Fock. (Derecha) Hamiltoniano en los estados de la base del operador S.

9 9

Hpy = 7‘72 <dj+1dl+h.c.> +%Zﬁl (g —1). (3.1)

=1 =1

La dimensién del espacio de Hilbert esta dada por la ecuacién y en
este caso es D = 24310. Usando la parametrizacién v = U, u = 1 — J descrita
en el segundo capitulo construimos el Hamiltoniano con u = 0.5 el cual se
muestra en la Figura[3.1] A la izquierda se muestra el Hamiltoniano en la base
de nimero. A la derecha se muestra en la base de los vectores propios de S.

Se sigue del analisis de las simetrias que el espacio de Hilbert se descompone
en 9 subespacios ortogonales asociados a k = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ademés el
subespacios k = 9 se puede descomponer en dos subespacios con paridad bien
definida, la descomposicién en estos dos subespacios se puede ver en la Figura
El bloque superior representa los autoestados con paridad par y el inferior
con paridad impar.

Los valores propios del operador de traslacion S se muestran graficamente
en el Figura[3:3] Cada una de las etiquetas que se encuentra a un costado de los
puntos es el valor de k al cual pertenece dicho valor propio. Como podemos ver,
los valores propios para los subespacios ocho y uno son el complejo conjugado
uno del otro, lo mismo para los subespacios dos y siete, tres y seis, cuatro y
cinco. Esta caracteristica se ve reflejada en el espectro del modelo, pues al ser
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Figura 3.2: Descomposicién del espacio k = 9(dimensién 2704) en dos subespa-
cios con paridad definida.

el Hamiltoniano un operador autoadjunto, no hay ninguna diferencia entre las
parejas de subespacios anteriores. Eso lo confirmamos al ver que tienen el mismo
espectro para cualquier valor de u € [0, 1]. Dado lo anterior, nos limitaremos a
analizar los subespacios con k € {1,2,3,4,9}.

Comencemos por analizar la densidad de estados tanto del sistema completo
como de cada uno de los subespacios. Mediante diagonalizacién exacta se obtuvo
el espectro completo en cada uno de los subespacios. El grafico de la densidad
de estados para el sistema completo se muestra en la Figura[3.4 mientras que la
de los subespacios en la Figura |3.5] El andlisis de las energias muestra que en
todos los subespacios la distribucién es normal con pardmetros muy similares.
Los pardmetros de cada distribucién se muestran en la tabla[3.1]

La densidad en cada subespacio muestra que no hay diferencia significativa
entre los subespacios pues aproximadamente todos tienen la misma distribucién
de energias. Esto nos hace suponer que todos los subespacios tendran el mismo
comportamiento.

Consideremos la estadistica de separacién de niveles para cada subespacio.
Tomemos la parte central del espectro, quitando el 10 % de las energias tanto
en la parte inferior como en la superior. En la Figura se muestra en gris la
parte del espectro que se analizé y en amarillo los extremos que se descartaron.
Consideramos s; = (E;+1 — F;)/o; donde o; es la separacién media de estados
en el intervalo (E;, F;11) y calculamos la distribucién de dicha separacién. El
resultado para cada subespacio se muestra en la Figura [3.7]

La linea continua en rojo es la distribucion de Wigner-Dyson mientras que
las barras en color gris corresponden a la distribucién de s en cada subespacio.
Claramente se observa que en los subespacios con k& = 1,2,3,4 la estadistica
sigue una distribucién de Wigner-Dyson y por lo tanto se presenta caos cudntico.
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Figura 3.3: Valores propios del operador de traslacién para el modelo de BH con
nueve sitios.

2500
2000
%) !
g 1500
1000

500

Figura 3.4: Densidad de estados del modelo de BH con N = L =9 y u = 0.5.
La linea punteada en rojo representa el ajuste a la distribucién. Las franjas
amarillas son el 10 % de los datos que no se usan para la estadistica de niveles.
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Figura 3.5: Densidad de estados en los diferentes subespacios. Las regiones ama-
rillas son aquellas que se omitieron para hacer la estadistica de niveles.
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P(s)

Figura 3.6: Distribucién de los espaciamientos del espectro sin separar por si-
metrias.

Pi(s)
Pa(s)

P3(s)
Py(s)

outf+}=

Figura 3.7: Distribuciones de los espaciamientos del espectro en los diferentes
subespacios comparada con la distribuciéon de Wigner-Dyson.
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Figura 3.8: Distribuciones del espaciamiento en el subespacio k& = 9 para los
estados con paridad par(derecha) y paridad impar(izquierda).

| Subespacio | Media | Desviacién esténdar |

k=1,8 3.60056 3.43885
k=27 3.60056 3.43885
k=3,6 3.60137 3.43807
k=4,5 3.60056 3.43885
k=9(par) | 3.55263 3.49504
k=9(impar) | 3.64579 3.38887
Completo | 3.60033 3.43994

Tabla 3.1: Media y desviacion estandar de las distribuciones de energia en cada
subespacio.

A diferencia de los subespacios anteriores en el subespacio k = 9 no se aprecia
una clara concordancia con la distribucién de Wigner-Dyson aunque tampoco
se aprecia que concuerde con la distribucién de Poisson. Esta fue una de las
razones por las que se decidié analizar mas el subespacio kK = 9. Cuando se
separ6 el espacio en los dos subespacios con paridad definida, tal y como se
describe en el segundo capitulo se obtuvieron espacios de dimensién 1387 con
paridad par y 1317 con paridad impar. La estadistica de niveles de cada uno de
estos subespacios si sigue una distribucién de Wigner-Dyson y se muestra en la

Figura

Analicemos ahora la estadistica de niveles del espectro completo, es decir sin
separar en simetrias. En la Figura[3.6]se muestra que la distribucién de primeros
vecinos para el espectro completo parece seguir mas una distribucién de Poisson,
como la que se muestre en azul, que una distribucién tipo Wigner-Dyson. Esto
muestra que con este método de estadistica espectral no es posible determinar si
un sistema presenta caos al estudiar el espectro completo atin cuando el analisis
de los subespacios muestra claramente la correlacién en los niveles.
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3.2. Probabilidad de supervivencia

La probabilidad de supervivencia Sp(t) es un observable definido como la
probabilidad de encontrar al sistema en el estado inicial |¥(0)) a un tiempo
posterior t,

Sp(t) = [ (L(O)[¥(t))|*. (3.2)

Si consideramos tanto el estado inicial como el estado al tiempo ¢ en la base
de la energia,

(W) = crlén), o= (@l¥(0), Hpulor)=FEilér),  (33)
K

podemos escribir la probabilidad de supervivencia como,

2

Sp(t) = (34)

Z |Ck|26—iEkt
k

La evolucién a tiempos cortos depende de la distribucién en la energia del es-
tado inicial. Para ver esto, observemos que Sp(t) se puede escribir de la siguiente
manera

2

Sp(t) = \ [ ootBrean] (35)

con po(E) =, |ex|?6(E — Ey) es la densidad local de estados (LDoS), que es
la distribucién de la energfa pesada por las componentes del estado inicial[32].

3.2.1. Estados iniciales

Consideraremos ensambles de estados iniciales definidos en una regién caéti-
ca de la energia con componentes seleccionados aleatoriamente, tales que



Probabilidad de supervivencia 33

donde r; son nimeros aleatorios positivos de una distribucién uniforme en el
intervalo [0,1]. La funcién f(E) = p(E)/v(E) garantiza que el estado inicial
tiene un perfil dado por p(E), que se consigue compensando los cambios en la
densidad de estados v(FE). En la Figura se muestra la densidad de estados
del modelo de BH para u=0.5 N = L =9, que es el caso que se analiza.

Consideraremos un perfil rectangular dado por

pr(E) = { 2on

L Ee[E.- E,.
{ S [ OR, + CTR] (3.7)

0 Otro caso.

El perfil esta centrado en la energia E. que sera seleccionado como un punto
del espectro en que sabemos que el caos domina la dindmica y or es el ancho
de la distribucién.

Como ya mencionamos, la distribucién de energia de |¥(0)) determina el
decaimiento de Sp(t). Si aproximamos la LDoS en la ecuacién (3.5) por su
perfil suavizado po(E) ~ pf(E), obtenemos el comportamiento inicial de la
probabilidad de supervivencia

E.+or 1 . ’
s =| [ g
E.—oRr OR
2
_ sin(Ef) — i cos( Et Ec+or
— (sin(E0) (E1) 5 Zon (3.8)
4sin’(opt
.2
sin“(ogt)
Sbc t) = ————~
P( ) (URt)2

Para tiempos muy cortos, ¢t << 0151, la expresién anterior muestra el decai-
miento universal de la probabilidad de supervivencia 1 — o%t2. Esto se puede
ver expandiendo en serie de Taylor la tltima expresién de la ecuacién (3.8)).

La ley de decaimiento de la probabilidad de supervivencia es causada por la
presencia de los limites de la energia en la LDoS, que en nuestro caso presentan
una discontinuidad, el exponente depende de cémo se aproximan los limites[19].
Observemos que el comportamiento inicial es simplemente la transformada de
Fourier del perfil de energia del estado inicial.
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3.2.2. Expresion analitica

Existen dos caracteristicas adicionales del espectro del sistema que no estan
capturadas en la ecuacion . Estas caracteristicas surgen de que el espectro es
discreto y de la correlacién en los valores propios. Veremos que la manifestaciéon
de las correlaciones en el espectro es a través del agujero de correlaciéon el cual
aparece a tiempos largos. La segunda caracteristica que no estéd presente en la
ecuaciéon es la saturacion de la dindmica al valor asintético alrededor del
cual oscilara la probabilidad de supervivencia,

1 t
Sp(t) :tl_igﬁi/o Sp(t"dt', (3.9)

Para observar estos fenémenos en la ecuacién que describe a Sp(t) reescri-
bimos la ecuacién (3.2]) separando los términos con la misma componente de la
energia de la siguiente forma,

Sp(t) = lal?lexPe” P 4 Tpp, (3.10)
k£l
donde
Ipr =Y (6| (0)* = Sp, (3.11)
k

es la llamada razén inversa de participacion, que da el valor asintético de Sp(t).
La Ipr da una medida del inverso del ntimero de elementos de la base que
participan en un estado inicial arbitrario |¥(0)).

Con las consideraciones tomadas en los parrafos anteriores es posible deter-
minar una expresién para la tasa inversa de participacién si consideramos el
promedio sobre el ensamble de estados iniciales,

(Iom) :< Zkr,%fz(Ek)2> L) L / (E)E, (3.12)
(Z,raf(B)) [ e

lo que resulta para el perfil rectangular

2
3URVC ’

(IBg) = (3.13)
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donde v, = v(E.) es la densidad de estados evaluada en el centro del perfil E.,
que es igual al espaciado medio inverso de niveles de energia consecutivos en la
region sondeada por el estado inicial.

Hemos descrito dos regiones de la dindmica en la probabilidad de supervi-
vencia. El comportamiento inicial que estd determinado por la ecuacién (3.8)) y
el valor asintético que estd dictado por la ecuacién . Nos falta considerar
el comportamiento intermedio, el cual estd determinado por las correlaciones
que existen entre los niveles de energia del sistema.

Mencionamos ya en el capitulo uno que las propiedades estadisticas de los
sistemas cuanticos cadticos son comparables a las del ensemble Gaussiano or-
tonormal(GOE) de la teorfa de matrices aleatorias. Es a partir de esta con-
sideracién que se deriva el comportamiento intermedio de la probabilidad de
supervivencias. Siguiendo los pasos que se describen [34] [33] [19] llegamos a la
expresion analitica para la probabilidad de supervivencia

1 —(Ipr)
n—1

(Sp(t) = 50—t (5o )| + e G0

c

En la ecuacién anterior, n es la dimensién efectiva del ensemble, definida
como[19]

pe e - i) 1 (3.15)
JP(EYAE (1) {IpR)’ '

En la ecuaciones (3.14), S¥(t) describe el comportamiento antes de la ma-
nifestacién de la correlacién entre los valores propios (el subindice bc se refiere a
before correlations) y corresponde a la ecuacién . El comportamiento deter-
minado por esta ecuacién se cumple hasta que (Sp(t)) llega a su valor minimo,
que es menor a (Ipg). Después de este valor la dindmica estd controlada por el
factor de forma de dos niveles

bo(f) = [1—2t+ (2t +1)] ©(1 — ) + [tln <2i+ 1) - 1] O(—-1) (3.16)

donde O es la funcién escalén de Heaviside. by(t) lleva la probabilidad de su-
pervivencia de su valor minimo a su valor asintético (Ipg), creando el descenso
que es conocido como agujero de correlacién.

El agujero es una senal directa de la presencia de valores propios correlacio-
nados y no se forma con valores propios no correlacionados. Como la ecuacién
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anterior se deriva considerando la teoria de matrices aleatorias y no el sistema
fisico particular se concluye que la dinamica de la probabilidad de supervivencia
después de alcanzar el minimo es universal.

La dinamica completa de la probabilidad de supervivencia estd determinada
por la ecuacién . Observemos que la ecuaciéon no tiene parametros de
ajuste. Todos los parametros pueden ser determinados del modelo y el perfil de
energia del estado inicial.

Comencemos nuestro anélisis por estudiar el espectro y la distribucién de las
energias. Después analizaremos la probabilidad de supervivencia y aplicaremos
los resultados descritos en esta seccién.

3.3. El agujero de correlacion

Para cada uno de los subespacios tomemos el perfil cuadrado en la energia
centrado en E. donde E. es el centro de la distribucién en cada subespacio, es
decir, toma los valores de la segunda columna en la tabla dependiendo del
subespacio que se analice. Para todos los casos tomamos cp = 2 y consideramos
tantos estados iniciales como niveles de energia hay en el intervalo [E.—og, E.+
or] que son del orden de 1800 para los subespacios con k € {1,2,3,4} y de 1100
para los subespacios con k = 9.

Usando la definicién de la probabilidad de supervivencia se calcula
dicho observable para cada estado inicial en el intervalo temporal ¢ € [0,10°] en
una malla de 10* puntos con separacién exponencial de tal forma que en escala
logaritmica la separacion entre puntos es constante.

Hacemos el mismo calculo con la expresion analitica y usando la misma
malla temporal. En las Figura[3.9]y [3.10]se muestran, en gris el comportamiento
de algunas trayectorias de la probabilidad de supervivencia, en color rojo se ob-
serva el promedio sobre el ensamble y en verde se observa la trayectoria predicha
por la expresién analitica para cada uno de los subespacios del sistema.

De estas figuras podemos concluir algunas cosas. No parece haber alguna di-
ferencia en las probabilidades de supervivencia entre los primeros cuatro subes-
pacios, tanto en la tedrica que corresponde a la curva verde como en el promedio
sobre el ensamble que es la curva roja. Incluso las variaciones de la curva roja
parecen ser del mismo orden en todos los casos. Lo mismo sucede entre los dos
subespacios de k = 9. Las probabilidades de supervivencia parecen ser idénti-
cas en ambos casos. Sin embargo si hay diferencia significativa entre los dos
subespacios de k = 9 y los primeros cuatro.

El agujero de correlacién solo se observa al hacer promedios sobre el ensamble
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Figura 3.9: Comportamiento de la probabilidad de supervivencia en los subespa-
cios k = 1,2, 3,4 en orden de izquierda a derecha y de arriba a abajo. En gris se
muestra algunas de las trayectorias para diferentes estados iniciales, en rojo se
muestra en promedio sobre todas las trayectorias y en verde el comportamiento

analitico.
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Figura 3.10: Comportamiento de la probabilidad en los subespacios con paridad

par e impar y k = 9.
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Figura 3.11: Promedio temporal de Sp para los subespacios k = 1,2,3,4 (en
rojo) y para la expresién analitica de la ecuacién (3.14)) (en verde).

y en el tiempo en la probabilidad de supervivencia. En las Figuras y
se observa el promedio temporal de las probabilidades de supervivencia en cada
uno de los subespacios. En todos los casos se realizé el promedio usando un
intervalo de 100 puntos en el tiempo.

En todos los casos se encuentra muy buena concordancia entre la expresion
analitica mostrada en verde y el resultado numérico que se muestra en rojo. Con-
firmamos que la probabilidad de supervivencia en los subespacios k = {1, 2, 3,4}
es idéntica en los cuatro subespacios, de hecho, al sobreponer las trayectorias de
la Figura [3.11] no se nota diferencia alguna entre las cuatro trayectorias. Esta
semejanza en (Sp(t)) también se observa en los subespacios de k = 9 de las
Figuras|3.12

La observacién del agujero de correlacion es una evidencia clara de que se
presenta caos cudntico en el modelo[32]. Como se muestra en la Figura
ademads de la descripciéon cualitativa del agujero de correlacién también encon-
tramos concordancia con las expresiones para el tiempo de relacién T, que es
el tiempo al cual la dindmica satura al valor asintético y el tiempo de Thouless
Tin que es el momento en que la probabilidad de supervivencia alcanza su valor
minimo.

Se observa un decaimiento oscilatorio modulado por una ley de potencias
t=2. Este comportamiento es causado por los extremos en el perfil de energia y




El agujero de correlacion 39

1 1
A Y
< 0.100 S 0.100
U)E 0.010 EI 0.010
A
v v
0.001 0.001
001 1 100 104 0.01 1 100 104

Figura 3.12: Promedio temporal de Sp en los subespacios con paridad par e
impar y k = 4 (en rojo) y para la expresién analitica de la ecuacién (3.14) (en

verde).

0.100 ¢

0010}

< Sp1 () >

0.001}

0.01 1 100 10*

Figura 3.13: Ley de decaimiento en la probabilidad de supervivencia y tiempo
de Thouless y de relajacion.

concuerda con el comportamiento ya observado en otros sistemas[19].

3.3.1. Probabilidad de supervivencia en diferentes subes-
pacios

Supongamos que el analisis anterior no se realiza asi, es decir, no se separa el
Hamiltoniano en sus diferentes subespacios y se analizan por separado. En lugar
de eso se calcula la probabilidad de supervivencia en el espectro completo del
sistema. Considerando las mismas condiciones, or = 2, tantos estados iniciales
como energias del espectro completo hay en el intervalo [E. — og, E. + oR].

El resultado se muestra en la Figura Se observa que no coincide el
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Figura 3.14: Promedio temporal de Sp considerando todo el espectro. En este
caso el resultado analitico no coincide el resultado numérico.
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Figura 3.15: Se muestra el valor promedio de la probabilidad de supervivencia
en los subespacios con k = {1,2, 3,4}, para k = 9 y para el sistema completo.

resultado analitico con el resultado numérico. El tiempo de relajacion y la pro-
fundidad del agujero parecen ser mayores en la expresiéon analitica mientras
que el valor asintético es de 0.0001182. A pesar de estas diferencias se observa
claramente el agujero de correlacion en el resultado numérico, lo cual es una
demostracién contundente del comportamiento cadtico del sistema.

La diferencia entre los tres comportamientos encontrados se observa mejor
en la Figura [3.I5] Se observa claramente que el valor asintGtico es mayor en el
subespacio k = 9 que en los subespacios k = {1,2,3,4} y este es mayor que el
valor asintdtico si consideramos el espectro completo. En la tabla se muestra
el valor asintético calculado numéricamente.

Segun la deduccién de la expresién analiticas, la dnica diferencia entre las
diferentes probabilidades de supervivencia es la densidad de estados. Si se tiene
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| Subespacio | Valor asintdtico | Valor tedrico |

k=9 0.00233(3) 0.0021277
k={1,2,3,4} | 0.00113(2) 0.0010634
Completo 0.000207(9) 0.0001182

Tabla 3.2: Valor asintético de las probabilidades de supervivencia para los dife-
rentes subespacios.

una densidad de estados entonces todo el comportamiento ya estard determina-
do.

La dimensién de los subespacios es 2700 para los subespacios k = {1,2,4, 5,7, 8},
2703 para los subespacios k = {3,6} y 2704 para el subespacio k = 9. Creemos
que la diferencia de dimension es insignificante y no se refleja de manera im-
portante en el comportamiento promedio de los observables. De hecho la tabla
-1 muestra que la densidad de estados es practicamente la misma en todos los
subespacios y que la densidad de estados del sistema completo se puede apro-
ximar simplemente como nueve veces la densidad de estados en alguno de los
nueve subespacios.

Sabemos que los dos subespacios de paridad con k = 9 tienen aproximada-
mente la misma dimensién y es la mitad de la dimensién de los otros subespacios,
por esta razon el valor asintético resulta ser el doble, tal como se muestra en la
Tabla

Una de las preguntas que surge del anélisis anterior es jPor qué la expresion
analitica de la probabilidad de supervivencia no reproduce el comportamiento
numérico para el ensamble del sistema completo? si la expresion esté construida
a partir de considerar ya una separacién de las simetrias entonces j Por qué atn
asi podemos observar el agujero de correlacién sin hacer la separacién? ;En qué
casos se puede obtener estos resultados? es decir ;Qué condiciones tiene que
tener el sistema para observar tal comportamiento?

En la Figura |3.16| se muestra en rojo el valor numérico de la probabilidad
de supervivencia y en verde el ajuste por minimos cuadrados de la expresion
analitica. El mejor ajuste encontrado es cuando se multiplica la densidad de
estados de un subespacios por 5.45 lo cual suena razonable si consideramos que el
numero de subespacios que tienen espectro diferente entre ellos es precisamente
5.

3.3.2. Analisis por regiones

Consideremos el subespacio k = 1 cuya dimensién es de 2700. Sabemos ya
que la regién que se analiz6 en el espectro presenta caos cudntico. Analicemos
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Figura 3.16: Probabilidad de supervivencia considerando el espectro completo en
rojo y la expresién analitica con un ajuste de minimos cuadrados en la densidad
de estados.

ahora, con la misma distribucién, diferentes partes del espectro. Las regiones
que analizaremos se muestran en la Figura|3.1

Siguiendo el mismo procedimiento que en el analisis por subespacios, con-
sideramos tantos estados iniciales como energias hay en la regién del espectro
correspondiente. Cada uno de estos estados iniciales tienen componentes selec-
cionadas aleatoriamente segun la ecuacion .

Calculamos la probabilidad de supervivencia para los estados iniciales en
las regiones mencionadas. Tomamos el promedio sobre las trayectorias y de la
misma forma que antes, tomamos el promedio temporal. El resultado se observa

en la Figura [3.18]

Cada trayectoria de la Figura [3.18] tiene el color correspondiente a la regién
de la energia de la cual se estd analizando. Como esperabamos ver, las dos
regiones centrales del espectro muestran claramente el agujero de correlacion
y por lo tanto estas dos regiones son cadticas en el sentido del caos cuantico
mientras que las colas de la distribucién son regiones regulares.
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Figura 3.17: Las regiones obscuras son las diferentes regiones del espectro que
se analizan. Las etiquetas indican el nimero de energias que se encuentran en
cada regién.
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Figura 3.18: Promedio temporal de la probabilidad de supervivencia para en-
sambles de estados iniciales con distribucion en la energia marcados en la Figura

B.17
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Conclusiones

Analizamos el espectro completo del Hamiltoniano de Bose-Hubbard. El
analisis de las simetrias nos permitié encontrar un algoritmo mucho mas efi-
ciente para diagonalizar el Hamiltoniano.

Se pudo demostrar que el sistema es cadtico en el sentido del caos cudntico.
Esto se determiné analizando la estadistica del espectro y observando que la
estadistica de niveles de primeros vecinos sigue una distribucién de Wigner-
Dyson. Ademas se encontré que la dindmica de la probabilidad de supervivencia
exhibe una senal clara de las correlaciones espectrales conocida como agujero de
correlacién. El anélisis de la probabilidad de supervivencia lo hicimos en cada
uno de los subespacios del sistema y logramos comprender la diferencia en el
comportamiento de diferentes subespacios.

Encontramos que el agujero de correlacién se presenta también cuando no
separamos el espacio en simetrias. Lo cual puede ser de gran ayuda si esta
separacion no es facil de realizar o no se tiene acceso al espectro del sistemas.
Consideramos que esto se cumple si, como en este caso, la distribucién de la
energia en los diferentes subespacios es practicamente la misma.

Con este método se pueden analizar diferentes regiones del espectro. Logra-
mos observar que el agujero de correlacién no se presenta cuando el ensamble
de estados iniciales tiene componentes en las colas de la distribucién de energia
mientras que en la regién central se observa claramente.

Consideramos que los resultados expuestos en este trabajo son una apor-
tacion al entendimiento de la dindmica de este Hamiltoniano y aunque se ha
demostrado que otros sistemas cudnticos de muchos cuerpos presentan caos,
creemos que este sistema merece una atencion especial por su importancia en
la fisica de atomos frios.
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Apéndice

Representaciéon de Bloch

En esta parte del apéndice desarrollamos los calculos para llevar el Hamil-
toniano de Bose-Hubbard a la representacion de Bloch.

Consideremos las relaciones de transformacién definidas por la ecuacién
(2.13) y su conjugada. Al sustituir en el Hamiltoniano de BH obtenemos pa-
ra la parte cinética:

T=-7% (a}Hal n a}am)
l
_ _JZ (i (Z (inHDjt Z e—im'lh , Zem@ Z e—m'(z+1)5n,>>
l K K/ K K’
_ g Z % Z iRl 4 Z % Z ils =Rl =K iy
K,k l K,k l

=—J Z 5K’,€/€iﬁ6£i)ﬁ/ + Z 5,i,,{/e_i”ll;LlA)H/

(17)

S et =, (18)
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1 . /
Ly et g, (9

Hagamos el mismo procedimiento para la energia potencial del sistema

<>
Il

>

vo|

- -

(7 — 1)

. s 1 i bt b
Z ez(ml—ng)lbllb,Q) (L Z el(/ﬂ—fﬂz)lblemQ - 1)

KR1K2 Ri1k2

vo|

VR
SIS

U 1 i(k1—kotrs—ra)IZT 7 7t 7 U 1 i(k1—k2)IDT 7
= Y Z 7 Ze (k1—k2tk3 4)lbllb,§2b23b,ﬁ4 ) Z 7 Zel( 1 2)lbL1bl€2
K1,K2,K3,K4 l K1,K2 l
U froa ap oa U P
=7 (k1 — K + K3 — K4)bL by by, — 5 > Gxy bl b
KR1,R2,R3,Rq K1,R2
U Sy s s UN
= o7 > 6(k1 — ko + kg — Ka)bl by,bl by, — -

K1,R2,K3,R4

(20)

Usemos las relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y
aniquilacién bosénicos

entonces la energia potencial resulta
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. U . . a n
V=7 > b sy b bisbiy (23)

R1,Rk2,K3

Finalmente el Hamiltoniano de Bose-Hubbard en la representacién de Bloch
es

L L

- 27k \ . U “ I

H%l?{(:h =-2J E CO8 (L) ng + ﬁ E bk1+k27k3b23bk:2b/€1 (24>
=1 T
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