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Resumen

Presentamos un estudio del caos cuántico en uno de los modelos paradigmáti-
cos de la f́ısica cuántica y materia condensada en los últimos años, el modelo
de Bose-Hubbard. El modelo de Bose-Hubbard unidimensional con condiciones
de frontera periódicas es un sistema con un alto grado de simetŕıas, lo cual difi-
culta el análisis estad́ıstico de la separación de niveles de primeros vecinos para
determinar si presenta caos cuántico.

En este trabajo mostramos una manifestación dinámica del caos cuántico.
Esta manifestación consiste en analizar el comportamiento de la probabilidad de
supervivencia definida como la probabilidad de encontrar el sistema en el estado
inicial a un tiempo posterior t. Observamos el llamado agujero de correlación
que es un descenso por debajo del punto de saturación de la probabilidad de
supervivencia. La presencia del agujero de correlación es una señal clara de las
correlaciones en el espectro del sistema, relacionadas con el caos cuántico.

Uno de nuestros resultados principales indica que la separación en simetŕıas
del espectro no es necesaria para observar el agujero de correlación. Este resul-
tado es de gran relevancia teórica y experimental pues muestra que se pueden
encontrar señales de caos aún cuando es complicado hacer la separación en si-
metŕıas y el llamado desdoblamiento de niveles o que incluso no se tiene acceso
al espectro completo del sistema.

Aunque el agujero de correlación ha sido investigado ya en otros sistemas de
muchos cuerpos, no se hab́ıa estudiado en el modelo de Bose-Hubbard, el cual
merece una atención especial por su relevancia en la f́ısica de átomos fŕıos.
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3. Caos cuántico en el modelo de Bose-Hubbard 25

3.1. Estad́ıstica de niveles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2. Probabilidad de supervivencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1. Estados iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Introducción

El caos cuántico es un área de la f́ısica que comenzó en la década de los 70’s
del siglo pasado y que intenta explicar cómo se pueden describir los sistemas
caóticos clásicos en términos de la teoŕıa cuántica. El tipo de pregunta que
se trata de responder en esta área es ¿Qué caracteŕısticas hay en los sistemas
cuánticos de tal forma que la contraparte clásica es no integrable y presenta
caos clásico?

Los sistemas cuánticos que tienen contraparte clásica caótica presentan pro-
piedades muy particulares en su espectro. Wigner encontró que la distribución
de espaciamiento entre niveles del espectro de ciertas matrices aleatorias sigue
una distribución, después llamada de Wigner-Dyson, que es la misma distri-
bución que sigue el espaciamiento entre niveles de algunos núcleos atómicos.
Después de esto se formularon dos conjeturas respecto a los espectros de los sis-
temas cuáticos. La conjetura Bohigas-Giannoni-Schmit establece que los espec-
tros de los sistemas cuánticos que tienen contra parte clásica caótica siguen una
distribución tipo Wigner-Dyson[1], mientras que la conjetura de Berry-Tabor
establece que los sistemas con contraparte clásica regular presentan niveles de
enerǵıa no correlacionados, es decir que la separación de primeros vecinos en el
espectro siguen una distribución de Poisson[2].

Esto muestra que la estad́ıstica del espectro es un buen indicador de caos
en el sistema. Recientemente se han estudiado diferentes observables que al
analizar su dinámica se observan fenómenos que dan una señal clara de las
correlaciones en el espectro. Tal es el caso de la probabilidad de supervivencia
que es la probabilidad de encontrar al tiempo t el sistema en su estado inicial
y que muestra esta correlación en el espectro mediante el llamado agujero de
correlación. Existe una ventaja al tratar con este observable y es que se tiene
una expresión anaĺıtica obtenida a partir de teoŕıa de matrices aleatorias con la
que se puede comparar las soluciones numéricas. En esta tesis se estudian estas
propiedades de la probabilidad de supervivencia en el modelo de Bose-Hubbard.

El modelo de Bose-Hubbard es un modelo paradigmático en la mecánica
cuántica y la materia condensada. Este modelo es la descripción más simple de
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un sistema de átomos bosónicos con interacción por pares y que están colocados
en una red óptica.

Los primeros resultados referentes al caos cuántico en el modelo de Bose-
Hubbard fueron publicados por Kolovsky y Buchleitner en [3]. Ellos mostraron
que la estad́ıstica de niveles de primeros vecinos en el modelo con ocho part́ıculas
y ocho sitios sigue una distribución de Wigner-Dyson que generalmente caracte-
riza a los sistemas cuánticos caóticos. Posteriormente, con el objetivo de estudiar
las correlaciones cuánticas, en el trabajo de Lubasch [4] se hace un estudio del
caos y su relación con el entrelazamiento. Recientemente se ha propuesto en [5]
usar la estad́ıstica de número de part́ıculas como un indicador para distinguir
experimentalmente el régimen caótico del regular.

En este trabajo presentamos el estudio del agujero de correlación en el mo-
delo y mediante este observable estudiamos diferentes subespacios del espacio
de Hilbert y diferentes zonas del espectro introduciendo aśı una forma de medir
la correlación en cada región.

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el primer caṕıtulo se pre-
senta una recopilación del estudio del caos y la regularidad en sistemas clásicos
y cuánticos. En el siguiente caṕıtulo presentamos el modelo de Bose-Hubbard,
la forma de tratar las simetŕıas del sistema y la solución mediante diagonali-
zación exacta, además de una breve descripción de la realización experimental.
En el tercer caṕıtulo mostramos los resultados que encontramos al examinar la
dinámica de la probabilidad de supervivencia y por último las conclusiones del
trabajo.
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Caos y regularidad

La mecánica clásica es el área de la f́ısica que mejor entendemos actualmente,
sus principios y métodos son ideales para muchas otras disciplinas, en particular
para la f́ısica cuántica. Diferentes fenómenos que se han estudiado ya en la
mecánica clásica han sido trabajados desde el punto de vista cuántico, algunos
de estos siguen siendo un campo de investigación actual. Tal es el caso del caos,
un área que comenzó a principios del siglo pasado y que ha sido ampliamente
estudiada a partir de entonces.

En este caṕıtulo presentamos los principales conceptos de integrabilidad y
caos en la mecánica clásica y cómo es que ha surgido el concepto de caos cuánti-
co.

1.1. Integrabilidad y caos clásico

Consideremos un sistema con n grados de libertad y con función Hamiltonia-
na H0. Su espacio fase tiene 2n dimensiones. Se dice que el sistema es integrable
si existen n integrales de movimiento linealmente independientes Ii tales que

Ii(p1, ..., pn, q1, ..., qn) = Ci, (1.1)

con i ∈ {1, 2, 3.., n}, donde Ci es una constante y qi, pi son las coordenadas y
momentos asociados al i-ésimo grado de libertad. En este caso dice que el sistema
es soluble pues generalmente el problema se puede reducir a cuadraturas[6].

Supongamos ahora que perturbamos el sistema, sea H1 la perturbación tal
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que el paréntesis de Poisson {H0, H1} 6= 0 y consideremos a γ como el paráme-
tro con el que se regula la intensidad de la perturbación. La descripción de la
dinámica del sistema estará dada por la función Hamiltoniana

H = H0 + γH1. (1.2)

El teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) establece que conforme la in-
tensidad de la perturbación crezca el sistema perderá cantidades conservadas.
Los toros en el espacio fase que describ́ıan el comportamiento regular del siste-
ma serán deformados hasta que lleguen a destruirse y se conviertan en órbitas
caóticas[7]. En este caso el sistema ya no es integrable y generalmente se vuelve
caótico.

En la práctica, el caos se define en términos del comportamiento dinámico
de pares de órbitas que inicialmente se encuentran muy cerca en el espacio fase.
Si las órbitas se separan exponencialmente en cualquier dirección del espacio se
dice que el flujo es caótico. La tasa a la que se separan las órbitas es medida
por el llamado exponente de Lyapunov que se puede definir de la ecuación

|δZ(t)| ≈ eλt|δZ0|. (1.3)

Donde λ es el exponente de Lyapunov y δZ0 la separación inicial de las
trayectorias en el espacio fase. Hay un exponente por cada dimensión del es-
pacio fase. Si todos los exponentes son cero el flujo es regular. Si al menos un
exponente es positivo, entonces el flujo es caótico y las trayectorias se separan
exponencialmente. Esto último es una de las caracteŕısticas que más se reconoce
en sistemas caóticos, la sensibilidad a las condiciones iniciales[8].

Una herramienta gráfica para determinar si un sistema es caótico son las
superficies o secciones de Poincaré. Una sección de Poincaré es un subespacio de
menor dimensión que el espacio fase y que es transversal al flujo del sistema. En
tal superficie se observan las intersecciones de una órbita periódica a partir de
condiciones iniciales dentro de la sección y se observan los puntos en los cuales
la órbita regresa a la sección. Si se emplea una sección de Poincaré para observar
el comportamiento de sistemas integrables, las trayectoria en el espacio fase se
pueden ver como curvas regulares. Si se observan las trayectorias de sistemas
no integrables, estas se verán como patrones irregulares.

En el sentido del teorema KAM, esto quiere decir que conforme crezca la
perturbación se encontrarán patrones más irregulares en la sección de Poincaré
donde antes se encontraban las órbitas del sistema integrable, hasta que el es-
pacio fase se cubra densamente por los puntos de las trayectorias. La ahora
llamada teoŕıa KAM estableció los principios para el tratamiento de los siste-
mas hamiltonianos no integrables y ahora es una área con técnicas matemáticas
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bien establecidas.

1.2. Caos cuántico

En la mecánica cuántica la noción de integrabilidad no es tan clara como
en el caso clásico. Sin embargo, se puede pensar en la no integrabilidad de los
sistemas cuánticos como se hace con los sistemas clásicos. Un sistema cuántico
es integrable si existen tantas cantidades conservadas como grados de libertad.
Es decir que podemos etiquetar con tantos números cuánticos como grados de
libertad a los autoestados del sistema. Si esto no se puede hacer entonces se dice
que el sistema no es integrable.

Aún cuando se puede hablar de integrabilidad en sistema cuánticos, no queda
claro cómo introducir el concepto de caos. En gran medida porque el principio
de incertidumbre de Heisenberg no permite definir trayectorias en el espacio
fase. Además, los principios de la mecánica cuántica nos obligan a estudiar la
dinámica desde el punto de visto de la evolución lineal de una amplitud de
probabilidad, la ecuación de Schrödinger,

i~
∂ |Ψ(t)〉
∂t

= Ĥ |Ψ(t)〉 . (1.4)

En el caso clásico el caos está fuertemente relacionado a la no linealidad de
las ecuaciones de movimiento. Esta caracteŕıstica no se puede trasladar direc-
tamente a la mecánica cuántica pues la ecuación Schrödinger es una ecuación
lineal[8].

Una de las maneras de abordar el concepto del caos cuántico es mediante
el principio de correspondencia, el cual establece que el comportamiento de los
sistemas descritos por la teoŕıa de la mecánica cuántica reproduce la f́ısica clásica
en el ĺımite en que las dimensiones del sistema sean mayores a la longitud de onda
de De Broglie. Considerando esto, nos podemos preguntar ¿Qué propiedades
tienen los sistemas cuánticos tal que su ĺımite clásico presenta caos?

A partir de preguntas como la anterior se puede definir el caos cuántico como
la rama de la f́ısica que estudia cómo el caos clásico de los sistemas dinámicos
puede ser descrito en términos de la teoŕıa cuántica[9]. Cuando comenzó el
estudio del caos cuántico se consideraba un tema de interés académico. Sin
embargo con el avance de las técnicas experimentales se ha encontrado evidencia
experimental del comportamiento caótico en diferentes sistemas[10, 11].
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1.2.1. Teoŕıa de matrices aleatorias y estad́ıstica de niveles

Tal vez el resultado más importante que se ha obtenido en la teoŕıa del caos
cuántico es el siguiente: los sistemas cuánticos con contraparte clásica caótica
tienen un espectro con propiedades estad́ısticas muy similares a las de matrices
aleatorias[8].

Las matrices aleatorias son matrices con entradas que son variables aleatorias
y siguen cierta distribución de probabilidad. El uso de las matrices aleatorias
en la teoŕıa cuántica fue introducido por Wigner cuando las usó por primera
vez para describir propiedades estad́ısticas del espectro de núcleos atómicos[12].
La comparación entre las propiedades estad́ısticas de los sistemas cuánticos con
los sistemas clásicos correspondientes y las predicción de la teoŕıa de matrices
aleatorias son ahora una herramienta estándar en esta área de la mecánica
cuántica[13].

Un aspecto importante a considerar son las propiedades de simetŕıa de un
sistema y cómo estas imponen restricciones en la forma del Hamiltoniano. Estas
propiedades nos llevan a considerar tres tipos de matrices que son de mayor
interés en la f́ısica. Los primeros son Hamiltonianos reales y simétricos que des-
criben la dinámica de sistemas invariantes ante rotaciones e inversión temporal.
El segundo tipo son Hamiltonianos complejos y hermitianos que describen a sis-
temas que son simétricos respecto a rotaciones pero no ante inversión temporal
y por último a Hamiltonianos con elementos de matriz que son cuaterniones y
que describen sistemas que no son invariantes ante rotaciones y śı lo son ante
inversión temporal[8].

Se puede obtener una distribución de probabilidad conjunta para los ele-
mentos de matriz de los Hamiltonianos descritos en el párrafo anterior y esta
resulta ser una distribución Gaussiana. Para Hamiltonianos reales y simétricos,
las transformaciones de similaridad son ortogonales y se dice que la distribución
de probabilidad describe un ensamble ortogonal Gaussiano (GOE) de matrices
Hamiltonianas. Para Hamiltonianos complejos, las transformaciones de simila-
ridad son unitarias y se dice que la distribución de probabilidad describe un
ensamble Gaussiano unitario(GUE) y para Hamiltonianos reales con estructura
de cuaternión se dice que la distribución de probabilidad describe un ensamble
Gaussiano simpléctico (GSE)[14].

Estad́ıstica de niveles

En el trabajo sobre el espectro de núcleos atómicos de Wigner[12] se encontró
que la distribución normalizada del espaciamiento entre niveles adyacentes de
enerǵıa s = (Ej+1−Ej)/∆E (donde ∆E es el espaciamiento medio entre niveles)
de un ensemble espećıfico de matrices aleatorias es la misma que la distribución
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de espaciamiento en núcleos atómicos. Después se encontró que la distribución
del espaciamiento también permite distinguir entre el régimen regular y caótico
de un sistema.

La conjetura de Berry-Tabor estable que la densidad de probabilidad P (s)
del espaciamiento de niveles de un sistema cuántico análogo a un sistema clásico
regular sigue una distribución de Poisson[2]

P (s) = e−s. (1.5)

En la práctica, una distribución de Poisson de un espectro regular está ca-
racterizada por muchos espaciamientos de nivel nulos, es decir por un cruce de
niveles. Por otro lado, se ha observado que la distribución de probabilidad del
espaciamiento de niveles en un sistema cuántico análogo a un sistema clásico
caótico sigue una distribución tipo Wigner-Dyson que depende de las simetŕıas
espećıficas del sistema,

PGOE(s) =
π

2
se−

π
4 s

2

, (1.6)

PGUE(s) =
32

π2
s2e−

4
π s

2

, (1.7)

PGSE(s) =
218

36π3
s4e−

64
9π s

2

, (1.8)

y la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit establece que esto se cumple para
cualquier sistema con análogo clásico caótico[1].

En contraste con los espectros regulares los espectros caóticos son caracteri-
zados por la repulsión de niveles. La presencia de este fenómeno es una señal de
un régimen de acoplamiento fuerte. Los tres ensambles difieren en su grado de
repulsión de niveles, especificado en la potencia de s de la distribución, es decir,
el GOE exhibe repulsión lineal, el GUE cuadrática y el GSE cuártica. Dada la si-
metŕıa de inversión temporal y la invarianza ante rotaciones, las propiedades del
espectro del Hamiltoniano de Bose-Hubbard pueden ser comparadas con las del
ensamble ortogonal Gaussiano(GOE) y por lo tanto exhibe repulsión de niveles
lineal. En la Figura 1.1 se muestra la distribución de Poisson y la distribuciones
de Wigner-Dyson para los ensamble GOE, GUE y GSE.

Existen diferentes sistemas cuánticos cuya estad́ıstica espectral sigue una dis-
tribución tipo Wigner-Dyson entre los cuales se encuentran los núcleos pesados[15],
versiones cuánticas de billares dinámicos[1], átomos de hidrógeno en un campo
magnético fuerte[16], sistemas de esṕın 1/2 en cadenas lineales[17, 18], sistemas
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Figura 1.1: (Linea continua) Distribución de Poisson. (Lineas punteadas) Dis-
tribución de Wigner-Dyson para el caso de repulsión de niveles lineal (GOE),
cuadrática (GUE) y cuártica (GSE).

de bosones con esṕın[19]. Curiosamente la distribución de Wigner-Dyson tam-
bién es la distribución del espaciamiento entre los ceros de la función zeta de
Riemann[20].



Caṕıtulo 2

Modelo de Bose-Hubbard

El modelo de Bose-Hubbard es la descripción f́ısica más simple de un con-
junto de part́ıculas con interacción por pares que se mueven en una red. El
modelo fue propuesto independientemente por tres cient́ıficos en 1963. Por Hub-
bard para describir las correlaciones entre electrones en bandas de enerǵıa[21],
Gutzwiller para el estudio del ferromagnetismo [22] y Kanamori para investigar
propiedades de los metales de transición[23]. Esto muestran la gran variedad de
sistemas f́ısicos en los que el modelo se ha aplicado. Aún cuando se puede usar
para describir fermiones o bosones en este trabajo nos centramos en el estudio
con bosones sin esṕın.

2.1. Derivación del Hamiltoniano

Para llegar al Hamiltoniano de Bose-Hubbard (BH) partimos del formalismo
de segunda cuantización en el que se describe la dinámica de un sistema de
muchos cuerpos con el Hamiltoniano

Ĥ ′ =

∫
dxΨ̂†(x)

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ Vext(x)− µ

)
Ψ̂(x)

+ g

∫
dxΨ̂†(x)Ψ̂†(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x),

(2.1)

donde Ψ̂ es el operador de campo, Vext(x) el potencial externo, µ el potencial
qúımico y g la constante de acoplamiento entre bosones. Como trataremos con
un sistema aislado el número de part́ıculas es fijo con lo cual podemos redefinir
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la enerǵıa del sistema y olvidarnos del potencial qúımico. Consideremos además
un potencial externo óptico, periódico y unidimensional, el cual tiene la forma
[24]

Vext(x) = V0 sin2

(
2π

λ
x

)
.

Entonces el Hamiltoniano toma la forma

Ĥ =

∫
dxΨ̂†(x)

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin2

(
2π

λ
x

))
Ψ̂(x)

+ g

∫
dxΨ̂†(x)Ψ̂†(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x).

(2.2)

El Hamiltoniano de BH surge de demandar que el potencial sea tal que los
bosones solo puedan estar en el estado de mı́nima enerǵıa en cada uno de los
pozos, además de que el acoplamiento túnel sea entre sitios adyacentes y las
interacciones solo entre part́ıculas del mismo sitio.

Dependiendo de la base que usemos para representar el operador de campo
Ψ̂(x) obtendremos una representación espećıfica del modelo. Primero lo haremos
con las funciones de Wannier como los autoestados de una part́ıcula y con esto
derivaremos la forma más común del Hamiltoniano. Después con las funciones de
Bloch y veremos que estas dos representaciones son en algún sentido conjugadas
una de la otra. Aśı como los observables de posición y momento.

2.1.1. Representación de Wannier

Escribimos el operador de campo de la ecuación (2.2) en la representación
de Wannier

Ψ̂(x) =
∑
l

âlψl(x)

Ψ̂†(x) =
∑
l

â†lψ
∗
l (x)

(2.3)
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sustituimos en la ecuación (2.2) y obtenemos

Ĥ =

∫ ∑
l,l′

â†lψ
∗
l (x)

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin2

(
2π

λ
x

))
âl′ψl′(x)dx

+ g

∫ ∑
l,l′,m,m′

â†l â
†
l′ âmâm′ψ∗l (x)ψ∗l′(x)ψm(x)ψm′(x)dx

=
∑
l,l′

â†l âl′

∫
ψ∗l (x)

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin2

(
2π

λ
x

))
ψl′(x)dx

+
∑

l,l′,m,m′

â†l â
†
l′ âmâm′g

∫
ψ∗l (x)ψ∗l′(x)ψm(x)ψm′(x)dx

=
∑
l,l′

â†l âl′Jl,l′ +
∑

l,l′,m,m′

â†l â
†
l′ âmâm′Ul,l′,m,m′ ,

(2.4)

en donde se definió

Jl,l′ =

∫
ψ∗l (x)

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin2

(
2π

λ
x

))
ψl′(x)dx,

Ul,l′,m,m′ = g

∫
ψ∗l (x)ψ∗l′(x)ψm(x)ψm′(x)dx.

(2.5)

En este punto introducimos las hipótesis principales del modelo:

Consideremos que las part́ıculas solo interactúan si se encuentran en el
mismo sitio. Es decir, imponemos en la ecuación anterior que Ul,l′,m,m′

sea diferente de cero sólo si todos los sub́ındices son iguales. En este caso
definimos

U = g

∫
|ψl(x)|4dx. (2.6)

Además, usando las relaciones de conmutación de los operadores de crea-
ción y aniquilación

[â, â†] = 1, (2.7)

el segundo término en la ecuación (2.4) resulta

V̂ =
U

2

∑
l

n̂l (n̂l − 1) (2.8)

Consideramos en el término cinético que el tunelaje solo puede ocurrir
entre pozos vecinos y que este es isotrópico Jl,l′ = J .
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Con estas hipótesis el Hamiltoniano de BH resulta

ĤBH = −J
∑
<i,j>

â†i âj +
U

2

L∑
i=1

n̂i (n̂i − 1) , (2.9)

donde 〈i, j〉 en la primera suma indica que los ı́ndices corren sobre primeros
vecinos.

Condiciones a la frontera

Hay dos formas de considerar las fronteras en el modelo lineal. La cadena
abierta (o de paredes ŕıgidas) se obtiene cuando la primera suma en el Hamil-
toniano corre de 1 a L− 1 y esta representa un arreglo lineal de L pozos,

ĤBH = −J
L−1∑
l=1

(
â†l+1âl + h.c.

)
+
U

2

L∑
l=1

n̂l (n̂l − 1) . (2.10)

Este Hamiltoniano modela un arreglo lineal de pozos que tiene paredes ŕıgi-
das en los extremos. Estas condiciones a la frontera también se conocen como
condiciones abiertas.

Las condiciones de frontera periódicas se obtienen cuando las dos sumas van
de 1 a L y se identifica el sitio L+ 1 con el sitio 1, es decir L+ 1 := 1. En este
caso los sitios 1 y L están conectados y el Hamiltoniano modela un anillo de
pozos.

ĤBH = −J
L∑
l=1

(
â†l+1âl + h.c.

)
+
U

2

L∑
l=1

n̂l (n̂l − 1) (2.11)

Observemos que las condiciones a la frontera determinan las simetŕıas del
modelo. Veremos que las condiciones con paredes ŕıgidas solo muestra invarian-
za sobre paridad mientras que el modelo con condiciones periódicas muestra
adicionalmente una invarianza traslacional.

2.1.2. Representación de Bloch

Tomemos ventaja de la invarianza traslacional en el Hamiltoniano (2.11).
Presentamos aqúı un cambio de base de las funciones de Wannier a las funciones
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de Bloch para tomar ventaja de la simetŕıa, la cual se manifiesta en el hecho de
que al hacer el cambio l → l + 1 el Hamiltoniano (2.11) no sufre modificación
alguna.

Las funciones de Bloch φk(x) son la transformada de Fourier de las funciones
de Wannier ψl(x), estas se escriben como

φκ(x) =
1√
L

∑
l

eiκlψl(x) (2.12)

donde κ = 2πk
L es el cuasimomento de una part́ıcula y k = {1, 2, 3, ..., L}. En el

formalismo de Bloch un cambio de base de los autoestados de una part́ıcula se
traslada a un cambio en los operadores de creación y aniquilación de la siguiente
forma

âl =
1√
L

∑
l

e−iκlb̂κ, (2.13)

y análogamente para el operador de creación

â†l =
1√
L

∑
l

eiκlb̂†κ. (2.14)

Al sustituir las dos ecuaciones anteriores en el Hamiltoniano (2.11) llegamos
a la representación de Bloch (ver el Apéndice para los detalles en el cálculo)

Ĥbloch
BH = −2J

L∑
k=1

cos

(
2πk

L

)
n̂k +

U

2L

L∑
k1,k2,k3=1

b̂k1+k2−k3 b̂
†
k3
b̂k2 b̂k1 . (2.15)

En la ecuación anterior el ı́ndice de la segunda suma k1 + k2 − k3 se calcula
módulo L lo cual asegura la conservación de cuasimomento. Esta es la razón por
la que el Hamiltoniano periódico se puede descomponer en una suma directa

ĤBH = ⊕Ĥk, (2.16)

lo que en representación matricial se ve como una matriz diagonal a bloques.
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2.2. Simetŕıas

Uno de los aspectos más importantes a considerar en los modelos f́ısicos son
las simetŕıas que presentan. Una de las razones principales para considerarlas
es que reducen la dificultad del problema, otra es porque están asociadas a
cantidades conservadas que generalmente son de interés para nosotros.

Supongamos que el operador hermitiano Ô está asociado a alguna simetŕıa,
entonces Ô y el Hamiltoniano del sistema conmutan

[Ĥ, Ô] = 0.

Sabemos que si se cumple lo anterior entonces es posible escribir a Ĥ como
suma directa de operadores que solo actúan en los subespacios asociados a dife-
rentes valores propios de Ô, es decir que su representación matricial es diagonal
a bloques.

Esto es de gran importancia para nuestro problema por dos razones. La
primera es porque podemos separar el espectro del sistema e identificar las
degeneraciones que se presentan debido a las simetŕıas, lo cual es un paso ne-
cesario para realizar la estad́ıstica de niveles. La segunda razón es numérica y
es que el tiempo necesario para hacer la descomposición espectral completa de
una matriz de D × D es O(D3)[25]. Por ejemplo, consideremos N part́ıculas
y L sitios en el modelo, si N = L = 10 entonces la dimensión del espacio de
Hilbert es D = 92378, el Hamiltoniano se puede escribir como una matriz diago-
nal con diez bloques. La descomposición espectral de los diez bloques va como
10O((D/10)3) = 0.01O(D3). Es decir, es cien veces más rápido diagonalizar a
bloques que hacerlo con la matriz completa.

Consideremos primero el Hamiltoniano de BH con paredes ŕıgidas. En este
caso el sistema solo tiene una simetŕıa que es la asociada al operador de paridad
definido como

P̂ |n1, n2, ..., nL〉 = |nL, nL−1, ..., n2, n1〉 .

El operador de paridad conmuta con el Hamiltoniano

[ĤBH , P̂] = 0. (2.17)

El sistema con condiciones de frontera ŕıgidas tiene las mismas simetŕıa que
el grupo Z2[4]. Según la teoŕıa de grupos la paridad genera todos los elementos
de Z2. Por lo tanto esta es la única simetŕıa del sistema.
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Figura 2.1: Representación gráfica de las simetŕıas del modelo de BH.

Consideremos ahora el sistema con condiciones de frontera periódicas. Además
de la simetŕıa de paridad tenemos que el operador de traslación Ŝ está asociado
a la simetŕıa que hace irrelevante el origen de las etiquetas. Este se define por
la acción en un estado de Fock

Ŝ |n1, n2, ..., nL〉 = |nL, n1, ..., nL−1〉 .

Este operador es responsable de la descomposición del Hamiltoniano en di-
ferentes subespacios y al igual que P̂ conmuta con el Hamiltoniano del sistema
periódico

[ĤBH , Ŝ] = 0.

Los valores propios de Ŝ están relacionados con los diferentes κ y la simetŕıa
asociada es la invarianza traslacional del Hamiltoniano debido a las condiciones
de frontera periódicas.

Observemos que las simetŕıas del sistema periódico son las mismas que las
de un poĺıgono regular de L lados, el cual se conoce como grupo diédrico DL.
Gráficamente podemos apreciar las simetŕıas en la Figura 2.1. Cada uno de los
sitios del sistema está asociado a un vértice del poĺıgono. El operador P refleja
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el poĺıgono mientras que Ŝ lo rota por 2π/L. Sin embargo, estos dos operadores
no conmutan

[Ŝ, P̂] 6= 0.

Esto nos limita a escoger alguna de las dos simetŕıas y representar el Hamil-
toniano en la base de autoestados del operador correspondiente. Es decir, para el
sistema periódico tenemos dos opciones, representar el Hamiltoniano en la base
de estados de P̂ y obtener una matriz con dos bloques asociados a los valores
propios ±1 o representarlo en la base de Ŝ y obtener una matriz con L bloques
asociados a los valores κ = 2πk/L con k = {1, 2, ..., L}. Sin embargo, se sigue
de la teoŕıa de grupos que el subespacio con κ = 2π se puede descomponer aún
más cuando el número de sitios es impar al igual que los subespacios κ = 2π, π
cuando el número de sitios es par[26].

En el trabajo que presentamos aqúı nos limitamos a trabajar con el sistema
con condiciones de frontera periódicas y en lo sucesivo nos referiremos al Ha-
miltoniano que describe este sistema como el Hamiltoniano de BH descrito por
la ecuación (2.11).

2.2.1. Ejemplos

Ilustremos con dos ejemplos todos los resultados expuestos antes. Tomemos
el caso de tres part́ıculas en tres sitios. La dimensión del sistema es D = 10 y la
base en los estados de Fock es

{|3, 0, 0〉 , |2, 1, 0〉 , |2, 0, 1〉 , |1, 2, 0〉 , |1, 1, 1〉 ,
|1, 0, 2〉 , |0, 3, 0〉 , |0, 2, 1〉 , |0, 1, 2〉 , |0, 0, 3〉},

a partir de la cual construimos la nueva base de autoestados del operador Ŝ,
esta base es
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|1〉 =
1√
3

(
eiκ1 |3, 0, 0〉+ ei2κ1 |0, 3, 0〉+ ei3κ1 |0, 0, 3〉

)
|2〉 =

1√
3

(
eiκ1 |2, 1, 0〉+ ei2κ1 |0, 2, 1〉+ ei3κ1 |1, 0, 2〉

)
|3〉 =

1√
3

(
eiκ1 |2, 0, 1〉+ ei2κ1 |1, 2, 0〉+ ei3κ1 |0, 1, 2〉

)
|4〉 =

1√
3

(
eiκ2 |3, 0, 0〉+ ei2κ2 |0, 3, 0〉+ ei3κ2 |0, 0, 3〉

)
|5〉 =

1√
3

(
eiκ2 |2, 1, 0〉+ ei2κ2 |0, 2, 1〉+ ei3κ2 |1, 0, 2〉

)
|6〉 =

1√
3

(
eiκ2 |2, 0, 1〉+ ei2κ2 |1, 2, 0〉+ ei3κ2 |0, 1, 2〉

)
|7〉 =

1√
3

(|3, 0, 0〉+ |0, 3, 0〉+ |0, 0, 3〉)

|8〉 =
1√
3

(|2, 1, 0〉+ |0, 2, 1〉+ |1, 0, 2〉)

|9〉 =
1√
3

(|2, 0, 1〉+ |1, 2, 0〉+ |0, 1, 2〉)

|10〉 = |1, 1, 1〉 ,

(2.18)

donde κ{1,2,3} = 2πk/3 con k ∈ {1, 2, 3}. Como podemos ver, los estados

{|1〉 , |2〉 , |3〉} son autoestados de Ŝ con valor propio eiκ1 , los estados {|4〉 , |5〉 , |6〉}
con valor propio eiκ2 y los estados {|7〉 , |8〉 , |9〉 , |10〉} con valor propio eiκ3 = 1.

Veamos que el subespacios κ3(k = 3) se puede descomponer en dos bloques
con paridad definida. Consideremos la nueva base de este subespacio como

|7′〉 = |7〉

|8′〉 =
1√
2

(|8〉+ |9〉)

|9′〉 =
1√
2

(|8〉 − |9〉)

|10′〉 = |10〉 .

(2.19)

En esta base el conjunto {|7′〉 , |8′〉 |10′〉} tienen paridad par y son autoesta-
dos del operador de traslación y el de paridad mientras que el estado |9′〉 tienen
paridad impar y también es autoestado de los dos operadores.

Según lo expuesto antes, si escribimos el Hamiltoniano de BH en la base
(2.18) se verá como una matriz por bloques con dos de estos bloques de dimen-
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Figura 2.2: (Izquierda) EL Hamiltoniano de BH en la base del operador de
traslación para N = L = 3. (Derecha) Espectro del Hamiltoniano en el intervalo
u ∈ [0, 1].
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Figura 2.3: Al descomponer el espectro en los subespacios de momento vemos
que los subespacios que corresponden a k = 1 y k = 2 están degenerados.

sión tres por tres correspondientes a k = 1 y k = 2 y uno de dimensión cuatro
por cuatro correspondiente a k = 3. Esta descomposición se puede ver en la
Figura 2.2. También se muestra el espectro completo usando la parametrización
U = u ∈ [0, 1] y J = 1 − U , en el cual esperamos ver diez curvas sin embargo
solo se distinguen siete, esto se debe a que los espacios con k = 1 y k = 2 están
degenerados, lo cual se aprecia en la Figura 2.3 donde se separó el espectro en
los diferentes subespacios.

Como siguiente ejemplo veamos el caso de cuatro part́ıculas en cuatro sitios.
En este caso ya no es tan sencillo escribir expĺıcitamente las dos bases pues la
dimensión del espacio de Hilbert ahora es de D = 35. En la Figura 2.4 se muestra
un esquema del Hamiltoniano en la base del operador de traslación. Esperamos
ver que se descomponga en cuatro bloques correspondientes a los valores de
k = {1, 2, 3, 4}. Al descomponer el espectro, en la Figura 2.5, se observa que los
subespacios con k = 1 y k = 3 tienen el mismo espectro.
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Figura 2.4: (Izquierda) Hamiltoniano de BH con condiciones de frontera pe-
riódicas y con N = L = 4 representado en la base del operador de rotación.
(Derecha) Espectro del Hamiltoniano en el rango de u ∈ [0, 1].
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Figura 2.5: Descomposición del espectro del Hamitoniano de BH con N = L = 4.
Podemos concluir que los subespacios con k = 1 y k = 3 tienen el mismo
espectro.
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2.3. Parametrización y unidades

La medida natural de enerǵıa en átomos confinados en redes ópticas es la
enerǵıa de retroceso (recoil energy) ER = ~2k2/2m donde k es el número de onda
de la luz utilizada en la red y m es la masa de los bosones. Para experimentos
con 87Rb la enerǵıa de retroceso es del orden de varios kHz[24]. Usamos entonces
ER como unidad de medida de los parámetros U y J y el tiempo en la escala
natural del sistema que es ~/ER. Como muestran anticipadamente los resultados
anteriores, es posible tratar el modelo de BH con un solo parámetro adimensional
que se expresa en función de U y J y que en los casos anteriores etiquetamos
como u. Sin embargo no hay una única forma de hacer tal parametrización. En
los siguientes párrafos explicamos algunas de estas.

El modelo de BH cuenta con un solo parámetro en el sentido de que si
factorizamos U en la ecuación (2.9) tenemos (para J, U 6= 0)

ĤU =

(
− J
U

∑
l

(
â†l+1âl + h.c.

)
+

1

2

L∑
l=1

n̂l (n̂l − 1)

)
, (2.20)

y el espectro adimensional que se obtiene al diagonalizar ĤU debe ser multi-
plicado por U para obtener las enerǵıas en unidades de ER. Análogamente se
puede factorizar J para obtener enerǵıas en unidades de J l diagonalizar el
Hamiltoniano

ĤJ =

(
−
∑
l

(
â†l+1âl + h.c.

)
+
U

2J

L∑
l=1

n̂l (n̂l − 1)

)
, (2.21)

Esto significa que si resolvemos ĤJ como función del parámetro U/J enton-
ces las enerǵıas serán adimensionales y tendremos que multiplicar por J para
obtenerlas en unidades de ER.

Supongamos ahora que queremos evolucionar en el tiempo algún estado ini-
cial con U y J dados. Supongamos además que se eligió en los cálculos ~ = 1.
Entonces el procedimiento para evolucionar el estado es: calculamos U/J y evo-
lucionamos el estado con el Hamiltoniano ĤJ , entonces multiplicamos el tiempo
por ~/J para obtenerlo en las unidades naturales del sistema que son ~/ER.

La parametrización que usaremos es tomada de [3] y es de gran utilidad para
estudiar el caos en el sistema. En este caso el parámetro a utilizar es u = 1− J
y u = U donde u ∈ [0, 1] y al igual que J y U está en unidades de ER. El
Hamiltoniano correspondiente se escribe como
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Ĥu =

(
−

L∑
l=1

(
â†l+1âl + âl+1â

†
l

)
+

u

2(1− u)

L∑
l=1

n̂l (n̂l − 1)

)
. (2.22)

La enerǵıa adimensional que se obtiene de diagonalizar Ĥu se multiplica
por 1 − u y obtendremos la enerǵıa en unidades de ER. El tiempo del estado
evolucionado con Ĥu tendrá que ser multiplicado por ~/(1− u) para obtenerlo
en las unidades naturales del sistema ~/ER.

2.4. Diagonalización exacta

Existen dos ĺımites que son integrables en el modelo de BH. Estos ĺımites
son cuando U = 0 y cuando J = 0. Sin embargo en el caso general el modelo no
es soluble. La dificultad radica en el término que acompaña a J el cual acopla
a los operadores bosónicos en diferentes sitios de la red.

Hay diferentes formas de resolver el Hamiltoniano de BH. Se pueden hacer
aproximaciones que resuelven el sistema bajo ciertas hipótesis o se pueden usar
métodos computacionales para resolverlo[27]. Debido a que nosotros analizare-
mos la estad́ıstica de niveles del sistema, trataremos el sistema con el método
de diagonalización exacta el cual nos permite obtener el espectro completo del
sistema.

La diagonalización exacta de sistemas de muchos cuerpos solo se puede rea-
lizar para sistemas pequeños dadas las dimensiones enormes del espacio de Hil-
bert. En el caso del modelo de BH la dimensión del espacio está dada por

D(N,L) =
(N + L− 1)!

N ! (L− 1)!

≈∗
[
(1 + nb)

(
1 +

1

nb

)n
b

]L
,

(2.23)

dondeN es el número de átomos y L el número de sitios en la red. Para ilustrar la
restricción impuesta por la ecuación (2.23) consideramos el tamaño del espacio
de Hilbert para L = N . Por ejemplo para N = 8, 10 y 12 uno obtiene que
la dimensión del espacio es 6435, 92378 y 1352078 respectivamente. Se puede
verificar que para N >> 1 se cumple que D(N + 1, N + 1) ≈ 4D(N,N) lo
cual cuantifica el rápido crecimiento de la dimensión del espacio. Más aún, si
la densidad de átomos en la red nb = N/L permanece constante entonces la
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dimensión del espacio crece exponencialmente como se muestra en la segunda
parte de la ecuación (2.23). Esto muestra que una diagonalización estándar
donde todos los elementos de matriz se almacenan puede traer problemas para
N = L > 8.

En los siguientes párrafos describiremos los pasos a seguir para obtener el
espectro del sistema.

El primer paso es construir el Hamiltoniano en la base de los estados de
Fock. Esta parte del código se describe en [28] y consiste en lo siguiente.

1. Comenzamos con la construcción de la base. Observemos que se puede
ordenar los estados de Fock con un orden lexicográfico. Comenzando del
estado |N, 0, 0, ..., 0〉.

2. Sea |n〉 = |n1, n2, ..., nL〉 un estado de Fock. Sea k ∈ {1, 2, 3, ..., nL−1} el
ı́ndice que indica el sitio del estado |n〉 tal que para todo L > m > k se
cumple que nm = 0.

3. Entonces el siguiente estado |n+ 1〉 = |n′1, n′2, ..., n′L〉 de la base estará
dado por:

Para todo m < k, n′m = nm.

n′k = nk − 1

n′k+1 = N −
∑k
s=1 n

′
s

4. Una vez construida la base, asociamos una etiqueta mediante una función
real biyectiva a cada elemento de la base, tomamos por ejemplo la función
descrita en [28].

5. La construcción de la parte de interacción en el Hamiltoniano es diagonal
y resulta trivial escribirla en esta base.

6. Para la parte cinética construimos el operador â†l âl+1 y lo aplicamos al ele-

mento |n〉 de la base. Sea |n′〉 = â†l âl+1 |n〉. Buscamos la etiqueta asociada
a |n〉 y |n′〉. Entonces si las etiquetas están en el sitio p y p′ el elemento

Hp,p′ será el escalar que acompaña a â†l al+1 |n〉.

7. La parte asociada al operador â†l âl+1 corresponderá a la matriz transpues-
ta del inciso anterior.

Con el algoritmo descrito en los incisos anteriores se construye una matriz
que solo tiene elementos diferentes de cero en la diagonal y en los sitios (p, p′).

La segunda parte del código consiste en tomar en cuanta las simetŕıas del
sistema en particular el operador de traslación Ŝ.
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La matriz que contiene en sus columnas a los autoestados de Ŝ escritos en la
base de Fock corresponde a la matriz de cambio de base que lleva del espacio de
Fock al espacio de autoestados de Ŝ. Describimos enseguida cómo se construye
el Hamiltoniano en esta nueva base.

1. Se construye los vectores propios de Ŝ según lo explicado en la sección de
simetŕıas.

2. Sea Â la matriz que contiene en sus columnas a los vectores propios de Ŝ
escritos en la base de estados de Fock.

3. El Hamiltoniano en la nueva base estará dado por

Ĥs
BH = Â†ĤBHÂ, (2.24)

donde Ĥs
BH y ĤBH son los Hamiltonianos escrito en la base de Ŝ y en la

base de estados de Fock respectivamente.

Con los pasos descritos hasta aqúı tenemos el Hamiltoniano construido en
L bloques. Cada uno asociado a un valor propio de Ŝ. Sin embargo, como se
describió en la sección de simetŕıas el subespacio asociado a k = L se puede
descomponer en dos bloques con paridad bien definida. Para hacer esto se cons-
truye el operador de paridad y se aplica a cada elemento |l〉 del subespacio. Esto
nos regresara un vector |l′〉 del mismo subespacio con el que podremos construir
la combinación par e impar

|l+〉 =
1√
2

(|l〉+ |l′〉) ,

|l−〉 =
1√
2

(|l〉 − |l′〉) .
(2.25)

Con esta descomposición del subespacio tendremos el espectro completa-
mente separado en todas las simetŕıas que el sistema posee.

2.5. Realización experimental

Los átomos ultra fŕıos atrapados en redes ópticas son el medio por el cual
se ha logrado la realización experimental de sistemas como el descrito en este
trabajo. Las técnicas experimentales que se han desarrollado en la manipulación
de átomos ultra fŕıos abrieron un nuevo caṕıtulo en la f́ısica atómica, molecular
y en general, en la realización experimental de sistemas cuánticos de muchos
cuerpos.
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Figura 2.6: Los potenciales de redes ópticas están formados por la superposi-
ción de dos o más ondas estacionarias ortogonales. a) Para una red óptica dos
dimensional, los átomos están confinados en una serie de tubos de potencial
unidimensionales confinantes. En el caso 3D, la red óptica puede ser aproxi-
mada por un conjunto cúbico simple 3D de potenciales de oscilador armónico
confinantes en cada sitio de la red (tomada de [24]).

En esta sección haremos una descripción sin entrar en detalles de la forma
en que se crean estos sistemas.

2.5.1. Redes ópticas

Las redes ópticas son creadas con láseres contrapropagantes que forman on-
das electromagnéticas estacionarias. El origen f́ısico del confinamiento de átomos
fŕıos con luz láser es la fuerza dipolar[24].

La interferencia entre los haces de luz forma una onda estacionaria de periodo
λ/2 en la cual se atrapan los átomos. Haciendo interferir más láseres, se crean
redes de una, dos o tres dimensiones, ver la Figura 2.6. Una ventaja importante
de crear trampas mediante la interferencia de láseres es que la profundidad y la
geometŕıa de la trampa está bajo control total del experimentador.

La geometŕıa de la trampa puede ser controlada cambiando el ángulo entre
los láseres incidentes y la longitud de onda lo cual posibilita la formación de
redes ópticas complejas. Mientras que la profundidad de la trampa puede ser
modulada cambiando la intensidad del haz.
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J

U
V(x) = V0 sin2(kx)

Figura 2.7: Esquema de átomos confinados en un potencial periódico unidimen-
sional de la forma V (x) = V0 sin2(kx).

Como ya mencionamos, en este trabajo nos restringimos al modelo lineal.
Asumiendo entonces un red óptica lineal, el potencial de confinamiento tiene la
forma

V (x, y) = V0 sin2(kx), (2.26)

donde k = 2π/λ es el vector de onda del láser y V0 la profundidad del potencial
usualmente dado en unidades de la enerǵıa de retroceso ER = ~2k2/2m (con
m la masa de un átomo neutro) que es la unidad natural de enerǵıa en estos
sistemas. En la Figura 2.7 se muestra la forma del potencial de la ecuación
(2.26).

El modelo de BH considera átomos bosónicos que ocupan la primera banda
de enerǵıa, lo cual se logra teniendo pozos suficientemente profundos. Supo-
niendo que se cumple lo anterior tendŕıamos que V0 >> ER. En este caso, los
parámetros del modelo J y U se pueden aproximar a[29]

J

ER
≈ 4√

π

(
V0
ER

)3/4

e−2
√
V0/ER ,

U

ER
≈
√

8

π
kas

(
V0
ER

)3/4

,

(2.27)

donde as es la longitud de dispersión de onda s. Supongamos que el experimento
se realiza con 87Rb. Los valores t́ıpicos en el experimento son λ = 825nm y
as = 5.45nm [30]. La forma de J y U como función de V0 en unidades de ER se
muestra en la Figura 2.8. Usando la tercera parametrización descrita al inicio
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Figura 2.8: Se muestra el comportamiento de J y U como función de V0 en
unidades de ER.

de este caṕıtulo, los valores de U y J correspondientes a u = 0.5 concuerdan
con el cruce en la Figura 2.8. Lo cual se cumple para V0/ER = 3.11252.



Caṕıtulo 3

Caos cuántico en el modelo
de Bose-Hubbard

La manera tradicional en la que se determina si un sistema presenta caos
cuántico es mediante el análisis estad́ıstico de su espectro, tal y como se describió
en el primer caṕıtulo. Sin embargo, hay situaciones en las que por alguna razón
no se tiene acceso al espectro del sistema o hacer el desdoblamiento de niveles
puede resultar dificil además de que las pruebas de distribución de probabilidad
pueden dar resultados ambiguos.

En este caṕıtulo analizamos la estad́ıstica de niveles del modelo de BH y
presentamos una prueba alterna del comportamiento caótico del sistema. Esta
prueba consiste en la observación del llamado agujero de correlación, el cual
es un descenso por debajo del punto de saturación de la probabilidad de su-
pervivencia, definida como la probabilidad de encontrar el sistema al tiempo t
en el estado inicial. Estudiar este observable nos permite comparar los resulta-
dos numéricos con una expresión anaĺıtica que se derivó a partir de teoŕıa de
matrices aleatorias[19, 31, 32, 33, 34]. Aunque el agujero de correlación ya ha
sido estudiado en otros sistemas caóticos, en los cuales se basó gran parte del
trabajo, nunca hab́ıa sido investigado en el modelo de BH.

3.1. Estad́ıstica de niveles

Consideremos el modelo de BH con nueve bosones sin esṕın colocados en un
arreglo lineal de nueve sitios con condiciones de frontera periódicas. El Hamil-
toniano del sistema es
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Figura 3.1: (Izquierda)Hamiltoniano de BH con N = L = 9 en la base de estados
de Fock. (Derecha) Hamiltoniano en los estados de la base del operador Ŝ.

ĤBH = −J
9∑
l=1

(
â†l+1âl + h.c.

)
+
U

2

9∑
l=1

n̂l (n̂l − 1) . (3.1)

La dimensión del espacio de Hilbert esta dada por la ecuación (2.23) y en
este caso es D = 24310. Usando la parametrización u = U , u = 1 − J descrita
en el segundo caṕıtulo construimos el Hamiltoniano (3.1) con u = 0.5 el cual se
muestra en la Figura 3.1. A la izquierda se muestra el Hamiltoniano en la base
de número. A la derecha se muestra en la base de los vectores propios de Ŝ.

Se sigue del análisis de las simetŕıas que el espacio de Hilbert se descompone
en 9 subespacios ortogonales asociados a k = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Además el
subespacios k = 9 se puede descomponer en dos subespacios con paridad bien
definida, la descomposición en estos dos subespacios se puede ver en la Figura
3.2. El bloque superior representa los autoestados con paridad par y el inferior
con paridad impar.

Los valores propios del operador de traslación Ŝ se muestran gráficamente
en el Figura 3.3. Cada una de las etiquetas que se encuentra a un costado de los
puntos es el valor de k al cual pertenece dicho valor propio. Como podemos ver,
los valores propios para los subespacios ocho y uno son el complejo conjugado
uno del otro, lo mismo para los subespacios dos y siete, tres y seis, cuatro y
cinco. Esta caracteŕıstica se ve reflejada en el espectro del modelo, pues al ser
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Figura 3.2: Descomposición del espacio k = 9(dimensión 2704) en dos subespa-
cios con paridad definida.

el Hamiltoniano un operador autoadjunto, no hay ninguna diferencia entre las
parejas de subespacios anteriores. Eso lo confirmamos al ver que tienen el mismo
espectro para cualquier valor de u ∈ [0, 1]. Dado lo anterior, nos limitaremos a
analizar los subespacios con k ∈ {1, 2, 3, 4, 9}.

Comencemos por analizar la densidad de estados tanto del sistema completo
como de cada uno de los subespacios. Mediante diagonalización exacta se obtuvo
el espectro completo en cada uno de los subespacios. El gráfico de la densidad
de estados para el sistema completo se muestra en la Figura 3.4 mientras que la
de los subespacios en la Figura 3.5. El análisis de las enerǵıas muestra que en
todos los subespacios la distribución es normal con parámetros muy similares.
Los parámetros de cada distribución se muestran en la tabla 3.1.

La densidad en cada subespacio muestra que no hay diferencia significativa
entre los subespacios pues aproximadamente todos tienen la misma distribución
de enerǵıas. Esto nos hace suponer que todos los subespacios tendrán el mismo
comportamiento.

Consideremos la estad́ıstica de separación de niveles para cada subespacio.
Tomemos la parte central del espectro, quitando el 10 % de las enerǵıas tanto
en la parte inferior como en la superior. En la Figura 3.5 se muestra en gris la
parte del espectro que se analizó y en amarillo los extremos que se descartaron.
Consideramos si = (Ei+1 − Ei)/σi donde σi es la separación media de estados
en el intervalo (Ei, Ei+1) y calculamos la distribución de dicha separación. El
resultado para cada subespacio se muestra en la Figura 3.7.

La linea continua en rojo es la distribución de Wigner-Dyson mientras que
las barras en color gris corresponden a la distribución de s en cada subespacio.
Claramente se observa que en los subespacios con k = 1, 2, 3, 4 la estad́ıstica
sigue una distribución de Wigner-Dyson y por lo tanto se presenta caos cuántico.
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Figura 3.3: Valores propios del operador de traslación para el modelo de BH con
nueve sitios.
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Figura 3.4: Densidad de estados del modelo de BH con N = L = 9 y u = 0.5.
La linea punteada en rojo representa el ajuste a la distribución. Las franjas
amarillas son el 10 % de los datos que no se usan para la estad́ıstica de niveles.
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Figura 3.5: Densidad de estados en los diferentes subespacios. Las regiones ama-
rillas son aquellas que se omitieron para hacer la estad́ıstica de niveles.
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Figura 3.6: Distribución de los espaciamientos del espectro sin separar por si-
metŕıas.
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Figura 3.7: Distribuciones de los espaciamientos del espectro en los diferentes
subespacios comparada con la distribución de Wigner-Dyson.
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Figura 3.8: Distribuciones del espaciamiento en el subespacio k = 9 para los
estados con paridad par(derecha) y paridad impar(izquierda).

Subespacio Media Desviación estándar

k=1,8 3.60056 3.43885
k=2,7 3.60056 3.43885
k=3,6 3.60137 3.43807
k=4,5 3.60056 3.43885

k=9(par) 3.55263 3.49504
k=9(impar) 3.64579 3.38887
Completo 3.60033 3.43994

Tabla 3.1: Media y desviación estándar de las distribuciones de enerǵıa en cada
subespacio.

A diferencia de los subespacios anteriores en el subespacio k = 9 no se aprecia
una clara concordancia con la distribución de Wigner-Dyson aunque tampoco
se aprecia que concuerde con la distribución de Poisson. Esta fue una de las
razones por las que se decidió analizar más el subespacio k = 9. Cuando se
separó el espacio en los dos subespacios con paridad definida, tal y como se
describe en el segundo caṕıtulo se obtuvieron espacios de dimensión 1387 con
paridad par y 1317 con paridad impar. La estad́ıstica de niveles de cada uno de
estos subespacios śı sigue una distribución de Wigner-Dyson y se muestra en la
Figura 3.8.

Analicemos ahora la estad́ıstica de niveles del espectro completo, es decir sin
separar en simetŕıas. En la Figura 3.6 se muestra que la distribución de primeros
vecinos para el espectro completo parece seguir más una distribución de Poisson,
como la que se muestre en azul, que una distribución tipo Wigner-Dyson. Esto
muestra que con este método de estad́ıstica espectral no es posible determinar si
un sistema presenta caos al estudiar el espectro completo aún cuando el análisis
de los subespacios muestra claramente la correlación en los niveles.
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3.2. Probabilidad de supervivencia

La probabilidad de supervivencia SP (t) es un observable definido como la
probabilidad de encontrar al sistema en el estado inicial |Ψ(0)〉 a un tiempo
posterior t,

SP (t) = | 〈Ψ(0)|Ψ(t)〉 |2. (3.2)

Si consideramos tanto el estado inicial como el estado al tiempo t en la base
de la enerǵıa,

|Ψ(0)〉 =
∑
k

ck |φk〉 , ck = 〈φk|Ψ(0)〉 , ĤBH |φk〉 = Ek |φk〉 , (3.3)

podemos escribir la probabilidad de supervivencia como,

SP (t) =

∣∣∣∣∣∑
k

|ck|2e−iEkt
∣∣∣∣∣
2

. (3.4)

La evolución a tiempos cortos depende de la distribución en la enerǵıa del es-
tado inicial. Para ver esto, observemos que SP (t) se puede escribir de la siguiente
manera

SP (t) =

∣∣∣∣∫ ρ0(E)e−iEtdE

∣∣∣∣2 , (3.5)

con ρ0(E) =
∑
k |ck|2δ(E − Ek) es la densidad local de estados (LDoS), que es

la distribución de la enerǵıa pesada por las componentes del estado inicial[32].

3.2.1. Estados iniciales

Consideraremos ensambles de estados iniciales definidos en una región caóti-
ca de la enerǵıa con componentes seleccionados aleatoriamente, tales que

|ck|2 =
rkf(Ek)∑
q rqf(Eq)

. (3.6)
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donde rk son números aleatorios positivos de una distribución uniforme en el
intervalo [0, 1]. La función f(E) = ρ(E)/ν(E) garantiza que el estado inicial
tiene un perfil dado por ρ(E), que se consigue compensando los cambios en la
densidad de estados ν(E). En la Figura 3.4 se muestra la densidad de estados
del modelo de BH para u = 0.5 N = L = 9, que es el caso que se analiza.

Consideraremos un perfil rectangular dado por

ρR(E) =

{
1

2σR
E ∈ [Ec − σR, Ec + σR]

0 Otro caso.
(3.7)

El perfil está centrado en la enerǵıa Ec que será seleccionado como un punto
del espectro en que sabemos que el caos domina la dinámica y σR es el ancho
de la distribución.

Como ya mencionamos, la distribución de enerǵıa de |Ψ(0)〉 determina el
decaimiento de SP (t). Si aproximamos la LDoS en la ecuación (3.5) por su
perfil suavizado ρ0(E) ≈ ρR(E), obtenemos el comportamiento inicial de la
probabilidad de supervivencia

SbcP (t) =

∣∣∣∣∣
∫ Ec+σR

Ec−σR

1

2σR
e−iEtdt

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ 1

2σRt
(sin(Et)− i cos(Et)) |Ec+σREc−σR

∣∣∣∣2
=

4 sin2(σRt)

4σ2
Rt

2
|cos(Ect) + i sin(Ect)|2

SbcP (t) =
sin2(σRt)

(σRt)2
,

(3.8)

Para tiempos muy cortos, t << σ−1R , la expresión anterior muestra el decai-
miento universal de la probabilidad de supervivencia 1 − σ2

Rt
2. Esto se puede

ver expandiendo en serie de Taylor la última expresión de la ecuación (3.8).

La ley de decaimiento de la probabilidad de supervivencia es causada por la
presencia de los ĺımites de la enerǵıa en la LDoS, que en nuestro caso presentan
una discontinuidad, el exponente depende de cómo se aproximan los ĺımites[19].
Observemos que el comportamiento inicial es simplemente la transformada de
Fourier del perfil de enerǵıa del estado inicial.
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3.2.2. Expresión anaĺıtica

Existen dos caracteŕısticas adicionales del espectro del sistema que no están
capturadas en la ecuación (3.8). Estas caracteŕısticas surgen de que el espectro es
discreto y de la correlación en los valores propios. Veremos que la manifestación
de las correlaciones en el espectro es a través del agujero de correlación el cual
aparece a tiempos largos. La segunda caracteŕıstica que no está presente en la
ecuación (3.8) es la saturación de la dinámica al valor asintótico alrededor del
cual oscilará la probabilidad de supervivencia,

SP (t) = ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

SP (t′)dt′, (3.9)

Para observar estos fenómenos en la ecuación que describe a SP (t) reescri-
bimos la ecuación (3.2) separando los términos con la misma componente de la
enerǵıa de la siguiente forma,

SP (t) =
∑
k 6=l

|cl|2|ck|2e−i(Ek−El)t + IPR, (3.10)

donde

IPR =
∑
k

|〈φk|Ψ(0)〉|4 = SP , (3.11)

es la llamada razón inversa de participación, que da el valor asintótico de SP (t).
La IPR da una medida del inverso del número de elementos de la base que
participan en un estado inicial arbitrario |Ψ(0)〉.

Con las consideraciones tomadas en los párrafos anteriores es posible deter-
minar una expresión para la tasa inversa de participación si consideramos el
promedio sobre el ensamble de estados iniciales,

〈IPR〉 =

〈 ∑
k r

2
kf

2(Ek)(∑
q rqf(Eq)

)2
〉
≈ 〈r

2
k〉

〈rq〉2
1

νc

∫
ρ2(E)dE, (3.12)

lo que resulta para el perfil rectangular

〈IRPR〉 =
2

3σRνc
, (3.13)
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donde νc = ν(Ec) es la densidad de estados evaluada en el centro del perfil Ec,
que es igual al espaciado medio inverso de niveles de enerǵıa consecutivos en la
región sondeada por el estado inicial.

Hemos descrito dos regiones de la dinámica en la probabilidad de supervi-
vencia. El comportamiento inicial que está determinado por la ecuación (3.8) y
el valor asintótico que está dictado por la ecuación (3.13). Nos falta considerar
el comportamiento intermedio, el cual está determinado por las correlaciones
que existen entre los niveles de enerǵıa del sistema.

Mencionamos ya en el caṕıtulo uno que las propiedades estad́ısticas de los
sistemas cuánticos caóticos son comparables a las del ensemble Gaussiano or-
tonormal(GOE) de la teoŕıa de matrices aleatorias. Es a partir de esta con-
sideración que se deriva el comportamiento intermedio de la probabilidad de
supervivencias. Siguiendo los pasos que se describen [34, 33, 19] llegamos a la
expresión anaĺıtica para la probabilidad de supervivencia

〈SP (t)〉 =
1− 〈IPR〉
η − 1

[
ηSbcP (t)− b2

(
t

2πνc

)]
+ 〈IPR〉 . (3.14)

En la ecuación anterior, η es la dimensión efectiva del ensemble, definida
como[19]

η =
νc∫

ρ2(E)dE
=
〈r2k〉
〈rk〉2

1

〈IPR〉
, (3.15)

En la ecuaciones (3.14), SbcP (t) describe el comportamiento antes de la ma-
nifestación de la correlación entre los valores propios (el sub́ındice bc se refiere a
before correlations) y corresponde a la ecuación (3.8). El comportamiento deter-
minado por esta ecuación se cumple hasta que 〈SP (t)〉 llega a su valor mı́nimo,
que es menor a 〈IPR〉. Después de este valor la dinámica está controlada por el
factor de forma de dos niveles

b2(t) =
[
1− 2t+ t ln(2t+ 1)

]
Θ(1− t) +

[
t ln

(
2t+ 1

2t− 1

)
− 1

]
Θ(t− 1) (3.16)

donde Θ es la función escalón de Heaviside. b2(t) lleva la probabilidad de su-
pervivencia de su valor mı́nimo a su valor asintótico 〈IPR〉, creando el descenso
que es conocido como agujero de correlación.

El agujero es una señal directa de la presencia de valores propios correlacio-
nados y no se forma con valores propios no correlacionados. Como la ecuación



36 Caos cuántico en el modelo de Bose-Hubbard

anterior se deriva considerando la teoŕıa de matrices aleatorias y no el sistema
f́ısico particular se concluye que la dinámica de la probabilidad de supervivencia
después de alcanzar el mı́nimo es universal.

La dinámica completa de la probabilidad de supervivencia está determinada
por la ecuación (3.14). Observemos que la ecuación no tiene parámetros de
ajuste. Todos los parámetros pueden ser determinados del modelo y el perfil de
enerǵıa del estado inicial.

Comencemos nuestro análisis por estudiar el espectro y la distribución de las
enerǵıas. Después analizaremos la probabilidad de supervivencia y aplicaremos
los resultados descritos en esta sección.

3.3. El agujero de correlación

Para cada uno de los subespacios tomemos el perfil cuadrado en la enerǵıa
centrado en Ec donde Ec es el centro de la distribución en cada subespacio, es
decir, toma los valores de la segunda columna en la tabla 3.1 dependiendo del
subespacio que se analice. Para todos los casos tomamos σR = 2 y consideramos
tantos estados iniciales como niveles de enerǵıa hay en el intervalo [Ec−σR, Ec+
σR] que son del orden de 1800 para los subespacios con k ∈ {1, 2, 3, 4} y de 1100
para los subespacios con k = 9.

Usando la definición de la probabilidad de supervivencia (3.4) se calcula
dicho observable para cada estado inicial en el intervalo temporal t ∈ [0, 105] en
una malla de 104 puntos con separación exponencial de tal forma que en escala
logaŕıtmica la separación entre puntos es constante.

Hacemos el mismo cálculo con la expresión anaĺıtica (3.14) y usando la misma
malla temporal. En las Figura 3.9 y 3.10 se muestran, en gris el comportamiento
de algunas trayectorias de la probabilidad de supervivencia, en color rojo se ob-
serva el promedio sobre el ensamble y en verde se observa la trayectoria predicha
por la expresión anaĺıtica para cada uno de los subespacios del sistema.

De estas figuras podemos concluir algunas cosas. No parece haber alguna di-
ferencia en las probabilidades de supervivencia entre los primeros cuatro subes-
pacios, tanto en la teórica que corresponde a la curva verde como en el promedio
sobre el ensamble que es la curva roja. Incluso las variaciones de la curva roja
parecen ser del mismo orden en todos los casos. Lo mismo sucede entre los dos
subespacios de k = 9. Las probabilidades de supervivencia parecen ser idénti-
cas en ambos casos. Sin embargo si hay diferencia significativa entre los dos
subespacios de k = 9 y los primeros cuatro.

El agujero de correlación solo se observa al hacer promedios sobre el ensamble
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Figura 3.9: Comportamiento de la probabilidad de supervivencia en los subespa-
cios k = 1, 2, 3, 4 en orden de izquierda a derecha y de arriba a abajo. En gris se
muestra algunas de las trayectorias para diferentes estados iniciales, en rojo se
muestra en promedio sobre todas las trayectorias y en verde el comportamiento
anaĺıtico.
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Figura 3.10: Comportamiento de la probabilidad en los subespacios con paridad
par e impar y k = 9.
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Figura 3.11: Promedio temporal de SP para los subespacios k = 1, 2, 3, 4 (en
rojo) y para la expresión anaĺıtica de la ecuación (3.14) (en verde).

y en el tiempo en la probabilidad de supervivencia. En las Figuras 3.11 y 3.12
se observa el promedio temporal de las probabilidades de supervivencia en cada
uno de los subespacios. En todos los casos se realizó el promedio usando un
intervalo de 100 puntos en el tiempo.

En todos los casos se encuentra muy buena concordancia entre la expresión
anaĺıtica mostrada en verde y el resultado numérico que se muestra en rojo. Con-
firmamos que la probabilidad de supervivencia en los subespacios k = {1, 2, 3, 4}
es idéntica en los cuatro subespacios, de hecho, al sobreponer las trayectorias de
la Figura 3.11 no se nota diferencia alguna entre las cuatro trayectorias. Esta
semejanza en 〈SP (t)〉 también se observa en los subespacios de k = 9 de las
Figuras 3.12.

La observación del agujero de correlación es una evidencia clara de que se
presenta caos cuántico en el modelo[32]. Como se muestra en la Figura 3.13,
además de la descripción cualitativa del agujero de correlación también encon-
tramos concordancia con las expresiones para el tiempo de relación Tr que es
el tiempo al cual la dinámica satura al valor asintótico y el tiempo de Thouless
Tth que es el momento en que la probabilidad de supervivencia alcanza su valor
mı́nimo.

Se observa un decaimiento oscilatorio modulado por una ley de potencias
t−2. Este comportamiento es causado por los extremos en el perfil de enerǵıa y
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Figura 3.12: Promedio temporal de SP en los subespacios con paridad par e
impar y k = 4 (en rojo) y para la expresión anaĺıtica de la ecuación (3.14) (en
verde).
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Figura 3.13: Ley de decaimiento en la probabilidad de supervivencia y tiempo
de Thouless y de relajación.

concuerda con el comportamiento ya observado en otros sistemas[19].

3.3.1. Probabilidad de supervivencia en diferentes subes-
pacios

Supongamos que el análisis anterior no se realiza aśı, es decir, no se separa el
Hamiltoniano en sus diferentes subespacios y se analizan por separado. En lugar
de eso se calcula la probabilidad de supervivencia en el espectro completo del
sistema. Considerando las mismas condiciones, σR = 2, tantos estados iniciales
como enerǵıas del espectro completo hay en el intervalo [Ec − σR, Ec + σR].

El resultado se muestra en la Figura 3.14. Se observa que no coincide el
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Figura 3.14: Promedio temporal de SP considerando todo el espectro. En este
caso el resultado anaĺıtico no coincide el resultado numérico.
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Figura 3.15: Se muestra el valor promedio de la probabilidad de supervivencia
en los subespacios con k = {1, 2, 3, 4}, para k = 9 y para el sistema completo.

resultado anaĺıtico con el resultado numérico. El tiempo de relajación y la pro-
fundidad del agujero parecen ser mayores en la expresión anaĺıtica mientras
que el valor asintótico es de 0.0001182. A pesar de estas diferencias se observa
claramente el agujero de correlación en el resultado numérico, lo cual es una
demostración contundente del comportamiento caótico del sistema.

La diferencia entre los tres comportamientos encontrados se observa mejor
en la Figura 3.15. Se observa claramente que el valor asintótico es mayor en el
subespacio k = 9 que en los subespacios k = {1, 2, 3, 4} y este es mayor que el
valor asintótico si consideramos el espectro completo. En la tabla 3.2 se muestra
el valor asintótico calculado numéricamente.

Según la deducción de la expresión anaĺıticas, la única diferencia entre las
diferentes probabilidades de supervivencia es la densidad de estados. Si se tiene
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Subespacio Valor asintótico Valor teórico

k = 9 0.00233(3) 0.0021277
k = {1, 2, 3, 4} 0.00113(2) 0.0010634

Completo 0.000207(9) 0.0001182

Tabla 3.2: Valor asintótico de las probabilidades de supervivencia para los dife-
rentes subespacios.

una densidad de estados entonces todo el comportamiento ya estará determina-
do.

La dimensión de los subespacios es 2700 para los subespacios k = {1, 2, 4, 5, 7, 8},
2703 para los subespacios k = {3, 6} y 2704 para el subespacio k = 9. Creemos
que la diferencia de dimensión es insignificante y no se refleja de manera im-
portante en el comportamiento promedio de los observables. De hecho la tabla
3.1 muestra que la densidad de estados es prácticamente la misma en todos los
subespacios y que la densidad de estados del sistema completo se puede apro-
ximar simplemente como nueve veces la densidad de estados en alguno de los
nueve subespacios.

Sabemos que los dos subespacios de paridad con k = 9 tienen aproximada-
mente la misma dimensión y es la mitad de la dimensión de los otros subespacios,
por esta razón el valor asintótico resulta ser el doble, tal como se muestra en la
Tabla 3.2.

Una de las preguntas que surge del análisis anterior es ¿Por qué la expresión
anaĺıtica de la probabilidad de supervivencia no reproduce el comportamiento
numérico para el ensamble del sistema completo? si la expresión está construida
a partir de considerar ya una separación de las simetŕıas entonces ¿Por qué aún
aśı podemos observar el agujero de correlación sin hacer la separación? ¿En qué
casos se puede obtener estos resultados? es decir ¿Qué condiciones tiene que
tener el sistema para observar tal comportamiento?

En la Figura 3.16 se muestra en rojo el valor numérico de la probabilidad
de supervivencia y en verde el ajuste por mı́nimos cuadrados de la expresión
anaĺıtica. El mejor ajuste encontrado es cuando se multiplica la densidad de
estados de un subespacios por 5.45 lo cual suena razonable si consideramos que el
número de subespacios que tienen espectro diferente entre ellos es precisamente
5.

3.3.2. Análisis por regiones

Consideremos el subespacio k = 1 cuya dimensión es de 2700. Sabemos ya
que la región que se analizó en el espectro presenta caos cuántico. Analicemos
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Figura 3.16: Probabilidad de supervivencia considerando el espectro completo en
rojo y la expresión anaĺıtica con un ajuste de mı́nimos cuadrados en la densidad
de estados.

ahora, con la misma distribución, diferentes partes del espectro. Las regiones
que analizaremos se muestran en la Figura 3.17.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el análisis por subespacios, con-
sideramos tantos estados iniciales como enerǵıas hay en la región del espectro
correspondiente. Cada uno de estos estados iniciales tienen componentes selec-
cionadas aleatoriamente según la ecuación (3.6).

Calculamos la probabilidad de supervivencia para los estados iniciales en
las regiones mencionadas. Tomamos el promedio sobre las trayectorias y de la
misma forma que antes, tomamos el promedio temporal. El resultado se observa
en la Figura 3.18.

Cada trayectoria de la Figura 3.18 tiene el color correspondiente a la región
de la enerǵıa de la cual se está analizando. Como esperábamos ver, las dos
regiones centrales del espectro muestran claramente el agujero de correlación
y por lo tanto estas dos regiones son caóticas en el sentido del caos cuántico
mientras que las colas de la distribución son regiones regulares.
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Figura 3.17: Las regiones obscuras son las diferentes regiones del espectro que
se analizan. Las etiquetas indican el número de enerǵıas que se encuentran en
cada región.
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Figura 3.18: Promedio temporal de la probabilidad de supervivencia para en-
sambles de estados iniciales con distribución en la enerǵıa marcados en la Figura
3.17
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Conclusiones

Analizamos el espectro completo del Hamiltoniano de Bose-Hubbard. El
análisis de las simetŕıas nos permitió encontrar un algoritmo mucho más efi-
ciente para diagonalizar el Hamiltoniano.

Se pudo demostrar que el sistema es caótico en el sentido del caos cuántico.
Esto se determinó analizando la estad́ıstica del espectro y observando que la
estad́ıstica de niveles de primeros vecinos sigue una distribución de Wigner-
Dyson. Además se encontró que la dinámica de la probabilidad de supervivencia
exhibe una señal clara de las correlaciones espectrales conocida como agujero de
correlación. El análisis de la probabilidad de supervivencia lo hicimos en cada
uno de los subespacios del sistema y logramos comprender la diferencia en el
comportamiento de diferentes subespacios.

Encontramos que el agujero de correlación se presenta también cuando no
separamos el espacio en simetŕıas. Lo cual puede ser de gran ayuda si esta
separación no es fácil de realizar o no se tiene acceso al espectro del sistemas.
Consideramos que esto se cumple si, como en este caso, la distribución de la
enerǵıa en los diferentes subespacios es prácticamente la misma.

Con este método se pueden analizar diferentes regiones del espectro. Logra-
mos observar que el agujero de correlación no se presenta cuando el ensamble
de estados iniciales tiene componentes en las colas de la distribución de enerǵıa
mientras que en la región central se observa claramente.

Consideramos que los resultados expuestos en este trabajo son una apor-
tación al entendimiento de la dinámica de este Hamiltoniano y aunque se ha
demostrado que otros sistemas cuánticos de muchos cuerpos presentan caos,
creemos que este sistema merece una atención especial por su importancia en
la f́ısica de átomos fŕıos.
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Apéndice

Representación de Bloch

En esta parte del apéndice desarrollamos los cálculos para llevar el Hamil-
toniano de Bose-Hubbard a la representación de Bloch.

Consideremos las relaciones de transformación definidas por la ecuación
(2.13) y su conjugada. Al sustituir en el Hamiltoniano de BH obtenemos pa-
ra la parte cinética:

T̂ = −J
∑
l

(
â†l+1âl + â†l âl+1

)
= −J

∑
l

(
1

L

(∑
κ

eiκ(l+1)b̂†κ
∑
κ′

e−iκ
′lb̂κ′ +

∑
κ

eiκlb̂†κ
∑
κ′

e−iκ
′(l+1)b̂κ′

))

= −J

∑
κ,κ′

1

L

∑
l

ei(κ−κ
′)leiκb̂†κb̂κ′ +

∑
κ,κ′

1

L

∑
l

ei(κ−κ
′)le−iκ

′
b̂†κb̂κ′


= −J

∑
κ,κ′

δκ,κ′eiκb̂†κb̂κ′ +
∑
κ,κ′

δκ,κ′e−iκ
′
b̂†κb̂κ′


= −2J

∑
κ

eiκ + e−iκ

2
b̂†κb̂κ

= −2J
∑
κ

cos(κ)n̂κ.

(17)

En donde se usaron las relaciones

L∑
m=1

ei
2πk
L m = 0, (18)
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1

L

∑
κ

eiκ(l−l
′) = δl,l′ . (19)

Hagamos el mismo procedimiento para la enerǵıa potencial del sistema

V̂ =
U

2

∑
l

n̂l (n̂l − 1)

=
U

2

∑
l

(
1

L

∑
κ1κ2

ei(κ1−κ2)lb̂†κ1
b̂κ2

)(
1

L

∑
κ1κ2

ei(κ1−κ2)lb̂†κ1
b̂κ2 − 1

)

=
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

1

L

∑
l

ei(κ1−κ2+κ3−κ4)lb̂†κ1
b̂κ2

b̂†κ3
b̂κ4
− U

2

∑
κ1,κ2

1

L

∑
l

ei(κ1−κ2)lb̂†κ1
b̂κ2

=
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂κ2

b̂†κ3
b̂κ4
− U

2

∑
κ1,κ2

δκ1,κ2
b̂†κ1

b̂κ2

=
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂κ2

b̂†κ3
b̂κ4
− UN

2
.

(20)

Usemos las relaciones de conmutación para los operadores de creación y
aniquilación bosónicos

[b̂i, b̂
†
j ] = δij , (21)

entonces la enerǵıa potencial resulta

V̂ =
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂†κ3

b̂κ2
b̂κ4

+
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂κ4

δκ2,κ3
− UN

2

=
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂†κ3

b̂κ2
b̂κ4

+
U

2L
L
∑
κ1,κ2

b̂†κ1
b̂κ1
− UN

2

=
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3,κ4

δ(κ1 − κ2 + κ3 − κ4)b̂†κ1
b̂†κ3

b̂κ2
b̂κ4

(22)
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V̂ =
U

2L

∑
κ1,κ2,κ3

b̂†κ1+κ2−κ3
b̂†κ3

b̂κ2
b̂κ1

(23)

Finalmente el Hamiltoniano de Bose-Hubbard en la representación de Bloch
es

Ĥbloch
BH = −2J

L∑
k=1

cos

(
2πk

L

)
n̂k +

U

2L

L∑
k1,k2,k3=1

b̂k1+k2−k3 b̂
†
k3
b̂k2 b̂k1 (24)
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