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Introduccion

La busqueda por una generalizacién del concepto de caos clasico al régimen cuantico
tuvo un boom cuando Bogihas, Giannoni y Schmidt conjeturaron que el espectro de las
diferencias a primeros vecinos, sigue una distribucion de Wigner para aquellos sistemas
que son clasicamente cadticos, teniendo con ello un criterio base para decir cuando un
sistema cudntico es cadtico.

Con ello en mente se empezdé por analizar distintos sistemas de gran importancia
en la fisica de hoy en dia, uno de ellos, el nicleo atémico, el cual fue descrito de buena
manera por el modelo de capas nuclear, que en primera instancia es similar al modelo
de capas atémico con sus respectivas diferencias.

Posteriormente, A. Relano et. al. conjeturaron que en los sistemas cuanticos el
espectro de energias puede ser tratado como una serie temporal, siendo posible de esta
idea caracterizar un sistema cudntico como cadtico cuando éste presenta un ruido del
tipo 1/f, mientras que los sistemas integrables, presentan un ruido 1/f?. Con m4s de
un criterio para decidir si un sistema es cadtico o integrable, se busca de alguna manera
entender el grado de caoticidad de tal sistema.

Si bien, en el marco clasico la caoticidad de un sistema viene dada por medio de
los exponentes de Lyapunov que miden la separacién espacial de dos trayectorias
inicialmente cercanas, para tiempos posteriores en el caso de sistemas cadticos, esta
separacién crece de forma exponencial, teniendo una medida del caos al fijarse en el
tamano de los coeficientes de Lyapunov. Este concepto no puede ser trasladado al
régimen cuantico debido a que el concepto de trayectoria pierde sentido debido al
principio de incertidumbre de Heisenberg.

Distintas ideas han sido desarrolladas en estos ultimos anos, por ejemplo, dar
una generalizacion de los coeficientes de Lyapunov cudnticos y medir la caoticidad
midiendo el grado de simetria del sistema, sin embargo, no son teorias totalmente
desarrolladas y ademads, en el caso de la formulacion del caos via la simetria, no se
puede asegurar que las constantes de movimiento sean independientes entre si.



Por todo lo anterior, atin hace falta tener una idea que pueda decir si un sistema es
mas caotico que otro, una solucion posible se encuentra en considerar los valores de
entropia de informacién para cada uno de los eigenestados del sistema.

Para el caso nuclear, se tiene que el nicleo es un sistema de muchos cuerpos, el
cual se puede modelar microscopicamente por medio del modelo de capas nuclear
cuando las configuraciones de uno o pocos nucleones son dominantes, cdlculos hechos
en este esquema revelan la caoticidad del nticleo, y en base a ello, se tiene que un
sistema nuclear es mas cadtico que otro dependiendo de un parametro que puede variar
al modelar el Hamiltoniano nuclear como un término en una representacion diagonal
mas un término cuadrupolar, el parametro es, en este caso, una pequena interaccion.

Para los cdlculos, se empleé un isétopo del *®Ca modelado a partir de un carozo
de 4°Ca y ocho neutrones distribuidos en la capa pf, se obtuvieron las energfas de los
estados nucleares puestos en la base del modelo de capas y se corrobord, al analizar la
distribucion del espaciamiento de niveles cercanos y el ruido del espectro considerando
las energias como una serie temporal, que cuando la interaccién crece el sistema se
acerca mas a ser un sistema no integrable.

Se analizé la entropia de informacién, encontrandose que una medida de qué tan
cadtico es un nucleo estd, en la anchura de la distribucién de la exponencial de la
entropia de los estados nucleares puestos a estos ultimos como funcién de las energias
de cada estado, esto resulta en que la distribucién es una gaussiana y su ancho esta en
correspondencia con el tamano de la interaccién, teniendo como resultado que, para un
nicleo con una interaccién mayor, la complejidad de la distribuciéon de los estados es
mayor.

Finalmente, lo anterior se corrobor6 al analizar todos los coeficientes de expansion
en la base del modelo de capas, encontrdndose que para cuando el sistema tiene
una interaccién més grande, es decir, es mas cercano a un sistema no integrable, la
distribucion de los coeficientes que presenta una forma descrita por una distribucién de
Lorentz, modifica la anchura y el alto de dicha distribucion, pudiéndose cuantificar el
caos empleando éstas medidas.



Capitulo 1

Breve revision del Modelo de Capas
Nuclear.

El nicleo atémico constituye un sistema de muchos cuerpos, en general, con muchos
componentes y cada uno de estos posee sus respectivos grados de libertad, por lo que,
describir de una manera exacta a tal sistema es muy complicado, sin embargo, en el
desarrollo de la ciencia nuclear, se han propuesto modelos que son capaces de describir
al nidcleo de buena manera, haciendo aproximaciones dependiendo de las propiedades
que se quieran describir y con ello permitiendo que los calculos se puedan llevar a cabo

[1].

Las distintas maneras de entender o modelar al nicleo se pueden clasificar en
tres clases: modelos microscopicos, modelos macroscopicos o geométricos y modelos
algebrdicos. Unos de estos modelos, es el modelo de capas nuclear (Nuclear Shell
Model), que describe las propiedades nucleares en términos del comportamiendo de los
nucleones que constituyen al nicleo, dando buenos resultados al describir los procesos
que en él suceden, sin embargo, esto no siempre fue asi. En sus inicios tuvo un
desarrollo muy lento debido a que fallaba al reproducir las energias de enlace. Esto
motivé a Mayer en 1949 y a Haxel, Jensen y Suess en el mismo ano, a introducir un
término de acoplamiento espin-érbita en el potencial de una particula, esto llevd a que
los niveles de energia dados por el nimero cudntico orbital se dividieran debido a la
contribucion del término espin-érbita, logrando con eso un mejor tratamiento de las
energias de enlace y una mejor descripcion de los datos experimentales.

El nicleo estd compuesto esencialmente de neutrones y protones, confinados a
un volumen en donde actian fuerzas débiles, fuertes y de Coulomb; a los neutrones
y protones en el nicleo se les llama “nucleones”, en el modelo de capas nuclear, se
asume que, en primera aproximacion, cada uno de los nucleones se mueve de manera
independiente en un potencial medio que contiene los potenciales de interaccién con



los otros nucleones en el nicleo. Hay que notar que esto no es asi, ya que el nicleo
constituye un problema de A cuerpos interactuantes via el potencial nucleén-nucleén,
misma que es diferente de la interaccion libre nucleén-nucleén.

Describir lo que sucede en el nicleo es un problema dificil, ya que en él se presentan
dos hechos importantes:

e La dificultad de describir A nucleones interactuantes hace que se requiera describir
la dindmica de un problema de A cuerpos.

e Es necesario describir el campo promedio nuclear a partir de la interaccion
nucleén-nucleén proveniente de un potencial de la forma V' (|7; — 7;|) existente
entre cada dos nucleones.

En el modelo de capas nuclear, se propuso que el nicleo tiene una estructura de
capas, parecido a su andlogo en el caso atémico, sin embargo, con diferencias bastante
marcadas debido a que el potencial promedio dentro del nicleo es muy diferente al
potencial de Coulomb presente en el caso atémico; aunado a esto, los componentes
del niicleo (neutrones y protones), pueden ser tratados de una manera similar como
estados de una sola particula, lo cual lleva a la introducciéon de un nimero cuantico
adicional llamado isospin; ademas, en el nicleo, no hay un centro de fuerzas como en el
caso atémico.

Debido a la naturaleza fermionica de los nucleones, la distribucion de éstos en
las diferentes capas, debe estar de acuerdo con el principio de exclusion de Pauli, el
cual dicta que dos particulas de esta naturaleza no pueden ocupar estados con los
mismos nimeros cuanticos, con lo cual, cada capa descrita con j nimero cuantico de
momento angular total, solo puede estar ocupada por un cierto nimero de nucleones
idénticos, lo cual lleva a que se formen sub-capas dentro de una capa. Cada capa
estd caracterizada, al igual que en el caso atémico, por nimeros n, [ y 7, que son el
nimero cuantico principal, el nimero cuantico de momento angular orbital y el nimero
cudntico de momento angular total. Las capas totalmente cerradas se identifican
con J = 0, donde J = sz;ll j(k), el cual denota el momento angular total para las
27+1 particulas que llenan los estados m = —j, —j+1,...,j—1, 7 disponibles de la capa.

Al igual que en el caso atémico, se tiene la presencia de los llamados nimeros magicos,
que corresponden a las estructuras de capas cerradas:

N =2, 8,20, 28, 50, 82, 126
7 =2, 8,20, 28, 50, 82

4



EXPERIMENTAL EVIDENCE FOR MAGIC NUMBERS
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Figura 1.1: Evidencia experimental de los nlimeros magicos, se grafica la energia de excitacién
como funcién del nimero de neutrones, para nicleos doblemente par esta energia alcanza
méximos notables con respecto a los demés. [Tomada de Broussard 1977]

Donde N indica el nimero de neutrones y Z el nimero de protones. Los ntcleos
caracterizados por estos niimeros, son particularmente estables y se denominan “ntcleos
magicos”, cuando ambos, Z y N son numeros magicos, se denominan “doblemente
mégicos”, por ejemplo: *He?, 1608 40Ca?" 48Ca?’ y 208Pp®21 ]og cuales tienen una gran
estabilidad, la evidencia experimental de la existencia de los nimeros méagicos puede
ser observada en la figura 1.

El modelo de capas se encarga pues, de describir lo que sucede en el nicleo,
llegando a tener buenos resultados a la hora de obtener los diferentes nimeros mégicos
cuando al hamiltoniano de una particula se le agrega el término de interaccion

LAqui se emplea la siguiente notacién:
A
ZXN

Donde A es el nimero de nucleones, Z el nimero de protones y N el nimero de neutrones.



espin-6rbita. Para ver esto considérese soluciones ¢,(7) a la ecuacién de Schrddinger,
donde el subindice a, etiqueta al conjunto de nimeros cudnticos que describe al sistema
a = MNg,la, ja, Ma, ..., tales funciones se pueden tomar ortogonales, de tal manera que:

[T+ U(r)]¢a(F) = €atha(F) (1.1)

Donde T es el operador de la energia cinética, U(r) es un potencial medio y ¢, es la
energia de una sola particula.

Ya que el nicleo es un conjunto de A cuerpos, el Hamiltoniano para estos nucleones
considerandolos como particulas independientes, se puede escribir como

A

Hy=) [T+ U(r;)] = Z ho(3) (1.2)

=1

Las eigenfunciones de Hy, pueden ser expresadas como el producto de eigenfunciones de
una sola particula, esto sin considerar la naturaleza de estas:

A
Qal,ag,...,aA(FhF% "'77::4) = qual(f;) (13)
=1

Donde la energia sera la suma de los términos de particula individual:

A
Ey=> e, (1.4)
=1

Para el caso de dos nucleones, estos son particulas de spin %, por lo que debido al
principio de exclusion de Pauli, no pueden tener los mismos nimeros cudnticos, y
debido a la indistinguibilidad de las particulas, su funcién de onda serd en la forma de
un determinante de Slater, de tal manera que sea antisimétrica ante el intercambio de

las particulas:
(1.5)

Hay que enfatizar que si las eigenfunciones tienen, por ejemplo, la parte espacial
simétrica, esto lleva a que la parte spinorial sea antisimétrica y viceversa, teniendo asi
para el caso de dos nucleones idénticos funciones antisimetrica total, pues de lo contrario



si se tiene por ejemplo, funciones antisimetricas en ambos espacios de coordenadas, la
paridad de la funcién completa serd 1, por lo que al final, se tendria una funcién de
onda de paridad par ante el intercambio de particulas.

El caso general significa tener ahora A nucleones, para ello, las funciones de
onda seran dadas como una generalizaciéon de (1.5):

¢a1(F1) ¢a1(F2) ¢a1(FA)
1| $ay(T1)  @ay(T2) v+ @ay(Fa)

q)al,ag,...,aA (F17 FQ; sery FA) = == . . (16)

Al : : :
¢a,4(7?1) ¢CLA(F2) ¢GA(FA)

Por su parte, en el Hamiltoniano el término del potencial para A nucleones, no estd
explicitamente dado debido a la complejidad de las interacciones entre los nucleones que
componen al nicleo. Sin embargo, se puede suponer que este Hamiltoniano consiste de
una suma de términos de energia cinética de particula independiente més un término,
que lleva la interaccién de un par de particulas; por lo que la ecuacién completa de
Schréodinger tendrd la forma:

A

A
H=YT + 23V, (1.7)

=1 3,j=1

Donde se ha considerado una restricciéon a interacciones de solo dos cuerpos. En
la expresion anterior, se puede introducir cualquier potencial de una sola particula, lo
cual permite escribir el Hamiltoniano como:

H:Z(Ti + Ulry) + (%Z‘/;J - ZU(H))
= Hy + Hpes (18)
:ZhO(Z) + Hres

Donde se ha tomado

1 A A
Hyes =3 d Vi = ) Um) (1.9)
i=1

1,7=1



Hy describe el movimiento de A nucleones independientes unos de otros en el
mismo campo medio, mientras que H,.,, representa la interaccién residual que refleja
el hecho de que las particulas no se mueven de forma completamente independiente. Se
puede determinar U(r), partiendo de un potencial de interaccién conocido V;; y una
funcién de onda tipo determinante de Slater que seria una buena aproximacién para

la descripcién de un sistema de A particulas, ésta teoria se conoce como el método de
Hartree-Fock.

SINGLE-PARTICLE POTENTIALS

B,

— = U(r) Iin MeV

6 8
— == Radial distancer in im

Figura 1.2: Dos potenciales que usados frecuentemente como potenciales de una particula, la
linea punteada es de tipo oscilador armdnico, mientras que la linea sélida es el potencial de
Saxon-Woods. [Tomada de Broussard 1977]

Célculos numéricos del método de Hartree-Fock, indican que las soluciones a un
potencial de tipo oscilador armoénico, son una buena aproximacién al estudio de
nucleones independientes. La forma de este potencial es conocida en todas las areas de
la fisica pues modela de forma correcta diversos fenémenos en distintas areas:

Ur) = —mwr (1.10)

Donde m, se refiere a la masa de la particula y w a su frecuencia angular. FEste



potencial tiene la ventaja de que se puede tratar de manera analitica, sin embargo,
posee la caracteristica de que cuando la distancia r al origen crece, el potencial se
va al infinito. Otro potencial es el de Saxon-Woods, el cual se anula para distancias
grandes al origen (véase figura 2), sin embargo, tiene la desventaja de ocupar métodos
numeéricos para su solucién.

En el Hamiltoniano dado en (1.8), se puede ignorar la interaccién residual (H,.s), la
cual es tratada como una perturbacion en el sistema de particula independiente. Por
otra parte, los estados nucleares son independientes de su orientacién en el espacio, por
lo que el momento angular J se conserva, lo cual hace que este nimero sea un buen
nimero cuantico para describir el sistema. Por esta razon, es comun construir estados
de muchas particulas de momento angular definido.

El acoplamiento de funciones de onda de una sola particula a sistemas de muchas
particulas con un spin bien definido, se realiza empleando los llamados coeficientes de
Clebsch-Gordan. Debido al principio de exclusiéon de Pauli, estos estados deben ser
antisimétricos en las coordenadas de particulas idénticas.

Otro tratamiento para generar estados base en el espacio de configuracién en el
cual las funciones de onda de un sistema de muchas particulas no se acoplan a un
momento angular .J bien definido, en el cual se especifica si los estados de una particula
In, 1, 7,m) estan o no ocupados, se da en el llamado esquema m.

Por su parte, la dimensién de un espacio de configuracién, incrementa muy rapidamente
con el numero de capas que se toman en cuenta, esto debido a los distintos valores de
m. La dimensién también depende fuertemente del nimero de particulas.






Capitulo 2

Simetrias en el nucleo.

Como ya se dijo, el nicleo estd compuesto de protones y neutrones, estos dos
componentes guardan cierta relacion, la més evidente es que su masa es muy parecida,
pues se cumple Aﬁm >~ 1.4 x 1072, ademds de exhibir comportamientos idénticos
en sus interacciones nucleares. Esto llevé a Heisenberg en 1932 a considerar a estas
dos particulas como estados distintos de una sola particula a la cual denominé “nucleén”.

En una clara analogia al tratamiento del spin, Heisenberg introdujo un nuevo niimero

cudntico para el nucleén cuyo valor es de % al cual se le denomina “isospin”, mientras
que los protones y neutrones tienen valores dados por la proyeccién del operador de

isospin en alguno de los ejes (usualmente el eje z) —% y +%, respectivamente!.

Antes de llegar a la teorfa del isospin es necesario recordar la teoria del momento
angular y del spin para un sistema de dos particulas, la cual se describird a continuacion.

2.1 Momento Angular y Spin

La definicién del operador de momento angular lleva a que se satisfagan las relaciones
de conmutacion propias de este tipo de algebras, las cuales son:

Loy by] = Laly — Ly = il (2.1)

Una relacién andloga se cumple para los operadores de spin, los cuales describen el
grado de libertad interna de las particulas y a su vez sus eigenvalores en la proyeccion
z, describen dos naturalezas diferentes para éstas.

(52, Sy] = is, (2.2)

!Esto es una eleccién arbitraria, algunos autores dan valores de la proyeccion de isospin —|—% al protén
y —% al neutron, sin que esto modifique en absoluto el tratamiento descrito.

11



Ademads, se puede ver que también el cuadrado de los operadores de momento y de
espin, son operadores que conmutan con cada una de las componentes respectivas de
éstos, esto es:

[1°,;] =0 (2.3)
[s%,5,] =0 (2.4)

Con 1 etiquetando a cualquiera de las tres componentes del momento angular y de espin.
Tanto 1y s, actiian sobre diferentes espacios, es decir, estdn referidos a grados de libertad
diferente, por lo cual, estos conmutan [L,s] = 0, de todo esto, resulta adecuado definir
al operador j como la suma de 1y s:

j=1+s (2.5)

Llamado momento angular total, el cual tiene la misma algebra en su conmutador:

Que se cumple ademds para permutaciones ciclicas de los indices x, y y z. Debido a las
relaciones de conmutacién que cumplen 1 y s, también se cumple que el cuadrado de
j conmuta con cada una de sus componentes. La importancia de esta construccion es
que ahora se tiene un conjunto completo de operadores que conmuntan, a saber, {12,
s?, j?, J-}, por lo que si se tiene un estado de cualquiera de ellos serd también estado
de los restantes. Considerando esto, y notando que el espin intrinseco de los nucleones
tiene un valor semi-entero igual a s = %, se pueden construir eigenfunciones \Pl,%,j,m que
safistacen:

PO =L+ Ty 0 (2.7)

1/1 3
SVt im = 5 (5 + 1) Vit im = Y04 5m (2.8)
j2\I,l,é7j7m = ](] =+ 1)\I,l,é7j7m (29)
jz@lﬂ%)jﬂm = mwlﬂ%)jﬂm (2.10)

12



Donde m = —j,—j + 1,...,5 — 1,7, mientras que j =| [ £+ % |. Los estados \Ill,%,j,m
llevan la parte orbital y la parte de espin, por lo que se obtienen como el producto de
estas, esto es asi porque pertenecen a espacios diferentes, de tal manera que, de una
forma mas general y explicita, los estados tienen la forma:

1 .
\Ijl,%,j,m = Z <l7 my, §7ms | I m>@l,m1X%7ms (211)

mi,ma2

El término < [, my, %,ms | j,m > son los llamados coeficientes de Clebsch-Gordan, la
presencia de éstos en la ecuacién anterior, reestringe la suma de tal forma que se debe
satisfacer la condicion m; + m, = m.

Falta decir que el tratamiento del problema para un sistema de nucleones es mas
facil si se usa el esquema de acoplamiento j — j, ya que en él, el momento angular total
dado como:

I=>jk) (2.12)

con k etiquetando a cada nucleén, j(k) = j(k) + s(k) es el momento angular total de
cada nucleén y A es el niumero de nucleones; aqui j(k) conmuta con el término de
acoplamiento spin-6rbita de la forma S22 | f(r(k))I(k) - s(k), asi en este esquema, cada
elemento del conjunto {1?, s?, j*, j,}, conmuta también con el término de acoplamiento
spin-orbita, por lo que se pueden usar los correspondientes numeros cudnticos para
describir estados de muchas particulas.

2.2 Potencial de wuna particula y el término
espin-orbita en el modelo de capas.

La hipdtesis mas importante para el modelo de capas es la suposicién de que un
nucleén estd sujeto a una interaccion que es un promedio de todos los nucleones, esto
hace que se pueda modelar con potenciales del tipo oscilador armoénico o del tipo
Saxon-Woods (potenciales centrales), en la prictica, estos potenciales no reproducen
satisfactoriamente los datos experimentales del espectro nuclear, sin embargo, la
hipétesis impulsada principalmente por Mayer, que agrega un término de fuerte
acoplamiento del tipo espin-érbita, si reproduce con mas fiabilidad los datos nucleares.

El potencial mas empleado suele ser el potencial de tipo oscilador arménico, aunque
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este potencial diverge cuando r es grande caso contrario al potencial de Saxon-Woods,
aun asi este potencial saca ventaja pues se pueden obtener soluciones analiticamente y
ha sido en general, muy estudiado en diversos campos de la fisica.

El potencial dado como:

1
U(r) = §an2r2 (2.13)

Es un potencial central con M, es la masa de un nucledn y tiene una energia dada por
hw, r es la distancia entre el nucleén y el origen del marco de coordenadas. Se buscan
soluciones que satisfagan la ecuacién de Schrodinger para un nucleén en este potencial:

Ho¢(F) = Eo®(7) (2.14)

Donde el Hamiltoniano tiene al forma:

P21 2.2
—M, 2.1
A + 5 M (2.15)

H():

Las soluciones pueden ser puestas en la forma de un producto de soluciones (soluciones
separables) para la coordenada radial y para la coordenada angular:

q)nlm(F) - Rnl(r)yzm(a ¢) (2‘16)

Aqui, n es el nimero cudntico asociado a la cuantizacién de la energia, [ es el nimero
cuantico de momento angular y m su proyeccién. Las soluciones arrojan valores para
la energfall, 3]%

3

1

Donde se ha puesto en la ecuacién anterior N = 2(n — 1) + [, el cual representa el
nimero cuantico total de osciladores excitados, por su parte, [ toma valores tales que
[l =N, N—2 ..., 100. N = 0 tiene la energia caracteristica del estado vacio,
ademads, se puede jugar con las combinaciones de n y [ para dar el mismo valor de N,
con lo cual se observa que existen estados degenerados, también hay que notar que las
soluciones a la parte angular tienen una paridad definida por:

Y (0,) = Vi (7 — 0, 74+) = (=1)'Y}(6,) (2.18)

2Para una discusién detallada del oscilador arménico cudntico puede verse textos como: Introduccién
a la mecdnica cudntica de Luis de la Penia y Quantum mechanics concepts and applications de Zettili.
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La cual corresponde a una paridad par si [ es par e impar para valores de [ impar, con
esto, los valores en la degeneracion de la energia para algunos valores de N se pueden
ver con claridad en la tabla 2.1.

Energia N n ] |nl= paridad
3/2 0 1 0 1s +
5/2 1 1 1 1p -
7/2 2 1 2 1d +

2 0 25 +
9/2 3 1 3 1f -
2 1 2p -
11/2 4 1 4 1g +
2 2 2d +
3 0 3s +

Figura 2.1: Degeneracién para los estados de energia de un nucleén en el potencial de oscilador
armonico, la primera columna estd expresada en unidades de Aw.

Para cada valor del momento angular orbital [, hay 2(2/ + 1) estados, que corresponden
a 2] + 1 proyecciones que son los valores de m = —I, —[+1, ...l —1, [, el factor de 2
viene del hecho que existen dos proyecciones de spin +% y —%; tomando en cuenta la
presencia de neutrones y protones, el nimero total de nucleones presentes en una capa
estara dado por:

N
Dy=2 > 2(2+1)=(N+1)(N+2) (2.19)
=001
Asi el numero total de nucleones que llenan todas las capas desde N = 0 hasta

N = N,,. estd dado como:

5

ar

A=) 2N +1)(N+2)

=0

- _(chzz + 1)(Nma:v + 2)(Nma:r + 3)

b =

(2.20)

[\OROL]

~ = (Npaz +2)°

o
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De (2.19) al sumar sobre N, se puede obtener el nimero maximo de nucleones (tanto
para protones como para neutrones) que pueden ocupar una capa, estos son los nimeros
magicos para el potencial de oscilador armoénico:

N = 2, 8, 20, 40, 70, 112, 168, ...

i ; 0.4)
i1 112¢3d4s 168§ N=6 /E[1,2] ,»%9 {{11%% 70
\ ’ ¢ 02t (20) “2s (2
1h2f 3p 112 5
\I 2d 3s 7()] 4 ——w——z{wi’m (14) &d)
S 3 1.3 ) Sip (6) 4
\1 2 40[ 3
= —————ﬁ-&:’% o)
1d 25 20 2 2 0,2 o) ~1s (20 [20]
\m h} 8/ i
1 1 o P 6 (9]
1s 2 0
-0s (2)  [2]
N=0 1=0 n=0, =0

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Potencial de oscilador arménico, se puede ver el espaciamiento uniforme de
los niveles, los niveles son de paridad par (impar) cuando N es par (impar). (b) Estados
degenerados del espectro de energias del oscilador arménico. Tanto en (a) como en (b), para
este potencial se muestra el nimero de nucleones posibles en cada capa.

Es decir, este potencial no reproduce los niimeros magicos presentes en el espectro
nuclear a excepcion de los primeros cuatro. Se puede estimar el espaciamiento de
niveles en el potencial de oscilador armoénico al considerar al niicleo como una esfera de
. . 1
materia nuclear con radio R = rgA3, lo cual lleva a:
-~ 3 3

r? = gRQ = gAér(Q) (221)

Por otra parte, la media del radio al cuadrado se calcula como:
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(r*) = (Vi |1 | Wpim) = b*(N + ;) (2.22)

Donde el valor de b se obtiene de reescribir la ecuacién de Schoédinger, de manera
adimensional al hacer el cambio 7 — 7/b, y estd dado como:

(2.23)

Por lo que combinando la expresién anterior con la ecuacién (2.21) y (2.22) se
obtiene que el espaciamiento de niveles estd dado como:

R O5/3\% . . .
hw = —— 2 (2)" A% = 414 T MeV 9.94
Mnr§4<2> ’ Cae (2:24)

Como es claro solo al comparar los nimeros magicos del espectro nuclear, el
potencial de tipo oscilador armoénico no reproduce tales niimeros, para lograr esto se
hicieron varios intentos insatisfactorios hasta que Meyer y Haxel, en conjunto con
Jensen y Suess en 1949, anadieron al Hamiltoniano una componente de tipo no central
que deberia incluirse en el término del potencial que actia sobre un nucleén dada la
presencia de los demas en el nucleo, si este término dependiera de la orientacion del
momento angular orbital y del espin, se puede inducir una periodicidad diferente.

Un término de fuerza del tipo espin-orbita, separa el movimiento de un nucleén
con momento angular orbital [ en dos sub-estados de momento angular j = [ + %,
siendo mas estable el nivel con espin mas alto. Hay que notar que en cada estado de
una j dada, se pueden acomodar 2j + 1 protones y 27 4+ 1 neutrones, modificando asi,
el numero al cual se cierran las capas y con esto reproduciendo los nimeros mégicos
nucleares.

Este término, dado por la interacciéon espin-érbita anadido al Hamiltoniano de
una particula deja al Hamiltoniano en la forma:

H=H+f(r)-7 (2.25)
Donde f(r) se relaciona al potencial en el cual se mueven los nucleones.
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El término agregado a la ecuacion anterior, lleva a efectos del tipo magnético que son
demasiado débiles, una evidencia experimental de tal término puede encontrarse en la
existencia de un término de fuerza del tipo espin-orbita en la dispersiéon de protones
y neutrones por ‘He el cual muestra una divisién en el p-doblete lo cual evidencia el
hecho de la polarizacién de las particulas dispersadas, por lo que la polarizacién de
nucleones de alta energia confirma la presencia de un potencial del tipo espin-6rbita [8, 9].

El término del acoplamiento espin-érbita da una energia que se puede calcular

del valor de expectacién entre los estados de una particula con el término dado por las
funciones de spin incluidos, esto es:

(Wt £ () W tjin) = (Pt F )T+ 8 = 12 = 5 ]|Vt

= SOl +1) ~ 1+ 1) — s(s + 1)
(2.26)

T

—5(L+1){f(r))u paraj =1 -

N | =

%l<f(7“)>nz paraj = [ +

Segtin Bohr y Mottelson (1929), el término de expectacion de f(r), empiricamente estd
aproximado como:

(F(r))m ~ —20A75 MeV (2.27)

Lo anterior implica que el espaciamiento entre las energias debido al término de
acoplamiento espin-orbita crece conforme el momento angular crece.

Por su parte, el signo negativo en (2.26) confirma el hecho experimental de que
el estado con j = l+% es mas bajo con respecto al estado con j =1 — %, esto indica que
el primero es mas estable que el segundo, es decir, estd mas ligado al nicleo.

La divisién de niveles y el llenado de las capas, puede verse en la figura (2.3)
tomada de Broussard [3], en la cual se muestran también los nimeros a los cuales se
llenan las capas, es decir, los nimeros mégicos.

18



Figura 2.3:

un potencial del tipo Saxon-Woods.
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(c) Espaciamiento de niveles debido al término de
acoplamiento del tipo spin-drbita. (d) Nimero de particulas idénticas N; = 25+ 1 que pueden
ocupar cada estado. (e) Notacién espectroscopica para los niveles empleando los niimeros 7,
[y j. (f) Paridad de cada estado. (g) Nimeros mégicos que aparecen en las diferencias de

energia. [Tomada de Broussard 1977]



2.3 Isospin Nuclear

Poco después del descubrimiento del neutrén, realizado por James Chadwick, Heisenberg
propuso un aparato matematico en completa analogia con el tratamiento del espin por
medio de las matrices de Pauli, considerarando al protén y neutrén como estados de
carga de una sola particula, el nucleén. Esto no solo por el hecho de que protones y
neutrones tienen casi la misma masa si no que ademads, ambos son particulas del mismo
valor de espin.

Por otra parte, los experimentos sugieren que si se desprecia la contribucién de
la interaccién electromagnética, la fuerza nuclear fuerte entre dos nucleones con espines
antiparalelos, es aproximadamente independiente del hecho de que los nucleones sean
protones o neutrones, lo anterior implica la existencia de una simetria en la interaccion
fuerte, lo que se conoce como la independencia o simetria de carga, aunado a esto, los
espectros de energia presentes en los llamados nicleos espejos son muy parecidos, estos
ultimos se refieren a un par de nucleos para los cuales el nimero de nucleones es el
mismo, pero el nimero de protones de uno es igual al nimero de neutrones del otro,
v viceversa. Un ejemplo de estos ntcleos espejos se encuentra en el 1°Ng y su nicleo
espejo 0.

Debido a las similitudes existentes entre los nucleones, resulta que el Hamiltoniano se
mantiene invariante frente a transformaciones de estados de protones y neutrones, esto
es valido al considerar al nucleén como una particula a la cual se le puede asignar un
nimero de “isospin” dado por ¢t = %, siendo los protones y neutrones proyecciones sobre
un espacio abstracto de la tercera componente con valor £, = —% (isospin “abajo”)y
t, = % (isospin “arriba”), respectivamente.

Se pueden definir los estados del nucledén introduciendo un espacio generado por

los vectores:
1) ! (2.28)
n) = 0 .

=3 (229

Se pueden introducir de una manera analoga al formalismo de las matrices de Pauli,
las matrices en el espacio de isospin:
_ (0 1
Ty = (1 0> (2.30)
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Ty = (? _OZ> (2.31)

7= (é _01> (2.32)

Por lo que el operador vectorial de isospin se puede definir como:

t==7 (2.33)

N | —

Para estos operadores se cumplen también las relaciones de conmutacion del tipo
momento angular:

[ta t,] = it, (2.34)

[£2,t]=0 (2.35)

Donde los eigenvalores de ¢ 2 estan dados por (¢ + 1). Estas relaciones de conmutacién
implican que la transformacion de un protén en neutrén y viceversa, se pueden entender
como una rotacion en el espacio abstracto del isospin. Hay que notar ademas que la
accién del operador t, sobre los estados del nucleén, se encuentra facilmente como

sigue:
ti=3(p %) (o) =5 (2:36)

=3 (o 5)(3)=-3m (2.37)

De las ecuaciones anteriores no es muy dificil mostrar que se cumplen las siguientes
relaciones:

S1=7)19) = Ip) (2.39)
%(1 — ) ln) =0 (2.39)
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%(1 +7.)|p) =0 (2.40)

%(1 +7.)|n) = |n) (2.41)

Con esto, el operador de carga se puede definir como:

@ la-n) (2.42)

Otros operadores ttiles se pueden definir mediante la combinacién de las componentes
del operador de isospin, los llamados operadores escalera, los cuales estan dados por:

ty = (15 £ i1y) (2.43)

N | —

Y la accién de estos sobre los estados de protén y neutron estd dada como:
telp)=1n),  tyln)=0, t_[p)=0, t_[n)=|p). (2.44)

Por lo que en resumidas cuentas, los operadores del tipo escalera, transforman un
protén en un neutrén y un neutrén en un protrén, este tipo de operadores, se emplean
en la descripcién de decaimientos S.

Considérese ahora, un sistema de muchos nucleones, se tendrd entonces un isospin total

T y una proyeccién 77, el isospin de todos los nucleones se acoplan a un isospin total
para el sistema, en la forma:

T=) t (2.45)

Se encuentra que el operador de isospin total obedece las relaciones de conmutacion
propias del momento angular, por lo que sus eigenvalores pueden ser encontrados de una
manera andloga a la empleada en el formalismo del momento angular, estos resultan ser:

T? = T(T +1) (2.46)

T,=-T,-T+1,....T—1,T (2.47)

Este nimero cuantico de isospin total T tiene valores enteros o semienteros dependiendo
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de si A es par o impar, y para cada estado de un valor dado de T, existiran 2(T + 1)
isomultipletes, esto debido a la 2(T 4 1)-degeneracién dada por la proyeccién en z la

cual es T, = %(N — 7)), por lo que los niveles de isospin total se pueden escribir como
T=|T,|,|T.| + 1,|T,| +2,..., %A.

De la misma manera que en el caso de un nucledn, se puede definir los operadores
escalera para un sistema de A nucleones:

Ty =T, +£iT, =) [to(k) £ t,(k)] (2.48)

k=1

Como se dijo al inicio de esta seccion, la interaccién de Coulomb se puede despreciar y
se asume ademds que la interaccion fuerte no distingue entre protones y neutrones, por
lo que el Hamiltoniano resulta ser invariante ante el intercambio de estos, es decir, es
invariante isospin, lo que matematicamente significa que se cumple:

[H,T,) = [H,Ts] = 0 (2.49)

Empleando la definicién del operador de carga, se puede escribir la interaccion de
Coulomb en la forma:

G- ()L - (k)]
‘22 4lF(j) — 7))

G- [n) — (k)] + ()T (K)]
=2 4|7(j) — 7(k)]

(2.50)

Hay que notar que 7, y 7T}, no conmuntan con el potencial de Coulomb, por lo que el
isospin no puede ser una cantidad conservada de esta interaccion, asi que finalmente se
tiene:

[H + Ve, T] # 0 (2.51)

El resultado anterior implica, que la interaccién de Coulomb entre los protones destruye
la equivalencia con los neutrones, por lo que rompe la simetria de isospin. El efecto de
la interaccion de Coulomb puede ser estimada, en muchos de los casos, via la teoria de
perturbaciones, teniendo una correccién a la energia.
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Este tratamiento, explica las diferencias de energia que existe entre los nitcleos
espejos, por ejemplo, los isobaros dados en la figura (2.4).

Los decaimientos 3 suceden en los isobaros tal como en la imagen, se pueden corregir
las masas nucleares al despreciar el efecto de la interaccién de Coulomb, la cual es
mayor para el °C que para el "B, y asi mismo, es mayor para °B que para “Be,
ademads se puede agregar una correccion a la masa dada por la pequena diferencia entre
protén y neutrén, lo cual se puede ver en la figura 2.4 (b).

Se puede notar, que hay una correspondencia bien definida entre las energias
que corresponden a los isobaros par-par ('°B, 'C), mismos que tienen su contraparte
en el isobaro impar-impar (}°Be), el cual tiene mas niveles que los anteriores.

Esto se puede entender en términos de la independencia de carga, si se considera
que los isobaros de masa 10, tienen un “core”® dado por 8Be més dos nucleones en la
capa ps/2, por lo que cada isobaro queda interpretado de la siguiente manera:

e Isobaro '"Be — un core ®Be mds dos neutrones en la capa p;o.
e Isobaro '’B — un core *Be mds un neutrén y un protén en la capa pss.

e Isobaro *?C — un core ®*Be mds dos protrones en la capa pss.

Este formalismo tiene que cumplir con el principio de exclusién de Pauli, por lo que no
todos los estados accesibles del sistema neutron-protén son posibles si el par de nucleones
es idéntico, lo cual explica que hayan menos estados en los isobaros de niucleo par-par,
es decir, el isobaro 1°B, posee méas niveles de energia que los dos restantes.

3Core o Carozo en la traduccién espafiola, se refiere a que hay una parte del nicleo que tiene todos
los niveles de sus capas cerradas, a estos niveles de capa cerrada (con todos los protones o neutrones
posibles) se le llama core.
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Figura 2.4: Niveles de energia més bajos en los isobaros de masa 10, en unidades de MeV.
(a) Masas de nucleos isobaros. (b) Masas nucleares corregidas para la energia de Coulomb y
diferencia de masas para neutrén-protrén. [Tomada de W. E. Burcham)]






Capitulo 3

Método de Tri-diagonalizacion de
Lanczos.

Los calculos en la espectroscopia del modelo de capas suelen hacerse via programas
de cémputo capaces de manipular una gran cantidad de datos. Usualmente, las
correcciones a la energia debido a la interaccion residual entre los nucleones se hacen
con el uso de la teoria de perturbaciones a primer orden, de esto resulta que se tiene
que diagonalizar una matriz muy grande, es decir, de muchas entradas.

Uno de los métodos que suele ser empleado en los calculos nucleares es el método de
tri-diagonalizacién de Lanczos, en el cual no es necesario calcular todos los elementos
de una matriz hermitiana de grandes dimensiones, si no solo una parte de ella, razén
por la cual suele ser bastante cémodo. Lo anterior se hace imponiendo una condicién
de convergencia, es decir, suele imponerse una cota inferior en la diferencias de las
energias para la cual todas las diferencias por debajo de la cota no se toman en cuenta,
o cualquier otra condiciéon que permita el truncamiento del método.

3.1 Meétodo de Lanczos.

Las caracteristicas que hacen que el método de Lanczos sea uno de los mas empleados
en el calculo de espectros nucleares que implica la diagonalizacién de una matriz de
dimensiones grandes son en esencia dos:

a Los eigenvalores de una submatriz! de m x m tomados después de realizar

m interacciones, convergen rapidamente de manera mondtona a la solucién de
eigenvalores de la matriz completa.

IUna parte de la matriz.
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b Cuenta con una presicion y estabilidad bastante grande, para poder ser aplicado
a distintos sistemas altamente sensibles [11].

Para la exposicion de este método hay que considerar el Hamiltoniano en el modelo de
capas nuclear, el cual se di como?:

H=H, + Hu, (3.1)

Donde Hy y H,.s estan dados por las ecuaciones (1.8) - (1.9).

Donde H,.;, suele considerarse pequeno para ser tratado como una perturbacion,
por lo que la solucién al problema tendra las soluciones de eigenfunciones y eigenvalores
dados para Hy, mas una correccién dada por H,.;. Tal contribucion a los valores de
energia, en el formalismo de la teoria de perturbaciones se obtiene al encontrar los
valores de expectacion del Hamiltoniano perturbativo en la base de las eigenfunciones
del Hamiltoniano no perturbado.

En el método de Lanczos, lo que se hace es elegir un eigenvector arbitrario
(elegido convenientemente) y aplicarle el Hamiltoniano H, hay que notar que el
primer eigenvector debe ser dado como una combinaciéon de los eigenfunciones del
Hamiltoniano no perturbado, tales eigenfunciones cumplen que:

Ho |¥;) = Ej |9;) (3.2)

Por lo que el vector inicial (pivote) se puede escribir de la forma:
o) = > Ci[y) (3.3)

Ahora, se debe generar un conjunto de vectores mutuamente ortogonales e
independientes, al aplicar H dado en (3.1) sucesivas veces a |vy), asi, al operar
H una vez a |v;) se obtiene otro vector que puede ser descompuesto en dos vectores
ortogonales, uno dado por |v1) y otro que puede ser hallado a partir del primero al cual
se le denotard como |vq), de tal forma que:

H |vi) = (vi|Hlvi) [v1) + (v2 H|vy) [v2)
(3.4)
= oy |vr) + By [va)

2Véase Capitulo 1 para mas detalles.
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De manera andloga, se puede generar un vector |vs) al operar H sobre |vy), y
un vector |vy) al operar sobre el vector |vs):

H |vg) = (vi|Hlvz) [v1) + (v2| H|vg) [v2) + (vs|H]va) |v3) (3.5)

H |vz) = (vo|Hv3) |v3) + (v3]|H |v3) [vs) + (va| H|vs) |va) (3.6)

Hay que notar que debido a la ortogonalidad entre cada uno de los vectores
generados, el elemento |v3) no tiene componente en |v;). El proceso se puede hacer las
veces que sea necesario, notando que los coeficientes tienen la forma:

Bi = (vira|H|vi) = (vi| H|vit1) (3.8)
Ademads, se cumple en general:
(vl Hlvi) = (vil H|v;) =0 i —jl =2 (3.9)

Asi que se pueden generar k vectores siguiendo la regla:

H |vg) = Br—1 |vn-1) + o [vk) + Br [vg41) (3.10)

Mientras que en el ultimo paso, de n iteraciones requeridas, se tendra:

H ‘Un,1> = ﬂn,1 ”Un,1> + oy, |'Un> (311)

Por lo que se obtiene, después de hacer el proceso iterativo n-veces, la forma de H
como una matriz con elementos no nulos en la diagonal y en las diagonales superior e
inferior a la diagonal central:
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Los eigenvalores de H se pueden obtener al diagonalizar la representaciéon matricial
para el operador H. Como ya se dijo, los eigenvalores de una parte de la matriz,
convergen a los eigenvalores de toda la matriz®>. Hay que notar ademds, que los n — 1
vectores generados a partir de vy, pueden ponerse como una expresién del mismo vy,
notar por ejemplo que:

1

|1}2> = E (H — @1) (313)
03) = ~ [(H — ) [02) — B [11)]
v3) = 5, Qaq) |U2 1|U1
11
— | ) as) o) — 1100 (3.14)
11
— E E(H —ap)(H — ay) — 51} |v1)

Esto hace que si se toma |v;) ahora en la base de los eigenvectores de H, se pueda
escribir la siguiente relacién:

H? [vy) =Y EPC; ;) (3.15)
=1

3Para mas detalles acerca de la convergecia del método de Lanczos, se puede dirigir a Brussaard y
Glaudemans (pag. 373-374) o al articulo de J. S. Dehesa citado en las referencias.
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Donde p indica el nimero de veces que se ha aplicado el Hamiltoniano H sobre |v;) y
las eigenfunciones de H satisfacen la ecuacién de Schrédinger H |®;) = E; |D;).

3.2 Aplicacién en el Esquema m.

En el problema de la descripcion de los nucleones que se encuentran fuera del core,
hay que buscar soluciones que consideren la naturaleza fermidnica de estos, es decir,
la descripcién se lograra si al final se tienen funciones de onda que sean totalmente
antisimétrica ante el intercambio de un par de nucleones, esto es, que sean antisimétricas
ya sea en la parte espacial o en la parte de spin pero no de ambas, pues si se cumple
esto ultimo, al final la funcién de onda resultaria simétrica.

La forma de construir funciones de onda validas para un sistema de particulas
idénticas es hacerlo empleando el determinante de Slater planteado en (1.6), sin
embargo, hay una forma méas eficaz y facil de hacerlo, la cual ahorra cdalculos

engorrosos, esto se logra haciendo los calculos pertienentes en el llamado esquema m*.

Aqui se utiliza el formalismo de segunda cuantizacién, donde los estados de un
sistema de particulas estan representados por un producto de operadores de creacién y
aniquilacion, y es el dlgebra de los conmutadores de estos operadores lo que garantiza
los requerimientos de simetria, pues dependiendo de la naturaleza del sistema de
particulas, los operadores conmuntan o anticonmutan, si se tienen bosones o fermiones.

Uno de los programas de cémputo desarrollados en el lenguaje Fortran, estd
implementado en el esquema m, el cédigo Antoine [38], aunque existe otra versién
implementada en el esquema de acoplamiento j — 7, llamado cddigo Nathan. El
desarrollo posterior de este trabajo se realiza con la ayuda del cédigo Antoine.

Ym-scheme en la bibliografia de textos en Inglés.
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Capitulo 4

Caos Cuantico en espectro nuclear
del modelo de capas.

Cuando suele hablarse de caos comunmente se entiende como algo que tiende al
desorden, sin embargo esto suele ser falso, el concepto de caos en fisica clasica da
a entender qué tanto se aleja una trayectoria de una original ante una modificacién
pequena de las condiciones al rededor de un punto, pudiéndose cuantificar qué tan
cadtico es un sistema via los exponentes de Lyapunov. Esta alta sensibilidad presentada
por los sistemas cadticos hace que parezcan tener comportamientos de tipo aleatorio.

Sin embargo, no existe una analogia cuando se trata de sistemas cuanticos ya
que en este campo no existe como tal el concepto de trayectoria, pues estd prohibido
directamente del principio de incertidumbre de Heisenberg, pues conocer en todo
momento la posiciéon de una particula implicaria una incerteza de momento infinita;
atn con todo lo anterior, el concepto de caos cudntico ha sido implementado en la fisica
de nuestros dias teniendo interesantes avances y siendo una herramienta util para el
estudio de sistemas complejos, como por ejemplo, la estructura nuclear del modelo de
capas.

4.1 Caos Clasico

En la naturaleza, un gran nimero de fenémenos exhiben comportamientos muy
complejos, impredecibles y aparentemente aleatorios, ejemplos de esto, se pueden
encontrar en fenémenos de turbulencia, variabilidad del clima y el comportamiento
de las finanzas mundiales, entre otras. Esta complejidad en el comportamiento de los
sistemas no lineales deterministas, podria asociarse con un gran numero de grados de
libertad, sin embargo, esto suele resultar falso, pues se puede tener un comportamiento
bastante complejo en sistemas de solo uno o dos grados de libertad, como por ejemplo
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el mapeo logistico [14].

Comunmente, el término caos ha sido tergiversado de distintas maneras, haciendo
alusién al desorden y a comportamientos erraticos, sin embargo, en fisica clasica, el
caos busca patrones de orden en las propiedades de sistemas dinamicos no lineales en
términos de atractores regulares o extranos, y estda asociado a una alta sensibilidad a
pequenas variaciones en las condiciones iniciales que llevan a diferencias marcadas para
tiempos posteriores.

Se puede definir al caos, como el comportamiento de sistemas dinamicos no lineales
deterministas que exhiben comportamientos de tipo mezcla!, lo cual da lugar a la
sensibilidad extrema a las variaciones en las condiciones iniciales, esto es, que para dos
trayectorias que inician en condiciones iniciales cercanas (condiciones iniciales y una
pequena perturbacién a éstas), divergen de forma exponencial. Esta discrepancia en la
trayectoria original y la perturbada viene también de la no linealidad de los sistemas,
pues si considera una perturbacién pequena en un sistema lineal, la discrepancia no
crece exponencialmente.

Este concepto de caos es totalmente determinista, puesto que es necesario conocer la
soluciéon completa del sistema en todo momento (trayectoria). La cuantificacion del
caos 0 qué tan caodtico es un sistema tiene lugar via los exponentes de Lyapunov, dados
por:

_ o L] oy(t)
At) = tliglo ;ln 5yt (4.1)

Donde dy(t) es la distancia entre las trayectorias al tiempo t y dy(to) es la distancia entre
las trayectorias al tiempo ;. Hay que notar que hay tantos exponentes de Lyapunov
como la dimensién del sistema.

4.2 Caos Cuantico

Una de las cuestiones que ha tomado un relativo interés, es el problema de trasladar las
definiciones del caos clasico al régimen cudntico, puesto que éste es el régimen donde
persisten comportamientos cadticos en sistemas fisicos microscépicos, tales como la
descripcion de atomos o moléculas, que son sistemas que entran en la descripcién de la
mecanica cuantica.

'La propiedad de mezcla, implica que las trayectorias obtenidas de las condiciones iniciales y una
perturbacién a ella, se cruzan una y otra vez.
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Ya que el caos se aplica al estudio del comportamiento de sistemas no lineales
deterministas, la generalizacién al régimen cudntico se encuentra con serias dificultades,
en primer lugar, la ecuacion que caracteriza un sistema mecano-cuantico es la ecuacion
de Shrodinger, la cual es lineal, por lo que es incapaz de presentar comportamientos
caodticos.

Otro punto en contra de la generalizacién del caos al regimen cudntico, va ligado
al hecho de que el caos es una teoria determinista, y la cuantizacion de este es mediante
los exponentes de Lyapunov, los cuales miden la separacion entre dos trayectorias
originadas en puntos muy cercanos. Para poder definir el caos via esta ruta, es
necesario contar con el concepto de trayectoria, sin embargo, en el régimen cudntico,
este concepto pierde el sentido debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, el
cual no permite definir trayectorias infinitesimalmente cercanas en el espacio fase. Sin
embargo, se podria pensar en definir un tipo de exponente de Lyapunov al fijarse en
la separacion en el tiempo de dos funciones de onda originadas ambas de una pequena
variacion en las condiciones iniciales del sistema descrito, pero esto es nuevamente
insatisfactorio, ya que la distancia entre las funciones de onda resulta ser constante
para todo tiempo:

(W(0)|2(0)) = (T(1)[@(t)) (4.2)

Los hechos anteriores resultan en que actualmente, no se cuente con una definicién
formal para el concepto de caos cuantico dada la imposibilidad de trasladar el concepto
de caos, del régimen clasico al cuantico; sin embargo, existen varias ideas de lo que
puede ser el caos en el regimen ciantico.

Una de ellas, propone definir al caos cudntico en términos de un lenguaje valido
tanto para el régimen cuantico como para el cldsico, este concepto viene a ser la
simetria, por lo que definen un sistema cuantico regular como aquel que posee un alto
grado de simetria como para asegurar que dado un numero M de “buenos” niumeros
cuanticos que describen el sistema, no sea menor que el nimero N de grados de libertad
del mismo, por lo que para sistemas tales que M < N, el sistema deja de ser regular
y adquiere comportamientos cadticos?, sin embargo, este formalismo se topa con el
problema de no contar con un buen criterio para asegurar la independencia de las
constantes de movimiento y por tanto de los M nimeros cuanticos que describen al
sistema, es decir, se puede tener un sistema con muchas simetrias pero no se puede
decir cuando las constantes de movimiento asociadas a esas simetria son independientes.

2Para mas informacién acerca de este tipo de tratamiento, véase [15].
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Incluso con todos los problemas que se presentan al tratar de entender el caos
cuantico como una generalizacién del caos cldsico, es un hecho que la mecanica cuantica
es una teoria bastante robusta y en algin momento cuando la mecanica cudntica se
acerca a los limites clasicos, el sistema debe “decidir” si cladsicamente serd integrable
o caotico. Lo cierto es que, las propiedades observadas en sistemas que clasicamente
son caoticos, son diferentes a las que se observan en sistemas cuyos andlogos clasicos
no lo son, este hecho arrojé luz sobre lo que ahora se entiende como caos a nivel
cuantico. La ideologia més difundida para entender ésto es aquella en la que se hace
referencia, al caos cudntico como la observacion de las propiedades de sistemas cuanticos
que clasicamente son caodticos, lo cual se ha denominado también como “quantum
signatures”.

Esta forma de visualizar el caos a nivel cuantico surgié del estudio espectral de
billares, que son sistemas integrables, en donde la mezcla de estados resulté en una
aleatoriedad, posteriormente se vié que si se cambia la forma del billar, ya sea que se
deforme o se trunque de alguna manera, el patrén de aleatoriedad se pierde y el patrén
de energias muestra rasgos de ordenamientos debido a la correlacién existente entre los
niveles. Este hecho dio pie a que M. V. Berry y M. Tabor, analizaran el espaciamiento
de niveles vecinos dada por 3

sj = Eji — Ej (4.3)

Concluyendo que, “la distribucién del espaciamiento de niveles tiene la forma
exponencial caracteristica de los procesos puramente aleatorios”[16]. Lo anterior se
generaliza como: La distancia s entre cada dos niveles consecutivos, normalizada a uno
(s)=1, sigue una distribucién de Poisson:

P(s)=¢"* (4.4)

para todos los sistemas integrables de mas de un grado de libertad.

Para el caso de sistemas cadticos, la aleatoriedad se pierde debido a la correlacion
existente entre los niveles de energia, por lo que ahora, la curva que caracteriza la
distribucién del espaciamiento de vecinos cercanos, ya no es una Poissoniana si no que
ahora es una distribucién de Wigner:

P(s) = gse’(?@) (4.5)

3Aqui se estudian correlaciones de corto alcance, sin embargo, existen otros desarrollos donde se
estudian correlaciones de largo alcance por medio de las estadisticas Az y Yo, ejemplos de estos
desarrollos pueden verse en [29, 30, 31, 32, 49].
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Figura 4.1: Distribucién de los espaciamientos de niveles de energia para un billar semicircular,
se puede notar que sigue un comportamiento bien modelado con la distribucién de Poisson.
[Tomada de [17]]

Los estudios hechos por Bohigas, Giannoni y Schmidt sobre el billar cuantico de Sinai
y su distribucion espectral de espaciamientos vecinos, dieron una conexién con la
teoria de matrices aleatorias, formulando su famosa conjentura: “Espectros de sistemas
invariantes ante inversién temporal cuyos analogos cldsicos son sistemas K*, muestran
las mismas propiedades espectrales predichas por el GOE”, esto esta dado justo por la
ecuacion anterior.

Para sistemas menos simétricos, que rompen su simetria bajo una inversién temporal,
el tratamiento del ensamble GOE debe ser cambiado por el ensamble GUE (Gaussian
Unitary Ensamble):

(4.6)

Mientras que para sistemas invariantes ante inversion temporal pero con rompimiento
de la simetria ante rotaciones son descritos por el GSE (Gaussian Simplectic Ensamble):

4Los sistemas K son aquellos que presentan comportamientos fuertemente cadticos, es decir, son
muy cadticos.
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Figura 4.2: Distribucién de los espaciamientos de niveles de energia para un billar de Sinai,
el cual es un sistema K, el comportamiento de la distribucion del espaciamiento de niveles
vecinos se aproxima a la distribucién de Wigner para el ensamble GOE (Gaussian Ortogonal
Ensamble). [Tomada de [18]]

(4.7)

Con el uso de la teoria de las matrices aleatorias, se renuncia a tener detalles a cerca
de la interaccion, ya que el hamiltoniano del sistema se sustituye por un Hamiltoniano
aleatorio con las mismas propiedades de simetria, en el cual todas las interacciones son
igualmente probables.

4.3 El nucleo como un sistema caotico.

El modelo de capas nuclear, provee una teoria solida para entender la estructura y los
procesos que existen en el nucleo, como se vid en el capitulo 1, el modelo de capas
establece una estructura en capas para el nicleo en forma similar al modelo de capas
atémico con sus respectivas diferencias: el potencial de Coulomb ahora es diferente y
ademas, la similitud entre las masas de los protones y neutrones da lugar que puedan
tratarse como estados de una sola particula, lo cual introduce un numero cudntico de
“isospin”.

Los estudios de los niveles de energia indican que el nicleo es un sistema no
integrable, es decir, caotico, para el cual se tiene una descripciéon en términos del
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ensamble GOE, esto debido a la invariancia ante una inversién temporal. Esta
caoticidad del nucleo, sirvié de confirmaciéon o prueba para la existencia entre las
diferencias en el espectro de energias de un sistema cadtico y otro no caético, incluso,
en los inicios de la teoria, entender el “conjunto de datos nucleares” abrié paso a la
bisqueda de lo que hoy se entiende como caos cuantico, posteriormente, la teoria de
matrices aleatorias fue empleada para describir a los sistemas cadticos basandose en la
conjetura BGS.

Para ver que el nicleo es un sistema cadtico se tendria que cumplir que la distancia
entre niveles energéticos de vecinos cercanos, siga una distribucion de tipo Wigner, esto
es, que la conjetura BGS sea cierta, para ello, hay que calcular todo el espectro nuclear,
el cual se hace via programas de cémputo que realizan cdlculos enormes y complejos,
por lo que en principio este tipo de estudios toma su tiempo.

Por simplicidad, se considera el nicleo del *8Ca’, con el ntiimero de isospin 7' = 0,
y el momento angular y la paridad J™ = 3T, por lo que la dimensién del espacio es
N = 1627. Hay que notar que en este caso se llenan todas las capas hasta llegar a los
40 nucleones en la capa sd y los ocho nucleones restantes se distribuyen en las capas
pf, esta situacién se puede simular con un carozo dado por el “°Ca y ocho neutrones
dispuestos en las capas pf (espacio de valencia). Por su parte el Hamiltoniano que se
emplea esta dado como:

ﬁ:Ho—XQ'Q (4-8)

Donde y es un pardmetro que medira la perturbacién al Hamiltoniano Hy. Los célculos
se hicieron con ayuda del cédigo “Antoine”®, el cual trabaja en el esquema m de
acoplamiento y diagonaliza el sistema utilizando el método de tridiagonalizacién de
Lanczoz. Se calcula el espectro de energias para los 1627 estados disponibles para
este sistema. Los resultados se obtienen de variar el pardmetro de perturbacién y, al
cual se le ha asignado los valores: y = 0.01,0.025,0.04,0.07,0.11,0.14,0.18,0.21, 0.25,
las primeras impresiones se dan en los valores obtenidos para la energia, los cuales se
muestran en la serie de gréficas siguientes.

5El célculo del espectro de energias es méas rapido ya que solo se cuenta con un tipo de particulas,
a saber, neutrones.
6 Antoine Shell Mode Code.
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Figura 4.3: Espectro de energias para el nicleo *®Ca con J™ = 3%, correspondiente al
parametro x = 0.01.

Se puede comparar cuatro de ellas con valores diferentes de la interaccidn, esto muestra
diferencias visibles entre ambas series de los valores de energia, se puede ver que cuando
la interaccién es pequena, la curva de energias es discontinua, debido a que todavia se
encuentra algin grado de degeneracion en estas, sin embargo, conforme la perturbacion
aumenta, esta degeneracion se va rompiendo de tal forma que la curva del espectro
de energias se suaviza, ademds, también la pendiente cambia, cuando la perturbacion
crece, también lo hace la pendiente de la curva.

Por su parte, la estadistica de los espaciamientos de niveles vecinos, busca evidencia
que estos tienen una distribucion de tipo Wigner. Para llevar a cabo el andlisis de la
distribucién de los espaciamientos vecinos, es necesario hacer un “reescalado””, el cual
divide al espectro en una parte suave y una parte fluctuante y reescala a una unidad
de espaciamiento medio, permitiendo con ello la comparacion de las propiedades del

TUnfolding en inglés, para un tratamiento méas a fondo véase [19].
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Figura 4.4: Espectro de energias para el ntcleo “8Ca con J™ = 3%, correspondiente al

pardametro x = 0.025.
Espectro de Energias para y = 0.04
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Figura 4.5: Espectro de energias para el ntcleo “8Ca con J™ = 371, correspondiente al

parametro x = 0.04.
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Espectro de Energias para x = 0.07
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Figura 4.6: Espectro de energfas para el nticleo *®Ca con J™ = 3%, correspondiente al
pardmetro x = 0.07.
Espectiro de Energias para y = 0.11
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Figura 4.7: Espectro de energias para el nicleo *8Ca con J™ = 3%, correspondiente al

pardmetro x = 0.11.
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Espectro de Energias para y = 0.14
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Figura 4.8: Espectro de energias para el nicleo “8Ca con J™ = 371, correspondiente al
parametro xy = 0.14.

Espectro de Energias para y = 0.18
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Figura 4.9: Espectro de energias para el niicleo *®Ca con J™ = 3%, correspondiente al
parametro xy = 0.18.
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Espectro de Energias para x = 0.21
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Figura 4.10: Espectro de energias para el nicleo ¥Ca con J™ = 31, correspondiente al
pardmetro x = 0.21.

Espectro de Energias para y = 0.25
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Figura 4.11: Espectro de energias para el nticleo **Ca con J™ = 37T, correspondiente al

pardmetro x = 0.25.
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Figura 4.12: Espectro de energias para el niicleo *8Ca con J™ = 3%, correspondiente a cuatro
interacciones del Hamiltoniano esquemaético con el parametro y = 0.01,0.11,0.18, 0.25.
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sistema con otros sistemas de acuerdo con las predicciones de la teoria de matrices
aleatoria. En este caso, el reescalado es necesario, ya que se quiere ver como cambian
las fluctuaciones debido al aumento del pardmetro perturbativo, una vez teniendo el
reescalado de los valores de la energia, se obtienen los histogramas de frecuencia, los
cuales se normalizan a uno, y se les ajusta una curva de Wigner.

En el primer caso con un pardmetro de interaccién de x = 0.01, se observa un
comportamiento que se encuentra en medio ser ajustado por una distribucién de tipo
Poisson y otra de tipo Wigner, por lo que en este caso, de acuerdo con la conjetura
BGS se puede decir que el sistema ha dejado de ser integrable pero atin no es del todo
cadtico. Se puede notar que la curva de tipo Poisson ajusta bastante bien a la ultima
parte de la distribucién (cola), esto es asi puesto que se estan estudiando correlaciones
de corto alcance, en la cual el parametro XQ Q hace interactuar prlmero niveles vecinos
y solo para valores mds grandes de y interaccionan niveles més lejanos ®

Conforme se aumenta la intensidad de la interaccién, surge una correlacién entre
los niveles de energia a la vez que la degeneracién se rompe y la curva se suviza, este
hecho se traslada al andlisis de la distribucién de espaciamientos vecinos al hecho de
que ahora, la distribucién se ajusta en mayor medida a una tipo Wigner, lo cual se
observa para todas las interacciones restantes.

8Nota sugerida por R. Fossion.
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Figura 4.13: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para
el nicleo del ¥Ca con J™ = 3%, para x = 0.01, el ajuste de las curvas muestra que la
distribucién tiene un comportamiento que se encuentra entre una distribucién tipo Wigner y

una tipo Poisson.
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Figura 4.14: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
nicleo del ¥ Ca con J™ = 37, con x = 0.025, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
no tiene un comportamiento de una distribucién tipo Wigner mientras que la parte final se
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modela con una distribucién tipo Poisson.
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Distribucion del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.04
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Figura 4.15: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
nicleo del ¥ Ca con J™ = 31, para y = 0.04, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién

tiene un comportamiento de tipo Wigner.
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Figura 4.16: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
niicleo del ¥ Ca con J™ = 3%, para ¥ = 0.07, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién

tiene un comportamiento de tipo Wigner.
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Distribucion del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.11
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Figura 4.17: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
nicleo del ¥ Ca con J™ = 3%, para x = 0.11, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
tiene un comportamiento de tipo Wigner.

Distribucién del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.14
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Figura 4.18: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
niicleo del 8Ca con J™ = 3%, para y = 0.14, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
tiene un comportamiento de tipo Wigner.
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Distribucion del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.18

P(s)
0.20
0145}
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010} — Poisson
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0.00 %\\T
0.0 2.5 3.0

Figura 4.19: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
nicleo del ¥ Ca con J™ = 31, para y = 0.18, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
tiene un comportamiento de tipo Wigner.

Distribucion del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.21
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Figura 4.20: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el

niicleo del ¥ Ca con J™ = 3%, para ¥ = 0.21, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
tiene un comportamiento de tipo Wigner.
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Distribucién del Espaciamiento de Niveles Vecinos para x = 0.25
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Figura 4.21: Distribucién del reescalado de los espaciamientos de niveles de energia para el
niicleo del 8 Ca con J™ = 3%, para y = 0.25, el ajuste de las curvas muestra que la distribucién
tiene un comportamiento de tipo Wigner.

4.4 Caracterizacion de sistemas cuanticos caoticos
por el ruido 1/f.

Ya que se ha tenido en claro a lo que se refiere el estudio de sistemas cuanticos cadticos
0 caos cuantico, se necesita saber de qué otra forma se puede caracterizar un sistema
(ademds de la distribucién del espaciamiento de vecinos cercanos) y decidir si es cadtico
o integrable, uno de los métodos desarrollados recientemente, consiste en caracterizar
a los sistemas cudnticos cadticos, considerando al espectro de energias como una senal
discreta y a la secuencia de los niveles de energia como una serie de tiempo.

Estudios sobre este tipo de tratamiento han sido desarrollados por A. Relano, J.
M. Gémez, R. A. Molina y J. Retamosa en su articulo: Quantum Chaos and 1/f Noise
[20], en el cual se estudia espectros de sistemas integrables y no integrables, y en base
a los resultados obtenidos han conjeturado que, los espectros de energias de sistemas
cudnticos cadticos, estan caracterizados por un ruido del tipo 1/f, mientras que para
sistemas integrables, el ruido es del tipo 1/f2.

Se ha estudiado en la secciéon anterior, las propiedades de las fluctuaciones del

espectro de energias utilizando la distribucién del espaciamiento de vecinos cercanos, la
cual da informacion a cerca de las correlaciones a corto alcance, también se ha hecho
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mencién, a estudios basados en el andlisis de correlaciones a largo alcance (estadisticas
Yo v A3g); por otra parte, se puede emplear la distribucién §,, la cual da una medida
de qué tanto se separa una variable de su valor promedio.

On = Z (si = () = Zw (4.9)

La cantidad w;, mide las fluctuaciones del i-ésimo desplazamiento de su valor medio
<s>=1.

Los pasos a seguir para poder hacer este analisis son los siguientes:
e Tomar los valores del espectro de energias del sistema y hacer un reescalado.

e Medir la separacion de un valor arbitrario del reescalado del espectro a su valor
medio, es decir, encontrar 9,,.

e Tomar la transformada de Fourier de la serie §,,.

e Encontrar el espectro de potencias asociado a la transformada de Fourier de la
serie 0,,.

El espectro de potencias, de una serie finita y discreta d,, estd dada por:

P(k) = [0, (4.10)
Donde 4, es la transformada de Fourier de la serie On, la cual esta dada como:

—2m’lm> (111)

. 1
0y = —— opexp | ———
R 2 e ( N
Con N el tamano de la serie.

Al promediar el espectro de potencias P(f) asociado a §,, se encuentra que tiene la
forma:

(P(f)) ~ (4.12)

r

Por lo que para considerar la igualdad se tiene que considerar la introduccién de una
constante de proporcionalidad «, de tal forma que < P(f) >= a/f°, por lo que se si se
aplica el logaritmo natural a ambos lados de la igualdad anterior, por las propiedades
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de la funcién logaritmo, se tendra:
In({P(f))) =In(a) — b= In(f) (4.13)

La cual es la ecuacién de una recta con pendiente negativa igual a b y ordenada al
origen In(«).

Tomando los datos obtenidos para el espectro de energias del *Ca en la capa
pf, se ha calculado espectro de potencias correspondiente a cada interaccién, y a cada
espectro de potencias se le ajusta una recta de la forma dada en la ecuacién (4.13). Los
espectros de potencia correspondiente a cada interaccion se muestran en las siguientes
graficas.

deftakmid’  +
o | 10

log(<P(f)>)

0 0.5 1 15 2 2.5 3
log(f)

Figura 4.22: Espectro de potencias de la funcién 6, para el nicleo del **Ca con J™ = 37,
para x = 0.01, el ajuste da la ecuacién de la recta In ({(P(f))) = 5.43695 — 1.88278 * In(f).
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Figura 4.23: Espectro de potencias de la funcién 6, para el niicleo del *3Ca con J™ = 31,
para x = 0.025, el ajuste da la ecuacion de la recta In ((P(f))) = 4.568332 — 2.00318  In( f).
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Figura 4.24: Espectro de potencias de la funcién 6, para el nicleo del ¥Ca con J™ = 3+,
para x = 0.04, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 3.29423 — 1.63965 * In(f).

54



'deltakmid’  +
f(x)
3
2

log(=<P(f)>)

-1
-2
-3
_4 L L L L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3
log(f)

Figura 4.25: Espectro de potencias de la funcién 6, para el niicleo del *4Ca con J™ = 3T,
para x = 0.07, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 2.57162 — 1.37466 * In(f).
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Figura 4.26: Espectro de potencias de la funcién 6, para el ntcleo del **Cacon J™ = 37,
parayx = 0.11, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 2.04735 — 1.18881 x In(f).
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Figura 4.27: Espectro de potencias de la funcién 6, para el niicleo del *3Ca con J™ = 31,
para x = 0.14, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 2.06265 — 1.17597 * In(f).
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Figura 4.28: Espectro de potencias de la funcién 6, para el niicleo del *Cacon J™ = 3%, para
x = 0.18, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 2.03375 — 1.1607  In(f).
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Figura 4.29: Espectro de potencias de la funcién 6, para el niicleo del *4Ca con J™ = 3T,
para x = 0.21, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 1.70703 — 1.05218 * In(f).
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Figura 4.30: Espectro de potencias de la funcién 6, para el nicleo del **Ca con J™ = 37,
para x = 0.25, el ajuste da la ecuacién de la recta In ((P(f))) = 2.11276 — 1.18482 x In(f).
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Como se puede ver, los resultados se resumen en la siguiente tabla:

| X | a b EXYEENEES |
0.01 [5.43695 | 1.88278 [ 0.1218 | 0.04843 | 0.65079
0.025 | 4.56832 | 2.00318 | 0.126 | 0.0501 | 0.66344
0.04 | 3.29423 | 1.63965 | 0.1308 | 0.0520 | 0.55058
0.07 | 2.57162 | 1.37466 | 0.117 | 0.04655 | 0.51819
0.11 |2.04735 | 1.18881 | 0.1252 | 0.04978 | 0.41283
0.14 [2.06265 | 1.17597 | 0.1132 | 0.04503 | 0.45675
0.18 [2.03375 | 1.1607 | 0.1122 | 0.04463 | 0.45475
0.21 [ 1.70703 | 1.05218 | 0.1252 | 0.04979 | 0.35509
0.25 |2.11276 | 1.18482 | 0.1145 | 0.04555 | 0.45479

Tabla 4.1: Pardmetros obtenidos del ajuste de la recta al espectro de potencias
correspondiente a cada coeficiente de interaccion y, incertidumbres y bondad de ajuste.
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El comportamiento del exponente del espectro de potencias para el niicleo analizado,
decrece conforme la interaccién aumenta, esto se ve al graficar en el eje =z
al parametro yx y en el eje y al exponente del espectro de potencias correspondiente,
dejando de lado la ultima interaccion, ya que con ésta el comportamiento de los datos se
aleja un poco mds de una recta, esto se puede hacer, debido a que con una interaccion
mayor, los calculos realizados para diagonalizar la matriz son cada vez méas complejos y
en el programa utilizado, se tiene que considerar un pivote mayor, por lo que aparecen
errores agregados dada la complejidad de los cdlculos realizados.

2.2 . . . . .

14 | ]

12 + .

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 4.31: Valores de b obtenidos de ajuste al espectro de potencias vs pafametro y para
el nicleo de *Ca.
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De los resultados anteriores, se nota que cuando el nicleo inicia con una interaccion
muy pequena x = 0.01, el exponente del expectro de potencias correspondiente, estd
muy cercano a 2 pero sin serlo, lo cual indica que con tan solo esa pequena interaccion,
el sistema ha dejado de ser integrable, y si se incrementa el tamano de la interaccién, el
exponente empieza a disminuir salvo para la segunda interaccién en la cual el exponente
indica que el sistema es integrable, sin embargo, si el parametro de interaccién crece
hasta y = 0.21, el exponente decae teniendo uaproximandose a un valor de b muy
cercano a la unidad, por lo que se puede afirmar, que el nicleo del **Ca, con esta
interaccion esta en el régimen cadtico de acuerdo a la conjetura de A. Relano, et. al.
Los resultados aqui obtenidos, son similares a los reportados por E. Landa et al., en
Criticality and long-range correlations in time series in classical and quantum systems.

Lo dicho en el parrafo anterior, concuerda totalmente con los resultados obtenidos
de analizar las distribuciones del espaciamiento de vecinos cercanos, se encuentra por
tanto que, un sistema cudntico como el nicleo, puede ser caracterizado como un sistema
integrable o cadtico al observar los comportamientos predichos por los ensambles de la
RMT y a su vez, analizar la ley que sigue el espectro de potencias (ruido), el cual se vi6
que para un nucleo de *Ca, con una interaccién suficientemente grande, se encuentra
con comportamientos caéticos. La importancia de esto radica en el hecho de que cuando
un sistema cuantico estd en en el régimen caotico, aparecen mas correlaciones entre sus
valores del espectro de energias, lo cual se puede ver evidente en la suavizacion de la
curva de energias mientras mas fuerte sea la interacciéon dada por el pardmetro Y.
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Capitulo 5

Complejidad de los estados
nucleares. Entropia de Shannon
como medida de la caoticidad.

Ya que se ha comprendido de una manera més clara el estudio del caos en sistemas
cuanticos a través de los ensambles de la teoria de matrices aleatorias o bien,
considerando al espectro de energia como una serie temporal, es necesario cuantificar
el grado de caoticidad que presenta un sistema mecano-cuantico.

Si bien es cierto que, en mecdnica clasica, una medida de la caoticidad esta dada
por los exponentes de Lyapunov, los cuales miden la distancia entre dos trayectorias
cercanas que se originan de una condicién inicial y una pequena variacién, en un
sistema cuiantico dada la naturaleza de la no existencia del concepto de trayectoria, es
imposible definir unos coeficientes de Lyapunov tal cual al caso clasico, sin embargo,
se han hecho trabajos que tratan de extender el concepto detras de los exponentes de
Lyapunov para sistemas cudnticos [26, 27].

Otra puerta de salida ante esta situacion viene a ser la llamada entropia de
Shannon o entropia de la informacién, usada cominmente como medida de la pérdida
de informacion en sistemas de variable aleatoria. Para el caso de sistemas caoticos,
puede ser empleada para medir el grado de caoticidad o complejidad de un sistema
dado [28, 29, 30], entendiendo la complejidad como una mezcla de estados en una base
dada.

La entropia de informacion o de Shannon, se puede definir para una funcién de
onda normalizada |a) como:

se==3" lcgl in Cp P (1)
k
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Donde |a) estd dada como una combinacién lineal de una base dada:
)y =2 C¢ k) (5.2)
k

Donde los coeficientes |C,§‘|2 son reales. Hay que notar ademads que, la entropia de
informacién es dependiente de la base elegida; esta cantidad, refleja la complejidad
relativa a la base y a la base de referencia, lo cual permite obetener informacién a cerca

de como se interrelacionan las bases.

Si todos los estados de la base son igualmente probables, es decir, el estado |&)
estd distribuido uniformente en toda la base, los coeficientes serdn de tal manera que
|C%|* = 1/+/N, dando como resultado un valor méximo para la entropia de informacién
de S* = In N, con N la dimension del espacio. Sin embargo, la ortogonalidad de los
eigenestados lleva a fluctuaciones [30, 32, 34], es decir, que el vector |a) no se distribuye
de manera uniforme, por lo que para el GOE, el valor promedio de la entropfa de
informacién es de [31, 49]

Por otra parte, se puede definir una longitud de delocalizacion tomando la exponencial
de los valores de la entropia [* = exp(S®), para una funcién totalmente delocalizada se
tiene que | — N, y su desviacion en el limite GOE indica la mezcla incompleta de los
estados base. !

1Otra medida para el estudio del grado de delocalizacién se encuentra en el llamado inverse
participation ratio [31, 32, 49], el cual estd dado como:

-1

A% = (5.4)

> et
k

Esta medida puede ser interpretada como el nimero de componentes principales de una funcién de
onda dada |a), respecto a la base original |k). Tanto el inverse participation ratio como la entropia
de informacién caracterizan el grado de complejidad de un sistema, sin embargo, la entropia de
informacién es mas sensible cuando se tienen |Cj'| pequenos, mientras que la otra medida, cuantifica
el nimero de componentes de mayor peso, y aqui los componentes de menor peso no son tan importantes.

Estas dos medidas, se pueden comparar al tomar la razén entre la longitud de delocalizacién y
el inverse participation ratio, que para el caso de sistemas descritos por el GOE, tal relacién se reduce
a:

exp(S%) _

La cual no depende de la dimensién N.

62



5.1 Complejidad de los estados nucleares en el *Ca.

Estudiar la complejidad de los estados nucleares en el nicleo del *Ca es el objetivo de
esta seccion, para ello hay que notar que la base sobre la que se trabaja es la dada por
la aproximacién de campo medio, ademds, se tiene como integrales de movimiento el
numero de isospin T = 0, y el momento angular y la paridad J™ = 3", por lo que la
dimensién del espacio es N = 1627.

Los eigenvalores y eigenvectores, se obtuvieron usando un programa que diagonaliza
una matrix tri-diagonal, los elementos diagonales y no diagonales del Hamiltoniano del
sistema fueron obtenidos con la ayuda del c6digo Antoine, posteriormente, el programa
reconstruye la matriz y la diagonaliza.

Al igual que en el capitulo anterior, se trabajé con diferentes interacciones del
Hamiltoniano esquemético dado por la ecuacién (4.8). Para cada interaccién se obtuvo
la entropia de Shannon para cada uno de los 1627 estados, lo cual resulté en la
siguientes graficas.

'S(xi=0.01) .+
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N

Figura 5.1: Entropia de informacién para los estados del nticleo *8Ca con J™ = 31, para
x = 0.01.
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Figura 5.2: Entropia de informacién para los estados del nicleo *8Ca con J™ = 3%, para
x = 0.025.
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Figura 5.3: Entropia de informacién para los estados del niicleo *8Ca con J™ = 3T, para
x = 0.04.
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'S(xi=0.07)  +
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Figura 5.4: Entropia de informacién para los estados del niicleo “8Ca con J™ = 37T, para
x = 0.07.
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Figura 5.5: Entropia de informacién para los estados del niicleo *8Ca con J™ = 31, para
x = 0.11.
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Figura 5.6: Entropia de informacién para los estados del nicleo *8Ca con J™ = 3%, para
x = 0.14.
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Figura 5.7: Entropia de informacién para los estados del niicleo *8Ca con J™ = 3T, para
x = 0.18.
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Figura 5.8: Entropia de informacién para los estados del niicleo “8Ca con J™ = 37T, para
x = 0.21.
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Figura 5.9: Entropia de informacién para los estados del nicleo *8Ca con J™ = 31, para
x = 0.25.
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Se puede notar al comparar las dos primeras graficas que, en principio, el valor de la
entropia alcanza a lo mas un valor algo menor que 6 para la primera interaccién y para
la segunda hay incluso valores que pasan de 6. Ademads la forma de la entropia en
funcién del nimero de niveles, muestra que para los niveles mas bajos y mas altos, la
entropia es menor, lo que esta totalmente de acuerdo con el hecho de que los estados
de en medio tienen una mayor representacion, lo cual, se comprueba al notar que los
niveles centrales son los que se acercan mas al valor méximo de la entropia. Este
comportamiento, corresponde al exhibido en el espectro de energias, en donde, la mayor
representacion se encuentra en los niveles centrales.

Otra caracteristica que salta a la vista es el hecho de que para la interaccion de
x = 0.01, los valores de la entropia para algunos estados se alejan mas de lo que
seria la tendencia, es decir los valores no se pegan a valores cercanos a 6, si no que se
alejan, en forma global lo que se observa es una mayor dispersion de los datos de la
tendencia principal para los estados intermedios, formandose patrones o estructuras de
barras o “dedos”. Este comportamiento tiene que ver con la interferencia de los estados
nucleares [?], estos se organizan en subconjuntos, y para interacciones lo suficientemente
bajas, los estados de un subconjunto no se mezclan con los estados de otros subconjuntos.

Ademds, para la interaccién dadar por el pardmetro xy = 0.01, se sabe ya del
capitulo anterior que ya no se trata de un sistema integrable pero tampoco es un
sistema totalmente cadtico, mismo que se obtuvo de analizar la estadistica de los niveles
de energia asi como el ruido. Lo anterior también es valido para la segunda interacciéon
dada por x = 0.025, sin embargo, tanto la distribucién de espaciamientos de vecinos
cercanos para la energia y el andlisis del ruido, revelan que este sistema estd mas cerca
de ser cadtico que el sistema con y = 0.01.

Conforme la interaccion crece, se hace notar que lo que se ha llamado dispersion
de los valores de entropia para algunos estados o estructura de barras o “dedos”,
respecto de la tendencia principal, se hace menor (desaparece) y ademds, los valores de
entropia crecen un poco cuando se da el salto de la primera interacciéon a la segunda
considerada, es decir, cuando el parametro de interaccion y aumenta de 0.01 a 0.025, la
interferencia de los estados tiende a desaparecer, lo cual implica una mezcla entre los
estados pertenecientes a subconjuntos diferentes.

A partir del tercer valor de la interaccion, ya se estd tratando con nicleos muy
proximos al comportamiento cadtico, y esto se ve en el hecho de que aunque hay
diferencias en las graficas de entropia, no son muy notorias, pues la forma es la misma
para todas la interacciones pero con la diferencia que hay una menor dispersién. Por su
parte, dado que la dimensién del espacio en este caso es N = 1627, el valor maximo de
la entropia que pudiera alcanzar seria de S* ~ 6.66, dado que este valor no se alcanza,
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se puede decir que los estados no se mezclan completamente.

5.2 Longitud de coherencia y ancho de la curva.

Un andlisis un poco mas detallado se puede realizar al intentar fijarse en las pequenas
diferencias en el comportamiento de la entropia de los estados conforme la interaccién
aumenta, esto se puede hacer si en lugar de tomar la entropia se toman ahora los valores
de la exponencial de la misma, esto harda que pequenas diferencias sean mas visibles.

A continuacién, se presentan las graficas de la exponencial de la entropia como
funcion del nimero de estados, solo para cinco interacciones representativas.
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Figura 5.10: Valores exponenciales de la entropia de informacién para los estados del nicleo
*8Ca con J™ = 37T, para xy = 0.01.
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Figura 5.11: Valores exponenciales de la entropia de informacién para los estados del nicleo
48Ca con J™ = 3T, para y = 0.025.
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Figura 5.13: Valores exponenciales de la entropia de informacién para los estados del nucleo
*8Ca con J™ = 37T, para y = 0.18.
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48Ca con J™ = 31, para x = 0.25.
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Como ya se anticipo, las diferencias entre la grafica correspondiente a la interaccién
x = 0.01 y la correspondiente a y = 0.11 por ejemplo, en la primera, la forma de la
exponencial de la entropia llega a valores méximos que rondan cerca de 400, mientras
que en la segunda situacion, los valores llegan hasta cerca de 500.

Otra de las diferencias consiste en la forma que tienen, la segunda tiene una
forma de medio 6valo y la primera, se aleja un poco de este comportamiento, aunado a
esto se puede ver una mayor dispersién de los valores de la exponencial de entropia con
respecto a una curva envolvente, lo cual esta de acuerdo con el hecho ya comprobado de
que a una mayor interaccion, la caoticidad del sistema es mayor, con ello la complejidad
en la disposicion de los eigenvectores también lo es.

Se puede ahora poner a la exponencial de la entropia para los estados nucleares
en funcion de la energia, para lo cual se obtienen comportamientos que se aproximan
a una gaussiana, por lo cual a cada interaccion se le ajusté una gaussiana, obteniendo
resultados interesantes.

La curva ajustada a los datos de la exponencial de la entropia en funciéon de la
energia para cada interaccién, es de la forma:

) =aesp (-0 (5.6)

2¢2

Donde f(z) = exp(S?®), x = E, b da el valor en el eje de las z en el cual estara centrada
la curva gaussiana, por su parte a indica el valor maximo que alcanza la gaussiana, y
c serd una medida de la anchura y es justo este pardmetro que dara una medida de la
complejidad o bien de la caoticidad del sistema.
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Figura 5.15: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
ajuste gaussiano, para los estados del ntcleo “8Ca con J™ = 37, para x = 0.01.

73



E{}U T T T T

'EvseS0.025°  +
f(x)

500 +

400 +

300 +

Exp(S)

200

100 +

50

E [MeV]

Figura 5.16: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
ajuste gaussiano, para los estados del ntcleo “8Ca con J™ = 3T, para x = 0.025.
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Figura 5.18: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
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Figura 5.19: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
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ajuste gaussiano, para los estados del ntcleo “8Ca con J™ = 3T, para y = 0.14.

78



6{]0 T T T T T T
‘EvseS0.18° +
fx)
500 -
400 | ]
(7)) =
g 300 | A A ]
+, EET-.y e
i KR e
+ Hi
pRRY i
200 | v 3 ot .
+ + + ."l';, i
+ S
+ * - ™
100 | : i ]
TR
F 4 Ty
.U 1 1 1 1 I |'1:H:|- +
-10 0 10 20 30 40 50

E [MeV]

Figura 5.21: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
ajuste gaussiano, para los estados del ntcleo “8Ca con J™ = 37, para x = 0.18.
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Figura 5.22: Valores exponenciales de la entropia de informacién en funcién de la energia y
ajuste gaussiano, para los estados del ntcleo “8Ca con J™ = 3T, para y = 0.21.
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Los resultados obtenidos del ajuste, son resumidos en la siguiente tabla:

x |a [b ¢ R
0.01 | 440 | 20 8.66025 | 0.6962
0.025 | 507 | 20.5 | 8.71779 | 0.7971
0.04 | 515 |21 8.83176 | 0.8391
0.07 | 518 | 21.5 | 9.32738 | 0.8563
0.11 | 520 | 22 10.3923 | 0.8467
0.14 | 528 | 23 11.13553 | 0.8338
0.18 | 526 | 22.5 | 12.80625 | 0.8305
0.21 | 512 ] 23.5 | 13.49074 | 0.8185
0.25 | 525 | 23.5 | 15.49193 | 0.8165

Tabla 5.1: Pardmetros obtenidos del ajuste de la envolvente gaussiana para la
exponencial de la entropia en funcién de la energia, correspondiente a cada interaccion

X-

Hay que notar que el pardmetro ¢ que es el que da la anchura de la envolvente, va
aumentando conforme la intensidad de la interaccion también lo hace, reflejando asi
que cuanto mayor sea la interaccién, el sistema se vuelve mas cadtico pues la anchura
de la envolvente aumenta, con lo que los estados estan méas delocalizados.

La variacién del pardmetro ¢ como funciéon de la intensidad de la interaccion se
muestra en la grafica (5.21). Por su parte, los pardmetros ¢ y b, no cambian mucho
salvo en la primer interaccién que como ya se dijo es un sistema que ha dejado de
ser integrable pero que aun no es del todo cadtico. Se puede ver que el pardmetro a
aumenta un poco excepto para la interaccion de y = 0.21 en la que se observa que
disminuye un poco, este aumento de a brinda informacion acerca de la magnitud de la
entropia para los estados del nitcleo, lo cual quiere decir que, los valores de entropia
van creciendo cuando la interaccion es mas fuerte pero los cambios son muy pequefios.

Lo anterior es notorio si se consideran las graficas de la entropia en funcién del
nimero de estados. La tendencia principal en estados intermedios puede verse como
préoxima a una recta con un cierto grosor, y cuando la intensidad de la interaccion
crece, el grosor de tal recta disminuye pegandose a los valores mas altos que el sistema
puede alcanzar.

Otro hecho revelado de la inspeccién de las gréficas es el siguiente: Se puede ver

para las graficas que corresponden a la primera y segunda interaccién mas pequeias,
que aparece un patron un poco difuso de lineas y sombras, por lo que se puede asociar a
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con J™ = 3T,
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un patron de interferencia entre los estados de la base, mientras que para interacciones
mayores, ese patrén desaparece.

De lo anterior se puede decir, que cuando el sistema estd sujeto a una interaccion
pequena, que lo saca del régimen integrable pero que atin no es del todo cadtico, los
estados de la base interfieren de tal forma que ain no hay suficientes correlaciones
entre los niveles de energias, lo cual se vi6 en el hecho de que tal curva presenta
discontinuidades. Cuando la interaccién aumenta, esas discontinuidades se suavizan,
lo que refleja el hecho de una mayor correlaciéon entre los niveles y més aun, el patréon
de lineas y sombras apreciado (patrén de interferencia de estados pertenecientes a
subconjuntos distintos), tiende a desaparece como resultado de la mezcla de los estados.
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Capitulo 6

Comportamiento de la distribucion
de los coeficientes de expansion
como reflejo de la caoticidad.

En los capitulos anteriores se han analizado las diferentes formas que se tienen para
determinar si un sistema cudntico es cadtico, y mas ain, se ha dado también una
forma de medir el grado de caoticidad analizando la entropia de informacién de los
estados en la base del modelo de capas, via la exponencial de esta, misma que tiene
un comportamiento (Gaussiano cuando se tiene como funcién de la energia de los estados.

Este tipo de comportamiento, debe de alguna manera transmitirse a todas las
partes involucradas, por ejemplo, en el comportamiento de los coeficientes de expansion
obtenidos al diagonalizar el Hamiltoniano perturbado.

Ya que el nicleo analizado en este trabajo es el *Ca con J™ = 3%, por lo que
el Hamiltoniano a diagonalizar es una matriz de 1627 x 1627, siendo asi que cada
eigenvector tendra 1627 coeficientes de expansién en la base |«), por lo que al consiredar
todos los elementos de expansion se tendran 16272, esto serd asi para cada una de las
interacciones tomadas en el Hamiltoniano esquematico.

Dado que se quiere ver de alguna manera como es el comportamiento de todos
los coeficientes de expansién de todos los eigenvectores obtenidos, lo que hay que hacer
es colocar todos en una sola lista y ver cudl es el resultado al tomar las graficas del
nimero de elementos vs la magnitud de los coeficientes. Esto se ve de la siguiente
manera:

85



xi=0.025

C?y

0.6

500000 +
500000 +

Figura 6.1: Distribucién de los componentes de expansion vs el ntimero total de elementos
para el niicleo ¥Ca con J™ = 3%, para x=0.01, 0.025.

0.8

0.6

0.4

0.2

500000 |
500000 |

Figura 6.2: Distribucién de los componentes de expansiéon vs el ntumero total de elementos
para el nicleo *¥Ca con J™ = 3%, para x=0.04, 0.07.
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Figura 6.4: Distribucién de los componentes de expansién vs el niimero total de elementos
para el nicleo ¥Ca con J™ = 3%, para x=0.18, 0.21.
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Las diferencias apreciables a simple vista son dificiles de ver, sin embargo, se puede
notar un poco de diferencia en el ancho, aunque esto es minimo ya que la densidad de
puntos es muy grande. Para ver de una manera correcta los cambios en las diferentes
interacciones tomadas, es mejor considerar obtener la forma de la curva de distribucién
cuando todos estos datos son ordenados en cajas, esto es, obteniendo el histograma
para ellos.

Haciendo lo anterior, se ha encontrado que la distribucién sigue el comportamiento de
una curva lorentziana, la cual describe muy bien el comportamiento de esta serie de
datos si se ajusta de la forma:

B a
(1 + ba?)

f(z) (6.1)

Donde a y b son los parametros de ajuste, los cuales cambian dependiendo de la
interaccién que se tenga. Hay que notar que el pardmetro a controla la altura de la
distribucién mientras que el pardmetro b controla el ancho de la misma. Las graficas
de los histogramas de la distribucion de los coeficientes de expansién se muestran a
continuacion.

900000

f(x)
800000 -

700000 -
600000 -
500000 -

400000 -

Frecuencia

300000 -

200000 -

100000 -

0 s ] ! , I
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Cajas

Figura 6.5: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nticleo 8Ca
con J™ = 3T, para xy = 0.01.
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Figura 6.6: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nticleo “4Ca
con J™ = 3T, para x = 0.025.
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Figura 6.7: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nticleo **Ca
con J™ = 3%, para x = 0.04.
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Figura 6.8: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nticleo 8Ca
con J™ = 3T, para x = 0.07.
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Figura 6.9: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nticleo 8Ca
con J™ =371, para x = 0.11.
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Figura 6.10: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nucleo
*8Ca con J™ = 37T, para x = 0.14.
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Figura 6.11: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nicleo
48Ca con J™ = 3%, para x = 0.18.
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Figura 6.12: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nicleo
48Ca con J™ = 3T, para x = 0.21.
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Figura 6.13: Histograma para los coeficientes de expansién de los eigenestados del nicleo
48Ca con J™ = 3%, para x = 0.25.
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Como se puede apreciar de las graficas en donde se presentan los histogramas para
cada parametro de interaccion, cuando se pasa por ejemplo de x = 0.01 a x = 0.025, la
distribucién se hace mas baja y un poco mas ancha, el mismo comportamiento se repite
hasta x = 0.14, en donde se aprecia que el sistema con x = 0.18 regresa a comportarse
un de manera similar a y = 0.11.

Lo anterior se ve reflejado en el ajuste de las curvas para cada histograma en la
forma de la ecuacién (6.1), los exponentes a y b se muestran en la siguiente tabla (6.1).

X |a b |
0.01 | 2600000 | 15000
0.025 | 2325000 | 9750
0.04 | 2250000 | 8500
0.07 | 2225000 | 7900
0.11 | 2205000 | 7750
0.14 | 2162000 | 7100
0.18 | 2200000 | 7650
0.21 | 2198000 | 7500
0.25 | 2160500 | 7150

Tabla 6.1: Pardmetros de ajuste a la curva proveniente de los histogramas ajustados a
una funcién lorentziana, para x.

Si se considera graficar los pardmetros en funcién de la interaccion se verd con claridad
lo que ya se ha dicho antes, el hecho de que los pardametros decaen conforme la
interaccién crece y dada una cierta interaccién el sistema regresa o se parece a una
interaccién anterior.

Este comportamiento tiene que ver con el hecho de que aunque la interacciéon aumenta,
en realidad el nicleo se esta deformando, y su deformacién tiende a oblata. *

' Aqui se entiende la deformacién del niicleo en términos de las transiciones eléctricas cuadrupolares
BE(2T — 07).
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Figura 6.14: Curvas lorentzianas obtenidas del ajuste para cada interaccién, puestas en orden
ascendente, la correspondencia de las funciones con las interacciones.
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Figura 6.15: Pardmetro a del ajuste lorentziano a la distribucién de los coeficientes de
expansion en términos de la interaccion .
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Figura 6.16: Pardmetro b del ajuste lorentziano a la distribucién de los coeficientes de
expansion en términos de la interaccion .

Las graficas anteriores revelan comportamientos similares, los parametros a y b, en
ambos casos descienden conforme y crece y en la interaccion x = 0.18, estos parametros
estan muy cercanos a los correspondientes a la interaccién y = 0.11.

Se ha visto que la distribucién de los coeficientes de expansion de los eigenvectores en
la base del modelo de capas sigue un comportamiento que se puede modelar con una
funcién lorentziana y mas aun que los parametros que definen la anchura y el alto de la
distribucién en general reducen cuando la interaccion crece, sin embargo, en una cierta
interaccién el sistema regresa a estar cerca de su comportamiento a una interacciéon
anterior.

Este hecho se puede entender al considerar que el ancho medido en las distribuciones de
C* generadas por los distintos valores de la interaccién, es inversamente proporcional
a la longitud de coherencia de los estados nucleares, por lo que un nitcleo con baja
interaccién tiene una longitud de coherencia mayor debido al hecho de que la mezcla
entre sus estados es poca, por otra parte, si se tiene un nicleo con mayor interaccion,
la mezcla de sus estados es mayor y su longitud de coherencia disminuye, esto es lo que
se observa al fijarse en el ancho de las lorentzianas, el valor del coeficiente b (anchura
de la curva) tiende a disminuir cuando se aumenta la interaccién, siendo asi que, un
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sistema cadtico tiene una longitud de coherencia menor que un sistema regular.
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Conclusiones

El nicleo atéomico es un sistema bastante complejo de describir. En el caso del nicleo
de ¥Ca con J™ = 3%, se tiene que es un sistema cudntico cadtico. Esto se puede decir
después de analizar la distribucién del espaciamiento de vecinos cercanos y el ruido del
tipo 1/ f caracteristicos de los sistemas no integrables, conforme se tiene una interaccién
de mayor intensidad, el nicleo pasa de tener un comportamiento cercano a integrable
a ser totalmente un sistema caodtico. Salvo para algunas interacciones donde el sistema
regresa a comportarse como lo hizo para la interacciéon anterior.

Este comportamiento de “rebote” indica que la interaccién en estos casos, es lo
suficientemente fuerte para romper las correlaciones que en la interaccién anterior se
habian formado, con lo cual el nicleo pasa a comportarse muy proximo a un ntcleo
con la interacciéon anterior.

Por otra parte, fue posible obtener medidas que reflejan la caoticidad del sistema nuclear
al analizar el ruido y todo lo concerniente a la entropia de la informacion, dando al
nticleo como un sistema complejo para el cual se tiene que la anchura de la distribucién
gaussiana de los valores de la exponencial de la entropia de informacién, puestas en
funcién de la energia, es un buen candidato para medir el grado de caoticidad del nicleo.

Ademads, otras medida que puede emplearse es la encontrada en el ancho y alto
de la distribucién de los coeficientes de expansién que se ven modificados al cambiar la
interaccién en el sistema.

Lo anterior, se puede relacionar con el estudio del ruido, al decir que en base al
exponente de este, el sistema del nicleo con la interaccion correspondiente a y = 0.21
estd muy cerca de ser cadtico pues el exponente del ruido es 1.05218 ~ 1, para este
sistema se encontré que el ancho de la distribucién gaussiana de los valores de la
exponencial de la entropia fue de 13.49074, y la anchura de la distribucién de lorentz
para los coeficientes de expansién 7500, debido a la tendencia, cualquier interacciéon que
presente caracteristicas cercanas a los valores de la anchura de la distribucién gaussiana
y lorentzianas, es un sistema cadtico, fijaindose en las dos medidas anteriores, se puede
decir qué sistema es mas cadtico al comparar el tamano de los coeficientes de ajuste.
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Finalmente, la complejidad del nicleo modelado en este trabajo, depende de qué
forma se distribuyuen los estados nucleares en la base del modelo de capas, siendo més
complejo cuando la interaccion es mas fuerte, esto estd ligado también al hecho de que
en las graficas de la exponencial de la entropia de informacion puestos en funciéon de
la energia aparecen lo que antes ha sido descrito como un patrén de franjas, lo cual se
entiende del hecho de que en ciertos intervalos de energia, los estados no se distribuyen
totalmente en toda la base del modelo de capas, mientras que cuando el sistema es mas
complejo, mas cadtico, es decir, cuando la interaccién entre sus nucleones es mayor, los
estados nucleares se destribuyen sobre toda la base del modelo de capas con una mayor
concentracion en el centro.

Lo ultimo del parrafo anterior también se ve reflejado en las graficas de las energias,
para las cuales la suavidad y la pendiente cambian conforme el sistema se acerca méas
a ser no integrable, la curva caracteristica de s invertida corrobora también el hecho
de que los estados se distribuyen mayormente en los estados centrales de la base del
modelo de capas.
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