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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Estado del arte

La diferenciación y estimación de señales con ruido ha sido uno de los problemas estudiados en
las últimas décadas desde el punto de vista de diferentes campos de aplicación como el proce-
samiento de señales, teoŕıa de la estimación y la ingenieŕıa de control.

Motivada para la implementación de leyes de control, la estimación de las derivadas de una
señal en tiempo real es especialmente relevante cuando éstas no pueden ser medidas.

Existen varias soluciones numéricas para cuando se desconoce la función anaĺıtica a derivar,
cuando la señal está contaminada con ruido o cuando ésta proviene de un sistema no modelado.
Uno de los métodos más conocidos es aproximar la función de transferencia de un diferenciador
en una banda espećıfica de frecuencia, Rabiner y Steiglitz (1970). Otro enfoque es utilizar ob-
servadores dinámicos de alta ganancia como para estimar la derivada de una señal, Dabroom
y Khalil (1997). Se han presentado algoritmos de diferenciación, realizados con dinámicas con-
tinuas y homogéneas, que convergen a la estimación de la derivada en tiempo finito, Andrieu
et al. (2008).

En particular, el trabajo de Levant (1998) demostró que un sistema dinámico continuo em-
pleado como diferenciador no es capaz de estimar exactamente las derivadas de una señal si
la derivada n−ésima no es desvaneciente. Levant (2003) propone un diferenciador discontinuo,
basado en modos deslizantes de orden superior (cuya dinámica se muestra en (1.1)), el cual
es capaz de reconstruir exacta y robustamente una señal hasta la n − 1 derivadas, siempre y
cuando la n−ésima derivada de esta sea acotada; a (1.1) se le conoce como “diferenciador de
Levant de orden n− 1”.

Partiendo de la señal sin ruido f0(t) y definiendo las variables ξi = f
(n−i)
0 con i = n, n−1, . . . , 1;

siendo f
(n−i)
0 (t) = d(n−i)

dt(n−i)f0(t), y el estimado de la señal y sus derivadas denotado como ξ̂i, el
algoritmo de diferenciación propuesto por Levant para estimar la señal y sus n − 1 derivadas,
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Caṕıtulo 1. Introducción

está modelado por

˙̂
ξi = −ki|ξ̂n − ξn|

i−1
n sign(ξ̂n − ξn) + ξ̂i−1, i = n, n− 1, . . . , 2

˙̂
ξ1 = −k1sign(ξ̂n − ξn);

(1.1)

Las propiedades teóricas de estabilidad en tiempo finito y robustez cuando la derivada n de
la señal a diferenciar no se desvanece en el origen, pero es acotada, hacen de (1.1) una exce-
lente opción cuando es necesario obtener las derivadas de una señal. Estas propiedades se han
demostrado por medio de métodos geómetricos (Levant (1998)) y usando las propiedades de
homogeneidad de (1.1) (Levant (2005)); sin embargo, con estas demostraciones no es posible el
diseño de las ganancias, que es una parte esencial para la implementación.

Actualmente, la sintonización de las ganancias ki de (1.1) para órdenes de diferenciación igua-
les o superiores a dos es un problema poco explorado. Dentro del trabajo de Levant (2003) se
presenta la selección de unas ganancias que hacen que el diferenciador converja exactamente y
en tiempo finito hasta la quinta derivada de la señal; es decir para cuando n = 6. Es importante
destacar que estas ganancias son constantes y pueden ser escaladas según la señal a derivar;
sin embargo, éstas han sido seleccionadas a través de simulaciones numéricas y no hay prueba
formal de que estas ganancias hagan que el error de diferenciación converja a cero.

El trabajo de Reichhartinger et al. (2017) representa el diferenciador de Levant con un sistema

dinámico pseudolineal de la forma
˙̂
ξ = M(ξ̂n)ξ̂ y considerando que la matriz M(ξ̂n) es constante

se sintonizan las ganancias tal que M(ξ̂n) sea Hurwitz; sin embargo, dentro de la matriz M(ξ̂n)
existen singularidades y por la falta de suavidad no existe una prueba teórica de que el error
de diferenciación converja a cero.

El método directo para verificar estabilidad de trayectorias en el sentido de Lyapunov, Khalil
(2002), es una de las herramientas más usadas en el análisis y diseño de sistemas dinámicos no
lineales; por medio de este método es posible diseñar los parámetros de (1.1).

El diferenciador de primer orden, basado en (1.1) cuando n = 2, también conocido como el
algoritmo super twisting, ha sido ampliamente estudiado y se han propuesto varias funciones
de Lyapunov para éste (Polyakov y Poznyak (2009), Moreno y Osorio (2012)). Incluso, existe
una forma para hallar las ganancias óptimas del super twisting en presencia de ruido, la cual
es presentada por Angulo et al. (2012).

Para el diferenciador de segundo orden, Aparicio Mart́ınez (2012) propone una función de Lya-
punov que está basada en la planteada por Moreno y Osorio (2012) más otros términos. También
presenta un juego de ganancias (k3, k2, k1) calculado a partir de dicha función de Lyapunov. Va-
riando los coeficientes de esta función de Lyapunov se mostró que se podŕıan calcular distintos
juegos de ganancias; sin embargo, siendo estos fijos, deben resolverse numerosas y complicadas
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Caṕıtulo 1. Introducción

desigualdades para obtenerlos.

Moreno (2012) encuentra una función de Lyapunov para el diferenciador de Levant de segundo
orden, la cual es una forma cuadrática que no es diferenciable y presenta tres juegos de ganan-
cias que deben satisfacer distintas desigualdades.

El trabajo de Ort́ız Ricardez (2015) presenta una función de Lyapunov basada en formas ge-
neralizadas. Para probar que es positiva definida y su derivada es negativa definida se hace uso
del Teorema de Polya se construyen desigualdades lineales y se encuentra un juego de ganancias
que satisface dichas desigualdades.

Recientemente, para el diferenciador de orden arbitrario (1.1), Cruz-Zavala y Moreno (2016)
proponen una función de Lyapunov suave que permite calcular las ganancias de (1.1). Además,
por la estructura recursiva del diferenciador, estas ganancias también garantizan estabilidad del
origen de el error de diferenciación para órdenes inferiores. Sin embargo, resultados numéricos
indican que para órdenes inferiores, estas ganancias están sobrecalculadas en comparación a las
obtenidas con la función de Lyapunov para el algoritmo de diferenciación de orden menor.

Una vez fijado n, es importante notar que si se necesita un diferenciador de orden mayor a
n − 1, se deben recalcular todas las ganancias, porque las antes calculadas servirán para di-
ferenciadores de orden menor o igual a n − 1 y, debido a que podŕıan sobreestimarse de las
ganancias del diferenciador para órdenes inferiores, no se recomienda calcular parámetros para
el diferenciador de orden n− 1 cuando sólo se requieren n− j (con 2 ≤ j ≤ n− 2) derivadas.

Para obtener condiciones sobre las ganancias (kn, kn−1, . . . , k1) lo menos conservadoras posibles,
seŕıa deseable calcular el conjunto de ganancias del diferenciador de orden n− 2 (kn−1, . . . , k1)
y, si es necesario incrementar un orden de diferenciación reutilizar estas ganancias en el dife-
renciador de orden n− 1 y sólo calcular la condición que debe satisfacer kn.

1.2. Motivación

Con las funciones de Lyapunov existentes actualmente para el diferenciador de Levant, una vez
fijado el orden de diferenciación, es imposible reutilizar las ganancias calculadas para diferencia-
dores de orden superior. Es posible hacerlo a la inversa (calcular ganancias de diferenciador de
orden n− 1 y usarlas para diferenciadores de orden menor). Por otra parte, se ha ilustrado con
cálculos numéricos que estas ganancias calculadas para el diferenciador de orden n−1 y usadas
para diferenciadores de orden menor, satisfacen condiciones más fuertes que aquellas calcula-
das por medio de la función de Lyapunov correspondiente para el diferenciador de menor orden.

El propósito de este trabajo es hallar una familia de funciones de Lyapunov para una clase
de diferenciadores homogeneos de orden n − 1, dentro de la cual está el caso particular del
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Caṕıtulo 1. Introducción

diferenciador de Levant, que haga posible que una vez calculadas las ganancias (kn, kn−1, . . . , k1),
éstas puedan ser utilizadas para el diferenciador de orden n y sólo deba calcularse la condición
sobre la ganancia faltante kn+1 y aśı recursivamente. Con esta función de Lyapunov, se desea
facilitar el cálculo de ganancias en el caso de necesitar un orden de diferenciación extra y al
calcularse las ganancias a partir de ordenes inferiores del diferenciador, se conjetura que al no
sobreestimar las ganancias para los diferenciadores de orden menor puede obtenerse un conjunto
de ganancias admisibles más grande que por el método convencional (las funciones de Lyapunov
de Cruz-Zavala y Moreno (2016)).

1.3. Objetivo

El objetivo principal de esta tesis es proponer una función de Lyapunov que permita el cálculo
recursivo de las ganancias del diferenciador de Levant de orden arbitrario tomando como caso
base de la recursividad las ganancias del diferenciador de algún orden inferior.

Como objetivo particular se busca presentar condiciones sobre las ganancias del diferenciador
de orden dos calculadas a partir de las ganancias del diferenciador de primer orden.

La metodoloǵıa para cumplir los objetivos aqúı presentados es buscar una función de Lyapunov
a partir del trabajo de Cruz-Zavala y Moreno (2016) y calcular el conjunto de ganancias por
medio de ésta para el caso nominal: cuando f (n)(t) = 0, 0 ≤ t y mostrar que es posible usar las
ganancias calculadas para cuando f (n)(t) 6= 0.

1.4. Estructura del trabajo

En el Caṕıtulo 2, se presenta el concepto de homogeneidad y es introducida una familia de
algoritmos de diferenciación homogéneos que contienen como caso particular al diferenciador
de Levant. También se muestra la función de Lyapunov que se propuso en el trabajo de Cruz-
Zavala y Moreno (2016), que fue la base de esta tesis aśı como un ejemplo motivacional para
introducir la necesidad de proponer otra función de Lyapunov para cumplir el objetivo de la
tesis.

En el Caṕıtulo 3 se presenta la contribución principal de esta tesis, que es una familia de
funciones de Lyapunov para una clase de diferenciadores homogéneos, entre los cuales está el
algoritmo propuesto por Levant y además se muestran las propiedades de recursividad de la
misma y como estas propiedades facilitan el cálculo del conjunto de ganancias cuando se desea
incrementar el orden de diferenciación. A lo largo de la tesis, los cálculos del conjunto de ga-
nancias se hacen considerando el caso nominal que es cuando la señal f (n)(t) = 0, la cual es
tomada en cuenta como perturbación, excepto en la Sección 3.1; ah́ı se muestra como utilizar
el conjunto de ganancias calculado con el caso nominal, para cuando f (n)(t) 6= 0 ∀t ≥ 0.

4



Caṕıtulo 1. Introducción

Se calcula el conjuto de ganancias del diferenciador de segundo orden con la función de Lya-
punov propuesta y se compara contra el conjunto de ganancias obtenido con la función de
Lyapunov de Cruz-Zavala y Moreno (2016) y contra la condición Hurwitz del diferenciador
lineal; estos resultados se muestran en el Caṕıtulo 4.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5, se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

A lo largo de este trabajo se usa la siguiente notación. Para una variable real z ∈ R y un
número real m ∈ R el śımbolo dzcm es la potencia signada m de z, es decir

dzcm = |z|msign(z)

de acuerdo a lo anterior

dzc0 = sign(z)

d

dt
dzcm = m|z|m−1

d

dt
|z|m= mdzcm−1

2.1. Homogeneidad ponderada

Definición 1 ( Bacciotti y Rosier (2001)) Sea el conjunto de coordenadas x = (x1, ..., xn)
en Rn. Sea r = (r1, ..., rn) un conjunto de exponentes reales positivos.

La familia de dilataciones (δrε )ε>0(para el vector asociado a r) está definida por

δrε (x) := (εr1x1, ..., ε
rnxn) , ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0

donde los valores ri corresponden a las ponderaciones de las coordenadas x.

Una función V : Rn → R se dice δr-homogénea de grado m (m ∈ R) si

V (δrε (x)) = εmV (x), ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0

Un campo vectorial f =
n∑
i=1

fi
∂

∂xi
se dice δr-homogéneo de grado k si las componentes fi

de f son δr-homogénea de grado k + ri para cada i; esto es,

fi(ε
r
1x1, ..., ε

r
nxn) = εk+rifi(x), ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0, ∀i ∈ [1, n] ⊂ N

6



Caṕıtulo 2. Preliminares

Definición 2 Sean x y r como en la Definición 1, entonces la norma δr-homogénea es un mapa
x 7→ ||x||r,q, donde para cada q ≥ 1

||x||r,q:=

(
n∑
i=1

|xi|
q
ri

) 1
q

, ∀x ∈ Rn

En particular, el conjunto S = {x ∈ Rn : ||x||r,q = 1} corresponde a la esfera homogénea unita-
ria.

Lema 1 Sea (δrε )ε>0 cualquier familia de dilataciones en Rn y sean V1, V2 (f1, f2, respectiva-
mente) funciones homogéneas (campos vectoriales, respectivamente) de grado m1,m2, (k1, k2,
respectivamente) con respecto a la dilatación (δrε )ε>0. Entonces

V1V2, (respectivamente V1f1, [f1, f2]) es homogénea de grado m1 +m2 (m1 + k1, k1 + k2,
respectivamente).

∂V1
∂xi

es homogénea de grado m1 − ri donde ri es la ponderación del estado xi.

V̇1 = 〈∆V1, f1〉 es homogénea de grado m1 + k1.

Existe una constante c2 > 0 tal que V1(x) ≤ c2||x||m1
r,p . Además, si 0 < V1(x), existe una

cosntante c1 tal que c1||x||m1
r,p ≤ V1(x)

�

El grado de homogeneidad de una constante es cero. Además si dos funciones son homogéneas
con el mismo grado, la suma de éstas también es una función homogenéa del mismo grado.
Las caracteŕısticas más importantes de la homogéneidad ponderada son (Bacciotti y Rosier
(2001))

Si el origen de un sistema con campo vectorial homogéneo es localmente atractivo, en-
tonces por la homogeneidad se puede afirmar que el origen de ese sistema es Global y
Aśıntoticamente Estable (GAE).

Si el campo vectorial f del sistema es homogéneo de grado k y existen soluciones para
todo t > t0 para cada condición inicial x0 = x(t0), entonces las soluciones satisfacen
δrεx(εkt, x0) = x(t, δrεx0)

2.2. Diferenciador de Levant de orden arbitrario

Se tiene una señal f0(t), que es la señal base a derivar y que es n−1 veces diferenciable. Para la

derivada (n− 1) de esta señal existe una constante conocida Lipschitz L; es decir, |f (n)
0 (t)|≤ L.

7



Caṕıtulo 2. Preliminares

Definiendo las variables: ξn = f0(t), ξn−1 = ḟ0(t), . . . , ξ1 = f
(n−1)
0 (t), donde f

(j)
0 (t) = dj

dtj
f0(t)

para j = 1, . . . , n, una representación en variables de estado de la señal base es

ξ̇i = ξi−1 i = n, . . . , 2

ξ̇1 = f
(n)
0 (t).

Para estimar la señal base y sus derivadas, se considera la siguiente familia de diferenciadores

˙̂
ξi = −kidξ̂n − ξnc

1−d(i−2)
1−d(n−1) + ξ̂i−1, i = n, . . . , 2

˙̂
ξ1 = −k1dξ̂n − ξnc

1+d
1−d(n−1) ;

(2.1)

que son homogéneos con las ponderaciones ri = r1 − (i − 1)d para cada coordenada (ξ̂i) con
i = n, . . . , 1, y con grado de homogeneidad −r1 ≤ d ≤ 0 donde, sin pérdida de generalidad,
r1 = 1. La familia de diferenciadores queda parametrizada por −1 ≤ d ≤ 0. Para el caso cuando
d = 0, se recupera el diferenciador lineal y para d = −1 se obtiene el diferenciador de Levant
de orden n − 1 (Levant (2003)), el cual tiene una dinámica discontinua y sus soluciones son
entendidas en el sentido de Filippov (1988).

Definiendo el error de diferenciación como ε , ξ̂i − ξi, su dinámica puede ser reescrita

ε̇i = −kidεnc
1−d(i−2)
1−d(n−1) + εi−1, i = n, . . . , 2,

ε̇n = −k1dεnc
1+d

1−d(n−1) − f (n)(t)
(2.2)

Particularizando en el caso de interés, cuando d = −1, el error de diferenciación es

ε̇i = −kidεnc
i−1
n + εi−1, i = n, . . . , 2

ε̇1 = −k1dεnc0 − f (n)(t)
(2.3)

Por simplicidad, se propone realizar el cambio de coordenadas en el sistema (2.2) dado por:

zi =
εi
ki+1

, i = n, . . . , 1

suponiendo que f (n)(t) = 0, el error de diferenciación en las nuevas coordenadas se escribe

żi = −k̃i(dznc
i−1
n − zi−1), i = n, . . . , 2

ż1 = −k̃1dznc0
(2.4)

con kn+1 = 1, k̃i = ki
ki+1

, i = n, . . . , 1.

8



Caṕıtulo 2. Preliminares

2.3. Función de Lyapunov presentada por Cruz-Zavala y

Moreno (2016)

Para el diferenciador de Levant de orden arbitrario sólo existe una clase de funciones de Lya-
punov y es la propuesta por Cruz-Zavala y Moreno (2016); es por eso que se toma como base
para cumplir el objetivo principal de esta tesis.

La función de Lyapunov que Cruz-Zavala y Moreno (2016) (VCM(z)) presentan para cualquier
diferenciador de la familia mostrada en (2.1) y de orden arbitrario es

VCMn(z) =
n−2∑
j=0

βj+1Zn−j(zn−j, zn−j−1) + βn
1

p
|z1|p (2.5)

donde

Zi(zi, zi−1) =
ri
p
|zi|

p
ri−zidzi−1c

p−ri
ri−1 +

p− ri
p
|zi−1|

p
ri−1 ,

con ri = 1− (i− 1)d, para i = n, . . . , 2

con grado de homogeneidad p ≥ 2− (2n− 3)d.

En el trabajo de Cruz-Zavala y Moreno (2016), se propone que las ganancias del diferenciador
de orden n− 1 se calculan desde k̃2 hasta k̃n con k̃1 > 0.

Para probar esa proposición se definen las hipersuperficies Zn−j para j = 1, . . . , n− 1

Zn−1 =
{
dznc

rn−1
rn = zn−1

}
,

Zn−j =
{
dznc

rn−1
rn = zn−1 ∧ ... ∧ dznc

rn−j
rn = zn−j

}
donde “∧”significa la concatenación de las hipersuperficies.

Si se evalua la dinámica del error de diferenciación de orden n− 1 (2.4) sobre la hipersuperficie
n− j, se recupera la dinámica del error de diferenciación de orden n− j − 1. Lo mismo sucede
con la función de Lyapunov (2.5) y su derivada.

Las ganancias del diferenciador de orden n−1 pueden comenzar a calcularse a partir de evaluar
la derivada de (2.5) en la hipersuperficie Z1. En Z1 la dinámica del error de diferenciación y
función de Lyapunov es la del diferenciador de orden cero, aśı se encuentra que k̃1 > 0. En Z2

la dinámica del error de diferenciación y función de Lyapunov es la del diferenciador de orden
uno y aśı se obtiene la condición sobre la ganancia k̃2. Posteriormente se evalua la derivada
de (2.5) en la hipersuperficie Z3, en donde se recupera la dinámica del diferenciador de orden
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dos y con las ganancias k̃1 y k̃2 se calcula la condición sobre k̃3. Este procedimiento se hace
recursivamente hasta obtener la condición sobre la ganancia k̃n.

Como consecuencia de lo anterior se concluye que para una 1 ≤ j ≤ n − 1, las ganancias(
k̃1, . . . , k̃n−j

)
son apropiadas para el diferenciador de orden n − j − 1; sin embargo, estas

ganancias fueron calculadas con una función de Lyapunov con grado de homogeneidad superior
al mı́nimo requerido para el diferenciador de orden n− j − 1.

Si se quisieran obtener las condiciones sobre las ganancias del diferenciador de orden n, el grado
de homogeneidad de la función de Lyapunov se debe modificar a p ≥ 2− (2n− 1)d, entonces se
deberán recalcular todas las condiciones sobre las ganancias k̃1, . . . , k̃n y, debido al incremen-
to del grado de homogeneidad, estas nuevas ganancias podŕıan ser más conservadoras que las
anteriormente calculadas; pero las calculadas previamente no sirven para obtener la condición
sobre la ganancia k̃n+1.

Una opción para poder incrementar el orden de diferenciación sin recalcular las ganacias ob-
tenidas para diferenciadores de orden menor es elegir el grado de homogeneidad de la fun-
ción de Lyapunov mucho mayor que el mı́nimo establecido; es decir, considerar h >> n en
p ≥ 2 − (2h − 3)d. Sin embargo, esa función de Lyapunov sólo servirá hasta el diferenciador
de orden h − 1 y por cálculos numéricos se han obtenido algunos resultados en los que que
las ganancias para diferenciadores de órdenes menores son sobrecalculadas. A continuación se
muestra un ejemplo para ilustrar lo anterior.

En esta tesis la numeración de los estados, de las ganancias y de las hipersuperficies Z está
en orden inverso a la mostrada en Cruz-Zavala y Moreno (2016); es decir, para i = n, . . . , 1 e
ī = 1, . . . , n; el estado zi y la ganancia k̃i de esta tesis corresponde al estado zī y ganancia k̃ī
del art́ıculo citado.Las hipersuperficies Zi = Zī con i = n− 1, . . . , 1 e ī = 1, . . . , n− 1, donde Zi
corresponde a la nomenclatura de esta tesis.

Además de estar invertida la numeración de las funciones Z(·), se decidió realizarle un corri-
miento a la misma con respecto al art́ıculo de Cruz-Zavala y Moreno (2016); esto es Zi(·) = Zī(·)
con i = n, . . . , 2 e ī = 1, . . . , n− 1, donde Zi(·) es la numeración usada en esta tesis.

2.3.1. Ejemplo motivacional

Para los casos particulares de los diferenciadores homogéneos (con cualquier −1 ≤ d ≤ 0) de
primer y segundo orden, con su respectiva función de Lyapunov de la estructura (2.5) se mues-
tra como pueden ser calculadas las ganancias admisibles k̃1 y k̃2 y se calculan las condiciones
de las mismas para el caso cuando d = −1.

Debido a que el grado de homogeneidad de las funciones de Lyapunov para los diferenciadores
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de primer y segundo orden son diferentes, se obtienen distintos conjuntos de ganancias para k̃1

y k̃2 para cada caso del diferenciador, a pesar de que las condiciones a satisfacer para calcular
dichos conjuntos son idénticas, exceptuando en grado de homogeneidad de la función de Lya-
punov.

Este ejemplo que busca ilustrar con resultados numéricos lo que sucede con el conjunto de
ganancias k̃1 y k̃2 del diferenciador con diferentes grados de homogeneidad de la función de
Lyapunov.

Diferenciador de primer orden (n=2)

La función de Lyapunov para error de diferenciación de primer orden, a partir de (2.5) es

VCM2(z1, z2) = β1Z2(z1, z2) +
β2

p
|z1|p (2.6)

con

Z2(z2, z1) =
r2

p
|z2|

p
r2−z2dz1c

p−r2
r1 +

p− r2

p
|z1|

p
r1

Se eligen β1 = β2 = 1 y p = 2− d. Los pesos de homogeneidad de los estados, son r2 = 1− d y
r1 = 1.

Sin pérdida de generalidad, la única condición sobre la ganancia k̃1 es que sea positiva. Con
esta condición, k̃2 debe satisfacer la siguiente desigualdad para que la derivada de la función
de Lyapunov VCM2(·) sea negativa definida

Γ212 , máx
z∈S
{ω22(z)} < k̃2

k̃1

(2.7)

con

ω22(z) ,
(p− r2)|z1|p−r2−1dz2cr1+d

(
z2 − dz1cr2 − (1 + β2

β1(p−r2)
)
)

(dz2c
p−r2
r2 − dz1cp−r2)(dz2c

r1
r2 − z1)

.

La función ω22(z) es homogénea de grado cero, de modo que alcanza su máximo en la esfera
unitaria homogénea S ,

Para el caso del diferenciador de Levant (d = −1 y p = 3), evaluando numéricamente la función
ω22(z) en S se obtiene que las ganancias k̃1 y k̃2 deben satisfacer

2 <
k̃2

k̃1

Γ212 = 2.

(2.8)
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Diferenciador de segundo orden (n=3)

En este caso, la función de Lyapunov es

VCM3(z) = β1Z3(z3, z2) + β2Z2(z2, z1) + β3
1

p
|z1|p (2.9)

donde

Zi(zi, zi−1) =
ri
p
|zi|

p
ri−zidzi−1c

p−ri
ri−1 +

p− ri
p
|zi−1|

p
ri−1 , i = 3, 2.

Se eligen β1 = β2 = β2 = 1, los pesos de homogeneidad son r3 = 1 − 2d, r2 = 1 − d y r1 = 1.
p = 2− 3d.

La derivada de VCM3(z) es

V̇CM3(z) = −k̃3 β1

(
dz3c

p−r3
r3 − z

p−r3
r2

2

)(
dz3c

r2
r3 − z2

)
︸ ︷︷ ︸

=η1︸ ︷︷ ︸
≤0

+µ1(z, k̃2, k̃1) (2.10)

cuando Z2 =
{
z3 = dz2c

r3
r2

}
, la función η1(·) = 0.

De evaluar la derivada de VCM3(·) en Z2 y sabiendo que k̃1 > 0, se obtiene que k̃2 debe satisfacer

Γ213 , máx
z∈S
{ω23(z)} < k̃2

k̃1

(2.11)

con

ω23(z) ,
(p− r2)|z1|p−r2−1dz2cr1+d

(
z2 − dz1cr2 −

(
1 + β3

β2(p−r2)

))
(dz2c

p−r2
r2 − dz1cp−r2)(dz2c

r1
r2 − z1)

.

La función ω23(z) es homogénea de grado cero, de modo que alcanza su máximo en la esfera
unitaria homogénea S .

Para el caso del diferenciador de Levant (d = −1 y p = 5), evaluando numéricamente la función
ω23(z) en S se obtiene que las ganancias k̃1 y k̃2 deben satisfacer

4 <
k̃2

k̃1

;

Γ213 = 4

(2.12)

La función a máximizar (ω22(·)) en la desigualdad que deben satisfacer las ganancias k̃2 y k̃1,
para n = 2 mostrada en (2.7) es exactamente igual a la función (ω23(·)) de la desigualdad (2.11)
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p = 3 2k1 < k2
2

p = 5 4k1 < k2
2

p = 7 6k1 < k2
2

Tabla 2.1: Condiciones sobre las ganancias k1, k2 del diferenciador de Levant de orden uno
calculadas por medio de la función de Lyapunov (2.6) con distintos grados de homogeneidad.

para n = 3, lo único que difiere en ellas es el grado de homogeneidad de la función de Lyapunov
p. Con estos resultados numéricos, se puede observar que mientras mayor sea p, más grande
debe seleccionarse la ganancia k̃2 con respecto a k̃1.

Las ganancias k̃1 y k̃2 obtenidas con las condiciones del diferenciador de orden dos pueden
usarse para el diferenciador de orden uno; sin embargo ellas son calculadas con un grado de
homogeneidad superior al mı́nimo para n = 2, por lo que se ilustra que son sobredeterminadas.

Por otro lado, a partir de la condición (2.7), no se puede calcular la condición faltante k̃3 para
el diferenciador de orden dos, porque el grado de homogeneidad usado para (2.7) es menor que
el mı́nimo requerido para la función de Lyapunov de n = 3.

Si se quisieran utilizar las ganancias k̃1 y k̃2 del diferenciador de orden uno en diferenciadores
de orden superior, estas deben calcularse con p ≥ 5; si se elige p = 5, a partir de esas ganancias
sólo puede calcularse k̃3, para n = 3 pero ya no se podŕıa incrementar el orden de diferenciación;
si p = 7, además de poder calcular k̃3, se puede calcular hasta k̃4 para n = 4 y aśı sucesivamen-
te; sin embargo, mientras mayor sea p, menor puede ser el conjunto de ganancias admisibles
para diferenciadores de orden menor. En la Tabla 2.1 se muestran las condiciones que deben
satisfacer las ganancias originales(k1 y k2) para el diferenciador de primer orden obtenidas con
diferentes valores de p.

Las regiones de ganancias admisibles de la Tabla 2.1 se ilustran en la Figura 2.1, en donde la
región magenta es para p = 7, la región azul es para p = 5 y ellas están contenidas en la región
verde que es con p = 3.
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Figura 2.1: Regiones de ganancias admisibles para diferenciador de Levant de primer orden
obtenidas por medio de la función de Lyapunov (2.6) con distintos grados de homogeneidad.
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Función de Lyapunov propuesta para el
diferenciador de Levant

Al calcular el conjunto de ganancias para el diferenciador de orden n − 1 con la función de
Lyapunov homogénea (Vn) de grado p = 2 − (2n − 3)d , el problema de querer aumentar un
orden de diferenciación, sin recalcular las ganancias, aparece porque para calcular la ganancia
faltante, la función de Lyapunov (Vn+1) para el diferenciador de orden n debe ser, al menos, de
grado de homogeneidad p = 2− (2n− 1)d.

Para no recalcular todas las ganancias al incrementar el orden de diferenciación, parece nece-
sario que parte de la función Vn+1 tenga, de alguna forma, en su estructura a Vn y que además
Vn+1 sea homogénea de grado p = 2− (2n− 1)d.

Aprovechando la forma de las funciones presentadas por Cruz-Zavala y Moreno (2016) y como se
desvanecen en ciertas hipersuperficie, tomando en cuenta la dinámica del error de diferenciación
de orden n − 1 dado en (2.4), para cada n ≥ 2, se define la función homogénea positiva
semidefinida Zn(zn, zn−1)

Zn(zn, zn−1) =
rn
pn
|zn|

pn
rn−zndzn−1c

pn−rn
rn−1 +

pn − rn
pn

|zn−1|
pn

rn−1 (3.1)

con pn ≥ 2− (2n− 3)d esta función y sus derivadas se hacen cero en la hipersuperficie

Zn−1 =
{
dznc

rn−1
rn = zn−1

}
y recordando que al evaluar la dinámica del error de diferenciación de orden n − 1 en Zn−1 se
recupera la dinámica del error de diferenciación de orden n−2, se hace la siguiente proposición.

Proposición 1 Suponga que, para el diferenciador de orden n − 2, ya se han calculado las
condiciones suficientes de las ganancias

k̃1, . . . , k̃n−1
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( con el orden del sistema: n− 1 > 2) con una función de Lyapunov Vn−1(z) que cumple con la
estructura de (3.2), de grado de homogeneidad pn−1 ≥ 2− (2n−5)d. Es decir, con ese conjunto
de ganancias V̇n−1(z) < 0.

Entonces, se pueden usar las ganancias k̃1, . . . , k̃n−1 del diferenciador de orden n − 1 y sólo
calcular la condición sobre la ganancias faltante, k̃n, por medio de la función de Lyapunov

Vn(z) = Zn(zn, zn−1) + γn
pn−1

pn
Vn−1(zn−1, zn−2, . . . , z1)

pn
pn−1 (3.2)

de grado de homogeneidad pn ≥ 2− (2n− 3)d y γn > 0

Para el caso particular del diferenciador de primer orden la función de Lyapunov es

V2(z) = β1Z2(z2, z1) +
β2

p2

|z1|p2 ; con p2 ≥ 2− d, 0 < β1 y 0 < β2

Prueba de la Proposición 1 La derivada de (3.2) a lo largo de las trayectorias del diferen-
ciador de orden n− 1 es

V̇n(z) =
dZn(zn, zn−1)

dt
+ γnVn−1(zn−1, . . . , z1)

pn−pn−1
pn−1 V̇n−1(z); (3.3)

La función Zn(zn, zn−1) y sus derivadas se hacen cero en la hipersuperficie Zn−1. En Zn−1 la
derivada de la función de Lyapunov se reduce a

V̇n|Zn−1= γnVn−1(zn−1, . . . , z1)
pn−pn−1

pn−1
∂Vn−1(z)

∂z
ż|Zn−1

Como γnVn−1(zn−1, . . . , z1)
pn−pn−1

pn−1 es positiva definida, la única manera de que V̇n|Zn−1 sea ne-

gativa definida es que ∂Vn−1

∂z
ż|Zn−1< 0.

Sabiendo que ż|Zn−1 es la dinámica del error de diferenciación de orden n − 2, ∂Vn−1

∂z
ż|Zn−1 es

la derivada de Vn−1(zn−1, . . . , z1) a lo largo de las trayectorias del error de diferenciación de
orden n − 2; como las condiciones que deben satisfacer las ganancias k̃1, . . . , k̃n−1 para que
∂Vn(z)
∂z

ż|Zn−1< 0 son las mismas que para las ganancias del diferenciador de orden n− 2, que ya

fueron calculadas con anterioridad; sólo debe calcularse la condición sobre k̃n.

A continuación se desarrolla V̇n(z) para mostrar como debe ser calculada k̃n.

V̇n(z) =
∂Zn(zn, zn−1)

∂zn
żn +

∂Zn(zn, zn−1)

∂zn−1

żn−1 + γnVn−1(zn−1, . . . , z1)
pn−pn−1

pn−1 V̇n−1(z);

żn = −k̃n
(
dznc

1−d(n−2)
1−d(n−1) − zn−1

) (3.4)
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Caṕıtulo 3. Función de Lyapunov propuesta para el diferenciador de Levant

definiendo

ηn(·) , ∂Zn(zn, zn−1)

∂zn

(
dznc

1−d(n−2)
1−d(n−1) − zn−1

)
≥ 0

µn(·) , ∂Znzn, zn−1

∂zn−1

żn−1 + γnVn−1(zn−1, . . . , z1)
pn−pn−1

pn−1 V̇n−1(z)

se rescribe V̇n(z) como

V̇n(z) = −k̃nηn(·) + µn(·) (3.5)

La ganancia k̃n debe calcularse tal que V̇n(z) < 0. Es decir, debe satisfacer

máx
z∈S

{
µn(·)
ηn(·)

}
< k̃n (3.6)

donde

ηn(·) , ∂Zn

∂zn

(
dznc

1−d(n−2)
1−d(n−1) − zn−1

)
≥ 0

µn(·) , ∂Zn

∂zn−1

żn−1 + γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1 V̇n−1

La función µn(·) no depende de la ganancia k̃n; µn(·) es función de las ganancias k̃n−1, . . . , k̃1

y de los pesos de homogeneidad pn y pn−1. Además µn(·)
ηn(·) es una función homogénea de grado

cero, entonces su máximo está sobre la esfera unitaria S .

Considere que la función µn(·) no tiene signo bien definido, pero depende de la selección de
ganancias k̃n−1, . . . , k̃1 y del grado de homogeneidad de la función de Lyapunov; aśı que, intui-
tivamente, mientras más grandes sean estas ganancias y pn, mayor debeŕıa ser k̃n para hacer
la derivada de la función de Lyapunov (3.2) negativa definida.

Las ganancias para el diferenciador de orden n− j con j = n− 2, . . . , 2, pueden ser calculadas
de igual manera ya que provienen de una función de Lyapunov con la estructura de 3.2. De
forma recursiva, a partir del caso base, se pueden calcular las ganancias del diferenciador de
orden superior, para cualquier orden del diferenciador y para cualquier grado de homogeneidad
del mismo entre −1 ≤ d ≤ 0.

Las ganancias (k̃1 y k̃2) y la función de Lyapunov del diferenciador de primer orden se consi-
deran el caso base de la recursividad.

La función de Lyapunov del diferenciador de primer orden es como la que se propone en Cruz-
Zavala y Moreno (2016): V2(z2, z1) = β1Z2(z2, z1) + β2

p2
|z1|p2; con β1 = β2 = 1 y p2 = 3, aśı que

se obtiene como caso base de la recursividad la desigualdad (2.7).
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El diferenciador de orden cero, cuya dinámica de error de diferenciación es

ż1 = −k̃1dz1c1+d (3.7)

y la candidata a función de Lyapunov

V1(z1) =
1

p1

|z1|p1 con p1 ≥ 2 + d

podŕıan tomarse como caso base de recursividad; sin embargo (3.8), es negativa definida sin
importar el valor de p1 y sólo k̃1 debe ser positiva, aśı que, debido a la trivialidad del resul-
tado, éste ya es considerado en el cálculo de ganancias para el diferenciador de primer orden
considerando p1 = p2 = 3.

V̇1(z1) = −k̃1|z1|p1+d (3.8)

3.1. Caso perturbado

Esta sección es exclusiva para el diferenciador de Levant, que es el único capaz de converger
al estimado de la n − 1 derivada de la señal con perturbaciones no desvanecientes acotadas
acopladas en el último canal.

Durante todo este trabajo se ha considerado el caso donde f (n)(t) = 0 en la dinámica del error
de diferenciación (2.2); sin embargo, al ser una señal a la cual no se tiene acceso (es desconocida)
se considera como una perturbación, pero, se sabe que esta perturbación es acotada |f (n)(t)|≤ L
y que la ganancia k1 debe seleccionarse L < k1, además las ganancias k2, . . . , kn deben satisfacer
las condiciones que se imponen para hacer la derivada de la función de Lyapunov, a lo largo
del sistema perturbado, negativa definida.

Sin embargo, una vez calculadas las condiciones sobre las ganancias del sistema nominal y se-
leccionados algunos valores de esas ganancias k1, . . . , kn, se puede probar con la derivada de la
función de Lyapunov a lo largo del sistema perturbado, que con esas ganancias seleccionadas
el diferenciador es capaz de rechazar una perturbación cuya cota máxima es |f (n)(t)|≤ ∆0.

Una vez dado un juego de ganancias que hacen que la derivada de la función de Lyapunov Vn
a lo largo de las trayectorias del sistema nominal, sea negativa definida, la cota máxima de la
perturbación puede calcularse con el siguiente procedimiento.

La derivada de la función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado es

V̇n(z) =
dZn(zn, zn−1)

dt
+ γnVn−1(zn−1, . . . , z1)

pn−pn−1
pn−1 V̇n−1(z); (3.9)

a partir de ahora, por simplicidad de nomenclatura, se omitirá el argumento de las funciones
Vi(z) con i = n − 1, . . . , 2; pero se espera que se entienda que, por ejemplo, Vn−1 se refiere a
Vn−1(zn−1, . . . , z1).

18
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V̇n(z) =
dZn(zn, zn−1)

dt
+ γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1

(
n−1∑
i=2

∂Vn−1

∂zi
żi +

∂Vn−1

∂z1

(
−k̃1

(
dznc0 +

1

k1

f (n)(t)

)))

como f (n)(t) ≤ ∆0

V̇n ∈
dZn

dt
+ γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1

(
n−1∑
i=2

∂Vn−1

∂zi
żi − k̃1

∂Vn−1

∂z1

(
dznc0 +

1

k1

[−∆0,∆0]

))
.

Desarrollando el último término de (3.1)

−k̃1γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1

∂Vn−1

∂z1

(
dznc0 +

1

k1

f (n)(t)

)
=− k̃1

n−1∏
i=2

γi+1V
pi+1−pi

pi
i

∂V2

∂z1

×

×
(
dznc0 +

1

k1

[−∆0,∆0]

)
con

∂V2

∂z1

= −(p2 − r2)|z1|p2−r2−r1β1

(
z2 − dz1c

r2
r1

)
+ β2dz1cp2−r1

cuando k1 > ∆0

dznc0 +
1

k1

[−∆0,∆0] = dznc0
[
1− ∆0

k1

, 1 +
∆0

k1

]
para no tratar con la inclusión de esta última expresión, se puede hallar la cota superior

−dznc
p2−1

n

(
dznc0 +

∆0

k1

[−1, 1]

)
≤
(

∆0

k1

− 1

)
|zn|

p2−1
n

La expresión ∂V2
∂z1

puede ser escrita

∂V2

∂z1

= −(p2 − r2)|z1|p2−r2−r1β1

(
z2 − dz1c

r2
r1

)
+ β2dz1cp2−r1 − dznc

p2−1
n + dznc

p2−1
n

con lo cual

−k̃1
∂V2

∂z1

(
dznc0 +

1

k1

[−∆0,∆0]

)
≤ k̃1νn

(
1 +

∆0

k1

)
− k̃1

(
1− ∆0

k1

)
|zn|

p2−1
n

con

νn = (p2 − r2)|z1|p2−r2−r1β1|−z2 + dz1cr2|+|dznc
p2−1

n − β2dz1cp2−r1|≥ 0

Entonces V̇n(z) se puede escribir
V̇n(z) ≤ W (z)
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con

W (z) = Żn + γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1

n−1∑
i=2

∂Vn−1

∂zi
żi+k̃1

n−1∏
i=2

γi+1V
pi+1−pi

pi
i ×

×
[
νn

(
1 +

∆0

k1

)
−
(

1− ∆0

k1

)
|zn|

p2−1
n

]
note que cuando ∆0 = 0 la derivada de la función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias
del sistema nominal puede ser acotada por

V̇nominal ≤ Wnominal(z)

con

Wnominal , Żn + γnV

pn−pn−1
pn−1

n−1

n−1∑
i=2

∂Vn−1

∂zi
żi + k̃1

n−1∏
i=2

γi+1V
pi+1−pi

pi
i

[
νn − |zn|

p2−1
n

]
< 0

que es negativa definida porque ya se han elegido las ganancias para que V̇nominal < 0
La parte de la derivada de la función de Lyapunov que incluye a la perturbación es

Wperturbada , k̃n−1
∆0

k1

n−1∏
i=2

γi+1V
pi+1−pi

pi
i

[
νn + |zn|

p2−1
n

]
entonces

W (x) = Wnominal(·) +Wperturbada(·)
para que W (x) sea negativa definida se debe satisfacer

máx
z∈S

{
−Wperturbada(·)

Wnominal

}
< 1

de esta última expresión es fácil ver que

k̃1
∆0

k1

máx
z∈S


−
∏n−1

i=2 γi+1V
pi+1−pi

pi
i

(
νn + |zn|

p2−1
n

)
Wnominal(·)

 < 1

definiendo

Γp , máx
z∈S


−
∏n−1

i=2 γi+1V
pi+1−pi

pi
i

(
νn + |zn|

p2−1
n

)
Wnominal(·)
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Caṕıtulo 3. Función de Lyapunov propuesta para el diferenciador de Levant

la cota máxima de la perturbación debe satisfacer

∆0 <
k1

k̃1Γp

recordando que k̃1 = k1
k2

∆0 <
k2

Γp

Con el fin de que con las ganancias calculadas con el sistema nominal, el algoritmo de diferen-
ciación converja exactamente aún con perturbaciones mayores a ∆0; es decir |f (n)(t)|≤ ∆; con
∆0 < ∆ se introduce la transformación lineal

ei = Lεi (3.10)

con L = ∆
∆0

. La versión escalada del error de diferenciación queda

ėi = −kiL
n−i+1

n denc
i−1
n + ei−1, i = n, ..., 2

ė1 = −k1Ldenc0 − Lf (n)(t)
(3.11)

es claro que si (2.2) converge a cero, entonces (3.11) también lo hará y viceversa.

Entonces, las ganancias que hacen que el diferenciador converja aún con una perturbación
|f (n)(t)|≤ ∆, son las ganancias nominales escaladas de la forma:

k̄i = kiL
n−i+1

n , i = n, ..., 2

k̄1 = k1L
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Caṕıtulo 4

Conjunto de ganancias admisibles para
el diferenciador de Levant de segundo
orden

En este caṕıtulo se muestra el cálculo de ganancias para el diferenciador de Levant de segundo
orden (n = 3) por medio de la función de Lyapunov propuesta en esta tesis. Este conjunto
de ganancias es comparado con el conjunto de ganancias obtenido con la función de Lyapunov
VCM3(z).

Para observar que tan fuertes son las condiciones impuestas por la función de Lyapunov, se
presenta el cálculo de ganancias para el diferenciador lineal y se comparan contra la condición
Hurwitz que es una condición suficiente y necesaria sobre los parámetros del diferenciador.

Se trató de tener un estimado de toda la región de ganancias admisibles para el diferenciador
por medio de simulaciones numéricas; esta región es comparada con el caso Hurwitz y las re-
giones obtenidas con las funciones de Lyapunov V3(z) y VCM3(z).

Es importante destacar que los resultados aqúı presentados fueron obtenidos con f
(3)
0 = 0,

pero en la última sección se elige un juego de ganancias y se calcula la cota máxima de la
perturbación que es capaz de soportar el diferenciador y se muestra como pueden escarse estas
ganancias para que el diferenciador converja a pesar de una perturbación cuya cota sea mayor
a la anteriormente calculada.
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4.1. Enfoque de funciones de Lyapunov

4.1.1. Diferenciador de Levant

La dinámica del error de diferenciación con d = −1 de segundo orden es

ż3 = −k̃3

(
dz3c

2
3 − z2

)
ż2 = −k̃2

(
dz3c

1
3 − z1

)
ż1 = −k̃1dz3c0

(4.1)

La función de Lyapunov propuesta a partir de (3.2) es

V3(z) = Z3(z3, z2) +
p2

p3

V2(z2, z1)
p3
p2 (4.2)

donde

Z3(z3, z2) =
r3

p3

|z3|
p3
r3−z3dz2c

p3−r3
r2 +

p3 − r3

p3

|z2|
p3
r2 (4.3)

Por simplicidad se escoge γn = 1 y además, para tratar de hallar un conjunto de ganancias más
grande con V3(z) se elige p3 = 5.

La función V2(·) es como en (2.6) con β1 = β2 = 1 y p2 = 3 entonces, las ganancias k̃1 y k̃2

deben satisfacer la desigualdad (2.7), la cual se cumple eligiendo k̃2 como

k̃2 = 2θ1k̃1; 1 < θ1 (4.4)

aśı que sólo queda por calcular cómo deber ser la ganancia k̃3.

Calculando V̇3(z) a lo largo de (4.1)

V̇3(z) =
∂Z3(z3, z2)

∂z3

ż3 +
∂Z3(z3, z2)

∂z2

ż2 + V2(z1, z2)
p3−p2

p2

(
∂V2(z1, z2)

∂z1

ż1 +
∂V2(z1, z2)

∂z2

ż2

)
(4.5)

V̇3(z) = −k̃3

(
dz3c

2
3 − z2

)2

−k̃2
∂Z3(z3, z2)

∂z2

(
dz3c

1
3 − z1

)
− k̃1V2(z1, z2)

p3−p2
p2

∂V2(z2, z1)

∂z1

dz3c0−

k̃2V2(z2, z1)
p3−p2

p2
∂V2(z2, z1)

∂z2

(
dz3c

1
3 − z1

)
(4.6)

Sustituyendo (4.4) en (4.6) y definiendo las siguientes funciones

η3(z2, z3) ,
(
dz3c

2
3 − z2

)2

; η3(z2, z3) ≥ 0

µ3(z1, z2, z3, θ1) ,− 2θ1
∂Z3

∂z2

(
dz3c

1
3 − z1

)
− V

p3−p2
p2

2 (z1, z2)

(
∂V2

∂z1

dz3c0
)
−

2θ1V
p3−p2

p2
2 (z1, z2)

∂V2

∂z2

(
dz3c

1
3 − z1

)
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Figura 4.1: Cota inferior de la relación entre las ganacias k̃1 y k̃3

según el valor de θ1

V̇3(z) puede escribirse como

V̇3(z) = −k̃3η3(z2, z3) + k̃1µ3(z1, z2, z3, θ1)

la ganancia k̃3 debe satisfacer

k̃1 máx
z∈S

{
µ3(·)
η3(·)

}
< k̃3 ó máx

z∈S

{
µ3(·)
η3(·)

}
<
k̃3

k̃1

.

Se calculó esta relación para diferentes valores de θ1, comenzando con θ1 = 1.01. La relación k̃3
k̃1

debe seleccionarse por encima de la linea morada de la Figura 4.1; esta ĺınea morada, dentro de
la zona verde, representa la región de ganancias cŕıticas calculadas por la función de Lyapunov.

A partir de θ1 = 1.70 parece que k̃3
k̃1

están relacionadas linealmente.

Para comprobar si dos variables se relacionan de forma lineal, puede calcularse el coeficiente
de correlación lineal (rc) de los datos, rc ∈ [−1, 1]. A partir del valor de rc se puede concluir

rc = −1: La relación entre las variables comparadas es perfecta negativa; exactamente en
la medida que aumenta una variable disminuye la otra.

rc = 0: No existe correlación lineal entre las variables.

rc = 1: La relación entre las variables comparadas es perfecta positiva; exactamente en la
medida que aumenta una variable aumenta la otra.
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Figura 4.2: Cota inferior de la relación entre las ganacias k̃1 y k̃3 según el valor de θ1 aproximada
por una regresión lineal

El coeficiente de correlación está definido como

rc =
σxy
σxσy

donde

σxy =
1

n

m∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

σx =

√∑m
i=1(xi − x̄)2

m
σy =

√∑m
i=1(yi − ȳ)2

m

x̄ =
1

m

m∑
i=1

xi ȳ =
1

m

m∑
i=1

yi

El coeficiente de correlación entre θ1 y k̃3
k̃1

, a partir de θ1 = 1.7 es rc = 0.999 lo que dice que los

datos están fuertemente relacionados linealmente, aśı que la región cŕıtica de ganancias se apro-
xima por una regresión lineal, la cual se muestra en la Figura 4.2; sin embargo, para asegurar
que aún cometiendo error en la evaluación numérica las región de ganancias admisibles dadas

aseguran la estabilidad del origen del error de diferenciación se propone elegir las ganancias k̃3
k̃1

por encima de la linea verde, también mostrada en la Figura 4.2.

En resumen, las condiciones sobre las ganancias son las siguientes
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k̃2 = 2θ1k̃1

4.29θ1 + 6.5 <
k̃3

k̃1

Aśı que

θ1 =
k̃2

2k̃1

y como la regresión lineal se calculó con 1.7 ≤ θ1, entonces, las condiciones sobre las ganancias
pueden ser escritas

1.7 ≤ θ1 =
k̃2

2k̃1

4.29
k̃2

2k̃1

+ 6.5 <
k̃3

k̃1

regresando al espacio de ganancias originales del diferenciador, las condiciones sobre éstas son

k1 ≤
k2

2

3.4k3

k1 < 0.154k2k3 − 0.328
k2

2

k3

(4.7)

Se calcularon las ganancias admisibles con la función de Lyapunov (2.9) y se compara contra los
resultados obtenidos con (4.2). La región cŕıtica de ganancias obtenida con (2.9) se puede ver
en la ĺınea rosa de la Figura 4.3. Al igual que en el caso anterior, se aproximó esta región con
una regresión lineal y se tomó una tolerancia del error numérico aśı que para la función VCM3(z)

la relación de las ganancias k̃3
k̃1

deben seleccionarse por encima de la ĺınea azul de la Figura 4.3;

por lo que se puede ver que el conjunto de ganancias calculado por medio de la función de
Lyapunov propuesta en esta tesis proporciona un conjunto de ganancias más grande que el que
se puede calcular con la propuesta en Cruz-Zavala y Moreno (2016); sin embargo, para valores
cercanos a uno de θ1, la función de Lyapunov propuesta en esta tesis sugiere utilizar valores
muy grandes de k̃3 y/o muy pequeños de k̃1; esto se mejora en cuanto el producto de Γ21θ1 → 4;
que es el valor de Γ21 cuando p2 = p3 = 5.
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Figura 4.3: Cota inferior de la relación entre las ganacias k̃1 y k̃3 según el valor de θ1 aproximada
por una regresión lineal

4.1.2. Diferenciador lineal

El error de diferenciación lineal (d = 0) de primer orden en términos de los estados z de (2.4)
es

ż2 = −k̃2(z2 − z1)

ż1 = −k̃1z2

(4.8)

La función de Lyapunov para el diferenciador lineal de primer orden es:

VL2(z) =
1

p2

|z2|p2 − z2dz1cp2−1 + |z1|p2 (4.9)

de grado de homogeneidad p2 = 2− (2n− 3)d = 2.

A partir de la derivada de (4.9) a lo largo de las trayectorias del diferenciador lineal de primer
orden (4.8) se obtiene que

0 < k̃1

k̃1 < k̃2

(4.10)

A aprtir de los resultados obtenidos para el diferenciador de primer orden, se calcula la ganancia
faltante k̃3 para el diferenciador de segundo orden cuya dinámica se muestra a continuación

ż2 = −k̃3(z3 − z1)

ż2 = −k̃2(z3 − z1)

ż1 = −k̃1z3

(4.11)
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Figura 4.4: Cota inferior de la relación entre las ganacias k̃1 y k̃3 según el valor de θ1 aproximada
por una regresión lineal para el diferenciador de segundo orden lineal

Para el diferenciador lineal de segundo orden, la función de Lyapunov propuesta es

VL3(z) =
1

p3

|z3|p3 − z3dz2cp3−1 +
1

p3

|z2|p3 +
p2

p3

VL2(z)
p3
p2 (4.12)

de grado de homogeneidad p3 = 2− (2n− 3)d = 2.

Por medio de las condiciones obtenidas en (4.10), se sugiere la siguiente elección de la ganancia
k̃2

k̃2 = θ1k̃1; θ1 > 1 (4.13)

A partir de la derivada de (4.12) a lo largo de las trayectorias del diferenciador lineal de segundo

orden (4.11), para diferentes valores de θ1, la región cŕıtica de ganancias k̃3
k̃1

es la ĺınea azul de la

Figura 4.4. Esta región también se aproximó por una regresión lineal con θ1 ≥ 1.5 y se propone

elegir las ganancias k̃3
k̃1

por encima de la linea magenta de la Figura 4.4.

Las condiciones sobre las ganancias para el caso lineal son las siguientes

k̃2 = θ1k̃1

θ1 + 1 <
k̃3

k̃1
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Aśı que

θ1 =
k̃2

k̃1

y como la regresión lineal se calculó con 1.5 ≤ θ1, entonces, las condiciones sobre las ganancias
pueden ser escritas

1.5 ≤ θ1 =
k̃2

k̃1

k̃2

k̃1

+ 1 <
k̃3

k̃1

regresando al espacio de ganancias originales del diferenciador, las condiciones sobre las ganan-
cias para el diferenciador lineal son

k1 ≤
k2

2

1.5k3

k1 < k2k3 −
k2

2

k3

4.2. Simulaciones numéricas

Las ganancias obtenidas por las funciones de Lyapunov, prueban formalmente la estabilidad
del origen de (4.1); sin embargo, ellas pueden ser muy conservadoras. Para tener una idea de
que tan fuertes son las condiciones impuestas a las ganancias por las funciones de Lyapunov,
se trató de tener un estimado de la región completa de las ganancias admisibles. Para ello, se
realizaron simulaciones numéricas considerando la señal f(t) = 0.5(sin(0.5t) + cos(t)), teniendo
como condición inicial del error de diferenciación (2.3) e(0) = [1,−5, 1], se considera f (3) = 0.
La integración numérica se realizó con el método de Euler con paso fijo ∆t = 10−5.

Las simulaciones consistieron en, fijar una ganancia y hallar los valores de las ganancias res-
tantes que hacen que la estabilidad del origen de (2.3) sea cŕıtica. Se fijó k1 = 1, se tuvo como
grado de libertad k3 y se halló la ganacia k2 que con (k1, k3) dadas se tuviera estabilidad cŕıtica.
Un ejemplo de las simulaciones ralizadas se muestra en la Figura 4.5.

Los resultados de estas simulaciones se comparan contra el diferenciador lineal (4.14) en el cual
las ganancias deben seleccionarse para que la matriz A sea Hurwitz; es decir, k1 < k3k2; si
k1 = 1, k2 debe satisfacer 1

k3
< k2 y se sabe que el valor de k2 que ocasiona que el origen de

(4.14) sea cŕıticamente estable es k2 = 1
k3

. Esta comparación de región de ganancias admisibles
entre el diferenciador de Levant y el diferenciador lineal se muestra en la Figura (4.6). La región
cŕıtica de ganancias para el diferenciador ĺıneal y no lineal están dadas por las ĺıneas rojo y
naranja, respectivamente. La estabiliad del origen de diferenciación en cada caso se alcanza
eligiendo las ganancias por encima de las ĺıneas antes mencionadas; puede verse que la región
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(a) k2cŕıtica
− 0.01k2cŕıtica

para k3 = 1. (b) k2cŕıtica
para k3 = 1. (c) k2cŕıtica

+ 0.01k2cŕıtica
para k3 = 1.

Figura 4.5: Simulación numérica para la hallar región de ganancias cŕıtica
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Figura 4.6: Condición Hurwitz comparada con la región estimada de ganancias para el diferen-
ciador de Levant.

de ganancias del diferenciador de Levant es ligeramente mayor a la condición de Hurwitz y el
caso Hurwitz está contenido ella. ξ̇3

ξ̇2

ξ̇1

 =

−k3 1 0
−k2 0 1
−k1 0 0


︸ ︷︷ ︸

=A

ξ3

ξ2

ξ1

 (4.14)

Para poner en perspectiva las regiones de ganancias originales calculadas, se ilustran algunos
valores de k3 y k2 que satisfacen la región de ganancias (4.7) (V3(z)), la región obtenida por
medio de la función de Lyapunov (VCM3(z)) de Cruz-Zavala y Moreno (2016) y el caso Hurwitz
como referencia para ver que tan conservadoras son las condiciones obtenidas sobre las ganan-
cias. Esto se muestra en la Figura 4.7, la cual fue realizada eligiendo k1 = 1 (siempre pueden
escalarse las ganancias por el difeomorfismo (3.10)).
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Figura 4.7: Condición Hurwitz comparada con las regiones calculadas de ganancias por medio
de funciones de Lyapunov

También, en la Figura 4.7 se muestra la región de ganancias admisibles del diferenciador lineal,
en amarillo, obtenida con la correspondiente función de Lyapunov. En la comparación entre
esta región y la Hurwitz puede verse la restricción que impone la función de Lyapunov sobre el
conjunto de ganancias.
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4.2.1. Cálculo de la cota máxima de f (3)(t)

Se eligen las ganancias

k3 = 4.44, k2 = 5.75 y k3 = 0.5

ellas satisfacen (4.7) y además ellas fueron diseñadas en Moreno (2012) para que el diferenciador
converja exactamente aún con

|f (3)(t)| ≤ 0.1

.

La derivada de la función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del error de diferenciación
considerando que f (3)(t) = 0, es acotada por

V̇3(z)|f (3)(t)=0≤ Wnominal(z)Wnominal(z) =− k̃3

(
dz3c

2
3 − z2

)2

− k̃2

(
dz3c

1
3 − z1

) [(
−z3 + dz2c

3
2

)
+ V

2
3

2

(
dz2c

1
2 − z1

)]
+

+ V
2
3

2 k̃1

(
ν3 − |z3|

2
3

)
con

ν3 = |z2 − dz1c2|+ |dz3c
2
3 − dz1c2| (4.15)

La parte de la derivada de la función de Lyapunov donde aparece la perturbación es

Wperturbada(z) = k̃1
∆0

k1

V
2
3

2

(
ν3 + |z3|

2
3

)
entonces

V̇n(z) = Wnominal(z) +Wperturbada(z) (4.16)

y la cota máxima de la perturbación ∆0 = 0.13506.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Se presentó una función de Lyapunov para el diferenciador de Levant de orden arbitrario que
permite el cálculo de ganancias de forma recursiva, tomando como base las ganancias y la
función de Lyapunov del diferenciador de primer orden. Ella permite, que al incrementar el
orden de diferenciación, se usen las ganancias calculadas para el diferenciador de orden menor
y sólo deba calcularse la condición sobre una ganancia, en lugar de calcular n ganancias. Esto
simplifica el cálculo y además ayuda a no sobrecalcular las ganancias de los diferenciadores de
orden menor.

Se dieron las condiciones para las ganancias del diferenciador de orden dos y no sólo un juego
de parámetros del diferenciador. A partir de este conjunto de ganancias se podŕıan obtener las
condiciones para el diferenciador de orden tres; sin embargo mientras mayor es el orden más
gasto computacional para calcular el máximo de la función mostrada en la desigualdad (3.6) pa-
ra hallar la ganancia k̃n; aśı que se propone hallar un método numérico que optimice ese cálculo.

Por otra parte, los coeficientes de la función de Lyapunov se fijaron en uno; sin embargo, podŕıa
hacerse una optimización del conjunto de ganancias modificando estos coeficientes.

Se estimó la región de ganancias cŕıtica del diferenciador de orden dos para analizar que tan
conservadoras son las ganancias obtenidas y, efectivamente las condiciones calculadas con la
función de Lyapunov son muy restrictivas, pero aún quedan como grados de libertad los coefi-
cientes de la función de Lyapunov para tratar de hacer ese conjunto de ganancias mayor.

La técnica aqúı propuesta para la función de Lyapunov para el diferenciador de Levant tambien
funciona para la familia de diferenciadores continuos homogéneos mostrada en (2.1).
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