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Introduccién general

La localizacion espacial de energia en cadenas no lineales ha sido un tema
de intensa investigacion en decadas recientes ya que los efectos de simetria de
traslacion discreta y la no linealidad llegan a ser importantes en muchos siste-
mas. Estos sistemas incluyen cristales foténicos, arreglos no lineales de guias de
ondas Opticas, condensados de Bose - Einstein, arreglos de junturas Josephson,
proteinas de « - hélices y solitones lentos entre otros, que son descritos en ca-
denas unidimensionales y cadenas moleculares [1, 2, 3, 4, 5, 6]. La localizacién
espacial puede existir debido a la combinacién de la discretizacion del sistema y
la no linealidad en las ecuaciones de movimiento. Las soluciones espacialmente
localizadas pueden ser estables y robustas [2, 7, 8, 9].

La ecuacién de Schrodinger no lineal ciibica discreta (DNLS), es uno de los
modelos matematicos utilizados para el estudio de cadenas no lineales discretas
que aparecen en muchos problemas de la fisica. Podemos considerar, a groso
modo, que la ecuacién DNLS representa un arreglo, finito o infinito, de oscila-
dores anarménicos acoplados con sus vecinos mas cercanos y cuya importancia
radica en modelar una gran variedad de fenémenos que involucran localizacién,
discretizacion y no linealidad, en diversas areas de la ciencia como la mecéni-
ca estadistica, fisica de estado sélido, materia condensada y sistemas bioldgicos
[10, 11, 12, 13].

Dependiendo del tamano del sistema, resulta de interés estudiar cadenas con
pocos sitios o cadenas con méds sitios (o infinitas). Por ejemplo, en algunas apli-
caciones de la 6ptica y de condensados de Bose - Einstein un modelo de ecuacion
DNLS con pocos sitios parece el més apropiado, mientras que en sistemas mo-
leculares o de estado sélido se puede considerar un modelo de cadena infinita
[8, 9, 10, 13].

En el caso de sistemas que son modelados por la ecuaciéon DNLS, la locali-
zacion espacial de energia se puede estudiar examinando soluciones especiales
periodicas en el tiempo y espacialmente localizadas, llamados breather discretos,
de la forma Ae~ ™! con w real y A independiente del tiempo y que decae lejos
de ciertos sitios. Las propiedades dindmicas de tales soluciones pueden arrojar
indicios en muchas observaciones experimentales, y han sido estudiadas en gran
detalle matemético, ver por ejemplo [14, 15, 16, 17]. Sus propiedades globales y
dindmicas han sido extensivamente estudiadas para el sistema de tres sitios de
red (“trimero”) [9, 18, 19, 20, 21, 22].

El problema de la existencia y estabilidad de las soluciones tipo breather



de osciladores acoplados ha sido desarrollado como un tema interesante de in-
vestigacidén, empezando desde la derivacién de la ecuacion DNLS, la obtencion
de soluciones estacionarias, por continuacién numérica del asi llamado limite
anticontinuo (caso desacoplado) hasta la construccién de soluciones localizadas
cuasiperiodicas o periodicas en el tiempo de sistemas discretos generales [7, 9].

Por otro lado, la contraparte cuantica de la ecuacién de Schrodinger no lineal
cibica discreta (DNLS) ha resultado ser de interés en diversos estudios tanto
tedricos como de aplicacién. El sistema DNLS cuantico ha sido estudiado por
muchos autores [2, 23], y existen diversos intentos de definir localizacién espacial
a nivel cudntico, ver por ejemplo [14, 15, 16, 17].

Aplicaciones de la ecuacién DNLS y de la localizacién espacial bajo un punto
de vista cudntico se presenta en muchos contextos. Por ejemplo, cuando se consi-
deran cadenas no lineales que involucran sistemas microscopicos, los fenémenos
cuanticos comienzan a ser importantes para diversos problemas. Un caso con-
creto de aplicacion es el estudio de pequenas moléculas en donde la ecuacion
DNLS ha probado ser un modelo simple y ttil para el calculo de espectros vibra-
cionales anarmoénicos donde los efectos cudnticos juegan un papel importante
[24, 25, 26, 27].

Los efectos cuanticos también aparecen en el estudio de diversos materia-
les de baja dimensionalidad (por ejemplo, peliculas delgadas, materiales nano-
estructurados, semi-cristalinos y nanoparticulas) los cuales tienen aplicaciones
en los campos de, por ejemplo, energia y catdlisis, que son importantes para
el entendimiento de la termodindmica y propiedades de transporte de diversos
materiales. Estas areas de estudio requieren un entendimiento de la dindmica
de excitaciones no lineales, tales como solitones y breather, en ambos contextos
clésico y cudntico [28, 29].

Los aspectos cuanticos también llegan a ser importantes en el estudio de
la dindmica de los condensados de Bose - Einstein (BEC) cuando estos son
confinados en redes 6pticas, [30, 31]. El sistema BEC + red 6ptica se modela
basédndose en la cuantizacién de la ecuacién de Schrédinger no lineal(DNLS).
Los resultados obtenidos muestran una excelente aproximacién con la mayoria
de los experimentos. Hasta ahora ha habido muy pocos experimentos con gases
bosoénicos diluidos ultrafrios que no puedan modelarse correctamente usando
métodos tedricos basados en la ecuacion NLS. El manipular y controlar los
condensados de Bose - Einstein abre la posibilidad de una nueva generacion de
dispositivos a nivel de nanoescala [11], lo que vuelve factible la construccién
de, por ejemplo, una computadora cuantica. Lo anterior requiere no sélo de
un conocimiento profundo, sino también de un control total de la evolucién
temporal de estos sistemas.

Otro campo de aplicacion del presente estudio es la de los circuitos supercon-
ductores usados en computadoras cuanticas que son modelados por osciladores
no lineales acoplados, estos exhiben modos de vibracién no lineales localizados.
Conforme los circuitos superconductores son cada vez maés pequenos, el com-
portamiento cudntico de estos circuitos no lineales comienzan a ser importantes
y la comparacién de la dindmica cldsica y cudntica llega a ser interesante [12].

Por otro lado, en sistemas magnéticos es posible predecir la existencia de



breathers discretos [32]. Los trabajos han sido enfocados en breathers discretos
desde un punto de vista de cadenas ferromagnéticas o antiferromagnéticas clasi-
cas. Sin embargo a una escala microscdpica o mesoscopica, la dindmica cuantica
resulta ser importante [33]. Pese a esto, las investigaciones teéricas que han si-
do reportadas estan principalmente basadas en una dindmica molecular clésica.
Por lo tanto, es necesario estudiar breathers cudnticos, que se presentan como
una superposicion de estados de muchos cuintos y que son excitaciones espa-
cialmente localizadas con tiempos largos para tunelear de una red a otra. Estos
estudios pueden ser utiles para entender los fenémenos de localizacién cuantica
en materiales ferromagnéticos.

También, una pregunta bésica es la dependencia de la dindmica clésica y
cuantica debido a la geometria de la cadena, por ejemplo, el niimero de sitios.
Por otro lado, en sistemas cuanticos la ecuacién DNLS aparece como una apro-
ximacién de campo medio y una pregunta general es la evolucién cudntica de
estados que pueden ser de alguna forma relacionados a condiciones iniciales
clasicas con propiedades dindmicas interesantes.

Por las aplicaciones comentadas resulta de mucho interés el estudio de redes
no lineales finitas en el régimen cuantico.

El uso de resultados obtenidos por métodos clésicos para entender el proble-
ma cuantico ha sido efectivo en algunos casos especiales donde la integrabilidad
clasica, presente en el problema de dos sitios, o cerca de la integrabilidad, pre-
sente en ciertos limites de los parametros, nos permite considerar cuantizacién
semicldsica de soluciones clésicas, ver por ejemplo [15, 34]. Cabe mencionar
que algunos autores han probado definir la localizacién en términos puramente
cuanticos. Por ejemplo, en cadenas con simetria traslacional, la ausencia de ei-
genestados localizados conduce a una definicién de localizacion en términos de
separacién de niveles de las energias mas bajas [14]. En el caso de cadenas sin
simetria traslacional se puede también estudiar eigenestados cudnticos localiza-
dos [16, 17]. Otra posible localizacién usa estados localizados en la aproximacién
de Hartree [35, 36].

Antes de presentar los resultados de la tesis, describimos dos dreas de aplica-
cion de la ecuaciéon DNLS y el porqué resulta su cuantizacion de especial interés
fisico.

La motivacion para el estudio de la presente tesis es la de obtener una nue-
va analogia cuadntica de la localizacion clasica considerando breathers clasicos
espacialmente localizados y estados cuanticos asociados.

La tesis propone la estrategia de estudiar la dindmica clasica de soluciones
espacialmente localizadas, enfocandonos en soluciones espacialmente localizadas
tipo breather, y examinar la evolucion cuantica de estados coherentes que co-
rresponden a las soluciones tipo breather cudntico, ver los articulos [37, 38| de
Martinez-Galicia y Panayotaros. En este estudio utilizamos estados coherentes
tipo Glauber [39, 40] y SU(f) [41], definidos en el capitulo 2. Estos estados
coherentes se parametrizan por el conjunto de puntos del espacio fase clasico.
La correspondencia es explicita, asi que cada punto del espacio fase clasico nos
da un estado cudntico a través de una férmula analitica.

Para cuantificar la persistencia de la localizacién se examiné la diferencia



entre el estado coherente evolucionado de la forma cuantica exacta, integrando
numéricamente la ecuacién de Schrédinger, y el estado coherente con pardame-
tros que evolucionan por dindmica clasica, es decir, se evaliia numéricamente
la distancia entre estados cudnticos exactos y estados coherentes evolucionados
clasicamente integrando numéricamente las ecuaciones de Hamilton, usando co-
mo condicién inicial estados coherentes Glauber y SU(f) que corresponden a
puntos en érbitas de tipo breather de la ecuacion DNLS y en la vencindad de
las mismas. Las soluciones tipo breather para la ecuacién DNLS y sus propie-
dades bésicas se revisan en el capitulo 1. El Hamiltoniano cudntico se define en
el capitulo 2 usando el formalismo de cuantizacién bosénica del Hamiltoniano
clasico en el espacio de Hilbert de niimero de ocupacién. El espacio de Hilbert
se descompone en los subespacios V,,, con n un nimero entero positivo, de di-
mension finita que crece rapidamente con n. Los subespacios V;, corresponden a
estados de n particulas o cuantos, ver capitulo 2, y son invariantes bajo la evo-
lucién cuantica de sistemas que son la cuantizacién de sistemas Hamiltonianos
con simetria de fase global, como la ecuacién DNLS. Esta propiedad facilita el
estudio numérico de la evolucién cuantica, por lo menos para cierto rango de n
(que depende del nimero de grados de libertad del sistema clésico). El uso de
las ecuaciones de Hamilton para los parametros de estados coherentes es una
“aproximacién clésica” de la evolucion cudntica que se ha propuesto y ha sido
usado por varios autores en varios contextos [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48], lo cual
discutimos mas adelante.

Para nuestro estudio numérico, en los capitulos 2, y 3, ver también [37, 38],
se consideraran cadenas (lattices) DNLS unidimensionales de 3 y 5 sitios. El
sistema de 3 sitios (trimero) es la cadena DNLS no integrable méds pequenia y su
dindmica clésica ha sido estudiada por varios autores [9, 18, 19, 20, 21, 22]. Se
considera el caso de los signos de los pardmetros de enfocamiento (focusing), con
las condiciones de frontera tipo Dirichlet (el andlogo discreto de las condiciones
Dirichlet). En el caso de enfocamiento podemos identificar breathers estables de
un pico que corresponden al extremo global de la energia para una potencia fija.
Estos breathers son ejemplos de soluciones espacialmente localizadas linealmente
y no linealmente (orbitalmente) estables que existen para un nimero arbitrario
de sitios. También estudiamos breathers de mas picos, en donde existen casos
linealmente estables e inestables [9]. En el caso de acoplamiento lineal pequeno,
la estabilidad de los breathers depende del nimero de picos y de sus signos
relativos, ver capitulo 3, asi que la estabilidad de los breathers examinados debe
ser valida para breathers del mismo perfil espacial en cadenas més grandes. Las
condiciones de frontera tipo Dirichlet restringen los breathers y permiten ciertas
simplificaciones e informaciéon mas precisa sobre el conjunto de los breather
[8, 9, 21], e.g se puede mostrar que todos los breathers son reales (médulo una
fase global). Otro resultado relevante es la continuacién global de los breathers
del limite lineal al limite sin acoplamiento lineal [8]. La evolucién cudntica de
los estados coherentes tipo SU(f) que corresponden a los breathers clésicos se
estudia para los subespacios de pocos cuantos, con n hasta ~ 10.

El primer resultado de este estudio numérico es la observacién de casos de
recurrencia de valores relativamente pequefios de la distancia normalizada D,



entre los estados obtenidos usando las dos reglas de evolucién cuantica y la de
evolucién clasica de los pardmetros del estado coherente. Los resultados se des-
criben en el capitulo 2, ver también [37, 38]. Esta recurrencia se observa para
las condiciones iniciales clasicas que estdn sobre y en la vecindad de breathers
linealmente estables y sugiere que la nocién de localizacién de estados coheren-
tes correspondientes a tales breathers es recurrente bajo la evolucién cuantica.
Para condiciones iniciales en la vecindad de los breathers inestables no vemos
recurrencias similares. Por el contrario, la distancia entre los estados coherentes
exactos y clasicamente evolucionados aumenta rapidamente y fluctia ligeramen-
te en torno a un promedio grande, sin recurrencia a valores significativamente
més pequeiios. En el caso de recurrencias a valores pequenos de D, los tiempos
de recurrencia dependen del niimero de cuantos. El fenémeno de recurrencia en
la vecindad del estado cuantico inicial es méas notorio para nimeros pequenos de
cuantos, donde los estados iniciales considerados son también una superposiciéon
de un ntmero mas pequeno de eigenestados.

La recurrencia de la distancia D,, entre las los estados cudnticos exactos y
aproximados se pueden explicar en una forma cuantitativa usando una expresion
analitica para dicha distancia en términos de la amplitud y frecuencia del breat-
her, los eigenvalores cuanticos y la proyeccién del estado coherente inicial a los
eigenestados cuanticos. La expresion y su derivacion se describen en el capitulo
3, Proposicién 3.2.1, ver también el articulo [49] de Martinez-Galicia y Panayo-
taros. La expresién es valida para orbitas clasicas breather, y demostramos que
también aproxima la distancia D, para trayectorias cldsicas que permanecen
cerca de Orbitas breather, ver Proposicion 3.2.2. Las cantidades que aparecen
en esta expresion son en general evaluadas numéricamente y explican algunas
de las caracteristicas de recurrencias a soluciones cercanas al estado inicial. En
algunos casos la expresion de la Proposicion 3.2.1 puede ser aproximada por
expresiones mas sencillas que permiten calcular de forma aproximada los tiem-
pos de recurrencia a valores pequenos de la diferencia D,,. Esto sucede cuando
el estado coherente que corresponde al breather tiene relativamente pocos com-
ponentes en los eigenestados cudnticos. En el capitulo 3 presentamos varios
ejemplos numéricos, y la dependencia en el nimero de cuantos n.

Consideramos que la expresién para D,, del capitulo 3 podria ser aproximada
analiticamente en algunos limites de los parametros del sistema, y posiblemente
generalizada a otro tipo de soluciones cléasicas. Estas posibles extensiones de la
tesis se discuten en las conclusiones del presente trabajo.

La idea de usar la evolucién clésica de los parametros de los estados coheren-
tes para aproximar la evolucion cudntica ha sido utilizada por varios autores, y
se ha argumentado en la literatura que esta aproximacién converge a la solucién
cuantica exacta en el limite de un gran nimero de cuantos y una no linealidad
débil [42, 43, 44, 45]. Este resultado no parece haber sido demostrado rigurosa-
mente. Sin embargo se sabe que la evolucion clésica de los estados coherentes
da soluciones exactas de la ecuaciéon de Schrodinger para sistemas lineales y
algunas clases de sistemas lineales forzados [39, 40]. Nuestro estudio considera
un régimen de parametros lejos de estos limites, en particular la DNLS en el
régimen de localizacién no lineal donde el acoplamiento lineal entre sitios es



pequeno (el limite anticontinuo” [50]).

Al mismo tiempo, las ecuaciones de Hamilton para los pardmetros del estado
coherente pueden derivarse del sistema cudntico usando un Ansatz variacional o
funcién de prueba [46, 47, 51], algo que examinamos en mas detalle en el Apéndi-
ce B para sistemas tipo DNLS. Los estados coherentes constituyen un conjunto
de funciones de prueba con pardmetros libres, y las ecuaciones de Hamilton
aparecen como la condicién necesaria para la minimizacién de un funcional que
se anula cuando la evolucién cuéantica es exacta. Este procedimiento no implica
que los estados coherentes evolucionados clasicamente esten cerca a los estados
exactos. En esta tesis obtenemos informacién cuantitativa sobre esta pregunta
para algunas soluciones clésicas especiales. Entonces, independientemente de la
motivacién original de estudiar andlogos de la nocién de localizacion, la aporta-
cién de nuestro trabajo es examinar la aproximacion por la evolucion clasica de
estados coherentes usando érbitas clasicas especificas, en particular las érbitas
periédicas tipo breather. En el régimen de parametros que hemos estudiado,
cuantificamos que la aproximaciéon no es en general buena, pero puede ser re-
currente a valores pequenos, algo que se puede utilizar para dar una nocién de
localizacién cuantica para algunos estados coherentes. Como se ve en los capitu-
los 2-3 nuestro formalismo se aplica directamente al régimen de no linealidad
débil de sistemas tipo DNLS, y otros los sistemas con simetria de fase global.
En este régimen uno puede estudiar la evolucién de D,, sobre soluciones tipo
breather, que en el limite lineal convergen a los modos normales. Una propuesta
que surge de la tesis es estudiar D,, y la validez del limite cldsico sobre orbitas
clasicas especificas, empezando con las érbitas tipo breather, ver discusion en
las conclusiones.

Al final de la tesis se ha incluido una serie de apéndices (A-D) en el que
se exponen elementos de la teoria de los estados coherentes Glauber y SU(f)
a manera de complementar los conceptos manejados en la presente tesis. Se ha
empezado por la descripcién tradicional de los estados coherentes Glauber hasta
su generalizacién y relacién con el grupo SU(f). La mayor parte de las ideas
sobre los estados coherentes SU(f) ha sido tomada de [46] y se han completado
las deducciones y demostraciones que se han considerado pertinentes a la tesis.



Capitulo 1

Ecuacion de Schrodinger no
lineal discreta (DNLS) y
soluciones tipo breather

La ecuacién de Schrédinger no lineal discreta (DNLS) es uno de los modelos
bédsicos que se utiliza para el estudio de cadenas (o lattices, por su nombre en
inglés) que han aparecido en recientes décadas en diversos contextos de la fisica
y la biologia y ha sido un tema de intensa investigacion. En términos simples,
esta ecuacién consiste de un conjunto de f osciladores anarménicos colocados en
cada sitio de la cadena, acoplados a través de interacciones dispersivas. Debido a
la no linealidad este sistema presenta un comportamiento dindmico interesante,
aunque complicado, para valores particulares de sus parametros.

En este capitulo resumimos la teoria basica de la ecuacion DNLS y de sus
soluciones tipo breather. Asi mismo de forma breve se considera la existencia y
estabilidad dindmica de las soluciones breather.

1.1. Formulacion hamiltoniana de la ecuaciéon
DNLS

Considere una cadena unidimensional de f sitios cuyas posiciones estan des-
critas en términos del indice j. Cada sitio j estd ocupado por un oscilador
anarmonico y su dindmica estd dada por la ecuacién de Schrodinger no lineal
cibica discreta (DNLS)

d’le . . 2

- = —i0 (Au); — 2iv|u; | uy, (1.1)
donde ¢ es la variable tiempo, u; € C es la amplitud compleja de cada oscilador
en el sitio j de la cadena, j € {1,..., f}, y 4 es un nimero real que representa



la constante de acoplamiento entre sitios vecinos. El signo de v determina la na-
turaleza de las interacciones interatéomicas. Estas son atractivas para ~ positiva,
mientras que son repulsivas para v negativa. Para § > 0, el primer caso corres-
ponde al asf llamado enfocamiento nolineal (6 > 0), mientras que el segundo
caso es llamado desenfocamiento (v < 0), [3] (esta nomenclatura se origina en
la éptica nonlineal). El caso v = 0 corresponde al caso lineal. El caso 6 = 0 es
frecuentemente llamado “limite anticontinuo” [50].
El Laplaciano discreto A esté definido por

uj+l+ujfl_2uja j:25"'7f_15
(Au)y = uz—2u1, (Au)y =up_1 —2uy, (1.2)

que es el andlogo discreto de las condiciones de frontera de Dirichlet aunque
otras condiciones son también posibles, por ejemplo condiciones periddicas

(Au); Ujpr +ujon —2uy, j=2,...,f—1,
(Au)l = Uj’+u2—2ul, (Au)f:ujul—Zuf—Ful, (1,3)

Para los fines de la presente tesis se necesita el andlogo cuantico de la ecua-
cién (1.1), por lo que un primer paso hacia dicha cuantizacién es la obtencién
del hamiltoniano clésico del sistema.

Las ecuaciones de Hamilton en R/, en términos de las coordenadas y mo-
mentos generalizados {g;, p;}, son [52]

da; _ OH

= 1.4
dt 3pj ( )
Y d 0H
i (1.5)
dt 8(]j
conj=1,2,..., fslendo (1.4) y (1.5) un sistema de 2f ecuaciones diferenciales,

llamado sistema hamiltoniano, y H = H(q1,p1,...,qf,ps) denota el Hamilto-
niano correspondiente del sistema.

Considere la variable u;, j = 1,2,..., f y su complejo conjugado
uj =5 (qj +1ipj), uj= @ (g5 —ip;), (1.6)

con las ecuaciones inversas dadas por

v2

(uj—|—u;), D :—i‘/T5 (uj—u*), (1.7)

qJ: J

2
es decir, u;(q;,p;) vy uj(gj, pj)- Entonces, por la regla de la cadena,

-7 - = 1.8
ou;  0q; Qui ~ Opj Ouj 2 (1.8)

0H 8H%+8H8pj B V2 (%—de&)
dt dt )’
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donde se han usado las ecuaciones (1.4)-(1.2). Por otro lado,

du; _ du; dg; %@ﬁ(@ﬂ-@), (1.9)

dt — dq; dt ' 9p; dt 2 \at ' dt

Comparando (1.8) y (1.9) se obtiene finalmente la forma compleja de las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a las ecuaciones de movimiento (1.4)-(1.5),
d’LLj . 8H
ke R
dt ouj ’

con j=1,...,f, (1.10)

en términos de las variables complejas u; y uj, la cual es aplicable a cualquier

sistema Hamiltoniano. El espacio fase R?/ se identifica con el espacio fase com-
plejo C7.

Definicién 1.1.1 Se define el corchete de Poisson, {A, B}, A,B : R?/ — R,
como una funcion de las coordenadas y momentos, q; y pj con j = 1,...,f,
dada por

f
{A,B}:ZaAaB 0A 0B (1.11)

=1 8(]j 3pj 3pj 8(]j'

Usando el corchete de Poisson, la derivada temporal de cualquier funciéon A
de las coordenadas y momentos e independiente explicitamente del tiempo, eva-
luada a lo largo de una solucién (qi(t), pi(t), ..., qs(t), ps(t)) de las ecuaciones
de Hamilton (1.4) y (1.5) satisface

dA g~ (0Ady | 0Adp
. dq; dt ~ Op; di

j=1
s (Qaom_oaoiy
=1 8(]j 3pj 3pj 8(]j
= {A H). (1.12)

En particular, si {A, H} = 0, entonces la cantidad A es una constante (o inte-
gral) de movimiento.
Usando las ecuaciones (1.6) y la regla de la cadena se tiene, en general, para

una funcién f(ql,pl, cey qf,pf), que

o orow  orou a(of o
opj  Ouy Op; du’ Op; ' duj  Ouy |’
_ ou*
of  _ 3_f%+3_f*i:@ or L o1 (1.13)
Jq; Ouj dq; — Ouj Og, 2 \Ou;  Ouj

de donde el corchete de Poisson es

i 9A 04\ (0B 0B
A =iy (oA, 04) (9B 0B

4B =32 <auj+au;> (auj m;)
1

Jj=1

(04 _0a\ (0B 0B
Ou; au; Ou;  Ou’

J

)



que reduciendo algebraicamente se obtiene finalmente que el corchete de Poisson
en las variables complejas u; y uj se puede escribir como,

;
<8A OB  0A 8B> 114)

(ABy=id | omer — o
; ouy Ouj  Ouj Ouj
Por célculo directo tenemos que

{w, um}t = {uj,upn} =0y A{w,up} = idm  Vlm

con d;, la delta de Kronocker, lo que asegura que u; y uj sean variables can6ni-
cas.

De acuerdo con las ecuaciones anteriores, el sistema (1.1) es equivalente
a la ecuacién de Hamilton (1.10), donde el hamiltoniano H correspondiente
estd dado por,

f-1 f
H=—=0 Y |ujer —ui* + [ual® + ug* |+ sl (1.15)
j=1 j=1
o bien de forma,
f f-1 f
H=-20|uj* + 0> (wjsru] +ujuy ) +7 > Jugl’, (1.16)
j=1 j=1 j=1

que puede ser verificado por derivacién parcial directa y considerando |u;|* =
ujug.

El Hamiltoniano propuesto es independiente del tiempo, {H,H} = 0, de
donde se tiene que H es una constante de movimiento (cantidad conservada),
siendo esta constante la energia del sistema.

La otra cantidad conservada del sistema (1.1) es

;
P=>|ul (1.17)
=1

la “potencia” o “masa” en diferentes contextos fisicos como la éptica. La con-
servacién de P es una consequencia del hecho que el Hamiltoniano es invariante

bajo el cambio de fase global u; — e¢®w;, j =1,..., f o (simetria S* global) de
H.

Proposicién 1.1.2 Si el Hamiltoniano H : C/ — R de un sistema es inva-
riante bajo el cambio u; — ewuj con 6 € R arbitrario, Vj = 1,..., f, entonces

—_ 3/ 2 L
P =351 |uj? es una constante de movimiento.
Demostracion. Para ver esto, se tiene, de acuerdo a (1.15), que

H(uje™, eiieu;) = H(uj,uj),v0 € R. (1.18)
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Por otro lado, se tiene que u;(#) = eu;(0), j = 1,..., f satisface la ecuacién

A T

ji=1,...,f, (1.19)

que es la ecuaciéon de Hamilton para el “tiempo” 6, con “Hamiltoniano” —P.
Entonces, de (1.12), H(uje', e~"u?), el Hamiltoniano H a lo largo de las tra-
jectorias u;(0) = eu;(0), j =1,..., f debe satisfacer

C%H(ujew, eiigu;) =—{H, P}(ujew, eiieu;),
para cada 0 € R, y cada u € C/. Entonces, {H, P} se anula en todo C’. O

Un sistema Hamiltoniano con f grados de libertad es integrable si existen f
constantes de movimiento independientes y en involucién [52]. Los casos f =1
(monémero) y f = 2 (dimero) son integrables debido a la existencia de las
cantidades conservadas en involucién H y P. En el trimero f = 3, y en general
f >3, no se conocen otras primeras integrales [19].

1.2. Soluciones tipo breather de ecuaciones DNLS
Una solucién breather de (1.1) es una solucién periédica temporal de la forma
uj = e A, (1.20)

con w real, y A= [A1,...,Af] € C/ independiente del tiempo ¢.

Revisamos algunas propiedades bésicas de las soluciones tipo breather. Pri-
mero, para calcular las soluciones de tipo breather sustituimos el ansatz (1.20)
en (1.1) del que se obtiene un sistema de ecuaciones algebraico no lineal para
Ajy w,

—wA;j = =5 (AA); - A P4y, =1, ] (1.21)

junto con la condicién,
f
P=>[4;]>=C, (1.22)
j=1

para un valor fijo de C. Este es un sistema de 2 f +1 ecuaciones reales para 2 f+1
variables, reales, las A; (sus partes real e imaginaria), y w. El sistema puede
ser resuelto en algunos casos de manera analitica [2] y en general, de manera
numérica. Otra variante de este célculo es resolver el sistema (1.21) para las A;
con w dado. En este caso la potencia (1.22) del breather no es conocida a-priori.

Revisamos enseguida algunos resultados de la literatura sobre la existencia
de soluciones tipo breather. Notemos primero que si A es una solucién de (1.21)
también lo es €’? A, para algiin ¢ € R independiente de j. Se puede demostrar
[21] que en el caso de condiciones de frontera tipo Dirichlet dadas por (1.3)
todas las soluciones de (1.21) son reales, médulo una fase global. En este caso
el sistema (1.21) y (1.22) se reduce a un sistema de f + 1 ecuaciones para las
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f+1 incognitas A; y w. La condiciones de frontera periédicas (1.3) conducen a
soluciones breather complejas que no son reales médulo una fase global, ver [53].
Se considera entonces que las condiciones tipo Dirichlet simplifican el calculo
de los breathers, y permiten una clasificacion mas completa de estas soluciones
y sus bifurcaciones conforme cambian los parametros del sistema. Ademds se
ve que las condiciones de frontera afectan la dinamica, y se puede esperar que
también conduzcan a una dindmica cudntica no equivalente.

Las soluciones tipo breather son érbitas periédicas de las ecuaciones de evo-
lucién (1.1) que coinciden con érbitas de la accién (0, u) — eu del cambio de
fase global, que ademads es una simetria del sistema. Este tipo de soluciones se
llaman equilibrios relativos de simetria S* global.

Esta propiedad geométrica de los breathers esta relacionada con el hecho de
que la ecuacién (1.21) es equivalente a

wVP=VH,

donde V es el gradiente en R?f y H, P son expresadas en la variables reales q;,
pj,i=1,...,f,de (1.6),, ver e.g. [9]. Entonces los breathers son puntos criticos
del Hamiltoniano H sobre las hipersuperficies P = C, C' > 0, que son esferas de
radio C' de dimensién 2f — 1 en R?/| w es el multiplicador de Lagrange. Dado
que H es un polinomio en las variables g;, p;, y por lo tanto es una funcién
continuamente diferenciable, tenemos que para cada potencia C' > 0 existen por
lo menos dos soluciones tipo breather, correspondientes al minimo y méaximo
global de H, respectivamente. La importancia de estas dérbitas es que son en
general nonlinealmente estables. La estabilidad de los breathers se considera en
la siguiente seccion.

La simetria de fase global implica también que la ecuacién DNLS en cada
conjunto S¢ C C/ de los puntos u con P(u) = C, C > 0, se puede reducir a
una ecuacién en el conjunto S¢/S* que se obtiene al identificar los puntos de
cada 6rbita de la accién de fase global [9]. Es decir, dos puntos u, v de S¢ se
identifican si u = e'v para algiin 6 real. El conjunto que se obtiene es conocido
como espacio proyectivo complejo CP/~1. En esta construccién los breathers son
puntos fijos del sistema reducido [9]. Los breathers pueden entonces ser pensados
como las soluciones no triviales més simples del sistema DNLS. Ademads, segin
un resultado de la topologia, una funcién continuamente diferenciable en CP/~1
tiene por los menos f puntos criticos. Entonces para cada C > 0, (1.21), (1.22)
tiene por lo menos f soluciones [9].

El estudio de los breathers es un punto de partida para estudios mas deta-
llados de la dindmica de las ecuaciones DNLS, véase [9, 19, 22] para estudios en
cadenas de f = 3 sitios. En [54] se estudian también la bifurcacién de soluciones
tipo onda viajera de ciertas soluciones tipo breather para cadenas DNLS pe-
riddicas. Las energias de los breathers son las tinicas en donde la hipersuperficie
de energia con potencia fija puede cambiar su topologia, por ejemplo desde un
conjunto disconexo a uno conexo. En [9] se argumenta que esto puede ocurrir
en la energia de ciertos breathers inestables de dos picos que son considerados
en el problema cuantico estudiado. El cambio a una hipersuperficie de energia
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conexa podria favorecer la dispersién de energia a mas sitios, sin embargo, un
estudio més detallado de la dindmica en la vecindad de esos breathers para el
caso de tres sitios sugirié que la propagacion de la energia a toda la cadena ne-
cesita energias que estan bastante lejos de la energia del breather de dos picos.
El mismo estudio también mostré recurrencias en la vecindad de la configu-
raciéon del breather de dos picos inestable, ver [9]. Estas ideas sobre el papel
de los breathers de dos picos requieren méas estudio y deberian ser relevantes
para cadenas mas grandes. En el presente estudio, los breathers de dos picos
son interesantes como ejemplos de una solucién inestable cuya dindmica local y
recurrencias estan relativamente bien estudiadas.

Observaciéon 1.2.1 Las nociones que surgen de la definicion de los breathers
para sistemas DNLS son aplicables a sistemas Hamiltonianos generales con si-
metria S*. Sistemas de este tipo surgen en muchos contextos, e.g. como formas
normales después de promediacion, en el estudio de sistemas de osciladores
armonicos acoplados con resonancias. Temas como la reduccion productivo com-
plejo CP/=1, coordenadas y puntos fijos en CP/~1 han sido estudiados extensi-
vamente en la mecdnica celeste, ver e.g. [55, 56]. La aplicabilidad mas amplia
de las nociones relacionadas a los breathers significa también que el formalis-
mo cudntico que se presenta en el siguiente capitulo puede tener aplicaciones a
sistemas mds generales.

1.3. Soluciones breather con localizacién espa-
cial

Aunque hay resultados de existencia tedrica de soluciones tipo breather para
valores amplios de § y 7, estos no producen formas sisteméaticas para aproximar
las soluciones breather. Existen sin embargo dos limites, el limite lineal v = 0,
y el limite “anticontinuo” d = 0, en donde la construccién de las soluciones tipo
breather se simplifica y son importantes también en varios contextos. En esta
subseccién nos interesa especialmente el limite anticontinuo 6 = 0 y su vecindad,
|6] << 1, porque nos permite definir de una manera natural soluciones tipo
breather espacialmente localizadas.

Notamos que en el caso lineal ¥ = 0 de la DNLS (1.1), la ecuacién para los
breathers (1.21) se reduce a la ecuacién para los eigenvectores y eigenvalores de
la segunda derivada discretizada A. Estas soluciones son los modos normales
lineales del problema lineal y se pueden calcular explicitamente. Claramente
los modos normales lineales son entonces ejemplos de soluciones tipo breather.
Ademss, en el caso de (1.1), los modos normales lineales se pueden continuar a
soluciones tipo breather para el sistema con v # 0 [§]. La continuacién de los
modos normales lineales es especialmente interesante para el estudio de sistemas
débilmente nolineales, e.g. con || << 1.

En el limite § = 0, v # 0, la ecuacién DNLS (1.1) se vuelve un sistema de
osciladores anarménicos desacoplados. Las cantidades |u;|?, j = 1,..., f, son
cantidades conservadas y el sistema es integrable. Las soluciones tipo breather
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son de la forma

Vg€ paraneU

— 2

An = { 0 paran € U° (1.23)
donde w > 0, U un subconjunto de {1, ..., f} (conjunto de sitios activos), y U®
el complemento de U en {1,..., f}. Los ¢, € R son arbitrarios.

Podemos llamar esta soluciéon un breather de k—picos, donde & es el niimero
de elementos de U. En (1.23) hemos resuelto (1.21) con w dado. La siguiente
proposicién garantiza la existencia de soluciones reales de (1.21) para § en la
vecindad de § = 0 donde w permanece fijo.

Proposicién 1.3.1 Considere una solucidn A(0) de la ecuacion (1.21) con § =
0 que tiene la forma (1.28) con ¢, =0 o w, ¥n € U. Entonces existe un 61 tal
que para |8] < &1 la ecuacion (1.21), restringida a R?/ | tiene una inica solucién
real A(8) € RY que satisface A(5) — A(0). Ademds A(S) es una funcion analitica
real en § de (—61,01) a RS,

La demostracién de la proposicién (1.3.1) se debe a R. S. Mackay y S. Au-
bry [7, 50], ver generalizaciones en [57, 58], e.g. para cadenas infinitas. Existe
también una versién semejante en donde fijamos la potencia P = C [21]. En
este caso, la amplitud del breather en el caso § = 0 depende de C, de k y del
nimero de elementos de U.

De [21] todas las soluciones tipo breather de (1.1) son reales médulo cambio
de una fase global, asf que la restriccién de (1.21) a A € R?/ no da todos los
breathers posibles cerca de 6 = 0.

La proposicién anterior implica también que cada breather de k—picos del
limite § = 0 se continda inicamente a un breather del caso ¢ # 0, suponiendo |4|
suficientemente pequeno. Ademads, estos breathers tienen amplitud |4, = O(9)
en los sitios j € U, y |A;] = w/2+ O(d) en los sitios j € U. Esto nos permite
hablar de localizacién espacial en los sitios del conjunto U en una forma precisa.

En general §; depende de A(0), U, y w. La analiticidad implica que para |J|
pequeno los breathers pueden ser obtenidos a partir de un ansatz dado en serie
de potencias por

An(0) = Apo+6An1 + 62 A0+ ... (1.24)

y empatando las potencias de d. El término A, ¢ esta dado por (1.23) [59].

Para || més grande la nocién de localizacién es menos precisa. Ademds au-
mentando || se observan varias bifurcaciones tipo fold y pitchfork, i.e. la fusién
y desaparicién de varias ramas de breathers con diferentes nimeros de picos
[21]. Existen sin embargo ramas que persisten, como las que son continuacién
de un breather de un pico.

1.4. Estabilidad lineal de las soluciones tipo brea-
ther

El analisis de estabilidad lineal de las soluciones breather puede ser realizada
al introducir una perturbacién a las soluciones (1.20) de (1.1) y considerando la
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ecuacion variacional.

Se demuestra primero que para el caso de soluciones tipo breather, la ecua-
cién variacional se reduce a un sistema auténomo. Para simplificar la notacién
consideramos (1.1) con v = 1. (El caso general se puede obtener de este caso
especial a traves de re-escalamientos.)

Considere entonces una perturbacién arbitraria e “!R; = e ! R;(t) a la
solucién tipo breather A4;(t) = e=™*A; (A; independiente de tiempo t) de la
ecuacién (1.1). Entonces sustituyendo

u; = e A + Ry), (1.25)
j=1...,f en laecuacién (1.1),
W~ —i5 (au); — 20 P,
se obtiene
dr; . . . 2
w4+ Ry) = —id(A(A+ R)); — 204 + B[T(4; + Ry), - (1.26)

con (Aw)j, j=1,..., f definido en (B.27) (condiciones de frontera tipo Dirich-
let). Reacomodando términos se tiene,

dR; . . .
d—tJ —iw (A; + Rj) = —id ((AA);) — 21|Aj|2Aj
— i6(AR);
— 2iR;|A;1* — 2i (A; R} + R; A} + |R;|*) (A; + Ry),

(1.27)

para j =1,..., f. De la ecuacién (1.21) para soluciones tipo breather (1.27) se
reduce a

dR;

— —wR; = —id(AR); - 2iR;|A;|* — 2i (A;R} + R; A + |R;|?) (A; + R;)
= —i6 (AR); —2i (2|4,]*R; + A}R;)
—2i (24;|R; > + R3A; + |R;|1*R;) . (1.28)
Considerando el caso A; real para cada j = 1,..., f se tiene que (1.28) se

puede escribir como,

% —iwR; = —i6 (AR), — 2iA% (2R; + R}) + O (2), (1.29)
donde O(2) denota términos cuadriticos en R;, R;. Entonces la linealizacién
resulta en un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales linealizadas para la
perturbacién R;.

La eliminacién de factores que dependen explicitamente en el tiempo en la
ecuacién variacional se observa para soluciones tipo breather arbitrarias, e.g. con
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condiciones de frontera periédicas. Aqui hemos simplificado la ecuacién usando
el hecho que las condiciones tipo Dirichlet implican soluciones breather reales
[21].

Considerando R; = a; + i3; y sustituyendo en (1.29) se obtiene,

do
dp;
d_tJ = waj —0(Aa); — GA?aj, (1.30)

paraj=1,..., f. ~
Considere & = (a1, aa, . . .,af)T y 8= (51,02, 6f)T, la matriz wly con
I la matriz unitaria de f x f, la matriz diagonal

A2 0 - 0
R 0 A2 ... 0
[D (AQ)] S . (1.31)
0 0 A7
y la matriz (f x f) M dada por,
-2 1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0
M = 0 1 -2 1 0 O (1.32)
o o o0 0 -+ 1 =2

Entonces las ecuaciones (1.30) pueden ser reescritas en forma matricial como,

dz

== Lz (1.33)
donde r
2= (@5)
i 0 —wl; + 2[D(A?)] + 6M
~\ wilj —6[D(A?)] — M 0 ’

y 0 es una matriz f x f con entradas cero. Notamos que L es una matriz
Hamiltoniana, es decir de la forma J.S, donde J es la matriz 2 f x 2f simpléctica

0 I
= ( ~I; 0 ) ’
y S una matriz simétrica.

La estabilidad lineal del breather se determina por los eigenvalores \; de la
matriz L y se obtienen numéricamente. En nuestro estudio hemos utilizado el
paquete Mathematica y Maple.
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La condiciéon de estabilidad lineal de las soluciones breather es que to-
dos los eigenvalores \; tengan parte real menor o igual a cero. De otra for-
ma las soluciones son linealmente inestables. Notamos ademés que la ecuacion
det (L — A1) = 0 se reduce a

det ((—wlf +2D(A%) + 5M) (wff — 6D(A?) — 5M) - XZI,») =0. (1.34)

La estabilidad ocurre si todas las A? son nimeros reales y negativos, lo que
origina que las \;’s sean numeros imaginarios puros. Una condicién suficiente
para la inestabilidad es que al menos un A? no sea real y negativo, dando una
raiz A\; que tiene partes reales positivas [2].

Ademas de la nocién de estabilidad, se puede considerar la estabilidad or-
bital, que es la permanencia en una vecindad de la érbita breather para todo
tiempo. Resultados de estabilidad se pueden obtener para breathers que son
extremos locales del Hamiltoniano H sobre P = C. Este analisis se puede hacer
en el espacio reducido CP/~!, examinando el Hessiano del Hamiltoniano del
sistema reducido [9]

Un caso importante de extremos locales son los breathers de un pico, para
~vd > 0 (caso focusing) y 0 suficiente cerca de § = 0 [9]. En el caso § < 0 estos
breathers son minimos locales. También se puede identificar el méaximo global,
que corresponde a un breather cercano al perfil del modo normal mas alto de
problema lineal. Breathers de mas picos no son extremos locales, y no tenemos
informacién sobre su estabilidad orbital. En el capitulo 3 usamos una nocién de
estabilidad orbital para tiempo finito, que corresponde a la observacién numérica
de trajectorias que permanecen en la vecindad de breathers linealmente estables
para tiempos largos. Estas trayectorias no corresponden a extremos locales de
H para P = C, y por lo tanto no podemos asegurar que permanezcan cerca de
la orbita del breather para todo tiempo.

1.5. Algunas soluciones breather

El sistema algebraico de ecuaciones no lineal (1.21), junto con la ecuacién
de potencia (1.22), puede ser resuelto para encontrar las A; y la frecuencia
w correspondiente, de manera numérica aunque se conocen algunas soluciones
analiticas que se pueden deducir de manera mas o menos directa. En lo que sigue
se ha considerado P =1 y se ha utilizado el método de Newton para resolver el
sistema (1.21)-(1.22). También hemos ultimado la implementacién del paquete
Mathematica.

Por mencionar, para una lattice de 3 sitios, una solucién analitica a A =
[A1, Ag, A3] para el breather u = e~ A es
A= 4,=0,4 ! 1 - 25 (1.35)
= —, = y = —, w = — .
1 72 2 3 NG

mientras que para una lattice de 5 sitios, algunas soluciones analiticas para
A =[Ay, A, As, Ay, As] son las siguientes
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1'Al:_%aA2:05A3:%;A4:0;A5:_%aw:_25+%
2'Al:%5142:%aA3:05A4:_%;A5:_%;w:_5+%
3'Al:_%aAQZ%;A3:0;A4:_%5A5:%;w:_35+%

1A= VT VI 0, Ay = R0V,
A4 = —AQ, A5 = —Al, w=1 —25

Algunas otras soluciones analiticas de tipo breather se pueden encontrar en
[2]. Por otro lado, para soluciones numéricas de tipo breather, en el caso de la
presente tesis, se han considerado cadenas de 3 y 5 sitios, con potencia P =1y
una constante de acoplamiento § = 0.3. Como ya se menciond, el sistema alge-
braico (1.21)-(1.22) se ha resuelto utilizando el software Mathematica, asi como
Maple y Newton-Raphson.

Por ejemplo, para 3 sitios algunas soluciones numéricas de breather estables,
clasificados de acuerdo con los criterios que se mencionaron lineas arriba, son
por ejemplo,

1. A; = 0.550259, Ay = 0.628037, A3 = 0.550259, w = —0.336834,
2. Ay = 0.149791, Ay = 0.977305, A3 = 0.149791, w = 1.40221,
3. Ay = 0.707107, Ay = 0, A3 = 0.707107, w = 0.4,

mientras que para el caso de 5 sitios podemos mencionar los siguientes breather
estables,

1. A; = 0.381608, A, = —0.480558, A3 = 0.49687, Ay = —0.480558, A5 =
0.381608, w = —0.686541,

2. Ay = 0.0230719, A2 = 0.153576, A3 = 0.975584, Ay = 0.153576, A5 =
0.0230719, w = 1.39798.
Las amplitudes u; = Aje”™" con j = 1,...,5 para los casos anteriores de
cinco sitios, (1) y (2), se encuentran representados en las Figuras 3.13 y 3.18

respectivamente.
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Capitulo 2

Cuantizacién bosoénica de la
ecuacion DNLS y evolucién
clasica de estados
coherentes.

Los breather cldsicos son un fenémeno que esta relativamente bien entendi-
do, sin embargo una gran atencién ha sido puesta para definir un equivalente
cuantico. En este capitulo describimos y examinamos una nueva propuesta de
analogos cuanticos de las soluciones tipo breather de las ecuaciones que se basa
en los estados coherentes [37, 38].

Definimos primero en la seccién 2.1 la cuantizacion del sistema DNLS, usan-
do el formalismo de cuantizacién bosénica [14, 23, 48]. El Hamiltoniano cldsico
H del sistema DNLS se usa para definir un operador autoadjunto H en el espa-
cio de Hilbert V' que definimos, ademés se postula la evolucién cuantica segin
la ecuacién de Schrodinger para el operador H. En la seccién 2.2 se introducen
los estados coherentes tipo Glauber y SU(f) [39, 40, 43, 44, 46], un conjunto
de estados cudnticos (elementos de V') indizados por los puntos del espacio fa-
se clasico de las ecuaciones DNLS. El uso de estos estados nos permite definir
estados andlogos a los breathers clésicos del sistema DNLS. También definimos
la evolucién “clasica” (o “semicldsica”) de los estados coherentes, una regla de
evolucién que en algunos limites puede aproximar la evolucién cuantica. La evo-
lucién clasica de los estados coherentes se motiva por un Ansatz variacional que
se describe en el Apéndice B. Algunos aspectos adicionales de la teoria de los
estados coherentes se presentan en el Apéndice A. En la seccién 2.3 compara-
mos numéricamente la evolucién clasica y cudntica de condiciones iniciales que
son estados coherentes que corresponden a puntos en 6rbitas tipo breather y su
vecindad. Presentamos un resumen de los resultados numéricos y las principales
observaciones, que también describimos en nuestras publicaciones [37, 38].
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2.1. Cuantizacion bosonica de la ecuaciéon DNLS

Para definir una versién cuantica del sistema hamiltoniano clasico, dado por
(1.15) en el espacio fase clasico C/, seguimos las reglas de cuantizacién bosénicas,
ver por ejemplo [14, 23, 48].

Especificamente, considere a V' como el espacio complejo de Hilbert generado
por la base con elementos |ni,ng,...,nys), donde ni,...,ny > 0, que ademas
satisfacen la condicién de ortonormalidad

(mi,...,mgln1,...,nf) = Omyny -+ Omynys (2.1)

donde (a|b) denota el producto interno hermitiano entre dos elementos a, b de
V', ¥ 8min,, la delta de Kronecker, satisface 0; j =0sii# jy d;; =1si1=j.

El vector |nq,ng,...,ny) representa un estado con n; particulas (“cuantos”
0 “bosones”) en el sitio j, 7 = 1,..., f. En general el sistema se encuentra en
una superposicién de estos estados. El conjunto de los estados |n1,ne, ..., ny),
con ni,...,ny > 0, se conoce como base de nimero de ocupacion.

En el segundo paso de la definicién para la cuantizaciéon bosénica, las va-
riables canénicas complejas uj y uj, j =1,..., f, que aparecen en la ecuacién

(1.1), se mapean a los operadores de creacidon y aniquilacidn bosénicos, B; and
Bj, 7 = 1,..., f respectivamente, definidos por su efecto en los vectores base

por

B;|n1,n2,...,nj,...,nf> = /nj+1ni,ne,...,n;+1,...,n),
Bjlni,na,...,nj,...,ng) = JAj|lni,ne,....,n;—1,...,n5), sin; >0,
Bjni,ng,...,0,...,nf) = O0lni,ne,...,0,...,np) =0. (2.2)

Notamos que la definicién (2.2) implica la relacién de conmutacién para los
operadores B; y B; dada por,

[Bi, Bi] = BiB! — BIB; =4, (2.3)

donde §; ; es la delta de Kronecker.
El Hamiltoniano cldsico H de (1.15), que es una funcién real de las variables
uj yuj, j=1,..., f, se mapea a un operador autoadunto H en V', sustituyendo

los u} y u; cldsicos en H por los operadores B; y Bj respectivamente. Un ope-

rador autoadjunto H (operador Hamiltoniano cuantico) que se obtiene de esta
forma es una “cuantizaciéon” bosénica del Hamiltoniano clasico H. Recordamos
que un operador lineal A : V — V es autoadjunto si y solo si se cumple que
(Aalb) = (a|Ab), para cada a, ben V.

La condicién de que H sea autoadjunto es uno de los postulados de la mecéni-
ca cuantica, y estd relacionado con el postulado de la regla de evolucién cuantica
(ecuacién de Schrodinger) que describimos més adelante. Por otro lado, dado que
el producto de los operadores cuanticos de creacién y aniquilacion no es conmu-
tativo, la cuantizacién de un hamiltoniano cldsico H por la sustitucién arriba no
resulta en general en un operador unico. Por ejemplo, sea f =1 sitio, u* = uj,
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u = uy, el hamiltoniano clasico H = uu* + (u)*u* + (u*)?u en C, y los operado-
res de creacién y aniquilacion Bt = BI, B =B. Claramente, tenemos también
H = u*u + u*(u)? + u(u*)? y otras maneras equivalentes de escribir H. Los
operadores que cuantizan H incluyen los operadores BB + (B)2B' + (B)2B,
B'B + Bf(B)?2 + B(B")? y otros que son a-priori distintos. Existen diferen-
tes formas sistematicas para ordenar los operadores de creacién y aniquilacion
que resultan en operadores autoadjuntos, ver e.g. [14, 23, 48]. En general estos
operadores son distintos, tienen por ejemplo diferentes espectros. (Una nocién
relevante para comparar operadores es la similitud por operador unitario). Los
axiomas de la mecénica cuantica no incluyen una regla para ordenar los operado-
res y el ordenamiento fisicamente relevante se tiene que determinar a-posteriori
en cada caso de los datos experimentales.

En este trabajo usaremos las convenciones de [10, 60], cuantizando la fun-
ciones que aparecen en (1.15) como

1/ avn .
|U’J|2 - 5( ;BJ+BJ ;)’
1/ 2rwas o A AL A AL A AL A A A
4
lus|* — g( 1 B]B; B; + BIB; B} B; + B] B; B; B]
+ B;BIB;B! + B;B;BIB! + B;B!B!B; ), (2.4)

en donde antes de cuantizar se han considerado los promedios de todos los
ordenamientos de u; y uj que corresponden a luj|? y |uj|*, asf por ejemplo,
luj? = ujui — %(u}‘uj + ujuy). Notese que esta forma de promedio hace que
los operadores cudnticos correspondientes a |u;|? y |uj|* sean hermiticos.

Utilizando el conmutador (2.3) la cuantizacién de |u;|? se puede reescribir
como, |uj|2 — % (B;BJ + BJB;) = % (B;BJ + 1 + B;BJ) = % (2B;BJ + 1),
esto es,

1
lu;|> — BIB;+ 5 (2.5)
De forma andloga, el conmutador (2.3) puede ser utilizado para reordenar ca-
da uno de los seis sumandos cuantizados del promedio de |uj|4, por ejemplo,
B!B;B;B! = BIB;(1+ BIB;) = BIB; + B! B; B! B; y procediendo de manera
semejante con el resto de los términos el operador cudntico correspondiente a
|uj|* se reduce a

1
P B}BjB;Bj+B;Bj+§. (2.6)
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Sustituyendo en ec. (1.15) se tiene el hamiltoniano cuantizado,

/-1
= = (Z [B;HBJ'H +B]B; = B]Bj1 — BBl +1
j=1

+ B]Bi+B}B;+ 1)

;
1
+ > (B}BjB}Bj +BIB; + 5) . (2.7)

j=1

Reacomodando términos H puede ser escrito finalmente como,

! ! !
H=(1-25)> BIB;j+> BIB;BIB;+6) (B;BjJrl + BjB}H) , (2.8)

j=1 j=1 j=1

donde el término constante que se origina representa un desplazamiento en el
espectro de energias, por lo que puede ser anexado al Hamiltoniano y por lo
tanto sera omitido en el calculo que sigue.

El efecto de ordenar de diferentes formas los operadores en este problema
se considera brevemente en [48]. Notamos también que el Hamiltoniano cldsico
H de (1.15) se puede escribir usando diferentes coordenadas candnicas, e.g. las
variables g;, p; del capitulo anterior, o las variables de modos normales, etc. En
cada caso, uno puede definir cuantizaciones que también pueden dar operadores
distintos. El efecto de las diferentes cuantizaciones no se ha considerado en esta
tesis, y se puede examinar en el futuro.

Dado el operador Hamiltoniano cuantico H , la dindmica del sistema cuantico
es descrita por la ecuacion de Schridinger [61]

O|v(t))
ot

donde se ha considerado i = 1 y cuya solucién formal, para H independiente
del tiempo t, es

= H|U(t)), (2.9)

1

U (1)) = e W(0)), (2.10)

con |¥(0)) el estado inicial.

La forma general (2.9) de la ecuacién de evolucién, con H autoadjunto, es
otro postulado bésico de la mecdnica cudntica. La propiedad H autoadjunto
implica que el operador e~ *#* es unitario y que entonces las soluciones |¥(t))
de la ecuacién de Schrodinger satisfacen (U(¢)|U(t)) = (¥(0)|¥(0)), para cada t
real. (En la fisica se postula también estados normalizados, i. e. (¥(0)[¥(0)) =
1.)

Sea V,, n > 0, el subespacio complejo de estados de V generado por el
conjunto de elementos

{In1,...,np) €V:ini+---+ny=n}. (2.11)
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La dimensién p del subespacio V,, es el nimero de formas en que n cuantos
(bosones) pueden ser colocados en una cadena de f sitios, esto es,

. (n+f—-1)!
=dimV, = ——————. 2.12
b= (f —Dn! (2.12)
V.. se refiere al subespacio de n cuantos (o bosones o particulas). El subespacio
Vo es generado por el estado [0, ...,0) (el “vacio”).

Una propiedad importante del operador H de (2.8) es que deja invariantes
los subsepacios V,,, n > 0, y que entonces conmuta con el operador de “ntiimero
de cuantos” (o “ndmero de particulas”) N definido por

;
N=> BB (2.13)
j=1

Observamos que
Nlng,...,ng) = (n1+...4+nyp)|n1,...,ng),

entonces los subespacios V,, son invariantes bajo N , ademds si |a) € V,, te-
nemos N|a) = n|a). Entonces el subespacio V,,, n > 0, es también el espacio
de eigenfunciones de N con eigenvalor n. Notamos que el operador N es una
cuantizacién de la potencia P del capitulo anterior

Ademas, el hecho de que H deja invariante los subespacios V,,, n > 0, im-
plica que los V;,, son invariantes bajo la evolucién de la ecuacién de Schrodinger
correspondiente. Esta observacién nos permite estudiar la evolucién cuantica
en los subespacios V,,, que son de dimension finita. El crecimiento rapido de la
dimensién de V;, con n y f hace este estudio menos factible para n y f grandes.

Para examinar la evoluciéon cudntica en los subespacios V;,, n > 0, usamos
la notacion

|B) = > ax|Ty), (2.14)
k=1

donde |®) es un elemento arbitrario de V;, y los |¥) denotan los p elementos del
conjunto de los elementos de la base de niimero de ocupacién que pertenecen
a Vi, (2.11), esto es, {|Ux) : £ = 1,2,...,p} = {|n1,ne,....n5) € V : nq +
na+...+ny =n}. Esta notacién supone también una forma para enumerar los
elementos de la base de niimero de ocupaciéon que pertenecen a V,, e.g. el orden
lexicografico u otros.

Asi por ejemplo, para f = 3 sitios de la cadena y n = 2 bosones se obtienen
p = 6 estados independientes, de donde (2.14) se escribe como,

|®) = a1]2,0,0) 4 a=2|0,2,0) + a3]0,0,2) + a4|1,1,0) + a5]0, 1, 1) + ag|1,0, 1),
usando también el orden

{\Ijla ceey \IJG} = {|2; 0; 0>a |05250>5 |05052>5 |1a 15 O>a |Oa 15 1>5 |1505 1>} (215)
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Usando esta notacién y la base de nimero de ocupacién, H de (2.8) se puede
escribir como

Hy O
0 Hy O
0 Hy O

, (2.16)

que tiene una forma diagonal a bloques. Las matrices H,, tiene entradas (W;| H|¥ i)
con ¥;, ¥; elementos de la base del niimero de ocupacién que pertenecen a V,.

Por ejemplo, para el caso de una cadena de f = 3 sitios, usamos (2.8) para
calcular Hs y el bloque que corresponde al subespacio V2 (dos bosones) tiene
explicitamente la forma

6—45 0 0 52 0 0
0 6 — 46 0 W2 o V2 0
B 0 0 6-456 0 5vV2 0
Hz = V2 62 0 4-46 0 5 ’ (2.17)
0 N2 6V2 0 4—45 5
0 0 0 5 §  4-—45

donde Hy(i,j) = <\Ill|ﬁ|\IJJ> con los | ;) como en (2.15).
La ecuacién de eigenvalores correspondiente a cada H,, en el subespacio V,,

(Hy,— E)[®) =0

puede ser resuelta para hallar p = dim(V,,) estados (ver ecuacién (2.14))

P
[®jn) = Z aj kW), (2.18)
k=1
con j = 1,2,...,p junto con sus eigenenergias correspondientes Ej, esto es,

Hp|®jn) = Ej|®jn).

Invirtiendo las ecuaciones (2.18), podemos expresar los elementos de la base
de nimero de ocupacién V,, en términos de los eigenestados del operador H,,
es decir,

p
W) = Zbk,j|q)j,n>a (2.19)
=

con k =1,2,...,p, |¥%) € {|n1,...,n5) € V :n1+ ...+ ny = n}, esto es,
(aij)*l = (bij); y nuevamente Hn|(I)J)n> = Ej|(1)j,n>-

La construccién del operador hamiltoniano H usando el fomalismo de cuan-
tizacién bosonica que hemos descrito aplica a sistemas hamiltonianos clasicos
generales en C/. En el caso de hamiltonanos clésicos con simetria de fase global
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51, podemos ver que los operadores cuantizados dejan los subespacios V;, inva-
riantes. Por lo tanto la estructura de H diagonal en bloques correspondientes a
los subespacios V,, es relevante a todos los sistemas clasicos de este tipo.

En la presente tesis las matrices que representan a H, son de tamano p X p
por lo que crecen de manera drastica con el niimero de bosones n de acuerdo con
(2.12). Se ha usado un método numérico para encontrar sus vectores y valores
propios (energias), aprovechando que las H,, son simétricas. La programacién se
ha hecho en Fortran y esta apoyada en subrutinas de Eispack que se encuentran
en, por ejemplo, www.netlib.org/eispack. Andlogamente la inversién de matrices
se ha hecho también numéricamente.

2.2. Evolucion cuantica y clasica de estados cohe-
rentes

En esta seccién introducimos los estados coherentes tipo Glauber y SU(f) y
definimos una nocién de evolucién clésica para dichos estados que comparamos
con su evolucién cudntica dada por la ecuacién de Schrodinger. Mas adelante
examinamos el caso de la evolucion cuantica y clasica de los estados coherentes
rotulados por los breathers clasicos y puntos en su vecindad.

Considere (o) = (a1, az,...,ayr) € C/. Se define el estado coherente Glauber
| () asociado a (o) € C/, como el estado que satisface
Bjl (@) = aj| (@), (2.20)

para todo j =1,2,..., f.

Ademds, se puede ver que el estado coherente normalizado Glauber | («))
puede ser escrito explicitamente en términos de los estados nimero |nq, ng, ..., ny)
como

(@) = el HlasProtlas?)

ni . na nf
Q- Qg

« 33 % ﬁml,n%...,nﬁ, (2.21)

n1:On2:0 anO

ver por ejemplo [39, 40]. En el Apéndice A resuminos algunas propiedades bési-
cas de los estados de Glauber.

Sea a(0) = (a1(0),...,af(0)) € C/ y considere un estado coherente dado
por |[(a(0))). Sea un n > 0, y considere el estado evolucionado al tiempo ¢ dado
por _

[0, ()) = e~ Py a(0), (2.22)

donde P, denota la proyeccién ortogonal en el subespacio V,,. De la ecuacion
de Schrodinger (2.9), y la forma diagonal en bloques de H (2.16) tenemos que
| ¥, (t)) describe la evolucién cudntica exacta de P,|(a(0))) en el subespacio
invariante V,,. Ademds, la evolucién cuédntica exacta de |(«(0))) se obtiene por
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la superposicién
[o ]

[U(t) =Y e Pola(0)).
n=0
Nétese que en el subespacio V;, se tiene que para todo |(«)), estado coherente
asociado a (a) = (a1, az,...,ay) € C/,
atrab? .ot

Pol(a)) = e 3 Shalenl®  §~ 0 L2 S
ni+-Fng=n \/m

donde la suma es sobre todos los estados que cumplen con n = ny+ngo+---+ny
para n dado, el nimero de bosones.

Los estados coherentes tipo SU(f) se definen como estados Glauber P, |(a)),
i.e proyectados a un V,, y normalizados, ver [43, 44, 46]. Los estados coherentes
tipo SU(f) admiten definiciones equivalentes que se discuten junto con aspectos
adicionales de la teoria de los estados coherentes tipo SU(f) en los Apéndices
CyD.

|7’L1,’)’I,2,...,7’lf>, (223)

Considere ahora a a(t) = (a1 (t), a2(t), . .., as(t)), la solucién de las ecuacio-
nes de Hamilton (1.10) al tiempo ¢ con condicién inicial
OZ(O) = (a’l (O)a QQ(O)a R CLj(O)), (224)

y [(a(t))), el estado coherente tipo Glauber correspondiente definido usando
(2.21).

Los estados coherentes |(a(t))), t real, definen la evolucidn clasica (o se-
micldsica) del estado coherente tipo Glauber, y usamos la notacién [¥€(t)) =
|(a(t))). Ademés, definimos la proyeccién al subespacio V;, por U< (t)), v

(W3 (8) = Pal(a(t)))- (2.25)

Asi, (2.25) proporciona una aproximacién “clésica” a la evolucién de la pro-
yeccién de un estado coherente. Dado que ((a(t))|(«(t))) = 1 para cada t
real, podemos normalizar los estados proyectados P,|(«(t))) multiplicando por
(P (a(0))|Pn|(a(0)))~1/2. De esta forma definimos la evolucién clasica del es-
tados coherentes tipo SU(f) (P,(a(0))|P,](c(0)))~/2P,|(a(t))) por

(W5 (1)) = (Pa((0))| Pal((0))) /2 Pa (1))

(Dado que esta es esencialmente (2.25), usamos la misma notacién para la evo-
lucién clésica de los estados coherentes tipo SU(f) y los estados normalizados
SU(f).)

Las ecuaciones de Hamilton para los parametros de los estados coherentes
Glauber y andlogos para los estados SU(f) se derivan usando un célculo que
se describe en el Apéndice B y en donde también se explica la nomenclatura
usada en la evolucién semiclasica. Las ecuaciones se derivan de un andlogo del
principio de la accién minima. El funcional que juega el papel de la accién se
define sobre trayectorias en el espacio de los pardmetros de los estados coherentes
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y se anula cuando estas trayectorias satisfacen la ecuacién de Schrodinger (las
leyes de la evolucién cudntica exacta), ver [46, 47, 51]. Sin embargo, en general
la evolucién cudntica no preserva el conjunto de los estados coherentes, excepto
en algunos casos especiales como son sistemas de osciladores lineales y para
osciladores lineales con forzamiento, ver [39, 62, 63]. Por lo tanto las soluciones
de las ecuaciones de Hamilton para los parametros de estados coherentes dan
trayectorias en el espacio de Hilbert V' que pertenecen al conjunto de los estados
coherentes y que extremizan un funcional de “distancia” entre el conjunto de
los estados coherentes y la trajectoria cuantica exacta.

En el Apéndice B damos un ejemplo de funcional que puede ser usado para
derivar las ecuaciones de Hamilton, baséndonos en las ideas generales de [46, 47,
51]. Counsideramos que este cdlculo puede ser generalizado a otros funcionales que
son mas razonables como indicadores de la distancia entre los estados exactos
y su aproximacién por los estados coherentes. Aun asi, estas derivaciones nos
dan informacion acerca de si la distancia entre los estados coherentes y los
estados cudnticos exactos es pequena o no. Consideramos entonces que el uso
de las ecuaciones de Hamilton para la evolucién de los estados coherentes es
en general una regla heuristica y sélo podria dar buenas aproximaciones a los
estados cuanticos exactos cerca de algunos limites en donde la evolucién cuantica
preserva el conjunto de los estados coherentes.

En lo que sigue evaluamos numéricamente la distancia entre los estados
cudnticos exactos |¥(t)) y los estados con evolucién clasica ¥ (¢)) usando la
misma condicién inicial |¥(0)), con |¥(0)) un estado coherente. Dado que esta
distancia no tiene necesariamente que permanecer pequena para todo tiempo,
nuestro interés en este calculo radica en el hecho que la evolucién clasica de los
estados coherentes nos da una manera de traducir las trayectorias cldsicas en
estados cudnticos que evolucionan en el tiempo. En este trabajo estudiaremos en
mas detalle los estados coherentes que corresponden a trayectorias clasicas con
condicidn inicial sobre o en la vecindad de dérbitas periddicas clasicas tipo breat-
her. Como hemos discutido en el capitulo 2, estas orbitas incluyen soluciones
espacialmente localizadas. Asi que el estado coherente incluye cierta informacién
sobre la localizacion espacial.

Para comparar las dos reglas de evolucién se mide la distancia D(t) definida
como

D(t) = infgerle| ¥ (t)) — ¥ @), (2.26)

suponiendo que |¥(0)) = |[¥Y(0)) es un estado coherente tipo Glauber. De la
definicién de los estados coherentes Glauber, los [¥(¢)) y |¥C(¢)) tienen com-
ponentes en todos los subespacios V;,, y por lo tanto D(t) solo puede ser apro-
ximado numéricamente, e.g. usando los V;, con n < N para algun N finito.

Otra opcién es considerar los estados SU(f), que existen en cada V,,. Consi-
derando primero las proyecciones |W,,(¢)) y |¥S (¢)) de [¥(¢)) y |[¥C(¢)) respec-
tivamente en el subespacio V,,, definimos las distancias

Du(t) = inferlle’ |0 (t) — 97 (1) (2.27)

donde de acuerdo con lineas arriba |U,, (t)) = e~ **P,|a(0)) con P,|(a(0)))
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dado por ecuacién (2.23) y (2.19), es decir,
1 :
|\Ijn(t)> = % Z dj,neilEj’nt|(I)j,n>a (228)
j=1

con ¢ = |dyn|?+ -+ |dsn)? y dj,n dado por

Pn nir ,nai nfi
1 f 2 O Qg™ ... Oy
dj,n —=e 2 D=1 okl Z : ' f (229)
=1 ni;nog....N

Como un caso particular se ha usado como condicién inicial | («(0))) con a(0) =
(A1, Ag, ..., Ay), una amplitud breather que cumple con (1.21), entonces
Pn nie AM21 nri
— e 3Tl A A A" Ay b
n e lj-
Y y/nulna! . ong!
De forma anéloga, se tiene que |\IJ,C; (t)) = Ppl(«(t))). Para el calculo numérico

se ha considerado a a; = «;(t) con j = 1,...,f y «a;(t) una solucién de la
ecuacion DNLS cldsica (1.1). Sustituyendo en (2.23) se obtiene

d; (2.30)

1w (1) Zd )| ®;.0) (2.31)

donde para a(t) = Ae™!, solucién breather de la DNLS cldsica (1.1), se tiene
en este caso para la evolucion semiclasica

A —iwt nllA —iwt nar A —iwtn g
dgn@:mzilwz e Age T AT (0.39)

nll!TLQl! .. .nﬂ!

La ortogonalidad entre los subespacios V,, implica que

infyer e’V (t) — [¥°())] > meqsneRHe o0 (1) = W) (2:33)
n=0

por lo tanto los D, (t) de (2.27) pueden ser usados para estimar desde abajo la
diferencia D(t). Nétese que, puesto que los estados Glauber estdn normalizados
dado una condicién clésica «(0), y a un tiempo ¢, las normas de cada uno
de los correspondientes estados |W,(t)), |¥,(t)) en los subespacios V,, deben
eventualmente anularse para n — oo. Esto implica que D,,(t) debe hacerse cero
cuando n — oco. Este decaimiento se observa que es rapido y monétono en n en
los ejemplos examinados [37].

Adema3s, se puede considerar las dos evoluciones para las proyecciones nor-
malizadas de |¥(0)) para cada V,,. Tales condiciones iniciales corresponden a
estados cudnticos con un nimero n definido de cuantos. La diferencia entre las
dos evoluciones del estado normalizado en V,, se mide entonces por

Du(t) = I [©n(0)) ||7" D). (2.34)
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En el caso de |¥(0)) estados coherentes Glauber estos estados normalizados
son estados coherentes SU(f) en el espacio V,,. La cantidad D(¢) mide entonces
la distancia entre los estados normalizados de las evoluciones cudntica y clasica
de los estados coherentes tipo SU(f).

Concluimos esta seccién con un comentario sobre algunas definiciones dife-
rentes de los estados SU(f). Usando la notacién del Apéndice D, la relacién
entre los estados Glauber proyectados P,|(a)), o € C/, y los estados coherentes
SU(f), ver [43, 44, 46], se puede ver que (2.23) se escribe como

e (P@)* TR

donde se han hecho el cambio de variable

1
2

&= (P(e) Zay, (2.35)

se ha identificado a P(«a) = Z£:1 |ak|?, de donde se tiene

e (P(a)?
Vn!

donde |n; &) denota un estado coherente SU(f) en V,, de acuerdo con (A.26),
salvo una convencién de fase global fija para &, por ejemplo, & = &5, ver [43].
El hecho de que P(£) = 1 implica que el estado |n; &) es normalizado ver [46].
Las condiciones de estado inicial Glauber normalizado proyectado en (2.34) son
por lo tanto estados coherentes SU(f).

Pol(a)) =e n;€) (2.36)

2.3. Resultados numéricos de D, (t) para una ca-
dena de 3 sitios

En esta seccién se presentan resultados numéricos de la evolucion de la di-
ferencia normalizada D, (t),

Du(t) = | [ (0)) [I7" Da (1),

para una cadena (lattice) de f = 3 sitios (trimero) usando como condiciones
iniciales estados coherentes |¥,,(0)) = |(«(0))) con condiciones iniciales clasicas
a(0) que corresponden a breathers, tanto estables como inestables, asi como
puntos en la vecindad de algunos breather. Estos resultados fueron reportados
en [38] para los valores de potencia P =1y 6 = 0.3, los cuales son indicativos
de lo que se observa para valores pequenos de 6 > 0 (el caso de enfocamiento).

Como senalamos en la seccién anterior, la evolucién clésica de los parame-
tros del estado coherente |a(0)) codifica la trayectoria clasica que tiene como
condicién inicial a(0), y la propiedades de dicha 6rbita, e.g. su localizacién es-
pacial. La pregunta que motiva los cdlculos que siguen es que tanto estos datos
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son reflejados en la trayectoria cudntica con condicién inicial |«(0)). Esto se
cuantifica por las distancias D(t) para los estados coherentes tipo Glauber, y
D,(t), n > 0, para los estados SU(f) (en cada V;,). Nuestro estudio examina
los D,,(t). Como se vi6 en la seccién anterior esta informacién acota por abajo
a los D(t).

Un primer ejemplo de nuestros resultados, en la Figura 2.1, corresponde al
estado cudntico |(«(0))) donde a(0) corresponde al estado cldsico A; = (0, 1,0)
que es completamente localizado en el sitio j = 2 y que adema&s se encuentra
en la vecindad del breather estable A4s = (0.149791,0.977305,0.149791) que
examinamos mas adelante. El ntimero de bosones es n = 3. El eje vertical es
la diferencia D(t) mientras que el eje horizontal es el tiempo ¢. Ademés por la
normalizacion se tiene que (W, (£)| ¥, (1)) = 1y (¥C(#)| ¥ (1)) = 1, Vt.

D
ai:- ; |
R i

N | | i

03

01

0 20 40 60 80 100 i20 140 160 180

Figura 2.1: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber proyectado nor-
malizado correspondiente a .4; = (0,1,0), para n = 3 bosones, f = 3 sitios,
§=03,P=1.

La siguiente Figura 2.2 se obtiene del mismo estado cudntico inicial |(«(0)))
con «(0) dado por el estado cldsico A; = (0,1,0) pero ahora proyectado al
subespacio de n = 10 bosones.

Se observa que D,,(t) varfa en el rango [0.2,0.7] para n = 3, y en el rango
[0.03,1.2] para n = 10. Esto indica que la regla de evolucién para los esta-
dos coherentes normalizados proyectados no converge para n grandes. Como
se observa en las dos figuras, a medida que el nimero de bosones aumenta los
minimos de D(t) disminuyen, por ejemplo en n = 10 se ve que el minimo local
es de aproximadamente 0.03, ademas los tiempos entre los minimos disminuyen.
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Estas propiedades se observan en corridas con hasta n = 30 cuantos.

D()

A
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Figura 2.2: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber proyectado nor-
malizado correspondiente a A; = (0,1,0), para n = 10 bosones, f = 3 sitios,
0=0.3.

Ahora examinamos la evolucién del estado cuédntico |(«(0))), donde «(0) es
el breather estable

Ag = (0.149791,0.977305,0.149791).

El breather A3 es una solucién calculada numéricamente de (1.21)-(1.22) con
P =1, =0.3 el cual tiene un periodo T' = 4.480916 y corresponde al punto de
maxima energia para P = 1, por lo tanto es linealmente y orbitalmente estable,
ver [9] para célculos en el mismo rango de pardmetros. Este breather clsico es
un ejemplo de un breather espacialmente localizado, en el sentido que pertence
a la rama de los breathers que se continuan del breather de un pico (0, 1,0) de
(1.21) con P=1yd=0.

Las Figuras 2.3 y 2.4 muestran la diferencia D,,(t) para paran =3,y n = 10
bosones respectivamente.
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Figura 2.3: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber proyectado nor-
malizado correspondiente a Ay = (0.149791,0.977305,0.149791), para n = 3
bosones, f = 3 sitios, 6 = 0.3, P = 1.

5

t

Figura 2.4: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber proyectado nor-
malizado correspondiente a A = (0.149791,0.977305,0.149791), para n = 10
bosones, f = 3 sitios, 6 = 0.3.
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El comportamiento es cualitativamente similar al ejemplo anterior, y la dis-
tancia normalizada D,,(t) varia en el rango de [0.16,0.46] para n = 3, y en el
rango de [0.1, 1.1] para n = 10. Para n = 10 se observa una recurrencia al valor
minimo local de alrededor de 0.3 en tiempos separados por intervalos que son
comparables al periodo del breather. Para n = 3 se ve una recurrencia menos
frecuente.

Las frecuencias involucradas en las Figuras 2.1-2.4 pueden hacerse mas evi-
dentes si consideramos la transformada rédpida de Fourier (FFT) de ellas, las
cuales son presentadas en las Figuras 2.5 y 2.6. Para fines de comparacion se
han graficado ambas transformadas de Fourier en una sola figura. Existen al-
gunas marcadas diferencias entre los espectros correspondientes presentados.
Recordando que el caso A; corresponde a una condicién inicial que es cercana
a la condicién breather As, se observa en su espectro de frecuencias, tanto para
n = 3 como para n = 10 bosones, que a parte de las frecuencias comunes a As
presenta otras frecuencias involucradas. Esto lo podemos interpretar como una
distribucién mayor de energia en los tres sitios por lo que la localizacién para
A1 no es tan marcada como en el caso Asy. Esto serd considerado también en
el siguiente capitulo. Como ya se mencioné para n = 3 se ve una recurrencia
menos frecuente, que corresponde a un frecuencia aproximada de 0.015711. Por
otro lado, el caso n = 10 bosones presenta una frecuencia cercana a 0.3 que en
este caso se compara con el periodo del breather.

Espectro de frecuencias para A; y A;, n= 3bosones

A ——A A

=

i
.
L

o
(=]
co

Amplitud
=]
=
A oy

{
0.04 T
§ "
002 - + 4
0 :
0 02 04 06 08 1 12
Frecuencia

Figura 2.5: Espectro de Frecuencias correspondientes a A; y Ay para n = 3
bosones y f = 3 sitios, 6 = 0.3.
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Espectro de frecuencias para A; y A;, n= 10 bosones
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Figura 2.6: Espectro de Frecuencias correspondientes a A; y Az para n = 10
bosones y f = 3 sitios, 6 = 0.3.

Nétese que un estado Glauber evolucionado cldsicamente [T (t)), con la con-
dicién inicial ¥(0) = |(A)), con A un breather, tiene un periodo T, donde T es
el periodo del breather. Las proyecciones a cada V,,, n > 1, tienen un periodo
de T'/n. Este perfodo da una primera indicacién de las escalas de tiempo que
aparecen en estas recurrencias, y que se discuten con mas detalle en el siguiente
capitulo.

Consideramos ahora el caso de un estado cudntico |(«(0))), donde «(0) es el
breather inestable. En particular usamos como «(0) el breather

Az = (0.71607,0.678973,0.161982)

que es una solucién calculada numéricamente de (1.21)-(1.22) con P =1, § =
0.3. El periodo del breather en este caso es T' = 8.849906. A3 es linealmente
inestable, y es una solucion de dos picos que pertence a la rama que se continta
desde la solucién (1,1,0) de (1.21)-(1.22) con P = 1, § = 0. Del andlisis de [9]
para este rango de valores de 4, su energia coincide con el valor de energia que
corresponde al cambio de una hipersuperficie de energia conexa a una disconexa
con P =1.
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Figura 2.7: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado pro-
yectado correspondiente a A3(0) = (0.71607,0.678973,0.161982), para n = 3
bosones, f = 3 sitios, 6 = 0.3.

Los resultados para la distancia D,,(t) se muestran en las Figuras 2.7 y 2.8
que corresponden a n = 3 y n = 10 bosones respectivamente. La distancia
normalizada D(t) estd en el rango de [0.3,1.4] para n = 3 y [0.6,1.4] para
n = 10. En este caso, los minimos locales de D, (t) no parecen disminuir con n.
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Figura 2.8: D v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber proyectado nor-
malizado correspondiente a A3(0) = (0.71607,0.678973,0.161982) para n = 10
bosones, f = 3 sitios, 6 = 0.3.

Para el breather inestable As, la transformada rédpida de Fourier, Figura 2.9,
presenta una mayor cantidad de senales en el espectro de frecuecias comparado
con el caso estable Az, n = 10 bosones, es decir, la deslocalizacién de la energia
se hace evidente.

En el siguiente capitulo estos picos de frecuencia serdn entendidos en funciéon
de diferencias de las eigenenergias correspondientes al hamiltoniano del sistema.
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A Espectro de frecuencias para .43, n =10 bosones
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Figura 2.9: Espectro de Frecuencias correspondiente a Az para n = 10 bosones
y f = 3 sitios, § = 0.3.

Presentamos también algunos resultados en donde comparamos las distan-
cias D, (t) para estados SU(f) obtenidos de estados clasicos a(0) # o’(0) que
son cercanos en el espacio fase cldsico. Nos interesa el caso de «(0) sobre o cerca
de una 6rbita breather.

La Figura 2.10 compara D(t) para los estados coherentes normalizados pro-
yectados correspondientes al breather estable Ay y una condicién inicial cercana

Ao’ = (0.18,0.967057, 0.18).

La distancia entre Az y A" es ~ 0.04. Por otro lado, la Figura 2.11 compara
D(t) para los estados coherentes A3 y una condicién inicial cercana

Az’ = (0.69629, 0.6569, 0.289098).

En este ultimo caso la distancia entre A3z y A3’ es ~ 0.4. En el caso del breather
estable, las distancias D,,(t) para las dos trayectorias estdn cerca y exhiben las
mismas recurrencias a sus minimos locales. En el caso del breather inestable, la
distancias D,, (t) para las dos trayectorias parecen alejarse y sus minimos locales
no coinciden.
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Figura 2.10: Comparacién de D vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados correspondientes a A (puntos en la érbita
del breather estable), y A’ (puntos cercanos), para n = 10 bosones, f = 3
sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.11: Comparacién de D vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados correspondientes a A3 (puntos en la érbita
del breather inestable), y A3z’ (puntos cercanos), para n = 10 bosones, f = 3
sitios, 6 = 0.3.

40



Lo anterior nos da un sentido cuantitativo de la diferencia de las evoluciones
cuanticas y clasicas en una pequena cadena motivados por el problema clasico.

El aumento en el nimero de particulas n no acerca a las dos evoluciones
para el caso normalizado, pero se observan algunos patrones de recurrencia
posiblemente interesantes que dependen de la dindmica clasica fundamental y
de n, el nimero de bosones. Enseguida examinamos estos fendémenos en una
cadena de f = 5 sitios.

2.4. Resultados numéricos de D, (t) para una ca-
dena de 5 sitios

En esta seccién examinamos algunos de los fenémenos de la seccién 2.4 para
una cadena DNLS con cinco sitios. Los resultados fueron reportados en [38]. El
propésito principal es obtener més datos y corroborar las observaciones de la
seccién anterior. Las conclusiones se discuten al final de esta seccién.

Usar mas sitios es 1til pero también mas costoso desde el punto de vista
computacional. Consideramos sin embargo que un pequeno aumento en los sitios
de la cadena puede acercarnos a algunos efectos observados en redes de mas sitios
que pueden ser relevantes para algunas aplicaciones.

En el estudio de la cadena de f = 5 sitios, nuestro objetivo también es exami-
nar los breather inestables localizados en dos sitios consecutivos, argumentando
que pueden tener alguna importancia posible para la dindmica global de la ca-
dena DNLS finita [9], ver también [37]. En el trimero, estas soluciones se ven
afectadas por el hecho de que uno de los picos esta en el borde de la cadena.
El problema de cinco sitios evita ese problema, se ve que tienen dindmicas algo
diferentes y puede ser mas representativo de lo que deberiamos ver en redes més
grandes.

En la presente seccion se indican las principales observaciones sobre la evo-
lucién de D, (t) utilizando para ello cuatro condiciones iniciales cldsicas en una
cadena (lattice) con f =5 sitios. Tres de ellas son soluciones tipo breather cal-
culadas numéricamente. Se considera nuevamente el caso d > 0 en la ecuacién
(1.1), es decir, el caso de enfoque (o atractivo).

Empezamos la presentacion de los resultados con la descripcién de las con-
diciones iniciales cldsicas. La primera condicién inicial cldsica es «(0) = By,
donde

B1 =(0,0,1,0,0), (2.37)

tiene energia completamente localizada en el sitio j = 3 de la cadena. La Figura
2.12 muestra la evolucién de la ecuaciéon DNLS con § = 0.3 con condicién inicial
B y se ve que la energia sigue localizada en el sitio j = 3. La condicién inicial
no pertence a una érbita breather para § = 0.3. Su estabilidad se explica por su
cercania al breather estable By que presentamos enseguida.
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Figura 2.12: Evolucién de la ecuacién DNLS del estado inicial B; = (0,0, 1,0, 0),
para 6 = 0.3.

La Figura 2.13 muestra la dindmica de la condicién inicial B; = (0,0, 1,0, 0)
con 0 = 0.5. La localizacién se pierde una vez que el valor de la constante de
acoplamiento J se incrementa, como se ve en este caso con § = 0.5.
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Figura 2.13: Evolucién de la ecuacién DNLS del estado inicial B; = (0,0, 1,0, 0),
para 6 = 0.5.



Las condiciones iniciales que son soluciones breather para § = 0.3 son el
breather estable Bz, y los breathers inestables B3 y By. Todas satisfacen (1.1)
cond =03y P=1

En particular tenemos

By = (0.0230719, 0.153576, 0.975584, 0.153576, 0.0230719), (2.38)

con frecuencia w = 1.39798. El breather B; es linealmente estable. La condicion
inicial B; esta en la vecindad de Bs. Es posible que By sea el andlogo de Az de
la seccién anterior, es decir el breather de menor energia para P = 1. (Nétese
que las soluciones de (1.1), con P =1y ¢ > 0 y suficientemente pequefio en la
rama que continta el breather (0,0,1,0,0) desde § = 0 son minimos locales de
la energia para P = 1, ver [59].)

La segunda solucion breather es

B3 = (—0.663413, —0.0271497,0.582775, 0.441421, 0.157056), (2.39)

con w = 0.292511. El breather Bs es linealmente inestable. La tercer solucién
que se considera es

By = (0.16342,0.687407,0.684993,0.173157, 0.0395882), (2.40)

con w = 0.715323, tiene dos picos consecutivos como el breather A3 de la seccién
anterior y es también inestable.

En [9] se argument6 que una solucién breather con dos picos consecutivos
puede ser importante para la dindmica global del sistema, como probablemente
lo sea la energia critica para la transicion entre una superficie de energia conexa
y una no conexa a potencia constante, vea también [37]. Los argumentos de
[9] fueron hechos para la cadena de f = 3 y podrian aplicarse a cadenas més
grandes. Sin embargo, la dindmica de una soluciéon de dos picos en el trimero
puede ser afectada por el hecho de que uno de los picos estd en el borde de la
cadena. Las propiedades de soluciones analogas para una cadena de f = 5 sitios
pueden ser relevantes para cadenas mas grandes.

En la Figura 2.14 se muestra la evolucién del breather inestable Bs. Se
observa que después de un tiempo, t = 30, el breather se deslocaliza y la energia
se distribuye en el resto de los sitios.
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Figura 2.14: Evoluciéon de la ecuacién DNLS clésica para la condicién inicial Bs,
ver (2.39), usando ¢ = 0.3. Se muestra la amplitud de los primeros tres sitios.

Ahora consideremos la evolucién cudntica correspondiente para los estados
coherentes SU(f) que se obtienen de los estados Glauber |«(0)), «(0) = B,
k=1,...,4, usando proyeccién a V,, y normalizacién.

Primero consideramos «(0) = B;. En las Figuras 2.15,2.16 y 2.17 mostramos
D,(t) paran =4, n = 6 y n = 9 bosones respectivamente, y puede verse que
D, (t) pasa a través de minimos en ciertos periodos de tiempo. A pesar de que
estos minimos no son cero, las figuras sugieren que los estados |¥,,(t)) y [W< (1))
estdn cerca en ciertos momentos. Los intervalos de tiempo entre estos minimos
recurrentes, y también sus valores, dependen del nimero de cuantos n.
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Figura 2.15: D4 v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico By, ver (2.37), para n = 4 bosones,
f = 5 sitios, § = 0.3.
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Figura 2.16: Dg v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico By, ver (2.37), para n = 6 bosones,
f = 5 sitios, § = 0.3.
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Figura 2.17: Dy v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico By, ver (2.37), para n = 9 bosones,
f = 5 sitios, § = 0.3.
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Figura 2.18: D4 v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico estable By dado por (2.38), para
n = 4 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.
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Las Figuras 2.18, 2.19 y 2.20 usan como condicién inicial cldsica «(0) al
breather estable By dado por (2.38), y muestran D,,(t) paran = 4, n = 6 y
n = 9 bosones respectivamente. Nuevamente se observan recurrencias a valores
relativamente pequeiias de D,,. La dependencia en el tiempo de la distancia es
diferente de la de las figuras 2.15-2.17, y de nuevo depende de n.

D¢ Dywst, 5=03,n=6
D.ET' + i [ Ll .
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0.5 A pe—or—=
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Figura 2.19: Dg v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico estable By dado por (2.38), para
n = 6 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.

De forma andloga a los casos A; y As considerados lineas arriba, las fre-
cuencias involucradas en las Figuras 2.15-2.20 que corresponden a B; y Bs se
hacen evidentes al considerar la transformada rdpida de Fourier (FFT) de ellas,
las cuales son presentadas en las Figuras 2.21 y 2.22. Para fines de compara-
cién nuevamente se han graficado ambas transformadas de Fourier en una sola
figura. En comparacién con A; y As los casos By y By presentan el mismo com-
portamiento. El caso By corresponde a una condicién inicial que es cercana a
la condicion breather By, se observa en su espectro de frecuencias, tanto para
n = 4 como para n = 9 bosones, que a parte de las frecuencias comunes a Bo
presenta otras frecuencias involucradas. Esto lo podemos interpretar como una
distribucién mayor de energia en los cinco sitios por lo que la localizacién para
B1 no es tan marcada como en el caso By. Como ya se mencion6 para n = 4
se ve una recurrencia con menos frecuencia que el caso para n = 9 bosones que
presenta frecuencias mayores en las recurrencias.

Las Figuras 2.23, 2.24 y 2.25 se obtienen usando el estado coherente corres-
pondiente a la condicién inicial cldsica a(0) = Bs dado por (2.39) y muestran
D,(t) paran = 4, 6 y n = 9 bosones respectivamente. La grafica de D, (t) es

47



diferente de lo que se observa en los dos ejemplos anteriores. La distancia au-
menta rapidamente a un valor arriba de 1.2 y permanece en ese rango en todo
momento. Por lo tanto, parece que el estado coherente evolucionado clasicamen-
te esta lejos del estado cuantico exacto en todo momento.

Dy [_}évst,6={}.3,h=9

0.2

Figura 2.20: Dy v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico estable By dado por (2.38), para
n = 9 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.21: Espectro de Frecuencias correspondientes a B y Bs para n = 4
bosones y f = 5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.22: Espectro de Frecuencias correspondientes a B; y Bs para n = 9
bosones y f = 5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.23: D4 v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable Bs dado por (2.39), para
n = 4 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.24: Dg v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable Bs dado por (2.39), para
n = 6 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.25: Dy v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable Bs dado por (2.39), para
n = 9 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.

Las Figuras 2.26, 2.27 y 2.28 se obtienen usando el estado coherente corres-
pondiente a la condicién inicial cldsica a(0) = By dado por (2.40), se muestra
D, (t) paran = 4, 6 y n = 9 bosones respectivamente. El caso correspondiente a
dos picos consecutivos muestra una diferencia mas pequefia que el D,, anterior,
a pesar de ser inestable. La solucién clasica es inestable, y la energia tiende a
concentrarse en el sitio 3, con una amplitud menor en el sitio 2 (otros sitios
tienen amplitudes incluso més pequenias). Este comportamiento es diferente de
lo que se vié en la cadena clasica de f = 3 sitios [9], donde hubo recurrencias
en la configuracién con picos en los dos sitios consecutivos.
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Figura 2.26: D4 v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable By, dado por (2.40), para
n = 4 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.

0.4

0.2

Figura 2.27: Dg v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable By, dado por (2.40), para
n = 6 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.
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Figura 2.28: Dy v.s. t, la condicién inicial es el estado Glauber normalizado
proyectado correspondiente al estado cldsico inestable By, dado por (2.40), para
n = 9 bosones, f =5 sitios, 6 = 0.3.

Para el breather inestable By, la transformada réapida de Fourier, Figura 2.29,
presenta una mayor cantidad de senales en el espectro de frecuecias comparado
con el caso estable By, n = 9 bosones, es decir, la deslocalizacién de la energia
se vuelve a hacer evidente.
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Figura 2.29: Espectro de Frecuencias correspondientes a B4 para n = 9 bosones
y f = b5 sitios, § = 0.3.

Finalmente presentamos algunos resultados en donde comparamos las dis-
tancias D,,(t) para estados SU(f) obtenidos de estados clasicos a(0) # a/(0)
que son cercanos. Las Figuras 2.30,2.31 y 2.32, paran =4, n =6 y n = 9 boso-
nes respectivamente, compara D,,(t) para estados coherentes que corresponden
al breather estable Bs, y una condicién inicial cercana

By’ = (0.0130719, 0.253576, 0.933298, 0.253576, 0.0130719).

La distancia entre Ba, By’ es ~ 0.14. Observamos que los D, (t) no son tan
cercanos pero que los tiempos de sus maximos y minimos locales estan cerca,
i.e. sus oscilaciones muestran cierta correlacién. Notamos que la distancia entre
las condiciones By, B’ no es tan pequefia, y eso es una posible explicacién de la
distancia relativa entre las D, (t) correspondientes que se discute en mas detalle
en la siguiente seccion.

Las Figuras 2.33, 2.34 y 2.35, muestran D, (t) paran =4, n = 6 y n =
9 bosones respectivamente, para los estados coherentes que corresponden al
breather inestable B3 y una condicién inicial cercana

Bs' = (—0.565613, —0.0376497,0.685875, 0.423421, 0.169886).
La distancia entre Bs, Bs" es ~ 0.14. En este caso vemos que D, (t) para ambas

trayectorias mantiene valores més grandes que en el caso estable, y que sus
oscilaciones no tienen correlacién.
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Figura 2.30: Comparacién de Dy vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
Ba, ver (2.38), vy By (puntos cerca, ||[B2 — Bj|| ~ 0.14), para f = 5, § = 0.3,
n = 4 bosones.
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Figura 2.31: Comparacién de Dg vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
Ba, ver (2.38), vy By (puntos cerca, ||[B2 — B|| ~ 0.14), para f = 5, § = 0.3,
n = 6 bosones.
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Figura 2.32: Comparacién de Dy vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
Ba, ver (2.38), y B (puntos cerca, ||Bz — Bj|| ~ 0.14), para f = 5, § = 0.3,
n = 9 bosones.
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D,  —Breather = Cerca del breather

Figura 2.33: Comparacién de Dy vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
B3, ver (2.39), y B (puntos cerca, ||Bs—B|| ~ 0.14) para f =5, =0.3,n =4
bosones.

D,wT d=03.0=6

—— Breather = Cerca del breather

Figura 2.34: Comparacién de Dg vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
Bs, ver (2.39), y BS (puntos cerca, ||Bs—B5|| ~ 0.14) para f =5, =0.3,n =6
bosones.
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Figura 2.35: Comparacién de Dy vs. t para condiciones iniciales que son estados
Glauber normalizados proyectados que corresponden al estado clasico estable
Bs, ver (2.39), y B (puntos cerca, ||Bs —B|| ~ 0.14) para f =5, =0.3,n =9
bosones.

Concluimos este capitulo con un resumen de las observaciones numéricas de
las secciones 2.4 y 2.5 y algunos comentarios. Primero, hemos observado que
las distancias D,,(t) entre estados cudnticos y los estados coherentes no son en
general pequenas, lo que significa que la evolucion cldsica no es una aproximacién
adecuada de la evolucién cuédntica en el regimen de pardmetros ¢ € [0,0.3], el
cual esta cerca del limite anticontinuo del capitulo 1. El comportamiento de D,
depende de n y no muestra tendencias de disminuir con n.

Comentamos aqui que la literatura sugiere que D,,(t) puede ser pequeia y
posiblemente converger a cero en el “limite cldsico”, que para el sistema DNLS
(1.1), corresponde a |y| — 0 (limite lineal) y n — 0 [45]. Este limite también
se examina en [43, 44] comparando funciones de distribucién clésica y cuédntica.
El caso del trimero se estudia en [64, 65]. Consideramos factible estudiar D, (t)
en el régimen débilmente no lineal, para n fijo, en el futuro. En este caso pode-
mos considerar soluciones breather que son cercanos a los modos normales del
sistema.

La principal observacién de las seccién 2.4, 2.5 es que el comportamiento
de D, (t) depende de la dindmica de la trayectoria cldsica y que en el caso
de algunos breathers estables el valor de D,,(t) muestra recurencias a valores
relativamente pequenos. Esto significa que algunos aspectos de la trayectoria
clasica que se codifican en los estados coherentes son recurrentes. Esto nos in-
teresé especialmente para soluciones tipo breather y su vecindad que muestran
localizacién espacial en todo t. Entonces la recurrencia a pequenos valores de
D, (t) se interpeta como una recurrencia a un estado cuantico, el estado cohe-
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rente correspondiente al breather localizado, que contiene informacién sobre la
localizacién espacial. Como hemos senalado, estas observaciones aplican lejos
del limite lineal.

En [38] sugerimos que el comportamiento recurrente de D,, para algunas so-
luciones clasicas puede ser relacionado con la frecuencia de la trayectoria clasica
(e.g. en el caso de drbitas periédicas) y de las cuasi-frequencias (las energias)
que aperecen en la evolucién cuantica. En el siguiente capitulo damos una for-
mulacién cuantitativa de esta idea intuitiva.
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Capitulo 3

Recurrencias en la
aproximacion clasica para
estados coherentes
correspondientes a
breathers

En el capitulo anterior definimos y estudiamos numéricamente las distancias
D,, entre la aproximacién clasica de la evolucién de estados coherentes Glauber
y SU(f) y la trayectoria cudntica exacta. El estudio se enfocé en condiciones ini-
ciales que son estados coherentes que corresponden a puntos en érbitas breather
y su vecindad. En este capitulo presentamos un avance hacia una explicacién
tedrica de algunos fenémenos de recurrencia a valores pequenos de dichas distan-
cias que se detectaron en casos de breathers espacialmente localizados estables.

En la seccién 3.2 usamos una expresion general para las trayectorias clasicas
de los estados coherentes que corresponden a breathers clasicos y en la seccion
3.3 obtenemos una expresién analitica para las distancias D,,, D, en términos
de los pardmetros de la érbita breather (frecuencia y amplitud) y los datos es-
pectrales del problema cudntico (eigenvalores y eigenvectores de los operadores
H,,). Demostramos también que dicha expresién aproxima D,, para condiciones
iniciales cercanas a breathers estables. La expresién muestra los cuasiperiodos
de los D,,, D,, explicitamente y puede evaluarse numéricamente (y posiblemente
de manera analitica en algunos limites). El material de las secciones 3.2, 3.3 se
describe también en nuestro articulo [49]. En las secciones 3.4 y 3.5 evaluamos
estas férmulas para varios ejemplos de breathers estables en cadenas de f = 3
y b sitios respectivamente. Concluimos la seccién 3 .5 con algunos comentarios
adicionales sobre la utilidad de las expresiones, posibles extensiones y generali-
zaciones.
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3.1. Evolucién cuantica y clasica de estados cohe-
rentes asociados a orbitas breather

Del capitulo anterior se tiene que la evolucién cuantica del estado inicial
P,|(a(0))), [(«(0))) estado coherente tipo Glauber, estd dado por

W (t)) = e~ Py (a(0))). (3.1)

Un célculo explicito de D(t) puede ser hecho usando (2.19) en (2.23), de donde

Pul(@) = Y djnl;0), (3.2)

con "
Pn nir ,nai fl
1 ~—F 2 Q0 .af
—5 o
dj,n =€ 2 Zk:l | k| Z ' ' |blj (33)
nipngp: .. .Mnyfe

donde como se mencioné en el capitulo anterior H,|®; ) = E; ,|®;.), con p,
la dimension compleja del subespacio V,, de n cuantos.
Entonces (3.1) puede ser escrito como

Pn
(U (1) = ) djme™ Tt ®; ). (3.4)
j=1

Lo anterior también se aplica a las condiciones iniciales ¢~1/2P,|(a/(0))), con
¢'/? un factor de normalizacién. Los estados Glauber normalizados proyectados
son conocidos como estados coherentes SU(f) [40, 41, 44, 46]. Por (3.4) la
evolucién cudntica normalizada de estados coherentes SU(f) esta dado por

1 & B
|\Ijn(t)> = % Z dj,ne E]’nt|(1)j,n>a (35)
j=1

con ¢ = |dyn?+ -+ |dsnl% y djn como en (3.3).
Como un caso particular se ha usado como condicién inicial | («(0))) con
a(0) = (A1, Ag, ..., Af), una amplitud breather que cumple con (1.21), entonces

Do AT AR AT
L2 L_p,,. (3.6)

nll!ngl! .. .nﬂ!

_1sf 2

dj,n = e 2 Zr:l |A7‘|
=1
En el capitulo 2 se propuso una alternativa no exacta y posiblemente aproxi-
mada a la regla de evolucion para los estados cuanticos, definida de la siguiente
manera. Considere que a(t) sea una solucién de las ecuaciones de Hamilton

(1.10) con condicién inicial @(0) (como arriba). También se considera a |(a(t)))
el correspondiente estado coherente en algin tiempo t. Entonces se definen a

(W) y [ (1)) por [UC(1)) = [(a(t))), ¥
(W3 (8) = Pal(a(?))), (3.7)
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respectivamente. El estado (3.7) da una aproximacién “cldsica” (o “semi-cldsi-
ca”) a la evolucién de la proyeccién de un estado coherente.

Considere a; = aj(t) con j =1,..., f y a;(t) una solucién para la ecuacién
DNLS clésica (1.1). Sustituyendo en (2.23) se obtiene

T () Zd ()]®;.0), (3.8)

con

09, (t) = e+ o lan P i @I oa@l2 . g O, - (3.

| | o |
=1 ni;nay:...Mnfe

usando también (2.19).
Para «(t) una solucién breather Ae~™! de la DNLS clésica (1.1), se tiene
que

A —iwt nllA Twt ngl”'A,fiwtnfl
dfn()fezzillAlz e Ase A (3.10)

nll!TLQl! .. .nﬂ!

por lo tanto

Pn Anlenzz A@fz . .
dS, (1) = ez i A Z L_e=nty, = d; e ™™, (3.11)

nll!ngl. LoaNngg

usando ni; + ng;j + ...nyp; = n. Claramente dfn(()) = djn, con dj, como en
(3.6), el coeficiente que aparece en el estado coherente breather inicial.

Los estados cuantico y “semi-cldsico” de los estados coherentes breather
normalizados estan por lo tanto dados respectivamente por

1 &n .
|\Ifn(t)>:%2dj,ne Eint|®; ), (3.12)
j=1

|wC (t) \[ ZdJ ne NN D, Y (3.13)

con d; , dado por (3.6),y ¢ = |d1 n|*+ - +]|dy,n|? la constante de normalizacién.
El médulo al cuadrado de cada coeficiente d;,/+/c pueden ser interpre-
tados como la probabilidad de que el sistema este en el estado |®;,) con

§=12,...,pn

Observacién 3.1.1 Por (3.13) el estado |V (t)) tiene la dependencia en el
tiempo de un eigenestado. Asi el estado breather coherente imita estados esta-
cionarios. Para |§| pequeno el nimero de breathers es mds grande que f [21].
Para 6| suficientemente grande, los breathers se aproximan a los modos norma-
les del sistema lineal, y se tiene f breathers, ver [8].
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3.2. Diferencia D, (t) para estados coherentes aso-
ciados a érbitas breather

Siguiendo el capitulo 2, la diferencia entre los estados cuantico |U,(t)) y
semicldsico |¥C (t)) normalizados en V,, dados por (3.12) y (3.13) se mide por

Di(t) = Auf, e[ (8)) — W5 ()]]- (3.14)

de donde explicitamente se tiene

-2 | n|2
D ()= Inf |2-2 7; n— t , 3.15
HORS) }j o (Ejn —wn) £+ 9) (3.15)

donde d;,, estd dado por (3.6). El valor de ¢ en el que se alcanza el {nfimo
depende de t. La notacién para D,, aqui es la del capitulo anterior, en [49] D

es denotado como D2.

Proposicién 3.2.1 Las funciones Dn, n>1, de (3.15) estdn dadas por

D’ ()_2_— Z|dm|4+22|dm| \djn|?cos(Ejn — Ein)t.  (3.16)

1<J

Demostracion. Fijando n, t y escribiendo D,, como la funcién

Pn 2
djn
Glo)=2-2) | L | cos(\t+¢), A =E;, —wn. (3.17)
j=1

G es una funcién real suave 2mr—periddica y tiene al menos dos puntos criticos
en [—m, ), correspondiendo a su méximo y a su minimo. Para

G(¢p) =2 —2Acos ¢+ 2B sin g, (3.18)
con
2 2
A= Z | J"| cos\jt, B= Z | J"| sin \jt, (3.19)
y
G'(¢) = 2Asin¢ + 2B cos ¢, (3.20)
los puntos criticos satisfacen
B
tan ¢ = - (3.21)

Hay entonces exactamente dos puntos criticos en [—m, 7), el minimo y el méximo.
Ademas las dos ¢ que satisfacen (3.21) estdn en los intervalos (—m/2,7/2), y
(—=m,—m/2) U (7/2, 7). Se puede afirmar que para A > 0 el minimo estd en
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(=7/2,7/2), y que para A < 0 el minimo estd en (—m, —7/2) U (7/2,7). Se
evalua

G"(¢) =2Acos¢ — 2Bsin¢ = 2cos p(A — Btan¢) (3.22)

en los puntos criticos. El ¢ una solucién de (3.21) y cos ¢ = +(1 + B?/A%)~1/2
implica

G"(¢) = £2A(1 + tan® ¢)~1/2. (3.23)
Por lo tanto G"(¢) > 0 requiere que A y cos ¢ tengan el mismo signo, mostrando

lo que se afirmé. Usando este hecho se puede checar que en el minimo, cos ¢ =
+(1 + B?/A?)~'/2 implica

G(¢)_2:F2%~/A2+B2—2—2 A2 + B2 (3.24)

por A = £|A|. Por lo tanto

2 2
D,(t) =22 i 9inl” o (B — MY ] zpj im0y (1 )t
=2— ———cos (Ejn — in— ,
" - i — W _ sin (Ejn —wn
Jj=1 j=1
(3.25)
y se obtiene inmediatamente (3.16). O

Se puede usar la expresién (3.16) para aproximar D,,(t). Por ejemplo si sélo
consideramos los dos coeficientes |d; ,|, |d2,»| en la suma (3.16), suponiendo sea
uno de los més grandes, se tiene la expresion simplificada

— 2
Do(t)~2 - E\/|d1,n|4 ¥ o]t + 2|d1 n|?|don|? coS(Ean — Ern)t.  (3.26)

Podemos estimar la frecuencia de recurrencia al minimo de ﬁi como (Esp, —
E 17") / 2. .

La expresién (3.15) también implica que la distancia D, (t) depende sélo
de la érbita del breather: por (3.6), cambiando la condicién breather inicial de
A a e A multiplica todos los dj, por una fase comin e’ dejando a D,,(t)
invariante. Esta observacion justifica tomar como condicién inicial cualquier
punto de la érbita.

Observamos también que la expresién (3.15) con ¢ = 1 nos da la distancia
D, (t) para estados Glauber proyectados a V;, (sin normalizacién), ver la seccién
2.3. Esto nos permite usar también (3.15) para estimar desde abajo D(t), la
distancia para los estados Glauber.

En la segunda parte de esta seccion demostramos también que el valor de
D,,(t) para condiciones iniciales cldsicas en la vecindad de un breather estable
son aquellos obtenidos para el breather més un pequeno error.

Para hacer esto mds preciso considere una solucién breather Ae~*?!, y una
solucién u que satisface

a(t) = Ae7 @) L 5(t), con $(0) =0, ||6(t)]|<e, Vte[0,T], (3.27)
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para algunas funciones 6 : [0,7] — R, ¢ : [0,7] — C’. (|| - || es la norma
Euclideana en C/ ~ R%/.)

La expresion (3.27) establece que la 6rbita @ permanece e— cerca a la érbita
del breather en [0,T]. (0(t) puede crecer asi que 4(t) no estd necesariamente
cerca a Ae~'?). Se pueden definir tiempos finitos de estabilidad orbital para el
breather Ae~** como la propiedad que da algun 0 < € < ¢, podemos escoger
do tal que ||a(0) — Al| < &y implica (3.27) para funciones apropiadas 6, ¢. Para
T = oo se tiene la definicién usual de estabilidad orbital.

La estabilidad orbital es conocida solamente para orbitas breather que co-
rresponden a extremos locales de la energia para una potencia fija, y existen
muchos breather linealmente estables que no son extremos locales. No conoce-
mos resultados tedricos del andlisis de estabilidad no lineal para tales breathers,
pero numéricamente vemos trayectorias que permanecen indefinidamente en las
proximidades del breather, asi como los casos de escape eventual de la proximi-
dad del breather linealmente estable [8, 9]. Estas consideraciones deberian hacer
que la estabilidad temporal finita sea una suposiciéon razonable. Desde un punto
de vista mas préactico, nos interesan las trayectorias u observadas para satisfacer
(3.27) para € “pequeiia .

Proposicién 3.2.2 Considere una solucion breather Ae=** y la trayectoria @
que satisface (3.27) para alguna T > 0 y funciones apropiadas 6, §. Considere
A =a(0) = A+6(0), |6(0)] < e, y considere los estados cudnticos y cldsicos
[T, (1)), [WC(t)) como arriba que evoluciona desde la condicién inicial |(A)).
Entonces, para cualquier t € [0,T), la diferencia D, (t) entre |¥,(t)), %< (1)),
definida como en (3.14), satisface

5 2 Pn Pn
DX(t)=2-= dinl*+2 di n)?|d;n)? Ein—E;n)t 2
2(1) C;|J,|+Z|,||J,|cosm, t+0(e) (3.28)

i<j
como € — 0, con d; , como en (3.6).

Demostracion. Por la suposicién, a;(t) = Aje”"@HoM) 4 §.(1), con |6;(t)| < e
para todo j = 1,..., f, t € [0, T]. Entonces los coeficientes semicldsicos dfn(t)
de (3.9) con af(t) las trayectorias @ son

Lt g B ATHATE AT
dS, () = e 2 X AN 2 L_o=iN@H0M)p 4 O(e),  (3.29)

nll!TLQl! .. .nﬂ!

y tenemos que el estado semiclésico correspondiente a u satisface

T 1 < —iN(w
[UE(8) = —= D djne” MO0 ,) + O(e) (3.30)
=1

Ve &

para todo ¢t € [0,T], con d;, obtenido del breather no perturbado por (3.6).
La suposicién también implica que el estado cudntico obtenido de la condicién
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inicial |(@)) satisface
1 & -
[ (6)) = 72 D dine™ 50 50) + O() (3.31)
j=1

para todo ¢ real, con dj,, como en (3.30). Definiendo la diferencia D, (t) entre
|0, (1)) v [P (%)), como en (3.14) se tiene

Pn 2
r |d j n|
Di(t)= inf [2-2) L Ej, —wn)t+0(t 0 3.32
n(t) = fnf ; o8 ((Bjn —wn)t+0(t) +¢) | +0(e), (3.32)
para todo t € [0,7]. El infimo sobre ¢ € S! para algin ¢ dado no es afectado
por la adicién de un dngulo 6(t), y se obtiene de nueva cuenta la expresién de
la proposicién (3.2.1), salvo un error O(e). O

La falta de cambio significativo en D,,(t) para las condiciones iniciales en la

proximidad de breathers estables también se reporté en [37, 38] y en las secciones
3.4y 3.5

3.3. Evaluacién numérica de la expresion para
D, (t): cadena de 3 sitios

A continuacién se presentan cédlculos numéricos usando estados coherentes
y la expresién (3.16) para los casos de breathers estables. El objetivo de esta
seccidén es ver como las diferentes caracteristicas consideradas de los datos es-
pectrales del problema cudntico afectan a la diferencia D, (t), y ver como una
aproximacién tal como la dada por la ecuacién (3.26) captura las principales
caracteristicas dadas por la expresién (3.16).

Los resultados presentados se obtuvieron con P =1, 6 = 0.3, y son indicati-
vos de lo que se observa para valores pequetios de § > 0 (el caso de enfocamien-
to). Ademds, bajo las suposiciones adicionales de la Proposicién 3.2.2, cuando
se consideran condiciones iniciales cercanas a un breather (una perturbacién del
breather) se obtienen cambios adicionales pequefios en la diferencia D, (t) (com-
parado con el breather sin perturbar), por lo que, sin pérdida de generalidad,
en los resultados tnicamente se muestra a la diferencia D,, () para condiciones
iniciales de tipo breather.

Para valores de || suficientemente pequetios la estabilidad lineal de los breat-
hers se puede determinar usando un criterio de nimero de cambios de signo de
la amplitud del breather demostrado por Pelinovsky, Kevrekidis y Frantzeska-
kis [57]. Este criterio nos permite escoger breathers que podrian ser estables
para un rango de d mas amplio. La estabilidad lineal de los breathers se verifica
numéricamente tomando en cuenta las consideraciones del capitulo 2. En esta
y la préxima secciéon indicamos también la estabilidad orbital en tiempo finito
utilizada en la seccién 3.2 para condiciones iniciales cercanas al breather usando
integracion numérica.
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Figura 3.1: Espectro de energia de una cadena de 3 sitios del hamiltoniano H,
dado por (2.8) para diferente nimero n de bosones, § = 0.3.

En esta y en la préxima seccién la enumeracién de los coeficientes d; ., con
j=1,...,Dn, Pn, del estado coherente P,|(«(0))), |«(0)) un estado coherente
Glauber (la condicién inicial), en la base de eigenvectores de H,, hace a E;,
decreciente en j.

En lo que sigue y la proxima secciéon usaremos también la notacién simpli-
ficada d; para denotar el coeficiente d;,, y £; para denotar Ej;,. El nimero
de cuantos se hard explicito en cada caso. Empezamos con la cadena de f = 3
sitios. En la Figura 3.1 se muestra el espectro de H,, para diferente niimero de
cuantos, n, para una cadena de f = 3 sitios.

Como condiciones iniciales se han usado los estados coherentes correspon-
dientes a los breathers

C1 = (0.550259, —0.628037, 0.550259), (3.33)

Co = (0.149791,0.977305,0.149791). (3.34)

La estabilidad clasica de C; esta indicada en las Figuras 3.2 y 3.3, donde
se han graficado, respectivamente, las amplitudes |u;(¢)|? de las soluciones de
la ecuacién DNLS (1.1) con la condicién inicial 4(0) = C; y con una condicién
inicial cercana a Cy, €} = (0.54, —0.6456004957,0.54).
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Figura 3.2: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién NLS (1.1)
con condicién inicial C; dada por (3.33). Cadena de f = 3 sitios, § = 0.3, y
P=1.

Como se puede ver en la Figura 3.3, la trayectoria con la condicién inicial
C} aun permanece en un estado localizado y cerca de Cy.

Cyl? —— Sitio 1y 3 ——Sitio2

02
015
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005
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Figura 3.3: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién NLS (1.1)
con condicién inicial ¢ = (0.54, —0.6456004957,0.54), cerca de C; dada por
(3.33). Cadena de f = 3 sitios, 6 = 0.3,y P = 1.
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En las Figuras 3.4a y 3.4b se muestran los coeficientes |d; ,|?/c de la expre-
sién (3.15) para los estados cudnticos iniciales |(«(0)), a(0) = Cy, en el subes-
pacio con n = 3, y n = 43 bosones respectivamente. La energia E;,, disminuye
con el indice j (n serd explicitamente establecida en cada caso). En la Figu-
ra 3.4a, para n = 3, se observan dos coeficientes dominantes |d;|?/c, que son
|d1)?/c = 0.5404639, y |dg|?/c = 0.3645769.
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(a) Caso de n = 3 bosones
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0.05 |- -
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(b) Caso de n = 43 bosones
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2
Figura 3.4: Coeficientes % para la cadena con f = 3 sitios, 6 = 0.3, n =3 y 43
bosones respectivamente para el estado inicial |(«(0)), «(0) = A;, ver (3.33).

En la Figura 3.5 se comparan los valores de D3(t) obtenidos por la expre-
sién (3.16) y su aproximacién a dos estados, es decir usando unicamente los
dos estados correspondientes a los coeficientes |d1|?/c y |dg|?/c. Se observa que
el aproximado D3(t) es cercano al valor exacto. También se ha usado la apro-
ximacién a dos estados para estimar el tiempo T = 86.39 entre minimos de
D3 (t). Aproximaciones similares, minimos relativamente pequeiios de D,,(t) son
vistos hasta para n = 10. Esto probablemente se debe a un ntimero pequeno de
coeficientes d; dominantes.
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Figura 3.5: D,, v.s. t, n = 3 bosones, la condicién inicial es el estado coherente

correspondiente a C1 de (3.33). (A) Dy (t) exacto, (B) aproximacién a dos estados
de D, (t). Cadena con f = 3 sitios, 6 = 0.3, P = 1.
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Figura 3.6: D,, v.s. t, n = 43 bosones, la condicién inicial es el estado coherente

correspondiente a Cy de (3.33). (A) Dy(t) exacto, (B) aproximacién a dos estados
de D, (t). Cadena con f = 3 sitios, d = 0.3, P = 1.
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En la Figura 3.6 se muestra la misma comparacién para n = 43 bosones,
usando de nueva cuenta la aproximacién de dos estados (3.26) para D,,. Se
observa que las dos expresiones dan resultados comparables para la escala de
tiempo de la oscilacién de Dy3(t). Los casos n = 3 y 43 mostrados en Figuras 3.5
y 3.6 indican la observacién general que el minimo de D,,(t) crece conforme n se
incrementa. Esto es también capturado aproximadamente por la aproximacién
de los dos estados.

La estabilidad orbital del breather Cs, dado por 3.34, es indicado por las
Figuras (3.7) y (3.8). El breather Cs coincide con el breather Ay de la seccién
3.4.

iujfz
A —— Sitio 1y 3 —— §itio 2
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Figura 3.7: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién NLS (1.1)
con condicién inicial C; dada por (3.34). Cadena de f = 3 sitios, § = 0.3, y
P=1.

En la Figura 3.8 se muestra la dindmica de la condicién inicial C, = (0.13,
0.98295472937,0.13), cerca de C2. Como se puede observar el estado permanece
localizado y cerca de Cs.
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Figura 3.8: Amplitudes |u;]* v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién NLS
(1.1) con condicién inicial C} = (0.13,0.98295472937, 0.13) cerca de Cs of (3.33).
Cadena de 3 sites, 6 = 0.3,y P = 1.

En las Figuras 3.9a y 3.9b se muestran los coeficientes |d;|?/c de la expresién
(3.15) para los estados iniciales cudnticos |(«(0)), a(0) = Ca, en los subespacios
den = 3,y n = 43 bosones respectivamente. Para n = 3 se observa un coeficiente
dominante |d;|?/c (los otros no son visibles en la figura).
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Figura 3.9: Coeficientes d— para la cadena con f = 3
(0

43 bosones respectlvamente para el estado inicial |(«
(3.34).

siti
)>

Se ha calculado la aproximacién a dos estados (3.26) de D3(t) a partir de
los dos coeficientes més grandes |d2|?/c = 0.935728, y |d3|?/c = 0.031473, y se
compara el valor exacto y aproximado de Ds(t) en la Figura 3.10. La aproxi-
macién de dos estados describe la envolvente de las oscilaciones de D3(t). Los
minimos sin embargo son sobrestimados.

Una comparacién similar de la aproximacién de dos estados de Dy3(t) a su
valor exacto se muestra en la Figura 3.11. Se observa que la aproximacién de dos
estados captura la escala de tiempo de las oscilaciones pero no aproxima bien
el minimo de Dy3(t). Por lo tanto no es tan 1til y se necesitan mas términos.
En este breather se observa que incrementando el nimero de bosones conduce
a un incremento més lento del minimo de D, ().
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Figura 3.10: D,, v.s. t, n = 3 bosones, la condicion inicial es el estado coherente

correspondiente a Cp of (3.33). (A) Dy (t) exacto, (B) aproximacién a dos estados
de D, (t). Cadena con f = 3 sites, § = 0.3, P = 1.
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Figura 3.11: D,, v.s. t, n = 43 bosones, la condicién inicial es el estado coherente

correspondiente a Cz of (3.33). (A) Dy (t) exacto, (B) aproximacién a dos estados
de D, (t). Cadena con f = 3 sitios, 6 = 0.3, P = 1.
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3.4. Evaluacién numérica de la expresion para
D, (t): cadena de 5 sitios

El propésito de esta seccién es extender las observaciones de la seccién 3.3
a una cadena de f = 5 sitios. La notacion es la de la seccién 3.3. El rapido
crecimiento de la dimensién de V,, con n y f, ver seccién 3.2, nos limita a
estudios de hasta n = 9 bosones. El espectro de H,, para diferente niimero de
cuantos, n, se muestra en la Figura 3.12.

Energia

& = 3 a 3
+
2

L. 2 & 4

W

Numero de bosones

Figura 3.12: Espectro de energia de una cadena de 5 sitios del Hamiltoniano H,,
dado por (2.8) para diferente nimero n de bosones, § = 0.3.

Se han usado como condiciones iniciales los estados coherentes correspon-
dientes a los breathers

D; = (0.381608, —0.480558, 0.49687, —0.480558, 0.381608), (3.35)

Dy = (0.0230719, 0.153576,0.975584, 0.153576, 0.0230719). (3.36)

donde se ha usado 6 = 0.3y P = 1.

La estabilidad de D; es indicada en las Figuras 3.13 y 3.14, donde se ha
utilizado el estado cudntico correspondiente a D] = (0.392503, —0.470044, 0.5,
—0.470044, 0.392503) cerca del breather estable A;.

76



|Uj!2 .
—— Sitio 1 —— Fitio 2 ——Sitio 3

0:25

0.2

L e == S = T

01
005
0 v =
o 50 100 150 200

Figura 3.13: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién DNLS
(1.1) con condicién inicial Dy dado por (3.35). Cadena de f = 5 sitios, 6 = 0.3,
y P=1.
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Figura 3.14: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién DNLS
(1.1) con condicién inicial D] = (0.392503, —0.470044, 0.5, —0.470044, 0.392503)
cerca de D; dado por (3.35). Cadena de f = 5 sitios, 6 = 0.3,y P =1.
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Ahora consideremos la evolucién cudntica correspondiente. Las Figuras 3.15a
y 3.15b muestran los coeficientes |d;|?/c para el estado cudntico |(«(0)), «(0)=D;
dado por (3.35), en el subespacio de n = 3 y n = 9 bosones respectivamente.
Para n = 3 bosones los coeficientes mas grandes son |dg|?/c = 0.6609740, y
|d23|?/c = 0.1383539.
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Figura 3.15: Coeficientes % para la cadena con f = 5 sitios, 6 = 0.3, n =3y
9 bosones respectivamente para el estado inicial |(«(0)), «(0) = D; dado por
(3.35).

La correspondiente aproximacién a dos estados (3.26) de D3(t) y la expresién
exacta son comparadas en la Figura 3.16. Se observa una buena aproximacién del
tiempo entre minimos de Dj3(t). Los valores de los minimos son sobrestimados
por la aproximacion. Resultados similares para n = 9 bosones se muestran en
la Figura 3.17. Se observa que la aproximacion a dos estados da una buena
estimacién del minimo de Dg(t). La variacién de Dg(t) es mucho més pequeiia.
En esta cadena grande se observa que el minimo de D,, (t) disminuye m4s rapido
con el nimero de bosones.
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Figura 3.16: D,, v.s. t, n = 3 bosones, la condicién inicial es el estado coheren-

te correspondiente a Dp de (3.35). (A) Dy(t) exacto, (B) aproximacién a dos
estados de D, (t). Cadena con f =5 sitios, § = 0.3, P = 1.
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Figura 3.17: D,, v.s. t, n = 9 bosones, la , condicion inicial es el estado coheren-

te correspondiente a Dy de (3.35). (A) D,(t) exacto, (B) aproximacién a dos
estados de D, (¢t). Cadena con f =5 sitios, § = 0.3, P = 1.
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La estabilidad del breather estable D2, dado por (3.36), se indica en las
Figuras 3.18 y 3.19. El breather D5 coincide con el breather Bs de la seccién
3.5. Se ha utilizado D} = (0.0185,0.1395,0.98,0.1395, 0.0185) cerca del breather
D5 dado por (3.36).
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Figura 3.18: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién DNLS
(1.1) con condicién inicial Dy dado por (3.36). Cadena de f = 5 sitios, 6 = 0.3,
y P=1.
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Figura 3.19: Amplitudes |u;|? v.s. tiempo ¢, evolucién bajo la ecuacién DNLS
(1.1) con condicién inicial Dj = (0.0185, 0.1395, 0.98, 0.1395, 0.0185) cerca de
D4 dado por (3.36). Cadena de f =5 sitios, § = 0.3, y P = 1.
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Las Figuras 3.20a, y 3.20b muestran los valores de los coeficientes |d;|?/c
para el estado cudntico inicial |(«(0)), a(0)=Da, en el subespacio de n = 3, y
n = 9 bosones respectivamente.
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Figura 3.20: Coeficientes d—cj para la cadena con f =5 sitios, § =0.3,n =3y 9
bosones respectivamente para el estado inicial |(«(0)), «(0) = Da, ver (3.36).

Para n = 3 bosones los dos coeficientes més grandes son |d;|?/c = 0.4806854
v |ds|?/c = 0.4810364 con energias respectivas E1 = 10.3504977y E3 = 10.3228246.
Las correspondientes aproximaciones (3.26) de Ds(t) y la expresién exacta
son presentadas en las Figuras 3.21 y 3.22.
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Figura 3.21: D, v.s. t, n = 3 bosones, la condicién inicial es el estado coherente
correspondiente a Dy dado por (3.36). (A) Dy (t) exacto, (B) aproximacién a
dos estados de D,,(t). Cadena con f =5 sitios, 6 = 0.3, P = 1.
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Figura 3.22: D,, v.s. t, n = 9 bosones, la condicién inicial es el estado coherente

correspondiente a Dy dado por (3.36). (A) D,(t) exacto, (B) aproximacién a
tres estados de D, (t). Cadena con f =5 sitios, § = 0.3, P = 1.
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En la Figura 3.21 se observa que la correspondiente aproximacion de dos
estados de D3(t) da valores exactos para los tiempos y valores del minimo de
D3(t). Para n = 9 bosones mejoramos la aproximacién de Dg(t) usando tres
estados, con coeficientes |dgs|?/c = 0.4025045, |ds7|?/c = 0.4024292, |da9s|?/c =
0.0296268, y energias respectivas Fgg = 48.7760689, Fg7 = 48.7760691, Fogg =
39.1033353. El exacto y el aproximado de Dg(t) se muestran en la Figura 3.22.
La aproximacion de tres estados da una buena estimacién de los tiempos entre
los minimos de Dy (t), pero da valores inexactos, mas pequeiio, para el minimo.
Se observa de nueva cuenta que el minimo de D, (¢) disminuye con n.
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Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado numérica y analiticamente la dis-
tancia D,, entre estados cudnticos exactos y estados coherentes con pardmetros
que evolucionan clasicamente. En ambos casos se han usado como condiciones
iniciales estados coherentes SU(f) que corresponden a soluciones breather de la
ecuacion DNLS clasica y también condiciones iniciales en la vecindad de dichos
breather. Se consider6 en ambos casos la evolucién de estados coherentes SU(f)
en subespacios invariantes de un nimero fijo de cuantos.

En el capitulo 2 se presenta el cdlculo numérico de la distancia D,, entre
las dos reglas de evolucién. Se consideran cadenas (lattices) de tres y cinco
sitios en donde se pudo observar que la evolucion de esta distancia presenta
recurrencias o retornos a valores relativamente pequenos (valores minimos de
D,,), es decir los resultados sugieren el retorno a una vecindad o acercamiento
al estado coherente inicial. También se observa que esta distancia depende de
la estabilidad de las soluciones breather que se han utilizado. Para condiciones
iniciales referidas a un breather inestable no se observan recurrencias similares a
las vistas para el caso de condiciones iniciales de un breather estable. En el caso
inestable la distancia D,, entre los estados coherentes evolucionados cudntica y
clasicamente aumenta rapidamente y fluctia ligeramente en torno a un valor
promedio grande, sin alguna recurrencia a valores de D,, pequeiios, es decir,
las orbitas inestables parecen corresponder a diferencias grandes entre las dos
evoluciones en todo momento.

De forma paralela al estudio numérico se obtuvo una expresién relativamen-
te simple de la distancia D,, que puede ser evaluada numéricamente y puede
explicar algunas caracteristicas de recurrencias a la vecindad del estado inicial
que se observan en la parte numérica.

Se observa que el fenémeno de recurrencia a una vecindad del estado cudntico
inicial es més pronunciada en subespacios con un ntmero pequeno de cuantos.
Este resultado se debe probablemente a que los estados iniciales considerados
son una superposicién de un numero pequeno de eigenestados del operador
Hamiltoniano. En este caso D, (t) puede ser aproximado de forma efectiva por
la expresién simplificada (3.26) de la que se pueden predecir los minimos de la
distancia D,, y los tiempos de recurrencia a estos minimos.

Se observa que el minimo de D, (t) es significativamente mas pequefio para
los breathers de un pico, que se espera sea un minimo local (y minimo global) de
la energia H a una potencia fija P y por lo tanto orbitalmente estable para § > 0
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suficientemente pequeno, ver [9], por ejemplo para P = 1, un breather de k - pico
tiene amplitudes |A| = 1/vk+O(8) (en k sitios), y energia H = —1/vk+O(6).

El estudio numérico que presentamos no resuelve la dependencia de estos
fenémenos con el nimero de sitios f de la cadena, ya que la dimensién del
subespacio de n cuantos V,, crece rapidamente con f y n. Consideramos factible
que para |[0] << 1, los datos cldsicos del breather (frecuencia y amplitud), y los
datos espectrales podrian ser aproximados analiticamente usando argumentos
perturbativos. Este tipo de calculo aproximado podria darnos informacién sobre
el comportamiento de D,,(t) para n y f mds grandes en el régimen |§| << 1
(anticontinuo).

Finalmente, podemos generar algunas cuestiones relacionadas con el presen-
te trabajo que pueden dar origen a futuros trabajos como por ejemplo la posible
generalizacién de la expresion exacta para la distancia entre trayectorias cudnti-
cas y clasicas de estados coherentes a otros sistemas con simetria de fase global.
Por ejemplo, se puede considerar el mismo sistema DNLS usando como variables
los modos normales de vibracién para las u; y el correspondiente hamiltoniano.
Consideramos que se pueden obtener expresiones andlogas aunque més engo-
rrosas para la distancia D(t) entre las trayectorias semicldsica y cudntica para
érbitas periédicas generales para sistemas sin la simetria S* global, i.e. con ope-
rador hamiltoniano cudntico sin una estructura diagonal en bloques respecto a
los subespacios V,,. Tales expresiones requieren de mayor célculo de cémputo,
pero pueden dar una forma precisa para medir la exactitud de las aproximacio-
nes semiclasicas de los estados coherentes para una clase grande de 6rbitas.

Estudios adicionales pueden involucrar cadenas de mayor dimensién, fenéme-
nos de interferencia cudntica, memorias cuanticas, entre otros, que pudieran dar
lugar a mayores temas de investigacion.
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Apéndice A

Estados coherentes

A.1. Introduccion

En este Apéndice se presentan algunas definiciones y propiedades bésicas de
los estados coherentes tipo Glauber y los estados coherentes generalizados tipo
SU(f) utilizados en la tesis [63, 66, 67, 68].

El formalismo de los estados coherentes denotados aqui como estados Glau-
ber fue propuesto por R. J. Glauber [39] en 1963, los cuales también los aplicé a
varios problemas de la éptica cudntica. Estos estados son implicitos en un tra-
bajo de Schrodinger de 1926 quien estaba interesado en estudiar los estados
cuanticos del oscilador armdnico que imitaran su contraparte clasica a través
de la evolucién del operador de posicién [39]. Varios aspectos de la teorfa ma-
tematica de los estados coherentes fueron desarollados en los 1950s y 60s por
Aronsajn, I.LE. Segal, Bargmann, Klauder, Sudarshan y Schweber. El apéndice
de [40] y [69] contiene varios comentarios histéricos sobre el origen de la teoria
de estados coherentes.

El concepto de los estados coherentes admite varias generalizaciones [62], y
notamos especialmente la definicion de estados coherentes asociados a grupos
introducida en forma independiente por Perelomov [63, 70] y Gilmore en 1972
[71, 72]. Este formalismo esta relacionado con los estados que hemos denotado
como estados SU(f) en la tesis, en particular su conexién con el grupo SU(f)
surge de la definicién de Perelomov-Gilmore. En el formalismo de Perelomov-
Gilmore, los estados originales de Glauber se asocian al grupo de Heisenberg
- Weyl. Definiciones mas recientes y més generales de estados coherentes se
presentan en [73].

Los estados coherentes tienen aplicaciones en diversas areas de la fisica ma-
temdtica y tedrica, por ejemplo son usados en teoria de la probabilidad [74],
integrales de trayectoria [75], en la teoria de funciones analiticas [76], en fisica
de materia condensada [77] y en teoria cudntica de la informacién [78]

Dado que la teoria de estados coherentes es extensa aqui nos enfocamos en
propiedades que resultan ttiles o relevantes para el desarrollo de la presente
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tesis. El mayor énfasis en este y los Apéndices C y D esta en la relacién entre
diferentes definiciones de los los estados SU(f) y algunas propiedades bésicas
de dichos estados.

Esta teorfa se usa en el Apéndice B para entender mejor la relacién entre
los estados coherentes y la descripcién semiclasica de sistemas cuanticos. La
discussién del Apéndice B proporciona una relaciéon natural entre la mecénica
cuantica y la descripcién clasica, y motiva la ley de evolucion clasica de los esta-
dos coherentes definida en el capitulo 2 de la tesis. En particular, describiremos
como la evolucién clésica de los pardmetros de los estados coherentes constituye
una aproximacién “semiclasica” de la evolucién cuédntica.

En la seccién A.2. revisamos algunas definiciones y propiedades bésicas de
los estados Glauber. Introducimos también una notacién alternativa al del texto
principal de la tesis que facilita los calculos en estos apéndices. En la seccion
A.3. usamos los estados de Glauber, denotados como |Z), Z € C/, para definir
estados |s, £), s entero nonegativo, £ = (£1,...,&7) € C/, |¢]? = Z§:1 €12 = 1.

En la seccién A.4. mostramos que los estados |s, ) pertenecen al subespacio
Vs de s cuantos y que son estados SU(f) definidos en el capitulo 2 de la tesis.
El material de la seccién A.4. se usa en el Apéndice B para motivar la definicién
de la evolucién clésica de los estados coherentes. Algunas demostraciones mas
largas de resultados de la seccién A.4. se presentan en los Apéndices C y D.

A.2. Estados coherentes Glauber |z), y |Z)

Primero consideramos los estados coherentes Glauber para un sistema de f =
1 grado de libertad. En este caso los estados coherentes Glauber son indizados
por puntos del espacio fase cldsico C, y se denotan por |z), z € C. (Esta notacién
y su generalizacién a més dimensiones es mas estandard que la notacién |(z))
utilizada en los capitulos 2, 3, y facilita los cdlculos que siguen.)

Usamos la notacion de la seccién 2.1 para los operadores de creacién y ani-
quilacién B = BI, B = Bj respectivamente en el espacio V' generado por los
estados |k), k entero nonegativo.

Tenemos las siguientes tres definiciones equivalentes de los estados coherentes
Glauber |2), z € C/ [39, 62, T9]:

(1.) Como eigenestados del operador de aniquilacién B, esto es B|z) = z|z).

(2.) Aplicando el operador desplazamiento, D(z), al estado |0) (estado base
del oscilador arménico o vacio), donde

D(z) = ¢?B'="B _ o—3l2[2,2B" ;—z"B (A1)

Esta definicién nos resulta en la férmula explicita

|2) = D(2)|0) = e*%'z'znzzo %w. (A.2)
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Para obtener (A.2) usamos la férmula de Baker - Campbell - Hausdorff
para el producto de las exponenciales de dos operadores Ay B en V [80],

eATB — AeBem3l4.B] (A.3)

con [A, B] = AB — BA, y lala relacién [B, Bf] = 1, de donde tenemos

ezBffz*B — zBY —2*B_—1[zBf —2*B]

T _1 2
e*"e e 2 =Bl Bem3l2l7 (A.4)

La férmula (A.2) se obtiene usando B|0) = 0y e=* £|0) = |0).

. Como estados cudnticos que minimizan (saturan) la relacién de incerti-
dumbre de Heisenberg.

Para formular precisamente esta tercera definiciéon usamos las siguientes
definiciones. Para constantes w > 0, h > 0, sean i = % v los operadores
G, p definidos por

h

G= Z(B+BT), (A.5)

ﬁ_i\/g(BT - B). (A.6)

Ademds, para cada estado |¢)) € V y operador M en V definimos la
cantidad (AM)2, la varianza quadrada de M respecto al estado |1)), por

(AM)* = (M) — (| M]3h)*.
Nétese que la dependencia de (AM)? en |1) no se hace explicita en esta
notacion.

La relacién de incertidumbre de Heisenberg es el teorema que para cada
|} € V, las varianzas Ap, A§ de los operadores p, § respecto al estado
|1) satisfacen la desigualdad

ApAG >

| S

Los estados coherentes se pueden definir como los elementos |x) € V
para los cuales se tiene la igualdad. (El pardmetro h que aparece en la
desigualdad es la constante de Planck.)

Observamos que las definiciones alternativas de los estados Glauber nos
permiten calcular que si |¢) = |z), un estado Glauber, entonces las va-
rianzas correspondentes Ap, Ag se calculan como
2 42 A2 h
(Aq)” = (2lq°|2) — (2]dl2)" = 5—,

o|F ¥

(Ap)? = (2p?|2) — (2]p|2)* =
Entonces los estados coherentes nos dan el valor minimo para el producto

APAG.
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A continuacién mencionamos algunas propiedades importantes de los estados
coherentes Glauber, ver [62] para demonstraciones y referencias.

(i) El conjunto de estados coherentes forma un conjunto completo, esto es, se
tiene una relaciéon de completez de la forma,

%/|z><z|d2z:1, (A.7)

donde I es el operador unidad en V', y la integracién es sobre todo el plano
complejo C = R?, y d?z = dxdy, con z = x + iy, =, y € R. Esta relacién
se llama también resolucion de la unidad.

(ii) Existen subconjuntos del conjunto de los estados coherentes que forman
bases de V. Un ejemplo es el conjunto de los estados |z) donde z = /7 (n+
im), con n, m enteros.

(iii) Los estados Glauber no son ortogonales. De acuerdo con (A.2) se tiene,
(w2 = e =r (A8)

por lo que los estados coherentes llegan a ser ortogonales cuando la dife-
rencia |z — w|? se incrementa.

Consideramos ahora los estados coherentes para un sistema de f > 1 grados
de libertad. Los estados coherentes Glauber correspondientes se denotaran por
|Z), Z = (21,...,2f) € C/, ademds usaremos la notacién de la seccién 2.1 para
los operadores de creacion y aniquilacién B;, Bj, 7 =1,..., f, respectivamente
en el espacio V generado por los estados |n1,...,n5), n; >0,j=1,..., f.

Usaremos también las relaciones de conmutacién

(B, Bi| = [B},, BI] =0, [Bun,Bl]=06m, VYmic{l,....f}. (A9)

Definiremos ahora los estados coherentes Glauber por

/ /
12) =TT 12y = [T e " "0, 0), (A.10)
i=1 i=1
donde Z = (z1,...,27) € C/. Esta definicién generaliza la segunda definicién

del caso f = 1. Usando de forma andaloga la férmula de Baker - Campbell -
Hausdorff

eziBinszi — eziBiT e*Z:Bie*%[ZiBiT,*ZIBi] — eziBiTefsziefaziF, (All)

obtenemos

7) = [t
1=1

<

15~ f 2 f +
0, ceey 0> =e 2 2o =il ezizl zia,

0,...,0). (A.12)
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La generalizacién de las propiedades (i)-(iii) para el caso f > 1 se describe
n [39, 62]. Notamos en particular la relacién de completez

1 i
— | 12)(z|d*z =1, (A.13)

7Tj ct
donde I es el operador unidad en V', y d*z = H£:1 dxdyy, con z = T + 1y,
e,y €ER E=1,..., f.

A.3. Estados coherentes generalizados |s,§)

Ahora usamos una descomposicién de los estados Glauber |Z) € V en esta-
dos que denotaremos como estados |s, ). Los estados |s, £) son elementos de los
subespacios de s cuantos V. Los estados |s, £) satisfacen varias de las propieda-
des de los estados coherentes Glauber, y se indentificardn mas adelante con los
estados SU(f).

Considere entonces el estado coherente |Z), Z = (z1,. ..
por (A.12). Usando la serie de la exponencial se tiene que,

|Z) = e~ 3 Xioa [l Z (Zmaj) 0,0,...,0). (A.14)

=1

,zf) € C/, definido

Si se considera el cambio de variable

¥
Z’L:é.’i\/ﬁa izla"'af? con N:Z|Z’L|2a
i=1

1Z) = e*%zg (Zw*) 0,0,...,0)

AT)S|0,0,...,0>, (A.15)

donde AT se define por
f
AT =>"¢B] (A.16)
i=1

Reescribiendo (A.15) como

= %Z N |o 0,...,0). (A.17)
:0 S.
y definiendo a
Af)?
s, &) = %IO,O,---,@ (A.18)



se obtiene finalmente que,

Z) =¥ 2. (A.19)

de donde |Z) resulta ser una superposicién de los estados |s, &)
De acuerdo con lo anterior se tiene la siguiente definicién [46].

Definicion A.3.1 Se define el conjunto de estados coherentes generalizados,

{5.)}. dados por 1

s entero nonegativo, con

;
AT =>"¢B] (A.21)
1=1
Y ;
£=(&,....&) €Clcon) |6 =1. (A.22)
1=1

A.4. Algunas propiedades de los estados cohe-
rentes |s, &)
En la presente seccién se mencionan algunas propiedades referentes a los

estados coherentes generalizados |s, &) en analogfa con las propiedades ya cono-
cidas de los estados Glauber |z).

A.4.1. Representacién explicita de los estados |s,§)

De (A.20) el estado coherente generalizado |s, &) se puede escribir explicita-
mente como

1

y usando la férmula multinomial para desarrollar la potencia de la suma anterior
se tiene,

(ngI + & B} +-~~+§1B}.) 10,0, ...,0), (A.23)

s!
0= ¥ e (@B @B (€ B 0.0...0)

; milma!. . my!
i mi=s

(A.24)
entonces
B

Vsl N
s,f = §m1§m2"'§"f i
= z.f%i_s\/m 152 7 };[1 N

0,...,0) (A.25)
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que finalmente se puede reescribir como,

(s) Vsl
Z A/ TN 'm2

ey ...§?f|m1,m2,...,mf> (A.26)

donde )
o Bh™
|ml,mQ,...,mf>_Z_H1 \/m_|o ,0). (A.27)

A.4.2. Interpretaciéon del parametro s

Tal, tenemos

Usando el operador de nimero de cudntos N = Zl 10,

N|m1,m2, c M)

Za a;|mi, ma,...,my) =

f
_ (Z >|m1,m2,..., mg) = s|m).  (A.28)

e (A.26) tenemos A
Nls, &) = s[s, ), (A.29)

esto implica que el pardmetro s es el nimero de bosones, y |s, &) € V.

A.4.3. Relacién de ortonormalidad de los estados |s, &)

Considere a f(B;, BZ ) una funcién que puede ser expandida en una serie de
potencias en B; y BZ , entonces [80]

g pgiy= 9
[Bi, f(Bi, B])] OB (A.30)

por lo que
f f
[Bi, (AN)] = [Bi, Q_&B) = 563 &Bl) ™ = s6(AT)*7, (A31)
i=1 i=1

con At = Zj 1 & B!, de donde se obtiene

Bi(AN)® = (AN B; + s&; (AT)*™1. (A.32)
Ahora,
Bils, &) = % B; (AH10,0,...,0)
_ % (AT B, + s&(AT)*1]10,0,...,0).  (A.33)

93



Usando ¢;/0,0, ...,0) =0, tenemos entonces

Bi|¢&) = %Sgi(/x*)klm,o,...,m
- %&(AT)SHO,O,...,O).
Identificando a
s—1,6) = ﬁ(/ﬂ)slm,o, 0

se obtiene finalmente que

Bil§) = Vs&ls — 1,€).

De forma andloga se puede mostrar que,

-1
Bils —1,6) = ————£,(A")*"2(0,0,...,0)
(s—=1)!
de donde, identificando a
1
s—2,§) = ————(47)*"?|0,0,...,0
5= 2,6 = (A" )

se obtiene,

Bils —1,8) = Vs — 1&]s — 2,).
En general, iterando se obtiene que,
Bils —=n,§) = Vs = n&ls — (n+1),§)

donde )
|S_n’ §> = (AT>57TL|O, O"",O>’
(s —n)!

con n € ZT, y relaciones analogas para los conjugados,

(s —n,&|Bf =5 —n& (—(n+1),¢

(s —n, &= 7'<O,O, 0] (AT

con A =31, &B;.
Usando estos resultados, tenemos
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f
<Sa§|]\7|5a§>:5 (Z |§1|2> <S—1,§|S—1,§>, (A44)

para s > 1. Aplicando (A.29) tenemos

§|S (Z |§1|2> S_1a§|s_1a§>' (A45)

De la normalizacién Y37, |&]2 = 1, tenemos

ya que [0,£) =10,...,0), el estado del vacio que es normalizado. Argumentando
de forma inductiva tenemos entonces

(s,€]s,6) = 1, (A.47)
para cada s > 0, suponiendo Zle |&|% = 1, y la propiedad de ortonormalidad
<§a S/|Sa §> = 55,5/ (A48)

dado que los espacios de diferentes niimeros de cuantos son ortogonales.

A.4.4. Relacién de incertidumbre de Heisenberg

Considere los operadores de momento p; y de posicién §;, para el sitio j de
una red de f sitios, los que pueden ser escritos en términos de los operadores

B;y B; como,
R h
i =155 (Bi+B]). (A.49)

pj = Z\/g (Bj. - Bj) . (A.50)

Estos operadores, ¢; y p;, actiian en un espacio de Hilbert estandar y satisfacen
las relaciones de conmutacion gk, p;] = hdk ;1, [qJ, ] =0y [pJ, ] =0, donde el
paréntesis cuadrado significa el conmutador [A, B] = AB— BA, I es el operador
identidad y A es la constante de Plank dividida entre 27. De forma paralela como

ya se mencioné lineas arriba, B; y B satisfacen el conmutador [By, B ] = 10k 4,
de donde se tiene que B; B; =1+ B;BJ.
Entonces,
o _ D t2_ P pa o2 t ; A
Y hw hw
A 2 A
P = —7(3} —B;)? = —T(B;- +B? —2BIB; - 1). (A.52)
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Se tiene que (s,&|Bj|s, ) = 0 y también <s,§|B;|s,§> = 0 debido a que el
estado Bjls, §) pertenece al espacio de Hilbert de s —1 particulas, el cual resulta
ortogonal al estado de |s, &) de s particulas. Lo mismo puede ser dicho para el
caso B;|s, &). Entonces,

(lale) = /2l +alle) = - (el + alle)) 0. (a5

Andlogamente

il = 1/ 0eta] - ale) = iy/™ (ielatie) — elasle)) —0. (a5

También se cumple que (¢|B}[€) =0y <§|B;2|§> =0 por lo que

(€lgj16) = (2S|§;I2+1) (A.55)

(€lpile) = (2S|§;|2 +1) (A.56)

donde se ha usado (A.43) y la (s — 1,§|s —1,¢) =1, Vs > 1, para calcular
(s, §|B;Bj|s, €). Las varianzas de p; y §; para los estados |s, {) estan dadas por

(8g5) = (@) — (@) = 1/ 5= (sl + 1) (A57)

(Ap;) =1/ pJ (pj)? 2S|§J|2 +1) (A.58)

de donde se ve que las varianzas Ag; y Ap; son 1guales, por lo que el principio
de incertidumbre estd saturado y

h
AgjApj = 5[25|§j|2 +1]. (A.59)

Cabe mencionar que en este caso se esta considerando un principio de incerti-
dumbre de Heisenberg generalizado, ver por ejemplo [81]

A.4.5. Relacién de completez de los estados |s, &)

Sea & = (&1,&,...,&) € €. Sea [¢]? = Z;;l |¢;]12. La completez de los
estados |s, &), € € C/, |¢] = 1, el subespacio Vy se describe por la siguiente

Proposicién A.4.1 (Relacion de completez).

/ du(&r) / dp() ... / (€Sl — Dls s, 6. &6 =1 (A60)
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donde 1 es la matriz unitaria en V; (la dimensién de V; es %) y du(&;),

es la medida dada por,

1 ((s+f—DN\7 1/ (s+f—DN\T
ante) = 2 (S dimeatimgy) = 1 (S
(A.61)
con j=1,2,..., f. Considerando el caso f =1 se tiene que la relacién (C.1) se
reduce a

= / ap()[€) (€] = 1 (A.62)

s

que es la relacion de completez dada para el caso de estados coherentes Glauber,
relacién (A.13). La demostracién de la proposicién (A.4.1) puede consultarse en
el apéndice C.

A.4.6. Relacién de los estados |s, &) y el grupo SU(f)

Los estados coherentes y sus generalizaciones pueden ser derivados esencial-
mente de una teoria de grupos. Para el proceso de construccion de los estados
coherentes asociados al grupo SU(f), ver por ejemplo [43, 46, 63], considere a
G el grupo de Lie dindmico del sistema cuantico considerado. Para simplificar,
se supone que G es conexo, simplemente conexo, y es de dimension finita. La
representacion irreducible unitaria del grupo dindmico G que actiia sobre el es-
pacio de Hilbert Vy y que se denota por T'. Con estos preliminares, se pueden
definir los estados coherentes generalizados por la accién de un elemento de la
representacién irreducible unitaria 7" en un estado de referencia fijo normalizado
|¢0>5

|5,€) = T(C)ltbo) (A.63)

con ¢ € G.

Aunque la eleccién del estado de referencia |1¢g) es en principio arbitraria,
esta eleccién influye fuertemente en la forma de los estados coherentes y en la
estructura del espacio fase correspondiente. Por lo tanto, una seleccién motivada
fisicamente seria un estado extremal del espacio de Hilbert tal como el estado
vacio, |0), para el grupo de Heisenberg-Weyl (estados coherentes Glauber) o el
estado de espin més bajo (mds alto) para el caso del grupo SU(f).

Una forma explicita para T de (A.63) puede ser construida. Omitiendo los
desarrollos matemdticos (los cuales se encuentran justificados en el apéndice C),
se encuentra que

T(C) — ¢t szzz (Cz* BiBi+G B;Bl) (A64)
de donde el estado coherente |€) es dado por
[5,€) = €N T(()]s,0,...,0) (A.65)

de acuerdo con (A.63), con ¢; € R. Se puede mostrar que 7'(¢) es un elemento
del grupo SU(f) (apéndice D), lo que demuestra que el estado |£), salvo un
factor de fase irrelevante, es generado por la accién del grupo de T'(¢).
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Apéndice B

Formulacion variacional y
evolucion clasica de los
estados coherentes

En este apéndice presentamos una motivacién para el uso de las ecuaciones
de Hamilton para la evolucién de los pardmetros de los estados coherentes.
La principal observacién es que esta regla de evolucién se sigue de un Ansatz
variacional para la evolucién cuantica, en combinacién con una aproximacién
semiclésica.

La teorfa se basa en parte en un formalismo variacional desarollado en [47,
46], al que aniadimos un interpretacién semicldsica precisa que no parece estar
en la literatura. Describiremos también la teoria para sistemas cuanticos que se
obtienen de la cuantizacién bosénica de sistemas clasicos con simetria de fase
global como los sistemas DNLS.

El procedimiento variacional se aplicara al modelo propuesto por el hamil-
toniano cudntico dado por (2.8), que por claridad se vuelve a escribir a conti-
nuacién,

f f f
H=(1-25)) BB+ BIB;BIB;+6) (B;Bj+1 + BjB;H) . (B.1)
j=1 j=1 j=1
La ecuacion de evolucion cuantica, ecuacion de Schrodinger, se escribe en la
forma

(ihdy — H)|¥) = 0, (B.2)
en donde incluimos el pardmetro fisico i (la constante de Planck dividida por
27). El pardmetro i puede absorberse en la definicién de ¢, pero aqui serd util
dejarlo en la ecuacion. La idea es que va a servir como un parametro pequeno
en una forma de aproximar las soluciones de la ecuacién de Schrodinger. Clara-

mente, las soluciones |¥(t)), t € [t1,t2], de (B.2) también satisfacen

(U(t)|ihd, — H|U(t)) =0, Vit € [ti, o], (B.3)
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ta
/ [(W(t)|ihoy — H|U(t))|dt = 0. (B.4)
31

Examinamos ahora la idea de buscar soluciones aproximadas de (B.2), donde
hemos supuesto que el estado cudntico |¥(t)) pertenece a un conjunto de esta-
dos |¥(y)), indizados por una variable y € Y. La pregunta es cémo deberian
evolucionar los parametros y en el tiempo para minimizar la distancia entre
los estados |¥(y(t))) con las soluciones exactas de la ecuacién de Schrédinger.
Podemos buscar las ecuaciones para y(t) minimizando un funcional de la forma

Sy) = / Wy () ihds — HID(y(1)))]de. (B.5)

Este funcional es no negativo, y cero solo si |¥(y(t))) es una solucién de la
ecuacion de Schrodinger.

En lo que sigue consideramos el caso donde el conjunto de estados |¥) es el
conjunto de los estados |s, &) € Vi, con s > 0, y £ € C/, con |£]? = 1. Fijando s
consideramos

con £ = £(t), donde
(A1)
Vs!

ver (A.3.1), (A.27), y la accién Si, ,, que corresponde al Langragiano Ly /o,

&) =]s,&) = |0,0,...,0), (B.6)

Sp.,(§) = / 2 Luo(&(t), E@)|dt,  Lijo = |(€|ihd; — HIE)|dt. (B.7)

t1

En esta notacién s es fijo, y [£) = |s,{). Los minimos de la accién Sp, ,, sobre
trayectorias con puntos inciales y finales fijos son puntos criticos de Si, ,, ¥
satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange para £(t), las cuales examinaremos
mas adelante.

Fijar s es compatible con el hecho que los subespacios Vs de s cuantos son
invariantes bajo la evolucion cuantica exacta de los sistemas que estamos con-
siderando. Notamos que ademas los pardmetros £ se mueven en el espacio fase
cldsico C/, con |¢|? = 1. La restriccién a |£|? = 1 es compatible con la conser-
vacién de la cantidad P(£) = |£|? para los sistemas que estamos considerando.
Ademds cada condicién inicial £(0) € C/ puede ser re-escalada para satisfa-
cer [£(0)]? = 1. Aplicando el mismo re-escalamiento al Hamiltoniano podemos
estudiar una dindmica equivalente en la hiperesfera definida por P(§) = 1.

En la literatura [47, 46] se ha considerado también el funcional de accién

] = [ 1 (ew.é0) B3)

t1
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donde el Lagrangiano es

L(§) = ih(€]0:|€) — (EIH|E). (B.9)

Las ecuaciones Euler-Lagrange para L proporciona las ecuaciones dindmicas
de las variables ;. Este principio variacional se obtiene considerado estados
cudnticos de la forma |¥) = e*3(&)|¢), con |€) los estados definidos en el parrafo
anterior. Imponiendo la ecuacién de Schrodinger (B.3) a este Ansatz obtenemos

S = ih(€]0y[€) — (¢|HIE),

del que S es dado por (B.8), (B.9). El principio de accién (fase) critica para el
Ansatz ¢5©)|€) se postula por analogia con los métodos de éptica geométrica.
Notamos aqui que L no parece ser en general real, por lo que también examina-
remos Re(L).

En lo que sigue obtenemos expresiones explicitas de los Lagrangianos L de
(B.9) y L1/ de (B.7) en términos de ¢, £. Dichas expresiones nos permitiran
escribir y comparar las ecuaciones Euler-Lagrange correspondientes.

El ntimero de cuantos s se considera fijo, y usamos la notacién simplificada
1€&) =1s,€), v &) =|s — 1,&). Considere el primer sumando de L(§),

-i- S
el = @2U 000

= (€= 3 Bl 3 % pi 0,0,...,0)
= 5? ;fz i iZIE 4 s Ug oo oy
;
S s— 81
= (¢l ?(AT) 18—§tBj|o,o,...,o>.
=1 :

Por otro lado,
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Entonces,

/ o€

lonle) = <§|§ 5 58
1 f
= 5(0,...,0,0/(4 Z )710,0,...,0)
= 00,0/ (AT AN B (4t B0,
= ! (0,...,0,0] (A 1ABT (AT)®
o (s—=1)!
i
= @3 Zanliey
1=1
donde [£') = |s — 1,&). Ahora, de A = Zj 1 & B; se obtiene,
[4,B]] = -[Bl,4=¢,
de donde AB;f =& +BJA. Sustituyendo en (B.10) se tiene,
81 * !/
ot = @15 alare]le)
B aE; 0% i
= £|Z &g + §|Z o A
f
%3
DN +§|Zat al AlE)
1=1
! 851 T
= Z o+ §|Z Zsk
1=1
f f
= Z §/|Z k 'L k
1=1 1=1 k=1
f f
i .
= Z +Z ; (¢lalax ).
1=1 1=1 k=1
Combinando con (A.39) se obtiene,
¢; L ¢;
€l = 3 %Ee 3 36— nEge
1=1 1=1 k=1
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y usando Zle |&el> =1,

i
(elode) :§jfa+23 (B.14)
de donde finalmente se obtiene que,
j agl
(Elorg) = s = (B.15)
1=1
y también,
Elare)y =5 —ré (B.16)
i=1
De forma andloga se puede hacer el cdlculo de (£|H|E), esto es,
. f f
ElHE) = (1-26)Y (€IBIBiIE) + D _(€|B]B; B B;[€)
j=1 j=1
f
= o3 (el(B B + BB ), (B.17
j=1

De acuerdo con lo anterior cada sumando de (B.17) puede ser calculado como,

(€|BIBi¢) = s&r&()¢) = sl&l? (B.18)
donde se ha utilizado que (¢'|[¢') = 1. Ademds
(€|BIB;BBi|¢) = (¢|B](1+ B!B)B¢)
= (&|B]Bil¢) + (¢|B] B] BiBil¢)
s|&12 + s(s — 1)|&]| % (B.19)

También,

(€|(BI Bisa¢) + (€]B;BL,,)[€)
= s(E€im +EEL), (B.20)

de donde el valor de expectacién del Hamiltoniano (2.8) queda finalmente como,

(€/(BIBiw1 + BBl ,)[€)

(€|H|€) = —-2&§jmﬁ+ss—1§jmﬁ

+ &EXS@H+&LJ+%§]M? (B.21)

=1 =1
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El dltimo término se origina por el tipo de ordenamiento que se ha utilizado en
los operadores B y BT. En este caso se ha utilizado un ordenamiento simétrico
(2.4).

Sustituyendo los resultados (B.15), (B.16) y (B.21) en (B.9), se tiene que el
lagrangiano queda finalmente como

1 <~ (de; . de Lo Lo
ReL (¢) = 5152 ( L ¢ d_g§J> +25SZ|5J'| —s(s - 1)Z|§J|
- =1 i=1

Jj=1
f
- 0sY (§4Gn+5E ) 2SZ|§J|2 (B.22)

Jj=1

Observamos que (£|H|€) es real, y que tiene la forma del Hamiltoniano del
sistema clsico, médulo constantes. Definimos entonces H por H = (£|H|¢). H
es una funcién de las variables canénicas ;, &

El término i(£|0;|¢) no parece ser en general real. Sin embargo, de

.d d d&;
5]5] — l ( 5]5] tJé-J) 2dt|§]|2

donde j =1,..., f y las partes (£|0¢) v Re((£|0:|€)) de L y Re(L) respectiva-
mente difieren en una derivada. Entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange de
L y Re(L) son idénticas. En particular, las ecuaciones de Euler-Lagrange de L

d [ OL oL d (0L oL
d‘(@)%” 7 (5) -5 -0 (52

para j =1,..., f. Obtenemos

: OH
hé: = i\ j=1,...,f

que son las ecuaciones de Hamilton, médulo la constante h que se puede absorber
en un re-escalamiento del tiempo.
Considerando el Langrangiano L/, = |L|, tenemos

;
LI = W2 |EPIE° — ihH Y (6565 = &5¢5) + HP, (B.24)
j=1
y
H f
L] = |H| +ih FZ &6 = &)+ O,
entonces

;
Ll=+ | H+ih Y (§& —£¢) | +O(h?),

j=1
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para |H| = £H respectivamente. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para L/, =
|L| y |L|? son entonces las ecuaciones de Hamilton, médulo un error de O(h?).

Esta derivacion alternativa de las ecuaciones de Hamilton hace explicito que
son una aproximacion de un funcional que minimiza el error de los estados
coherentes.

En el caso del Langrangiano | L|? de (B.24) el error O(h?) esta escrito explici-
tamente y se interpreta como un término de energia cinética con masa que de-
pende de |£|2. Por ejemplo, para f = 1 grados de libertad, con z = ¢ + ip,
tenemos

ILI> = h*(¢* + p*)(¢° + p°) + 2h(qp — 4p) H + H*.

La relevancia de la correccién O(h?) esta por investigarse en el futuro. Ademés,
la derivacion variacional de las ecuaciones de Hamilton no garantiza la cercania
de las trayectorias clasicas de estados coherentes. Este es precisamente el pro-
blema que hemos abordado en la tesis.

Concluimos esta seccién observando que usando u; = 4/s& en (B.21), se
obtiene

f /
N -1
H=(gHg) = — 25) |u+—= |uil*
=1 =1
f /
+ 6 (wui +wug ) +2) |wl’. (B.25)

=1 =1

Este es el Hamiltoniano cldsico (1.16) con dos diferencias, primero la adicién del
constante de movimiento P, y también un constante que depende de s en frente
del término no lineal. El término P se puede eliminar con un cambio de variable
de la forma u; = €*“'v;, y entonces no afecta la dindmica. El factor que depende
de s da una dindmica ligeramente diferente de la (1.1), es decir, la ecuacién que
obtenemos de (B.25) y las ecuaciones de Euler-Lagrange para L son

du; S

-1
- |uj|®uy, (B.26)
donde como ya se habia mencionado,

uj+l+ujfl_2uja j:2a"'af_1a
(Au)y = uz—2u1, (Au)y =up_1 —2uy, (B.27)

y difiere de (1.1) por el factor (s —1)/s. La ecuacién (B.26) puede interpretarse
como la proyeccién de la ecuacién (1.1) en un subespacio de Hilbert de s particu-
las. Nétese que para un nimero grande s de bosones las ecuaciones (B.26) se
aproximan a las ecuaciones clasicas (1.1). En nuestro estudio no hemos tomado
en cuenta este factor, y es probable que afecte poco nuestros resultados. Esta
ligera dependencia en s en las ecuaciones semiclasicas se puede considerar en un
futuro estudio.
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Apéndice C

Relacion de completez de
los estados |s,¢)

Presentamos ahora una demostracién de la relacién de completez de los
estados |s, £), enunciada en el Apéndice A.

Proposicién C.0.2 (Relacién de completez). Sea &€ = (&1,...,&) € Cy

Js :/(Cdﬂ(gl)/(cdﬂ(&)"'/(Cd“(fj')5(|§|—1)|S,§><s,§|, (1)

donde § es la funcion delta de Dirac y

dp(&;) = % (7(5 + JSC!_ 1)!>7 d*¢; = % (L + JSC!_ 1)!> ! d(Re&;)d(Im&;).
(C.2)

FEntonces
Js =1,

donde 1 es la matriz unitaria en Vg, i.e. de dimension

(s+f—1)! % (s+f—1)!
(f—1)!s! (f—Dls! -

Demostracion. Considere explicitamente el estado coherente (A.26)

V! B
5,60, 60 = D T1m2g] =666 Ima, - my) (C.3)
ny‘:lmj:s\/m

con la restriccién |&1]% +[&|* 4 -+ |€¢|? = 1, por lo que los estados coherentes
(A.26) o (C.3) estdn definidos sobre la esfera de dimensién f + 1.
Entonces J, de (C.1) se puede escribir explicitamente como [?],

ERE / °6 / a6 .. / ero(& ) + &l + -+ |1~ 1s!

s

> ooy 4 G jm) (k| (C.4)
\/ml!mg!.. ! kj' '

mj'kl'kg e
Z]f‘zl mj=s Z]le kj=s
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donde la barra encima de las £’s significa complejo conjugado y, |m) = |ma, ..., my),

|k) = |k1,. .., ks) son elementos de la base de nimero de ocupacién en el subes-
pacio de s bosones definidos en la seccién 2.1 de la tesis (también denotados

estados Fock).
Sean &; = z; +iy; = rje'% de donde d2¢; = r;dr;df; entonces de (C.4) el
integral J; es

-1 | 1 27 [e’e) 27 [e’e) 27 [e’e)
s+ /=Dt ' ) — / / ridridfy / / rodradfsy ... / / rydr by
S ™ Jo 0 0 0 0 0

(s) (9

S(r2 412 + —IS'ZZ

(r1e¥01)m (poeif2)me (Tfewf)mf (rre= 1)k (poe=i02)k2 (Tfefwf)kf

|m) (k|
(C.5)

que puede ser reescrita como,

-1 | 1 27 [e’e) 27 [e’e) 27 [e’e)
M—f / / ridridéy / / rodraodfy ... / / rydrdé;
S ™ Jo 0 0 0 0 0

(s) (9

S rs 4 r—1)st > Y
g

T§m1+kl)T§m2+k2) ' (merkf) pi(m1—k1)01 i(ma—k2)01  i(mys—kys)0;

\/ml'mg mj|k1|k2 kj'
|m) (k| (C.6)

Integrando sobre todos los dngulos 6; con j =1, ..., f y utilizando que
2m
/ M=k qp — 270, k,
0

con f1 y k enteros y 0, . la delta de Kronecker, se tiene entonces de (C.6) que
Js es

+f-=D@2n)f [ 0 o
(s f| ! W? / drl/o drg.../o drj'5(rf+rg+---+7"]2v—1)5!
2m1+1 2m2+1 P2l

(s)
> - i m)(m. (1)

ml'mg ..mg!
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Las integrales anteriores pueden ser calculadas utilizando las coordenadas
llamadas f-esféricas [82], donde

r1 = rsenfisends . . .senfy_;
r9 = rcosfsends .. .senfy_;
r3 =1 costhsends . ..senfy_;
T4 = 1 cosflzsenly .. .senfy_;

r5 = 1 costysenls . ..senfy_;

Ty_1 =rcosfs_osenly_;
rp=rcosfr_i. (C.8)
Bajo estas coordenadas se tiene que 13 + 73 +- - - + TJ% —1=17r?—-1. Ademis,

puesto que r1,79,...,75 > 0, todos los dngulos 6; dados por (C.8) van de 0 a
7. Entonces el integral .J, de (C.7) se escribe como,

[ z z (s)
. 2 2
2 (s + f - 1)!/ / . / 5(r* —1) Z(rsen@lsenﬁg cosenfy_ )Pty
o Jo 0 —
x (rcos@ysenfs . ..senfy_q1)?" T (rcosfp_q)? T

1
milma!. . my!

drdb1dfs .. .d6s_y|m)(m|, (C.9)

7~ senfysen®ssend, . . .senf*29f,1

donde se ha utilizado el valor absoluto del jacobiano de la transformacién [82]

o(ri,72,...,7f)

30,010, 0 1) = (—1)frf71sen92sen293sen394 .. .senf729f,1.

Realizando la integral sobre r y utilizando la propiedad de la delta de Dirac,

/°° §(r? = 1)h(r)dr = %h(l)
0

con h : R — R funcién continua arbitraria, se tiene que J; de (C.9) se reduce a

of (% 3
(S + f - 1)'5‘/ .. / Z(sen@lsen92 . .Senﬁf,l)le“x
0 0 =

2mo+1 2my+1

x (cosBisends .. .senfy_1)
1
milma!. . my!

.. (cos@r_1)

senﬁgsen293sen394 .. .senf729f,1
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Realizando las integrales angulares no es dificil verificar que siguen cierta
regla general. Por ejemplo para 6; se tiene,

™

/ i (senfy )? ™ (cos 01 ) ™21,
0

™

= / senf; cos 0y (sen®61)™* (cos? ;)2 df;
0

™

= / senf; cos 61 (sen?0;)™ (1 — sen0y;)™2df); . (C.11)
0

Haciendo el cambio de variable z = sen?6; de donde dz = 2sené; cos 6,df;, es
decir, %d:c = senf; cos 61df; se tiene que,

™

/ senf; cos 0y (sen?6;)™ (1 — sen?6;)™2df,

0
1 [t 1 Imea!

:_/ 2™ (1 - z)mdy = = —— 2 (C.12)
2 0 2(m1—|—m2—|—1)'

donde se ha usado la funcién beta dada por

Blm. n) :/0 P = = % (C.13)

Para 05 se tiene,

fog (senfly)?™1 F1 (senfy)2™2+1 (cos 02)*™3 Tlsenfydhs

= fO% senfy cos Oz (senfy )2m1T2m2+2 (cog 0523 df,

= fO% senfy cos O (sen?0y) ™1 M2+ (cos? 09 )3 df,

= fO% senfy cos O (sen?0g )™ M2+ (1 — sen?6,)™3 dhy

_ 1t 241 _1 +ma41)!m3!

=1 [y amAmIL(] — gpymady = §ntme (C.14)
El caso general se puede tratar por induccién, es decir,

™

S—

(senfp_1)?™ L (senfp_1)?™2 . (cosOp_1)*™ Tlsen! ~20,_1dO;

s

Il
S—

senfl;_q cos 0y (sen?6;_y)mtmettmia b =2 (00 9)ymidg,

1(my+my+---+mypy + f—2)lmy! (C.15)
2 (mit+mo4-Amp+f-1)0 '

Finalmente sustituyendo los resultados (C.12), (C.14) y el término general

(C.15) en la ecuacién (C.10) se sigue la relacién de completez ecuacién (C.1),
ya que

> lm)(m| =1 (C.16)

s=mi+ma+---+myg
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con |m) = |mu,...,my), debido a la ortogonalidad correspondiente de los esta-
dos Fock |m) de la seccién 3.2. O
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Apéndice D

Relacion de los estados
coherentes generalizados

s,£) con el grupo SU(f)

El siguiente texto justifica los resultados mostrados en la seccién (3.4.6)
referente a la relacién de los estados coherentes generalizados |s, ) con el grupo
SU(f).

Dada una representacion T : Vs — Vs, el subgrupo de isotropia o grupo
de estabilidad maxima H C G consta de los elementos que dejan al estado de
referencia invariante salvo un factor de fase, es decir

T(h)|ho) = "™ |4hg) (D.1)

con ¢(h) € R, Vh € H.

Considerando a los estados coherentes, se tiene una unica descomposicién
para cada elemento g € G en un producto de dos elementos: uno que pertenece
al subgrupo de isotropia H y uno al espacio coset G/H, con g = Qh, g € G,
heH,yQeG/H.

Finalmente, se observa que existe una correspondencia uno a uno entre los
elementos (g) del espacio coset G/H y los estados coherentes |Q) = |¢q) que
preserva las propiedades algebraicas y topoldgicas. Esta construccion garantiza
la propiedad caracteristica de los estados coherentes: un estado coherente per-
manece coherente bajo evolucién temporal lineal en los generadores del grupo
dindmico.

Para el caso de estados coherentes SU(f) una seleccién apropiada del estado
de referencia es el estado de espin méaximo, correspondiendo al estado con todas
las particulas en el primer sitio |s,0,...,). Por lo tanto, el estado coherente
|€) =|s,&) € Vs es generado por la accién del grupo en ese estado. La deduccién
siguiente da la relacién entre los estados |£) y el grupo SU(f), y esta basada en
[46].
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Considere el operador E dado por,

E = eS¢ (D.2)
donde
A A j
S=>"¢in;, D= 0;(BIB;+B!B) (D.3)
j=1 j=2

con ¢; y 0; nimeros reales, y n; = B;Bj.

Proposicion D.0.3 La accion de i en BI estd dada por la formula
0o ik o

D Ble=iD — Z E[D’ Bllx (D.4)
k=0 "

donde [ZA)’BI]]C = [lA)a [ﬁaéi]kfl]’ k> 2, [ﬁ’BI]l = [lA)aBI]; ) [ZA),BI]O = BI

Demostracion. Considere la funcién operador

A\ = M Ae N (D.5)

de donde se tiene por el proceso normal de derivacién, tomando en cuenta el
caracter de la no conmutatividad de los operadores involucrados,

dA(X IRy UV R SO
% = —eMAeML 4+ LeM Ae™™F = [L, A(N))
De una segunda derivada se tiene,

AN .dA dA; .o S
e = Lgy — ol = LUL AN = (L AL = [L, [L, AQ)])-
Definiendo a o o
[La A()\)]n = [La [La A()\)]nfl]a

la primera y segunda derivada de A(s) se pueden escribir de forma compacta
como,

dA . . )
= = (L AWL = [, AW,
AN s s

— = [L, A(N)]2,

y en general, por induccién, se obtiene,



Haciendo un desarrollo de Taylor alrededor de A = 0 de la funcién A(\) se
obtiene,

. ( ) o0 o0 S ~
A\ = Z A Z A Z 2 A (D.6)
! —

k=0 ! k=

Considerando el caso particular ¢/ ale” iD donde [iD,al], = i*[D,al]y vy eva-
luando en A =1 se obtiene finalmente

e R
ePBle™? =3 " —[D, B
k=0

Calculando de manera directa se tiene que

f f
1D, Bf]= DB} - B[D = 3", (BIBJ- + B}Bl) Bl - B}Y ¢, (BIBJ- + B;.Bl) ,
k=2

pero [By, B;] =0 paraj=23,...,f, de donde,
A A A A j’
D.Bl] = DB|-BID=>"0;(B!B:B| - BBB)
k=2

f
j(BlBT BTBl) Z 3118, B}

5
2o

— (D.7)
donde se ha usado que [By, B]] = 1.
De forma semejante,
A~ A~ A A j j A
[D,Bi]; = [D,[D,Bi]]=1[D,Y 6;B]]=> 6,[D,B]]
k=2 k=2
;
= > 0;(DB] - BID)
k=2
. . ;
- Yy (Z 0 (B By + B{B1) B] - Bl >_ 04 (Bl By + B;Bl)>
k=2 k=2 k=2
. ;
- Y9, (Z 0 (B BiB] - B|B|B ))
j=2 k=2
Fod Food
= > 0;> 0Bl[Br, Bl =>"0;> 6Bl ; = 29231,
j=2 k=2 j=2 k=2 j=2



de donde [D, a1]y = Y1_, 62B]. Andlogamente

J=2"J
A A A A j
[D,a1]s = [D, [DaBI]Q]:[DazofBI]
j=2
f f f
= ) @[D,Bl|=> ¢ (Z 9,33,1)
j=2 j=2 k=2

_ Siguiendo iterativamente se observa que hay una separacion en el clculo de
[D, Bl] dependiendo de si [ par o impar, de tal manera que [D, B]], = 62" Bl

y [D, B ar+1 = 02"Q con Q = Zk ) t9kBJf y 6% = Zk , 0%, de donde se obtiene
que

bt —ib_ = (1) — i(=1)"
1DBT iD _ ( 92TBT 92r
¢ bie 2230 @) 1+;(2r+1)! @

f
- t en9 - ) AT
=B, cos@—l—zQT —ZyJB- (D.8)

donde se ha identificado a

0
y1 = cosf, yk—zﬁkse; k=2,...,F.

De una accién adicional de ¢S se obtiene
EB]E! = ¢i%¢iD Bl =P8 Z y;e'¥i B = Z & Bl = (D.9)

donde

0
Se; : % fl (D.10)

Entonces se obtiene que el estado coherente |£) se puede escribir como

€1 =€ cosh, & =ifpe? k=

&) = ( H10,0,...,0)

(EBTET) 0,0,...,0)

4-sl-al-

E(BI)*E"0,0,...,0). (D.11)

Pero BIB;|0,...,0) = 7;]0,...,0) = 0 de donde
;
= ¢;n50,...,0) =0 (D.12)
j=1
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y andlogamente 15|O, ...,0) =0, por lo que
EY0,...,0) = e Pe™)0,...,0) =0
de donde

&) = —=(4")710,0,...,0)

= —=E(a})*|0,0,...,0
= E|s,0,...,0). (D.13)
donde en la ultima linea se ha utilizado que

(B])°10,....0) = Vs![5,0,...,0).

Por otro lado se tiene que,

| (D.14)
de donde
SN o\ k & A A A A a4 A A &
(elSiDeﬂS) = %iDe "e®iDe .. e¥iDe
4 A\ k a4
e (iD) e~i5 (D.15)

donde por (D.14) todos los factores intermedios se han colapsado a (iD)*. En
general, si la funcién F(iD) se puede expresar en una serie de potencias,

F(GD) = cn(iD)*
k=0
entonces
eiSF(iﬁ)€7i§ _ zS Z ’LD k 715 Z eigcn (iﬁ)k€7i§
= k=0
- Y, ( *15) —F (eigif)e*i@) (D.16)

k=0

donde se usado (D.15).
Usando (D.16) con F (zf)) = e, el operador E puede ser escrito como,

E — ¢i8piD — i8iD —iS i8S _ exp (eigif)e—iﬁ) oS
de donde el estado |€) puede ser reescrito como,
&) = exp (eisif)eﬂ's) ¢9s,0,...,0)

= €%exp (eigif)eﬂ'g) [s,0,...,0).
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Ahora,

eiSDef’LS — e’LS Z 9] (BIBJ —+ B;Bl) e*’LS
j=2
f . & . & j . & . &
= Y 0;¢"B{Bje™ +> 0;¢°BIBie™  (D.17)

j=2 j=2
Considere la funcién . .

g(\) = B BBie BB (D.18)
entonces,

dg(\) _ _e)\BTBBTBTBef)\BTB + BTBe)\BTBB’fef)\BTB

dA

_ BTBe)\BTBBTef)\BTB _ eABTBBTBTBef)\BTB
eABTBBTBBTe»\BTB _ eABTBBTBTBef)\BTB
B'B (B'BB' — BIBIB) ¢ *B'B
_ eABTB[BTB,BT]ef)\BTB

= —B'B[Bt BiBle BB

Usando la identidad [80]

of

B, f(B,B'] = — =%

[ Y f( Y ] 8B

se obtiene

dg(A T gt
d()\) — PB'BRHAB'E _ 0y
En general se tiene que la derivada n-ésima de g(\) esta dada por
d"g(A)
D g(A). (D.19)

Haciendo un desarrollando en serie de Taylor de la funcién g(A) alrededor de
A = 0 se obtiene

g(\) = BT (1+)\+;—T)\2+%)\3+...> = Bfe?, (D.20)
de donde finalmente se obtiene que
*B'Bp.eAB'B — Bt (D.21)
De forma andaloga se puede demostrar que

AB'BBe=AB'B _ peX (D.22)
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Aplicando estos resultados al caso tratado se tiene

eiSAB;Bleﬂ'SA —  ¢i®;B]B; B;e*i%‘B;Bj pi¢1B] B Blei%BIBl
= Bl Bie " = Bl Be'% ) (D.23)
y analogamente A A
¢ Bl Bje™™ = Bl Bje i (¢:=¢1), (D.24)
lo que conlleva a
. f
elSDeflS — Z (CZ*BIBZ =+ CZBZTBI)
1=2
con _
G =0, @) =923 . Ff (D.25)
Definiendo a
T(¢) = ¢ Xi=2(¢ BIBI+G B B) (D.26)
se tiene finalmente que
1 s ;
&) = —= (47)710,0,...,0) = "**T(¢)|s,0,...,0) (D.27)

Vs!

donde T'(¢) es un elemento del grupo SU(f), lo que demuestra que el estado |£),
salvo un factor de fase irrelevante, es generado por la accién del grupo de T'(¢).
Los parametros £ y ¢ estan relacionados implicitamente por (D.25), (D.10).
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