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Introduccion.

El personal académico de la UNAM esta conformado por las siguientes figuras: Profesores e Investigado-
res, Técnicos académicos y Ayudantes de profesor o de investigador. Este estudio se enfoca en los ayudantes,
definidos segun el Estatuto del Personal Académico de la UNAM (EPA).

(Porqué enfocarse en la poblacién de ayudantes? generalmente los andlisis estadisticos sobre los académi-
cos en la UNAM se centran principalmente en el estudio del personal de carrera y el resto a profesores de
asignatura. Asi que esta tesis surge en la bisqueda de una mejor representacién de la poblacién de ayudantes.

Comenzando con un andlisis descriptivo de los datos de la poblaciéon de ayudantes que brindard una
breve descripcion de su composicion por sexo y edad, su antigiiedad, las horas que asisten en la ensefianza
o investigacién. Sin embargo, para examinar como ha evolucionado la poblacién de ayudantes a lo largo de
dieciséis afios, se realizara un andlisis de la serie de tiempo del nimero de ayudantes y se buscard predecir
la poblacién para los siguientes afios.

(Porqué tomar los datos quincenalmente? generalmente de las estadisticas disponibles se encuentran re-
portadas en forma anual, resultando en pocos datos para realizar un andlisis de series de tiempo, pero se
podria modelar con una regresién o interpolacion, incluso con algin método demografico. Sin embargo,
los datos con los que se cuentan para este andlisis es el niimero de ayudantes desde la primera quincena
de 1999 hasta la quincena veinticuatro de 2014. Al observar la poblacién de ayudantes quincenalmente, se
logra apreciar el aumento de ayudantes al principio y final de cada semestre y los cambios en el crecimiento
de la poblacién de ayudantes, ademds de tener mds datos para llevar acabo el andlisis de series de tiempo
que seguird una descomposicion clasica, pues la serie posee tendencia y componente estacional.

La serie refleja algunos momentos en los cuales el comportamiento del personal no fue regular, por
ejemplo, la huelga que se dio de 1999 a 2000. Estos eventos irregulares no permitirian un andlisis de series
de tiempo basado en un modelo lineal, como en los modelos ARMA.

Por ello se considera el periodo de 2001 a 2014, dénde el comportamiento de la serie se muestra mas
regular después de registrarse un evento atipico, aunque al ajustar un modelo ARMA no se logra captar toda
la relacién de dependencia entre las observaciones.

Sin embargo, con el fin de disponer de un mejor prondstico y teniendo en cuenta que el comportamiento
de la poblacién de ayudantes no se estabiliza completamente sino hasta 2009 y dado que la incidencia de
algtin evento atipico no se puede prever, se propone otro periodo de observacién 2009 a 2014.

En el Capitulo 1 se presenta en resumen la teoria bésica para el andlisis de series de tiempo con modelos

autorregresivos y de promedios moviles. En el Capitulo 2 los datos obtenidos del andlisis descriptivo son
contrastados con el EPA. Mientras en el Capitulo 3 se escudrifia la evolucién de los ayudantes aplicando la

XV



XVI Introduccion.

teoria expuesta en el Capitulo uno, dando como resultado un modelo preferible, ésto aunado con las conside-
raciones descritas anteriormente, deriva en proponer diversos periodos de observacion analizarlos de nueva
cuenta y dar previsiones para los proximos cinco afios y comparar los ajustes. Por ultimo en el Capitulo 4 se
concluye con las previsiones del nimero de ayudantes y algunas consideraciones para tratar de mejorar el
cumplimiento del EPA.



Capitulo 1

Series de tiempo.

Las series de tiempo son sucesiones de variables aleatorias, o bien procesos estocasticos. El anélisis de la
serie que se aplicard en este estudio, se centra en las relaciones o la estructura de relacién de las variables
en el tiempo, para proponer un modelo estadistico capaz de describir tal comportamiento dando lugar a una
herramienta para realizar prondsticos.

Si una serie se puede predecir exactamente con funciones matematicas se dice que la serie es determinista,
mientras que si la serie es de alguna manera determinada por sus valores pasados se llama estocastica y los
prondsticos estardn condicionados a los valores anteriores.

En este capitulo se presenta un resumen de los conceptos bdsicos, para un revision exhaustiva ver Montgo-
mery et al. (2011), Brockwell and Davis (2002), Wei (2006) y Hamilton (1994). !

1.1. Analisis clasico.

Siguiendo un enfoque clésico para el andlisis de una serie de tiempo, el comportamiento de la serie se des-
compone en tendencia, variacién estacional o componente estacional y el remanente de variacién que no se
puede explicar es llamado la componente irregular o aleatorio o de errores.

La tendencia se puede definir como un cambio sistemadtico, no periddico. Es decir, un movimiento suave
y regular a lo largo del tiempo.

La variacion estacional es un patrén de comportamiento que se repite en un periodo fijo, por ejemplo
un afio, un semestre. Si la serie tiene oscilaciones, pero estas no corresponden a una frecuencia fija, se tiene
un comportamiento ciclico y se debe incluir otra componente C;

La componente irregular es la serie que resulta de quitar la tendencia, la componente estacional y los
ciclos, esta serie puede o no ser aleatoria.

'Mientras que para el tratamiento de series de tiempo en R se recomienda consultar a Shumway and Stoffer (2006), Cowpertwait

and Metcalfe (2009) y Hyndman and Athanasopoulos (2014)



2 Series de tiempo.

En un esquema aditivo la serie se puede descomponer en:

)’[:mt+St+It. (1.1)

donde Y; es la serie observada en el tiempo ¢, m; es la tendencia, S; la componente estacional e I; 1a compo-
nente irregular. Este esquema se utiliza cuando la variacién de la serie no muestra demasiados cambios en el
tiempo. !

El objetivo de la descomposicion cldsica es estimar las componentes de tendencia y estacionalidad, para dejar
una serie de residuales con un comportamiento més estable en el tiempo, que permita realizar prondsticos.

1.2. Series de tiempo estacionarias.

De manera formal, una serie de tiempo es una realizacién de una sucesién de variables aleatorias inde-
xadas y definidas sobre un intervalo de tiempo {Y;,,Y,,,...,Y;, }. Es decir, una observacién de un proceso
estocdstico, cuyo comportamiento estd determinado por su funcién de distribucién conjunta y todos los sub-
conjuntos finitos de las funciones de distribucién de las variables involucradas, ver Madsen (2007) y Cryer
and Chan (2008). Sea

fYtl’Y’Z ..... Ytn (y17YZ7---7)’n):IP(Yt| Sthrz Sy27"'7Ytn Syn)

la funcién de distribucién conjunta.

Definicion 1.2.1. Un proceso {Y(¢)} se dice fuertemente estacionario o estrictamente estacionario si
para todas las distribuciones de dimensidn finita, éstas son invariantes a cambios en el tiempo, es decir, para

cada n, cualquier conjunto de puntos en el tiempo {#,7,,...,,} y para cualquier rezago h se tiene:

Py i 0129 = Fi by 01 3). (1.2)

Conocer la funcién de distribucién conjunta para datos no simulados no es el objetivo del andlisis de la serie
de tiempo. Las funciones de la media, varianza y covarianza dan un resumen de la informacién sobre la
estructura de relacién proporcionada por la funcién de distribucién conjunta, lo cual se utilizara para definir
una version mds accesible.

Definicién 1.2.2. Un proceso {Y (¢)} se dice débilmente estacionario o estacionario de segundo orden o

procesos de covarianza estacionaria si:

I U, es independiente de 7,

11 y(t+h,t) es independiente de 7 para cada incremento /.

!Para ver los demds esquemas y en qué condiciones se utilizan se puede consultar Guerrero (2003) y Gonzilez (2011)



Modelos para series estacionarias 3

Donde:

Definicién 1.2.3. La funcién esperanza o media de {Y(#)} se define como:
w, =EY), Vt € Z.

Definicion 1.2.4. La funcién de autocovarianza (ACVF) para un proceso estacionario {Y (¢)} se puede
expresar como:

v(h) =Cov(Y;,Yp) = E[(Y; =) (Yisn— )],  VhEZ. (1.3)

Definicion 1.2.5. La funcién de autocorrelacién (ACF) para un proceso estacionario {Y (¢)} se puede

expresar como:

_ CoYe) W v
VVar(Y)\/Var(Yin)  /7(0))y/7(0)  ¥(0)

En otras palabras para que una serie sea débilmente estacionaria es necesario que la media, asi como la va-
rianza sean constantes en el tiempo y que la covarianza no dependa del tiempo sino de la distancia temporal
entre las observaciones. El nimero de pasos en el tiempo o rezago de la serie es conocido como lag.

p(h) Vh e Z. (1.4)

Para realizar inferencia estadistica sobre una serie de tiempo es necesario suponer que la serie es estaciona-
ria, es decir, que la estructura se mantiene a lo largo del tiempo. En este trabajo, cuando se mencione una
serie estacionaria se referird a un proceso débilmente estacionario.

Las funciones de autocovarianza y autocorrelacion miden el grado de asociacién entre la serie con una co-
pia de si misma retrasada h puntos de tiempo Janacek (2001), solo que la autocorrelaciéon es mas facil de
interpretar, ya que la funcién de autocovarianza depende de la unidad de la medida de las observaciones
resultando en una interpretacion carente sentido de la relacion entre los datos, mientras la autocorrelacion
evalda los datos y los normaliza !, haciendo el rango de variacién de [—1, 1], para ver las diferentes interpre-
taciones de correlacion positiva, negativa y nula ver Rincén (2007).

Dentro del andlisis de series de tiempo la grafica del ACF o correlograma jugara un papel muy importante

pues se utilizard como un indicador de la existencia de la asociacion entre las observaciones, ademds de
emplearla como un indicador en la identificacién del modelo para la serie.

1.3. Modelos para series estacionarias

Un proceso estacionario de gran interés es una sucesion de ruido blanco, se define como una suce-
sion de variables aleatorias no correlacionadas {g&}, con media cero y varianza finita 62, denotado por

'Normalizar un dato es hacer lo de longitud uno. Y se refiere a restarle su media y dividirlo entre su desviacién estandar.



4 Series de tiempo.

{&} ~WN (0,0?), estd caracterizado por:

lJ'S :E[EI] :O’ Vl‘.
o si h=0, (-
Ye (h) = Cov (&, &4n) = { 0, si h#0. vt.

Los ruidos blancos deben su importancia a las propiedades estadisticas que poseen y que los hacen un ele-
mento esencial en el modelado ARMA, durante la estimacién de pardmetros, las pruebas de bondad de ajuste
y hasta para realizar los pronésticos.

Definicion 1.3.1. Un filtro lineal de un proceso de ruido blanco es un proceso lineal, denotado {Y(¢)}, se

define como una combinacién lineal de perturbaciones aleatorias de un ruido blanco, es decir:

Yy=u+ Y v V. (1.6)
Jj=—00

donde p es la media comin, {&} ~ WN(0,6%) y {y;} es una sucesién de ponderadores tales que

o

Y | <o

Jj=—o0

Definicién 1.3.2. Un proceso lineal es causal si y; = 0, Vj < 0, es decir:

Y=u+Y vig_; v 1.7)
j=0

donde {&} ~WN(0,6%) y {y;} es una sucesi6n de constantes tales que Z ’l//j| < oo,
=0

Si un proceso Y; es causal entonces no depende del futuro, debido a que es una suma ponderada de pertur-
baciones aleatorias pasadas y la presente.

Proposicién 1.3.1. S7 un proceso Y; es causal entonces es estacionario. |

Demostracion. Como Y, esta caracterizado por:>

w=EY]=pn, Wt
SRS o y S (1.8)
W(h)=Cov(Y:,Yiin) =Y Y wivj¥e (i—j+h) =02 Y Vil

i=0 j=0 i=0
Debido a que la media es independiente del tiempo y la funcién de covarianza también lo es, se cumple con

las condiciones para ser estacionario de la definicién 1.2.2, por lo tanto es estacionario.

IRecordando que cuando se mencione estacionario se habla en el sentido débilmente estacionario
2Ver Madsen (2007)



Modelos de medias moviles 5

Por el Teorema de descomposicion de Wold, cualquier serie de tiempo débilmente estacionaria ¥; puede
ser representada de forma causal como en la expresion 1.7, siempre que {l;/j} satisfagan Z ’I[/]2| < oo, Ver

j=0
Hamilton (1994).

El operador de rezago o backward shift permite tener una notacién simplificada en el analisis de series
de tiempo, denotado por B se define como:
BY, =Y, VteZ. (1.9)
es decir, retrasa a la serie a un periodo, asi como para cualquier retraso o lag j se tiene:

BYY, =Y, ;, Vt€Z. (1.10)

Retomando la expresion causal 1.7 y suponiendo i =0y yy = 1, se introduce a W (B), un operador lineal
talque:

y(B)=1+) y,B" (1.11)
j=1
entonces le expresion para un proceso causal 1.7, para 4 = 0 se puede expresar como:
Y, =y (B)&. (1.12)

donde v (B) es conocida como la funcién transferencia del proceso (transfer function).

Definicion 1.3.3. Un proceso lineal es invertible si puede expresarse como:

oo

B)Y, =) nY,_;=¢.
=0 (1.13)

=

donde m(B) = i mB, y Y |7 <.
j=0 j=0

A 7(B) se le conoce como la forma invertible del proceso. Claramente y/(B) es el operador inverso 7 (B), es
decir:
n(B)y(B) = 1< n(B) = v ' (B). (1.14)
Sin embargo su existencia dependerd del dominio de W~ (B). Si existe ©(B) se puede determinar usando
la expansion en series de Taylor de w~' (B). Para una revision mds profunda de las propiedades de los
procesos lineales, referirse a Madsen (2007).

1.4. Modelos de medias moviles

Definiciéon 1.4.1. Un proceso {Y(¢)} sigue un modelo de media mévil de orden q, denotado por MA(q),

parag =1,2,...,si {Y(¢)} es un proceso estacionario de segundo orden y puede expresarse como:

i=Uu+&+01& 1+...+ 60,64, VYge IN—{0}. (1.15)



6 Series de tiempo.

donde {&} ~WN(0,06%)y 6y,..., 6, son constantes.

Utilizando el operador de rezago para expresar la ecuacién (1.15) se obtiene:

Y,=u+&+06Bg+...+0,B%,.
=u+(1+6B+...+6,B%)¢. (1.16)
=u+6,(B)s, Vg e N—{0}.
donde 6, (B) =1+ 6;B+ ...+ 6,B? es un polinomio en B de grado ¢. La ecuacién 6, (B) & = 0 es llamada

ecuacion caracteristica, en donde B es una raiz del polinomio y puede ser un nimero real o complejo.
Un proceso MA(q) esta caracterizado por:

Sea 6y =1
q
EY]=u+)Y 6E[g ] =pu. (1.17)
i=0
q
Var(Y;) = 1 (0) = Var (u +Y e,-e,,~> =0’ (14+67+...+6]). (1.18)
i=0

W (h) =Cov (¥, Yip) = E

e )

_ [ P (-0+001+ .. +6,,0,), si 0<h<g, (1.19)
0, sii h>k. '
—0,+0,0 ...+6,_,6
h+1h;—1+ +‘Ihq’ si h=1,2,...,q,
P = 1467 +...+62 (1.20)
07 si h>k.

Para consultar los pasos intermedios ver Brockwell and Davis (2002). Nétese que:

= Un modelo MA(q) es estacionario, puesto que es una suma finita de términos de ruido blanco estacio-
o 1
nario.

= Las funciones de autocovarianza y autocorrelacién se hacen cero para rezagos mayores el pardmetro
q.

Teorema 1.4.1. Un proceso MA(q), {Y;} definido por Y, = u+ 6,(B)& , se dice invertible si solo si las
raices de la ecuacion 0, (B) = 14 0B+ ...+ 6,B7 = 0 estdn fuera circulo unitario.

La prueba se encuentra en Madsen (2007). Para ejemplificar considere, dos procesos MA(1) dados por
1
X = &+ 050, Y = &+ g&1, con 6 € R - {0}, Vvar(X)) = o>(1+6?%),
1 si h=0
0

—— si h=1 , sus respectivas funciones de auto-
1+ 67
0

1
Var(v) = 0 (1+ g3 ). g () = p, () =
si h>1
correlacion se concluye que es la misma para ambos, por lo que al restringir el pardmetro 0 para un modelo

Visto de otra manera un modelo MA(q) es un proceso lineal con q ponderadores distintos de cero.
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MA(1) asegura una funcién de autocorrelacién dnica y exclusiva. Sin embargo, més adelante se verd como
cumpliéndose la condicion de invertibilidad existe una expresion de la series en términos del pasado util para
el prondstico.

1.5. Modelos autorregresivos

Definicion 1.5.1. Un proceso {Y(¢)} sigue un modelo autorregresivo de orden p, denotado por AR(p),
parag=1,2,..., si cumple que:

=01 1—...— Y, p=¢. (L.21)
donde {&} ~ WN(0,02).

Utilizando el operador rezago para expresar (1.21)

Y, — 01B'Y, —...— §,B’Y, = &,.
(1—¢B' —...— ¢,B") Y, = &. (1.22)
¢p (B)Yt =&.

Noétese que cualquier modelo AR(p) es invertible por como estd definido el modelo, sin embargo, no se
puede garantizar que este sea estacionario, para ello se hara uso del siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. Un proceso AR(p), {Y;} definido por ¢, (B)Y; = & , es estacionario si solo si las raices de

la ecuacion ¢, (B) =1 — ¢B' —... — ¢pBP = 0 estdn fuera del circulo unitario.

La prueba se encuentra en Madsen (2007) o Brockwell and Davis (2009). Para ilustrar dicho resultado
considere un modelo AR(1) dado por Y; — ¢,Y;_; = &, se puede expresar como

=0Y_1+¢& & Y, (1-¢1B) =¢.

Entonces:
Y 1=0Y2+& 1.

sustituyendo en la ecuacién anterior
2
=020+ 016 1+¢&.

iterando k veces
Y, = ¢f+1Yt—k—1 +ofe gkt diE1 &,

Como Y, es estacionario se tiene IE [¥,?] es finita e independiente de 7, tomando el limite en media cuadrada

2
de |E [Y, — ;":0 ¢{‘8t, j] , ver Brockwell and Davis (2002), se tiene;

- k
Y, = Z 01&—;
k=0
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para ser estacionario es necesario que | ¢; |< 1. Ademds

Mmziﬁhmﬂ=0

(Z ¢lgt+hj> <Z ¢f8tk>] ,
=0 k=0

Cov(Yp,Y;) = Jlim I

B ,2)
— 20"y o, (1.23)
Jj=0
2 4 |h|

AsiY, = Y7 ofe_;eslaexpresion de un modelo AR(1) en un modelo MA (o), que cumple con la ecuacién
autorregresiva caracteristica del AR(1), por lo tanto | ¢; |< 1 es la iinica solucion estacionaria. ver Brockwell
and Davis (2009). Con lo cual la raiz del polinomio asociado B = % esta fuera del circulo unitario.

La funcién de autocovarianza para los modelos AR(p) satisface la siguiente ecuacién deferencial lineal:
y(k) + ¢ry(k—1)+ -+ ¢,7(k—p) =0, para k=1,2,..., (1.24)
con la condicién inicial dada por
7(0) + g1y (=1) + - + @y (~p) = o7 (1.25)
Para ello, se multiplica 1.21 por ¥;_; y se toma esperanza para obtener:
EY; Y + 0¥, Y1 + - Y, 1Y) = E[Y, 48]

Considerando que:

62, k=0,
Em*ﬂ:{ k=i,

EY Y + 0¥ i¥i1 + -+ pYeiipl =y (k) + o1y (k—1) + - + 9py(k—p).

De sustituir k = 1,2,..., p en 1.24 y dividir lo por 7(0) se obtiene las llamadas ecuaciones de Yule-Walker,
dadas por:

p (1) 1 p (1) pp—1\ (¢
p(2) p(1) 1 o p(P=2)| | ¢

N : : : : ’ (1.26)
p(m) \p-1) ppr-2) .. 1 9

La prueba de la solucion explicita de la ecuacioén diferancial 1.24, se encuentra en Madsen (2007). Si se
vuelve a dividir 1.26 por 7(0), se tiene que la funcién de autocorrelacién también cumple con 1.24.
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1.6. Funcion de autocorrelacion parcial

La funcién de autocorrelacion parcial mide la correlacidn entre observaciones separadas k periodos de
tiempo, sin los efectos de las observaciones intermedias, se denotard por @. La definicion formal estd dada
por 1.27, aunque hay diversas expresiones equivalentes, que buscan ayudar en el calculo de la funcién.

Definicién 1.6.1. La funcién de autocorrelacién parcial (PACF) para un proceso estacionario {Y (¢)}
estd definida como:

Ok = Corr [V, Y1l Vg1 - Yiga—1]. (1.27)

Un enfoque es considerar la funcién de autocorrelacién parcial como un modelo de regresion donde
la variable dependiente Y;,; de una proceso estacionario de media cero, estd determinada por k variables
rezagadas Y x_1,Y;11—2, ... Y}, es decir:

Yk = 01 Yeph—1 + O2Yein—2, + - + Ouls + &k, (1.28)

donde ¢ ; denota el i-ésimo pardmetro de regresién y &4 es un término de error con media cero y no
correlacionado con Y, 14 ; para j = 1,2, ... k. Si se multiplica 1.28 por ¥;,,_; y tomando la esperanza se
obtiene:

Vi=0aYi-1+ Y2+ Q1 Vikrr  Oa¥ie 1< j<k
O su equivalente, mas usada, dada por:
Pj=0pj—1+ PP+ O—1Pj—ir1+ OukPj—k, 1<j<k

el anterior sistema de ecuaciones se puede expresar en términos de las ecuaciones de Yule-Walker como:

[of 1 P P2 Pr—2 Pr-1 (oS}
P2 p1 1 P Pr-3 Pr-2 (%)
1= : R : : ; (1.29)
Pik—1 Pk—2 Pr—3 Pk—4 - 1 P Ork—1
Pr Pk-1 Pr—2 Pk-3 - PI 1 Ok

donde ¢y es la correlacion parcial al rezago k, la ecuacion 1.29 se puede expresar de forma simplificada en
términos de matrices dada por:

Py = Py (1.30)
La funcién de autocorrelacion parcial (PACF) se obtiene resolviendo la ecuacion 1.29, iteradamente con
respecto a ¢y parak = 1,2, ... , usando la regla de Cramer se tiene:
1 p1 P2 - P2 P1
P 1 Pt Pr-3 P2
1 p : : R :
p1 P2 Pr—1 Pr—2 Pr-3 - P1 Pk
Pri=p1,¢0n=7—""1, " Q= :
L p 1 pi P2 P2 Pt
pr 1

p1 1 pi  Pk=3 Pr—2

Prk—1 Prk—2 Pr-3 - P1 1
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Para ver los diferentes enfoques para calcular la funcién de autocorrelacién parcial, referirse a Wei
(2006), Brockwell and Davis (2009) y Hamilton (1994).

1.7. Modelos autorregresivos y de promedios méviles

Definiciéon 1.7.1. Un proceso o serie {Y(¢)} sigue un modelo autorregresivo y de promedios méviles,
denotado por ARMA(p,q), para p = 1,2,... y g =1,2,..., si {Y(¢)} es estacionaria de segundo orden y

puede expresarse como:

=01 —...— 0 p =&+ 0151 +...+ 0,6, (1.31)

con ¢, # 0, 6, # 0 donde {&} ~ WN(0,0?).
Utilizando el operador rezago para expresar (1.31)

Y, — ¢1BY, —...— ¢,B'Y, =&+ 6,B'& +...+0,Bg,.
(1—¢\B'—...—¢,B") Y, = (1+6,B'+...+6,B%) &,. (1.32)
¢y (B)Y; = 6, (B) &.

Condiciones para {Y; }

= Condicién de estacionariedad. Las raices de ¢, (B) =1 — ¢B — .. — ¢,BP deben estar fuera del
circulo unitario, es decir, si ¢, (z;) = 0, z; debe cumplir |z;| > 1.

» Condicion de identificabilidad. Las raices de 6,(B) = 1 + 0B +... + 0,87 deben estar fuera del
circulo unitario, es decir, si 8, (z;) = 0, z; debe cumplir |z;| > 1.

= Condicion de parsimonia, el modelo esta expresado en su forma reducida. si ¢, (B) y 6, (B) no tienen
raices comunes.

Para ver una prueba formal de cada una de las condiciones anteriores ver Brockwell and Davis (2009).
El modelo ARMA puede ser visto como una regresion del valor presente sobre los tltimos valores correla-
cionados con los errores.

Es necesario satisfacer el supuesto de estacionariedad de segundo orden para hacer un ajuste y andlisis de
una serie de tiempo observada. Algunos métodos para remover una tendencia y estacionalidad son: el uso de
transformaciones, el uso del operador diferencia, el uso del operador de retraso o rezago, uso de polinomios
ajustados, suavizamiento de las serie y suavizamiento exponencial. Por lo que un modelo estacionario puede
ser adecuado para una serie de residuales que no contenga tendencia y ciclos estacionales.

1.8. Modelos autorregresivos integrados de promedios méviles

Una serie que posee tendencia y componente estacional es no estacionaria, ya que generalmente las
funciones que originan tales variaciones dependen del tiempo, con lo cual no cumplen con la definicién de
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estacionariedad. La generalizacion de los modelos ARMA, utilizados para modelar series estacionarias, son
los modelos autorregresivos integrados de promedios méviles (ARIMA) o ARMA integrado, en los cuales
el operador diferencia se usa para convertir a una serie no estacionaria en otra que sea estacionaria, por lo
cual antes de comenzar es necesario presentar el operador diferencia. Asi la primera diferencia en el rezago
o lag uno es:

VX, =X, - X,_; = (1-B)X,. (1.33)

donde B es el operador rezago definido en la expresion 1.9. En la practica solo se le denomina como la
diferencia de orden uno. Aplicar el operador diferencia reiteradamente es equivalente a tomar potencias de
V = (1 — B), para ejemplificarlo, se observard la diferencia de orden dos:

VX, = V(VX,) = (1-B)(1-B) X, = (1-2B+B*) X, = X, —2X,_1 + X,». (1.34)

Como se menciond anteriormente el operador diferencia se utiliza convertir una serie en estacionaria, por lo
cual se puede establecer que si una serie posee una raiz unitaria entonces es no estacionaria.

Definicién 1.8.1. Un proceso o serie {Y (¢)} sigue un modelo integrado autorregresivo y de promedios
méviles, denotado por ARIMA(p,d,q), si la d-ésima diferencia, W, = V7Y, = (1 —B)dY, €s un proceso

estacionario ARMA(p,q), se expresa como:

9 (B)V'Y, = 9, (B) (1-B)"Y, = 0,(B) & (1.35)

donde {g} ~ WN(0,0?).

Las mismas condiciones de estacionariedad e invertibilidad que se utilizan para los modelos autorregre-
sivos y de media mévil también se aplican a un modelo ARIMA.

1.9. Procesos ARIMA estacionales

Como se mencion6 en el enfoque clésico 1.1, en las serie de tiempo pueden existir efectos estacionales
esta caracteristica donde los datos experimentan variaciones regulares y previsibles que se repiten cada afio
o cada cierto periodo. Por ejemplo, si una empresa que vende helados vera sus ventas crecer en el verano,
pero caer en el invierno.

El periodo estacional se puede entender como el tiempo que pasa para que se repita el comportamiento
en una serie de tiempo, por ejemplo una serie que presenta periodicidad anual, pero si dicha serie consiste
de observaciones mensuales, el periodo serd 12, en cambio, si la serie es trimestral, el periodo serd 4. Se
denotard al periodo estacional como s.

Existen varias modificaciones dentro de los modelos ARIMA para poder explicar la conducta de alguna
componente estacional y no estacional, sobretodo para las series donde las dependencias sobre las tendencias
pasadas ocurren mds marcadas en los multiplos de un retraso de la temporalidad s de la componente esta-
cional, por lo cual es apropiado introducir polinomios autorregresivos de medias moviles que identifiquen la
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componente estacional.
Se define el operador diferencia estacional en la expresién 1.36 denotado por /2X;.
vPX, = (1-B)PX,. (1.36)

Definicién 1.9.1. El modelo estacional autorregresivo de medias méviles puro, denotado por ARMA (P,Q),
se puede expresar como:

@p (B)Y, = Oy (B') &. (1.37)

donde los polinomios estacionales asociados estan dados por:

®p(B*) =1—D B — DB — ... — OpB’”. (1.38)
Op (B*) = 14+©;B° +©B* + --- + @pBY. (1.39)

En general se puede combinar modelos estacionales y no estacionales para modelar mejor una serie
obteniendo modelos ARMA (p,q) x (P,Q),, dados por

®p (B*) ¢y (B)Y, = O (B*) 8, (B) & (1.40)

Definicion 1.9.2. El modelo multiplicativo estacional autorregresivo integrado de medias méviles o SARIMA,

N+ puede expresar como:
®p (B*) ¢, (B) V2 7Y, = O (B*) 6, (B) &. (1.41)

donde {&} ~ WN(0,6?), el modelo en general esta denotado por ARIMA (p,d,q) x (P,D,Q),

1.10. Pronostico

Supongasé que se necesita en predecir el valor de Y}, para & > 0, basado en un conjunto de variables X;,
observadas al momento ¢. En particular la prediccion de Y, se le conoce como la prediccién a un paso, en
base a sus m valores mds recientes. Sea X; es el conjunto de valores ¥;,Y;_1,..., Y i1y Yzill , €l prondstico
de Y;;+1 basado en X, informacidén presente y pasada de Y;.

1.10.1. Esperanza condicional

Se asume que la funcién de pérdida es cuadratica, tal que, se minimice:

E (v —¥) (1.42)

La expresion 1.42 es conocida como el Error Cuadratico Medio (MSE) asociado al pronostico ¥," | " de
notado por:

2
MSE (Wluz) =E <Yt+1 *Yflw) :
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El pronéstico con el menor error cuadratico medio resulta ser la funcién de esperanza condicional de Y|
sobre X;, es decir:
Yo =EYm [ X). (1.43)

La verificacién de 1.43 se puede ver en Hamilton (1994).

1.10.2. Proyeccion lineal éptima

Restringiendo el prondstico a la clase de las funciones lineales de X;. La prediccién es una combinacién
lineal de las observaciones pasadas, es decir:

PnYe =Yy, = o+ oYy + oY1+ + OnYiomir - (1.44)
Se necesita encontrar el valor de los coeficientes (g, o, 0, . . ., &4,) que minimicen el error del pronostico:
S(00, 01,0,y ) = E(Pyn¥s — 00 + 01 Yy + 0¥t + ..+ O 1) (1.45)

para ello se toman las diferencias parciales tales que:

aS (o, a,0,...,0n)
8aj

=0 para j=0,--- ,m. (1.46)

Segtin Brockwell and Davis (2002) se muestra como el cdlculo de las ecuaciones 1.46 es equivalente a las
siguientes ecuaciones:

E

m
Yon—o— Y, ainm] =0. (1.47)

i=1

E

m
<Yt+h -0 — ZOC%—[H) (Yt—j—'rl)‘| =0 para j=1,--- ,m. (1.48)
i=1

En Hamilton (1994), 1a ecuacién 1.48 es la condicién de que error del pronostico (P Y, — g+ ouY; +
Y1+ ...+ 0, Y;_pmt1) no este correlacionado con (Y;,Y_1,...,Y%_,u+1). Las ecuaciones 1.47 y 1.48 se
pueden expresar de forma compacta en notacién vectorial donde:

o = <l—iai> (1.49)

i=1

L O = Y (h) (1.50)
donde
O = (01, O)’, (1.51)
Cuw=[y(i— Nz, (1.52)
T () = (v (), ¥ (h+1), -+ y (Rt m—1))" (1.53)
Entonces

PtJrhYt = Y’j‘hh =u + Z o (Ym+1—i - I»L) . (154)

i=1
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Donde «, satisface 1.50. De la ecuacion 1.54 se obtiene que el valor esperado del error de prediccién es
cero y el error de prediccidon en media cuadrada esta dado por:

m m

E (Y45 — Pats)? = 7(0 2Za, h+z+):):a, i—j (1.55)
i=1j=

=7(0) — 0, Yin () - (1.56)

La dltima igualdad se cumple por 1.50. Para ver las propiedades de la proyeccion lineal 6ptima consultar
Brockwell and Davis (2002) y Hamilton (1994).

Notese que encontrar proyeccion lineal 6ptima P, ,Y; en términos de (¥;,Y;—1,...,Y—ut1), requieren en-
contrar la solucién para un sistema de m ecuaciones, si m es grande esto llevarfa mucho tiempo y esfuerzo,
pero debido a las propiedades de linealidad de la proyeccién a h-pasos P, Y; se puede aplicar un algoritmo
recursivo para elaborar dichos célculos.

En particular, se ocupara algoritmo de Durbin-Levinson. Se pide que I',,, la matriz de covarianza, sea una
matriz no singular, ver la proposicion y su prueba en Brockwell and Davis (2009). Entonces

Pt+1Yt t+1|t ¢ Xm - (Plem +-F ¢mmY1 (157)
donde
G =L . (1.58)
con ¥, = (y(1),---,7(m))’, se define su correspondiente error cuadratico medio como;
O = E (Vi — Pants)? = 7(0) = @), Y- (1.59)

El Algoritmo Durbin-Levinson se define a continuacién. Sea {¥;} un proceso estacionario con media
cero y funcién de autocovarianza y(-) tal que y(0) > 0y y(h) — 0 cuando & — oo, entonces los coeficientes

¢ y los errores cuadrdticos medios v,, definido por 1.57 y 1.54 satisfacen ¢;; = % y Vo = 7(0)

m—1
Omm = | 7(m) = Y m1,¥(m— ) (1.60)
I =1
Om1 [ i1 Om—1,m—1
¢mm _¢m71,m71 ¢m71,1
Um = Upm—1 [1 - ¢mm] . (162)

La prueba del algoritmo se hace mediante el principio de induccién matematica sobre las 1.60 que se en-
cuentra en Brockwell and Davis (2009) y Brockwell and Davis (2002).

Dado el enfoque que se utilizé en la seccién 1.6, para definir la funcién de autocorrelacién parcial los co-
eficientes ¢; ; son equivalentes a los del algoritmo de Durbin-Levinson, lo cual muestra la relacion entre las
¢;.; y la reduccion del error cuadritico medio del prondstico a un paso, como el nimero de predictores se
incrementaden—1an



Construccion del modelo 15

1.11. Construccion del modelo

Los pasos basicos para ajustar un modelo ARIMA son:

= Graficar los datos.

Analizar posibles transformaciones de los datos.

Identificacién del orden de dependencia, (p,d, p), del modelo.

= Estimacion de pardmetros.

Diagnéstico y seleccion del modelo.

El primer paso en el andlisis de cualquier serie de tiempo es graficarla, con el objetivo de identificar
discontinuidades, valores atipicos, ver si es necesario aplicar un transformacién lineal! a los datos o si se
puede expresar conforme a la descomposicién cldsica 1.1. Después de decidir si las posible transformacién
de la serie, se debe identificar el orden de dependencia, se inicia indagando sobre si es necesario utilizar una
diferencia su orden, una serie con tendencia muy probablemente necesitard una diferencia. Sin embargo, las
graficas de las ACF y PACF pueden ayudar a determinar el orden de la diferencia, un decaimiento lento en
el ACF indica que es necesario una diferencia, si el PACF muestra una decaimiento ondulado muy marca-
do sugiere que es necesario una diferencia estacional. Posteriormente de conocer el grado de la diferencia
aplicada a la serie, se propondran los grados de dependencia del modelo p y q, para la parte autorregresiva
y de media mévil. Una vez que se ha identificado el orden del modelo (es decir, los valores de p, d y ¢,
es necesario estimar los pardmetros, 62, (91, ,9,), (61,...,6,). Finalmente el diagnéstico de un modelo,
dice hasta que punto un modelo puede explicar las asociaciones en los datos y con ello el comportamiento
de la serie, basicamente consiste en comprobar si las hipdtesis realizadas sobre los residuos se cumplen.

Graficas ACF y PACF

Como se mencion6 anteriormente las graficas de las funciones autocorrelacion y autocorrelacion parcial
ayudan a identificar las posibles transformaciones de los datos asi como el orden del modelo hasta como
indicadores de la bondad de ajuste, pero para ello se debe definir sus estimadores.

La funcién de autocovarianza estimada cuando no se conoce la media esta dada por:

1 il a _
%:; Y (X —Xa) (X —Xa). (1.63)

t=1

n

donde X, = Z X,,, es el estimador de la media.
=1

Mientras que la funcién de autocorrelacién estimada estd dada por:
N/
bn = (1.64)
1

!Para una mayor explicacién sobre las trasformaciones y en que circunstancias se utilizan ver Gonzalez (2011), Shumway and

Stoffer (2006).
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Para ver con mas detalle las propiedades de los estimadores ver Madsen (2007) y Brockwell and Davis
(2002).

El estimador de la funcién de autocorrelacion parcial estd dado por las ecuaciones de Durbin-Levinson
estimadas:

=1~ OeaPu—1 s parak=34,...,y j=12,... k-1, (1.65)
. X G b

Ok = — — donde (ﬁ]] = p1. (1.66)
=Y 1p)

Las gréaficas de las funciones de autorrelacién (ACF) y autocorrelacion parcial (PACF) se comportardn
de las siguente manera dependiendo del tipo de modelo:

= Si se tiene un modelo AR(p), la funcién de autocorrelacion decae de manera exponencial o en forma
de la funcién seno, mientras la funcién de autocorrelacién parcial serd cero para los rezagos mayores

ap.

= Por otra parte, si se tiene un modelo MA(g) la funcién de autocorrelacién serd cero para para rezagos
mayores a ¢, mientras que la funcién de autocorrelacion parcial decaerd deforma exponencial o como
funcién de seno.

= Para el modelo ARMA(p,q) ambas funciones decaerdn deforma exponencial o como una funcién de
seno, pero en la funcién de autocorrelacion estard mds marcada en el posible rezago, del cudl depende
el orden de la parte de promedios méviles, de igual manera la funcién de autocorrelacion parcial tendra
un valor mas grande en el posible rezago del cudl depende el orden de la parte autorregresiva, de la
combinacién de ambos o de sus divisores, se propone el orden del modelo.

= En cuanto a los modelos estacionales AR(P), 1a funcién de autocorrelacion decae de manera exponen-
cial o en forma de la funcién seno pero estardn mds marcados los rezagos ks, donde s es el periodo
estacional y k = 1,2,...,. Mientras la funcién de autocorrelacién parcial serd cero para los rezagos
mayores a Ps.

= Para los modelos estacionales MA(Q), la funcién de autocorrelacién serd cero para rezagos mayores
a Qs, con s como el periodo estacional, mientras que la funcién de autocorrelacion parcial decaera
deforma exponencial o como funcién de seno con un valor mas grande para los rezagos ks, con k =
1,2,...

= Para los modelos estacionales ARMA(P,Q) ambas funciones decaerdn de forma exponencial o como
una funcién de seno y tendran picos en rezagos ks, con s el periodo estacional y k = 1,2,... . En la
funcién de autocorrelacion, del rezago ks con mayor magnitud se puede intuir el orden de la parte de
promedios mdviles estacional Q = k, de igual forma la funcién de autocorrelacion parcial indicara el
orden de la parte autorregresiva P = k, de la combinacién de ambos o de sus divisores se propone el
orden del modelo.

= Finalmente si se tiene un ruido blanco las autocorrelaciones muestrales serdn préximas a cero. Si se su-
pone normalidad e independencia, las autocorrelaciones asintoticamente se distribuyen
A 1 _ . 2
pn~N (ph, ;), para una muestra grande, p, = 0, si |p,| < T La prueba formal se encuentra en

Shumway and Stoffer (2006).
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1.12. Estimacién de parametros

1.12.1. Momentos

Este método consiste en resolver las ecuaciones resultado de igualar los momentos muestrales con los
momentos poblacionales para obtener los estimadores de pardmetros desconocidos.

En particular para los modelos ARMA se hace uso de la relacién de la funcién de autocorrelacién con
los pardmetros {¢}7_, {0}y 02. Bésicamente la funcién de autocorrelacién tedrica se sustituye por su
estimador muestral para resolver para los pardmetros desconocidos.

Este método es adecuado par modelos AR(p). Sin embargo, para modelos MA(q) y ARMA(p,q) ecua-
ciones devuelven un conjunto de ecuaciones no lineales, en general el estimador de momentos es dificil para
un procesos que no sean un AR(p). Aunque el estimador de momentos puede servir como un buen valor de
inicio para otros métodos de estimacién. Se tiene que para un proceso AR(p) el estimador por momentos es

equivalente a resolver las ecuaciones de Yule-Walker estimadas, con respecto a @1, ¢z, -+, @:
p(1) B PO o =1\ [0
p2) | | () 1 e P(P=2) || 9
p(p) plp—1) p(p-2) ... 1 —0p

1.12.2. Minimos cuadrados

Sea ¥; un modelo AR(p) entonces:

-0V, 1—...— Y p=¢. t=p+1,p+2,---. (1.67)
donde {&} es un ruido blanco, suponiendo que se tienen Y1, ..., Yy observaciones. Sea:
X/ = (Y1, ,=Yp), t=p+1,p+2,---¢'=(d1,---,0). (1.68)

Entonces la ecuacién 1.67 puede ser expresada como:
Yt:Xt/¢+8t7 t:P+1>p+27 (169)

El modelo 1.69, se puede expresar para todos los datos de la serie, por lo que se define:

Y = Ypi1, . W), (1.70)
X = (Xp+17--- 7XN)7 (1.71)
€ = (g1, ,&N), (1.72)

Por lo tanto el modelo1.67 se pude expresar de forma matricial para todos los datos observados como:
Y, =X¢ +¢. (1.73)
El estimador por minimos cuadrados se obtiene minimizando:
S(9) = (Y —X¢)' (Y-X9). (1.74)

'Basado en Shumway and Stoffer (2006) y Madsen (2007)
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Donde S (¢) es la suma de errores cuadrados y por definicién los pardmetros ¢ que minimicen dicha suma
son el estimador por minimos cuadrados ¢. Por las propiedades del estimador por minimos cuadrados, se
puede encontrar la solucién del modelo lineal 1.73 para ¢, resolviendo:

(X'X)$ =X'Y. (1.75)
llamada ecuacién normal, y como el estimador para varianza del ruido blanco 652:
o S(0) _xhe(f)

O,

= = 1.76
R Ny (1.76)

Para ver a detalle las propiedades del estimador por minimos cuadrados para los modelos ARIMA con-
sultar Madsen (2007).

1.12.3. Maxima verosimilitud

Los estimadores de mdxima verosimilitud son definidos como aquellos valores de los pardmetros mas
probables dados los datos que se tengan. La funcion de verosimilitud L estd definida por la funcién de
distribucion conjunta de los datos. En particular, éste método de estimacion requiere suponer una distribucién
normal para la serie de ruido blanco {& }, con media cero y varianza 67.

Considerando un modelo ARMA(p,q) dado por 1.31:

Y=Y — ... =Y =&+ 0151 +...+ 0,64 (1.77)
Y sea:
0" = (91,....0,,01,...,0,) Y, = (Y,.Y,_1,....11). (1.78)

Donde Y/ son todas las observaciones hasta el tiempo . Como se mencioné anteriormente la funcién de
verosimilitud esta definida por la funcién de distribucién conjunta para todos las observaciones dados los
valores de 0 y 67

L(Yy:0,07) =f(Yn|0,07)
:f(YN | YN—laeao-g)f(YN—l | 970-82>

N
= ( I1 f(Y,Y,l,(-),O'Ez)>f(Y,, 10,07). (1.79)

t=p+1

Esta es una formula general de la funcién de verosimilitud para series de tiempo. Suponiendo que se tiene
toda la historia de los datos, se calcula la prediccidn a una paso como:

P q
Vo1 () =E[Y; | Y,—1,0] =Y o+ Y 6,(0). (1.80)
i=1 i=1

la cual, es la esperanza de (Y, |Y,—1,0, 682). Asf el error de prediccion estd dado por:

&(0) =Y, — Y (6). (1.81)
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con varianza 6. Dado que & se distribuye normal, se tiene:

2
f(Yt | Yt—1,9,032) = exp <— (Ytltil (6)E | Ylil,e}) )

1
o, V21 207

_ 1 _&(0)
—o_emexp( 207 ) (1.82)

Se puede expresar la funcién de verosimilitud condicional sobre Y, como:

N
L(YNseacgz) = H f(Yt|Y1717976§)7

t=p+1
_N=p 1 X

=(c227) 7 exp (—22 ) s}(@)). (1.83)

€ t=p+1

Tomando algoritmos se obtiene:

N—p —
log (L(Yx:6,07)) = —— log(cyg)—272 Y &(6)+c. (1.84)

€ t=p+1

Donde c es una constante. Para encontrar el minimo se aplica a la ecuacion 1.84 una diferencia con respecto
a 682, se iguala a cero, dando:

dlog(L)  (N-p)1 1 ¥ ,

=— — — =— g (0) =0. (1.85)
002 2 o 20} t:;l !
Entonces el minimo obtenido es: . 5
o1& (6
63 _ therl t ( ), (186)
N-p
Sustituyendo 1.86 en 1.84 se tiene:
2 N—p - o
log (L(Yn:;0,07)) = — 5 log Y &(6)]+c (1.87)
t=p+1
Lo cual muestra que el estimador por maxima verosimilitud para 6 se obtiene minimizando:
N
S)=Y €1(9). (1.88)
t=p+1

Donde el el estimador por madxima verosimilitud para 67 es:

5(9)
= Ni_[] .
Para ver las propiedades de los estimadores por méxima verosimilitud y su generalizacion consultar Madsen
(2007). Cuando R estima el modelo ARIMA, utiliza estimacién de maxima verosimilitud (MLE). Esta técni-
ca encuentra los valores de los pardmetros que maximizan la probabilidad de obtener los datos que hemos
observado.

Para los modelos ARIMA, MLE es muy similar a las estimaciones de minimos cuadrados que se ob-
tendrian al minimizar Y7, e?.

62 (1.89)
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1.13. Diagnéstico y seleccion del modelo

El diagnéstico de un modelo o la prueba de bondad de ajuste, dice hasta que punto un modelo puede

explicar las asociaciones en los datos y con ello el comportamiento de la serie, basicamente consiste en
comprobar si las hipétesis realizadas sobre los residuos se cumplen. Lo cual lleva a determinar, si el modelo
estimado es estadisticamente adecuado.
Siguiendo la metodologia Box y Jenkins, después de estimar los pardmetros del modelo ARIMA, se continua
el diagnostico del modelo. El resultado del diagndstico estd vinculado con el proceso de identificacion del
modelo, pues si el modelo es inadecuado, es necesario volver al paso de identificaciéon y proponer otro
modelo.

1.13.1. Criterio de seleccion de modelos

Si resultado de las pruebas de bondad de ajuste se obtienen varios modelos, se pueden optar por utilizar los
siguientes criterios, para elegir el mds adecuado.
Medidas estadisticas de la bondad de ajuste del modelo son:

AIC o Akaike Information Criterion, se define como:
AIC(M) = —2log(L) + 2M.

donde L corresponde a la verosimilitud y M la cantidad de pardmetros estimados del modelo. En
particular para un modelo ARMA se tiene:

S(o,u,0)
o

log(L) = —glog2ﬂ662 -

AICc o Akaike Information Criterion Corrected, se define como:

AICc = —2InL(¢y,...,0,,61,...,6,) +2 S —
c nL(¢1,...,¢p, 61 g) + (p+q)n_p_q_2

BIC o Bayesian information Criterion
BIC = —2InL(¢1,...,9p,01,...,6,) + (p+q)Inn,

Se prefiere el menor valor del criterio, pues es mejor el ajuste.

1.13.2. Prueba de correlacion

Prueba Box-Pierce Hy: {&) es una serie de ruido blanco. vs H,: {&) no es una serie de ruido blanco.

Estadistico de prueba

=

Q=nY p;

k=1

donde py, es la correlaciéon muestral de la serie {&), K es el méximo lag a considerar, en se consideran

apropiado K = 10 para datos sin efecto estacional y K = 2m para datos con efecto estaciona, pues m
es el periodo estacional. Q ~ x,fi =g
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Prueba Box-Ljung Hy: {&) es una serie de ruido blanco. vs H,: {&) no es una serie de ruido blanco.

Estadistico de prueba
K

Q:n(n—i-Z)Z

k=1

p?
n—K’

donde Py es la correlacion muestral de la serie {&), p+g < K <n, Q ~ xkz_p_q.
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= Si p—valor <0.05: Se puede rechazar la hip6tesis nula asumiendo una probabilidad del 5% de
cometer un error. Asi que se puede asumir que los valores estin mostrando dependencia el uno

del otro.

= Si p—valor > 0.05: No tiene suficiente evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula. Asi
que no se puede asumir que los valores son dependientes. Esto podria significar que los valores

son dependientes de todos modos o puede significar que los valores son independientes.

En particular, no se puede probar la independencia de los valores de series de tiempo utilizando la

prueba de Ljung-Box. Sélo puede probar la dependencia.

1.13.3. Prueba de normalidad

Prueba Anderson-Darling para normalidad Prueba no paramétrica basada en la funcién de distribucién

empirica para la hipdtesis compuesta de normalidad.

Hy : Los datos siguen una distribucién normal. vs H, : Los datos no siguen una distribucién normal.

El estadistico de prueba es

a=n (L e ) 0] )

donde p(;) =P [x(i>g_ x]

, @ es la funcion de distribucion acumulativa de una distribucion normal,

Xy s son la media y desviacién muestral. Entonces el estadistico de bondad de ajuste de Anderson-
Darling A mide el drea entre la linea ajustada de la distribucién normal, y la funcién de distribucién
empirica. El estadistico de Anderson-Darling es una distancia elevada al cuadrado que tiene mayor

ponderacioén en las colas de la distribucion.

Para determinar si los datos no siguen una distribucién normal, se compara el p- valor con el nivel de
significancia. Generalmente, se usa un nivel de significancia del 5 % e indica que el riesgo de concluir
que los datos no siguen una distribucién normal, cuando en realidad los datos siguen una distribucién

normal.

= Si p—valor < 0.05: La decision es rechazar la hipétesis nula asumiendo una probabilidad del

5% de cometer un error y concluir que sus datos no siguen una distribucién normal.

= Si p—valor > 0.05: La decision es que no se puede rechazar la hipétesis nula, es decir, no se

tiene suficiente evidencia para concluir que los datos no siguen una distribucién normal.
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En el ajuste de series de tiempo para datos reales, los residuales pueden ser un ruido blanco y no dis-
tribuirse normal, pese a que la normalidad un requisito en la estimacidon de los pardmetros por maxima
verosimiltud y sus intervalos de confianza, en estos casos tener una gran la cantidad de datos es esencial,
pues aunque no se cumpla la normalidad se puede calcular los estimadores como normales de acuerdo a la
ley de los grandes niimeros.



Capitulo 2

Descripcion de la poblacion de

ayudantes de la UNAM

En este capitulo se presenta una descripcion de los ayudantes de profesor basado en algunas estadisticas
y el marco legal. Dentro del personal académico de la UNAM, la figura de ayudante de profesor o de inves-
tigador surge ante la necesidad de preparar a futuros académicos para el desempefio de funciones docentes
o de investigacion.

2.1. Estatuto del Personal Académico

El Estatuto del Personal Académico (EPA) forma parte del marco juridico de la relacion laboral de la uni-
versidad con el personal académico. Es el instrumento que rige y preserva la vida académica. En el EPA se
sefialan tanto lineamientos laborales como académicos como son los procedimientos de ingreso, promocion,
permanencia, evaluacién académica, entre otros. En particular los articulos que se tomardn como referencia
para la figura de ayudante de profesor son el 4 y del 20 al 28 del EPA. Con los cuales se contrastard la
informacién obtenida.

Un nombramiento es la forma en la cual se contrata al personal, que puede ser interino, definitivo o por
contrato de prestacion de servicios, dependiendo de la figura académica en que se emplee. En el caso parti-
cular del nombramiento de ayudante se clasifica en ayudantes de profesor o de investigador con categorias
A,BoC.

Los ayudantes de profesor o investigador de medio tiempo y de tiempo completo, laboran 20 y 40 horas
semanales respectivamente, pueden ocupar los niveles A, B o C; los ayudantes por horas que siempre son de
profesor: solo pueden ocupar los niveles A o B y auxiliar en una materia o curso especifico sin exceder de
doce horas por semana

23



24 Descripcién de la poblacién de ayudantes de la UNAM

Otra caracteristica del nombramiento de ayudante, es que se otorga por un plazo no mayor de un afio y
puede renovarse hasta por cuatro veces, es decir, la duraciéon méxima del nombramiento de ayudante es de
cinco afios. La excepcion es que existe la posibilidad de que el consejo técnico, apruebe una prérroga de los
nombramientos de ayudante por un nimero mayor de afios.

Se debe tener en consideracion que una persona puede poseer uno o mas nombramientos sin exceder las
48 horas semanales. ' Por ejemplo, una persona x, tiene un nombramiento de profesor de asignatura por 20
horas y otro de ayudante de profesor por 5 en la facultad a, pero también cuenta con otro nombramiento de
ayudante de profesor por 8 horas en la faculta b, es decir una persona puede tener mas de un nombramiento
siempre y cuando cumpla con el EPA. Cabe sefialar que en el momento de contar el nimero de ayudantes
solo se consider6 a la persona y no los nombramientos que posee.

2.2. Datos de los ayudantes de la UNAM

En este trabajo se trat6 a todos los ayudantes como una sola poblacién sin importar su categoria, resul-
tado de examinar el comportamiento de los ayudantes por horas, A y B, el cual es similar, mientras que la
poblacién ayudantes de investigador es muy pequefia y al incluirla no cambia los resultados.

Ademas si se consideran los requisitos para ascender de una categoria a otra, el porcentaje de créditos
y la experiencia adquirida mientras se permanezca como ayudante, no son discriminatorios por lo que cual-
quiera puede alcanzar la siguiente categoria.

Para tener una perspectiva general de la evolucién de la poblacién de ayudantes se dardn datos estadisti-
cos para los afios 1990, 2001, 2009 y 2014 tomando como referencia la quincena 12. Se hace referencia a
una quincena especifica pues los datos tienen variaciones quincenales y en particular la eleccidn se realizo
en base a la quincena con menor cantidad de datos omitidos.

Analizando la tabla 2.1, vemos que la poblacion de ayudantes en 1999 estaba conformada por 3,220
personas con alglin nombramiento de ayudante, el 23.8 % posefa més de un nombramiento, para cubrir un
total de 4,167 nombramientos. Para 2001 se dio una disminucién en el niimero de ayudantes, al ser 2,883
personas con al menos un nombramiento de ayudante relacionadas con 3,771 nombramientos, de dicha po-
blacién el 24.7 % tiene mas de un nombramiento. En 2009 se tenian 5,592 nombramientos adscritos a 4,158
personas con algiin nombramiento de ayudante, donde el 26.5 % de ayudantes poseen mds de un nombra-
miento. Para finalizar en 2014 habia 4,763 personas con algiin nombramiento de ayudante adscritos a 6,424
nombramientos, y el 27.41 % tenia mas de un nombramiento.

En la tabla 2.2 se observan los nombramientos en las diferentes figuras para las personas que poseen al
menos un nombramiento de ayudante para los afios seleccionados. Las figuras académicas con mas adscrip-
cién en la poblacién de estudio son ayudantes y profesores de asignatura.

La poblacién de ayudantes estd conformada principalmente por hombres, dado que por cada 100 mujeres
hay 115, 116, 112, y 116 hombres para los afios de estudio. En cuanto a la edad en 1999, la edad con mayor

Ver EPA articulo 6 fraccién VIII
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Tabla 2.1: Nimero de nombramientos por ayudante

Nombramientos 1999 2001 2009 2014
1 2,454 2,183 3,056 3,457

2 620 551 836 1,009

3 119 121 214 251

4 20 18 39 36

5 6 9 12 8

6 1 1 1 2
Personas 3,220 2,883 4,158 4,763

Tabla 2.2: Nombramientos por figura

Figura Académica 1999 2001 2009 2014

Ayudante de profesor 3,297 2,940 4,258 4,882

Investigador 3 1 0 0

Profesor de asignatura 786 749 1,271 1,482

Profesor de carrera 7 9 9 11

Técnico académico 74 72 54 49

Nombramientos 4,167 3,771 5,592 6,424

frecuencia es de 27 y 28 afios para las mujeres y 26 para hombres, en 2001 es de 27 afios para las mujeres
y 28 afios para hombres, mientras en 2009 fueron 24 y 26 afios para mujeres y hombres respectivamente, en
2014 fueron 24 afios para ambos sexos.

Al examinar las pirdmides de la poblacion de ayudantes 2.1 , es claro que la mayor parte de los ayu-
dantes son jovenes entre los 20 y 30 afios , no obstante para 1999, 2001, 2009 y 2014 la edad promedio fue
de 32.99, 34.58, 34.49, 34.87 afios respectivamente, ya sea por un aumento en incorporaciones de personas
con mayor edad o individuos que se mantienen en su nombramiento.

La proporcién de ayudantes ubicada entre los 18 y 19 afios es pequefia resultado del requisito de créditos
asi como de la edad promedio en la cual un individuo inicia su instruccién universitaria.

Analizando los cambios en la proporcion de las pirdmides poblacionales en 2009 se presenta una pro-
porcién muy similar entre los grupos de edad de 40 a 45, 45 a 50 y 50 a 55, mientras que las restantes tienen
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una forma mads regular. Sin embargo la edad méaxima de los ayudantes sigue aumentando.

Analizando la antigiiedad la tabla 2.2 se percibe que al menos mitad de la poblacidn tiene entre cero y
cuatro afios de antigiiedad en el periodo de estudio, sin embargo la antigiiedad promedio es 5.01, 5.81, 5.66
y 5.19 afios, arriba del limite para permanecer en un nombramiento.

Para obtener estadisticas sobre las horas contratadas, hay que tener en consideracién que una persona
puede tener varios nombramientos con diversas figuras académicas, siempre que cumpla con los requisitos
y necesidades de la institucion, es por ello que se sélo se tomaron en consideracidn las horas de servicio por
nombramiento de ayudante, ver figura 2.3

En 1999 los ayudantes registraron un total de 36,306 horas para 3,297 nombramientos de ayudante, lo
cual equivaldria a 11.01 horas por nombramiento. Para 2001 fueron 31,811 horas totales en 2,940 nom-
bramientos obteniendo 10.82 horas por nombramiento. En 2009 fueron 38,994 horas totales para 4,258
nombramientos obteniendo 9.157 horas por nombramiento. Mientras para 2014 fueron 43,092 horas totales
en 4,882 nombramientos obteniendo 10.12 horas por nombramiento.
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Figura 2.1: Pirdmides Poblacionales 1999, 2001, 2009 y 2014
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Antigliedad, 1999
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Antigliedad, 2001
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Figura 2.2: Antigiiedad 1999, 2001, 2009 y 2014
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Figura 2.3: Numero de horas contratadas por nombramiento de ayudante en 1999, 2001, 2009 y 2014






Capitulo 3

Evolucion de la poblacion de ayudantes

de 1a UNAM de 1999 a 2014

En este capitulo se examina a la poblacién de ayudantes mediante el andlisis de series de tiempo. Para
este estudio se hard uso del programa estadistico R, donde se realizaron las graficas, estimaciones proyec-
ciones y pruebas de bondad de ajuste. En particular de las paqueterias seasonal, tseries, forecast, nortest,
ggplot2. Para dudas con respecto al uso del programa en series de tiempo consultar Hyndman and Athana-
sopoulos (2014), Cowpertwait and Metcalfe (2009), Cryer and Chan (2008) y Shumway and Stoffer (2006).

La informacién con la que se cuenta es el nimero de ayudantes por quincena a partir de 1999 hasta la
ultima quincena de 2014. Se puede ver en la figura 3.1. El comportamiento de la poblacion de ayudantes no
es estacionario, pues crece a partir de agosto de 2000, a una tasa del 2.3 % anual, es decir tiene tendencia,
ademds al inicio hay un comportamiento irregular cuyo contexto histdrico es la ocurrencia de la huelga de
1999, no obstante al final se aprecia un marcado patrén estacional.

Ademds de la grafica de la serie, otra herramienta para evidenciar la no estacionariedad de la serie,
son las graficas de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial figura 3.2. La ACF presenta
un decaimiento lento indicando la existencia de una tendencia, mientras que el decrecimiento ondulado y
los picos marcados en los rezagos 2, 12, 25 en la PACF apuntan a la presencia de una componente estacional.

En la grifica de la poblacion de ayudantes figura 3.1 no hay evidencia de un cambio en la varianza,
por lo que no se aplicard ninguna transformacién de Box-Cox. Después de descartar una transformacion de
Box-Cox, se analiz6 la tendencia mediante modelos de regresion, el mejor ajuste fue una tendencia lineal,
es decir el crecimiento en la poblacién de ayudantes es lineal.

En consecuencia, se buscard modelar una componente estacional con una tendencia lineal, el método
mds sencillo es aplicar una diferencia combinada, es decir, emplear una diferencia lineal del tipo (1 — B)d,

31
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Figura 3.1: Poblacién de ayudantes 1999-2014.

para quitar la tendencia y una diferencia estacional del tipo (1 — Bs)d para remover el efecto estacional.!

Generalmente cuando se aplican diferencias estacionales se toma el periodo como la frecuencia anual de
los datos, en este caso seria 24,> debido a que los datos son quincenales. Ademds si se considera el opera-
dor diferencia como un filtro lineal para disminuir la varianza de los datos, la diferencia combinada con la
diferencia estacional en el rezago 24, (1 — B) (1 — 324), es la que reduce mads la varianza de la serie como se
puede apreciar en la tabla 3.1.

Sin embargo, a la serie que resulta de la operacién diferencia W, = (1 — B) (1 — 324) Y;, al ajustarle un
modelo ARMA los 6rdenes p,q, eran muy grandes y las graficas de las funciones ACF y PACEF figura 3.3,

' Aunque para quitar el efecto estacional se traté con diferentes enfoques funciones arménicas, filtros de promedios méviles,

funciones nulas.
2aplicar una diferencia 24 es quitar un ciclo anual
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Figura 3.2: ACF y PACF de la poblacién de ayudantes apartir de 1999.

Tabla 3.1: Desviacidn estdndar de la serie y sus respectivas diferencias.

‘Serie Y, (1-B)Y, (1-BY)y, (1-B2)’v, (1-B®)Y, (1-B)(1-B*)Y, (1-B)(1-B?)Y,

‘Desviaciénesténdar 524.80 107.06 138.05 223.56 164.03 79.46 78.51 ‘

revelan la existencia de una dependencia estacional, por lo que era necesario ajustar modelos con compo-
nente estacional. Sin embargo, incluso si se modela con modelos SARIMA hay dependencias que no se
pueden explicar y la bondad de ajuste de estos modelos es pobre, no cumplen con la no correlacion, ni con
la normalidad.

Es evidente que la serie posee una variacion estacional, pero el periodo propuesto no es el que corres-
ponde con la frecuencia de la serie, para ello se hard uso del periodograma, el cual descompone la estructura
de dependencias de una serie en términos de su frecuencia. Muestra en que frecuencias o periodos la serie
tiene un ciclo, generalmente se utiliza cuando la serie posee ciclos o variaciones estacionales y no se conoce
el periodo, aunque se puede modelar una serie de tiempo a través del andlisis en términos de las frecuencias
siguiendo un enfoque denominado andlisis espectral. Para una explicacion formal del periodograma consul-
tar Brockwell and Davis (2002), Cryer and Chan (2008), Shumway and Stoffer (2006).

El periodograma de la serie sin tendencia figura 3.4, indica el mayor valor en 2 ciclos por cada afio de

observacidn correspondiente a la frecuencia 2 es decir cada 12 quincenas hay un ciclo equivalente a un

1 1 .
, — Y — respectiva-
, | . . 3476
mente. Pero se tomarad la frecuencia del periodo estacional como 12, por ser el mayor valor.

ciclo por semestre, seguido por 8, 6 y 4 ciclos por afio, equivalente a las frecuencias
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Figura 3.3: Gréfica de (1—B) (1-B*)Y,.

Otra herramienta para analizar el comportamiento estacional de la poblacién de ayudantes es la grafica
de la distribucién por quincenas, figura 3.5, donde se representa la frecuencia quincenal de la poblacién de
ayudantes durante el periodo observado, las lineas horizontales simbolizan el nimero promedio de ayudan-
tes por quincena, en consecuencia se detecta como el promedio de ayudantes aumenta en las quincenas 1 a
3,13 a 15y 23 a 24, coincidiendo con el inicio y final de los semestres.

Después conocer que el periodo estacional es 12 y la tendencia es lineal, se continuardn aplicando trans-
formaciones para obtener una serie estacionaria y ajustarle un modelo ARMA, algunos enfoques adoptados
fueron:

= Se busco quitar la tendencia y la componente estacional mediante filtros de promedios méviles pero
la serie de residuales mantenia la estructura de dependencia de la serie original.

= Otro enfoque fue modelar la serie como una regresion del tiempo y funciones de seno y coseno en
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Figura 3.4: Periodograma.

las frecuencias mas importantes mostradas en el periodograma, pero la serie de residuales todavia
mantenia una estructura de correlacién considerable.

= También se traté de modelar como funcidn del tiempo y variables mudas, aunque la reduccién de la
estructura de dependencia, los ajustes obtenidos fallaban en la bondad de ajuste.

Al final, se aplicé una diferencia combinada con diferencia estacional en el rezago 12, (1 — B) (1 — Blz),
resultando una serie con menor dependencia y esto se puede observar en las graficas de las funciones ACF y
PACEF, figura 3.6.

Para modelar la serie diferenciada las graficas de las funciones ACF y PACF figura 3.6 muestran que
ademds de ajustar un modelo ARMA es necesario considerar modelos estacionales, pues la ACF muestra
valores significativos en los rezagos 1, 3, 12, por lo que se propone modelos con la parte de promedios
moviles de orden MA(1) y MAj»(1). Mientras que en la PACF se observan picos en los rezagos 1, 2, 12,
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Figura 3.5: Grifica de la subserie con ciclo estacional.

23, 24, es decir, se puede proponer modelos con la parte autorregresiva de orden AR(1), AR(2), AR12(1) y

AR5 (2).

Después de sugerir y probar la bondad de ajuste de diferentes ajustes, los modelos a considerar estidn en

la tabla 3.2. Donde la dltima columna de dicha tabla es p-valor de la prueba Ljung-Box sobre los residuales
del modelo, para los primeros 48 rezagos. Cabe sefalar que los modelos propuestos no lograran captar toda
la estructura de correlacién entre los datos, tienen fallos principalmente con las dependencias de cada 12
quincenas y cada 24. Sin embargo se buscara el modelo que capte mejor las relaciones de dependencia entre

las observaciones.

Hay diferentes criterios para elegir entre diferentes modelos, si se basa en el AICc seleccionaria el

modelo ARIMA(1,1,1)(2,1,1)[12], ademds si se considera el mayor p-valor para la prueba de Ljung-Box
al lag 48 también se elegiria. Sin embargo, si uno se basa en el criterio del BIC se elegiria el modelo
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Figura 3.6: Serie con la diferencia (1—B) (1-B'2)Y,
Tabla 3.2: Modelos para la serie de ayudantes a partir de 1999.
Modelo Orden AlCc BIC p-valor LB
1 ARIMA(L,1,1)(2,1,D[12] 4155.1375 4178.4040 0.0864
2 ARIMA(1,1,1)(0,1,2)[12] 4156.5473 4175.9639 0.0693
3 ARIMA(L,1,1)(0,1,1)[12] 4155.1792 4170.7347 0.0645
4 ARIMA(1,1,1)(1,1,2)[12] 4157.1123  4180.3788 0.0638

ARIMA(1,1,1)(0,1,D)[12]. Tomando como criterio de eleccion p-valor para la prueba de Ljung-Box, se
elige el modelo en el cual a un cierto niimero de rezagos, no se rechace que las autocorrelaciones conjunta-
mente sean cero.
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Por lo anterior se elige el modelo ARIMA(1,1,1)(2,1,1)[12]. En la tabla 3.3 se muestra los pardmetros
estimados y sus respectivos intervalos de confianza. Revisando la significancia de dichos pardmetros se

observa que ® b Y <I>212 pueden ser ceros 'y por lo tanto son poco significativos. Dando como resultado que
se prefiera el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12]

Tabla 3.3: Parametros estimados y su intervalo de confianza para el modelo ARIMA(2,1,1)(0,1,1)[12], serie de

ayudantes a partir de 1999.

Pardmetro Estimador 2.5% 97.5%
) 0.7944  0.67 0.92

6, -0.9217 -1.00  -0.84
@, 0.0451 -0.15 0.24
P 0.0451 -0.01 0.29
0, -0.7111  -0.87  -0.56

Asi, la poblaciéon de ayudantes sigue un comportamiento de la forma:

(1-B)(1-B2) (1-g)¥, = (1-6) (1-01, ) &

donde los parametros ¢y, 0y, @112 con sus respectivos intervalos de confianza estdn dados en la tabla 3.4. Se
debe de examinar la bondad de ajuste, es decir, que tan bueno es el ajuste.

Tabla 3.4: Parametros estimados y su intervalo de confianza para el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12], serie de
ayudantes a partir de 1999.

Parametro Estimador 2.5% 97.5%

(o} 0.81  0.69 0.93
0, -0.93  -1.01 -0.85
0, -0.64  -0.72 -0.56

12

De las graficas del ACF y PACF para los residuales y la grafica del p-valor de la prueba Ljung-Box
se muestra en la figura 3.8, se concluye que los residuales mantienen una dependencia entre las observa-
ciones separadas por 11 y 23 periodos, lo cual implica que los residuales no son un ruido blanco, ademas
al realizar la prueba Anderson-Darling para normalidad y examinando el histograma de los residuales die-
ron como resultado que no son normales, es decir, el modelo propuesto no posee una buena bondad de ajuste.

Anderson-Darling normality test

data: fit03$residuals
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Figura 3.7: P-valores de la prueba Ljung-Box para los residuales.

A = 2.4324, p-value = 3.691e-06

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: fit03$residuals
D = 0.06689, p-value = 0.0002932

Sin embargo, debido a que uno de los propdsitos es poder estimar la poblacion futura, se realizard la
estimacion de los prondsticos, los cuales dan una idea del comportamiento de los ayudantes, pero no seran
tan confiables. En las figuras 3.9 y 3.10, se puede observar los prondsticos para un afio y cinco afios respec-
tivamente. Si se plantea un horizonte de prondstico mas grande la prevision terminara siendo la media y el
intervalo de confianza seguird creciendo como lo hace para el caso de cinco afios.
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Figura 3.8: Grificas para verificar los residuales del modelo ARIMA(1,1,1)(2,1,1)[12], para la serie
de ayudantes a partir de 1999.

Analisis de 1a poblacion de ayudantes de la UNAM de 2001 a 2014

Debido a que las primeras observaciones surgen de un evento atipico, la huelga de 1990, y el compor-
tamiento estable la serie, la cantidad de los datos con los que se cuenta, se buscé reducir los efectos de tal
evento quitando las primeras observaciones y analizando la serie a partir de 2001, la cual se denominara X;.

Ademads de tomar en cuenta el contexto histérico para explicar los cambios en las series se puede utilizar
la gréfica del comportamiento estacional, que es la descomposicion de los datos en su frecuencia del patrén
estacional por cada afio de observacion y sefiala mds claramente los cambios en el comportamiento de las
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Previsiones para un afio
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Figura 3.9: Grifica de los prondsticos para un afio del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12].

Previsiones para cinco afios

Figura 3.10: Grafica de los prondsticos para cinco afios del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12].

series.

Para el anélisis de los cambios en el crecimiento de la poblacién de ayudantes, la figura 3.11 es la grafica
del comportamiento estacional, muestra como los primeros dos afios la poblacién tiene un comportamiento
diferente al resto. Sin embargo, a partir de 2007 la serie comienza a tener un patrén de comportamiento
estacional semejante sin que el crecimiento de la poblacidén disminuya. No se aplicard una transformacion
de Box-Cox.

Se mantiene la variacién estacional con periodo 12, para ello se volvi6 a graficar el periodograma la serie
diferenciada y se mantuvo el resultado. De nueva cuenta, se intentaron diversos enfoques para hacer estacio-
naria la serie, al final la transformacién con la menor estructura de dependencia fue la diferencia combinada
(1-B) (1 —Blz), para proponer ajustes hay que tomar en consideracion la grifica del ACF y PACF de la
serie diferenciada que se muestra en la figura 3.12.
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Figura 3.11: Gréfica del comportamiento estacional.

Resultado de la inspeccion las graficas de las funciones ACF y PACF se sabe que la diferencia no logra
explicar completamente la variacién estacional, por lo que es necesario el uso de un modelo con términos
estacionales, por la presencia de un valor grande al rezago 12 en la ACF y en los rezagos 12 y 24 para la
PACF, se puede proponer modelos con factores estacionales MA (1) y AR12(1) 6 AR(2). Mientras que
para la parte no estacional se puede proponer los 6rdenes MA(1) o AR(2) y las combinaciones entre estos
valores.

Luego de analizar los diferentes modelos propuestos, los expuestos en la tabla 3.5 son los que tienen el
menor valor en los criterios de informacion, en las graficas de sus respectivas funciones de ACF y PACF
muestran menores asociaciones entre los residuales; por tanto son tomados en consideracién. Se examinara
la bondad de ajuste de cada uno para elegir el mejor.

Tabla 3.5: Modelos para la serie 2001

Modelo Orden AlCc BIC p-valor LB
1 ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12]  3633.0765 3648.0613 0.1289
2 ARIMA(L,1,1)(1,1,D)[12] 3633.3040 3652.0030 0.1891

Si se considera el BIC o AICc se elegiria el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12], pero la diferencia entre
los dos los criterios de seleccion es muy pequefia, ver tabla 3.5, sin embargo, si se considera la prueba de
correlacion o de ruido blanco para el rezago 48 se consideraria el modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] .
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Figura 3.12: (1 — B) (1 — B'2) X, para la serie a partir de 2001.

Siguiendo con las pruebas de normalidad para ambos modelos se tiene que el p — valor es menor al 5 %,
por lo que se concluye que sus datos no siguen una distribucion normal con una confianza del 95 %. Como
se menciond se puede tener un ruido blanco que no sea normal, aunque la normalidad de los residuales, es
la base de la estimacion de los pardmetros, la cantidad de datos que se tiene es suficiente para que aunque
no se cumpla la normalidad los estimadores sean calculados como variables normales de acuerdo a la ley de
los grandes nimeros.

> ad.test(m1_2001$residuals)
Anderson-Darling normality test
data: ml1_2001$residuals

A = 2.0833, p-value = 2.632e-05
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Figura 3.13: Andlisis de residuales del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] para
2001.

> ad.test(m2_2001$residuals)
Anderson-Darling normality test
data: m2_2001$residuals

A = 2.0618, p-value = 2.971e-05

Considerando las graficas de las funciones ACF y PACF para ambos modelos, figuras 3.13 y 3.14, son
muy similares entre si, pero cambia la latitud de los rezagos que rebasan el umbral de confianza, por lo cual
se elegirfa el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] .

Sin embargo, al comparar las graficas del p-valor de la prueba Ljung-Box, para los primeros 48 rezagos
de ambos modelos, se observa como el modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] logra captar mejor las asociacio-
nes entre los datos, al tener una menor cantidad rezagos por debajo del umbral de rechazo de la hipdtesis
nula de autocorrelacion cero. Pero los residuales de ambos modelos estan mostrando dependencia.

El ajuste seleccionado es el modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] , es decir, la evolucién de la poblacién de
ayudantes analizados a partir de 2001 sigue un comportamiento de la forma:
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Figura 3.14: Andlisis de residuales del modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] para
2001.

(1=B)(1-B") (1- o) (1-@112))(,:(1—91) (1—@112)&

donde los parametros ¢y, 01, CI>112 @112 con sus respectivos intervalos de confianza estdn dados en la tabla
3.6.

Aunque el modelo propuesto falle en la bondad de ajuste, el modelo logra explicar mejor las asociaciones
entre los datos a partir de 2001, donde la serie tiene menos variaciones inusuales, pero también se observa
como el efecto de la huelga sigue afectando la evolucion de la poblacion de ayudantes.

Debido a que el modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] logra captar mejor la variacién de la poblacién de
ayudantes, también se realizd la estimacion de los prondsticos, en las figuras 3.15 y 3.16 se puede observar
los prondsticos para un afio y cinco afios respectivamente.

Comparando los pronésticos de los modelos ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] y ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] para
la serie tomada a partir de 1999 y 2001 respectivamente, se observa como las estimaciones puntuales se
parecen, figura 3.17, y como los intervalos de confianza del primer modelo son mds grandes, figura 3.18,
debido en el primer ajuste no se logra captar completamente la estructura de correlacion.
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Tabla 3.6: Parametros estimados y su intervalo de confianza para el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] serie tomada

a partir de 2001.
Pardmetro Estimado 2.5% 97.5%
o 0.80  0.73 0.86
6, -1.00 -1.04 -0.96
@y, -0.14  -0.35 0.07
61, -0.53  -0.73 -0.33

Previsiones para un afio, serie 2001

2004 2008

Figura 3.15: Grifica de los prondsticos para un afio del modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] para la serie tomada a
partir de 2001.

3.2. Analisis de la poblacion de ayudantes de la UNAM de 2009 a 2014

Como resultado de los andlisis de la serie desde 1999 y la considerada a partir de 2001, ambos siguen sin
proporcionar un modelo capaz de explicar las correlaciones entre las observaciones de la serie, se propuso
de nueva cuenta analizar la serie pero a partir de 2009, denotada por Z;, para proporcionar prondsticos mas
confiables.

Ya que la serie observada desde 2009 tiene una componente estacional muy marcada, primero se verifico
que la serie mantenia el mismo periodo a través de su periodograma, ademas persiste la tendencia lineal, una
vez tomado en consideracion lo anterior, se traté de modelar mediante una regresion sobre el tiempo y las

. . .o .
funciones armonicas en la frecuencia IV es decir:

1 1
Z: = Bo + Bit + Basen (2717[) + Bscos (27rt> + &,

12 12
. . . 11151 1 . . .
también se intentd con las frecuencias 316122 y 2 pero los residuales de dichos ajustes conservaban
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Previsiones para cinco afios, serie 2001

2010
Quincenas

Figura 3.16: Gréfica de los prondsticos para cinco afios del modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] para la serie tomada
a partir de 2001.

bastantes asociaciones entre las observaciones y al tratar de modelar con procesos ARMA, dichos modelos
carecian de bondad de ajuste.

Una vez mds, se utiliza el enfoque de la diferencia combinada para quitar la tendencia y el patrén esta-
cionario, dada por (1 — B) (1 — Blz), para proponer un ajuste hay que tomar en consideracion la grafica de
las ACF y PACF de la serie diferenciada, figura 3.19.

Después de analizar varios modelos, los que tienen mejores propiedades se exhiben en la tabla 3.7, si se

observa son los mismos modelos examinados para la serie anterior, sin embargo hay que verificar la bondad
de ajuste sin que influya en el resultado anterior.

Tabla 3.7: Modelos para la serie 2009.

Modelo Orden AlCc BIC p-valor LB
1 ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] 1473.1436  1484.3269 0.4677
2 ARIMA(L,1,1)(1,1,1)[12] 14749116 1488.8076 0.4328

Si se considera el BIC o AICc se elegiria el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12], pero la diferencia entre
ambos modelos es muy pequefia, ver tabla 3.7, si se considera la prueba de no correlacion o de ruido blanco
para el rezago 48, también se consideraria el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] .

De nueva cuenta, ambos modelos fallan la prueba de normalidad, no podra tomarse como criterio de
seleccidn esta prueba. Observando las graficas de ACF y PACF de ambos modelos, figuras 3.20 y 3.14 res-
pectivamente, parece que existe una asociacion entre las observaciones separadas a 12 rezagos no explicada
por los modelos, esta correlacion significativa hace dudar que los residuales sean un ruido blanco.
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Figura 3.17: Comparacién de prondsticos puntuales para las series 1999 vs 2001.

Sin embargo, examinado las graficas del p-valor de la prueba Ljung-Box para los modelos, figuras 3.20
y 3.14 respectivamente, la mayoria de rezagos tienen un p — valor > 0,05, por lo cual, no se tiene suficien-
te evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula. Lo cual implica que no se puede suponer que los
residuales estan autocorrelacionados.

Box-Ljung test

data: residuals.Arima(aj1_2009)

X-squared = 6.0838, df = 9, p-value = 0.7315
Box-Ljung test

data: residuals.Arima(aj2_2009)

X-squared = 5.3862, df = 8, p-value = 0.7156

Como resultado de examinar las gréficas de las ACF y PACF de los residuales de ambos modelos, donde
se muestra una dependencia en los residuales separados por 12 periodos, ademds de no poder concluir la no
dependencia para los residuales de ambos modelos, se realizard la prueba Box-Lung para el rezago 12, la
cual tiene un p —valor > 0.05, se concluye que no se tiene suficiente evidencia estadistica para afirmar la
dependencia de los valores, tampoco puede afirmar la independencia de los residuales hasta el rezago 12.

Debido a que los modelos tienen caracteristicas estadisticas similares, la eleccién se tomara por parsi-
monia y el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] es el seleccionado, la evolucién de la poblacién de ayudantes
analizados a partir de 2009 sigue un comportamiento de la forma:
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Figura 3.18: Comparcién de pronésticos con intervalos de confianza para las series 1999 vs 2001.

(1-B)(1-B)(1-¢1)Z=(1-6)(1-01,,)&,

donde los pardmetros ¢1, 81, ®1,, con sus respectivos intervalos de confianza estdn dados en la tabla 3.8.

Tabla 3.8: Pardmetros estimados y su intervalo de confianza para el modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12].

Parametro Estimado 2.5% 97.5%

01 0.71  0.58 0.84
0 -1.00 -1.08 -0.92
B2 -0.79  -1.01 -0.56

Los pronésticos, realizados por medio de este ajuste seran mas confiables ya que este modelo logra cap-
tar mejor las relaciones de asociacidn de los datos, los datos tienen menos variaciones. En las figuras 3.22 y
3.23, se muestran en los prondsticos la poblacién de ayudantes para uno y cinco afios.

Comparando los pronésticos de los modelos ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12], ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] y ARI-
MA(1,1,1)(0,1,1)[12] para la serie tomada a partir de 1999, 2001 y 2009 respectivamente, las estimaciones
puntuales se parecen aunque las previsiones realizadas con base en la serie de 1999 proyecta un mayor cre-
cimiento, figura 3.24, y en el caso de los prondsticos con sus respectivos intervalos de confianza se muestran
en la figura 3.18, observese como reduciendo la variabilidad de los datos, la anchura de los intervalos de
confianza disminuyen, en el primer ajuste no se logra captar completamente la estructura de correlacion.
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diff(diff(serie2009, lag = 12))
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Figura 3.19: Serie a partir de 2009 con la diferencia (1 — B) (1 — B!2) Z,.

Otro modelo

Al final, se encontré un modelo que cumple con todas las pruebas de bondad de ajuste, solo que es mas
complejo de explicar que los modelos anteriores.

En este enfoque primero se traté la variacion estacional por medio de variables mudas y se realiz6 una
regresion con ellas, los ponderadores asociados con este filtro se pueden observar en la tabla 3.9.

Después de modelar la componente estacional falta explicar la tendencia lineal que aun existe en los
residuales, ver figura 3.26, para lo cual se aplicé una diferencia de orden uno, ver figura 3.27.

Para proponer ajustes hay que tomar en consideracion la grafica del ACF y PACF de la serie diferenciada
de residuales que se muestra en la figura 3.27, un valor grande cerca del rezago 12 para ambas graficas hacen
sospechar que la regresién con variables mudas no logra explicar completamente la variacidn estacional, por
lo que es necesario el uso de un modelo con términos estacionales, se puede proponer modelos con factores
estacionales MA(1) o AR(1), mientras que para la parte no estacional se puede proponer los 6rdenes MA(1)
0 AR(2) y las combinaciones entre estos valores.

Al final el modelo propuesto para la serie de residuales estd dado por: (1—B) (1 —¢1) (1 —®y,,) Vs =
(1—61) &, los valores estimados de los pardmetros se muestran en la tabla 3.10.

Se probara la bondad de ajuste para este modelo, primero se inspeccioné la graficas de ACF y PACF,
figura 3.28, las cuales son semejantes a las graficas respectivas de un ruido blanco, puesto que los valores de
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Series: residuals Arima(aj1_2009) Series: residuals. Arima(aj1_2009)
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Figura 3.20: Andlisis de residuales del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] para
la serie 2009.

los rezagos no son significativos, es decir no rebasan el umbral de confianza.

De la gréfica del p-valor de la prueba Ljung-Box, figura 3.28, parece que no hay informacidn suficiente
para demostrar la existencia de dependencias en los residuales para los diferentes rezagos, mas adelante se
muestra la prueba de hipdtesis de no dependencia en el rezago 48, cuya decision es no en rechazar Hy pues
p —valor > 0.05, entonces no se puede concluir que los datos no mantengan una estructura de dependencia.

Para los resultados de las pruebas de normalidad Anderson-Darling y Lilliefors, para ambas se tiene el
p —valor > 0.05, por lo cual no se rechaza Hy, es decir no se tiene suficiente evidencia estadistica para

concluir los residuales no siguen una distribucién normal.

Anderson-Darling normality test
data: residuals.Arima(r.ajuste.fit)

A = 0.50473, p-value = 0.2001

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
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residuals Arima(aj2_2009) Series: residuals. Arima(aj2_2009)
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Figura 3.21: Andlisis de residuales del modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12] para

la serie 2009.

data: residuals.Arima(r.ajuste.fit)

= 0.067098, p-value = 0.1162

Ljung-Box test

data: Residuals from ARIMA(1,1,1)(1,0,0)[12]

Qx = 33.004, df = 45, p-value = 0.9076

Model df: 3. Total rezagos used: 48
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Previsiones para un afio, serie 2009

Figura 3.22: Griéfica de los prondsticos para un afio del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] para la serie tomada a
partir de 2009.

El modelo completo se puede expresar como:

23
Z = [30+Zﬁi5j (1) + vy,
i1

(1-B)(1—¢1)(1-Pp2)v,=(1—-61)g (3.1

donde §; (1) = { I sit=j,j+s,j+2s, paraj=1,.,23ys=24,
0 en otro caso,
El uso de las variables mudas se puede observar como un filtro lineal que quita una memoria larga donde
los sucesos que afecta hoy estardn impactando el valor de la serie durante 24 quincenas, es decir un afio es
el efecto que no logran captar solo a través de modelos ARIMA.
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Previsiones para cinco afios, serie 2009

Figura 3.23: Grafica de los prondsticos para cinco afios del modelo ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12] para la serie tomada
a partir de 2009.
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Figura 3.24: Comparacién de prondsticos puntuales para las series 1999 vs 2001 vs 2009.
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Figura 3.25: Comparacién de prondsticos con intervalos de confianza para las series 1999 vs 2001 vs 2009.

r.ajuste
400
200
0
-200
-400
2010 2012 2014
0.75 0.75
050 0.50
TR
L
g g
< a
0.25 ‘ ‘ 0.25
0.00 “m“h.. _
0 24 48 0 24 48

Lag Lag

Figura 3.26: Serie de residuales v; para modelar la serie a partir de 2009.
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Tabla 3.9: Coeficientes de la: Z, = By + Y22, BiS; (1) + 1.

Estimate  Std. Error  tvalue Pr(> |¢])

Bo 4607.6667  82.6602 5574  0.0000
B -70.5000 116.8992  -0.60  0.5476
B> -91.0000 116.8992  -0.78  0.4378
B; -187.1667 116.8992  -1.60  0.1120
By -498.8333 116.8992  -427  0.0000
Bs -589.1667 116.8992  -5.04  0.0000
Bs -636.5000 116.8992  -5.44  0.0000
B;  -668.1667 116.8992  -572  0.0000
Bs  -689.1667 116.8992  -590  0.0000
Bo  -601.3333 116.8992  -5.14  0.0000
Bio -461.0000 116.8992  -3.94  0.0001
Bl -276.6667 116.8992  -2.37  0.0195
B> -185.6667 116.8992  -1.59  0.1149
Bz -164.3333  116.8992  -1.41  0.1624
Bia -153.1667 116.8992  -1.31  0.1926
Bis -203.6667 116.8992  -1.74  0.0840
Bis -530.3333  116.8992  -4.54  0.0000
Bi7 -6123333  116.8992  -524  0.0000
Big  -689.1667 116.8992  -590  0.0000
Bio -721.0000 116.8992  -6.17  0.0000
B -678.0000 116.8992  -5.80  0.0000
Boi  -574.8333  116.8992  -4.92  0.0000
B, -371.8333 116.8992  -3.18  0.0019
Bs -142.3333  116.8992  -1.22  0.2258
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Figura 3.27: Serie de residuales diferenciada (1 — B) v; para modelar la serie a partir de 2009.

Tabla 3.10: Parametros estimados con su intervalo de confianza.

Parametro Estimador 2.5% 97.5%

0 051 012 090
01 079 -1.09  -0.50
@, 0.18 001 035
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Capitulo 4

Conclusiones

La mayoria de la poblacién de ayudantes son jovenes, aunque existen sus excepciones, lo cual también
influye en la antigiiedad donde se puede observar, como la mayoria de los ayudantes cumplen con el limite
de cinco afos, pues al final de cuentas la ayudantia es solo un proceso de formacién.

También es previsible que entre mds ayudantes menor serdn las horas de servicio que cada persona pueda
brindar. El comportamiento ideal seria, que la poblacién de ayudantes creciera junto con su rotacion, es decir
que se cumpliese con el limite de cinco afios, haciendo a la ayudantia mds accesible para quienes cumplan
con los requisitos.

Cada paso del proceso es importante desde, ;cudl es el problema a resolver?, ;cudl es el objetivo?, ;con qué
informacién se cuenta?, ;como recolectar los datos?, ;es necesario tratar los datos?, ;qué procedimiento o
técnica se debe utilizar?, verificar los resultados.

En este caso particular, el tomar los datos de manera quincenal se utilizé como recurso para tener mas
datos para elaborar el andlisis, es claro que esta decision también involucrd la existencia de un patrén esta-
cional en la serie. Se puede pensar e incluso sucede que en varias observaciones la serie se mantenia igual de
una quincena a otra o aumentaba minimamente pero también se observan grandes diferencias en las quince-
nas del principio y final del semestre, que no se hubiesen notado de no tener los datos, y que pude ser ttil en
la planeacién de recursos.

El comportamiento de la poblacién de ayudantes cambi6 abruptamente desde la huelga de 1999, este cambio
repercutié a lo largo de muchos afios, haciendo que el enfoque ARIMA no fuese suficiente para analizar la
evolucién de ayudantes.

La segmentacién de la serie, con la que se buscaba una serie mds regular, dejé modelos muy parecidos con
deficiencias en la bondad de ajuste, es decir, todos ellos tienen un remanente de la estructura de relacién. La
aplicacién de la funcién logaritmo es necesaria para datos provenientes de conteos.

En cuanto a las previsiones o prondsticos, el modelo basado en la serie de 1999 prevé un crecimiento
sostenido, mientras el modelo con variables indicadoras anticipa un tope de crecimiento y un comportamien-
to estacional mds suavizado.
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Como ya se cuenta con los valores pronosticados, es un buen ejercicio ver qué tan alejados se encontraron
los valores proporcionados por los modelos propuestos de los valores reales. Dicha comparacion se puede
ver en la tabla 4.1 y en la figura 4.1.

El modelo basado en la serie de 2009 con variables indicadoras en cuestién de prondsticos no logra
capturar todas las asociaciones, aunque para el afio 2015 y 2018 tiene los valores mas cercanos a los reales.
En definitiva el ajuste con base en la serie completa sobre estima la poblacién de ayudantes. Mientras que
los prondsticos para la serie segmenta en 2001 y 2009 siguen un comportamiento muy parecido, aunque la
prevision para el 2016 fue mejor para el modelo con base en la serie de 2001.

Afio Valor real modelado 1999 modelado 2001 modelado 2009 modelado 2009 va. indicadoras
2015 ! 4,724 4,830.396 4,801.676 4,785.212 4,732.375
20162 4,901 4,957.476 4,890.147 4,846.785 4,737.729
20173 4,881 5,106.054 5,007.968 4,948.595 4,737.903
2018 ¢ 4,557 5,254.751 5,126.227 5,050.417 4,737.908

Tabla 4.1: Comparacién de las estadisticas oficiales con los prondsticos

Numero de ayudantes versus Pronéstico

5100

Var2

valor_observado

ajuste_1999

ajuste_2001

o~ ajuste_2009
ajuste_2009_d

4900

Ayudantes
1

4700

2015 2016 2017 2018

Figura 4.1: Nimero ayudantes contra los prondsticos realizados para el modelado en 1999, 2001, 2009 y 2009

con variables mudas

I'FUENTE: Némina de la quincena 03 de 2015, Direccién General de Personal, UNAM.
2FUENTE: Némina de la quincena 03 de 2016, Direccién General de Personal, UNAM.
3FUENTE: N6émina de la quincena 03 de 2017, Direccién General de Personal, UNAM.
4FUENTE: Némina de la quincena 03 de 2018, Direccién General de Personal, UNAM.
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En la actualidad ya existen un sin niimero de paquetes estadisticos y enfoques para manejar series de
tiempo, en particular el andlisis de intervencion se ha popularizado para estas, pues al momento de ajustar
dan un modelo con un orden reducido con los outliers como regresores de la serie, otro enfoque se da con el
apogeo big data, el tratamiento de las series de tiempo mediante las redes neuronales .



Conclusiones

2 Universidad Nacional Autbnoma de México pe [sona | académ|co | 201 5
Personal académico por figura

Personas®
Figura académica Hombres Mujeres Total Hieres Hombres
‘ 16979 21814
Investigador 1,647 904 2,551 (©38%) (%62%) /
Profesor de Carrera 3,031 2,390 5421
Técnico Académico 2,053 2,198 4,251
X Total

Profesor de Asignatura 13,810 10,525 24,335 38,7938
Ayudantes® 2,550 2,174 4,724 100%
Otros* 163 58 221

a Se refiere al nimero de académicos dentro de una misma figura o subsistema, sin duplicidad alguna. Puede ocurrir duplicidad de académicos entre

figuras o subsistemas (véase personal académico en el Glosario).
b Incluye a las figuras de Ayudante de Profesor de Asignatura y Ayudante de Investigador.
¢ Incluyea profesores e investigadores visitantes y eméritos, a jubilados docentes en activo y a jubilados eméritos en activo.
2 Universidad Nacional Autdnoma de México pe rsona I académ | cO | 201 O

Personas’®

Figura académica Hombres Mujeres Total Hombres
Investigador 1672 920 2,592 f;osaz)
Profesor de Carrera 3,034 2,428 5,462
Técnico Académico 2,116 2,242 4,358
Profesor de Asignatura 13,980 10,789 24,769 35}?;:)9
Ayudantes® 2,589 2312 4,901 100%
Otros 151 54 205

a Se refiere al nimero de académicos dentro de una misma figura o subsistema, sin duplicidad alguna. Puede ocurrir duplicidad de académicos entre
figuras o subsistemas (véase personal académico en el Glosario).

b Incluye a s figuras de Ayudante de Profesor de Asignatura y Ayudante de Investigador.

¢ Incluyea profesores e investigadores visitantes y eméritos, a jubilados docentes en activo y a jubilados eméritos en activo.

Figura 4.2: Estadisticas oficiales para 2015y 2016
1



2 Universidad Nacional Auténoma de México

Figura académica
Investigador
Profesor de (arrera
Técnico Académico
Profesor de Asignatura
Ayudantes®
Otros¢

Personas

Hombres Mujeres Total
1,680 935 2,615
3,040 2,447 5,487
2,159 2,264 4,423
14,209 11,132 25,341
2,620 2,261 4,881
148 52 200

a Serefiere al ndmero de académicos dentro de una misma figura o subsistema sin duplicidad alguna (véase personal académico en el Glosario).

b Incluyea las figuras de Ayudante de Profesor de Asignatura y Ayudante de Investigador.

¢ Incluyea profesores e investigadores visitantes y eméritos, a jubilados docentes en activo y a jubilados eméritos en activo.

2 Universidad Nacional Autnoma de México

Figura académica
Investigador
Profesor de Carrera
Técnico Académico
Profesor de Asignatura
Ayudantes®
Otros*

3 Se refiere al nimero de académicos dentro de una misma figura o subsistema sin duplicidad alguna (véase personal académico en el Glosario).

b Incluyea las figuras de Ayudante de Profesor de Asignatura y Ayudante de Investigador.

Personas®

Hombres Mujeres Total
1,706 953 2,659
3,054 2,449 5503
2,180 2,289 4,469
14,484 11,407 25,891
2,488 2,069 4,557
137 45 182

¢ Incluye  profesores e investigadores visitantes y eméritos, jubilados docentes y eméritos en activo.

Figura 4.3: Estadisticas oficiales para 2017 y 2018

1
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Personal académicoJ 2017

Personas por figura académica

Mujeres Hombres
17,79 22390

(44.3%) (55.7%)

Total
40,1848
100%

Personal académﬁ'coi 2018

Personas por figura académica

Mujeres Hombres
17,952 22626

- (2%) (558%)

—

Total
40,5788
100%
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