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Resumen

En este trabajo de tesis se calcula el exponente de Lyapunov para un sistema de tres grados
de libertad con restricciones holonémicas formado por dos particulas con masas mi y me, que in-
teractian mediante el potencial gravitacional. Una caracteristica importante de este sistema es la
super-integrabilidad, la cual estd asociada a una simetria entre las masas, de hecho bajo esta condi-
cién el sistema se convierte en el problema de Kepler. Sin embargo, cuando se pierde dicha condicién
el sistema ni siquiera es integrable, pues s6lo persisten la componente z del momento angular total y
la funcién hamiltoniana como integrales de movimiento, y de ahi el nombre de Problema de Kepler
Asimétrico (PKA). Uno de los resultados més importantes de este trabajo es que se gener6 en un
mapa de calor, muy parecido a un espectrograma con el exponente de Lyapunov mas grande corres-
pondiente a un conjunto de condiciones iniciales representativas, y con ello se obtuvieron las regiones
de estabilidad e inestabilidad.
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Introduccion y Antecedentes

El estudio de la dindmica de diferentes sistemas proporciona entendimiento sobre el origen de su
comportamiento y ademés nos permite identificar caracteristicas universales entre diferentes tipos de
fenémenos que se presentan en la naturaleza. En el presente trabajo se presenta una caracterizacién
mas rigurosa de un sistema con restricciones y una interaccién gravitacional que comencé al final de
mi licenciatura, y que permitié la escritura de mi tesis de licenciatura [1]. Las contribuciones en este
documento van encaminadas en fortalecer las herramientas y argumentos que permitan establecer un
comportamiento mucho mas preciso del Problema de Kepler Asimétrico (PKA), mismo que se definira
en las secciones subsecuentes. Comenzaremos con enunciar algunas definiciones ttiles y teoremas
importantes que permitan poner en contexto los argumentos que se veran en los capitulos siguientes.
A lo largo de este trabajo se plantea el sistema PKA y la forma de caracterizarlo con herramientas

que se ven en algunos cursos de licenciatura y principalmente en el posgrado.

1.1. Definiciones previas

A continuacién presentaremos conceptos fundamentales para este trabajo, los cuales fueron to-
mados de la referencia [2].

Definicién 1.1.1 (Conjunto invariante) Un conjunto A es invariante bajo una regla oy si pi(A) =
A para todo t; es decir, para cada x € A, ¢i(x) € A para cualquier t.

Definicién 1.1.2 (Transitivo) Un flujo ¢ es topoldgicamente transitivo en un conjunto invariante
X si para cada par de conjuntos no vacios, U,V C X existe t > 0 tal que o (U) NV # ().

Definicién 1.1.3 (Sensible de las condiciones iniciales) Un flujo ¢ muestra una dependencia
sensible en un conjunto invariante X si existe un r fijo tal que para cada x € X y para cualquier
€>0, y € Be(x)NX, tal que |pi(z) — i(y)| > 7 para algin t > 0.

11
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Definicién 1.1.4 (Flujo cadtico) Un flujo ¢ es cadtico en un conjunto invariante compacto X si

@ es transitivo y muestra una dependencia sensible sobre X.

La definicién 1.1.4 fue propuesta por J. Auslander, y J.A. Yorke, en 1980, la cual se puede
encontrar en [3], sin embargo no es la tnica definicién otra definicién muy usada es la de Devaney
propuesta en 1986 ver [4], sin embargo ambas incluyen elementos comparables a la transitividad
topolégica y la dependencia sensible. Por lo que para fines de este trabajo que, es el cédlculo de
exponentes de Lyapunov emplearemos la definicién de Auslander y Yorke. En este trabajo diremos

que un sistema es cadtico si el flujo asociado es un flujo cadtico.

Definicién 1.1.5 (Integral de movimiento) Una funcion ® es una integral de movimiento de un

sistema Hamiltoniano H si su corchete de Poisson con H es nulo.
{H,®} =0 (1.1)
También se dice que H y ® estdn en involucion.

Definicién 1.1.6 (Independencia funcional) Sean ®1,... ®x funciones de clase C*° son funcio-

nalmente independientes si las diferenciales d®q,...dPx son linealmente independientes.

Definicién 1.1.7 (Sistema super-integrable) Un sistema Hamiltoniano es super-integrable si po-

see mas integrales de movimiento que grados de libertad y estds son funcionalmente independientes.

Teorema 1.1.1 Si un sistema Hamiltoniano posee; 11, Io, ..., In. N integrales de movimiento en
inwvolucion, entonces el flujo se encuentra en una familia anidada de toros N-dimensionales, ademas

existen coordenadas angulares 0 tal que las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como

I'=1, (1.2a)
0 =0+Q(), (1.2b)

El teorema 1.1.1 y su prueba se pueden encontrar en [5], una consecuencia inmediata de este
resultado es que si el sistema Hamiltoniano tiene N de grados de libertad y N integrales de mo-
vimiento, la dindmica del sistema se restringe a la superficie de un toro de dimensién N, que es

conocido como toro invariante.

1.2. Planteamiento general del problema

El problema de Kepler, el cual presentaremos con mas detalle es la seccién 2.1, es un caso parti-
cular del problema de dos cuerpos, en el que éstos interactiian por medio de una fuerza central que

varia en intensidad inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ambos.

Este sistema es por excelencia un referente en la mecédnica celeste debido a la importancia y

utilidad de la solucién. Ejemplo de ello es el problema de Sitnikov [6] que ha permitido avances en
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el estudio del problema de los tres cuerpos, el cual estd formado por un sistema binario, es decir, un
problema de Kepler y un tercer cuerpo suficientemente pequeno que no afecta la dindmica del sistema
binario, pero si en el movimiento del tercer cuerpo. Otro ejemplo se encuentra en el estudio de sistemas
tipo Kepler con perturbacion, en los cuales se aprovecha la propiedad de super-integrabilidad, y con
ello se aborda el estudio de dichos sistemas mediante teoria de perturbaciones. El problema de Kepler
también cuenta con su andlogo cudntico, un ejemplo se esto se puede ver en [7], donde muestran el
que el espectro conjunto del operador Hamiltoniano para el dtomo de Hidrogeno y las componentes
z de los vectores cuanticos de momento angular y Laplace-Runge-Lenz obtenidos de la separacion
en coordenadas esferoidales prolatas tienen una monodromia cudntica para energias suficientemente
cercanas al umbral de ionizacién. Sin lugar a dudas el problema de Kepler es un pilar en la teoria de

la mecéanica celeste y en otras disciplinas.

En esta tesis concluimos un trabajo que se comenzé como tesis de licenciatura [1] en la cual
consideramos un sistema Hamiltoniano formado por dos cuerpos, el cual bajo cierta condicién obte-
nemos el problema de Kepler. Al no cumplirse dicha condicién el sistema deja de ser el de Kepler por
lo que pierde la propiedad de super-integrabilidad para incluso no ser integrable, de ahi el nombre
de Problema de Kepler Asimétrico. Ademds en el trabajo ya mencionado conjeturamos que dicho
sistema podria tener un comportamiento cadtico, para lo cual se necesita el calculo del espectro de
Lyapunov, por lo que en esta tesis realizaremos dicho calculo, ademas de que se realizan calculos con

mayor eficiencia y se hace una mejor caracterizacién del sistema.

Definimos el Problema de Kepler Asimétrico como un sistema de dos cuerpos, como se observa
en la Figura 1.1. El primero de masa mj con la restriccién de sélo moverse en el plano xy, esto es
71 = (z1,91,0) y el segundo de masa mgy que se mueve inicamente en eje y ¥ = (0,0, z2). Por lo que
la Langrangia es:

1 . . 1 Gmim
L = §m1(x% + y%) + 577122’% + S ! 5 2 = (13)
VI + Yl + 2

donde ¢ = —q,, y es claro que el sistema tiene tres grados de libertad. Si omitimos los subindices en

las coordenadas y velocidades, debido a las restricciones consideradas, tenemos:

1 2 . 1, Gmim
L= iml(azZ +972) 4 mas? + L (1.4)

2 /2 + y2 + 22
A continuacién mostramos brevemente lo realizado previamente en [1], asi como algunos los

resultados obtenidos.

1.3. Antecedentes

Lo que hicimos en [1] fue reescalar el tiempo en la Ec.(1.4) por t = £\/Gmy, con lo cual se obtuvo un
m
reescalamiento en las velocidades, es decir, ¢ = ¢/Gmy. Enseguida definimos el parametro € = —2,
m1

mismo que permitié escribir a la Lagrangiana como:
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Figura 1.1: El cuerpo de masa m; tiene la restriccién de moverse en el plano zy, y el de masa mg tiene la restriccién
de moverse en el eje z, ademads la interaccion entre ellos es la gravitacional.

1 1 €
VRN I T ST N e S
L—Gm1<2($ +y)+26z + x2+y2—|—z2>.

Y dividiendo por Gm? la Lagrangiana tomé la forma:

€
\/x2+y2+z27

de la cual mediante los respectivos cambios de coordenadas y tranformaciones de Lengendre se

1
L=_(i"+9*+e?) +

> (1.5)

obtuvieron las siguientes funciones hamiltonianas en coordenas; cartesianas, esféricas y cilindricas:

_ L/ 2 pi €

Heor = 5 (p:c +py + ? — W (16)
2 2

_ 1 2 p¢ D €

Hey =5 (pr+7,2+6 NV (1.7)
1 Py sin 21 . pg cos 0 S| pi €

Hyp,=— 0 — - 0 - — - 1.8
sph = 5 (pp cos P ) + 3 Dpsint + ’ + 2 2 sn20  p (1.8)

Observamos que para el caso en el que € = 1, m; = meo, la funcién hamiltoniana que se obtiene
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es la del problema de Kepler. A partir de este hecho comenzamos el estudio del problema de Kepler
Asimétrico mediante experimentos numéricos para distintos valores de € con los cuales se obtuvie-
ron secciones de Poincaré, Figura 1.2, en coordenadas cilindricas, ya que en éstas las integrales de
movimiento aparecen de manera natural. Las secciones se realizaron cuando la particula de masa
mg cruzaba el plano xy, es decir z = 0, con lo que conjeturamos las existencia de puntos fijos y
con el espectro de potencias la existencia de caos. Ademas con las secciones de Poincaré obtenidas
planteamos la posible existencia y ruptura de toros invariantes. En las siguientes figuras se muestran
las secciones Poincaré para el plano pp,, pues el plano zp, no hay informacién relevante debido a
que sobre la coordenada z se realiza la seccién de Poincaré, y en el plano ¢py tampoco tenemos
informacién relevante pues pg es constante de movimiento por lo que la dindmica estd representada
en pp,.

De la Figura 1.2 conjeturamos la existencia de puntos fijos tal y como se muestran en (b) y (d).
Ademsds de la persistencia de toros invariantes como en (c). También durante nuestro estudio de
licenciatura hicimos el calculo numérico del espectro de potencias para la coordenada z, esto para
obtener informacion sobre la periodicidad del sistema. Las graficas en la Figura 1.3 corresponden a las
secciones mostradas anteriormente. La integracién numérica, realizada con odeint, es muy sensible

ma2

al pardmetro ¢ = g Por lo anterior, y para mejorar el estudio, en este trabajo consideramos € como

mg = mq(e + 1), y la integracién numérica se hace con el método de Taylor.
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(a) Seccién de Poincaré para € = 1, la seccién estd (b) Seccién de Poincaré para ¢ = 2, en esta ima-

gen observamos que la érbita recorre un conjunto
del plano fase pp, pero no lo hace densamente pues
existen regiones sin puntos, por lo que conjetura-
mos la persistencia de un toro invariante.

formada por un punto, por lo que la dérbita del
sistema es periddica.
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(d) Seccién de Poincaré para e = 4.2, en estd ima-
gen vemos que poco a poco se comienza a llenar
densamente un regién del plano fase, en la que se
observa una punto silla, ademds de una regién sin
puntos.

(¢) Seccidén de Poincaré para e = 3, observamos que
la 6rbita recorre densamente una curva del plano
fase pp,, lo que nos hace suponer que en este caso
el sistema es cuasi-periodico.

. . . , ma2 .

Figura 1.2: Secciones de Poincaré con e = — en todas la figuras del lado derecho se muestra un acercamiento de la
mi

seccion donde se resalta algin comportamiento interesante en la seccién.
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(a) Espectro de potencias para € = 1, en esta (b) Espectro de potencias para € = 2, aqui el es-
imagen tenemos una frecuencia y sus arménicos. pectro muestra muchas frecuencias y dos parecen

ser principales.
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(¢) Espectro de potencias para ¢ = 3, para es- (d) Espectro de potencias para € = 4.2, el espec-
te caso vemos dos frecuencias principales y sus tro en este caso es mas denso, pero parece haber
armonicos. una frecuencias que persiste.

Figura 1.3: Espectro de potencia para € = m2
mi

1.4. El problema desde otra perspectiva

De nuevo comencemos por considerar la ecuacién (1.4) y procedamos de manera andloga como

en la seccién anterior, pero en este caso tomemos my = mq (e + 1), esto es:
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1, . 1 . G +1
L=y [5(2437) + 2+ () + 2D (1.9
2 2 x? +y2 +22
Ahora reescalando el tiempo por ¢ = t/Gmy, la funcién lagrangiana es:
1 . . 1 . +1
L = Gm? f(x2+y2)+7(e+1)(z2)+# (1.10)
2 2 . /1'2 + y2 + 22
L
Si L= 7Gm%’ entonces
1 . . 1 . +1
L= 7(m2+y2)+f(e+1)(z2)+#. (1.11)
2 2 . /.732 + y2 + 2’2
Con lo que el Hamiltoniano es:
1 1 p? (e+1)
H=_(p>+p))+-—32_— 1.12
2 Pr F P ST N (1.12)

v las ecuaciones de Hamilton son;

. . z(e+1)

- . y(e+1)

Y="ny py__(x2+y2+22)3/2

5 [ . Z(6+1)
e+1 P T @ 2

La solucion al conjunto anterior de ecuaciones nos proporciona la dindamica completa del sistema,
las cuales podemos integrar de manera numeérica, pero antes de hacer esto, indaguemos qué pasa en

otro sistema coordenado, en particular cilindricas y esféricas.

Si aplicamos el cambio de coordenas a cilindricas a la Ec.(1.11), obtenemos:

IR . .92 (e+1)
Lcyl—§(7’ + r“0 )+§(€+1)(2’ )+\/TW (113)
En consecuencia la funcién hamiltoniana en estas coordenadas es:
1 P2 1 p? e+1
Hoy == \pi+ =5 | + 5 — 1.14
vl 2(p’“+r2>+2e+1 Epy (1.14)

y las ecuaciones de Hamilton-Lagrange respectivas son:
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=Py pT:pj_M
) P8 (12 + 22)3/2

Hzp—g pg =0
T

5 Dz P, = — Z(€+1)
e+1 T (r2 4 22)32

De las ecuaciones anteriores podemos encontrar una relacién entre los momentos en coordenadas
cilindricas y cartesianas, es decir:

) d . .
pg =120 = (z* + y2)% arctan (%) =TY — YT = TPy — YDz

. d s TT+YYy TPz +Ypy
" dt /22 1 2 /22 1 2

Si escribimos la funcién lagrangiana del sistema en coordenadas esféricas tenemos:

Lo = 5 (7 5in(6) + 6% cos?(6) + p*6% sin®(0) + 29 sin(6) cos(6)
F (e 1) (7 cos? () + 24 sin(9) — 200 sin(0) cos(6)) + , =

Al aplicar la respectiva transformaciéon de Legendre a la funcién hamiltoniana en coordenadas
esféricas se tiene:

1 p2 P 1 e |1 posind\? e+1
H., — 2,10 > | - 6 — . 1.15
sph 2<pp+p2+p2sin29 p e+1]2 Pp €08 p + p (1.15)
Reacomodando el tdltimo término tenemos:
1 P2 pi, 1 € Py sin 6 2 e
Hyp=-|pP+22+—-—"2 | -=——— cosf — - -, 1.16
2 (pp P2 sin?0 ) p 20t 1)\ p p (1.16)

de donde las ecuaciones de Hamilton son:
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_Eppp sin? 0 + epg cos O sin O + DppP
a (e+1)p
epzsin® 0 — ep,pop cos Osin® 0 + (€2 + 2e + 1)r — (e + 1)p2) sin® 6 — (e + 1)p<225

Pr= (2¢ + 2)pP sin?(0)
[ PP cos 0 sinf — epgsin @ + (e + 1)py
a (e+1)p
5 2 .29 s A 20 win3 2
) epppop sin’® 0 + (ep; €pup ) cos @ sin® 6 — ep,pgp cos® O sin” § + (e + 1)p¢ cos 6
o= (e +1)p2sin® 6
p?sin? 6
Py =0

Del conjunto anterior de ecuaciones observamos que el momento py es una integral de movimiento
y esta integral de movimiento es justo la componente z del momento angular, por lo que podemos
concluir que la dindmica del sistema estd contenida en un plano. También es importante notar que al
menos tenemos dos integrales de movimiento y estas son la funcién hamiltoniana y pys, mds adelante

mostraremos que para € # 0 s6lo existen estas dos.

Con lo realizado anteriormente tenemos todo listo para comenzar el andalisis del Problema de

Kepler Asimétrico. Para ello consideremos € = 0, en la Ec.(1.16)

1 i P?g 1
Ho, — - [p21 50 e - 1.17
sph 5 (pp + pz + pQ sin2 @ p ( )
con lo que el Hamiltoniano resultante es el del problema de Kepler!. Y partiendo de este hecho

en el siguiente capitulo revisaremos brevemente caracteristicas importantes, destacando la super-

integrabilidad del Problema de Kepler.

1.5. Contenido de este trabajo

El objetivo de este trabajo es determinar bajo qué condiciones el Problema de Kepler Asimétrico
es sensible a las condiciones iniciales. En el segundo capitulo de la tesis escribimos la funcién ha-
miltoniana en variables de angulo-accién y durante este procedimiento obtuvimos la transformacién
canodnica de coordenadas esféricas a coordenadas de angulo-accién, que en este caso son conocidas
como coordenadas de Delaunay las cuales describen el sistemas en términos de los elementos orbita-
les. La intenciéon de esto es que la funcién hamiltoniana de PKA sea la suma del problema de Kepler
y un término perturbado, pero al realizar esto se obtiene es una expresién complicada para dicho
Hamiltoniano. Ademds que resulta impractico obtener soluciones a partir de ella. Sin embargo cémo

trabajo a futuro podemos abordar el estudio de PKA desde la teoria de perturbaciones con otro

'En el siguiente capitulo mostraremos que efectivamente esta es la funcién Hamiltoniana del problema de Kepler.
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enfoque que permita entender mejor el comportamiento cerca del caso super-integrable.

Debido a que nos interesa determinar cuando PKA es sensible a las condiciones iniciales, en
la seccién 3.3 discutimos brevemente como calcular el espectro de Lyapunov de manera numérica,
ademads en la seccion 3.1 se hace una breve introducciéon al método de integraciéon de Taylor, pues
de este ultimo obtendremos el flujo de manera numérica para el calculo del espectro de Lyapunov.
En el capitulo 4 presentamos nuestros resultados del espectro de Lyapunov para un conjunto de
condiciones iniciales que construimos en funcién de las dos cantidades de movimiento que posee el
sistema y del parametro €. Estos resultados se graficiron en un mapa de calor con el exponente de
Lyapunov més grande para un cierto conjunto de condiciones iniciales y diferentes valores de €. Por
ultimo al final de la tesis en el capitulo 5 discutimos dichos mapas de calor que nos proporcionan

informacién de cuando el sistema es cadtico.
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El Problema de Kepler en contexto de variables
de angulo accion

2.1. El problema de Kepler en el espacio

Usualmente cuando se estudia el problema de Kepler este se aborda en un plano, esto debido a
que se conserva la componente z del momento angular, lo cual ya se mencioné en la seccién anterior y
que se mostrara en esta seccién. Pero una descripciéon mas interesante es el estudio de dicho problema
en el espacio.

El problema de Kepler describe la dinamica de dos cuerpos, mi y me, sujetos al potencial gravi-

tacional, cuyo Lagrangiano es:

1 1 Gm1m2
L=- 24 = o2 + ———. 2.1
le\r1| + 2m2\7‘2| + P— (2.1)
Al escribirlo en coordenadas de centro de masa, R = M y coordenadas relativas

mia me9
r = r9 — 11, el Lagrangiano toma la forma:
I - 1 my (MQIR\Q +m2!7'“2|> + 1 mo (MQ\RIZ n mzmz) n Gmimy (2.2)
2 M2 2 2 M2 ! Ir| '

donde M = mj + mo, y de las ecuaciones de Euler-Langrange observamos que M R = cte, ademds

en algin sistema de referencial inercial esta constante es 0, por lo que sin pérdida de generalidad

tenemos:
1 K
L= plff+— 2.3
hli + (23)
mims2 . .y .
con p = p——— la masa reducida y k = Gmims. De la ecuacién anterior podemos obtener la
mi1 T ma

respectiva funcién hamiltoniana, es decir:

23
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.k
\/w2+y2+z27

observamos que cuando tomamos p = £ = 1 en la ecuacién anterior coincide con la Ec. (1.12) con

1
H=Zﬂ£+ﬁ+£%— (2.4)

e = 0. Recordemos que el vector de momento angular es:

= (P2Y — PyZs Pu? — P2T, Py — DY) (2.5)

y el vector de Laplace-Runge-Lenz se define como:

A=pxL—+

= (ﬂxaﬂya'AZ) (26)
_ _ o r _ I _ N
- (szy Y e Y m)

Como hemos mencionado ya en repetidas ocasiones el problema de Kepler es super-integrable, ya
que el corchete de Poisson de la funciéon hamiltoniana con las componentes del vector de momento

angular y las componentes del vector de Laplace-Runge-Lenz es cero, esto es:

(H,0,} =0 {(H, A} =0
{H,fy}:() {H,Ay}:O
(H, 0.} =0 (H,A.} =0

Por lo que tenemos siete integrales de movimiento pero sdlo cinco son funcionalmente indepen-
dientes, pues el rango de la matriz formada por las diferenciales de las integrales de movimiento es
cinco. Estos calculos se hicieron con Maxima, un sistema de algebra computacional. A continuacién

se muestra la matriz.
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] . y . ]
P [ 7 " v "
0 D=z —Py 0 —z Yy
Dy —Da 0 -y x 0
2 2
Yy +z Yy Tz
Py + 02— EE 7 PP 7 PP —(pyy +p=2)  20yT —Pay  2D.T — Pz
2 2
xy <+ z Yz
7 PeP pa+p?— EE 7E P 200y +pyr —(pa +p2z)  2p.y —pyz
2 2
Tz Yz e +y
| P 17 Db P2 +p) — EE 2ozt psr 2y hpsy —(pyy+pat)

donde |Z] = \/22 4+ y? + 22.

Una posibilidad de elegir estas constantes de movimiento, pero no la unica es: La funcién ha-
miltoniana, las tres componentes del vector de momento angular y la componente z del vector de
Laplace-Runge-Lenz, por lo que el problema de Kepler es super-integrable, pues se tienen cinco in-
tegrales de movimiento funcionalmente independientes y tres grados de libertad. Ademds vemos que
se cumplen las siguientes relaciones del paréntesis de Poisson con L y A:

{4, 4} = €1l (2.7)
{Ail;} = e€pAr (2.8)
{.Ai,.Aj} = —261‘jk€]€H (29)

con €1, el simbolo de Levi-Civita. Ademéds las ecuaciones (2.7), (2.8) y (2.9) generan el dlgebra de
Lie s0(4) = 50(3) @ s0(3)!, tal y como se muestra en la referencia [8].

Hasta este momento hemos abordado el problema de Kepler en coordenadas cartesianas, pero
muchas veces es 1til describir la dindmica en otro sistema coordenado, en este caso son las coorde-

nadas esféricas, ya que en éstas podemos resolver el problema de manera analitica. Pero para que la

estructura de las ecuaciones hamiltonianas sea simpléctica, se debe satisfacer:

MTJM =J

0(Q, P) 0 I,
donde M = ———2% v J = .
aa.p) * <_In 0>

Y la transformacién que cumple con lo anterior es:

's0(n) = {AJA € gl(n, R) tal que AT = —A}.
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x = psinfcos ¢ pm:ppsinﬁcosgb—i—@cos@cos¢—]ﬁs{né (2.10)
p p sin@
y = psinfsin ¢ py:ppsinﬁsin¢+@cosesingb+@c?ﬂ (2.11)
p p sind
z = pcost P2 = ppcosl — 20 sino. (2.12)
P

Una deduccién formal de la anterior se puede encontrar en [9]. De aqui que la Ec. (2.4) escrita en

estas coordenadas es:

2
1{, 2 I 1

Si calculamos las ecuaciones de Hamilton, observamos que pg es una constante y justo ésta es dos

veces la componente z del momento angular, £, pues:

L, = DPyT — P2y

= (ppsinﬁsirub—i— %cosﬁsin¢+ %C?S¢) (psin 6 cos @)

p siné

- <ppsin9(zos¢—l—p90059cos¢— p¢51‘n¢> (psinfsin ¢)
1) p sinf

la cual ya mostramos que es una integral de movimiento. Por lo que ahora escribiremos a la funcién

hamiltoniana Ec. (2.13) en coordenadas de dngulo accidn, estas coordenadas nos permiten escribir el

Hamiltoniano en términos de sus integrales de movimiento.

2.2. Variables de angulo accién del problema de Kepler

Comencemos la construccién de las coordenadas de angulo accién, y para ello apliquemos sepa-
racién de variables a la ecuacién de Jacobi? con el Hamiltoniano en coordenadas esféricas Ec.(2.13),
y suponiendo sin perdida de generalidad que p =k = 1. Ademads X(p, 8, ¢,t) = o(p, 8, ¢) + h(t) es la

funcién principal. Esto es:

1 9o\ 2 1 [00\2 1 9o\ 2 1 dh
z[(w) +2 (a0) *m(w)]‘p—‘dt—ﬂ 240

De donde tenemos las siguientes ecuaciones

oS oS
2 oo, g0 _
H<q, 6q,t) 5 =
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= _FE
dt ’

do\? 1 do\? 1
) T 2enZo \ 9% -—=F
00 p?sin” 6 \ 0¢ p

La solucién para h es

h(t) = —Et.

Por otro lado de la dltima ecuacién tenemos

2 2 90\ .2 90 \? . 2 2 2 90\ 2
p”sin” 0 S + sin“ 0 50 —2psin“f — 2Ep~sin“ 0 = — = —/;
P

¢

De lo anterior vemos que o(p, 0, ¢) = o1(p,0)+04(¢), por lo que tenemos el siguientes de sistemas

de ecuaciones

2
% — /2
0 z
2 .2 8012 .9 8<712 ) 2 .2 2
p sin“0 | —— | +sin“0| -~ | —2psin“0 —2Ep“sin“ 0 = —£;
op 00
Reescribiendo la ultima ecuacion tenemos

do1\? oo\ 2
2 1\ 5 2_ (991 _ Yt _ 2
P (8p) 2p = 2Ep (89) sin? @ ‘

Con esto observamos que o (p, 0, ¢) = o,(p) + 09(8) + 04(¢), por lo tanto tenemos:

2 (99p ? 2 2
PPl =] —2p—2FEp =—4
dp

dog 2 9
- I
< 00 > + sin? 6

En resumen, tenemos las siguientes ecuaciones
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dh
— = —F 2.1
7 (2.15)
2
<‘Z§’> = P2 (2.16)
dog\? , 2
—_— = {°— 2 2.17
(8«9) sin? 6 ( )
2 (Oop ? 2 _ 2

A partir de las ultimas tres ecuaciones podemos calcular las variables de accidn, es decir, I, =

1
or 7{ pvdq,. En la siguiente subseccién calcularemos las variables de accién para 6, ¢ y p.
w

Variables de accion

Comencemos por calcular para 6, para ello determinemos los puntos de retorno, py = 0, usando

(2.17) tenemos que:

Orrin, = arcsin% (2.19)
Omaz = T — Omin (220)

1 1 Omaz 2 1 Omin 2 1 T—0min 2
Igzy{p(;dﬁz/ \/ 2 — .Eg d9—/ \/ 2 — .EZ d¢9:/ \[ 2 — ,% de
21 27 Jo, . sin” 0 27 Jo, . sin” 0 T Jo sin® 6

min

De la tltima igualdad y haciendo el cambio de variable u = sin? § tenemos
2 11 [Pu—e
Ip== / e
T |2 u 1—u

1
PPy — 02 1/ 1- 2 (02— 2
Si ahora tomamos = Uzt la diferencial es dx = - Y Z ) du tenemos
1—u 2 \ PPu— 02 (1 —u)?

LAt -8 > 2 ;
T ) @reEre™

Integrando por fraciones parciales tenemos

Iy=(0—1, (2.21)



EL PROBLEMA DE KEPLER EN CONTEXTO DE VARIABLES DE ANGULO ACCION

29
El calculo para ¢ es mas simple, ya que
1 1
¢ 27 %pd) ¢ 2%% ¢
Pues y{dgiy = 27 y £, es constante, por lo que
Iy=1¢, (2.22)

Por dltimo hagamos el respectivo calculo para p

1 Pmaz ] 1 Pmin ] 1 [Pmaz 2E 0% 4+ 29 — 02
:/ \/2E,02+2p—€2dp—/ \/ZEpQ—i-Qp—Ede:/ P +2p

27T Pmin p 27T p n p
Al igual que para 6, pmin ¥ Pmaz ¢ determinan haciendo p, = 0, esto es 2Ep? 4+ 2p —¢% =0, por lo
que

Iy

max

dp

Pmin

P —Zi (1 V1t 2E€2)

(2.23)
1
pmaz = — 3= (1 +V1+ 2E€2) (2.24)
Pmazx
vV—2F —p? + 2ap — b2
Si hacemos el siguiente cambio a = —ﬁ yb= \/%, tenemos que I, = - \/ P +,0 ap
Pmin
es decir 3;
1
Iy = Va (@ —1b]) (2.25)

Puesto que ya calculamos las variables de accién, podemos escribir a la energia E, en términos
de las variables de accion.

Ip:;&(a—!bl):\/é[_z{g_\/—gzﬁ]:@[\/@“] (2.26)
—2B(—/-2E| VT) [ P
) [ S - [ e

Usando (2.21), (2.22) y (2.26) tenemos;

2 _ _
3/ VAr +TBT+Cdr= A2+ Br o C+ 2Ar — B

i arcsin (7) —+v/—C arcsin <M)
2v/—A VB2 —4AC rv B2 —4AC

dp,
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1
E=— , 2.27
Q(Ip+Ig+I¢)2 ( )

por lo tanto podemos escribir a a y b en términos de las variables de accion

a=(I,+Ip+ 1)

(2.28)
b= (Ig + I¢)(Ip + Iy + I¢).

Con lo anterior podemos calcular; og(6) ,04(¢) y 0,(p), para ello usemos las ecuaciones; (2.16),

(2.17) y (2.18), por que tenemos:

% I
= P2 d)=(Ig+1 1— ¢ do 2.29
70 / sz 0= o ‘”/\/ (Ip + 15)?sin 0 (2.29)

oy = / 0.do =0, (2.30)

1 1 [
op= | SV2EP+20—Pdp=— [ —\/—p?+2ap—b2dp (2.31)
P va [ p

Del conjunto anterior de ecuaciones podemos calcular las coordenadas angulares. Procedemos a
realizar los respectivos calculos, cuyos detalles se pueden consultar en el apéndice A.

Comencemos por calcular la variable angular con respecto a p.

0o 0 1 1
=—=—|———~ | =\/-PP+2(L,+ g+ 1,)%p— (Ig+ Is)*(I, + Iy + 14)%d
%= oL 8Ip<(Ip—f—Ig+I¢)/p\/p+(p+ 0+ 1p)%p = (To + Ip)*(Ip + Io + 1) p)

1 _
= —=\/=p2 +2ap — a2(1 — €2) 4 arcsin (p a>
a ea
(Ip + 15)
(Ip + Iy + I¢)2.
Por lo que la variable angular asociada a p es:

cone2=1-—

1 _
©p = —g\/—p2+2ap—a2(1—62)+arcsin <peaa> . (2.32)

De la ecuacion anterior podemos realizar la siguiente manipulacién algebraica y obtener las ecua-

ciones de Kepler.
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a2e? ea
a’e?  a® —2ap+ p? . (a—p (a— p)? . fa—p
=—e\l 55— 5 5 — arcsin =—e\/1l - —55— —arcsin ,
a’e a’e ea a’e ea

ahora definamos

2 2 2
— — 200 — 1— —
Pp = —%\/—/ﬂ + 2ap — a?(1 — e?) — arcsin (0me> = —e\/ p~+2ap — a’( ¢) — arcsin <a p)

y=2"7 (2.33)

por lo tanto tenemos

¢, = —ey/1 —y? — arcsin (y) (2.34)

del cambio de variable y = cos(¢)) obtenemos:

0p = —ey/1 — 42 — arcsin (y) = —ey/1 — cos?(¢)) — arcsin (cos(1)))
= —ey/sin?(1p) — arcsin (sin(7/2 — 1)) = —esint) — g + 1

Puesto que ¢ estd indeterminada salvo una constante aditiva, la cual sin perder generalidad la

T . .
podemos tomar como 7 Tenemos el siguiente par de ecuaciones:
Yp =1 —esiny (2.35)
p=a(l—ecos) (2.36)

la ecuacién (2.35) es conocida como la ecuacién de Kepler, ver [10, 11].

Ahora calculemos g

oo
=—=—|(Up+1 1l—-—F— —i—— +2ap — a?(1 — €2
or [9 I ®) /\/ I¢ 5 sin 2049 / \/ P> ap — a?( e?)dp

De las ecuaciones (5.2) y (5.3) tenemos que

_ _ o2\ 2 _ _ 22 2
g — ¢, = arcsin COSG\/1—<p a(l e)) _pzall=¢T) 1—(0089) (2.37)

Y

I
(To+1p)*"
Ahora definamos las siguientes cantidades

convy=4/1-—
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— (1 — 2 L
Pl ek LR VR Y (2.38)
ep Y

Entonces de las definiciones anteriores y de la ecuacién (2.37) tenemos

cosf = yS\/1 — M2y2 £ ~2M+/1 — §2 (2.39)

De la definiciéon de L y de la segunda ecuacién de Kepler tenemos;

[P~ (1—e*a a(l—ecosyp) —(1—e€?)a (1 —ecosyp) —(1—e?) e—cosy
N ep N ea(l —ecos) N e(1 —ecos) ~ 1—ecosy’

ademas I
oL e—cosy
v (1 —ecost)

Por lo tanto la ecuacién (2.39) se puede escribir en términos de las variables de dngulo calculadas

hasta el momento y de la variables de accién;

sin(pp — ¢p) V1 — e2siny + cos(pp — ¢,)(e — cos 1)
(1 —ecos)

de esta ultima ecuacion podemos obtener una relacién entre la variable 8 y variables de angulo accién.

. Jo Oo Oo Jo .
Por ultimo calculemos ¢y = =24 220 J, estas derivadas se muestran nuevamente

oI,  0ly ' 9l, 0l
en el apéndice A. Por lo tanto tenemos que:

cosf =~y (2.40)

pe

paresin [0 (e N (L (eostY (2.41)
0 (Ig + I¢) sin 6 (Ig + I¢) sin 6 v .

En resumen tenemos que las variables de dngulo accién y la funcién hamiltoniana para el problema

—a(l = e2
Py = pp — arcsin <pa(e)> +¢
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de Kepler son:

Iy = (-1, (2.42)

L (4]
o= e = (J55). (2.44)

1 _
0, = —a\/—p2+2ap—a2(1—62)+arcsin <peaa> , (2.45)
_ 1 — 2 2 _ 1— 2 2
Y9 = (,+arcsin cos&\/l — <p all e )> _pzal=€) 1— <COSH> , (2.46)
v pe pe v
—al(l = e2
s = ,— arcsin (p a(pe ‘ )> +¢+ (2.47)
b oaresin |0 1o (e N (e Y i (s8Y) o
0l (Ig + 1y)siné (Ig + 1y)siné ¥ T
1
0o (2.49)

oI, + Iy + 1)

Estos resultados también consultar en [12], ademds de las ecuaciones (2.29) a la (2.31) se obtiene

la funcién generatriz para el problema de Kepler:

’ 2 \? o 2 1\Y?
W(p,0,¢,L,€,€z):€z¢+/ (ﬁ—smgc) dC+/A <—§2+§—L2) d¢ (2.50)

w/2

De la ecuacién (2.50) se obtiene el cambio de coordenadas esféricas a las coordenadas de dngulo-
accién para el problema de Kepler, éstas coordenadas son conocidas como coordenadas de Delaunay,

y una descripcién detallada se puede encontrar en [9, 13].

De la funcién generadora construida anteriormente Ec.(2.50) podemos obtenemos el siguiente

cambio de coordenadas:
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e Mo (L2 L) 251)
Po = 8(;2/ = <e2 — Siﬁ% 9)1/2 (2.52)
po — 382/ — 0 (2.53)
- %VLV: —ézw—esmw (2.54)
g= Mo oy (2.55)
k= ZZ - Q (2.56)

De donde las variables angulares [, g, k estan en términos de los elementos orbitales. Los elementos
orbitales son un conjunto de seis cantidades, las cuales describen de manera tinica a un cuerpo celeste

alrededor de foco. En la Fig. 2.1 se muestran estas seis cantidades:

> Longitud del nodo ascendente 2: Es el angulo desde una direccién de referencia, llamada el
origen de la longitud, a la direccién del nodo ascendente, medido en un plano de referencia.

> Inclinacion de la érbita i: Es el angulo que forma el plano de la 6rbita de un cuerpo con respecto

a un plano de referencia.

> Argumento del pericentro w: Es el angulo que va desde el nodo ascendente hasta el pericentro,

medido en el plano orbital del objeto y en sentido de su movimiento.
> Semieje mayor de la orbita a.
> Fxcentricidad de la orbita E.

> Anomalia verdadera f: Es el dngulo entre la direccién del pericentro y la posicién del cuerpo,
esto desde el foco principal de la elipse. Ademds sabemos que la anomalia verdadera y la

anomalia excéntrica 1, se relacionan mediante tan (%) = 1/% tan (%) Recordemos que la

anomalia excéntrica es el angulo medido desde el centro de la elipse, que forma la proyeccion
del planeta sobre la circunferencia principal, y el eje de la elipse. Esta tltima se relaciona con la
anomalia media, que es el angulo que se forma con el eje de la elipse un cuerpo ficticio que gira
con movimiento uniforme sobre una circunferencia cuyo didmetro coincide con el eje principal

de la elipse, mediante las ecuaciones de Kepler (2.35), y de estas concluimos que [ es ¢,,.

Para finalizar esta seccién, es de llamar la atencién que la ecuacién (2.27) es la forma cldsica
que se tiene para la energia del dtomo de Hidrdégeno, ver la referencia [14], y su versién cuantizada
es la que se obtiene de la solucién de la ecuacién de Schrodinger. Esto nos lleva a que el problema

de mecanica cudntica asociado con el que se tiene en la tesis, puede ser estudiado en situaciones de
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confinamiento atémico en el que el potencial o confinamiento introduzcan un rompimiento en algunas

simetrias del sistema.

Pericentro

Figura 2.1: Elementos orbitales; €2, 7, w, E'y f, cinco de los elementos orbitales. El sexto elemento que es la excen-
tricidad de érbita a no se muestra para no aglomerar el esquema.

2.3. El PKA

En esta seccion discutiremos algunas propiedades sobre nuestro sistema completo es decir el caso
para € # 0. Comencemos por escribir la funcién hamiltoniana en coordenadas cartesianas la cual

obtenemos de aplicar una transformada de Legendre a la Ec. (1.11)

1 p? e+1
H == (p2 2 z — 2.57
2 (p.z’ +py)+2(6+1) /$2+y2+22 ( )

Ahora si calculamos el paréntesis de Poisson para esta funcién hamiltomiano tenemos:
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=13 2 1 2 9 1 2 1
{H7€ } — _% {H, 'Ax} — 6(|‘T| Dz, + (6 + )p:cz (6 + )psz‘Z + (6 + )pxy (6 —+ )pygjy)

e+1 (e+1)|Z3

(H0) = PP gy (|7 °pypz + (e + Dpy2” = (e + 2)payz + (e 4+ Dpya® — (4 Dpozy)
e+ 1 (e+1)|Z]3

(.0} =0 (AL = 7=z + 1) + (e + Dpyy2 + (€ + Dpoz — (e 4+ 2p:(y” + %)
(e+1)|73

(2.58)

Del célculo anterior se observa que se han perdido cinco integrales de movimiento, con respecto al
problema super-integrable. Siendo Unicamente la funcién hamiltoniana y la componente z del vector
de momento angular integrales de movimiento. Por lo que el problema con € # 0 no es siquiera
integrable.

Para comenzar con el analisis del caso no integrable, podemos estudiar el comportamiento para
0 < € < 1, para ello podemos aprovechar la propiedades que nos proporcionan las variables de angulo
accién. Si a la Ec.(1.16) le aplicamos el cambio de coordenadas de Delauney tenemos:

2L2

I T Y Y T T
‘ 2(e+1) L2(1 —ecosp)?  L(l—ecosyp) L2

sin(pp — ¢p) V1 — €2 sin + cos(pp — ¢p)(e — cos )
7 (1 —ecos)

2

o 62 sm(goa — pp)V1 —e?sint + cos(pg — pp)(e — cos ) ? 2
1—ecos¢ (1 —ecosy) :

l—ecosw

Recordemos que e = /1 — —, v =4/1— —Z Entonces la funcién hamiltoniana del Problema de

Kepler Asimétrico en coordenadab de angulo acmon tiene la siguiente forma:

J(Lugagza QO,O) @97 90(1)) = H(L) - 6H6(67£’)€7 527 90P7 9097 ()0¢) (259)

De la ecuacion (2.59), el primer término de la derecha es la funcién hamiltoniana del problema

de Kepler, el segundo es el término perturbado. El estudio perturbativo, para ¢ muy pequeno, se

1
] ~l—etet -+ +0("), y a partir de

esto desarrollar un célculo perturbativo como el que se muestra en [15, 16, 17]. Sin embargo, en este

puede abordar desarrollando en Taylor el término
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trabajo de tesis nos restringiremos a hacer un analisis numérico, por lo cual se opta el uso de métodos
que se puedan implementar de manera numérica, tal como: el mapeo de Poincaré y el espectro de

Lyapunov que se discutiran en el siguiente capitulo.
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Tratamiento para resolver el problema y
métodos numéricos

En este capitulo discutiremos de manera breve las herramientas numéricas necesarias para el
andalisis de nuestro problema, comenzando por un poderoso integrador, del cual obtendremos las
seccion de Poincaré y el espectro de potencias. Ademads también abordaremos el estudio del exponente

de Lyapunov asi como el algoritmo numérico para calcularlo.

3.1. Integrador de Taylor

En el estudio de los sistemas dindmicos es muy importante un integrador bastante confiable,
ya que la mayoria de los sistemas, y como bien describe Carles Simé en [18], poseen en mayor o
menor medida caos. Un integrador bastante robusto podria reducir errores inducidos por redondeo
y truncamiento intrinsecos de la aritmética de punto flotante. Ademas existe una amplia gama de
integradores simplécticos que debido a esta naturaleza son muy tutiles, pero la posible desventaja por
llamarlo asi es que inducen un desfase en las soluciones. Un integrador que es simpléctico y no induce

desfase en las soluciones es el integrador de Taylor.

Comencemos por considerar la siguiente ecuacién diferencial:

z(t) = f(z(t)), con condicién inicial z(tg) = xo. (3.1)

Si desarrollamos x(t) en series de Taylor centrada en ¢y tenemos:

x(t) = T[] + Z[ (t—to) + Z[9) (t— t0)2 T+ T (t — to)k + - (3.2)
1 d"
donde z,) = ﬁ%m(t) t
0

Ahora derivando la Ec.(3.2)

39
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#(t) = ) + 2w)(t —t0) + -+ + (k+ Dapeyy(t —t0)* + - (3.3)

Por otro lado si también desarrollamos en Taylor el lado derecho de la Ec.(3.1)

Fl@,t) = f(@, ) + f(@, ) (t —to) + f(@, )y (t — to)* + -+ fla, )yt —to)* +---  (3.4)

Si comparamos las iltimas dos ecuaciones obtenemos una recurrencia para los coeficientes

f(xa t) k
Tpy1] = ?1[], para k > 0 (3.5)

como se observa de la recurrencia anterior, podemos obtener todos los coeficientes a partir de xg, la

condicidn inicial. Para ilustrar el método anterior consideremos la siguiente EDO:

i(t) = 2%, 2(0) =3 (3.6)

3
observemos que la solucién analitica es z(t) = T—3¢ Ahora ejemplifiquemos el método, por cons-

truccién tenemos g = xo = 3. Para construir el siguiente coeficiente escribamos la aproximacién de
la solucién a primer orden. z(t) = zq + zpy)(t — to) + O(t — to)?. Ahora derivemos y sustituyamos en

la ecuacion diferencial:

zpa) + O((t — to)) = [wo + xpp)(t — to) + O((t — t0)*)]”
2y + O((t —to)) = a5 + O((t — to))

[z, )

considerando la aproximacién a la solucién, ademads de los coeficientes previamente calculados:

Por lo tanto x|y = x% = . Ahora para el segundo coeficiente procedemos de manera anéloga

2 + 2 (t — to) + O((t — t0)2) = [0 + 2(t — to) + 2z (¢ — t0)? + O((t — 10)°)]?
g+ 21y (t — to) + O((t — t0)*) = @ + 225(t — to) + O((t — t0)?)

s flat)

Por lo tanto zpg = g = D2V v mediante este proceso podemos construir todos los coeficientes.

Una vez obtenidos todos los coeficientes podemos sustituirlos en la ecuacion (3.2) y obtener la solucién
a (3.6):
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x(t) = T[] + Z[) (t—to) + x[g](t — t0)2 +--+ x[k](t — to)k + -
= xo 4+ x2(t —to) + x5t —to)? 4 -+ aFTLE — o)k + -
=z (1+x0(t—t0)+x%(t—to)2+-~+x0(t—t0)k+~->

Si |l’0(t—7fo)| < 1.

Zo
t) =
.CL‘() 1*1‘0(75*750)
3
13t

que justo es la solucién analitica. Al implementar este método de manera numérica tenemos el incon-
veniente que es imposible hacer el cdlculo de todos los coeficientes de la serie. Algo que es importante
mencionar es que dicha serie es convergente esto debido al teorema de existencia y unicidad de las

ecuaciones diferenciales, por lo que tenemos:

p
= ap(to)(t — t0)* + zpps)(§)(t — o) (3.7)
k=0

donde & € [t,tp]. Si truncamos la serie a orden p suficientemente grande, entonces el residuo serd
pequeno. Por lo que la pregunta es jcémo elegir p?. La propuesta es considerar que el término p de

la serie sea menor que un cierto € menor que el epsilon de mdquina, es decir:

|z (t —t0)?| < € (3.8)

de la anterior podemos obtener el paso de integracién

€ 1/p
=ttt = (\l’{p] (to)l) (3.9

es claro que el paso de integracién depende del orden p del polinomio y del punto ¢y en la evolucién
temporal, esto es tenemos un paso variable. Una vez que tenemos los coeficientes del polinomio y el

paso de integracién, debemos sumar la serie para obtener z(t1), tal que ¢t = to + h. Esto es:

.%'(tl) to—i—h :ix (3.10)
k=0

La mejor manera de sumar esta serie es con el método de Horner, ver [19], el cual consiste en
factorizar de manera apropiada el polinomio, el cual sélo se evalia a través de productos y sumas.

Esto permite, por un lado, minimizar el nimero de operaciones, y en el caso de series de Taylor de
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orden suficientemente grande para estar en la cola convergente, considerar correctamente los términos
pequenos.

Es fundamental para este integrador contar técnicas de diferenciaciéon automédtica, esto para
poder realizar operaciones que puedan ser requeridas con los polinomios construidos. En [20, 21, 22]
se muestran los algoritmos de recursiéon para algunas funciones elementales. El integrador de Taylor
que usamos para los calculos de este trabajo fue el implementado por Jorge Pérez y el Dr. Luis Benet

Ferndndez, el cual se encuentra en [23].

3.2. Mapeo de Poincaré

En el estudio de las ecuaciones diferenciales es igual de importante el andalisis cuantitativo como
cualitativo de una ODE, para este 1ltimo recurrimos al espacio fase. En nuestro sistema, el PKA, el
espacio fase tiene seis dimensiones por lo que resulta complicado hacer un estudio detallado de éste.
Sin embargo, en 1881, Poincaré introdujo un mapeo que hoy se conoce como el mapeo de Poincaré,
aplicacion de Poincaré o aplicacion de primer retorno, la cual es una aplicacién de un subespacio del
espacio de fase llamada seccidn de Poincaré, esta secciéon es de dimension menor al espacio de fase,
lo que nos permite hacer un estudio de la dindmica del sistema es este subespacio. A continuacién
definimos brevemente que es un mapeo de Poincaré y una seccién de Poincaré, las cuales se tomaron

de [2, 5].

Un mapeo es definido por una funcién P : M — M, tal que z* = P(x), donde z* € M es nuevo
punto cuya preimagen es x* € M. Para un mapeo una 6rbita ya no es una funcién x(t) con t € R

sino una sucesién de {z; : t € Z}, por lo que la dindmica esta descrita por la iteracién x; = P(x;_1)

Si consideramos un flujo en R™ podemos definir una seccién 8§ como la superficie de codimension
n — 1 tal que el vector velocidad no es tangente a 8, esto sélo para garantizar que la trayectoria
asociada al flujo intersecta transversalmente a la superficie en algin punto, es decir, si 7, es normal

a 8 en x, entonces 8 es una seccién si () - 1, # 0 para toda x € 8.

Por lo tanto un mapeo de Poincaré para una seccién & se obtiene eligiendo un punto en 8 y
siguiendo el flujo para el primer retorno a 8, es decir, debemos encontrar el tiempo 7(z) para el cual

or(x) € 8, ademéds de que dicho mapeo estd definido por:

P(x) = @r@) (@) (3.11)

Para ilustrar esto consideremos el siguiente sistema y la aplicacion unidimensional sobre el seg-
mento de recta X(z,y) = {(z,y) e R?: 0 <z < 00, y = O}:

.ic:—y—i—x(l—\/xQ—i—y?), y‘z:):—y(l—\/mQ—i—yQ) (3.12)

Si lo escribimos en coordenadas polares tenemos:
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r=r(l-r), =1
Cuya soluciéon analitica es:

1

Si consideramos r(0) =2y 6(0) = 0, como condiciones iniciales tenemos:

1
r(t) = 1_ 1. 0(t) =t
2
De estds dltimas podemos escribir a r(t) como:
(t) = : (3.13)
T T ey '

Si graficamos el flujo en el plano xy observamos que las trayectorias fluyen alrededor del origen con
un periodo de 27 es en sentido contrario a las agujas del reloj, por lo que los puntos de retorno
sucesivos requeridos se producen cuando # = 2w, 4w, . ... Entonces el mapeo que define estos puntos
estd dado por:

Tp = —F—— (3.14)

1.0 H— Flujo
© Puntos del Mapeo
—— Seccién de Poincaré

05F

05F

<10

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figura 3.1: Trayectoria, mapeo y seccién de Poincaré para el sistema (3.12).

El ejemplo anterior aunque resulta muy ilustrativo no es la forma en la que procedemos habi-

tualmente pues, casi nunca podemos obtener la solucién analitica al sistema (el flujo). Del sistema
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anterior podemos obtener el flujo de manera numérica ! y los elementos de la seccién esta determi-
nados cuando y = 0, entonces para generar estos puntos debemos encontrar cuando el flujo tiene
tiene coordenada y = 0, y para ello lo podemos hacer usando algin método para encontrar raices en
particular podemos usar el de Newton.

Con esta misma idea podemos determinar los puntos de la secciéon de Poincaré para el Problema de
Kepler Asimétrico. Para nuestro caso la seccién de Poincaré serd el plano zy, el flujo lo obtendremos
de manera numérica con un integrador de Taylor y los puntos del mapeo seran aquellos tales que la
coordenada z de la trayectoria sea cero, en [23] se puede encontrar una poderosa rutina que permite
determinar estos puntos.

3.3. Espectro de Lyapunov

Como mencionamos anteriormente un sistema es cadtico si cumple ser topoldgicamente transitivo
y sensible a las condiciones iniciales, esta ultima condicién puede ser verificada calculando el expo-
nente de Lyapunov. En esta seccion exhibimos la definicién del exponente y espectro de Lyapunov,
asi como el método numérico para calcularlo, lo cual fue tomado de [24].

Para ello consideremos un sistema continuo en el tiempo, para el cual la dindmica es determinada

por una ecuacién diferencial.

U =F(U,t) (3.15)

Del teorema de existencia y unicidad [25], dado que se pide F sea de clase C! y localmente
Lipschitz en un subconjunto abierto de J C R™, dada una condicién inicial U(0) = u*, tenemos una
tnica trayectoria U(t), la cual es solucién al sistema. (3.15). Ahora consideremos una perturbacién
infinitesimal u(t) a la trayectoria y analizaremos la evolucién de ésta, por lo que la Ec.(3.15) toma

la siguiente forma:

d

a(U—l—u) =F(U+u,t)

Si aproximamos a primer orden alrededor de U tenemos:

OF (U, t) u
ou

La evolucién temporal de la perturbacion estd dada por:

U+u=F(U1t)+

. OF(U,1)
YT U

Por dltimo podemos determinar u integrando la ecuaciéon anterior, esto ya que aproximamos a

u=: K(U,t)u (3.16)

primer orden, por lo tanto:

'En este caso usando el integrador de Taylor.
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u(t) = H(Uy, t)u(0), (3.17)

con H(Ug, 1) = exp < /0 " KU@.D dt>

En la practica se debe considerar un par de situaciones; la primera, la matriz H(Ujg,t) se obtiene
al linealizar el sistema. La segunda, a menos de que se trate de un sistema con solucién analitica,
los célculos requieren de una implementacién numérica y para esto consideramos el tiempo de forma

discreta:

U(t + 1) = F(U(t)) (3.18)

Por lo que la perturbacién de la trayectoria para el tiempo t + 1 tiene la forma:

(i +1) = T (u(t) = (b))
Esto es:
w(t) = J(t —Du(t —1) = J@t —1)J(t —2u(t —2) = --- = ﬁ J(k)u(0).
=
Por lo tanto
u(t) = H(t)u(0), (3.19)

t—1
de donde H(t) = H J(k) y esta matriz define la evolucién del sistema a cada t. Observamos que
k=0

las Ecs. (3.17) y (3.19) son equivalentes por lo que podemos abordar el estudio de manera discreta.
Podemos seguir simplificando el estudio si consideramos el caso unidimensional, en el cual la matriz

Jacobiana es reemplazada por la derivada de la F'(U)
t—1
u(t) = [T F'(WU*))u(0)
k=0
Una forma alternativa de la ecuacién anterior es tomar el logaritmo

t—1
In fu(t)] =Y " In|F'(U(K))| + In [u(0)] (3.20)
k=0

El promedio temporal de la observable In|F’(U(k))| se puede representar como,

t—1
S F )] — (O H)),
k=0
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cuando t — oo, lo anterior debido al teorema ergddico de Birkhoff, para mas detalles sobre teoria

ergddica y se puede consultar [26]. Por lo que la ecuacién (3.20) se puede escribir como

[u(t)] = |u(0)] exp ({In |[F'(U (k))|)t) ,

ahora definamos la siguiente A = (In|F'(U(k))|)

u(®)] = [u(0)] exp (At). (3.21)

La cantidad A es conocido como el exponente de Lyapunov. Observamos que si el exponente es
positivo dos condiciones iniciales cercanas, se alejan exponencialmente, es decir tenemos un método

para saber cuando un sistema es sensible a las condiciones iniciales.

Regresando al caso general podemos estudiar como cambia la amplitud de la perturbacién durante

la evolucién del sistema, la cual estd determinada por su norma,

[a())I* = ||H (#)u(0)[[* = u” (0)H(t)" H(t)u(0),

la amplitud depende tinicamente de la matriz M (t) = H(t)" H(t). Este tipo de propiedades han sido
estudiadas por Oseledets concluyendo que para una sucesion de este tipo de matrices, el siguiente

limite existe.

1
lim [M (t)]2t = P, .22
Jim [M(£)) = P, (3.22)
y P es una matriz con valores propios pu; > p > --- > un positivos. Entonces para un sistema de

dimension N los N exponentes de Lyapunov se definen como

)\k =1In M (323)

A el conjunto de todos los exponentes de un sistema se le conoce como espectro de Lyapunov. Y
decimos que un sistema es sensible a las condiciones iniciales si el maximo de A\ > Ao > -+ > Ay es

positivo. A continuacion describimos el método numérico para el calculo del espectro de Lyapunov.

3.3.1. El Método numérico

N
Como se muestra en [24] la suma de los exponentes de Lyapunov Sy = Z Ak, estima la tasa

k=1
de contraccién del volumen en un conjunto invariante del espacio de fase, si consideremos que este

conjunto es un paralelepipedo, entonces el promedio de esta tasa de cambio para el paralelepipedo
es:

t—oo t o 4

NV,
S = lim LVt RY (3.24)
=1
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Sea (o una matriz ortogonal de m vectores ortogonales en un espacio de dimensiéon M, el cual
corresponde a la dimensién del espacio tangente. Después de un tiempo ¢, Qg evoluciona a un parale-
lepipedo dado por P = H(t)Qo, el cual podemos factorizar como el producto de un matriz ortogonal
Q@ de N x m con determinante igual a 1 y una matriz triangular superior R de m x m conocida como
factorizacién QR, dicho método se puede consultar en [27, 28]

El volumen de este conjunto es:

m
Vi = det(P) = det(QR) = det(Q) det(R) = (1) det(R) = [ ] R,
i=1
sustituyendo V;,, en la Ec. (3.24), tenemos
3 g oo ([T ) = o § 3o
i=1 =1 i=1
Para determinar )\; damos valores sucesivos de m, es decir,
1
m=1 M= 1fm 2
t—00 t
R In R InR
m=2 A+ Ag = lm L gy 22 =5 Ay = lim — 22
t t—00 t t—00
In R In R InR In R
m=3 A4+ A= lm oy gim S22 gy S8 = im0
t—o00 t t—00 t t—00 t t—o00 t
Entonces para el i-ésimo término tenemos:
In R;;
A = lim (3.25)
t—00 t
Ahora, si consideramos una discretizacion de t en t = kAt, con k = 1,..., L. El célculo para los
exponente de Lyapunov es el siguiente
L
In R;
N = d 2
=X (3.26)

Para el calculo numérico del espectro de Lyapunov en este trabajo se usé lyap_taylorinteg()

esta funcién se encuentra en [23], cuya implementacién numérica sigue lo realizado en [29].



48



Resultados (para valores representativos y
criticos)

En esta seccién presentaremos resultados numéricos principalmente del espectro de Lyapunov
y de algunas secciones de Poincaré, asi como el espectro de potencias. En la primera parte de esta
secciéon construiremos un conjunto de condiciones iniciales las cuales dependen de las dos constantes de
movimiento que tenemos, la energia y la componente z del momento angular, asi como del parametro
€. Y para la segunda parte mostraremos los resultados procedentes de la dindmica obtenida para la

condiciones iniciales que construimos.

4.1. Pozo de Potencial

Aunque la integracién numérica del sistema se hizo en coordenadas cartesianas para poder de-
terminar las condiciones iniciales es importante hacer un analisis del potencial efectivo. Para ello
recurrimos a las coordenadas cilindricas y asi obtener condiciones iniciales correspondientes a una

energia que sea una fraccion arriba del minimo del potencial efectivo.

Para esto consideremos la funcién hamiltoniana en coordenadas cilindricas Ec.(1.14), y de ésta

obtenemos el potencial efectivo, ver Figura 4.1, es decir:

1[0 e+1
Veff:2< >— (4.1)

r2 V2 + 22
. .. 1(e+1)?
de la anterior observamos que el minimo del pozo se encuentra en Vy = 5z

z

Las condiciones iniciales las podemos construir de tal manera que dependan de la componente z
del momento angular y una fracciéon a del minimo del pozo de potencial efectivo. Los valores de « se
tomaron de tal manera que la energia estuviera entre cero y el minimo de energia, es decir regiones
de energia delimitadas por curvas de nivel del pozo de potencial, tal y como se muestra en la Figura
4.2.
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0.00
-0.15
-0.25
- -0.35
- ~0.45
5 10 15 . 20 25 30

Figura 4.1: Se muestra la superficie que representa el pozo Figura 4.2: Proyeccién de las curvas de nivel del pozo
de potencial para valores de € y £, igual a 2 y 3 respecti- de potencial, la regiéon delimitada por cada curva de nivel
vamente, la escalas de colores representan la profundidad representa los niveles de energia constante. La escala de
del pozo. colores estd asociada a la profundidad del pozo.

Para un primer conjunto de condiciones iniciales podemos suponer que la particula de masa mo
parte del origen z = 0 con un impulso p,. Para la particula de masa m; debido a la simetria angular
podemos considerar y = 0, y ademds que ésta no cuenta con impulso en la direccién radial p, = 0,
por lo que basta determinar x, p;,py y p.. Para esto podemos comenzar por aprovechar el hecho de
que el sistema es Hamiltoniano y como ya se mencioné que la energia sea una fraccién « del minimo

del potencial efectivo,

ale+1)* 1 2 p? e+1

s — J— 2 —_ J— p—
2 2 2(”*ﬁﬂ>+26+1 V22?2
de las condiciones antes mencionadas tenemos

a(e+1)2_1(€§+ p? >_6+1

2 2 T 2\2 T et r’

de la cual podemos escribir a p, en funcién de r:

5 2(e+1)2 _a(e+ 1)3 B PZle+1)

p
z T 02 r2

podemos considerar como condicion inicial para p, el minimo de la ecuacion anterior, el cual se

1)3(1 — « 2
alcanza en p, = e+ 2 ( ), esto para r = ﬁ, ademas como supusimos que y = 0 entonces
z €
02 x
tenemos que x = —=—. Por 1ltimo recordemos que asumimos que 0 = p, = M, por lo tanto
e+1 22 + 32
pr = 0. En resumen tenemos:
I e+1 (e4+1)3(1 —a)
= , = 0’ = 0’ = 0’ = s = 5 42
xz ct1 ) z Dz Dy ‘. Dz ‘. ( )
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que es nuestro conjunto de condiciones iniciales y cuya representacién esquematica se muestra es la

Figura 4.3.

Figura 4.3: Representacion de las condiciones iniciales; el cuerpo de masa ms esta situado en el origen y tdnicamente
tiene impulso en la direccién z, el cuerpo de masa m; se encuentra a una distancia x del origen y éste Unicamente
cuenta con impulso en la direccion y.

A continuacion presentaremos los espectros de Lyapunov que se obtuvieron del conjunto de con-

diciones iniciales construidas en esta seccidn.

4.2. Espectro de Potencias para PKA

En la Figuras 4.8 a 4.13 mostramos a manera de mapas de calor el espectro de Lyapunov, el cual
aqui llamamos espectrograma, para las condiciones descritas anteriormente, en ellas como ya habiamos
planteado se fijé una fraccién « del minimo del pozo de potencial. Ademéas de barrer valores para e
desde 0 hasta 5y £, de 0.1 a 5.1. En éstas grificamos en escala logaritmica el exponente mas grande
del espectro para un tiempo de integracién de 27 x 103, este tiempo lo consideramos debido a que

los exponentes muestran convergencia, tal y como se muestra en la Figura 4.4.

Del célculo numérico se obtuvo que el exponente mas grande es A; =~ 0.309, el cual es la Figura 4.4
corresponde al trazo azul, por lo tanto en la posicién correspondiente a £, = 1.1 y € = 3.1 del mapa
de calor para @ = 0.4 pintamos dicho valor en escala logaritmica de acuerdo a escala de colores que
van desde el negro al amarillo, siendo el negro los valores mas pequenos y amarillo los més grandes.
Un ejemplo de espectro igual a cero se ilustra en la Figura 4.6, en cual el exponente méas grande es

A1 =~ 0.0002, practicamente cero, por lo que en la gréafica del espectro esta condicién seria un punto
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muy oscuro y el caso anterior un punto de color. Esto lo podemos ver de manera maés clara en el

correspondiente espectro, Figura 4.11.
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Figura 4.4: Variacién del espectro de Lyapunov en funcién del tiempo en escala semi-log, con parametros; a = 0.4,
{, =11y e = 3.1. En esta grafica se observa que los exponentes del espectro dejan de variar después de un tiempo
mayor a 10°.
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Figura 4.5: Suma de los exponentes de Lyapunov, con pardmetros; o = 0.4, £, = 1.1 y ¢ = 3.1. En esta grafica se
observa que la suma de los exponentes de Lyapunov fluctia cerca del cero, pues el sistema es Hamiltoniano y el espectro
de Lyapunov es una medida de la tasa de cambio de espacio fase.
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Figura 4.6: Variacién del espectro de Lyapunov en funcién del tiempo en escala semi-log, con parametros; a = 0.4,
l, = 1.1y e = 20. En esta grafica se observa que los exponentes del espectro dejan de variar después de un tiempo
mayor a 103, pero diferencia de la Figura 4.4 todos los exponente tienden a cero.
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Figura 4.7: Suma de los exponentes de Lyapunov, con pardmetros; a = 0.4, £, = 1.1 y ¢ = 2.0. En este caso se tiene
un comportamiento andlogo al que se observa en la Figura 4.5, ya que el sistema es Hamiltoniano.

4.2.1. Espectrogramas para PKA

Enseguida se muestran los espectrogramas para las condiciones iniciales de la ecuacién (4.2).
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Figura 4.8: Espectrograma para los exponentes mas de grandes del espectro Lyapunov dada ¢« = 1.0, e de 0 a 5 y
£, de 0.1 a 5. En este caso vemos que hay una regién para la cual es sistema es sensible, esta regién corresponde a los
tonos que van de entre morado y rojo en el espectrograma.
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Figura 4.9: Espectrograma para los exponentes mas de grandes del espectro Lyapunov dada o« = 0.6, e de 0 a5y £,
de 0.1 a 5. Aqui se observan regiones alternadas en la cuales tenemos exponentes cercano al negro, que corresponden a
valores cercanos a cero, y exponentes cercanos al amarillo.
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Figura 4.10: Espectrograma para los exponentes més de grandes del espectro Lyapunov dada o« = 0.5, e de 0 a5y
£, de 0.1 a 5. Para este valor de « se observa el mismo comportamiento de franjas negras y de color alternadas, por lo
que estabilidad del sistema depende del valor de e.
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Figura 4.11: Espectrograma para los exponentes més de grandes del espectro Lyapunov dada o = 0.4, ede 0 a5y £,
de 0.1 a 5. En este espectrograma se siguen teniendo franjas negras de y de color, pero a diferencia de los espectrogramas
anteriores son dominantes sobre la negras, esto significa que el sistema es més sensible a las condiciones iniciales.
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Figura 4.12: Espectrograma para los exponentes més de grandes del espectro Lyapunov dada o« = 0.1, e de 0 a 5y
{, de 0.1 a 5. En esta imagen se observan dos franjas negras, pero en la esquina superior izquierda también se observa
una regiéon que va del negro al morado. Por lo que para estos casos el sistema no es sensible a las condiciones iniciales.
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Figura 4.13: Espectrograma para los exponentes mas de grandes del espectro Lyapunov dada o« = 0.0, e de 0 a 5 y
£, de 0.1 a 5. Para condiciones tales que la energia sea el minimo del pozo de potencial, @ = 0 todo el espectrograma
es de color negro, por lo que el sistema no muestra dependencia sensible a las condiciones iniciales.
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De los espectrogramas obtuvimos los valores de «, € y £, para los PKA es sensible a las condiciones

iniciales. Recordemos que uno de los objetivos de este trabajo es exhibir si nuestro sistema es caético,

y si lo es bajo que condiciones. Ahora sélo faltaria mostrar si el flujo es topoldgicamente transitivo.

4.3. Secciones de Poincare

Si bien hasta el momento no contamos con una técnica numérica eficiente que nos permita saber si

PKA es topoldgicamente transitivo, en el presente trabajo nos apoyamos de la secciones de Poincaré,

la cual realizamos cuando la particula que se mueve en el eje z cruza el plano zy.

Para saber si PKA es topolégicamente transitivo bastaria con observar si la proyeccion del con-

junto invariante en plano fase pp, es denso, la idea de esto la siguiente; la dindmica del sistema en el

plano Opy, Figura 4.14, es un segmento de recta debido a que pg es una constante de movimiento, lo

que nos reduce el estudio al resto de espacio fase. Ademéas como ya discutimos en la seccién 3.2, la

seccién de Poincaré nos permite hacer un estudio del sistema reduciendo la dimensién de la dindmica

y puesto que la seccién la calculamos cuando z = 0, el plano fase correspondiente a zp,, Figura 4.15,

es un segmento de recta, por lo que sélo no queda analizar el plano fase pp,,.

35
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Figura 4.14: Plano 0pg para la seccién de Poincaré. En
este plano se observa un segmento de recta pues pg es una
constante de movimiento.
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Figura 4.15: Plano zp. para la seccion de Poincaré. La
cantidad de movimiento en la componente del sistema
cuando cruza el plano zy, un valor cercano a 0 a apro-
ximadamente 0.85.

De la Fig. 4.16 a la Fig. 4.21 se muestran secciones de Poincaré para ejemplificar el comporta-

miento del sistema, esto para una fraccién de la energia de o = 0.4, en las cuales del lado izquierdo

se muestran a la misma escala, y del lado derecho la escala es la que proporciona el graficador esto

con fin de apreciar mejor las secciones.
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Figura 4.16: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 0.0 y a = 0.4. En el lado derecho se observa que la seccién
de Poincaré en un punto, por lo que la érbita en este caso es periddica, del lado izquierdo se muestra un acercamiento
en el que se puede apreciar el error numérico.
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Figura 4.17: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 0.5y a = 0.4. Del lado derecho se observa que la seccién de
Poincaré estd formada por cinco regiones que son recorridas por el flujo, del lado izquierdo se muestra un acercamiento
en el que se puede apreciar la estructura de la seccién.
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Figura 4.18: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 1.5 y a = 0.4. En esta imagen se observa que la seccién
se Poincaré comienza a llenar un regién del plano fase pp,, sin embargo se observan cuatro regiones sin puntos, por lo
que no se puede afirmar que el sistema sea transitivo por lo tanto no es cadtico.
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Figura 4.19: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 1.9 y o« = 0.4. En este caso la masa aumentd pero la
seccién de Poincaré ya no es densa, y sélo recorre una curva del plano fase pp,.



60 CAPITULO 4

3 -
2
2 -
.
‘I -
= of = o0
4
4
-
2
-3
L 1 L 1 L 1]
0 1 2 3 4 5 B

Figura 4.20: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 4.0 y a = 0.4. En esta seccién se observa que nuevamente
se comienza a llenar una zona en el plano fase pp,, pero sin cubrirla toda, por tanto que para estas condiciones el
sistema es topolégicamente transitivo.
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Figura 4.21: Seccién de Poincaré para el plano pp, con € = 5.1 y o = 0.4. Es esta imagen se observa un comportamiento
similar a la Figura 4.20, sin embargo en este caso aparecen mas regiones sin puntos.



Discusion y conclusiones

En esta seccién haremos una breve discusién de los resultados obtenidos, principalmente del espec-
tro de Lyapunov, seguido de las secciones Poincaré para un caso particular. Por tltimo presentaremos
las conclusiones a las que hemos llegado con este trabajo.

5.1. Discusion

5.1.1. La integracion numérica

El pilar méas importante para el desarrollo de este trabajo fue el uso del integrador de Taylor,
el cual nos permite pasos de integracion variables y suficientemente grandes, eso para reducir en
gran medida el error numérico intrinseco de la aritmética de punto flotante, situacién que podemos
observar en la Figura 5.1, en la cual graficAmos el error relativo en la energia normalizado por el
epsilon de la maquina, €,,4cn = 2.220446049250313e—16, como funciéon del tiempo para Taylor de
orden 32. En esta imagen vemos que el error relativo después de un tiempo de 27 x 103 es menor que
5x 10712,
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Figura 5.1: Error relativo en la energia normalizado por el epsilon de la maquina, el cual para un tiempo de integraciéon
de 27 x 10% es menor que 5 x 1072,

Para dimensionar de mejor manera lo anterior, en la Figura 5.2 comparemos el integrador Tay-
lor con Vern7(), el integrador mas preciso recomendado por Chirs Rackaucks desarrollador de
DiffEquations.jl [30]. Como se puede observar, la eleccién del integrador de Taylor es el ade-

cuado.

Con anterioridad ya hemos discutido brevemente sobre método de Taylor y aqui hemos exhibido
la precisién de éste, ahora mostraremos como fue que empleamos este poderoso integrador en nuestro
estudio. Para obtener nuestros datos, usamos para la integracién al igual que en el caso anterior
polinomios grado 32, un ndmero maximo de pasos de 2 x 10%, esto en un tiempo de integracién de
271 x 103, lo anterior pues al realizar las primeras pruebas para el espectro de Lyapunov obtuvimos

graficas como las que se muestran en la Figura 4.4, la cual discutiremos a continuacién.

En la Figura 5.3, se observa que la regién sombreada en naranja, correspondiente a un tiempo entre
0 y 10, los exponentes calculados son inicialmente grandes, pero a medida que transcurre el tiempo
de integracion tienden a una region cercana a cero, por lo que considerar un tiempo de integracién
en esta regién es una mala eleccion pues los exponentes aiin no tienden a estabilizarse. En la regién
magenta vemos algunos de los exponentes calculados alcanzan valores muchos mas pequenos que los
tomarian al estabilizarse, por lo que de nueva cuenta considerar tiempos de integracién en la region
magenta sigue siendo una mala eleccién. Por tltimo para tiempos mayores a 10? que corresponden
a la regién azul todos los exponentes se estabilizan, por lo que considerar tiempos de integracién
en esta region resulta confiable para el calculo del espectro de Lyapunov, es por esta razén que la
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Figura 5.2: Taylor vs Vern7, en esta gréafica se comparan el integrador de Taylor con Vern7, en la cual se observa
que la energia con Vern7 desciende muy rapido comparado con Taylor.

integracion se hizo para tiempos de 27 x 103. Es importante mencionar que las condiciones iniciales
fueron tomadas de tal manera que la dindmica estuviera restringida en una regién de confinamiento
por lo que ninguna de las particulas podria escapar, con lo que podemos asegurar que todos los
espectros de Lyapunov después de un tiempo se estabilizan, haciendo valido el tratamiento anterior.

Para las secciones de Poincaré también las obtuvimos de la integracién con el método de Taylor.
Como mencionamos anteriormente, la seccién se hizo cuando el cuerpo de masa my cruzaba el plano
xy, v este tenia velocidad positiva, es decir cudando z = 0 y p, > 0. Para esto durante la integracién
se busca el cambio de signo de z y luego con el método de Newton-Raphson se intenta encontrar la

raiz.

5.1.2. El espectro de Lyapunov

Antes de calcular los espectros de Lyapunov esperabamos un par situaciones. La primera que
los coeficientes mas pequenos fueran aquellos para los cuales £, sea grande y valores de € pequenos,
es decir, arriba y a la izquierda. Pues si € es cercano a cero, nuestro problema es muy parecido al
problema de Kepler, por otro lado si la componente z del momento angular es grande la particula
que se mueve en el plano mantendrd su movimiento alejado del origen, con lo cual se evita que las

particulas pasen muy cerca entre ellas y esto haga que se complique la dindmica.
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Figura 5.3: Tiempo de integracién para el exponente de Lyapunov. En la regiéon naranja se observa que los exponentes
del espectro fluctian considerablemente, en la magenta los exponentes no fluctiian tanto, no obstante lo siguen haciendo
y por ultimo en la regién azul los exponentes se estabilizan.

La segunda, que los espectros més grandes fueran aquellos para los que £, sea pequeno y €
grande, abajo y a la derecha. Pues en contraste a lo anterior, la interaccién gravitacional provoca
que la particula en el plano tienda hacia el origen dando lugar a que estas pasen muy cerca una de la
otra con un momento grande y esto haga que se alejen mucho complicando la dindmica del sistema.

Y justo esto se puede observar en los espectrogramas, de la Figura 4.8 a la Figura 4.13.

También era de esperarse que para energias equivalentes al minimo del pozo de potencial, « = 1,
el sistema no fuera sensible pues en el minimo tendriamos Orbitas periddicas ya que la region de
confinamiento, Fig. 4.2, degeneré en un punto. Esto también lo podemos ver de la Ec.(4.2), ya que
si a = 1 tenemos que p, = 0. La interpretacién fisica de esto es la siguiente; la particula de masa meo
permaneceria en reposo en el origen, por lo que el momento angular total del sistema es el momento
angular de la particula y este sélo tiene componente en z, es decir la érbita que describe la masa
my es periddica. Considerar o = 1 es equivalente a imponer una restriccién mas sobre la particula
ma, por lo que el sistema ahora tendria dos grados de libertad y debido a que tiene dos integrales de

movimiento entonces para este caso PK A es integrable.

Sin embargo, el comportamiento més interesante es la aparicién de franjas oscuras entre franjas
de color, las cuales estdn asociadas a exponentes pequenos. Este comportamiento es muy similar a

la duplicacién de periodo que exhibe el mapeo logistico.



DiSCcUSION Y CONCLUSIONES 65

5.2. Conclusiones

Como bien sabemos, cuando comenzamos el estudio de un nuevo problema es importante apo-
yarnos en uno ya conocido, en nuestro caso éste es el de Kepler que como ya mostramos es super-
integrable y esta caracteristica nos permitié tener una referencia en nuestros calculos, pues si ob-
servamos tanto las secciones de Poincaré y los espectros de Lyapunov para € = 0, obtuvimos un
punto referente a que la 6rbita es periddica y estable para el caso de los mapeos, y en el caso de los
espectros se obtiene un pixel negro asociado a un exponente cero, es decir el sistema no es sensible

a las condiciones iniciales.

Con lo realizado en este trabajo concluimos una parte importante sobre el estudio del problema de
Kepler asimétrico pues determinamos la sensibilidad a las condiciones iniciales mediante el espectro de
Lyapunov, Figuras 4.8 a 4.13. En ellas observamos como aparecen franjas de estabilidad, exponentes
cero, alternadas con franjas en las que tenemos exponentes grandes. También concluimos que el

sistema es més estable cuando la componente z del momento angular es grande.

Con lo hecho en el presente trabajo, cuando € > 0 el sistema no es integrable y en algunas regiones
del espacio fase es sensible a las condiciones iniciales, es decir, tenemos senales de la existencia de
caos. Otro resultado obtenido, fue que el sistema es integrable para cuando la energia es igual al
minimo del pozo de potencial. Resumiendo tenemos un sistema Hamiltoniano que dependiendo de
condiciones de simetria el sistema va de ser super-integrable pasando por la integrabilidad hasta ser

sensible a las condiciones iniciales y muy probablemente cadtico.

Con respecto al integrador utilizado, el de Taylor, resulté muy 1til pues este nos permitié hacer
calculos muy precisos, al grado que la energia es casi constante. El siguiente paso es implementar un
método de Taylor garantizado tal como se muestra en [31], para tener resultados precisos y, ademéds
garantizados, tomando en cuenta que el precio a pagar por estas técnicas es el considerable tiempo
de computo. Por lo que como trabajo a futuro investigaremos la posibilidad de implementar estos
métodos en algoritmos paralelizados, o realizarlos en GPU’s.

Escribir nuestro sistema en coordenadas de Delaunay no lo simplificé del todo, por lo que seria
interesante intentar técnicas de reduccién Lie-Poisson o Marsden-Weinstein como las que se muestran
n [32]. Sin embargo con la funcién hamiltoniana escrita en coordenadas de Delaunay nos abre la
oportunidad para poder estudiar nuestro sistema desde la éptica de la teoria de perturbaciones, lo
cual por cuestiones de tiempo no pudimos realizar en este trabajo. De las secciones de Poincaré
observamos la persistencias de toros invariantes, sin embrago no contamos con un método formal
para demostrar la existencia de estos, pero a futuro tenemos la intencién de aprender técnicas para

exhibirlo.

Sin duda seria interesante entender cuando los toros invariantes persisten o son destruidos con-
siderando € pequeinio, algo que podemos apreciar en la secciones de Poincaré obtenidas. Y es justo
el Teorema de KAM (ver [33, 34, 35]) que nos proporciona la respuesta a esto, pues el teorema
establece que los toros que persisten a una perturbacion pequena son aquellos que tienen un cociente
de frecuencias suficientemente irracional. Como parte de mi trabajo a futuro tengo la intencion de

aprender teoria de KAM y aplicarla a este sistema.
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Apéndice A

Variables angulares del Problema de Kepler

En este apéndice mostraremos algunos detalles en los célculos que se omitieron en el capitulo 2.1

Variable Angular con respecto a p

ox 0
— 2 2
0= o1, " oI, ( +[9+[¢ / \/ p* 420+ Ip + 1p)*p = (Ig + 14)*(Ip + 1o + 1) dp)

=—= \/ P2+ 2ap — b2 dp + [p = 2Us + 1o)"] Uy + 1o+ 1o) dp
(Ip +1Ip + 1) 20/ —p% + 2ap — b2

1 - 2ap — b2 2 b? 1
- V=p® + 2ap dp + dp— — dp
a p V=p* +2ap — 12 a | py/=p+2ap—b?

(Ig + I)?
(Ip + Iy + I¢)27

2ap — a?(1 — €?) 2 1—¢?
V—p*+2ap—a e dp+ dp— a(l —e*) dp
p V=p?+2ap — a%(1 — e2) p\/—p% + 2ap — a2(1 — €2)

1

Si consideramos el siguiente cambio de variable e? =1 — tenemos

Luego de realizar las correspondientes integrales tenemos

1 1 oA —
dr — '
/ VAT BryC A (\/32 = 4AC)

arcsm ( Br + 20 )
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1 . —a
0p = _5\/—p2+2a,0—a2(1—62)+arcsm <pea > (5.1)

Variable Angular con respecto a 0

Para el calculo de ¢y se necesitan la siguientes derivadas:

0%y 0 &
e NG A 1- | = = Ip+1,)%— df
al, aI o + 1) / \/ 19+I¢ )2sin? 0 aly / \/( 0 Lo)” ~ T
_1
B I; 2(Ig + I) I\ ?
= [ = Iy +1)? — dod= | =22 (Ig+1,)° — de
/619 \/( o+ 1) = G / 2 o+ 00)" = Gz

d df
= (Ip + I¢) 7 = (Ip+ I¢) / 2
2_ ¢ Ip+ 1)y /1~ ¢
\/(19 o) = 57 o ¢)\/ (Iy + 1)?sin® §

/¢ - /¢ B | A

29 — ___ ¢ _
(I + Iy)?sin® 0 ERN7 +I¢) (u (Iy +I¢)2> e

. cos
= arcsin
12
1— —2
(Tg+14)?
12

é : : :
o+, COmo 7, de las igualdades anteriores tenemos:

0% . cosf
o, arcsin ( 5 ) (5.2)

Si renombramos a /1 —
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0%, 0 1

1
o O 2 2oL 4 Iy + 1)2p — (Ig + 1)2(L, + Iy + 1,)2 d
ol 8Ia<(1p+1’9+1¢)/p\/p+ I+ 1o+ 1)%p — (Ip + 15)*(Ip + 1o + 1) p)

1 1
= NS IEIAL / ;\/—02 +2(Lp + 1o+ 1p)%p — (Lo + 1p)*(Lp + Lo + 1p)* dp
p

1 0 1
+ m / 8719 <p\/—,02 + Q(Ip + I@ + I¢)2p - ([9 + I¢)2(Ip + I@ + [¢)2) dp
p

1 |
T, Iy + 1,)? / E\/—ﬂ + 21, + Ig + Ip)2p — (Ig + Ip)2(I, + Ig + 15)% dp
P

1 2(Ip + Tg + Ip) (20 — (Tg + Ip) (Ip + Tg + 1) — (Tg + I)?]
Up+1o+1s) | 2p\/=p* +2(I, + Iy + 1)%p — (Ig + 1p)> (I, + Iy + I)?

2
:_l 1\/_;02"‘26Lp—a2(1—52)dp—|— 2p—(am—|—a(1—5 ))d
“J P pv/ —p% + 2ap — a2(1 — £2)

) ) dp
= —— [ =\/=p?+2ap—a?(1 —£2)dp+2 —
a/p\/ p P ( )dp P\ —p* + 2ap — a%(1 — ¢2)

_l’_

Observamos que los primeros tres sumandos en la tltima igualdad es justo ¢, y la tltima integral

ya la habiamos calculado, por lo que

0%y _ . (p—a(l-¢€?)
oL, ¢, — arcsin < pE (5.3)

Variable Angular con respecto a ¢
0¥, 0%y 0%,
oI, " oI, ” oI,

Para calcular ¢4 necesitaremos

%, 9 1 1
20— | S\ 20,4 T+ Iy)2p — (Ig+ 1) (I, + Iy + 1)2d
dly 019<([p+[9+[¢)/p\/f’+ (Ip +Ip + 1p)?p — (Ip + 1p)*(Ip + Ip + 1) p)

ox
Pero justo el cédlculo de la ecuacién anterior es anédloga al calculo de 8—]’), por lo tanto
0

D) _ _ 2
(Z[; = ¢, — arcsin (pai}ga)) (5.4)

by
Ahora calculemos &
0l
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0%y 0 Iz 0 ¢ I;
20— 2Ty +1 1- g | = [ —— |\ (g +I,)? — df
oIy Ol (o + Iy) / \/ (Ig+I¢)2sin20 I, Y

(Ig + I¢) sin?
_ 1 ( sm29 do — Ig+[¢) 9) do

2
2
\/(IG+I¢) sin 0 \/ Ig+[¢ sin? 6
/\/ /\/ Ig+I¢)sm 0 do (55)

2
Ig + I¢, sin 9)
La primer integral ya la calculamos, esta es:

Ig + I¢, sm0

/ df = arcsin LGQ

172722
Ig + 1) 51110) Ts+1y)

Ahora calculemos la segunda integral

19+I¢ (Ig+1,)sinZ @ . 1 . . . . I¢
/ \/ df = — / Wina du = — arcsin(u) = — arcsin <(Ig—i—1¢)sm€>

Ig —{—I¢ s1n0>

Por lo tanto

0%y . cosf N . Iy
— =arcsin | ————— arcsin [ ———
8]¢ 12 (IQ+I¢) sin

1 (I2+I2)2

Usando que arcsin(a) 4 arcsin(y) = (x\/ 1—y2+yv1— xQ), tenemos;

0% . [ cosd Iy 2 Iy cos 6>
— = 1-(—-—+——— _ 1-— 5.6
o1, ~ | \/ (@ rwme) * (@i 5 (56)
ox
Por tltimo calculemos —2 , esto es;

oly’
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0%y _ 0 d
0l 0l (/ ¢) al, </ ¢ ¢> ¢
Por lo tanto
— 1— 2
Yy = pp — arcsin (pa(s)) + ¢
pE
+ arcsin cos 1— I—¢ 2+ I—¢> 1_ cos 6\ 2 (5.7)
g (Ip + Ip)sind (Ip + 1) sin @ 5 :

En resumen las variables angulares son:

1 . —a
Yp = _E\/_’OQ + 2ap — a?(1 — €2) + arcsin ('Om ) 7

— 0 —a(l—¢&? 2 —all 2 0\ 2
o ¢, + arcsin cos \/1 _ <P a(l —« )> p—a(l—e7) ) <cos > 7
v

pe
pall =€)

>+¢+
pE

Yy = Pp— arcsin (

+ arcsin cos 0 1— e 2+ I T 1 cos 6
g (Zo + Iy) sin 6 (Ip + Iy) sin 6
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