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Resumen

En esta tesis se ha explorado la idea de describir la dindmica de sistemas gravitacionales mediante
cantidades relativas, como lo es la distancia de un objeto respecto a otro, buscando asi obtener la infor-
macién esencial del sistema. Tomando esto como punto de partida, se experiment6 con un potencial
que depende de la distancia y la velocidad relativa, y que incluye al parametro libre con unidades de
aceleracion de MOND, en una extension al potencial Newtoniano. Combinamos cantidades relativas
con cantidades absolutas buscando obtener una teoria que tuviera las ventajas de la descripcién rela-
cional junto con el acierto de MOND de describir las curvas de rotacion de las galaxias. El resultado
fue que esta teoria no permite 6rbitas enlazadas, por lo que no representa una descripcién ttil de los

sistemas gravitacionales.

Como antecedente, (Bonder y Koslowski, s.f.) construyeron una descripcién relacional para un sis-
tema de N cuerpos utilizando la versién gravitacional de la fuerza electromagnética de Weber, que es
una extension a la gravedad de Newton con una constante de acoplamiento adicional: la velocidad
de la luz en vacio, para mostrar que se puede obtener dicha descripcion siguiendo los principios de la
Dinamica de Formas (Shape Dynamics) de utilizar sélo cantidades relativas. El objetivo de presentar
la dindmica de estos sistemas de forma relacional es obtener una descripcién fundamental indepen-

diente de unidades de medida o sistemas de referencia.

El potencial que propusimos es similar al de Weber, ecuacién (3.29), al ser una extensién al poten-
cial Newtoniano y depender de la distancia y la velocidad relativas, la diferencia es que el término
adicional al potencial Newtoniano en la gravedad de Weber es el producto del potencial Newtoniano
por una combinacién adimensional en la que las dimensiones de la velocidad relativa al cuadrado se
cancelan con las del cuadrado de la velocidad de la luz en vacio, mientras que en el potencial que
propusimos, ecuaciones (3.52) y (4.1), las dimensiones de la velocidad relativa al cuadrado dividida

entre la distancia relativa cancelan las dimensiones de aceleracion del pardmetro libre 2o de MOND.
El contenido de esta tesis estd organizado de la siguiente manera:

» Capitulo 1: Marco teérico.

» Capitulo 2: Derivamos las ecuaciones de movimiento para potenciales que s6lo dependen de la
coordenada radial en simetria esférica. Estudiamos los ejemplos de la particula libre, el potencial

Newtoniano, una aproximacién al potencial de Schwarzschild, y el potencial de MOND.

» Capitulo 3: Derivamos las ecuaciones de movimiento en lenguaje relacional para potenciales

que dependen tanto de la distancia relativa como de la velocidad relativa entre las particulas.



VI

Como ejemplos de este tipo de potencial presentamos la versién gravitacional de la teoria elec-
tromagnética de Weber y la teoria que proponemos. Pasamos del sistema de N cuerpos a un

sistema de un cuerpo orbitando en torno a una fuerza central en el cual estudiamos la gravedad
de Weber.

» Capitulo 4: Desarrollamos la teoria que proponemos, presentando las ecuaciones de movimien-

to, las gréficas del potencial efectivo y las trayectorias.

= Capitulo 5: Conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion

Albert Einstein establecié con la teoria de la Relatividad General la forma en la que entendemos la
gravedad hasta el dia de hoy: la presencia de masa o energia curva al espacio-tiempo de modo que
objetos en la vecindad de dicha masa o energia siguen geodésicas libres de fuerzas determinadas por
la curvatura del espacio-tiempo. Como el efecto de la gravedad es sumamente pequefio comparado
con las otras interacciones fundamentales conocidas, se requiere que los objetos tengan cantidades
sumamente grandes de masa o energia para que los efectos de la gravedad sean considerables, como

es el caso de los planetas, las estrellas, las galaxias, los agujeros negros, etcétera.

La Relatividad General describe con bastante precisién muchos de los fenémenos relacionados con
la gravedad, sin embargo, asumiendo que el modelo estandar cosmolégico (ACDM) es correcto, atin
no se entiende la naturaleza del 95 % de los elementos que conforman el Universo (Dark Energy, Dark
Matter s.t.) y no se ha podido construir una descripcién cudntica de la gravedad (Rovelli, 2008). En
este trabajo hemos explorado la descripcién relacional de sistemas gravitacionales con la intenciéon
de encontrar elementos ttiles para la eventual construccién de una teoria mas fundamental que la

Relatividad General. En este capitulo presentamos los conceptos relacionados con esta investigacion.

1.1. Sistemas de Referencia Inerciales

La primera ley de Newton establece que un cuerpo mantendra su estado de reposo o de movimiento
uniforme en linea recta (con respecto a un espacio absoluto y determinados por un tiempo absoluto),
a menos que se le imprima una fuerza (Newton, 1687), a esta ley se le conoce como el principio de
inercia, de modo que los sistemas de referencia inerciales son aquellos que se encuentran en reposo o
en movimiento uniforme en linea recta con respecto a un espacio absoluto. Las ecuaciones de movi-
miento que describen a estos sistemas son invariantes ante transformaciones de coordenadas dadas
por traslaciones tanto en posicién, tiempo, y velocidad, y por rotaciones espaciales (grupo de Gali-
leo). En contraste, los sistemas de referencia no-inerciales son aquellos que se encuentran acelerados
o rotando, y para que sus ecuaciones de movimiento sean invariantes ante dichas transformaciones

de coordenadas es necesario incluir fuerzas ficticias (Weinberg, 1972).

En Relatividad Especial, los sistemas de referencia inerciales siguen siendo aquellos no acelerados,
libres de fuerzas externas, pero cuyas superficies tridimensionales de simultaneidad difieren de otro

sistema de referencia inercial por una transformacién de Lorentz. Esta es la forma de implementar el
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concepto fundamental de la Relatividad Especial de que no hay sistemas inerciales preferentes. Asi
que un sistema de referencia inercial estd determinado por las funciones de sus coordenadas inerciales
globales que son independientes de la eleccién del sistema de referencia inercial, las cuales conforman
el grupo de transformaciones de Poincaré, que son las transformaciones lineales de coordenadas que
dejan al intervalo espacio-temporal invariante. Las trayectorias en el espacio-tiempo que siguen los
sistemas inerciales son geodésicas de la métrica del espacio-tiempo y la curvatura asociada al inter-
valo espacio-temporal es cero, i.e. la geometria del espacio-tiempo en Relatividad Especial es plana
(Wald, 1984).

Como no hay forma de aislar a un observador, o a cualquier objeto, de los efectos de un campo gravi-
tacional, cualquier sistema de referencia se movera de la misma manera que una particula de prueba,
por lo que no podemos construir sistemas de referencia inerciales como los de Relatividad Especial
y medir la fuerza gravitacional. En Relatividad General, la presencia de materia o energia curva a la
métrica del espacio-tiempo, por lo que las trayectorias que siguen objetos que caen libremente bajo
los efectos de la gravedad son simplemente las geodésicas de la métrica curva del espacio-tiempo,
mientras que en la teoria de la gravedad de Newton el movimiento de estos objetos se consideraba
que era debido a un campo de fuerza gravitacional (Wald, 1984). De modo que las aceleraciones en
Relatividad General son absolutas pues se definen con respecto a sistemas preferenciales: las geodé-
sicas. Se podria decir que las geodésicas juegan el papel del espacio absoluto con respecto al cual se
define el movimiento en la mecdnica Newtoniana, s6lo que en Relatividad General el espacio y el
tiempo no son absolutos sino que son entes dindmicos cuya geometria estd determinada por la ma-
teria o energia presente, por lo que las geodésicas seran distintas para cada configuracién particular

del espacio-tiempo.

1.2. El Principio de Mach

En Mecénica Newtoniana y Relatividad Especial, la estructura del espacio-tiempo no se ve afectada
por el contenido de materia en el Universo. Ernst Mach, entre otros, encontraba esta idea insatisfac-
toria, por lo que propuso que toda la materia en el Universo debia contribuir a la definicién local de
los sistemas inerciales (no acelerados y no rotantes). Esto significa que en un Universo desprovisto
de materia, no se puede hablar de un objeto acelerado o rotante, puesto que no tiene con respecto a
qué rotar o acelerarse. Esta idea motivé a Einstein a construir una teoria en la cual la estructura del

espacio-tiempo esté influenciada por la presencia de materia (Wald, 1984).

En efecto, la Relatividad General es la primera teoria en proveer un espacio-tiempo dindmico (de-
pendiente de la distribucién de materia y energia) y en indicar por lo menos posibilidades de cémo la
inercia y las fuerzas centrifugas pueden resultar de la interaccién con los objetos césmicos distantes.
Por otro lado, la Relatividad General no logra, a pesar del nombre, satisfacer la demanda de usar

solamente cantidades relativas (J. Barbour y Pfister, 1995).
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Uno de los principales objetivos de Einstein al desarrollar la Relatividad General era implementar
las ideas de Mach de que la dindmica debia usar sélo cantidades relativas y de que el movimiento
inercial, como se expresa en la primera ley de Newton, debia surgir no como el efecto de un espacio
absoluto de fondo sino del efecto dindmico del Universo como un todo. Einstein le llamé a esto el
principio de Mach (J. Barbour, 2011).

La cubeta de Newton

La asociacion de fuerzas con el cambio del movimiento absoluto es la clave del argumento de Newton
a favor del movimiento absoluto y, por extension, del espacio y tiempo absolutos, ya que si los movi-
mientos absolutos no son observables, en algunos casos, las fuerzas si lo son, y cuando hay una fuerza
neta, de acuerdo a la segunda ley, hay un cambio de movimiento absoluto (Maudlin, 2012). Para ilus-
trar esta conexidn, en el escolio de los Principia Mathematica Philosophiae Naturalis, Newton propone el
experimento de una cubeta de agua que cuelga de una cuerda para hacerla girar, de modo que el agua
en el interior forma un remolino céncavo en el que el agua que estd en contacto directo con las paredes
de la cubeta sube de nivel mientras que el agua en el centro del remolino baja de nivel. Newton argu-
menta que el agua que toca las paredes de la cubeta estd en reposo respecto a ellas y son justo ellas

las que le imprimen el movimiento al agua, asi que el movimiento es con respecto al espacio absoluto.

La idea de que los sistemas inerciales se definen con respecto a un espacio absoluto es algo con lo
que Leibniz y su escuela no estaban de acuerdo, y la oposicién continué por siglos. Por ejemplo, en
1883, Mach remarcé (Mach, 1883):

El experimento de Newton de la cubeta rotando con agua simplemente nos informa que
la rotacién del agua con respecto a las paredes de la cubeta produce fuerzas centrifugas
no perceptibles, pero que tales fuerzas son producidas por su movimiento con respecto
a la masa de la Tierra y los otros cuerpos celestes. Nadie puede decir como resultara el
experimento si las paredes de la cubeta incrementaran su grosor y masa indefinidamente.
El experimento yace ante nosotros, y nuestra tarea es ponerlo en acuerdo con los otros

hechos que conocemos y no con las ficciones arbitrarias de nuestra imaginacién.

El principio de Mach se encuentra establecido en la idea de que los sistemas inerciales se definen con
respecto a la masa de la Tierra y los otros cuerpos celestes. Hawking y Ellis lo enuncian como: las leyes lo-
cales que satisfacen los distintos campos fisicos estdn determinadas por la estructura a gran escala del Universo
(Hawking y Ellis, 1973).

La sugerencia de Mach de que el movimiento inercial no estd regido por el espacio y tiempo ab-
solutos de Newton sino por la totalidad de las masas en el Universo fue el estimulo primario en el
descubrimiento de la Relatividad General, y fue Einstein quien le dio el nombre de principio de Mach
a esta idea y busco darle una definicion precisa en el contexto de la Relatividad General, aunque des-

pués rechaz6 esa idea (J. Barbour, 2010) debido a que después de que Einstein introdujo la constante
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cosmoldgica, de Sitter encontré una solucién en vacio a las ecuaciones de campo, cosa que Einstein no
logré mostrar que fuera fisicamente inaceptable o debido a una singularidad (Hoefer, 1995). Einstein
coment6 que las leyes de movimiento debian ser formuladas en términos de distancias relativas y
velocidades relativas pero que el desarrollo de la mecénica clasica habia mostrado que los sistemas

de coordenadas son indispensables (J. B. Barbour, 2001; Einstein, 1918).

El principio de Mach es dificil de aplicar si el Universo tiene una extensién infinita, pero si asumi-
mos un Universo finito (espacialmente cerrado), encontramos que la evolucién geométrica de dicho
Universo en acuerdo con el principio de Mach lleva a la Relatividad General y a que las ecuaciones
de campo de Einstein son una expresion directa de la naturaleza Machiana de la teoria (J. Barbour,
2010). Tanto el espacio-tiempo de Minkowski como la solucién de Schwarzschild violan el principio
de Mach porque ambos cuentan con una estructura métrica/inercial que no resulta de la distribu-
cién de materia al ser soluciones en vacio (Hoefer, 1995). Dado que la Relatividad General no logra
implementar completamente el principio de Mach, se ha trabajado en otras teorias para lograr este

objetivo.

La Dindmica de Formas

La Dindmica de Formas (Shape Dynamics) es un formalismo que pretende implementar el principio
de Mach y separar las leyes fisicas de la influencia de los sistemas de medicién que las ponen a prueba
utilizando solamente cantidades relativas. Esto se logra al invocar las leyes de la fisica que describen
un sistema en particular al espacio de formas (shape space): un espacio matemaético de cantidades
adimensionales que es invariante ante cambios de escala. Uno de los sistemas mds explorados en
la Dinamica de Formas es el sistema de N particulas puntuales interactuando gravitacionalmente a
través de un potencial Newtoniano, en el que las cantidades dimensionales son las posiciones de las
particulas, el tiempo prescrito externamente, las masas constantes de las particulas y la constante gra-

vitacional de Newton (Bonder y Koslowski, s.f.).

La mayoria de los estudios practicos de la Dindmica de Formas requieren de una interaccién New-
toniana de N cuerpos descrita por un potencial homogéneo. En un trabajo no publicado (Bonder
y Koslowski, s.f.) se usa la gravedad de Weber (ver las secciones 3.2 y 3.5 de esta tesis) para mos-
trar que es posible trasladar interacciones no Newtonianas que poseen potenciales inhomogéneos y
constantes de acoplamiento adicionales (la velocidad de la luz en este caso) a un lenguaje relacional.
Con base en ese resultado, en esta tesis se buscé describir en lenguaje relacional a una extensién de
la gravedad Newtoniana inspirada en MOND, donde la constante de acoplamiento adicional es el
pardmetro libre con unidades de aceleracién 4y, y en la gravedad de Weber que estd descrita por un

potencial dependiente de la velocidad relativa (seccion 3.3 y capitulo 4).
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1.3. Relatividad General

La teoria del electromagnetismo de Maxwell es incompatible con las nociones Newtonianas del espa-
cio y el tiempo, a menos que se introduzcan sistemas inerciales preferenciales. Esta incompatibilidad
llevé directamente a la formulacién de la Relatividad Especial, la cual relaciona al espacio y el tiempo

partiendo de dos postulados:
1. Las leyes de la fisica deben ser las mismas para todo sistema inercial.

2. Lavelocidad de la luz en el vacio es la misma para todo observador, sin importar el movimiento

de la fuente o del observador.

La herramienta con la cual se prueba la invariancia de las leyes fisicas al pasar de un sistema inercial
de coordenadas a otro son las transformaciones de Lorentz, las cuales dejan invariante al intervalo

espacio-temporal.

La Relatividad General es una generalizacién de la Relatividad Especial a sistemas no inerciales que
incluye a la gravedad. Las dos ideas clave que motivaron a Einstein a desarrollar esta teoria son (Wald,
1984):

1. El principio de equivalencia. Este principio surge de la observacién de que todos los cuerpos
son influenciados de la misma manera por la gravedad. Esto se ve reflejado en la equivalencia
entre la masa inercial y la masa gravitacional, lo cual esta expresado en la teoria Newtoniana
con el enunciado de que la fuerza gravitacional sobre un cuerpo es proporcional a su masa iner-
cial con la misma constante de proporcionalidad para todos los objetos. También se ve reflejado
en la equivalencia entre un campo gravitacional y un sistema no inercial acelerado. Dado que
el movimiento es independiente de la naturaleza de los cuerpos, las trayectorias de cuerpos
en caida libre definen un conjunto de curvas preferidas en el espacio-tiempo, esto sugiere la
posibilidad de adjudicarle a la estructura del espacio-tiempo algunas propiedades del campo
gravitacional. En Relatividad Especial las trayectorias de cuerpos inerciales son geodésicas de
la métrica del espacio-tiempo, asi que podemos pensar que las trayectorias de cuerpos en caida
libre siempre son geodésicas en las que el campo gravitacional corresponde a una geometria del
espacio-tiempo diferente de la geometria plana de Relatividad Especial, i.e. el campo gravita-

cional corresponde a la curvatura de la geometria del espacio-tiempo (Wald, 1984).

2. El principio de Mach. Mach pensé que toda la materia en el Universo debia contribuir a la defi-
nicién local de no acelerado y no rotante; que en un Universo desprovisto de materia no deberian
tener sentido estos conceptos. Einstein estaba de acuerdo con esta idea por lo que buscé formu-
lar una teoria en la que la estructura del espacio-tiempo esta influenciada por la presencia de
materia (Wald, 1984).

La Relatividad General establece que las propiedades intrinsecas, independientes del observador, del

espacio-tiempo estdn descritas por una métrica del espacio-tiempo, donde la curvatura de la métrica
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del espacio-tiempo da cuenta de los efectos fisicos originalmente adjudicados a un campo gravita-
cional. Més atn, la curvatura del espacio-tiempo esta relacionada al tensor de energia-momento de
la materia en el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein. De esta manera, la estructu-
ra del espacio-tiempo (incluida en la métrica del espacio-tiempo) esta relacionada con el contenido
de materia del espacio-tiempo en concordancia con algunas de las ideas de Mach. Muchas de las
predicciones de la Relatividad General se encuentran en excelente acuerdo con experimentos y obser-

vaciones (Wald, 1984), por lo que es considerada por muchos como la teoria definitiva de la gravedad.

Ademas de los numerosos logros de la Relatividad General en la descripciéon de la gravedad, exis-
ten algunos fendmenos fisicos que no se entienden todavia, dos ejemplos son la materia oscura y la
energia oscura, de las cuales se postula su existencia asumiendo que la Relatividad General es vélida

a escalas galdcticas y cosmoldgicas, respectivamente.

1.4. Curvas de rotacion y materia oscura

En esta seccién presentamos el problema de la materia oscura, cuyo origen se remonta a que en las
curvas de rotacion de las galaxias se observa que la velocidad orbital de las estrellas mds alejadas del
centro galactico es practicamente constante conforme aumenta la distancia. Esto motivé a postular la
existencia de un tipo de materia que da cuenta de la gravedad adicional necesaria para predecir dicho

comportamiento, asumiendo que la Relatividad General es valida en esas regiones.

El perfil de velocidades orbitales de las estrellas dentro de una galaxia estd descrito por la curva
de rotacién de la galaxia. De acuerdo a la teoria de la gravedad Newtoniana, la intensidad del campo
gravitacional § producido por la masa de la galaxia decae como el cuadrado de la distancia. La mag-
nitud de la velocidad orbital estd relacionada con la magnitud del campo gravitacional mediante la

expresion para la aceleracién centripeta

donde F es la magnitud de la fuerza gravitacional, G es la constante de la gravitaciéon universal, M es
la masa que produce el campo gravitacional, y m es la masa de un cuerpo en 6rbita circular alrededor
del centro de fuerza. En una primera aproximacion, asumiendo que la masa ha convergido a un valor

finito en la regién donde se mide v, se tiene que

por lo que la magnitud de la velocidad orbital v deberia disminuir como r~1/2

, sin embargo, las ob-
servaciones astrondmicas indican que la velocidad orbital de las estrellas es casi constante conforme

se encuentran mds lejos del centro de la galaxia. Si la gravedad Newtoniana sigue siendo una buena
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aproximacién de la dindmica de las estrellas a escalas galécticas, esto nos dice que hay méds masa en
las galaxias de la que podemos detectar, esta masa es la que se postula que corresponde a la materia

oscura.

Las curvas de rotacién de las galaxias son la principal herramienta para determinar la distribuciéon
axisimétrica de la masa en las galaxias, la cual se infiere del movimiento orbital de sus estrellas. Para
estudiar el movimiento de las estrellas en una galaxia se considera a las estrellas como masas puntua-

les orbitando bajo la influencia de su auto-gravitacion mutua.

La magnitud de la aceleracién centripeta que experimenta una estrella de masa m a una distancia
r del centro de una galaxia, debido a la masa M(r) contenida dentro de ese radio, es

F  GM(r) ©?

§< r2 r

7

por lo tanto

Tomando en cuenta que la mayoria de las estrellas en una galaxia espiral estdn concentradas en una
region de 2 a 3 radios de escala del disco galactico, podemos considerar una densidad de masa por

unidad de drea ¢ constante en el ntcleo, entonces

M(r) = 4mr*c (disco)

v = VA4nGor ~\/r  (disco).
Fuera del disco podemos considerar constante a la masa M de la galaxia, entonces la velocidad orbital
de una estrella fuera del ntcleo es

v = oM 1 (fuera del disco).

roor
En la Fig. 1.4.1 se muestra la combinacién de las velocidades orbitales dentro y fuera del niicleo en
funcién de la distancia radial 7, y en la Fig. 1.4.2 se muestra la curva de rotacién de una galaxia
obtenida con datos de observaciones astrondmicas, en la cual se observa que la velocidad orbital
de la materia visible es casi constante conforme aumenta la distancia radial, por lo que se asume
la existencia de un halo de materia oscura que compensa la diferencia entre la curva observada y
la curva esperada segun la gravedad Newtoniana que es similar a la de la Fig. 1.4.1. Nétese que la

contribucién del halo de materia oscura es mucho mayor conforme aumenta la distancia.
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1//r

Fig. 1.4.1: Curva de rotacién Newtoniana. Dentro del nticleo galéctico la magnitud de la velocidad orbital
va como /7, mientras que fuera del ntcleo va como 1/+/r. La linea segmentada es una composicion sua-
vizada de las dos curvas que describe la curva de rotacién Newtoniana para las estrellas dentro de una
galaxia.
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Fig. 1.4.2: Curva de rotacién de la galaxia NGC 3198. Los puntos con barras de error corresponden a las
lineas de emisién de 21 cm del hidrégeno (HI), mientras que la curva con etiqueta disk representa la con-
tribucién de materia visible del disco galactico, y la curva con etiqueta halo representa el ajuste con el halo
de materia oscura para compensar la curva observada (van Albada y col., 1985).

La materia oscura es un hipotético tipo de materia que se postulé para resolver el problema de la es-
tabilidad de las galaxias y la tasa de formacién de estructuras a gran escala en el Universo (Baumann,
s.f.) y se piensa que domina el contenido de materia del Universo, pero no se ha podido observar por
ninguno de los métodos de deteccion directa (Sanders, 2010), por eso teorias alternativas a la Relativi-
dad General, que en su mayoria son extensiones de la Relatividad General, se han desarrollado para
tratar de explicar estos fenémenos con la idea de que existe una teoria atin més general que da cuenta
de los fendmenos observados a escalas galacticas y cosmoldgicas sin tener que invocar la presencia
de materia oscura, y que recupera la descripcion de la Relatividad General a escalas méas pequefias,
como el sistema solar.
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Una de las teorias extendidas de gravitacién que ha resultado muy exitosa es MOND, la cual repro-
duce con bastante precisién las curvas de rotacién de algunas galaxias sin invocar materia oscura y
recupera la gravedad Newtoniana, sin embargo, no es una extension de la Relatividad General. Jacob
Bekenstein desarrollé una version relativista de MOND que llamoé TeVeS (porque incluye un campo
tensorial, uno vectorial y uno escalar) pero ya ha sido descartada con ayuda de la deteccién de ondas
gravitacionales (Boran y col., 2018). Las teorias f(R) en las que se generaliza la accién de Einstein-
Hilbert para el campo gravitacional con una funcién arbitraria del escalar de curvatura R son otro
ejemplo de teorias extendidas (Capozziello y De Laurentis, 2015), y la llamada gravedad emergente o
gravedad entrdpica en la que se propone que la gravedad emerge de su descripcién microscépica es

otro ejemplo de teorfa alternativa (Verlinde, 2011).

1.5. MOND

Para explicar el carécter casi constante de las velocidades de rotacién de las estrellas en las regiones
exteriores de una galaxia, Milgrom propuso la teoria de MOND (Modified Newtonian Dynamics), en
la que propuso que la fuerza gravitacional que experimentan estas estrellas ya no es proporcional a la
aceleracion centripeta, como dicta la teorfa Newtoniana, sino que es proporcional a una funcién maés
general de la aceleracién, esto lo implement6 a través de una funcién de interpolacién adimensional

u(a/ap) que es funcion de la aceleracion escalada por una constante de aceleracion ag, obteniendo

F_oM_ (”)a (1.1)

donde F es la magnitud de la fuerza gravitacional, G es la constante de la gravitaciéon universal, M
es la masa de la galaxia, m es la masa de la estrella, 7 es la distancia entre ellas, a es la aceleraciéon

gravitacional, y p(a/ap) es la funciéon de interpolacién definida como

1 para a > ag

a
: (ao> e (-2

para a < ao.
ap

El caso Newtoniano corresponde a a > a9, y el régimen de MOND es aquel en el que las aceleraciones

son muy pequefias a4 < a9 = 1.2 x 1071m/s?, en cuyo caso, sustituyendo (1.2) en (1.1)

> GM
por lo tanto
2
0= % - 07 (1.4)

donde la tltima igualdad se debe a que la aceleracion gravitacional es igual a la aceleracion centripeta

que experimenta una estrella que se encuentra en 6rbita circular alrededor del centro de la galaxia,
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entonces

)1/4

v = (GMao = constante. (1.5)

Esta formulacién tan sencilla resulta ajustarse bastante bien a las curvas de rotacién de muchas ga-
laxias (Sanders, 2010). Pero, aunque MOND da cuenta de las curvas de rotacién sin necesidad de
agregar materia oscura, no resuelve el problema de la dindmica intergalactica. Ademds, una exten-

sion exitosa de la gravedad Newtoniana deberia ser congruente con la Relatividad General.

La consideracion de MOND como una posible solucién al problema de la materia oscura nos lle-
va a cuestionar los requerimientos de una teorfa para extender la gravedad de Einstein y, por ende, a
la gravedad de Newton. Bajo el enfoque de la Dindmica de Formas, el camino a seguir es extraer la
fisica esencial al considerar sistemas independientes de unidades de medida y sistemas de referencia.
Esto se logra empleando coordenadas relacionales donde sélo importan las cantidades relativas entre
los objetos. En MOND, ag es una aceleracién constante para sistemas inerciales Newtonianos, por lo
que se trata de una cantidad absoluta, y es por esto que MOND no se puede expresar en un lenguaje
relacional. En Relatividad General las aceleraciones también son absolutas porque se miden respecto
a geodésicas. Para tratar de suavizar la apariciéon de cantidades absolutas, hemos propuesto en esta
tesis una extension al potencial Newtoniano con una combinacién de cantidades absolutas y relativas
en un término adicional dado por el producto del potencial Newtoniano por un término adimensio-
nal dado por el cociente de la aceleraciéon constante ag entre la velocidad relativa al cuadrado sobre la
distancia relativa. Sin embargo esta teoria no describe érbitas, por lo que no es ttil para describir el

mundo real, pero el ejercicio matemadtico es interesante.
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Capitulo 2

Fuerza Central

En este capitulo estudiaremos un sistema de dos cuerpos en movimiento bajo la influencia de una
fuerza central mutua como una aplicacién de la formulacién Lagrangiana y veremos que este sistema
es equivalente al de un solo cuerpo en movimiento en torno a un centro de fuerza fijo que serd tomado
como el origen del sistema de coordenadas. Posteriormente aplicaremos esta formulacién a los casos
de la particula libre, la gravedad Newtoniana y MOND. En todos estos casos, los potenciales s6lo
dependen de la distancia al origen r. En el capitulo siguiente desarrollaremos el formalismo relacional

con potenciales que dependen ademds de la velocidad relativa 7 de la particula respecto al origen.

2.1. Reduccién al sistema equivalente de un cuerpo

Un sistema monogénico es un sistema mecanico para el cual todas las fuerzas (excepto las fuerzas
de las constricciones) son derivables a partir de un potencial escalar generalizado que puede ser
funcién de las coordenadas, las velocidades, y el tiempo. Cuando el potencial sélo es funcién de
las coordenadas el sistema monogénico también es conservativo (Goldstein, 1980). En la seccién 3.1
veremos que un potencial general que depende de la velocidad relativa también es conservativo.
Consideremos un sistema monogénico de dos masas 7 y my con vectores de posicién 77 y 7, donde
las tinicas fuerzas presentes son las debidas a un potencial de interaccién U que es funcién del vector

formado por la distancia entre las dos masas

F=7 —1 (2.1)
o de la velocidad relativa entre las 2 masas
F=7—r 2.2)

o de cualquier derivada temporal de orden mayor del vector de posicién. El Lagrangiano en funcién
de los vectores de posicién de las dos masas es
> o 1 -, 1 -5 SIRTY
L(7,7) = 5/ + My — u(rrr,...). (2.3)
Este sistema tiene 6 grados de libertad y por lo tanto 6 coordenadas generalizadas independientes,
pero podemos cambiarlas por las 3 componentes del vector formado por la distancia del centro de

masa al origen R mads las 3 componentes del vector 7. Para escribir el Lagrangiano en estas nuevas
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coordenadas tenemos que
mi7y + matp
mr

R =

donde mt = my + my es la masa total del sistema, sustituyendo 7, de (2.1) en (2.4)

=~ mr +mo(¥ =7 . my
g M+ ma(f ):rl——zr,
mr mr
sustituyendo 7; de (2.1) en (2.4)
= m (T +7)+mpty  _,  my,
R 172 +7) + M2 gy My
mr mr
resolviendo (2.5) para 7;
- =1 m -
71 =R+ 2 ,
mr
resolviendo (2.6) para 7,
- =1 m -
) = R - 71 7
mr

derivando (2.7) y (2.8) respecto al tiempo y elevando al cuadrado

(=)'

ny

mr

N 3 my 5
12 =R%*+2—=R -7
mr

+

N = my 3
722 = R2—2m—R-
T

sustituyendo (2.9) y (2.10) en (2.3)

= 1 = 1 - .
L(R,7) = EmTR2 + 5;:72 u(nrr,...)
donde y = % es la masa reducida del sistema.
1 2

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

La dependencia de (2.11) en R la podemos desacoplar en el Lagrangiano del centro de masa que

es equivalente al de una particula libre de masa m

1

f{z
2

Lem(R) =

(2.12)

y la dependencia en 7 la podemos desacoplar en el Lagrangiano relacional que es equivalente al de

una particula de masa y interactuando con un potencial U (7, ... )

P2 u@FEhi..)

i

N| =

Lrel (7) =

(2.13)
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es decir
L(ﬁ,?) = LCM(R) + Lrel (7) . (2.14)

Las 3 coordenadas de R son ciclicas puesto que no aparecen en el Lagrangiano (s6lo aparecen las
coordenadas de ﬁ) por lo que el centro de masa o estd en reposo o se mueve de manera uniforme
a velocidad constante. Ninguna de las ecuaciones de movimiento para 7 contendrd términos que in-
volucren a R o R por lo que el proceso de integraciéon requiere que descartemos a Ly (R) en (2.14),
asi que L(R,7) = Ly (7) que corresponde al Lagrangiano de s6lo una masa y a una distancia 7 de
un centro de fuerza fijo, por lo tanto el movimiento de fuerza central de dos cuerpos alrededor de
su centro de masa siempre se puede reducir a un sistema equivalente de un solo cuerpo (Goldstein,
1980).

En un sistema de N cuerpos con simetria esférica se puede considerar a la masa total de N — 1 parti-
culas como una masa M fija ejerciendo una fuerza gravitacional sobre una particula de masa m, con
M > m, que se encuentra al exterior de dicha distribucién de masa (e.g. una estrella orbitando alre-

dedor de un disco galactico), asi que podemos resolver el sistema equivalente de una particula con

Mm . . SN
—— m sujeta a un potencial central U (7,7,7,...).

masa reducida y =
M+m Ms>m

2.2. Fuerza central con un potencial dependiente de la distancia relativa

Nos restringimos ahora a una fuerza central conservativa donde el potencial sélo es funcién de la
distancia radial r, de modo que la fuerza siempre acttia a lo largo de 7. Por los resultados de la seccién
anterior, basta con considerar un sistema de una sola particula con masa reducida m que se mueve
alrededor de un centro de fuerza fijo que se tomard como el origen de las coordenadas. Como la
energia potencial sélo involucra a la distancia radial, el sistema tiene simetria esférica, por lo que

conviene usar coordenadas esféricas en las que el Lagrangiano es

L=T-V= %m?z —-V(r)= %m (fz + % sen® ¢* + 7292) —V(r). (2.15)

Dada la simetria esférica el momento angular / se conserva:

i d

a_E(?xf)):z7><ﬁ+?xﬁ:z7><mz7+?xmﬁz?><mf?:0. (2.16)

Escogemos el eje polar para la direccién constante de I, con lo que se reducen los grados de libertad
de 3 a 2, esto quiere decir que la particula se mueve en el plano 6 = 0} entonces = 0y senf = 1 con

lo que el Lagrangiano se reduce a

L= %m(i’Z n r2<j)2> — V(). (2.17)
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Las ecuaciones de movimiento se obtienen de

daL AL dy .

0= diog ~ ag ~ di (mr 4;), (2.18)
o daL AL ., dV
=g g, = mP o mrg? 4 = (2.19)

Como el Lagrangiano no contiene a la coordenada ¢ entonces esta coordenada es ciclica y su momento
- . oL ) .
canénico conjugado py = 3%’ que corresponde a la magnitud del momento angular del sistema /, se
dpy

conserva, i.e. —— = 0, que es justo la ecuacién (2.18), de donde se sigue que

dt

mr’p = | = cte. (2.20)

Como m es constante, el momento angular por unidad de masa ¢ también se conserva y su magnitud

{=— =r*p|=cte (2.21)

(2.22)
F(r)——a—v—mi"—m—gz (2.23)
o r3 '
de donde la aceleracién radial esta dada por
F(r) (2
= —+ —. 2.24
P (2.24)
Como se trata de una fuerza conservativa, la energia total
E=T+V= 1m(ﬂ+r24&2) +V(r) = 1;11f2+"1—£24m/(r) (2.25)
2 2 2r? '
se conserva: ; P
E L om Vi, .
== [mr -+ ar} F= [P(r) - P(r)} P =0 (2.26)
donde hemos usado (2.23). Como m es constante, la energia por unidad de masa
E
= — 2.27
e=— 227)
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también se conserva. Definimos el potencial efectivo por unidad de masa

v(r)
2r2

Veff(r) = (228)

donde ¢2 /212 es el potencial centrifugo por unidad de masa. Sustituyendo (2.27) y (2.28) en (2.25)

1
e= Efz + Vg (7) (2.29)

por lo tanto

g z(e - Veff(r)) (2.30)

donde el signo positivo corresponde a un aumento en la distancia radial con respecto al tiempo, i.e.

la particula se aleja del origen, y el signo negativo corresponde a un decremento, i.e. la particula se

acerca al origen. Nétese que la velocidad radial s6lo estd definida para
e > Ve (7). (2.31)

El caso e = V() corresponde a # = 0, lo cual ocurre en los puntos de retorno de cualquier tipo
de ¢rbita: en una 6rbita eliptica esto ocurre en el radio minimo y en el radio maximo, en una 6rbita
circular la velocidad radial es nula pues el radio es fijo, y en una 6rbita abierta no hay radio maximo

pero si minimo.

Integrando # de (2.30) y ¢ de (2.22) con 4 constantes de integracion: e, £, 7o, ¢o podemos determinar

la trayectoria de la particula (Goldstein, 1980).
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2.3. Particula libre

Consideremos el caso mas simple: una particula libre de masa m, es decir, una particula que no estd
sujeta a ninguna fuerza y entonces V(r) = 0 en la ec. (2.28), por lo que el potencial efectivo se reduce
al potencial centrifugo debido al momento angular que lleva la particula con respecto al origen de las

coordenadas, i.e.
52
o2

Notese que si ¢ # 0, el potencial centrifugo tiende a infinito cuando r tiende a cero (cf. Fig. 2.4.1),

Veff(i’) (2.32)

esto implica que las coordenadas que describen el paso de la particula por el origen no estdn bien
definidas. Para determinar la trayectoria de la particula libre podemos expresar al &ngulo ¢ en funcién

de la distancia radial r al integrar

dp do/dt ¢
dr — dr/dt i (2:33)

Sustituyendo (2.22) y (2.30) en (2.33)

dp 0/ (

- =4 :
dr V2e —2/r2 rv2er2 — (2

También podemos integrar dr/d¢, s6lo que no esta definida para ¢ = 0. La ecuacién diferencial (2.34)

(2.34)

s6lo estd definida para

r> \|/i|? (2.35)

e > 0. (2.36)

Integrando (2.34)

—+ 0r - arct ¢ + arct ¢ 2.37
¢(Y)— /r\/m—iliarcan \/ﬁ arctan \/W (2.37)

donde la constante de integracién se encontré ajustando la solucién analitica con la solucién numéri-

ca.

En la Fig. 2.3.1 se muestran algunas trayectorias de una particula libre sin momento angular con
respecto al origen, i.e. ¢ = 0, por lo que la particula se acerca o se aleja en linea recta con respecto al
origen, si se acerca 7 < 0y si se aleja 7 > 0, lo que corresponde al signo de (2.30). Por (2.35) r > 0Oy
por (2.37) ¢(r) = 0 que es una solucién particular de (2.34), i.e. d¢/dr = 0, pero la solucioén general
es ¢(r) = ¢p = cte paratodae > 0y r > 0, por lo tanto la particula se mueve a un dngulo constante
¢o. Una particula que se acerca con 7 < 0 a un dngulo ¢ pasard por r = 0, en donde no esta definida

(2.34), y se alejard con 7 > 0 a un angulo ¢ + 7.
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3mn/2

Fig. 2.3.1: Gréfica polar de las coordenadas (r, ¢) para la trayectoria de una particula sin momento angular
con respecto al origen, i.e. £ = 0, que estd descrita por ¢ = cte. En esta grafica rg = 0.01 y ¢9 = n— con
n =0,1,2,3. Cualquier valor de e > 0 resulta en la misma trayectoria pues ¢ es constante.

w2
—_— 7arctan(+.f%) + arctan(JrI%)
4 ol V2er?—i? V2erg?— 12
H
n 1 —arctan(—.f%) + ardan(—%)
5‘ V2ert — 2 V2er? -2
\ ---- RK4
A
\
A
‘\
‘\
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2 . _—
0 0.7072 10
3n/2 r

(a) Grafica polar. (b) Comparacién de las soluciones numérica y analitica.

Fig. 2.3.2: Coordenadas (7, ¢) de una particula con ¢ = =+1, en unidades de longitud al cuadrado por
unidad de tiempo, y e = 1, en unidades de velocidad al cuadrado. (a) La leyenda indica la mitad de la
trayectoria, mientras que las lineas de guiones son la otra mitad de la trayectoria con el signo contrario de

la velocidad radial. (b) ¢(r) con ¢y = 0 obtenida con la solucién analitica comparada con la obtenida con
un Runge-Kutta de 4to orden (RK4).

Como ¢ se mide en sentido antihorario y ¢ = r%¢ de (2.21), el momento angular es positivo si la
particula se mueve en sentido antihorario con respecto al origen, y negativo si se mueve en sentido
horario. Si ¢ # 0 la distancia minima rmm a la que la particula se acerca al origen estd dada por (2.35)

en funcién de / y e, y nos sirve como coordenada inicial ry para integrar. A diferencia de la particula
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libre sin momento angular que se mantiene a un angulo ¢ constante, aqui la coordenada angular ¢ es
funcién de la coordenada radial r, dada por (2.37), y estan relacionadas de tal forma que la particula
viaja en linea recta acercdndose con 7 < 0 hasta llegar a rmin, donde (2.33) no estd definida, a partir de
donde la particula se aleja con # > 0, por lo que es necesario graficar la trayectoria en dos partes que

s6lo difieren en el signo de 7.

En la Fig. 2.3.2a se muestran algunas trayectorias de una particula libre con 2 = 1y e = 1 (en
las unidades correspondientes) para distintos valores del dngulo inicial ¢y medido respecto al origen
enrg = 0.7072, pues rmm = V2 ~ 0.7071 de acuerdo con (2.35). Sustituyendo rg en la constante de
integracion de (2.37) se obtiene ¢(r). En la Fig. 2.3.2b se muestra la comparacién de obtener ¢(r) ana-
litica y numéricamente. Cuando r — oo entonces |¢(r)| — arctan (1 / \/W) ~ 1.5546 <
1.5708 ~ 7/2. Sustituyendo o = 1/v/2 en la constante de integracién se tiene que |¢(r)| — 7/2

cuando r — oo.
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2.4. Potencial Newtoniano

Consideremos ahora el potencial gravitacional Newtoniano, que es un potencial V (r) para un sistema
de una particula de masa m que se mueve alrededor de un centro de fuerza fijo de masa M, con

M > m, el cual estd dado por
V(r) = — GA;”” (2.38)

donde G es la constante de la gravitacion universal de Newton, que en unidades del sistema in-
ternacional tiene un valor de 6.674 x 107! m3kg~!s~2. Sustituyendo (2.38) en (2.28) obtenemos el

potencial efectivo Newtoniano por unidad de masa

oM

Vegi(r) = ===+ 7. (2.39)

En la Fig. 2.4.1 se muestra la grafica del potencial efectivo (2.39) junto con el potencial Newtoniano
por unidad de masa V(r)/m y el potencial centrifugo por unidad de masa ¢?/2r%. Si al potencial
efectivo lo igualamos a cero encontramos que r = 1/2 £2/GM y que ¢?/GM es una combinacién
de las constantes G, M, ¢ con dimensiones de longitud. Si sustituimos r = 2/GM en el potencial
efectivo obtenemos Vs = —1/2 (GM/¢)?, donde (GM/()? tiene dimensiones de energfa por unidad
de masa, es decir de velocidad al cuadrado. Asi que si expresamos a r en mdltiplos de 2/GM y

dividimos a V(r) entre (GM/£)? obtenemos una gréfica independiente del valor de G, M, ¢.

1
\
\\ §2
\ 2r?
\
* Verlr) = —%+;ﬁ-
.
A
oo
"H.‘L
f2 —————————————
Verslr =
GME efflr) 0
-1/2 1 s
..-‘#
-
|/.
s
d
_l T I/
0 1/2 1 3
aM r
_fl_

Fig. 2.4.1: Gréfica del potencial efectivo Newtoniano por unidad de masa (2.39).
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Como vimos al final de la seccion 2.2, la velocidad radial (2.30) s6lo esta definida para e > Veg(r)
donde e = V(r) corresponde a 7 = 0 que corresponde a los puntos de retorno de las 6rbitas dados
por el maximo o el minimo de r. Para saber cudles son estos puntos en la gravedad Newtoniana,

igualamos e con el potencial efectivo (2.39)

GM (?
multiplicando por r? y acomodando los términos
62
er* + GMr — 5 =0 (2.41)
La solucién de (2.41) para r viene en 3 casos:
1. Sie=0
fZ
i = . 242
rmln =0 2GM ( )
2. S5ie< 0
GM GM\> *  GM 2el?
= 4 - — = 11+ == |. 2.4
" = T e < 2 > 2% 2 oMy (2.43)
3. Sie>0
GM GM\> GM 2el?
o= =G (%) Fa= % (1 G (249

En la primera igualdad de (2.43) y (2.44) los signos de la raiz cuadrada para ryi son contrarios, pero
en la segunda igualdad son los mismos, asi que tanto para e < 0 como e > 0 el médximo y el minimo

estan dados por

GM 2ef?
w=—————|1E4/14+———=]. 24
"mix =~ +Gmy (245)

Dado que Veg(r) — 0enr — oo, sie = 0 entonces Vegs(r) — ey 7 — 0Oenr — o0, es decir rmax — 00,y
sie > 0 entonces e > Veg(r) enr — oo por lo que 7 # 0, es decir r no tiene médximo, esto corresponde a
una particula que se acerca desde infinito con velocidad radial negativa, la cual aumenta en magnitud
hasta un valor méximo en r = 1 ¢2/(GM) a partir del cual disminuye hasta cero en 7y, dado por
(2.44), y de ahi se aleja hacia infinito con velocidad radial positiva, la cual es médxima de nuevo en
r=102/(GM).

Una particula con e < 0, donde e > V(r), sigue una 6rbita eliptica con el centro de fuerza ubi-

cado en uno de los focos. Las distancias maxima y minima al centro de fuerza estdn dadas por (2.45).



2.4. Potencial Newtoniano 21

Sustituyendoe = —1/2 (GM /¢ )2, que es el valor minimo del potencial, en (2.45), obtenemos
EZ
’max = Ymin = W (2.46)

que es el radio de una 6rbita circular. Para comprobar que —1/2 (GM//)? es el minimo del potencial

igualemos a cero la derivada del potencial (2.39)

dVeff(T’) _ GM . 62

o =0 (2.47)

esto ocurre cuando r — o0, que corresponde a un maximo, pero multiplicando (2.47) por 7> tenemos
que GMr — (> = 0, esto es r = (?/GM. De la Fig. 2.4.1 es claro que el minimo del potencial se

encuentra en r = (2/GM pero lo podemos verificar con la segunda derivada
dZfo(1”> 2GM 3@2 (GM)4
e - () e S 49
GM GM

cuando r — oo el término de (2.48) que va como 1/7* se va a cero mas rapido que el que va como
1/7° por lo que el signo de la segunda derivada es negativo antes de llegar a cero, confirmando que el
potencial llega a un maximo local. De paso, multiplicando (2.48) por r* tenemos que —2GMr + 3/? =
0, por lo tanto hay un punto de inflexién en r = 3/2 £/ GM. Sustituyendo (2.46) en (2.39) vemos que
el valor minimo del potencial es —1/2 (GM/ /).

Orbitas Newtonianas

La componente angular (2.22) de la velocidad de la particula es la responsable del movimiento orbital:
si la velocidad angular es nula, entonces el momento angular también es nulo y el potencial efectivo
se reduce al potencial Newtoniano, en cuyo caso toda particula terminard en r = 0, donde la veloci-
dad de la particula sélo tiene la componente radial (2.30), la cual s6lo admite energias e > —GM/r.
Si una particula se encontrara en r = 0, para poder escapar de la fuerza central tendria que partir
con una velocidad radial infinita, ya que en r = 0 el potencial Newtoniano es infinito negativo. Si,
ademds, la particula parte con energia e < 0, sélo llegard a un radio maximo r = —GM /e, a partir del
cual la velocidad (radial) cambia de signo y la particula regresara a r = 0. Pero si la particula parte
con energia e > 0 llegard hasta infinito. Por el contrario, si la componente angular de la velocidad
es distinta de cero el momento angular también es distinto de cero e impide que la particula llegue
ar = 0 puesto que el potencial centrifugo ¢2/2r> — oo cuando r — 0, esto implica que el potencial

efectivo Newtoniano no admite rbitas de inmersion.
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Las graficas de las 6rbitas Newtonianas se pueden obtener expresando a ¥ como funcién de ¢, o a
¢ como funcién de r, mediante
dr_drdt dr/dt i 1

i dtdp dgrdi ¢ 0" 249)

donde sustituimos (2.22). Sustituyendo el potencial efectivo Newtoniano (2.39) en la expresién para
la velocidad radial (2.30)

. GM /2
Sustituyendo (2.50) en (2.49) obtenemos
dr r2 \/ 2GM 2

Integrando numéricamente (2.51) obtenemos r = r(¢), y si integramos su inverso
d 14
@ _,

dr 2
rz\/26+2GM _%
r T

(2.52)

obtenemos ¢ = ¢(r). Las orbitas circulares tienen 7 = 0 por lo que no se puede obtener ¢(r), pero
la integral de cero es una constante, asi que si podemos obtener r(¢) = cte. En algunos casos es més
sencillo utilizar una u otra. Al integrar (2.51) o (2.52) obtenemos arreglos numéricos de las coordena-
das (, ¢) de las 6rbitas, dada e, restringida por (2.31), y dada ¢, que no tiene restriccién. Una particula
que viene de infinito tiene un valor de r que va disminuyendo con velocidad radial negativa hasta
llegar a 7 = 0 donde r alcanza su valor minimo y de ahi se vuelve a alejar, ahora con velocidad radial
positiva, por lo que la trayectoria se completa al cambiar el signo de la raiz cuadrada en (2.51) o (2.52)

y volviendo a integrar.

En la Fig. 2.4.2 se presentan 4 ejemplos de 6rbitas Newtonianas con e en orden decreciente, que es
la dnica cantidad que determina la trayectoria de las particulas. Como vimos en la Fig. 2.4.1, si ex-
presamos a * como un multiplo de /2/GM y a las energias por unidad de masa como multiplos de
(GM)?/¢2,1a forma del potencial efectivo es la misma para todo valor de G, M y /. Las coordenadas
(7, ¢) se obtienen al integrar numéricamente (2.51) o (2.52), s6lo que en el caso de la 6érbita circular,
7 = 0, por lo que sélo se puede usar (2.51), que, ademads, resulta més eficiente para la 6rbita eliptica,
pues con (2.52) no cierra la curva. Las curvas estdn formadas por dos mitades simétricas debido al
cambio de signo en la velocidad radial, estas mitades estdn separadas por ¢y = 0, pero la eleccion de

¢o es arbitraria.

En la Fig. 2.4.2a se presenta un caso particular de e > 0: ¢ = (GM)?//2. La distancia minima al

centro de fuerza estd dada por (2.44), lo cual se aprecia graficamente en la Fig. 2.4.1. La interpretacién



2.4. Potencial Newtoniano 23

de estas curvas es que la particula viene desde un r infinito, que en las graficas se observa desde r¢ =
10 £2/GM, se acerca hasta r y se va a r infinito nuevamente. Sustituyendo e = (GM)?/? en (2.44),
el radio minimo para una particula con esta energfa es rmin = (V3 —1)/2 £2/GM = 0.3660 (*/ GM.
Como esta cantidad tiene més cifras decimales, el radio minimo que podemos utilizar a 4 cifras deci-
males es rg = 0.3661 ¢2/GM, al que le asignamos el dngulo inicial ¢y = 0. Escogiendo un radio final
r¢ = 10 £2/GM, llegamos a un dngulo final ¢; ~ 1.20 x 10?°, el cual varia segin la precisién de las

cifras decimales.

En la Fig. 2.4.2b tenemos el caso e = 0, sustituyendo en (2.42), la distancia minima al centro de fuerza
es rmm = 1/2 ¢2/GM. A pesar de que este ntimero es exacto la integracién numérica requiere un

valor mayor, por eso el radio inicial es ry = 0.5001 ¢*/ GM.

Las particulas con (¢2/(GM)?)e € [—1/2,0] tienen orbitas elipticas. En la Fig. 2.4.2c se presenta un
ejemplo de orbita eliptica con e = —1/4 (GM)? /2. Sustituyendo e en (2.45) se tiene (GM /?) rmm =
2 — /2~ 0.5858 y (GM/ Ez) Tmax = 2+ V2 ~ 3.4142. Integrando (2.52) con una separacién entre pun-
tos de 1 x 107#,1a curva no cierra, mientras que integrando (2.51) con una separacién de 1 x 102, con
ro = 0.5858 y ¢ de 0 a 3.15 radianes para la mitad de arriba, y 7o = 3.4142 y ¢ de 3.15 a 6.29 radianes
para la mitad de abajo, la curva si cierra, pero si integramos hasta un ¢ mayor a 7, se queda en un
circulo de radio r = 3.4142.

El limite inferior e/?/(GM)? = —1/2 corresponde a una 6rbita circular de radio ¢2/(GM), la cual
s6lo se obtiene si se integra (2.51), en donde se tomé6 ¢g = 0y ¢r = 6.28,y (GM/¢?) ry = 1, con lo que

no se requiere partir la curva en dos mitades. Esta 6rbita se presenta en la Fig. 2.4.2d.

Es importante mencionar que las 6rbitas elipticas Newtonianas no precesan, mientras que las 6r-
bitas de los planetas en el sistema solar, en especial la 6rbita de Mercurio, si lo hacen, y el angulo que
mide la precesion del perihelio va como el inverso del semieje mayor, por lo tanto las érbitas mds pe-
quenas tienen una mayor precesién (Hartle, 2003). En la geometria de Schwarzschild de Relatividad
General, las 6rbitas si precesan. En la siguiente seccién estudiaremos una aproximacién al potencial
de Schwarzschild.
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w2
3n/4 w4
n 0
sn/4 4
3ny/2
2 02

Fig. 2.4.2: Trayectorias de una particula sobre la cual se ejerce una fuerza central Newtoniana. (a) Particula
con e = 1 (GM)? /(2. Mientras mayor sea el valor de e, més se acerca la particula al centro de fuerza, pero
nunca llega a r = 0, pues Vg — oo conforme r — 0. (b) Particula con e = 0, que corresponde a una 6érbita
eliptica cuyo rmsy se encuentra en infinito. () Orbita eliptica con e = —0.25 (GM)?/ 2. (d) Orbita circular
con la energia minima permitida e = —0.5 (GM)? /(2.
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2.5. Aproximacién al potencial de Schwarzschild

En Relatividad General, la solucién de Schwarzschild a las ecuaciones de Einstein aporta una co-
rreccion en la aproximacion al potencial efectivo Newtoniano. Se trata de un término adicional que
contrarresta al potencial centrifugo cuando r — 0 permitiendo trayectorias de inmersién para algunas
combinaciones de la energia total y el momento angular de la particula. Este potencial aproximado

también permite la precesion de las 6rbitas (Hartle, 2003).

Analizaremos las trayectorias de particulas de prueba que siguen geodésicas temporales en la geome-
tria de Schwarzschild. Estas particulas de prueba pueden ser los planetas del sistema solar orbitando
alrededor del Sol, ya que en una excelente aproximacion, el sistema solar se puede estudiar como el
espacio-tiempo vacio afuera de una fuente de curvatura esféricamente simétrica. El elemento de linea

en las coordenadas de Schwarzschild es

2GM 2GM\ !

ds? = — (1 - = ) >t + <1 -= ) dr* + 1*(d6* + sen® d¢?), (2.53)
c4r c4r

donde c es la velocidad de la luz. Esta métrica tiene simetria temporal, asociada a la conservacién

de energia, y simetria esférica, asociada a la conservacion de momento angular, por lo que la energia

adimensional por unidad de masa en reposo

2GM dt
=[1- — 2.54
¢ < c2r > dt (2.54)
y el momento angular por unidad de masa en reposo
dg
_ 22
{ =r“sen Gdr (2.55)

son cantidades conservadas. En (2.54) y (2.55), T es el tiempo propio de la particula, mientras que
t es el tiempo coordenado. La conservacion del momento angular implica que las 6rbitas yacen en

un plano, el cual escogemos que sea el plano ecuatorial 6 = /2. Utilizando que la norma de la

4-velocidad es g{xﬁu"‘uﬁ = —1, eventualmente llegamos a la expresién
1/ dr\? &
& = 5 (cdr) + Vege(7), (2.56)
donde hemos definido )
e —1
= 2.57
£=— (257)
y el potencial efectivo adimensional
e,y 1 GM 2 GM/?
Ver( =5 (———+52-—335 ) (2.58)
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Anticipando una correspondencia con la energia total Newtoniana, definimos E como

E e

donde e = E/m es la energia total Newtoniana por unidad de masa. En la aproximacién en la que

E < mc?, es decir, e < 2, tenemos que

2e
E~1+ 2 (2.60)
entonces, de (2.57),
e
&~ 2 (2.61)
por lo que, de (2.56) y (2.58),
1 /dr\?
e~ 5 <dT> + Veff(i’) (2.62)
donde
GM (> GM/?
Vest (1) = T, T2 25 (2.63)

es una extension al potencial efectivo Newtoniano con una correccion relativista proporcional a 1/7°.
El limite Newtoniano de la energia (2.62) se obtiene reemplazando la derivada relativista respecto al
tiempo propio T por una derivada respecto al tiempo coordenado ¢, con lo que se recupera (2.29).
Tomando el limite ¢ — oo en (2.63) se recupera el potencial efectivo Newtoniano (2.39). El minimo

Vimin V €l maximo Viax del potencial se encuentran donde la derivada de (2.63) es igual a cero, esto

2 GM\?
m=—— |1E£4/1-12( — . 2.64
"Ymin = 3GM \/ (Ce> (2.64)

La constante GM /¢ tiene unidades de momento angular por unidad de masa, por lo que ¢ se puede

sucede en

expresar como un miltiplo de GM/¢c, de modo que r queda expresado como un multiplo de GM/c?,
pero como en el potencial efectivo Newtoniano no aparece ¢, expresaremos a ¢ como multiplo de
GM/!y ar como miiltiplo de /?/GM, como en la Fig. 2.4.1. Mientras que el potencial efectivo New-

toniano es el mismo para todo ¢ habrad un potencial (2.63) distinto para cada ¢ expresado en c.

En la Fig. 2.5.1 se grafic6 (2.63) para cuatro valores distintos de ¢ como mdltiplo de GM /¢, donde
se observa que para r > 1 ¢2/GM el potencial efectivo en la aproximacién a Schwarzschild coincide
con el Newtoniano, pero para r < 1 ¢2/GM difieren significativamente debido a que el momento
angular produce una barrera centrifuga infinita en el potencial efectivo Newtoniano, mientras que en
la aproximacién a Schwarzschild la barrera centrifuga producida por 2 > 12 (GM/c)? es finita, por
lo que las particulas con e > Vps no tienen una restriccién para el valor minimo de r. El radio de
Schwarzschild es rg = 2GM/c? y Vegt(rs) = —c%/2.Como ¢ adquiere distintos valores como miltiplo

de GM /¢ habrd un rs distinto para cada ¢ correspondiente a distintos momentos angulares.
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1.5

72
(G—M]‘r Viesr(r) 0

-0.5 A

Newton

c = 4.5 GM/I
c = 4.0 GM/I
c =112 GM/I
c = 3.0 GM/{

-1.5 T
0 r5(4.5)

Fig. 2.5.1: Potenciales efectivos (2.63) para cuatro valores de ¢, expresada como multiplo de GM /¢ pa-
ra comparar con el potencial efectivo Newtoniano de la Fig. 2.4.1, que es el mismo para todo ¢. Si
c > V12 GM/l el potencial de Schwarzschild presenta una barrera centrifuga. En el limite ¢ > 1 GM /¢
se recupera la barrera centrifuga infinita del potencial Newtoniano y rg — 0. Aqui se indica la posicién de

rs que corresponde a ¢ = 4.5 GM/ /.

#=4.5 GM/c
Newton

= 4.0 GM/c
Newton
=12 GM/c
Newton

= 3.0 GM/c
Newton

0.1
2 Verl) 0+
-0.025 4
0.1 T
0 2

40.5

Fig. 2.5.2: Potenciales efectivos (2.63) para los cuatro valores de c de la Fig. 2.5.1 pero expresando a £ como
multiplo de GM/c, lo que resulta en un potencial efectivo Newtoniano distinto para cada ¢ y un mismo
radio de Schwarzschild rs = 2 GM/c? para todo £. Como referencia se indica el minimo del potencial
efectivo Newtoniano para ¢ = 4.5 GM/c, el cual se encuentra en r = 20.25 GM/c?.
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Por ejemplo, sic = 3 GM/{ entonces rs = 2/9 (>/GM.Sic = 4.5 GM/{ entoncesrs = 2/(4.5)2 (>/GM =~
0.0987654321 ¢?/GM, el cual se indica en la Fig 2.5.1. Si ¢ > 1 GM/{ se recupera el potencial New-
toniano con rs — 0. Una particula con e = Vs« tendrd una 6rbita circular inestable de radio rvmax,
mientras que una particula con e = Vi, tendrd una 6rbita circular estable de radio rymin. De (2.64) se
deduce que el potencial tiene minimo y maximo s6lo si /2 > 12 (GM)?/c?, donde la igualdad implica
que "vmin = "vmax, 10 que corresponde a un punto de inflexién en r = 0.5 ?2/GM, que es limite infe-

rior para el radio de una 6rbita circular estable.

En la Fig. 2.5.2 se graficaron los mismos potenciales efectivos que en la Fig. 2.5.1, pero con ¢ expresado
como multiplo de GM/c con lo que se tiene a r en multiplos de GM/c? y a Veg(r) en multiplos de c?,
y por lo tanto el radio de Schwarzschild es el mismo para todo /, sin embargo ahora hay un potencial
efectivo Newtoniano distinto para cada ¢. Notese que la escala de la Fig. 2.5.2 es muy distinta a la de
la2.5.1.

En la Fig. 2.5.3 se grafic6 el potencial efectivo de Schwarzschild para ¢ = 4.5 GM//. Se indican rg, los
radios de las 6rbitas circulares, y rmin Y max para las 6rbitas de una particula cone = —0.2499 (GM /¢ )2
y una particula con e = —0.5 (GM/()?. Las 6rbitas estan graficadas en las Figs. 2.5.5 y 2.5.6, respec-
tivamente. Con estos valores de e y ¢ las 6rbitas practicamente cierran después de 4 y 5 vueltas,
respectivamente. Una particula con e = Vg &~ 1.4092 (GM)?//? se encontrard en una 6rbita cir-
cular inestable de radio r ~ 0.18 £2/GM, en la Fig. 2.5.4 se grafic6 la trayectoria de una particula
con e = 1.4093 (GM)?/(?, ligeramente superior a Vinsy, con lo que la trayectoria es tal que al llegar
ar = 0.18 £2/GM la particula estard cerca de mantenerse en una 6rbita circular pero terminara por
caer hacia r = 0. Con esta misma ¢, la barrera centrifuga infinita del potencial efectivo Newtoniano

no permite que la particula se aproxime a menos de 0.3385 ¢2/GM.

Como se aprecia en las trayectorias de las Figs. 2.5.4, 2.5.5, 2.5.6, la Relatividad General de Einstein,
expresada aqui en una aproximacién a la geometria de Schwarzschild, da cuenta de la precesion de
las 6rbitas planetarias y de las trayectorias de inmersion, las cuales no eran descritas por la grave-
dad Newtoniana. La Relatividad General es por lo tanto una mejor descripcién de la gravedad y es

conceptualmente mucho més rica que la teorfa Newtoniana.
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Fig. 2.5.3: Potencial efectivo (2.63) para ¢ = 4.5 GM /¥, comparado con el potencial efectivo Newtoniano
El radio de Schwarzschild se encuentra en rg = 2/(4.5)% £2/GM con Vg(rs) = —10.125 (GM)?/¢%. Los

radios de las érbitas circulares estan dados por (2.64) y son r = 0.2 2/GM y r = 0.8 £2/GM. Se indican

los valores minimo y méximo de r para una particula con e = —0.2499 (GM)? / ¢? (puntos y guiones) y con
e = —0.5 (GM/{)? (linea punteada), cuyas drbitas se encuentran en las Figs. 2.5.5 y 2.5.6, respectivamente.

e = 1.4093 (GM)¥/12, I = 4.5 GM/c

e = 1.4093 (GM)?}/i?, 1 = 4.5 GM/c

—— Schwarzschild
——- Newton

—— Schwarzschild
——- Newton

3n/2

3n/2
(a) r; = 0.001 £2/GM (b)ri =

rg = 0.0987654321 ¢2/GM
Fig. 2.5.4: Trayectoria de una particula en el potencial efectivo de Schwarzschild con ¢ = 4.5 GM/cye

ligeramente mayor a Vinsx, comparada con la trayectoria Newtoniana con 7, = 0.3385 ?/GM. (a) La
particula llega hasta r = 0.001 £2/GM. (b) La trayectoria sélo estd descrita para r > rs.
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e =-0.2499 (GM)¥/i?, 1 = 4.5 GM/c e =-0.2499 (GM)¥/i?, {1 = 4.5 GM/c
—— Schwarzschild
=== Newton

—— Schwarzschild
=== Newton

3w/2 3w/2

@) Ap = 57/2. (b) A = 257/2.
Fig. 2.5.5: Orbita de una particula con £ = 4.5 GM/cy e = —0.2499 (GM//)? sujeta a (2.63) comparada
con la érbita Newtoniana de una particula con la misma e. La 6rbita en la aproximacién a Schwarzschild

precesa y estos valores de ¢ y e resultan en una 6rbita que cierra después de 4 vueltas, donde cada vuelta
inicia y termina en 7y, = 0.433 ?/GM y recorre un A¢ = 57/2.

e =-0.5(GM)¥f?, { = 4.5 GM/c e =-0.5(GM)¥f?, { = 4.5 GM/c

—— Schwarzschild —— Schwarzschild

=== Newton Newton

(a) 1 vuelta (b) 5 vueltas

Fig. 2.5.6: En el potencial efectivo Newtoniano, una particula con e = —0.5 (GM)?/¢? tiene una 6rbita
circular de radio » = 1 ¢2/GM, mientras que en el potencial efectivo de Schwarzschild con ¢ = 4.5 GM/c,
la particula tiene una 6rbita eliptica con 7y = 0.591 2/GM Y "max = 1.278 2/GM. Aqui cada vuelta
recorre un A¢ = 7.533, por lo que 5 vueltas corresponden a A = 37.663 ~ 127 = 37.7
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2.6. Potencial de MOND

Nuestro cuarto y ultimo ejemplo de un potencial V(r) es el potencial de MOND (cf. seccién 1.5). En
esta teorfa se considera que a partir de un radio critico! r( el potencial Newtoniano deja de ser valido

y debe ser reemplazado por un potencial de la forma

V(r)=- M f ( - > / (2.65)

r Tro

donde r se relaciona con el pardmetro libre con unidades de aceleracién ap mediante (Milgrom, 1983a;
Milgrom, 1983b)

ay = —o-, (2.66)
"o
GM

Milgrom refiere que a9 = (1.2 40.2) x 1071 m/s? (Milgrom, 2015), y en (Milgrom, 1983b) describe
cuatro métodos para determinar el valor de ao. Sustituyendo G = 6.674 x 10711 m3/ (kg -s?) y ap =
1.2 x 10719m/s? en (2.67) se obtiene ry ~ 0.75v/M m - kg~1/2. La masa estelar estimada de la Via
Lactea es (5.43 +0.57) x 10'° M, (McMillan, 2017), asi que sustituyendo la cota superior M = 6 x
101° My = 12 x 10* kg en la expresién anterior se obtiene rp = 2.6 x 10**m = 8.426 kpc. No es
claro todavia de qué tamario es la Via Lactea puesto que depende de los ciimulos globulares que
se considere que forman parte de ella, un articulo de este afio (Watkins y col., 2019) considera dos
opciones para el radio de la Via Lactea, uno es de 21.1 kpc = 6.51 x 102 m (radio del disco), donde
se observa que la velocidad circular es de 206 km/s, y otro de 39.5 kpc = 1.22 x 10?! m (radio del
gas), con velocidad circular de 214 km/s, donde ademds se determiné que el Sol estd a 8.29 kpc =
2.56 x 10® m del centro de la Via Lactea con una velocidad circular de 239 km/s. Por lo tanto, la
distancia del Sol al centro de la Via Lactea es cerca de la mitad del radio de la galaxia, distancia que

resulta ser muy cercana al valor de r(. Escogiendo

1(5)-5es )

V(r) = G]r\fm log <:0> . (2.69)

el potencial (2.65) toma la forma

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por (2.18) y (2.19), de donde se obtienen ¢, dada por (2.22),
y 7, dada por (2.30). Sustituyendo (2.69) en (2.23) obtenemos la magnitud de la fuerza central a lo largo
de7
oV GMm GMag
—— = = —m—-—-:.
or ror r

F(r) = (2.70)

Denotado Iy en la literatura, aqui se le designa r( para resaltar su relacién con ag.
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Como F = ma, entonces a = —/GMay/t, que es la ec. (1.4). Sustituyendo (2.69) en (2.25), la energia

total es

1 ., mf?* GMm r
por lo que la energia total por unidad de masa es
1, ¢  GM r
La energia se conserva, pues
2
de |, € GMI,_[F) _FO)T, (2.73)
dt B ror m m

donde hemos utilizado (2.23) y (2.70).

Sustituyendo (2.69) en (2.28), el potencial efectivo por unidad de masa MONDiano es

GM r 2
Vet (r) = Tlog <Vo> Toa 2.74)

El minimo de (2.74) se encuentra en

02
"Vmin = GMrO/ (275)

GM [ 02 GM
Viin = . log GMro + e (2.76)

Sustituyendo r = rg en (2.74) se tiene

con

52

Veit(r0) = 2 (2.77)
0

que difiere del potencial efectivo Newtoniano en —GM /r. Conforme r — oo el log(r/rg) — oo muy
gradualmente, esto implica que para distancias (infinitamente) grandes sigue habiendo 6rbitas en-
lazadas, y es justo por eso que esta teoria es compatible con las curvas de rotaciéon de las galaxias.
Hay una separacion considerable entre el potencial efectivo de MOND y el potencial efectivo Newto-
niano por lo que la transicién del régimen Newtoniano al régimen de MOND requiere de una funciéon
de interpolacién. Milgrom ya tenfa varias propuestas para esta funcién desde sus articulos origina-
les (Milgrom, 1983b), y una que parece ajustarse a las observaciones astronémicas se encuentra en

(Mendoza y col., 2011) y esta definida como

1+£x"



2.6. Potencial de MOND 33

donde x = ry/r y n es un niimero entero. A esta expresion se llega expandiendo en serie a /4y y usando
la convergencia de la serie geométrica, como se muestra a continuacién. La suma de los primeros n

términos de una serie geométrica con r # 1 es

n—1 n
1—
I — (2.79)
P 1—7r
asi quesi |r| < 1y n — oo entonces
= 1
Yy = — (2.80)
k=0 -7
vGMa a
El régimen de MOND corresponde a x < 1 cona = 70 entonces o= %0 = X, que se puede
0
expandir en la serie
a x
2~ (1 24...)= . 2.81
a0 x(I+x+x"+---) T (2.81)
- . GM a _ 1 2
El régimen Newtoniano corresponde a x > 1 con a = e entonces = o = ¥, quese puede
0

expandir en la serie

L a1 +x 4224 ) =22 ! _ > (2.82)
ao 1—x1 x—1 '
Si aproximamos a/ag con la suma de (2.81) y (2.82) se tiene que
a 1—x?
%:f(x)wxl_x. (2.83)
Enla ec. (1.2) vimos que en el régimen Newtoniano y(a/ag) = 1, entonces f(x) = a/ag = x?, mientras
que en el régimen de MOND u(a/ag) = a/ag = x = f(x), asi que en general
2
x
u(x) = ) (2.84)
dividiendo x? entre (2.83) llegamos a que
1—x

Generalizando para cualquier exponente n y considerando ademads signos positivos se llega a (2.78).
Tomando el signo negativo y n = 3 se obtiene una buena aproximacién para la curva de rotacién de
la Via Lactea (Mendoza y col., 2011), con lo que (2.78) toma la forma

1—x3
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Sir > rg entonces x < 1y x3,x* son despreciables, por lo que u(x) ~ xy v*/r = a ~ GM/ror, y
sustituyendo o de (2.67) se tiene v = (GMap)'/4, que es la ec. (1.5).

4

Sir < rgentonces x > 1y (1—x%) ~ —x3, (1 —x*) ~ —x*, con lo que u(x) ~ 1y se recupera

la gravedad Newtoniana.

De la ec. (1.1) tenemos que la magnitud de la aceleracion gravitacional es

1 GM dV

a(r) = MO = (2.87)
donde hemos usado que F(r) = —ma(r) = —VU(r) = —dU/dr, con U(r)/m = V(r) y donde la
fuerza tiene signo negativo al ser atractiva. Integrando (2.87) respecto a r se obtiene el potencial por
unidad de masa V(). En la Fig. 2.6.1 se graficaron el potencial efectivo Newtoniano por unidad de
masa (2.39), su andlogo MONDiano (2.74), y dos potenciales efectivos por unidad de masa que se
obtienen de sumar el potencial centrifugo ¢?/2r? a la integral de (2.87), sustituyendon = 2y n = 3
en (2.78).

ro = 5 I?/GM
1.0
_1*  GM r
""" Veﬁ'(ﬂ—F+Wlog(ﬁ)
2 _GM
— Veﬁ[ﬂ=F—T
_ 1 1 GM -
Ver(r) F+Im?—dr n=2
2
) —_— Veﬁ{ﬂ=%!-+‘|~m]“?f%idr n=3
]
{G—ereff{ﬂ
0.0
—-0.5
0

Fig. 2.6.1: Transicién del potencial efectivo Newtoniano al MONDiano con ry = 5 ¢2/GM mediante la
funcién de interpolacion p(rg/r). La linea azul punteada es el potencial efectivo por unidad de masa de
MOND, la linea negra sélida el Newtoniano, las dos curvas en medio son una combinacién de ambos
potenciales mediada por la funcién de interpolacién (2.78) tomando el signo negativo. La linea amarilla de
puntos y guiones corresponde a n = 2 y la linea roja de guiones a n = 3. Con n = 2 el potencial resultante
tiene un valor intermedio entre ambos potenciales en la regién de transicién, mientras que con n = 3 el
potencial se ajusta mejor al régimen Newtoniano.
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re=58/GM,n=3,c=4.5GM/|
1.5

2
""" Vel r) = fﬁ"” %IOQ(%)

I
iE Ver( = &2, - GM

I Verrr) = —{+ I_(T (@},‘1+ @':f%_) dr + const.

HE = Vep(n =22 Ay dr
I : en(n) = 37 w7
' f

§2
ey Ve

Fig. 2.6.2: Transicién del potencial efectivo (2.63) con ¢ = 4.5 GM /¢ hacia el potencial efectivo de MOND
con 7y = 5 /2 /GM mediante la funcién de interpolacién (2.86).

En la Fig. 2.6.2 se agrego el potencial efectivo de la aproximacion a Schwarzschild, nétese que este
potencial y el de MOND difieren del Newtoniano en direcciones opuestas, esto se debe a que la co-
rreccién de la Relatividad General a la gravedad Newtoniana tiene lugar en r < 2 2/GM, mientras
que la correccién de MOND tiene lugar en r > 2 ¢2/GM, que es justo donde el potencial de Sch-
warzschild es igual al Newtoniano, por lo que la correccion de MOND también es una correcciéon
para Schwarzschild. Incluyendo la correccién del potencial de Schwarzschild al potencial de Newton
en la integral numérica de la funcién de interpolacién, y sumando una constante, se obtiene un po-
tencial que es igual al potencial de Schwarzschild en el régimen Newtoniano y recupera la transicion

al régimen de MOND que se obtuvo con el potencial Newtoniano (linea amarilla continua).

Para graficar las 6rbitas es necesario contar con una funcién explicita para integrar numéricamen-
te, asi que integrando (2.87) con y(r) dada por (2.86) se obtiene

2

Vest (1) = fz - GM % - 210 log (r* + rro +13) + \/;’0 arctan <Zt/§rzo>} . (2.88)
En la Fig. 2.6.3 se muestra la forma de las 6rbitas con la correccion de MOND al potencial efectivo
Newtoniano. Dado que con 1 = 3 el potencial interpolado es igual al Newtoniano en r < 1 £2/GM
(Fig. 2.6.1), los radios minimos para las 6rbitas elipticas son los mismos que los Newtonianos, mien-
tras que los radios méximos son menores, de modo que las 6rbitas resultantes son mds cortas con la
contribucién del potencial de MOND.
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re=510?/GM, e =-0.1 (GM/{)?

_.-r"'"_-___-_-_"‘--_
—— Newton

=== Newton-MOND

3m/2

ro=5[?/GM, e =-0.25 (GM/I)?

_.--"'_'_-___-_-""--._
—— MNewton

=== Newton-MOMND

3myf2

Fig. 2.6.3: Dos ejemplos de ¢rbitas elipticas con la correccién de MOND al potencial efectivo Newtoniano
(guiones color magenta), comparadas con las érbitas Newtonianas (lineas de color cian).

re=5.0£/GM,n=3,c=4.5GM/!

1.5

§
Gy e

2
Vimerflr) = ;?- + %og(;—u)

2
— Vierflr) Z;T'_ @

—— Integral Numérica Schwarzschild
=== Integral Analitica Schwarzschild

2 2
—-= Vserlr) =2f_r[_ @‘ Gt

cer

Fig. 2.6.4: En esta grafica se incluy6 la interpolacion del potencial efectivo de Schwarzschild para ¢ =
4.5 GM/{ con el de MOND para ry = 5 ¢2/GM integrando analiticamente (2.89) con (2.86) que resulta en
la ec. (2.90) y que se muestra con guiones de color magenta. Esta curva no coincide con la integral numérica

de (2.89) que se muestra con la linea amarilla.

3.41
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En la Fig. 2.6.4 se muestran dos curvas que interpolan el potencial de Schwarzschild con el de MOND,
una se obtuvo con integracién numérica (linea amarilla) y la otra con integracion analitica (guiones
color magenta). La integral numérica se ajusta perfectamente al potencial de Schwarzschild en r <
1/02/GM y al potencial de MOND interpolado en r > 1 2/GM, sin embargo, la curva obtenida con

la integral analitica de

1 (GM  GM?
a(r) = ) ( 2 2,3 ) (2.89)
que resulta en
2 1 2 1 ) o (ro—202/c%) 2r + 19
Vit (r) = i GM —t 533 2 log (r* +rro +15) + TT% arctan < Tare > (2.90)

no se ajusta al potencial de Schwarzschild enr <1 ?2/GM, a pesar de que si se ajusta al potencial de
MOND interpolado en r > 1 ¢2/GM, por lo que no fue posible obtener las 6rbitas correspondientes.
Notese que (2.90) se reduce a (2.88) en el limite ¢ — oo.

Objeto r (m) v(km/s) | ¢ (m?/s) ?/GM Gg—jzwro
Mercurio | 5.79 x 101 47 2.74 x 10" | 5.67 x 1010 | 4.56 x 10°
Tierra 1.5 x 10! 30 4.46 x 10 | 1.53 x 10" | 1.69 x 10°
Neptuno | 4.5 x 10'2 5 2.44 x 10 | 4.50 x 10'% | 5.74 x 107
Sol 2.56 x 1020 239 6.12 x 10%° | 4.67 x 10% 0.543
Radio1 | 6.51 x 10% 206 1.34 x 10% | 2.25 x 10%! 0.115
Radio2 | 1.22 x 102! 214 2.61 x 10% | 8.51 x 10! 0.030

Tabla 2.1: Algunos datos astronémicos.

En la Tabla 2.1 se muestran los datos de algunos objetos astronémicos para obtener su momento an-
gular por unidad de masa ¢ en términos del cual se expresa rg. Los dos tltimos renglones se refieren a
los datos que reportan (Watkins y col., 2019) como posibles limites de la Via Lactea. Para los planetas
del Sistema Solar, M es la masa del Sol M., entonces GM = GM, = 1.327 x 102 m3/s?. Para los
demds, M es la masa estelar de la Via Lactea entonces GM = 8 x 103 m3/s2. El estimado para el rg
de la Tierra debe ser muy malo pues debe haber un porcentaje importante de esa masa a distancias
mayores a la de la Tierra, pero sirve de cota superior pues una masa menor corresponde a un £2/GM
mayor y a un rog expresado como un multiplo menor. Los multiplos de ?/GM para expresar a rp son
muy grandes para los planetas del Sistema Solar por lo que la influencia del potencial de MOND
es despreciable, mientras que los objetos que orbitan en torno al centro de la Via Lactea resultan en

multiplos menores a 1, lo que implica que el efecto del potencial de MOND es muy grande.

En la Fig. 2.6.5 se muestran los potenciales efectivos por unidad de masa con rp = 1 2/GM, que
es mds cercano al 1y de los tres tltimos objetos de la Tabla 2.1. Estos potenciales son muy distintos a

los de la Fig. 2.6.2, en los que la region r < 1 £2/GM esté descrita por los potenciales de Newton y
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Schwarzschild, mientras que aqui esa misma regién ya estd influenciada por el potencial de MOND.
Notese que el radio de la 6rbita circular se ha recorrido de r = 1 2 /GM, en la teoria Newtoniana,

ar = 0.82 /2/GM en el potencial de Schwarzschild y en el potencial interpolado de Newton con
MOND.

re=1£/GM,n=3,c=4.5GM/!

5
_ P . G6M r
----- Ve(n) = 5 + WIt:ug(ﬁ)
_# _6mMm
veﬁ(rj—F_T
_#? 1 (GM GMF)
Verrl(r) F+‘|‘W oz dr+ const.
1__ _#? 1 GM
2yt Vel =2+ Sy
Vest(r
Gm?z e Vgl =22 _GM _GMP?
1.5 : 2t T
of I NN e ——
0.5 1 ——— =
'1 T T
0 0.82 1 3
GM ,
57

Fig. 2.6.5: Potenciales efectivos con rg = 1 ¢2/GM.
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Capitulo 3

Mecanica Relacional

En este capitulo deducimos las ecuaciones de movimiento relacionales para un sistema de N cuer-
pos donde el potencial depende tanto de la posicién relativa como de la velocidad relativa de las
particulas. Cuando un potencial es funcién de las velocidades, ademds de las posiciones, entonces la
fuerza entre ellas es igual y opuesta (ley débil de acciéon y reaccién) pero no necesariamente se ejerce
en direccién de la linea entre las particulas (ley fuerte de accién y reaccion) (Goldstein, 1980). Al final
de esta seccién llegamos a la conclusiéon de que la fuerza entre dos particulas que se deriva de un
potencial general que depende de la posicién y la velocidad relativas si se ejerce en direccion de la
linea que las une. Después presentamos dos ejemplos de potenciales que dependen de la velocidad
relativa: el potencial de Weber, en la seccién 3.2, y un potencial que incluye al parametro libre con uni-
dades de aceleracion de MOND, en la seccién 3.3. Al final del capitulo consideramos el caso general
de una fuerza central con un potencial dependiente de la velocidad en la seccién 3.4 y lo aplicamos a

la gravedad de Weber en la seccién 3.5.

3.1. Sistemas de N cuerpos con un potencial dependiente de la velocidad

relativa

El Lagrangiano L = T — V para un sistema gravitacional de N cuerpos estd dado por

1 N
= E kark - Z ‘/1], (31)

z ,j=1

i#]
donde Vj; es un potencial general ejercido en la particula i debido a la particula j, y donde hemos
tomado la mitad de la suma de V;; para no contar doble, pues el potencial es simétrico, i.e. V;; = Vj;.
A partir del Lagrangiano (3.1) se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange para la componente « de

la particula k
d oL oL

Primero derivemos el término cinético de (3.1), como el vector de posicién en un espacio Euclidiano

es 7 = (xi,x2,x3), entonces

e = (1) + (607 + (1)* = Y (5)% (33)
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-2 -2

. . 0 0
esto es, 7, = 7 (X ), entonces % = 0. Para calcular ar% renombramos el indice & de la suma (3.3)
k k
como f, y entonces
. 2
= Y (%)F=2) %65 = 2%f, (34)
oxy  0xf A1 A1 b
donde
ox 1 si a=
i’/; = o5 = P (3.5)
axk 0 si « # ﬁ
por lo tanto
., 2
d o7
——— = 2%}, 3.6
dt oxx Tk (3.6)

asi que las ecuaciones de movimiento para la componente « de la particula k son

d oV dV
o ] Y
_ - = 7
e ZZ <dt I axg> 0 57)
i#]

donde el potencial depende de la posicién relativa y la velocidad relativa, i.e.

Vij = Vij (rim (X' x30), P (X, X0y %7, %0)), (3.8)
y donde hemos definido 7}, = 7} — 7, entonces

3 1/2
"im = ’?lm| = [Z(X? - x%)zl = Tml- (3-9)
w=1

De (3.8),

SVZ % (aVz] arlm aVl] 8r'lm> (310)

oxy Oy 0X} arlm oxj

l;ém
Y N N
aV;; Vi oV
1 y O _ 1 y 9 im (3.11)
ox} 2, L arlm axk 2 ot arlm axk
1 1

ahm . arlm
oxt  oxt’
una componente de la particula k, digamos la componte a = 1, es decir, respecto a xk, esto es

En (3.11) hemos usado que

respecto a s6lo

(xf — xp)

(=3, (312
TIm

172
M _ 0 |/ p_ By2 1 & b Brelysl
o | B ] - D s -



3.1. Sistemas de N cuerpos con un potencial dependiente de la velocidad relativa 41

esto es andlogo para x% y x;z’, por lo tanto

or xp — xy
a;g _ | lrlm m)(a‘i—a,g"). (3.13)
Ahora,
172 B_ BB _ P
. d d | 8 o 2, (] — xom) (%] — %)
Vim = Erlm - E [ﬁ;(xl — xm) — ‘Bz_:l Fim 7 (314)

si la derivamos respecto a s6lo una componente x¥, digamos ¥}, tenemos

a7;'1111 o (xll - xilﬂ)

I gm
85(,1 = " (‘Sk Oy ), (3.15)
donde ahora
ox} 1 si I=k
DLl = , (3.16)
0%y 0 si 1#k

esto es anédlogo para x% y x,?;, entonces

ai‘lm _ (x;X - x%) (

P oL —om), (3.17)

comparando (3.13) con (3.17), vemos que

ahm . arlm
3%t~ oxt (3.18)
Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.7), tenemos que
; 1Y X [d/oVjor aVi; or aVi; o
mit =52 0 5 (o o)~ (e a + o) o)
ij=11,m=1 Tim OX Tim OXj Tlm OX
i#] LEm
1 . 1 .
Para obtener ——- calculemos primero —- a partir de (3.14), esto es
ox} ox;
O _ (3] = 5) (5 gy 3 (8 = 2 (1 — ) Oy
ox} Tim £ p=1 "o 0x;
3 (5 ﬁ)(ﬁ 13) (0! ) (320)
] X, — X)) (X — X o, — o
= (@ =) = (=) 3 e

p=1 Tim Tim
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andlogo para x7 y x3, entonces

O _ (5= 85) (5 gy 5 (30 =) (8 %) O
oxs Tim ko Tk — . ox¥
(3.21)
3 p _ B p _ P 51 om
|G-t — (o — ) 3 x’")] 00k
p=1 "Im Tim
De (3.13) y (3.14),
dory, _ [Gf—x)  (f—a) | o
dt oxt Pim o Fim | (9 = 0¢')
o 3 o rlm (51 (sm)
= | (%] —x5) — (x] — )r (3.22)
Im TIm
[ 3 (xﬁ_xﬁ)(xﬁ_xﬁ) (5l —&m)
= (& —ap) = (xf —x5) ) mrz " PR
L B=1 Im Im
comparando (3.21) con (3.22), vemos que
af’lm . d arlm
ox¥  dt oxt’ (323)
Sustituyendo (3.13) y (3.23) en (3.19),
N [d oV avij} (xf —x%)
mpiy =~ — oL — o
Kk ZJZ:llle [dt ai’lm ai’lm Yim ( k k )
i#j LFm
(3.24)
_1¢ i [daVz‘j _ aViJ} (f —xp) & [daVij_aVif] (xf —x3)
4 =1\ p=1 At oty i Tkm = dt ory Iy 1k ’
i£] k#m I#k
cambiando m — [, y dado que 1y = 71 y #1 = Tk,
1Y N[davl Vi (xf —x¥)
iy = ! ]] k__1- 3.25
Kk 2 z,]X—:U_X; dt arkl ai’kl Tkl ( )
i#] 1#k
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—

. L o
Notemos que (x§ — x{') es la componente « del vector 7 = (7 —7;) y que r—kl = i1, y como (3.25) se
k

cumple para cada componente &« = 1,2, 3, entonces podemos escribir la ecuacién vectorial

5

My Ty

N N aVZ.. aVi'
1 [d - ]}fk,. (3.26)

a E i,jz—:l ; E af’kl E)rkl
i 7K

Estas son las ecuaciones de movimiento de la particula k sobre la cual las otras N — 1 particulas ejercen
una fuerza que se deriva de un potencial general que depende de la posicion y la velocidad relativas.
Notemos que la fuerza se ejerce en la direccién de la linea que une a la particula k con la particula /,

por lo tanto se cumple la ley fuerte de accién y reaccion.

3.2. Gravedad de Weber

En esta seccién presentamos la version gravitacional del electromagnetismo de Weber que est4 descri-
ta por un potencial relacional que depende de la posicion y la velocidad relativas (Assis, 1995; Assis,
1999). A mediados del siglo XIX, Wilhelm Weber propuso una teoria del electromagnetismo que, ge-
neralizando la fuerza de Coulomb, reproducia los efectos de las fuerzas actuando sobre particulas
cargadas. Este sistema estd descrito por un espacio-tiempo Newtoniano donde hay una nocién de
tiempo y una norma euclidiana. Notablemente, la fuerza de Weber cuenta con un pardmetro libre con
unidades de velocidad, el cual al ajustarse con datos experimentales coincide con la velocidad de la
luz (Bonder y Koslowski, s.f.). La teoria electromagnética de Weber establece que la fuerza ejercida en

una carga g; debida a una carga g; es

A 2 .
= ..y qiq; Tij Tij | Titij
F(rif’rij’rij)__4neor2»(1_ZCZ+ z ) 627)

1]

donde €y es la permitividad del vacio y ¢ es la velocidad de la luz en vacio, o la razén entre las
cargas unitarias electromagnéticas y las electrostdticas (Bunchaft y Carneiro, 1997; Assis, 1999). A

continuacion se enlistan las virtudes de esta fuerza (Assis, 1995; Assis y Clemente, 1992):

1. Sigue la tercera ley de Newton, por lo que se tiene conservacién de momento lineal y angular, a
diferencia de la electrodindmica de Maxwell en la que los campos electromagnéticos deben ser

tomados en cuenta.

2. La direccién de la fuerza de Weber siempre es a lo largo de la linea que conecta a las dos cargas,

lo que lleva a la conservaciéon del momento angular.
3. Puede derivarse de un potencial dependiente de la velocidad relativa y se conserva la energia.

4. En la situacion estética 7 = ¥ = 0 se recupera la ley de Coulomb.
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5. La ley de induccién de Faraday para circuitos cerrados se puede derivar de la ley de Weber.

6. Laley de Ampere para la fuerza entre dos elementos de corriente se puede derivar de la ley de
Weber.

7. Como s6lo depende de r, 7 y #, es completamente relacional por lo que tiene el mismo valor en

todos los sistemas de referencia, incluso los no-inerciales.

En su contra, se ha encontrado que deberia existir un campo eléctrico cerca de una corriente neutral,
estacionaria y continua, y que cargas dentro de un capacitor superan la velocidad de la luz (Assis
y Caluzi, 1991). El principal acierto del electromagnetismo de Maxwell sobre el de Weber es la formu-
lacién de una teoria de campos en lugar de particulas, con lo que es posible describir la interacciéon
electromagnética con una velocidad de propagacion finita, en lugar de la accién instantdnea a distan-

cia de las particulas.

La version gravitacional de la fuerza de Weber se obtiene al reemplazar las cargas por masas, la

constante de Coulomb k, = 1/47ey por la constante de Newton G,

2 y
Fry, #45,Fif) = —G%ﬁj (1 - VZ% + 7”2;“ ) , (3.28)
1
donde v = 2u = 6 da el mejor ajuste para la precesion del perihelio de los planetas (Bunchaft y Car-
neiro, 1997). Esta fuerza también modela el efecto del retraso de la interaccién gravitacional de cuer-
pos materiales (Assis y Caluzi, 1991) y describe la pérdida de energia asociada a radiacion gravitacio-
nal (Bonder y Koslowski, s.f.), sin embargo, no produce lentes gravitacionales (Bonder y Koslowski,
s.f.). Otros valores para y y -y llevan a resultados como la deflexién de la luz pero no conservan la ener-
gla. Las tinicas fuerzas tipo Weber conservativas son aquellas tales que v = 2y (Bunchaft y Carneiro,

1997). Esta fuerza se puede derivar de un potencial Lagrangiano

2
m;m; i
Vij(rij i3j) = —G—— (1 + VZ) : (3.29)
7’1']‘ c
donde y = 3, o de un potencial de interaccion igual a (3.29) pero con p = —3 (Bunchaft y Carneiro,

1997; Assis, 1999). Para demostrarlo podemos sustituir (3.29) en (3.26), para lo cual hay que calcular

aVz‘]' m;m; ari]- 1’12] mim; 7/12] - .
o =G 2 oy 1+ 3C—2 =G > 1+ 3C—2 (0r0; +0,07) (3.30)
1] ij
g aV; o\ OF ,
ij mim;j [ 1ij T'ij _ mim; [ ¥ij o i
ary 0O i (cz) g oC r <C2> (0kd) + 6,0). (3.31)
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donde hemos usado que la posicion y la velocidad son simétricas, i.e. r;; = rj; y #;j = #j;, y por lo tanto

orjj S o+
3, = 01+ 80) = 57 (3.32)
De (3.31),
d Vi Gmimj ¢, i s
dt oy 2 7 (rij - rijrij) (6¢8) 4 6.97). (3.33)
Sustituyendo (3.30) y (3.33) en (3.26),
5 1YY mim, 3, 6. e
e = =5 3. )G ;2 ] <1 - ?271'21' * Czrijrif> (6491 + 607) 7w, (3.34)
ij=11=1 ij
i#j 17k
N
3 mgm 3, 6 . R
Myl = — 2 G kz l <1 - 771%1 + 2”kl”kl> Tkis (3.35)
=1 Th ¢ ¢
I#k
N
5 G 3. 6. .
k=~ Z o l <1 - Cﬁril + CZ”kl”kl) Tk (3.36)
i

Estas son las ecuaciones de movimiento de la particula k sobre la cual las otras N — 1 particulas ejercen
una fuerza de Weber. En el limite ¢ — oo se recupera la versiéon Newtoniana. Como iy se cancela, el
movimiento no depende de la masa de la particula de prueba y, como se vio en (3.26), la fuerza sobre

la particula k esta en direccién de la linea que la une con la particula /.

3.3. Potencial relacional inspirado en MOND

En esta seccion proponemos un potencial relacional similar al de Weber en tanto que también depen-
de de la posicién y la velocidad relativas y también es una extensién al potencial Newtoniano. En este
potencial hemos incluido al pardmetro libre con unidades de aceleracién ag de la teoria de MOND
en un término adimensional y, dado que es un potencial distinto al de MOND, a esta teoria la hemos
llamado MOMOND (Modified MOND). Para no introducir segundas derivadas en el tiempo, consi-
deramos la combinacién ifizj/ rij, 1a cual tiene unidades de aceleracion con las que podemos cancelar
las unidades de ap. En MOND, el régimen a > ag corresponde a la gravedad Newtoniana, es decir
donde ag es despreciable, asi que en nuestro potencial colocamos a a¢ en el numerador para que un

ayp = 0 recupere la gravedad Newtoniana, el potencial que proponemos es entonces de la forma

Vii(rij, #ij) = Vi [1+ f (x)] (3.37)
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donde f es funcién de

1’1‘]'
X = ﬂoi,
72
con f(0) = 0, en particular cuando ap =0, y
m.m4
Vnij(rij) = =G——

1’1’]'

(3.38)

(3.39)

es el potencial Newtoniano entre la particula i y la particula j en un sistema de N cuerpos, con masas

m; y mj, respectivamente, y separadas a una distancia r;;. Para obtener las ecuaciones de movimiento

aVi]' d aVi]‘

relacionales sustituiremos —
8rkl y dt 8rkl

en (3.26), tomando en cuenta que f = f (ri]-, i’i]-), entonces

aVij IV 0
= 1 VNii 4
oy ok ( +f)+ Nij (3.40)
con of df o dx 9
X 0x 9T 1 X sisi o sisi
9f _drox _ g ox i _ 4 X 41
ory  dxdry rjj dry f Tij Oidr +8:01), 341)
af
! A
donde f'(x) = R .
Nij _ AT o s 4
ar G 7’12]‘ (0k0; +6,07). (3.42)
Sustituyendo (3.41) y (3.42) en (3.40),
Vi mim; o Vi | i s
g~ 2 1+f— fa(){zj (810] + 6,51). (3.43)
Ahora,
oVij of df ox Oy 1o il osisi s
entonces
d oV d nTij d (T isi | sisi
drorg ~ 200 | @ Vil D Vil g | 33 ) | 90000
! 1 (3.45)
) N\ tii 7 tii C
= —2aq | (V' + Vi) 3+ Vgf’ (r - r:jrz])] (661 + 8l61),
ij ij
como p .
. - - m,m] o 1’1']'
VN,'/- = aVNl] = GTTYZ']' = — "7, (346)

ij
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49y _ o I S S [
a B?kl o _ZHOVNijf _% + f/r?] 712] 3%7/1] <5k51 + 5k(sl)
72 2 (3.47)
mim Tij "ij isl | sisi
= —G—"tao | =2f' % + 6" ¥y | (6,0] +8,51),
ri]' rl] rl]
donde
,_df _dfidx _ d (1 e
=2 _ 2 _ = 7 ) 2 ol
= = aa S w\ e ) =\ 2R (3.48)
] ij
por lo tanto
d aVZJ mimj "2 1’?] 7’2 ;fzj ; J
i 97 = -G z f"ay 471]r1] rz] + flag rij (815 + 6,51). (3.49)

Sustituyendo (3.43) y (3.49) en (3.26),

] (5k6] 1o 151 P,

. 1 N N M r3 r2 1,2
mk’k:—§ZZG ;2][f//”%<4r7’1] 2r + f'ag r +14+f— fao

z,l];l %7:& ij ij ij ij 1]
(3.50)
por lo tanto la ecuaciéon de movimiento de la particula k es
- al 7%1 . Th w2 (T i
rk——ZG T+ f+ flao | 6570 — - | +f'ag (47— 25 | | Pu- (3.51)
= T P Tk Tk Tk
I#k
Veamos el caso mds simple: f(x) = x entonces f' =1, f”/ = 0y (3.37) toma la forma
Vij(rij, i) = Vnij (1 +a0— ) (3.52)
l]
y de (3.51)
N 2
Fe=—) G5 |1+6a0 Fu| fu. (3.53)
=1 ”kl Tk
1£k

Siap = 0 se recupera la ecuaciéon de movimiento Newtoniana. De nuevo, la trayectoria no depende

de la masa de la particula de prueba y la fuerza se ejerce a lo largo de la linea que une a las particulas.
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2
Veamos otro ejemplo: si f(x) = x + % entonces f'(x) =1+x, f’(x) =1y (3.37) toma la forma

2
Vij(rij, 1ij) = Vnij (1 + ao‘—;] + 211%_;]) (3.54)
"ij "ij
y de (3.51)
N 2 3 2
Gmy L 5r .

i = E — |1+ 6a0 Ly + ao <10'glrkl — 2};)] k- (3.55)

7:&,1( Tk 7 ki Tkl

La ecuacion (3.55) es una extension de (3.53) que a su vez es una extension de la gravedad Newtonia-
na. De nuevo, la trayectoria no depende de la masa de la particula de prueba y la fuerza se ejerce a lo

largo de la linea que une a las particulas, y si a9 = 0 se recupera la ecuacién Newtoniana.

3.4. Fuerza central con un potencial dependiente de la velocidad relativa

Al final de la seccién 2.1 vimos que si un sistema de N cuerpos tiene simetria esférica se puede estu-
diar a una particula de prueba gravitando en torno a una fuerza central debida a la masa de las N — 1
particulas restantes, asi que reduciremos el sistema de N cuerpos con un potencial dependiente de la
posicién y la velocidad relativas del capitulo anterior al sistema de una fuerza central. En el capitulo
siguiente estudiaremos el potencial de MOMOND propuesto en la seccién anterior, para ello desa-
rrollaremos primero el formalismo Lagrangiano de una particula sujeta a una fuerza central donde el

potencial es funcién de la posicién y la velocidad relativas.

Consideremos una particula de masa m sujeta a una fuerza central que proviene de un potencial
V(r,7) que s6lo depende de la coordenada radial r y su derivada temporal, i.e. la velocidad radial 7,
entonces tenemos simetria esférica y el momento angular se conserva (cf. secc. 2.2). Como el potencial
depende de la velocidad relativa podemos cuestionar si la fuerza se ejerce a lo largo de 7 (Goldstein,
1980), pero el resultado de la secciéon 3.1, es decir la ecuacién (3.26), nos dice que esto si se cumple.

Dada la simetria esférica (cf. secc. 2.2), el Lagrangiano que describe a esta particula es

L= %m(ﬂ + r24'>2) —V(r,7) (3.56)

cuya tnica diferencia con (2.17) es que el potencial ahora depende de 7. Las ecuaciones de movimiento

son entonces

daL oL dy .

= a9 59~ @) 457
doL oL d oV . 1%

=d@tor o " Tarer Mo 359
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De (3.57),

_oL_
=5 =

que es la misma ecuacién que (2.18), donde / es la magnitud del momento angular. Dado que la masa

mr’p = 1| = cte, (3.59)

Pe

m es constante y el momento angular / se conserva, entonces el momento angular por unidad de masa

también se conserva y su magnitud

(=— =1 (3.60)

es constante, de donde

(3.61)
Sustituyendo (3.61) en (3.58) obtenemos la magnitud de la fuerza central
doV dV . 0?
F—aﬁ—g—mr—mr—y (3.62)

De (3.26), sabemos que la direccién de esta fuerza es a lo largo de 7. La componente radial del vector

de aceleracién esta dada por

2

?‘f’:ﬁ(rcosqb,rsen(p)~(Cosqb,sengb)
d . . d,. .
= cos (pa(r cos ¢ — rpsen ) + sen qbﬁ(r sen¢ + r¢ cos §)
= #cos® ¢ — P send cos P — ipsend cos P — rdsen P cos ¢ — r* cos? ¢ (3.63)
+ 7sen? ¢ + 7P sen ¢ cos ¢ + 7P sen ¢ cos ¢ + r¢ sen ¢ cos ¢ — r? sen’ P
, 2
:?—r¢2:f—r—3,

y la componente angular estd dada por

2

7op= ﬁ(rcoscp,rsenq)) - (—sen¢,cos¢)

d . , d ,
= —senqba(rcosq) —rpsen¢) +cos¢a(rsen¢ + r¢pcos )

. o " (3.64)
= —isen¢cos ¢ + ipsen” ¢ + P sen” ¢ + r¢ sen” ¢ + r¢° sen ¢ cos ¢
+ 7sen ¢ cos ¢ + ip cos® ¢ + 7 cos® ¢ -+ rd cos® g — rd? sen ¢ cos ¢
=2ip+r,
donde dp d (eN\dr 20, 2
, r o 297
(P_dt_dr<r2>dt__r3r_ Pt (3.65)
entonces

rd = —2ig, (3.66)
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por lo tanto
7-¢=0, (3.67)

esto es, la aceleracion es solamente radial. Definimos el potencial por unidad de masa

U(r, ) = ) (3.68)

entonces, de (3.62), la ecuacion de movimiento es

, dou odUu 2
La funcién de energia h esta dada por (Goldstein, 1980)
oL, OJL .
. (3.70)
= mi* — a—vf+mr2 o it mrg? + V(r,7)
B or 7 2 T
esto es
mi?  mf? NS
]’l = T + ? + V(T, 7") — g?’. (371)

La funcién de energia difiere de la energia total E = T + V por el término —# dV /9 que es el respon-

sable de que E no sea una cantidad conservada pero / si:

dh ( me? 9V  9V¥ doV oV
= mr — - - .

& r3+ar+aff_dtaf_ar'r'>r:<F_F)r:O’ 672

donde hemos utilizado (3.62). Definimos la funcién de energia total por unidad de masa

h
o=, (3.73)
de (3.71),
22 o,
e=-+ 272 +U(r,7) — = (3.74)

Como m es constante, e también se conserva:

de (.  [ou auU¥ dou oU?|)\, (F F\,
dt_<r_r3+[ar+aff_dtar‘_ar‘r'])r_(m_m>r_0' (375
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Definimos el potencial efectivo por unidad de masa

. . ou, 2
Vege (1, 7) = U(r,7) — =t 5 (3.76)
entonces, de (3.74),
2
e = % + V(1. ), (3.77)
por lo tanto
P =%1/2[e — Veg(r, 7)) (3.78)

Al igual que en la seccién 2.2, integrando # de (3.78) y ¢ de (3.61) con 4 constantes de integracion:

e, £, 1o, ¢o, podemos determinar la trayectoria de la particula.

3.5. Fuerza central de Weber

En la seccion 3.2 vimos que el potencial dependiente de la velocidad de la gravedad de Weber esta
dado por la ecuacion (3.29), consideremos ahora el sistema de una particula de masa m gravitando en

torno a una fuerza central debida a una masa M, donde el potencial de Weber es

GMm 2
) = — 1+3— 3.79
V(r,7) . < + 3c2> (3.79)
y denotamos al potencial de Weber por unidad de masa como
o V(r,#) GM i
u(r,v) = P (1 + 3c2> , (3.80)

sustituyendo (3.80) en (3.62) obtenemos

F doUu oJU GM ..
m_ma?—ar_—rz(l—3cz+6cz>—r—r3 (3.81)

que es andloga a la magnitud de (3.36). Resolviendo (3.81) para 7 se obtiene la ecuacién de movimiento

w2 2
_oM (1 = 3r2> £

c r
- . (3.82)
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Sustituyendo (3.80) en el potencial efectivo por unidad de masa (3.76) obtenemos

GM 2 0
Vet (r,7) = - <1 _3r) +

c2

2r2’

(3.83)

donde el término que aporta — (90U /97)7 resulta en un cambio de signo del término con # respecto a

U(r,7), dado por (3.80).

Por ltimo, 7 se obtiene al sustituir (3.83) en (3.78)

1+6GM/c?r

2[e — Vn(r)]

(3.84)

donde VN (7) es el potencial efectivo Newtoniano (2.39). Como v/1 +6GM/c?r > 1 entonces |7| <
\/2[e — Vn(r)], 1a velocidad radial Newtoniana (2.50). Dado que el potencial de Weber depende de

7, el cual no estd definido para VN(r) > e, el potencial efectivo de Weber (3.83) sélo esta definido

para Wy(r) < e, como se observa en la Fig. 3.5.1. Cuando Vx(r) = e entonces 7 = 0y por lo tanto

Veff<1’,f’ = 0) = VN(T’) = €.

0
2
{G!Tﬁ_ Vere(r) -0.25 4
0.5 4

—— MNewton
e =-0.25 (GM)3/I3,
= e =-0.25 (GM)*/f=,
= e =-0.25 (GM)¥/tz,
- e =-0.25 (GM)¥/Iz,
e =-0.50 (GM)3/£=,

c=0.1GM}
c=1.0GM}#
c=2.5GMH
¢ = 10.0 GM/E
¢ =1.0GM}{

GM ,
N

T
3.4142

Fig. 3.5.1: Potencial efectivo de Weber (3.83) para e = —0.25 (GM)? /£? con cuatro valores de ¢ en términos
de GM/{,yparae = —0.5 (GM)?/¢?, donde cualquier valor de ¢ da s6lo el punto del minimo del potencial

efectivo Newtoniano (2.39).



3.5. Fuerza central de Weber 53

Como el potencial depende de la velocidad relativa, la cantidad que se conserva no es la energia total

sino la funcién de energia (3.71), y la funcién de energia por unidad de masa se obtiene de sustituir

(3.80) en (3.74)
#  * GM 72
con 62 5
de . GM 7 riN|. F F|.

Orbitas Weberianas

Las Orbitas se obtienen integrando numéricamente 7/¢ o su inverso, donde ¢ esta dado por (3.61) y 7
por (3.84). En la Fig. 3.5.2 se muestran cuatro ejemplos de trayectorias determinadas por el potencial
de Weber comparadas con las trayectorias Newtonianas. Para ¢ < 1 GM// las trayectorias difieren
drasticamente de las Newtonianas, excepto para e = —0.5 (GM)?/¢? donde el potencial efectivo de
Weber sélo estéd definido en r = 1 £2/GM. En el limite ¢ — oo se recupera la gravedad Newtoniana.
Cone = —0.25 (GM)?/#?y ¢ = 10 GM /¢ (Figs. 3.5.1 y 3.5.2¢), la diferencia con respecto al potencial
Newtoniano es pequefia pero evidente y, notablemente, da lugar a la precesién de las 6rbitas, asi que
para energias similares, que corresponden a 6rbitas elipticas, y mientras mayor sea la proporcién de

c respecto a 10 GM//, las 6rbitas se aproximardn cada vez mds a las Newtonianas.
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e =-0.25 (GM)?/f?, c = 0.1 GM/{

" —— Newton Seel
=== Weber

41

3ny/2

(@) La particula cae en un espiral desde r =
3.4142 ¢2/GM hasta r = 0.5858 £/ GM y después vuel-
ve a salir hasta r = 3.4142 2 /GM, y asi sucesivamente.

e =-0.25 (GM)?/¢? , c = 10 GM/Z

—— Newton
=== Weber

4142

3n/2

(c) Para un valor méas adecuado de ¢, se tiene la precesion

de la 6rbita eliptica.

e =-0.25(GM)?/{2,c=1GM/t

—— Newton
=== Weber

3my/2

(b) La particula precesa y cuando llega a rpyy presen-
ta una trayectoria casi circular y después se abre hasta

"méx-

e =-0.5(GM)¥/i?, c = 1 GM/f

—— Newton
=== Weber

3n/2

(d) Para cualquier valor de ¢ se recupera la 6rbita cir-
cular Newtoniana, pues el potencial efectivo de Weber
s6lo existe en ¥ = 1 £2/GM, donde coincide con el po-

tencial efectivo Newtoniano.

Fig. 3.5.2: Trayectorias Weberianas.
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Comparando con datos astronémicos del sistema solar, el pardmetro de masa solar es

GM = 1.327 x 102 m3/s? (Selected Astronomical Constants 2018) y ¢ = 299,792,458 m/s, por lo que
GM; /c = 4.4268 x 10" m?/s. El momento angular por unidad de masa de Mercurio orbitando el Sol
es { =rv = (579 x 10'"°m) (47,362m/s) = 2.74 x 10" m? /s, por lo tanto ¢ = 6,195.7 GM /c. Enla
altima columna de la Tabla 3.1 se enlistan los valores de ¢ en términos de GM /¢ para distintos objetos

astronomicos.
Objeto r (m) v(km/s) | £(m?/s) ?/GM cl/GM
Mercurio | 5.79 x 10! 47 2.74 x 101 | 567 x 1019 |  6,195.7
Tierra 1.5 x 10! 30 446 x 10 | 1.53 x 10'1 | 10,063.8
Neptuno | 4.5 x 10'2 5 2.44 x 10'® | 450 x 102 | 55,209.3
Sol 2.56 x 1020 239 6.12 x 10 | 4.67 x 10% | 1.38 x 104
Radio1 | 6.51 x 10% 206 1.34 x 10% | 2.25 x 10%! | 3.03 x 10™
Radio2 | 1.22 x 10% 214 2.61 x 10% | 8.51 x 10! | 5.90 x 10™

Tabla 3.1: Mismos datos astronémicos que en la Tabla 2.1, salvo la tltima columna donde ahora aparece el
parametro c//GM. Para los tltimos tres renglones GM = 8 x 103 m3/s2.

La distancia promedio de Mercurio al Sol es de 5.8 x 10'° m, que en términos de 2/ GM, = 5.67 x 10! m
es aproximadamente 1.02, mientras que su perihelio es 0.81 y su afelio 1.23. En la Fig. 3.5.3 se grafic
una aproximacion a la érbita de Mercurio con estos datos, donde no se obtuvieron los valores del

perihelio y el afelio sino valores cercanos, y donde no se observa precesiéon dado que c > 1 GM//.

e =-0.48 (GM)?/£? , c = 6195 GM/I

— Newton

=== Weber

3n/2

Fig. 3.5.3: Aproximacién de la érbita de Mercurio segtin el potencial Newtoniano y el Weberiano.
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MOMOND

En la seccién 3.3 introdujimos el potencial dependiente de la velocidad relativa que hemos propuesto
y cuya teoria hemos llamado MOMOND (Modified MOND), puesto que insertamos el parametro
libre con unidades de aceleraciéon ap de MOND en una extensién a la gravedad Newtoniana. En el
potencial (3.37) que describe a esta teoria, hemos cancelado las unidades de ay con el cuadrado de la
velocidad relativa sobre la distancia relativa entre dos particulas. La idea de hacer esto es suavizar

mediante cantidades relativas el hecho de que a¢ es una cantidad absoluta.

4.1. Fuerza central en MOMOND

En la seccién 3.4 vimos que el sistema de N cuerpos con un potencial que depende de la distancia
relativa y la velocidad relativa se puede reducir al sistema equivalente de una particula bajo la in-
fluencia de una fuerza central. En este capitulo nos concentraremos en el caso f(x) = x en (3.37) que

nos da el potencial (3.52), y que en el sistema de una fuerza central toma la forma

.~ GMm ry _ GMm  GMmag
V(i) === (14a05) = - R 4.1)
entonces la magnitud de la fuerza (3.62), en este sistema, es
_doV 9V d [(2GMmay GMm P GMm
— Eﬁ - W — ﬁ ( 1}3 ) 1’2 — 6C;]\47'n€l()rf4 71,2 7 (4:2)
esto es
- GMm 12 ) 22
F(r,#,7) = == <1 —1—65101’1%) = mP —m—3. (4.3)

Notemos que F(r,7,#)/m es equivalente a la magnitud de la aceleracion (3.53). Resolviendo para 7,

tenemos que
GM | (?
2 A
14+ 6G-]4VM0
7

F= (4.4)

tomando el limite a9 — 0 se recupera (2.24) con F(r)/m = —GM/r%. En analogia con MOND, don-
de el régimen MONDiano estd caracterizado por aceleraciones centripetas menores a ag en 6rbitas
circulares, podemos considerar aqui que la magnitud de la aceleracién centripeta en el régimen MO-
MONDiano es
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v? 7
~ — 6GMao-; (4.5)

donde v es la magnitud de la velocidad tangencial, por lo tanto

v6GMagi
e fort (4.6)
la cual diverge porque # = 0 en una 6rbita circular, ademas de que no satisface la relacién de Tully-
Fisher que dice que la masa bariénica es proporcional a la velocidad orbital a una potencia de alre-

dedor de 4, cf. (Torres-Flores y col., 2011). Para que se cumpla la relacién de Tully-Fisher podemos

proponer
V(r,7)  GM r 7 ~ GM
. . 1+%log\/m = v GMag log (GMag)1/3 4.7)
donde sustituimos ryg = v/ GM/ag, entonces
—ia—v—a—v— GMaom?_GMm_m?_mEj (4.8)
dtor  or 2 2 r3 '
y
oM _ ¢~
p=— 11 (4.9)
GMLI()
1— >
7
De (4.8), la magnitud de la aceleracién centripeta en el régimen MOMONDiano es
02 GM!Z() .
P L (4.10)
por lo tanto
v = (GMaO)”“/? (4.11)

2

la cual es constante sélo si 7~ = #r, en cuyo caso se cumple la relacién de Tully-Fisher, pero en general

el potencial (4.7) tampoco cumple la relacién Tully-Fisher, por lo que continuaremos el ejercicio ma-

temaético con el potencial (4.1) por simplicidad.

Un teorema de conservacion establece que la funcién de energia (Goldstein, 1980)

JL . JL .

mi?  mr?¢?

oV .
= mi* — =i + mr*$* — —— +V(r,7)
or 2 2 (4.12)
miz  2GMmay m724)2 GMm  GMmag
= - - —
2 2 2 r 2

mi2 ml*  GMm r
=t T <1+3”072)
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se conserva. Dado que la condicién para que la funcién de energia sea igual a la energia total del
sistema es que el potencial no dependa de la velocidad, en este caso i # E = T + V, donde la energia
total E no se conserva:

dE . ml?  GMm \1. #
il e + 2 <1 + Zaorﬂﬂ 7= —4GMma0f/—3 # 0. (4.13)

Tomando el limite a9 = 0 en (4.1) se recupera el potencial Newtoniano (2.38), y tomando este limite
en (4.12) se obtiene la energia total (2.25). Si denotamos a la funcién de energia por unidad de masa

como e = h/m, entonces

2 /2 GM r
e_5+ﬁ—7(1+3a072). (4.14)

Verifiquemos que la funcién de energia se conserva:

dh . ml> GMm 2\ . .
i [mr—r?)—krz(1+6a0rf4>]r—(1-"—1-")r—0, (4.15)

donde hemos utilizado (4.2). Como m es constante, e también se conserva:

de 2  GM r? F F
T, [1’ 3 +7}’2 < +61101’i/4>} 7 [m m] F=0 (4.16)
Si denotamos por Vx(r) al potencial efectivo Newtoniano por unidad de masa (2.39) entonces (4.14)

toma la forma

2 3GMag
e= > + Un(r) — 2 4.17)
multiplicando por 27* obtenemos
o 2(e - VN(r))fz — 6GMag = 0, (4.18)
por lo tanto
2
2 =e— Wn(r) + (e - VN(r)) +6GMay, (4.19)

donde hemos descartado el signo negativo de la raiz cuadrada que implica #* < 0, pues 6GMag > 0.
Tomando el limite a9 = 0 en (4.19), si e > Viy(r) se recupera la velocidad radial Newtoniana (2.30), y

sie < VN(r), entonces 7 = 0, mientras que la velocidad radial Newtoniana se indetermina en ese caso.

En la Fig. 4.1.1a se grafic6 la velocidad radial en funcién de la distancia radial para cuatro valores
distintos de a9 como multiplo de (GM)3/¢#, que es la combinacién de esas constantes que tiene uni-
dades de aceleraciéon. Como Vi(r) < 0 parar > 0.5 ?2/GM, sie =0, la velocidad radial Newtoniana
no esta definida para r < 0.5 £2/GM. Sustituyendo a9 = 0 en (4.19), # = 0, por lo que la velocidad ra-
dial MOMONDiana si estd definida para r < 0.5 0?/GM. Si ag # 0, las curvas son incluso continuas,
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contrario a a9 = 0 donde la transicién es abrupta. Le asignamos distintos valores a ayp para comparar
con el caso ag = 0, pero en realidad lo que cambia es ¢ en términos de [(GM)3/ao]'/#, pues ag, G y M

son constantes.

e =0 (GM)?/¢? e =0 (GM)3/¢?
175 5
6l
A
40 1
I
il —— Newton
(6-0.25)% ] Fill a0 = 0.0 (GM)*/1*
! dr 11 P dr Il —-= a0 =1.0 (GM)*/*
GM dt GMY de” I
204 14l
I
Il
— ao= 1.0 (GM)*/i* ! i\
(6-0.005)14 + a0 = 0.25 (GM)*/i* ! i\
—— ao = 0.005 (GM)*f* l ‘\“
— a0 = 0.0 (GM)¥1* N,
——- Newton 01 e e e e ——
0 T -0.5 T T
0 0.5 1 5 o 0.5 1 4
GM r GM r
" 7
(a) Velocidad radial. (b) Aceleracion radial.
Fig. 4.1.1: Velocidad y aceleracion radiales de una particula con e = 0.
e = -0.25 (GM)?/¢? e =-0.25 (GM)?/§?
1.75 5
1.57 4 —— Newton
ao = 1.0e-6 (GM)*/{*
y == ao = 1.0 (GM)¥/f*
it
it
| |
¢ dr 1.05 P | \
GM dt —— a0 = 1.0 (GM)/i* (GM) dt” ! i
a0 = 0.2 (GM)*/¢* 2.06 il
0.71 —— a0 = 0.001 (GM)>/i* | il
—— a0 = 0.0 (GM)¥/#* ! il
—--- Newton 1034/ ‘
1 AN
0.28 .: I\‘,‘
0 A way——
0 T T T -0.5 T T T
0 058581 3.4142 55 0 05858 1 34142 4
[ G,
0 7
(a) Velocidad radial. (b) Aceleracién radial.
Fig. 4.1.2: Velocidad y aceleracién radiales de una particula en una érbita eliptica con e = —0.25 (GM)? /(2.

Enla Fig. 4.1.1b se grafic6 la aceleracién radial MOMONDiana (4.4) en comparacion con la Newtonia-

na (2.24). En el limite ay = 0 de (4.19), si VN(r) > e, entonces 7 = 0, sustituyendo en (4.4) tenemos una

indeterminacién, por lo que la aceleracién radial no estd determinada para r < rmn, dado por (2.42) o

(2.45), por eso la curva cone = 0y ag = 0 sélo llega hasta r = 0.5 2 /GM, esto no ocurre para ag # 0.

En el caso del potencial Newtoniano (2.39), los valores minimo y maximo de r se encuentran en 7 = 0
cuando VN (r) = e, sustituyendo esto en (4.19) se obtiene 2 = /6GMay, es decir, la velocidad radial
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MOMONDiana no se anula en esos puntos si ap # 0, pero tiene el mismo valor para rmin que para
"max, COMO se observa en la Fig. 4.1.2a. Donde si se anula esenr = 0, con Vx(r) — co. Enr — cono se
anula, pues Vi (r) — 0y 2 — e + /2 + 6GMag. Regresando a Vi (r) = e, tenemos que i* = 6GMay,
sustituyendo esto en (4.4) se obtiene la mitad del valor de la aceleracién radial Newtoniana en 7min y

en r'msx, COMO se observa en las Figs. 4.1.1b y 4.1.2b.

4.2. Potencial efectivo

Definimos el potencial efectivo

3GM€10

VM(T’, f’) = VN(T’) — 2 (420)
entonces (4.17) es simplemente
1:.2
e= 5 + Vul(r, 7). (4.21)
Sustituyendo 7 de (4.19) en (4.20),
3GMa
Vam(r) = W(r) — 0 , (4.22)

e — VN(T) + \/(6 — VN(T’))Z ol 6GM&10

y sustituyendo (2.39) en (4.22) obtenemos la expresion explicita del potencial efectivo por unidad de

masa

GM 2 3GMa

Va(ritye) = =25+ 5 — p — (4.23)
N [y e

2r2 22

Notemos las siguientes caracteristicas de este potencial efectivo:
1. Para cada valor de e habra un potencial efectivo distinto.
2. El minimo del potencial se encuentra en r = 1 £2/GM, al igual que el minimo Newtoniano.

3. Siap = 0 en (4.20) se recupera el potencial Newtoniano (2.39) para 7 > 0, esto se cumple para
W(r) < een (4.19), perosi VN(r) > e,y ap = 0, entonces # = 0 y (4.20) no estd determinada, lo

cual es congruente con que Viy(r) > e no es vélido en (2.30). Ver la Fig. 4.2.3.

4. En los puntos en los que e = Vx(r), sustituyendo en (4.22), V\(r) = e — /(3/2)GMay y, susti-
tuyendo en (4.19), # — +(6GMag)'/*.
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5. Sir — oo entonces W (r) — 0, sustituyendo en (4.22) Vi (r) —

doen (4.19) 7 — j:\/e + €2+ 6GMay.

6. Siag — 0y VN(r) — een (4.19) entonces 7 — 0y, de (4.21), Vm(r) — e.

—3GM€[0

e+ +/e? +6GMayg

y sustituyen-

7. Siag y e son finitos y r — 0, entonces Vn(r) = coy # — —Vn(r) + 1/ (— VN(r))2 = Oen (4.19),

por lo tanto, de (4.21), Vm(r) — e.

8. Si W(r) > +/6GMag + e entonces V() ~ e.

9. Sie > /6GMay + Vn(r) entonces V() ~ V(7).

Para probar el punto 2 debemos encontrar el minimo del potencial efectivo (4.23). Su derivada es

dVM(Y) _ dVN(T)

dr

\

3GMa() 1+

e — Wn(r)

\/(e — VN(T’))Z + 6GMQO

|

) (e - Wi(r) + \/(e - VN(r))2 +6GMa0>2

7/

(4.24)

En (2.46) - (2.48) verificamos que dVy(r) / dr =0enr =1/¢*/GM y que corresponde al minimo del

potencial efectivo Newtoniano. Ahora, de (4.24),

entonces

en Mathematica verificamos que

dVM(T’) - dVN<1’)
dr dr '

dVM(T)
dr

e =0

GM

dZVM(7’>

dr? >0,

62
GM

EZ

por lo tanto, el minimo de de Vjs(r) también se encuentraenr = —.

GM

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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Para probar el punto 8 tenemos que si (e — VN(r))2 > (GM)*/1* > 6GMay entonces

1/2
6GM
\/(e — VN(r))2 4+ 6GMag = {e — VN(r)‘ 1+ aoz]
(e —Vn(r))
~le—W(r)| |1+ _ 3GMay 2] (4.28)
(e —Vn(r))
3GM610
—le—W i st
O
por lo tanto
3GMa
Va(r) =~ Wn(r) — 0 (4.29)
e—Wn(r)+ |e— W(r)| + _3CMao_
’6 — VN(T’)‘
Si ademds Vi (r) > e entonces |e — V()| = Vi (r) — ¢, sustituyendo en (4.29),
VM(}’) ~ VN(}’) — VN(V) +e=e, (430)

por lo tanto Vi (r) ~ e si Vx(r) > /6GMay + e.

Pero si V\(r) < e entonces |e — Vn(r)| = e — Wn(r) > (GM)?/£* > \/6GMag > 6GMay > 3GMay,
dado que el cuadrado de un ntimero menor a 1 (aqui en términos de (GM)?/¢?) es menor que dicho

numero. Sustituyendo en (4.29),

3GM€!0

~ VN(T'),
2(e—Wn(r)) + e?)_GVAia(Or)

VM(T’) o VN(T’) — (4.31)

por lo tanto Vy(r) =~ Vn(r) sie > /6GMag + Vn(r), que es el punto 9.

En el punto 7 vimos que # — 0 cuando r — 0 por lo que, de (4.20), el potencial no estd bien defi-
nido en r = 0. Con ap > 0 el potencial es menor a e para toda r > 0 por lo que rmax — © Y 'min = 0,

esto implica que no hay érbitas sino sélo trayectorias que van desde infinito hasta » = 0.

En la Fig. 4.2.1 se graficé el potencial efectivo (4.23) con e = 1 (GM)?/¢? para dos valores dis-
tintos de /. Sirg = 1 ¢2/GM (guiones rojos), cuando r — oo entonces V(1) — —3GMa0/(e +
Ve +6GMay ) ~ —0.82 (GM)?/¢2, por lo que el maximo del potencial es mucho menor que el méxi-
mo del potencial efectivo Newtoniano (linea sélida negra) que se encuentra en cero. Sirg = 10 £2/GM
(puntos y guiones azules) el potencial se aproxima al Newtoniano en la region en la que W (r) < e,
pero cuando Vi (r) = e entonces Vi (r) = e — 1/(3/2)GMay (punto 4), y cuando Vx(r) > e entonces
Vm(r) — e (punto 8), y en r — 0 da saltos porque no estd bien definido. Nétese que no ocurre nada
especial en vy = 10 2/GM y que cuando r — oo entonces V(1) — —3GMuo/(e + v/ e2 +6GMag ) ~
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—0.015 (GM)?/ (2.

En la Fig. 4.2.2 se grafico el potencial efectivo (4.23) para e > 0 con e = —0.25 (GM)?/{? para tres
valores distintos de ¢. Para /> = 1/5 GMry que se expresa en términos de ro = 5 ¢?/GM (guiones
verdes) el potencial se separa notablemente del potencial Newtoniano. Para ry = 50 £2/GM (puntos
amarillos) el potencial se aproxima notablemente al Newtoniano pero se separa en las dos regiones
en las que Vx(r) — e. Y para rg = 500 ¢*/GM (puntos y guiones azules) el potencial es practicamente

igual al Newtoniano mientras Vi (r) < e, pero para Viy(r) > e el potencial adquiere el valor constante
de e pues V\i(r) — e cuando ap — 0y Vn(7) — e como se indica en el punto 6.

En la Fig. 4.2.3 se grafico el potencial efectivo (4.23) con e = —0.25 (GM)?/£? y ay = 0. Sustituyendo
WN(7) > ey ap = 0en (4.19) obtenemos # = 0 por lo que, de (4.20), el potencial queda indeterminado,
asi que s6lo estd determinado para Viy(r) < e, por lo tanto cuando ay = 0 entonces V\i(r) = Wn(r) < e
por lo que no hay restriccién para r, sin embargo las 6rbitas se obtienen integrando hasta un € > 0

antes de llegar a 7 = 0, por lo que en este caso si se recuperan las 6rbitas Newtonianas.

En la Fig. 4.2.4 se graficé el potencial efectivo (4.23) conag = 107% (GM)3/¢* ye = —0.5 (GM/{)?* que
corresponde al minimo del potencial Newtoniano y por lo tanto a una érbita circular. El potencial es
igual a e excepto en 7 — 0y en una vecindad de r = 1 ¢2/GM donde difiere del potencial Newtoniano

en 0.001 (GM)?/? y presenta un pequefio pozo, el cuél sélo se puede apreciar con un acercamiento.

e = 1.0 (GM)2/£2

1.2
1.0 -h'\
|
12 GM
— v = _=_
1 Eﬁ{ j F F
' ——- ro=10.0 £2/GM , a0 = 0.01 (GM)>/
| —-= ro=1.0 3/GM , a0 = 1.0 (GM)*/{*
f2 |
7 Verr) i
-0.015 0 5 '|
|
|
-0.51 4}
|
0824 !
lr ............................
-1.19 S
] 1 10
GM
7

Fig. 4.2.1: Potencial efectivo (4.23) con e = 1 (GM)?/¢? para ry = 10 ¢*/GM (guiones rojos) donde
Vm(r) ~ —0.015 (GM/¢)? cuando r — oo, y para rp = 1 £2/GM (puntos y guiones azules) donde
Vm(r) ~ —0.82 (GM/{)? cuando r — 0. La linea negra sélida es el potencial efectivo Newtoniano (2.39).
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e = -0.25 (GM)?/¢?
0
_ 12 _GM
— Verlr) = F_ -
—-- ro=500.0 [3/GM , ao=4.0e-6 (GM)*/£*
ro=50.0 {2/GM , ao=0.0004 (GM})>/{*
——- r1o=5.0 f*/GM , a0o=0.04 (GM)3/{*
V25~ e
1 \‘1
Versl(r
W efr(r) 'l.L
\
|
-0.4 1 \
‘0.5 T T S
\ "
\ -
\ -
\ -
\ -
\ -
* -
-0.65 I
0 1 5
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Fig. 4.2.2: Potencial efectivo (4.23) con e = —0.25 (GM

)2/ ¢? para tres valores distintos de ¢ expresados en
ro. Con g = 5 £2/GM, cuando r — oo entonces Vy;(r) =

—0.4 (GM/{)? exactamente.

00 e = -0.25 (GM)?/£? , ac=0.0 (GM)3/#* , ro=Inf I?/GM

2
{C;T)f Verr(r) -0.25

— Verlr) =

——- Verln =1L

5
GM .
na

Fig. 4.2.3: Potencial efectivo (4.23) con e = —0.25 (GM)?/{? y ay = 0, en guiones rojos, comparado con el
potencial efectivo Newtoniano (2.39), linea negra sélida.
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e = -0.5 (GM)#/i? , ao=1.0e-6 (GM)3/{* , ro=1000.0 £2/GM

-0.49
!2
erﬁ{r‘l 0.5 g——-——————————————— -.\ ,,_. ————————————————————
-0.501
_1? _GM
= Vgﬁ{f'ﬁ - F_ T
2 3GMa
—=- Verlr) = é!?'_g_—'rz—u
-0.51 T
0.0 1.0 2.0
GM
7

Fig. 4.2.4: Potencial efectivo (4.23), guiones rojos, con la energia correspondiente a una 6rbita circular
Newtoniana, comparado con el potencial efectivo Newtoniano (2.39), linea negra sélida. Nétese que el
rango del potencial en la gréfica es —0.5 = 0.01 para poder apreciar que el potencial presenta un pozo en
r = 1/2/GM. La trayectoria correspondiente a este potencial se grafic en la Fig. 4.3.3b.

En la seccién 2.6 vimos que las velocidades orbitales en la Via Lactea corresponden a 2 > GMry
ie 79 < 1¢2/GM, por lo que el potencial efectivo (4.20) es mucho menor al Newtoniano y como
ya sabemos que no se obtiene una relacién tipo Tully-Fisher para la velocidad orbital entonces este

potencial no reproduce la dindmica de las galaxias.

4.3. Trayectorias

Para obtener la forma de las 6rbitas en MOMOND podemos expresar a ¢ como funcién de r mediante

dr — dr/dt 7’

dg _dg/dt ¢ (4.32)

Sustituyendo ¢ de (3.61) y 7 de (4.19) en (4.32),

~1/2

2 Y 2
dﬁ:iﬁ e+G—M—€— + e+G—M—£— + 6GMag . (4.33)
dr 72 T T 7

Integrando numéricamente (4.33) obtenemos la forma de las trayectorias determinadas por el poten-

cial efectivo MOMONDiano (4.23). Inversamente, podemos expresar a ¥ como funcién de ¢ mediante
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dr _dr/dt _ 7 (4.34)
dp do/dt ¢
donde ahora integramos numéricamente al inverso de (4.33),
) ) 5 1/2
dr r GM ¢ GM (2
%—ﬂ:? <e+1’_21’2)+\/<e+}’_21’2> +6GMEI() . (435)

En las Figs. 4.3.1 - 4.3.3 se presenta la comparacién de las trayectorias en MOMOND con respecto
a las trayectorias Newtonianas, y en las cuales se observa que con ay = 0 se recuperan las 6rbitas
Newtonianas, pero con a9 # 0 se tiene que # — 0 s6lo cuando r — 0, como se observa en la Fig.
4.1.1a, esto quiere decir que no hay puntos de retorno y por lo tanto no hay 6rbitas sino que todas las

trayectorias empiezan en infinito y se acercan a r = 0.

e = 0 (GM)¥£2, ao = 0 (GM)3/4* e = 0 (GM)¥/£2, ao = 0.0001 (GM)3/e*

— Newton — Newton

-=- MOMOND —-=- MOMOND

3n/2 3n/2

(@)ap =0 (b)ag = 10~* (GM)3/¢*

Fig. 4.3.1: Trayectorias de una particula con e = 0.

En la Fig. 4.3.1 se grafic6 la trayectoria determinada por el potencial efectivo (4.23) en comparaciéon
con la trayectoria determinada por el potencial efectivo Newtoniano (2.39), con el que la trayectoria
es parabélica y rmm = 0.5 ¢2/GM. (a) Sustituyendo ag = 0 en el potencial efectivo (4.23) se recupera el
potencial Newtoniano y por lo tanto la trayectoria es la misma. (b) Con 2y # 0, cuando r — 0 entonces
Wm(r) — e (punto 7) y aunque las trayectorias de (2.39) y (4.23) son iguales para r > 0.5 2/GM, el
potencial (4.23) no cuenta con la barrera centrifuga del potencial efectivo Newtoniano por lo que la

particula atraviesa r = 0.5 £/ GM y cae en una espiral muy cerrada.
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e =-0.25 (GM)¥/2, ao = 1.0e-6 (GM)3/¢* e =-0.25 (GM)?/f2, ac = 1.0e-6 (GM)3/¢*

_-~=—— Newton .

MOMOND

o5}

404 ," ; i

-
E XA

(a) Integrando desde r = 0.5858 2/GM (b) Integrando desde r = 0.5 2/GM

Fig. 4.3.2: Trayectorias con e = —0.25 (GM/{)? y ag = 107° (GM)3/ ¢*.

e =-0.5 (GM)?/?, a0 = 1.0e-10 (GM)3/* e =-0.5 (GM)?/I?, a0 = 1.0e-6 (GM)3/1*

— Newton

-=- MOMOND

3n/2

(a) Una vuelta alrededor de r = 1 ¢2/GM (b) Varias vueltas alrededor de ¥ = 1 £2/GM

Fig. 4.3.3: Trayectorias alrededor de r = 1 /2/GM.

En la Fig. 4.3.2 tenemos: (a) La trayectoria se obtuvo integrando desde el radio menor de la elipse
Newtoniana r = 0.5858 ¢?/GM en un rango de 50.27 radianes que equivale a 8 veces 27t. La particula

cae en espiral desde infinito hasta llegar a trazar la mitad de la elipse Newtoniana que se obtiene con
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esa misma e. La trayectoria contintia en (b) que se obtiene integrando desde r = 0.5 /2/GM hasta
r = 5.0004 /2 /GM en un rango de 69.03 radianes que equivale a casi 11 veces 271. La espiral se defor-
ma en la mitad de la elipse Newtoniana para después continuar cayendo en una espiral mucho mas

cerrada.

En la Fig. 4.3.3 tenemos: (a) A pesar de que ag es tan pequefio como 10710 (GM)3/ ¢4, 1a trayecto-
ria de la particula sigue siendo una espiral que se hace circular en r = 1 £2/GM y luego sigue siendo
espiral, aunque aqui s6lo se aprecia la parte circular que no cierra en ¢ = 27r. La trayectoria s6lo serd
Newtoniana si ap = 0. (b) Trayectoria extendida con un valor no tan pequefio de ap donde se observa
que la trayectoria se aproxima a la 6rbita circular Newtoniana para r alrededor de ¢2/GM y luego
contintia cayendo al centro de fuerza en una trayectoria cada vez mds cerrada, por lo que fue necesa-
rio empezar la integracién a un radio no demasiado pequefio (r = 0.63 £2/GM) para reducir tiempo
de computo. En la Fig. 4.2.4 se presenta el potencial efectivo correspondiente, donde se observa un
pequefio pozo en r = 1 ¢2/GM que resulta en una perturbacion de la homogeneidad de la trayectoria

espiral.
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Conclusiones

Esta tesis surgi6 de cuestionar el empleo de una aceleracién independiente del sistema de referencia
en la teorfa de MOND. Como experimento, la propuesta fue combinar esta aceleracién absoluta con
cantidades relativas en una extensién al potencial Newtoniano en un intento de encaminarnos hacia
una teoria relacional. Sin embargo, el resultado fue una teorfa que no produce 6rbitas. En la teoria
Newtoniana las 6rbitas son resultado de que la velocidad radial se anula en las posiciones en las que
e = Vn, restringiendo a la particula a moverse dentro de un rango de la coordenada radial. En la
teoria que propusimos, y que llamamos MOMOND, la velocidad radial no se anula cuando e = ¥y
sino que, de la ecuacién (4.19), # = +(6GMap)'/* # 0, el tnico caso en que # — 0 es cuando r — 0,
por lo que las trayectorias no estan acotadas en r y por lo tanto no hay 6rbitas.

Recapitulando podemos encontrar las razones por las cuales MOMOND no funcioné. El potencial
que se propuso en esta tesis fue construido en analogia al potencial de Weber, donde se tiene un

potencial de la forma
V(r,#) = W(r)[1+ f(#)] (5.1)

donde f(#) es un término adimensional, mientras que la implementacion del potencial de MOND
se logra mediante una funcién de interpolacién que determina cémo es la transicién del potencial
de Newton hacia el de MOND. En el régimen de MOND, donde a < ay, esta funcién es y = a/ay.
Trasladando esta idea al potencial (4.1) se obtiene que la funcién de interpolacién en el régimen de
MOMOND es u = #/6aypir?, que no es tan amigable como la de MOND. A lo largo del desarrollo
de esta tesis no se tom6 en cuenta relacién de Tully-Fisher, v « M!/4, por lo que el potencial de MO-
MOND estaba destinado al fracaso, sin embargo, el potencial (4.7) fue construido con la intencién de
cumplir esta relacion pero la velocidad orbital (4.11) sigue dependiendo de r, 7 y # donde # se encuen-
tra en el denominador lo que imposibilita tener una velocidad orbital bien definida para una 6rbita

circular con 7.

Un resultado interesante es que un sistema de N particulas con un potencial general dependiente de
la velocidad relativa cumple con la ley fuerte de accién y reaccién, es decir, la fuerza entre cada una

de las particulas se ejerce en direccién de la linea recta que las une, como se demostro en la seccién 3.1.

El empleo de cantidades relativas en combinacién con cantidades absolutas no arrojé buenos resulta-

dos con el potencial propuesto, pero ésta no es la razén de su fallo pues otras teorias han resultado
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utiles empleando esta combinacién, por ejemplo la gravedad de Weber, cuyo potencial contiene una
combinacién adimensional de la velocidad relativa y la velocidad de la luz, o el potencial en el régi-

men de MOND (2.69) donde el argumento del logaritmo es r /.

Nociones como la simultaneidad, la accién a distancia, y el espacio y tiempo absolutos fueron su-
ficientes para construir una teorfa que describe en una buena aproximacion la gravedad en el sistema
solar. La tarea no era empresa facil, asi que era de esperarse que la primera teoria que lograra dicha
hazafia fuera una versién simplificada de una posterior teoria mds sofisticada. Una revision de estas
nociones y la propuesta y desarrollo de conceptos més elaborados llevé a una mejora sustancial de
la descripcion de la gravedad en la Relatividad General, sin embargo, se siguen teniendo sistemas
de referencia preferenciales, que son las geodésicas, por lo que no se tiene una fisica realmente in-
dependiente del sistema de referencia. La Relatividad General tampoco implementa completamente
el principio de Mach puesto que se tienen diferentes soluciones en vacio que determinan diferentes

geometrias del espacio-tiempo a pesar de contar con un mismo contenido de materia nulo.

Newton plante6 que el movimiento ocurre con respecto al espacio absoluto y que el tiempo es el
mismo para todos, sin embargo, de acuerdo al enfoque relacional, el movimiento de un objeto sélo se
da en relacién a otro objeto. A pesar de que Einstein comulgaba con las ideas de Mach, se vio en la
necesidad de establecer otro escenario de fondo con respecto al cual se pudiera definir el movimien-
to, esta vez se trata de un espacio-tiempo dindmico, cuya desviacién de un espacio-tiempo plano, es

decir su curvatura, es la responsable de la atraccion gravitacional.

La Relatividad General, sin implementar completamente el principio de Mach ni ser relacional, es
una teoria con predicciones considerablemente més precisas que las de la teoria Newtoniana, pero
aun hay muchos fenémenos en espera de ser descritos adecuadamente. Una teoria que implemente
completamente el principio de Mach y que sea relacional podria ser més precisa y conceptualmente

mas sélida que la Relatividad General.
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