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from Lord of the Rings: The Return of the King
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Abstract

In this doctoral thesis we study the modifications of the electromagnetic radiation at an
effective level that arise when time-dependent external sources are exposed to a magnetoelec-
tric medium [I, 2] with planar symmetry such as antiferromagnets[3], topological insulators
[4, 15, 6] and Weyl semimemetals [7]. To model the electromagnetic response of these materials
we use 6-Electrodynamics which is a topological extension of Maxwell Electrodynamics and
whose action consists of Maxwell action plus the Pontryagin electromagnetic invariant coupled
to a scalar field 6. This extension has the same form as Wilczek Axion Electrodynamics [8] but
the difference is that for 6-Electrodynamics the scalar field 6 is piecewise and has no dynamics

9.

For this aim we take as basis the articles [10} 11}, [12] that use 6-Electrodynamics to study the
electromagnetic response of magnetoelectric media close to static external sources. We follow
closely the article [I3], which offers a first treatment of external sources with temporal de-
pendence. The latter articles study the response of this kind of materials through the Green’s
function method, which is the base of this doctoral thesis. We show how to construct the Green’s
function in detail in order to obtain the electromagnetic field and subsequently we perform a
radiation analysis for the following two configurations: (i) An external source embedded in two
magnetoelectric media with planar symmetry with the same electric permittivity constant e,
both with magnetic permeability 4 = 1 and different effective parameters ¢, and 6, separated
by an interface ¥ located at z = 0 and (ii) the same previous configuration but now the two
magnetoelectric media have different electric permittivity constants €; and es.

For the configuration (i) we establish the far-field approximation of the Green’s function
and apply these results to the case of a charged particle moving from one medium to the
other at a high constant velocity perpendicular to the interface. From the resulting angular
distribution of the radiated energy per unit frequency we provide theoretical evidence for the
emergence of reversed Vavilov-Cerenkov radiation in naturally existing magnetoelectric me-
dia. In the case where one of the magnetolectrics is a 3D topological insulator, T1BiSe; for
example, located in front of a regular insulator, we estimate that an average forward Vavilov-
Cerenkov radiation with frequency ~ 2.5 eV (~ 500 nm) will produce a highly suppressed
reversed Vavilov-Cerenkov radiation which can be characterized by an effective frequency in
the range of ~ (4 x 1072 — 0.5) meV. However, this value compares favorably with recent
measurements in left-handed metamaterials yielding reversed Vavilov-Cerenkov radiation with
frequencies of the order of (1.2 —3.9) x 1072 meV.



Capitulo 1

Objetivo

El objetivo de esta tesis doctoral es estudiar las modificaciones a la radiacién electromagnéti-
ca a nivel efectivo que surgen cuando se exponen fuentes externas dependientes del tiempo frente
a un medio magnetoeléctrico [I, 2] con simetria plana que pueden ser: antiferromagnetos [3],
aislantes topolégicos (TIs por su acrénimo en inglés) 4, 5, 6] y semimetales de Weyl [7]. Para
modelar la respuesta electromagnética de estos materiales se usard la #-Electrodindmica (6-ED)
que es una extension topoldgica de la Electrodinamica de Maxwell, cuya accién consiste en la
accion de Maxwell mas el invariante de Pontryagin electromagnético acoplado a un campo esca-
lar 0. Esta extension tiene la misma forma que la Electrodindmica axiénica de Wilczek [§], con
la diferencia de que el campo escalar 6 de la §-ED es constante por pedazos y no es dindmico [9].

Para conseguir nuestro objetivo se tomaran como base los articulos [10] 1T [12] que utilizan
la #-ED para estudiar la respuesta electromagnética de los magnetoeléctricos (MEs) ante fuen-
tes externas estdticas y en mayor medida el articulo [I3], el cual ofrece un primer andlisis de
cémo abordar el tratamiento de las fuentes externas con dependencia temporal. Estos articulos
estudian la respuesta de los MEs desde la perspectiva del método de la funcién de Green (FG),
la cual es el cimiento de esta tesis doctoral para poder obtener el campo electromagnético y
posteriormente realizar un analisis de la radiaciéon cuando se tienen las siguientes dos configu-
raciones: (i) una fuente externa inmersa en dos MEs de simetria plana con la misma constante
de permitividad eléctrica €, ambos con permeabilidad magnética u = 1 y diferentes parametros
efectivos 01 y 6y separados por una interfaz 3 localizada en el plano z = 0 y (ii) una fuente
externa inmersa en dos MEs de simetria plana con diferentes permitividades eléctricas cons-
tantes €1, €5, ambos con permeabilidad magnética p = 1 y diferentes parametros efectivos 6; y
0y separados por una interfaz ¥ localizada en el plano z = 0.



Capitulo 2

Introduccion

En este capitulo daremos una introduccion a los materiales que pretendemos describir con
la teoria efectiva denominada como 6-Electrodindamica (6-ED) y describiremos sus propiedades.
En la seccién comenzamos por explicar la clasificacion general de dichos materiales que re-
ciben el nombre de magnetoeléctricos (MEs) y sus propiedades. En la seccién [2.2| describiremos
brevemente un grupo de materiales de los MEs que se llaman aislantes topoldgicos (TIs) y sus
propiedades, estos materiales seran en los que mas nos enfocaremos a lo largo de esta tesis
doctoral.

2.1. Magnetoeléctricos

El efecto magnetoeléctrico (EME) es un fenémeno que consiste en la generaciéon de una
polarizacion eléctrica (magnética) debido a la presencia de un campo magnético (eléctrico).
Fue predicho por primera vez por Pierre Curie [14] en 1894, mientras que el término magne-
toeléctrico fue acunado por Debye [15] hasta 1926. El EME puede ser lineal o no lineal con
respecto a los campos electromagnéticos externos y en general depende de la temperatura T,
el cual se puede expresar en la siguiente forma [2]:

PR, T) = «ai(T)H; + Bix(T)H; Hy, (2.1)
M{(E,T) = ay(T)E; + Bijw(T)E; By (2.2)

donde se usa la convencion de Einstein para indices repetidos, P; son las componentes del
vector de polarizacion eléctrica, M; son las componentes del vector de magnetizacion, F; son
las componentes del campo eléctrico, H; son las componentes del campo magnético y o;; y
Biji representan las susceptibilidades magnetoeléctricas lineal y no lineal respectivamente. En
1959, Dzyaloshinskii usé argumentos de simetria para derivar la forma del acoplamiento mag-
netoeléctrico para el material CroO3 [16], cuya confirmacién experimental se dio pocos meses
después [17), 18]. Otros materiales que presentan el EME son BiMnOj3; y BiFeOj3. Desafortu-

nadamente, dicho efecto es muy pequeiio de aproximadamente 1074, /Z—% para el CryO3 [19]

que es el compuesto natural por excelencia para medir dicho efecto [16] y dicho valor es tipico
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para este efecto [20]. La pequenez se debe a que el término lineal esté limitado por la relacién
a;; < €5 [21], con €; siendo la traza del tensor de permitividad eléctrica y p;; la traza del
tensor de permeabilidad magnética.

Recientemente los acoplamientos magnetoeléctricos en sélidos han sido objeto de intensa
investigacién tedrica y experimental [22] 23] 24]. Como ya se mencioné, los MEs lineales estan
caracterizados por el tensor de polarizabilidad (o susceptibilidad) magnetoeléctrica «;;, el cual
se define como la respuesta de la magnetizacién ante un cambio de un campo eléctrico o equi-
valentemente como la respuesta de la polarizacion ante un cambio de un campo de induccién

magnética, i.e.
OM; 0P, 5 ez 0
i = = = Q;; __5i'7 2.3
04] |:8E7, :|BO |:8Bj:|E:0 a] + hC47T2 J ( )

donde 6 es un parametro adimensional. La igualdad se debe a que M; = 0£/0B; y P, = 0 JOE;,
con & siendo la densidad de entalpia electromagnética [4, 25]. Aqui &;; denota a la parte sin traza
del tensor o;;. Dejando de lado las sobresalientes propiedades microscépicas de los MEs y como
se menciond en el Capitulo [1| de esta tesis doctoral, aqui nosotros sélo consideraremos la teoria
efectiva del medio que describe la respuesta electromagnética que surge del término proporcional
a 0;; en la ec. , i. e. asumiremos un material isotrépico. Dicha descripcién efectiva se logra
por medio del Lagrangiano de Maxwell estandar Lgp = ﬁF wEH — %JMA“ mas un término
adicional Ly = —%%E -B. Aqui E es el campo eléctrico y B es el campo de induccion
magnética, o = e?/(hc) es la constante de estructura fina y 6 es un campo conocido como la
polarizabilidad magnetoeléctrica (escalar) (PME) en Materia Condensada [25], o como el campo
axiénico en Fisica de Particulas [8,26]. De este modo, la suma de Ly al Lagrangiano de Maxwell
se le refiere usualmente como la densidad Lagrangiana para la Electrodinamica Axiénica. Sin
embargo, nosotros consideraremos  como un parametro adicional que caracterizara al material,
en el mismo sentido que la permitividad € y la permeabilidad p lo hacen, lo cual nos conduce a
restringir la designacion de Electrodindmica Axiénica a 6-Electrodindmica (-ED) puesto que
f no es un campo dindmico. La naturaleza de la PME depende del tipo de material ME en
consideracién y estd profundamente relacionada con las simetrias magnéticas de la sustancia
[16, 27] y/o de las propiedades de su estructura de bandas [28]. La PME se puede calcular
a través de una formula de tipo Kubo de respuesta lineal, una vez que el Hamiltoniano del
modelo microscépico para el material se conoce. En el caso particular de los materiales que
presentan PME se suele modelar su permitividad ¢ con base en el modelo de resonancia de
un solo oscilador del tipo Drude-Lorentz [29]. La principal caracterisitica de los materiales
MEs, la cual es responsable de la mayoria de sus efectos inusuales, es el EME que surge de la
contribucién adicional Ly [8, 130]. Este acoplamiento produce cargas efectivas y densidades de
corriente efectivas que dependen de los campos, las cuales permiten la generaciéon del EME. En
este punto, quisiéramos enfatizar que estamos lidiando con la Electrodindmica (ED) estandar
de un material derechdf] (¢ > 1, > 1 e fndice de refracciéon n = /e > 1) suplementado sélo
por fuentes adicionales dependientes del campo.

*Por derecho nos referiremos a que la triada conformada por el campo eléctrico E, el campo magnético B y
el vector de onda k formen una triada vectorial derecha mientras se propaga en el material en cuestién. Esto se
aboradara con todo detalle en la introduccion del capitulo [5] en el contexto de las aplicaciones del formalismo
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2.2. Aislantes topolégicos

Como se mencion6 en el Capitulo (1| como ejemplos de MEs se tienen: antiferromagnetos [3],
aislantes topolégicos (TIs por su acrénimo en inglés) [4, 5, [6] y semimetales de Weyl [7]. El
descubirmiento de los TIs ha abierto una ventana para estudiar el EME, que a diferencia del
descrito en la subseccién previa, éste tiene un origen topolédgico. Por ello y porque estamos mas
interesados en ellos, en esta seccion se le dedicard un espacio para una descripcién general de
dichos materiales.

Para comprender lo que es un aislante topolédgico (TI), comezamos por entender su nombre.
Primero, recordaremos lo que es un aislante, luego abordaremos brevemente la parte topoldgica
del nombre que lo compone.

Un aislante es un material cuyas cargas eléctricas internas no se mueven libremente, pues
una corriente eléctrica muy pequena fluye ante la influencia de un campo eléctrico. Esto con-
trasta con otros materiales, tales como semiconductores y conductores, los cuales conducen
corrientes eléctricas mas facilmente. Estos materiales se caracterizan a través de la resistividad
eléctrica, propiedad que describe qué cantidad de electrones se “oponen”a ser movidos en una
direccién definida del material ante un campo eléctrico externo o también se caracterizan por
medio del inverso de la resistividad eléctrica que recibe el nombre de conductividad eléctrica o,
propiedad que describe qué cantidad de electrones se “dejan”mover en una direccion definida
del material ante ese campo eléctrico externo. La diferencia de esta capacidad entre un buen
aislante y buen conductor es asombrosa. La resistividad eléctrica de un metal puro puede ser
tan baja como 107!° Q-cm a una temperatura de 1K, aparte de la posibilidad de ser super-
conductor. La resistividad de un aislante puede ser tan grande como 10?2 Q-cm. Este rango de
separacion de 32 érdenes de magnitud puede ser el mas amplio de cualquier propiedad fisica
comun de los sélidos [31].

El origen microscopico de la resistividad eléctrica se explica en términos de las bandas de
energia (ver Fig. descritas por la Mecanica Cuéntica, las cuales son las estructuras en que
se ordenan los electrones en un cristal y que estan separadas por regiones de energia para las
cuales no existen funciones de onda de los electrones orbitales. Tales regiones prohibidas se
llaman brechas de energia y resultan de la interaccién entre los electrones de conduccién con
los nicleos de los iones del cristal [31].

Una vez que se obtiene la estructura de bandas del sélido, se llenan las bandas con los elec-
trones yendo de menor a mayor energia hasta un cierto valor de la energia dictado por la energia
de Fermi E'r. A la banda ocupada mas alta se le conoce como banda de valencia, en cambio a la
banda vacia més baja recibe el nombre de banda de conduccién. Ahora bien, dependiendo don-
de se sitie la energia de Fermi Er en la estructura de bandas sabremos qué clase de sélido es [32].

Un cristal se comporta como aislante si la energia de Fermi Er obliga a los electrones a

que desarrollaremos en esta tesis.
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llenar exactamente una o mas bandas. De este modo, un campo eléctrico externo no generara
flujo de corriente en un aislante (suponiendo que el campo eléctrico no sea lo suficientemen-
te fuerte como para alterar la estructura electrénica del material). Como siempre se tendrd
que una banda llena esté separada por una brecha de energia de la siguiente banda de mayor
energia, no hay una manera continua de cambiar el momento total de los electrones si cada
estado accesible esta lleno. Es decir, nada cambia cuando el campo eléctrico externo se aplica
(ver Fig. . Por otra parte, el cristal se comportaria como metal si la energia de Fermi Er
permite a los electrones llenar parcialmente una o mas bandas, lo cual se puede obtener cuando

hay traslape en las bandas de energia (ver Fig. y Fig. [2.1c)) [31].

v
SNy

813

(b) (c)

Figura 2.1: Estados de ocupacion y estructura de bandas como funcién de la energia y de la
magnitud del momento de los electrones k dando lugar a: (a) un aislante, (b) un metal debido
al traslape de las bandas y (c¢) un metal debido a la concentracién de electrones. Aunque la
brecha de energia aqui esquematizada puede cambiar debido a fluctuaciones térmicas o por
impurezas infringidas al material en cuestién [31].

Por otro lado, la parte topoldgica del nombre de los TIs se remonta al descubrimiento
experimental del Efecto Hall Cuéntico Entero (IQHE por sus siglas en inglés) hecho por von
Klitzing, Dorda y Pepper [33] en 1980, pues con éste surgi6 el reto de explicarlo a nivel tedrico.
En 1985, Kohmoto y Thouless et al. [34, 35] demostraron que la férmula de la conductividad
eléctrica o,, era un invariante topoldgico. Dicha férmula para o,, se deduce a partir de la
férmula de Kubo para la susceptibilidad o funcién respuesta X@Q(w + i) que se enuncia a
continuacion:

e PEa — e=PE a|C D|a
(75— O o

Xoolw+id) = hw +ihd + E, — By

a,b

cuya deduccién se basa en la Teorfa de Respuesta Lineal y se puede consultar en el apéndice [A]
de esta tesis doctoral. En la ec. (2.4) E, y Ej, son las energias propias del sistema en equilibrio
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con estados |a) y |b), Zo es la funcién de particién asociada al Hamiltoniano en equilibrio y no
perturbado por la fuente externa Q, la cual genera la respuesta O.

Ahora bien, para convertir la ec. en la ecuacion apropiada para o,, se eligen O = jl y
Q= Jx como los operadores de densidad de corriente para una sola particula con i,k = z,y, 2
denotando las componentes espaciales de éstos y puesto que se estd tratando con electrones se
debe eligir a Z;'e PP como la distribucién de Fermi-Dirac f (E,). De este modo, la ec.
se convierte en la ecuacién de Nakano-Kubo [34]. La derivacién detallada de dicha ecuacién se
encuentra en el apéndice [B| de esta tesis doctoral pero la escribimos enseguida:

Toy = 7 V'm?2

ie’h (alp|b) (blpyla) — {alpy|b) (blPs|a)

> 2 : (2.5)

(Ea — Eb)
E.<Ep<Ep

donde V' es el volumen del sistema, F, es ahora la energia de la banda de valencia, FEj, es ahora
la energia de la banda de conduccién, las cuales dependeran del vector de onda k y también
aparece m? como la masa del electrén porque se cambiaron los operadores de densidad de
corriente por los operadores de momento p, y p,. Dicho cambio se realizé para hacer contacto
con la férmula que utilizaron Kohmoto y Thouless et al. [34] [35] para demostrar que la ec. (2.5))
era un invariante topoldgico. Al ser la ec. (2.5)) un invariante topoldgico, se puede reescribir e
interpretar en términos de conceptos topolédgicos tales como la conexién de Berry

A=A, dk" = i(k|dk) , (2.6)
donde d = (0/0k") dk* es la derivada exterior, de la curvatura de Berry
F =dA = i(dk| A |dk) = i(0,k|0, k)dk! N dk” = F,dE" A dE” (2.7)
y del primer nimero de Chern asociado a la curvatura F dado por

1

2 T2

Gy F, (2.8)

donde T? denota al toro y es la zona de Brillouin de un cristal bidimensional con dos simetrias
traslacionales independientes [32].

De esta manera, se demostré que el IQHE tenia un origen topoldgico por medio de la
siguiente ecuacion:

o2
Ogy = —01 . (29)
h

La demostracion de esta ecuacion y por consiguiente la invariancia topoldgica de o, se en-
cuentra en el Apéndice[C] Ademés cabe resaltar que C; € Z [5]. No obstante, a través del primer
ntimero de Chern C} es posible establecer la siguiente clasificaciéon para los aislantes [32]: si el
primer ntimero de Chern es igual a cero se les denominard aislantes triviales (aquellos que
no conducen corriente alguna ni longitudinal ni transversalmente, los cuales corresponden con
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los aislantes comunes de la ED); mientras que aquellos que tengan su primer nimero de Chern
distinto de cero les llamaremos aislantes topolégicos robusto{] [36], siendo estos ultimos los
que nos interesaran aqui para estudiar su comportamiento por medio de la 6-ED.

Con el nombre de los TIs aclarado, procedemos a describirlos de manera mas precisa como
se hace en la literatura. Los TIs tridimensionales robustos son una clase fascinante de materia-
les derechoﬂ que pueden albergar un estado de superficie helicoidal conductor con un nimero
impar de fermiones en el limite de baja energia, cada uno teniendo la relaciéon de dispersién de
un cono de Dirac no degenerado con un punto de cruce en/o cerca del nivel de Fermi Er. Estos
puntos de cruce sin brecha se les llama puntos de Dirac. No obstante, los TIs se comportan
como aislantes magnetoeléctricos en el bulto con una brecha de energia finita [25] 37, 38]. El
estado de superficie estd protegido topolégicamente por la simetria de inversiéon temporal y/o
por la de inversion espacial, acoplado con las propiedades de bloqueo de espin-momento. Lo
ultimo significa que la orientacién de los espines de los electrones sobre la superficie del cono
de Dirac estdn siempre obligados a tener una direccién perpendicular a su momento [5]. Una
caracteristica distintiva de los TIs tridimensionales robustos con respecto a otros MEs es que el
parametro adimensional 6§ mencionado en la seccién pasada, que en este caso recibe el nombre
de polarizabilidad magnetoeléctrica orbital (PMO), es de naturaleza topolégica y surge de la
estructura de bandas del bulto. La PMO se da por un flujo de Berry no abeliano sobre la zona
de Brillouin y resulta en un miltiplo entero de 7 [5], 25 [39].

Vale la pena en este punto, dar un breve resumen de la incipiente pero muy efervescente y
activa historia de los TIs, exhibiendo asi el interés de la comunidad cientifica por estos mate-
riales. La existencia de los TIs fue predicha en las Refs. [40] 41l [42] en los anos 2005 y 2006 y
su observacién en pozos cudnticos bidimensionales de HgTe/CdTe se reporté en el articulo [43]
en 2007. Luego, los autores de las Refs. [44, 45, [46] descubrieron en los afios 2007 y 2009 que la
caracterizaciéon del estado Hall cuantico de espin (en inglés quantum spin Hall insulator state)
tiene una generalizacion natural en tres dimensiones. Muy poco después en 2007, este compor-
tamiento se predijo en diversos materiales reales [47], que incluian al Bi;_,Sb_ asi como al HgTe
tensado (tensado se refiere a que el material estd sometido a grandes esfuerzos externos) y el
a-Sn. Posteriormente en 2008, el descubrimiento experimental del primer aislante topolégico
tridimensional en Bi;_,Sb, se reporté en [48]. Més tarde en 2009, una segunda generacién de
TIs, tales como BisSes, BisTes and ShyTes, fue identificada tedricamente en el articulo [49] y
descubierta experimentalmente en ese mismo afo en las Refs. [49] [50]. Esto llevé a la deteccién
de una gran variedad de TIs entre los anos 2009 y 2013 [51] y a su subsecuente clasificacion
en una tabla peridédica donde se puede identificar las diferentes clases de estos materiales, que
se distinguen entre si por la presencia o ausencia de simetrias discretas como la de inversion

TPor robusto nos referimos a que ante cualesquiera perturbaciones externas la propiedad fisica (estado)
permanece, gracias a la proteccion topolégica dada por el hecho de que el nimero entero C; es invariante bajo
deformaciones continuas. Si la proteccién fuera por simetrias dichas perturbaciones podrian romper facilmente
las simetrias. El primer ejemplo de un estado topoldgico observado es el ya mencionado Efecto Hall Cudntico
Entero (IQHE) [33].

fVer nota al pie de pagina * de este capitulo.
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temporal, la de hoyo-particula y la simetria quiral [5]. Una nueva clase de TIs teorizados en
2008 en la Ref. [4] y comenzados a realizar experimentalmente en 2017 [52] [53], llamados ais-
lantes axiénicos (AXIs por su acrénimo en inglés), han sido propuestos recientemente como
una nueva arena para sondear las fases topolégicas. Ellos tienen la misma PME 6 = 7 que
los T1Ts tridimensionales, con brecha en sus superficies y bulto, donde el indice topoldgico esta
protegido por inversion espacial, en vez de TRS. Se espera que se manifiesten en heteroestruc-
turas de TT magnéticamente dopadas con una magnetizacién hacia adentro y hacia afuera de
las interfaces superior e inferior del TI [52, 53]. También, se espera la posibilidad de tener di-
ferentes clases de AXIs intrinsecos, los cuales no requeririan un dopamiento magnético, lo cual
ya ha sido investigado en una red de pirocloro en el articulo [54] publicado en diciembre de 2018.

Cuando se rompe TRS en la interfaz generada entre un TI tridimensional robusto y un
aislante convencional, sea por la aplicacién de un recubrimiento magnético y/o el dopaje del
TI con elementos que sean metales de transicion, la apertura de la brecha en los estados de
superficie induce varios fendmenos exéticos que pueden ser probados experimentalmente. Entre
ellos encontramos el efecto Hall cudntico anémalo (QAH por su acrénimo en inglés), el efec-
to magneto-6ptico cudntico, el efecto magnetoeléctrico topoldgico (TME por su acrénimo en
inglés) y el efecto de monopolo magnético imagen, todos los cuales son consecuencia directa del
cambio que sufre el parametro 6 entre las dos fases. Estos efectos también se pueden realizar
en los AXIs.

El efecto QAH ya ha sido observado experimentalmente en peliculas delgadas del TI do-
pado con cromo (Bi, Sb)sTes [55]. En la Ref. [56] la observacién del efecto QAH en peliculas
extremadamente delgadas del TT magnético (Crg 12Big.26Sbo.62Sbo.62)2Tes es reportada. El com-
portamiento caracteristico del efecto QAH ha sido demostrado también en peliculas delgadas
del TT Cr,(Bi;_,Sby)2—;Tes, el cual se hizo crecer sobre sustratos semi-aislante de InP(111)
usando métodos de epitaxia de haz molecular [57]. También, el articulo [58] demuestra una
confirmacién de alta precisién del estado QAH en peliculas de (Bi,Sb);Tes dopadas con V, el
cual es un TT ferromagnético robusto. El efecto QAH ha sido observado también en AXIs [59).
Empleando espectroscopia en el dominio temporal de los THz, el efecto magneto-6ptico cuanti-
co ha sido observado por medio de la medicién de rotaciones de Faraday y Kerr en estados QAH
sobre peliculas del TI magnético Cr,(Big26Sbg74)2—.Tes. En este trabajo los autores también
reportan la observacién del efecto QAH junto con una indicacién experimental del TME [60].
Las rotaciones de Faraday y Kerr cuantizadas en campos magnéticos mayores a 5 Tesla fueron
observados en el TT tridimensional BisSes, proveyendo evidencia del TME a través de una medi-
cién indirecta del valor 6 = 7 [38]. La Ref. [61] reporta una rotacién de Faraday cuantizadd en

$Tanto la rotacién de Faraday como la rotacién de Kerr cuantizadas surgen de hacer incidir una onda
electromagnética con cierta polarizacion sobre un TI. El efecto sobre la onda incidente consiste en dejar la onda
con la misma polarizacién pero la fase ¢  (F de Faraday y K de Kerr) de ésta se ve modificada y su tangente
es proporcional a un multiplo entero de la constante de estructura fina «. El entero depende de los niveles de
Landau maés grandes que estén completamente llenos de las superficies superior e inferior de la pelicula del T1,
donde dichos niveles dependen del potencial quimico y del tamano del campo magnético que rompe TRS. En
otras palabras, el TI rota el plano de polarizacién [4} 38].
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campos magnéticos externos muy grandes cuando radiacion polarizada linealmente del orden de
THz pasa a través de dos superficies del TI tridimensional HgTe tensado. Esto constituye una
consecuencia directa del TME, confirmando asi a la Electrodinamica Axiénica como la teoria
efectiva que describe la respuesta de los TIs tridimensionales robustos. Nuevamente, como he-
mos expuesto en la seccién es mejor designar por 6-ED a esta teoria efectiva ya que 6 es un
campo no dinamico. Habiendo expuesto ya las caracteristicas de los materiales para los cuales
la #-ED se aplica es turno de estudiarla a fondo, lo cual sera el objetivo del siguiente capitulo.



Capitulo 3

0-Electrodinamica

En este capitulo expondremos en qué consiste la #-Electrodindmica (6-ED). En la Sec.
explicaremos brevemente las bases de la #-ED como teoria efectiva de los magnetoeléctricos
(MESs) que como se menciond en el capitulo , los aislantes topoldgicos (TIs) seran la aplicacién
que tendremos en mayor cuenta. Por lo cual, se dedicard en esta misma seccién una discusién
adicional cuando se requiera que el Lagrangiano efectivo los describa. Luego, en la Sec. plan-
tearemos la accion que rige a la 6-ED, obtendremos las ecuaciones de Maxwell modificadas, las
cuales analizaremos a fondo y ademas daremos las condiciones de borde modificadas que obe-
dece la #-ED. Después en la Sec. se muestra el método de superposicion y de condiciones
de frontera en el caso de un TI con simetria plana. Posteriormente en la subseccién [3.2.1.1]
se aplica dicho método para obtener el campo eléctrico y de induccién magnética modificados
cuando la fuente externa es una particula puntual estatica con carga eléctrica.

3.1. La 6-Electrodinamica como teoria efectiva de los
magnetoeléctricos

Las teorfas de campo efectivas (EFT por su acrénimo en inglés) juegan un papel importante
en la descripcién de la naturaleza porque permiten estudiar modelos dentro de un cierto rango
de energias, introduciendo pardametros que toman en cuenta los efectos remanentes de las esca-
las de energia no consideradas [62].

Ahora bien, la #-ED como teoria efectiva y mas precisamente el Lagrangiano adicional Ly
que modela el comportamiento efectivo de los MEs se puede obtener por medio de reduccién
dimensional a partir del modelo de un aislante con TRS en 441 dimensiones con un segundo
nimero de Chern Cy # 0. De este procedimiento, uno obtiene la teoria efectiva de los aislantes
en 3+1 y 241 dimensiones [4]. No obstante, aqui expondremos otra forma mds intuitiva. En
Materia Condensada, uno se interesa en la fisica de los electrones sujetos a campos externos.
Por ello, el Lagrangiano inicial debe tener grados de libertad fermiénicos. Luego, si el sistema es
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un aislante y los fermiones tienen una brechd], entonces los podremos integrar para obtener una
accion local efectiva para el campo electromagnético [63]. Por supuesto que muchos aislantes
son trivialed] y nos llevara a que C; = 0. Sin embargo, como vimos en la seccién existen
muchos TIs no triviales que conllevan a un C; # 0, por lo que si tendran una contribucién
adicional al Lagrangiano de Maxwell. Para apreciar esto ultimo, consideremos la siguiente
funciéon generadora:

2(4,) = [ Dopiel #iCo-m), (3.1

donde 1) y 1) son campos de Dirac de masa m que interactiian con un campo de norma abeliano
externo A,, I) = v* (9, + A,) y v* denota a las matrices de Dirac. Tras realizar la integracién
sobre los grados de libertad fermiénicos se obtiene el siguiente término [64]

1

que es posible escribir en el lenguaje de formas [65]
1

el cual se identifica con el Pontryagin abeliano o como una densidad de Pontryagin [66] y que
se asocia con la anomalia quiral de los fermiones de Dirac sin masa [67, [68]. Con base en este
punto, vale la pena mencionar que la #-ED no es una teoria de Maxwell-Chern-Simons como
tal porque las teorfas de Chern-Simons s6lo estén definidas en dimensiones impares [65], més
bien seria una teoria Maxwell-Pontryagin.

Maés atn, al expresar ([3.2)) en términos del campo electromagnético encontramos que

A[E,B]- ——E.B, (3.4)

472

que es posible identificar, salvo factores, con la densidad Lagrangiana
Ly=———"-—E-B (3.5)
descrita en la seccién [2.1] del capitulo

Aunque Ly es una expresion genérica que se puede aplicar a MEs como el CryO3 con 0 ~ 7/36
a baja temperatura [69], su forma amerita una discusién adicional cuando se quiere aplicar a
los TIs. Recordemos que el campo eléctrico y el de induccién magnética tienen dimensiones de
carga por unidad de distancia al cuadrado en unidades gaussianas (por el momento retendremos
los valores y unidades de A y ¢). De esta manera, la contribucién de la densidad Lagrangiana
a la accion es Sy = (ch?/e?) [ dt d*z Ly. Reescribiendo E - B en términos del tensor de campo

*Aunque también se puede para sistemas sin brecha de energfa. [4]
"Ver Seccién para recordar lo que es un aislante trivial.



3.2 Formulacién de la 6-ED 25

electromagnético I3 = 0,A3—0sAa, donde A, es el cuadripotencial y considerando un espacio-
tiempo cerrado sin fronteras, obtenemos que
S 0

Q v ]'
= = 353 / dipePr S FasFu =00, (3.6)

donde £*## es el sfmbolo de Levi-Civita con convencién €°'?* = +1 y C, es un entero. Esto

dltimo se debe a que en tales espacios la integral adimensional de la ec. (3.6)) es igual a 3272 Cs,
donde Cj es el segundo nimero de Chern de la variedad [70]. Bajo cambios de 6, la cantidad
exp(—iSp/h) debe permanecer invariante, lo cual significa que dos valores de 6 que difieren
por un multiplo entero de 27 son equivalentes. Més ain, al imponer la simetria de inversion
temporal (TRS por su acrénimo en inglés) conllevard a nuevas constricciones sobre los valores
de 6. Como E-B es impar bajo TRS, uno podria pensar que el tinico valor permitido seria § = 0
(médulo 27). Sin embargo, la condicién exp(—iSy/h) = exp(+iSy/h) conduce a la posibilidad
de tener & = mw. De este modo, obtenemos dos familias de materiales MEs descritos por las
elecciones ¢, = 0 (aislantes triviales) y 6, = 7 (aislantes topoldgicos). Ambos valores de 6 se
definen médulo 27, lo cual hace cumplir la caracteristica fundamental de que la ED estandar
sea invariante bajo la transformacién 6 — 6 + 27 que encontré Wilczek [§].

Otra propiedad importante de Sy es que el integrando en la ec. es una derivada total,
como se puede observar a partir de la identidad de Bianchi e****93F,,, = 0. De esta forma,
las modificaciones a las ecuaciones de Maxwell s6lo surgen cuando 9,60 # 0, como ocurre en la
interfaz 3 de dos materiales que tienen diferentes valores constantes de #, por ejemplo. En este
caso, la accion se puede integrar, con lo que se obtiene una accién en 2+ 1 dimensiones en
las fronteras que corresponde al término de Chern-Simons [71]. Esto significa que en las fronteras
de un TI tridimensional tendremos el efecto Hall cuantico anémalo (QAH por su acrénimo en
inglés) asociado a cada valor de 6, con la conductividad Hall dada por o = fe?/ 27rhﬂ Siendo
asi, la contribucién a la conductividad Hall total por parte de la interfaz ¥ entre un TI y un
aislante regular es |25, 30]

2 /1
oo = % (5 +m) , (3.7)

ya que dos valores de 6 que difieren por un multiplo entero m de 27 son equivalentes.

3.2. Formulacion de la 6-ED

A lo largo del capitulo [2 se expuso los MEs en la seccion y se ahondé particularmente en
lo que es un TT en la seccién materiales para los cuales la #-ED funge como teoria efectiva,
justificaciéon que se dio en la seccién previa [3.1} Con estos precedentes cubiertos, es turno de
centrarnos en la formulacién de la 8-ED propiamente.

fComparar con la ec.
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Comenzamos por establecer el sistema de unidades, el cual serd el gaussiano con h =c¢ =1,
denotaremos por n*, a la métrica de Minkowski con la signatura (+,—, —, —) y adoptaremos
la convencién %1% = 1. Vale la pena mencionar que en el contexto de la -ED a los MEs (tales

como los TTs, etc.) se les referird como #-medio también.

Consideremos un espacio-tiempo (3 + 1)-dimensional M = U x R, donde U es una variedad
tridimensional y R corresponde al eje temporal. Tomamos una particiéon del espacio en dos
regiones: U; v Us de tal forma que dichas variedades se intersecten a lo largo de una frontera
comun Y, a la cual llamaremos #-frontera o H—interfazﬁ, por lo tanto U = Uy Uy v X2 = Uy NUs,
como se muestra en la Fig.. También asumiremos que el campo 6 es constante por tramos
de tal forma que adquiere el valor constante 6§ = #; en la regién U; y el valor constante § = 6,
en la regién Us,. Esta situacion se expresa con la siguiente funcion caracteristica

. 91 X € Z/{1
0(x) = { b xell (3.8)

Ahora bien, nuestro modelo se basa en sumar el término de Pontryagin abeliano de 4 dimen-
siones acoplado a un campo escalar 6, que es invariante de norma y nombraremos #-término, a
la accion de la Electrodindmica de Maxwell como se describe en la siguiente accion

1 1
S[®,A] = / dt d*x [— (€E2 - —B2> - %e(x) E-B—ob+j A, (3.9)
M T 1 T

donde o = €% ~ 1/137 es la constante de estructura fina, € es la permitividad eléctrica, yu la
permeabilidad magnética, E es el campo eléctrico, B es el campo de induccién magnética, o
es la densidad de carga y j es la densidad de corriente. La constante de acoplamiento para el
O-término, a/47?, se elige de tal forma que la carga eléctrica total

1
g.= - [dS-D. (3.10)

tenga que ser un multiplo entero de la carga del electron e, mientras que la carga magnética

1
4= [dS-B, (3.11)

debe ser un multiplo entero de g = e/2a debido a la condicién de cuantizacion de Dirac [§].

Al variar la accién (3.9)) hallamos el siguiente conjunto de ecuaciones de Maxwell modificadas

V- (E) = 4mo+05(2)B- 1, (3.12)
V X (%) - % (E) = 4mj+05(X)E x @, (3.13)

§Cuando ¥ sea un plano se le llamaré #-plano, cuando ¥ sea una esfera se le llamara f-esfera y asi depen-
diendo de la geometria que presente X.
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B 0,

Uy 0

2

Figura 3.1: Region sobre la cual se define la #-Electrodindmica.

lo cual hace vélida la invariancia de bajo §# — 6 4+ 27 descrita en la seccién previa [8]. Aqui @
es el vector normal unitario a > que apunta en la direccién de la region Uy como se muestra en

la Fig. (3.1) v o
0=2(0:—01). (3.14)

Cuando el #-medio sea un TT localizado en la region Uy de la Fig. (A2 = m) frente a un
aislante regular (6; = 0) en la regién U;, tendremos que € toma la siguiente forma [25]

f=a@2m+1), (3.15)
con m un entero que dependera de los detalles de la ruptura de TRS en la superficie.

Mientras que las ecuaciones homogéneas quedan intactas:

V-B = 0, (3.16)

0B
E+— = 0. 1
V xE+ BT 0 (3.17)

La “novedad”de estas ecuaciones de Maxwell modificadas es que introducen densidades de
carga efectivas dependientes del campo

1 ~ 1 -
0p = —06(X)B -1, Jjo=—05(2)E x 1, (3.18)
47 4
con soporte unicamente en la interfaz ¥ de los dos medios. Como vemos en las ecuaciones ([3.12))
vy (3.13), el comportamiento de la §-ED en las regiones U; y Us es el mismo que en la ED estandar,
es decir que las ecuaciones de Maxwell siguen siendo validas en el bulto. Las ecuaciones (3.18))
describen el EME caracteristico de la 6-ED, a través del cual los campos eléctricos pueden
generar campos magnéticos y viceversa, incluso en el caso estatico. La ecuacién de conservacion
asociada para las ecuaciones (3.18]) es la siguiente
doe
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cuya demostraciénm es directa como se expone enseguida. Primero,

. b o )
V-jo = §V(5(2) (Exa)+ %5(E)V (Exu),
0 . 0 . "
= E(S(Z)u-(Exu)—FE(S(E)[u-(VxE)—E-(VXu)] :
= i5(2)1“1 (VxE) . (3.20)
4m
Y luego,
doy 0 o . . 0 __ 0B _
B T oo Mg B = o
4 N
= —55(2) (VXE)- -1, (3.21)

donde se us6 la ley de Faraday (3.17)) en la ultima igualdad. Finalmente, sumando las ecs. ({3.20))
y (3.21)) se verifica la ec. (3.19)). Por lo tanto, la conservacién de la carga total

Vijr+—=—=0 (3.22)
con jr =j+Jjoy or = 0+ oo se satisface.

Por otra parte, las ecuaciones (3.12) y (3.13)) también nos sugieren que la respuesta electro-
magnética de un sistema en presencia de un 6-término las podemos describir en términos de
las ecuaciones de Maxwell en medios materiales:

V-D = 4np, (3.23)
VxH = 4nj, (3.24)

con las siguientes relaciones constitutivas

D = E- 29x)B, (3.25)
m
B «

donde 0(x) estd dada por la ec. (3.8). Como ya se ha mencionado previamente, si 6(x) es
globalmente constante en M, no hay contribucién a las ecuaciones de Maxwell por parte del

YIntuitivamente es claro que V x @t = 0 para un 6-plano, f-esfera (it = #) y -cilindro (it = p). En el caso
general en que 1 correspondiera al vector normal de una interfaz 3 con geometria arbitraria parametrizada por
una funcién f(r), se tendria que su normal es @ = Vf(r)/||Vf(r)| [(2] de lo cual se seguirfa que V x &1 =
V x Vf(r) = 0, lo cual completarfa la prueba. No obstante, geometrias fuera de la plano no son de interés
en esta tesis ya que nos centraremos tunicamente en el caso de un #-plano como se podrd ver a partir de la
subseccion siguiente.
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f-término en la accién, a pesar de que 6 esté presente en las relaciones constitutivas. De hecho,
las contribuciones adicionales de un #-término globalmente constante para cada una de las ecua-
ciones de Maxwell modificadas (3.12)) y (3.13) se cancelan debido a las ecuaciones homogéneas.

En la siguiente subseccion, estudiaremos los efectos de una 6-interfaz en la respuesta elec-
tromagnética a densidades concretas de cargas y corrientes. Pero antes, estudiaremos cudles
seran las condiciones de borde para la 6-ED. Asumiendo que las derivadas de los campos son
finitas en una vecindad de la superficie ¥, las ecuaciones de campo implican que la componente
normal de E y la tangencial de B adquieren discontinuidades adicionales a aquellas producidas
por las cargas libres superficiales y las corrientes, mientras que la componente normal de B
y las componentes tangenciales de E son continuas. En ausencia de fuentes en la interfaz, las
condiciones de frontera se ven asi

B|1™
+ ~ ~
€E.5 =60B.|x {—”} = —0E|[s, (3.27)
Wl
+
By =0, [E]. =0, (3.28)

donde E; = (1- E) G es la parte del campo eléctrico perpendicular a la interfaz y Ej = 4 x E
es la parte del campo eléctrico paralela a la misma. Esta notacién aplica también para el campo
de induccién magnética B.

Las condiciones de continuidad implican que el lado derecho de las ecuaciones
estan bien definidas y representan densidades de cargas y corrientes superficiales autoinducidas.
Una consecuencia inmediata de las condiciones de frontera y es que la presencia
de un campo de inducciéon magnética que cruce la superficie ¥ es suficiente para generar un
campo eléctrico, incluso en la ausencia de cargas eléctricas. Muchos efectos magnetoeléctricos
interesantes debido a una 6#-frontera se han considerado en la literatura al utilizar diferen-
tes aproximaciones. Por ejemplo, cargas eléctricas cercanas a la interfaz ¥ inducen monopolos
magnéticos espejo (y viceversa) [30), (73] [74]. También se ha estudiado la propagacién de ondas
electromagnéticas a través de una #-frontera, encontrando que aparece una rotacion de Faraday
no trivial de las polarizaciones [9, [73] [74) [75]. Vale la pena mencionar que con las condiciones de
frontera modificadas, muchas propiedades de los conductores todavia son vélidas para campos
estaticos mientras el conductor no se sitiie en la frontera Y. Particularmente, los conductores
son superficies equipotenciales y el campo eléctrico justo afuera del conductor es normal a su
superficie.

De ahora en adelante, en esta tesis s6lo consideraremos la geometria més simple correspon-
diendo al caso donde la superficie ¥ es: el plano z = 0, eligiendo las coordenadas cartesianas
para su descripcion. Cabe destacar que se pueden estudiar mas geometrias tales como la esférica
y la cilindrica, las cuales han sido estudiadas en el caso de fuentes estaticas en los articulos
[11, 13] y cuyo estudio en el caso de fuentes dependientes del tiempo atin queda pendiente por
estudiar.
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3.2.1. Meétodo de Superposicién y de Condiciones a la Frontera en
el caso de simetria plana

En esta subseccion expondremos como obtener los campos eléctrico y de induccién magnética

por medio del método de superposicion y de condiciones de frontera para el caso estatico. Dichos

campos se obtendran con ayuda de los potenciales ® y A. Pese a que las ecuaciones de Maxwell

inhomogéneas (3.12)) y (3.13) han sido modificadas, las ecuaciones de Maxwell homogéneas son

las mismas de la ED estandar. Por lo cual, es posible estudiar la §-ED al colocar los campos en
términos de los potenciales de la manera usual:

E = -V, (3.29)
B = VxA, (3.30)

donde A satisface la norma de Coulomb:
V-A=0. (3.31)
En particular, para el ejemplo que estudiaremos en esta subseccion j = 0, por lo que
B=-VU, (3.32)

donde ¥ es el potencial magnético escalar.

Por otra parte, el sistema que se estudiara sélo tiene una f-interfaz en z = 0, i.e., la ec. (3.8))
toma la siguiente forma:

0(z) = 020(2) + 6,0(—2) , (3.33)

donde O(z) es la funcién de Heaviside y de este modo, se dividira el espacio en dos semi-espacios
U, y Uy como se muestra en la Figura (3.2). Siendo asi, las condiciones de frontera que deben
de satisfacer los campos para son [9]:

=071 ~
[HH]Z:of = _QEH|z:0a (3.35)
z=01
B, =0, (3.36)
B = 0. (3.37)

donde recordamos que 0 estd dado en forma general por la ec. (3.14)).

De esta manera, tendremos que al colocar un objeto fisico en la regién U; (un monopolo
eléctrico o carga puntual, un dipolo eléctrico, etc.) con potencial @y que determina su fuente y
también su campo eléctrico Eg completamente se generaran campos eléctricos y de induccion
magnética en ambas regiones del siguiente modo:

E = —Vb&=-Vd, -V, (3.38)
B = —-VU=-VJ,—VU. (3.39)
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Figura 3.2: Esquematizacién de la configuracién para una carga puntual ¢ ubicada en r =
(0,0,d) frente a la superficie 3 situada en z = 0 y las dos regiones U; y Uy en que X divide al
espacio o la subvariedad U.

Para determinar tanto ® como ¥ es necesario sustituir ambos campos en las ecuaciones de
Maxwell (3.12)) y (3.16]) respectivamente, obteniendo que fuera de la superficie (i.e. z # 0),

V-E = V-Ej— V2® =4rp,
& Amp— V2O =4np ,
& Vo =0. (3.40)

V-B = V-B,—V?U =0,
& VA =0. (3.41)

Ambas deducc1ones se siguen puesto que Eq y By satisfacen las ecuaciones de estdndar Max-
well - ) v i e conf=0. Concluyendo que @ y ¥ satisfacen la ecuacién de Laplace.

Finalmente, para obtener la expresion completa de los campo H se necesitara
que los potenciales ® y ¥ satisfagan las condiciones a la frontera

3.2.1.1. Aplicacion: Carga eléctrica puntual estatica

En esta subseccién usaremos el método de la seccidon previa para hallar los potenciales que
generan los campos eléctrico y de induccién magnética de una particula puntual de carga q
situada a una distancia d > 0 de la superficie ¥, que sera el plano z = 0 (Ver Fig. . Esto
se hard para el caso mas general que consiste en tomar en cuenta las permitividades y las per-
meabilidades de los dos #-medios, siendo éstas constantes.
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A partir de la Figura observamos que las coordenadas mas convenientes para este
problema son las cilindricas r = (p, ¢, z) ya que el sistema presenta simetria azimutal y al
monopolo eléctrico de carga ¢ le podemos asociar una altura d con coordenada radial cero.
Dicho lo anterior, comenzamos por recordar que la solucién general a la ecuacién de Laplace
en coordenadas cilindricas es [76]:

D(p, ¢, 2) = Z/ dkJn (kp)e ™ [A,, (k) sin me + B, (k) cosmg] . (3.42)
m=0"0
Con base en la forma de las soluciones, es conveniente escribir el potencial &y del monopolo

eléctrico con carga ¢ en estas coordenadas como se muestra a continuacién [77]:

B q _ q _ [T
Va4 i+ (z—d)? P+ (2 —d)? qo

Siendo asi, los potenciales a determinar se escribiran de la siguiente manera:

d, dkeJo(kp)e *==dl (3.43)

o, = <I>0+mi:0 /0 Ookom(kp)e’kM [A,, (k) sinme¢ + B, (k) cosme)] , (3.44)
P, = (I>0+T§:O /0 Oodkjm(k;p)e—’f‘zl [Con(K) sinme + Dy, (k) cosme] | (3.45)
U, = mf:ﬂ /0 Oodkjm(k;p)e—k‘zi [En (k) sinme + F,, (k) cosme)] | (3.46)
U, = miio /0 Oodk;Jm(k;p)e’k‘Z' (G () sinme + H,, (k) cosme)] . (3.47)

Sin embargo, antes de comenzar los célculos, observamos que el sistema presenta simetria
azimutal, i.e., simetria en ¢ por lo que

An(k) = Cu(k) = En(k) = Gu(k) =0, Vm, (3.48)
Bu(k) = Dp(k) = Fpn(k) = Hy(k) =0, Ym>0. (3.49)

Luego, como tenemos dos regiones en el espacio es importante considerar el signo correcto
de z como exponemos a continuacion:

Oy 1 z—d<0=|z—d=—(2—4d),
Regién Uy @ 2<0=|z|=—2, (3.50)
Region Uy :  z2>0=|z| =z,

donde se tomé z < d para poder satisfacer las condiciones de frontera (3.34)-(3.37).
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Por lo tanto, los potenciales se reescribiran como sigue:

b = ¢ / dkJo(kp)eF=9 4 / dkJo(kp)e* By (k) | (3.51)
0 0
b, = ¢ / dkJo(kp)erC=9 4 / dkJo(kp)e " Dy(k) (3.52)
0 0
U, = / dkJo(kp)e** Fy (k) (3.53)
0
U, = / dkJo(kp)e™ Hy(k) . (3.54)
0
De la condicién de frontera (3.34]) encontramos que
8(132 6CI)1 ~8\112
e 2 bl - _p=_2
|: 628 +€1a :|z:0 0z z=0,
=4 (61 — 82)q€_kd + 62D0<l€) + 8130(16) = éHo(]{?) . (355)
De la condicién de frontera (3.35)) se encuentra que
1 0¥ 1 0¥ ~0D
{___2 N __1} _ 9%
p2 Op  p Op |, 9p |.—
Ho(k) K ~
o k) | Folk) 0 [qe™ + Dy(k)] . (3.56)
H2 H1
De la condicién de frontera (3.36]) obtenemos que
00, 09y
e =0« Dy(k) = By(k) . 3.57
S G =0 D = i) (3.57)
De la condicién de frontera (3.37)) encontramos que
oV, 0V,
—— 4+ — =0« Fy(k) = —Ho(k) . 3.58
G2 | —ve R s (3.58)
Sustituyendo (3.57)) en (3.55)) hallamos que
(e1 — e2)ge ™ + (e1 + €2) Do(k) = OHo (k) . (3.59)
Y al sustituir (3.58) en (3.56]) resulta que
1 1 ~
- (— + —) Ho(k) = 0 [qe " + Dy (k)] . (3.60)
M2 1
Finalmente, al sustituir (3.59)) en (3.60)) se concluye que
f(1— a2 j
3 € 2
Ho(k) = —Fy(k) = — ( a ) ehd = ez —gekd (3.61)

——( =
1 1 02 1 1 2
E+I+62+61 (61—1—62)(“1—##2)—1—9
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Y con este resultado el resto de los coeficientes quedan determinados de la siguiente forma

[ 6 < _ 61—62>
e1+e2 ea+e1 €1 — &2 —kd
Bo(k) = Do(k) = |- = ge ™",
1 + L + 0 €2t €1
H2 “1 e1+e2

1 1 2
_ [ Gr) -]
= — | ge™ " (3.62)
| (e1+2) (i + i) + 02

H2

Concluyendo asi que los potenciales, ya con las integrales hechas, tendran la siguiente forma:

1 1 2
B q (51—52)<“—2—|—E>+9 q
Ci(p,2) = —= = — — =, (3.63)
PrE—dF  (qite) (L+L)+0 VP +(EHD
_en (L) 42
b - oG g
PrE—dF  (ote)(L+L)+0 VP +E—dP
2¢; (t + i) 7
_ N T (3.64)
(€1+62) H_2+E>+0 P Z
20e q
\I]1<107 Z) = - l 2 L éZ B ) Y (365>
(e1+e2)(5; +55) +2V/p* + (2 + d)
20
Uy(p,2) = £ _ d . (3.66)

A continuacién, se presentan los campos eléctricos asociados a ®1(p, z) y a Pa(p, z) calcu-
lados por medio de la ec. (3.29):

1 1 02
—-d (61—82)<_+_>+9 d
(e1+¢2) (;2 + E) + 62
2qe2 (i + L) —-d
Ea(p,2) = I B T Tl (3.68)
(51 +62) <t + i) + 62 HX - H

donde d = dz. También presentamos los campos de induccién magnética asociados a Wy (p, 2)
y a Uy(p, z) calculados a través de la ec. (3.32)):

2q§52 x+d
Bi(p,z) = — — , 3.69
1(p,2) (e1+e2) (5 + o) + 02 |x+d|? (3.69)
240 —d
By(p,2) = = x (3.70)

(61 + 52)(% + t) + 02 [[x —d[*
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Para concluir con el estudio de la carga eléctrica puntual, haremos algunos comentarios
finales. Primero, recuperamos los potenciales y los campos eléctrico y de induccién magnética
del caso 1 = €9 = p13 = puo = 1 reportados en [10], donde se utilizé el método de la funcién
de Green. Segundo, los coeficientes que determinamos a través del método aqui empleado son
los mismos que se reportan en el articulo [I3] para el mismo caso de medios materiales aunque
ahi todo es calculado por medio del método de la funciéon de Green y también coinciden con
los coeficientes reportados en el articulo [30] salvo un factor de ey, cuya discrepancia se debe
a que en dicho articulo el campo eléctrico se genera por una carga puntual efectiva q/e5 en el
semiplano superior. Ademas se debe hacer la identificacién 6 = 2a.Ps, siendo P3 la componente
en la direccion z de la PMO descrita en la seccién del capitulo [2| de esta tesis.

El dltimo comentario y quiza el mas importante sobre el campo de la carga eléctrica puntual,
resulta de observar el campo de inducciéon magnética descrito por las ecs. y , ya
que este campo de inducciéon magnética corresponde a aquel de un monopolo magnético. De
esta manera, hemos exhibido cémo surge el campo de induccién magnética monopolar por
la presencia de la carga puntual ¢ y también por que es el ejemplo mas sencillo y usado para
mostrar el EME en estos materiales. De hecho, el articulo [30], donde se exhibié este ejemplo por
primera vez, también propone un experimento para medir los campos eléctrico y de induccion
magnética correspondientes [30] por medio de un microscopio de fuerza magnética (MFM). Sin
embargo, la obtencion de los campos — resulta mucho mas facil de resolver por medio
del método de la funcién de Green como se puede consultar en los articulos [10, 11} 12]. Aqui ya
no se exhibira este método ni se aplicard para la carga puntual ni ninguna otra configuracion
estatica. En cambio, se optara por exponerlo con todo detalle en el siguiente capitulo en el caso
dinamico, es decir, configuraciones cuyas fuentes dependan explicitamente del tiempo, pues el
tema central de esta tesis es estudiar la respuesta de los MEs ante dichas fuentes con miras a
un analisis de la radiacion que éstas generen.



Capitulo 4

Funcién de Green dependiente del
tiempo para simetria plana y un solo
medio dieléctrico homogéneo

En este capitulo se estudiaran los efectos de un aislante topolégico (TI) con simetria plana
sobre la radiacion electromagnética, cuando éste se encuentra inmerso en un medio dieléctrico
homogéneo de constante € en el marco de la -ED. El método por medio del cual se analizan
estos efectos es el de la Funcién de Green (FG) que se describe con todo detalle en la seccién
[4.1] Después, en la seccién se expone la obtencion y derivacion de la FG en el espacio de
coordenadas, mas aun se logra obtener una expresion analitica para dicha FG. Sin embargo,
dada la dificultad en su manejo, en la seccion se estudia a fondo la aproximacién de campo
lejano descrita en el espacio de frecuencias, encontrando también una expresion analitica por
medio de una modificacién al método de steepest descent. Dicha expresiéon resulta mas facil de
manejar que la FG completa y en la subseccién se describen las dos posibles fases de las
ondas esféricas, lo cual tendra cosecuencias en las cantidades observables. Finalmente, en la
subseccién se describe la contribucién adicional de ondas superficiales cilindricas axial-

mente simétricas y de las ondas planas superficiales que presenta la FG debida a la presencia
del #-medio.

4.1. Método de la Funcion de Green

Motivados por los resultados del articulo [78], donde los efectos del f-término son incremen-
tados con respecto a las contribuciones épticas, pediremos que ambos #-medios tengan la misma
permitividad € = €; = €5 y que ambos medios sean no magnéticos pu = p; = e = 1. Luego, con
base en las ecuaciones de Maxwell modificadas (3.12)), (3.13), (3.16) y (3.17)) presentadas en el
capitulo [3| y restringiéndonos al caso en que la superficie de separacién sea el plano z = 0 (i.e.
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Figura 4.1: Regién sobre la cual se define la #-Electrodindmica cuando la superficie de separacién
> sea el plano z = 0 cuando ésta esta inmersa en un medio dieléctrico homogéneo de constante
€.

6(x) dada por la ec. (3.33)), tendremos que las ecuaciones para la -Electrodindmica son:

eV-E = 4rp+05(2)B-1, (4.1)
V-B = 0,
0B
E+ 2= = 4.
VxE-+ 5 0, (4.3)
OE - "
VxB-— o = Atj +00(2)E x 4 . (4.4)

_ El plano z = 0 separa los medios con acoplamientos 6; y 6, constantes, tales que definen a
f por medio de la ec. 1D No obstante, en el caso de que el TI esté localizado en la regiéon
2 de la Fig. (A2 = ) en frente de un aislante regular (f; = 0) situado en la regién 1 de la
misma figura, tendremos que 6 estard dado por la ec. con m € 7Z cuyo valor dependera
de los detalles la ruptura de la simetria de inversion temporal en la interfaz.

Recordamos que §(z) es la delta de Dirac, la cual indica que los términos que estdn multi-
plicados por ella contribuyen sélo en la superficie antes mencionada y @ sera el vector normal
unitario a dicha superficie.

Después, como las ecuaciones de Maxwell homogéneas estan intactas se introducen los po-
tenciales ® y A de ED estandar para el caso dindmico

OA
E = Vo (4.5)

B = VxA. (4.6)
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Luego, para campos dependientes del tiempo trabajaremos en la norma de Lorenz modifi-
cada:
0P

Con lo anterior, las ecuaciones de Maxwell modificadas se reescriben de la siguiente manera:

EDZCI) = §5<Z)€3ijaiz4j - 471'@ 5 (48)
DZAi = é5<2)83ij (GJCD + 80Aj) — 47T.7z s (49)

donde 2° =t y 0% = —V? + €d? denota al Dalambertiano.

Las dos ecuaciones para ® y A; se pueden poner en una sola ecuacién de la siguiente manera:
[[m?} = 55(,2)53‘“"”0@} A = 4z J* (4.10)

donde definimos el operador '
(07" = (e@?, %)) . (4.11)

La densidad de corriente es J* = (p, j). Las condiciones de frontera (3.27)) y (3.28) se reescriben

en términos del 4-potencial y toman la siguiente forma:

z=0" 01z=0" N -30c v
AH|Z:0— — 0 5 GaZA |Z:07 — _08 VaaA |Z:0 y

QA= = —06%® 054" . (4.12)

Ahora bien, para resolver la ec. adecuaremos el método de la FG expuesto en los
articulos [10, 11} 12, 13] para nuestro problema. Usaremos este procedimiento porque el conoci-
miento de la FG nos permite calcular campos electromagnéticos para una distribucién arbitraria
de las fuentes, asi como resolver problemas con condiciones de frontera de Dirichlet, Neumann
o Robin sobre superficies arbitrarias. Este es una ventaja considerable con respecto al método
de Superposicién y de Condiciones de Frontera expuesto en el capitulo [3], ya que éste se com-
plica bastante cuando se tratan problemas con distribuciones arbitrarias de las fuentes. En lo
subsecuente, nos restringiremos a estudiar sélo contribuciones provenientes de fuentes locali-
zadas fuera de la interfaz ¥ y sistemas sin condiciones de frontera impuestas sobre superficies
adicionales, excepto por las condiciones de frontera al infinito.

Siguiendo los pasos desarrollados en el articulo [12], a continuacién introduciremos la FG,
que propiamente es una matriz, la cual satisface la siguiente ecuacion:

(27", = B0(2)%2, 0| G, (w,2) = 4,69 (& = ) (4.13)

junto con las condiciones de frontera (4.12)) y donde usamos = para denotar al cuadrivector de
posicion. Se busca que la solucién general para el cuadripotencial en la norma de Lorenz sea de
la siguiente forma:

At (z) = /d4x'G“V(x,x')J”(x') : (4.14)
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determinada por soluciones homogéneas de la ec. (4.10)).

En lo que prosigue expondremos cémo se construye la FG G* (z,z'). Primero, tomamos
ventaja de la simetria traslacional en el tiempo y de la simetria traslacional en las direcciones
paralelas a 3 (direcciones X y ), mientras que dicha invariancia se rompe en la direccién Z.
Explotando esta simetria, se introduce la transformada transversa de Fourier de la FG en la
direccion paralela a 3 de la siguiente forma:

Gt (z,2)) = / dw G*,(x,x;w) | (4.15)
2k , : /
= an [ G M g e ik ) (416)

donde R, = (x —x'); y ki = (k;, k) es el momento paralelo a ¥ [80]. De aqui en adelante, el
subindice L indicard que la variable marcada con €l vivira en el plano XY.

Debido a la antisimetria del simbolo de Levi-Civita, la derivada parcial que aparece en el
segundo término de la ec. introduce derivadas solo de las coordenadas transversales R |
y del tiempo pero no con respecto a la coordenada z. Esto permite escribir la ecuacién para la
FG reducida ¢*,(z, 2"; k,w):

[(’)“V + iéé(z)sg”ayka} g (z, 2k, w)=n"0(z—2"), (4.17)

donde O* es el operador dado por la ec. (4.11]) pero ahora en el espacio de momentos tranversos
y de frecuencias, i.e. ahora 0% = k2 — w? — 0% y k* = (w,k,,0).

Para resolver la ec. (4.13)), se emplea el (ahora) método estdndar [79] para lidiar con inter-
acciones tipo 0 que es similar al usado para obtener la FG para un potencial tipo § en Mecéanica
Cuéntica, donde la FG libre se usa para integrar la ecuacion de Green con la interaccion tipo
0. Por libre, nos referiremos a la FG que satisfaga cuando 6 = 0 y que esté descompuesta
en el mismo modo que la Ec. . A este tipo de FG se les denotara con una letra caligrafica
para distinguirla de la completa ¢”_(z,2’;k,,w). Para este fin, consideraremos una FG libre
reducida H" (z,2';k, ,w), asociada con el operador O", previamente definido en (4.11)), que

resuelva la ecuacion
O H (2,2 k,w) =0t 0(z—2), (4.18)

satisfaciendo las condiciones de frontera estandar en el infinito. Separando las componentes
tenemos que

e (kT —we— ) H (2, sk, w) = §(z—2"), (4.19)
(k] —we—07)H (2, sk, w) = 0, (4.20)
(kT —w?e—02) H'o(2, 2k, w) = 0, (4.21)
(K —w?e— ) H (2,2 k,w) = §6(z—7), (4.22)
(4.23)
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que implica

HO (2,2 ky,w)=0=H"y(2,7;ki,w), (4.24)
dejandonos sélo con
e (kT —we— 7)) H(2, sk, w) = 8(z—2"), (4.25)
(kK] —w?e— ) H (2,2 k,w) = §6(z—2"). (4.26)
(4.27)

Este sistema se resuelve por medio de la FG Fy(z, 2’'; k|, w) que satisface
(k7 — w?e— 02) Fo(z, 2" ki, w) =6(z — 2') , (4.28)
junto con las condiciones de frontera en el infinito. A Fy(z,2';k,,w) se le conoce como la
funcién libre de Green en 241 dimensiones y su expresion es [81]:
ietk= |[z—2/]

%,
b — \/]%g—ki ,Sil;(]>”kj_” (430)
ik — k2 siho < ko]

donde definimos ko = wy/e con w > 0y k% = </::0,kl, 0), k%k, = k2 — k2 = k2. De este modo,

obtenemos

Fo(z, 2k ,w) = (4.29)

con

1
Foo(z, 2k, w) = Ego(z,z';kbw) , (4.31)
fij(z,z';kbw) = 0’ 90(2 21 k1, w) . (4.32)
Vale la pena notar que la ec. (4.28]) requiere que la derivada de Fy sea discontinua en z = 2/,
ie., 0,Fo(z,7; kL,w)|§iji = —1y que Fy sea continua en z = 2’ [80), [R2].

Ahora, observamos que la ec. (4.17) se puede integrar directamente al usar H*,(z, z/; k,,w)
junto con las propiedades de la delta de Dirac, obteniendo

9" (2,2 ki, w) = g Folz, 2 ko, w) — 03 ko Fo(z, 0k, w)g”, (0,2 ky ,w) (4.33)

con lo que hemos reducido el problema a un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas. Los
detalles del procedimiento para resolver la ec. (4.33)) se muestran en el Apéndice @ de esta tesis.
La solucién es

1
goo(zvzl;kl7w) = _g00(27zl;klaw) )
€
giu(z72,;kl_7w) - giu<zaz/;klaw) ) (434)
I i

g i(Z7Z,;kL7w) g Z-(Z,Z,;kL,LU) )
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donde

g" (2,2 ki, w) = ' Folz, 2'i ki, w) +ie" kP2, 2k, w)
+0Fo(0,0:ky, w) [K'k, — (", + u'u,) k*] P(z, 2k, w) ,  (4.35)

donde v* = (0,0,0,1) y

~ -k "k
P(Z,Z/;kj_,UJ) ) -FO(Zu 07~ ﬂ_?('U)fO(OJz; J_7w) ‘
e — 02k2F2(0,0;k, ,w)

Al comparar la FG reducida con aquella de [12] encontramos sélo una diferencia entre
ellas. Dicha diferencia es el factor de € que aparece en todos los denominadores de los factores
del pardmetro efectivo, tales como 40/(4e + 62) y 262 /(4e + 62). La razén de esto radica en
que tras observar los mismos factores de la FG estética de [13], donde la funcién dieléctrica es
€(x) = €0(—2)+0O(z) y la permeabilidad es = (x) = i (—2)+0O(z), uno puede hacer el cambio
de la €(x) de ahi por la nuestra que corresponde a un medio homogéneo €(x) = €O(—z) +€0(z)
y también haciendo 1~ !(x) = 1, obtenemos los mismo factores 8/ (4e +62) and 62 /(4e + 62) que

aqui se presentan.

(4.36)

Dado que la tnica diferencia entre las FGs GX, y G*, es que G°, = G /e, pues los otros
términos se quedan igual, resulta conveniente presentar explicitamente las FG con barra que se
obtienen una vez que g*,(z,2';k,,w) es sustituida en la ec. . Finalmente, la FG se puede
escribir como la suma de tres términos

G*,(x,X;w) = Glp (%, X5w) + G (x,x;0) + G, (x,xw), (4.37)

donde los tres sumandos son

koL . ei\/kgfki|zfz’|
6sz R

Ghp (x,x5w) = 77”,,@'47r/ ,
w (2m)? N

- Am Pk, in/kg k2 (2] +]2])

G! (x,x;w) = ig"*® i / ée’ki'leae o , (4.38)
o 4n? 462 ) (27) kg — ki

. An6? [ d’ky

G W) = _ Kk, — (0", + uu,) k2

e = i [ S [ = o ) 1]

iV k=K (12| +2')
- S\32
2 (ko - kL>

donde hemos usado que n = /€ es el indice de refraccién en los coeficientes de G‘g V(x, xw)y
el /.
Gp (X, X w).

ik R

Xe

Aqui recalcamos que el cuadripotencial y los campos electromagnéticos deben ser calculados
con la FG G*,(x,2’). En el limite estatico (w = 0), la ecuacién (4.35)) se reduce al resultado
reportado en [10] [T1].
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4.2. Integracion de la Funcién de Green en el espacio de
coordenadas

En esta seccién calcularemos las componentes de la FG (4.38]) en el espacio de coordenadas.
Para este fin, realizaremos la transformada transversa de Fourier y después la transformada de
Fourier en la FG reducida , como esta indicado en la ec. . Antes de comenzar los
qélculos, citamos la identidad de Weyl [83], ya que la usaremos con frecuencia en esta tesis.
Esta es

ikoR Pk, . - in/ k2 K2 |22
C / L giki Ry 1 _ (4.39)

2 ~ Y
R (27) 2/k2 — k2

donde R = [x —x[| = ViEe—2)2+y—-y)2+E—2)2 R =x—x).=(@—2,y—Y),
kJ_ = (k’x,ky) y k‘o :CU\/E.

4.2.1. Componente G°,(z,2")

En esta subseccién, comenzamos por la componente G°)(x,z') que es la suma de las com-
ponentes =0y v =0 de (4.38). Después de tomar la transformada de Fourier transversa de
dicha componente y usando la identidad de Weyl (4.39)), tenemos que

(4.40)

~0 /. _ ei’;OR 52 d2kl ik | -(x—x' kie_ ki_l;gz
— _ 1 )L
Gy (x,x";w) — 47 5€ 375
R 4n2+ 2 (27) 2> _ 72\

donde Z = |z| + |¢/].

Esta expresién para G, la reescribimos de la siguiente forma
0

N ikoR é2 d2k '
0 . _ € L ik, -(x—x'
Go(x,xw) = T 52471‘/ —(27r)2€ Lr(x=x) 1

1 k2 o
x — + | e Ve, (4.41)
2k -k 2 (k2 - &)
donde identificamos el primer término dentro de los corchetes como el integrando de la identidad
de Weyl (4.39)). De este modo, encontramos que

eifcoR 9”2 ez’icofz
R 4p? +62 R
02 Amk? [ APk, 4 . e VELTKZ
_ _ / P 1(x=x") 1 77
4n? + 0% 2 2m)? 7
( ) <k2L _ k.2>

GOO(Xv Xl; (,U) =
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donde R = \/ R? + Z2. La integral restante sers calculada al integrar dos veces la identidad de
Weyl 1) sobre Z. Entonces, integrando una vez |D se tiene lo siguiente

[e8) 'Lk R 2 o8] o -~
/ dél i = 47T/ d ké eikL'(X_X/)l —1 / déle_ ki_kaz, 9
2 R (27) 2Kz — iz /2

-k —k2Z
— 47T/&€ikr(x—x/hL7
(2m)? 2 (K3~ #3)

(4.43)

donde R = \/R? + Z”2_ Integrando una vez mds, obtenemos

S oo ikoR" k. . , —k2 —k2Z
/z dZ’/é/ dz”eﬁ{u —47r/—Le’kr<xxM e (4.44)

27)2 _\3/2
(2r) 2 (K2~ i3)
De este modo, hemos encontrado que
szR 2 zkoR N2 szR”
G (x,x;w) = = k / dz' / 2"~ : (4.45)
R 4p2 +62 R 4n2 62 / R

En este punto, vale la pena mencionar que al hacer w = 0, esta ecuacién reproduce la
componente del caso estatico reportada en [10]. Luego, al recordar el siguiente resultado para
la FG retardada [76]

iwyeR , ! _
€ e*lw(t t ) _ 5(t t + \/ER) ’ (446)

AT 1 > —
GED(X,t,X,t):%/ dw 5 = 7

seremos capaces de integrar G%(z,z';w) en las frecuencias como se muestra a continuacién:

ooy = NLENER) B el
L 4n2+6’2 R

02,,2 /1
LS T T ) Gl VeR) (4.47)
T y 7

Con lo anterior, sélo resta determinar la siguiente integral:

I, 2)= [ dZ gz =t Vel ) (4.48)
~ ~ R//
Z zZ!

Para conseguirlo, necesitamos calcular primero la integral

K(z, ') = /Z 20 _tg *ﬁé/), (4.49)
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que se puede reescribir de la siguiente manera

K(z,2') = tﬁ, i dZ's (t’ —t+ Ve R? + Zf?) . (4.50)

Aplicando la siguiente propiedad de la delta de Dirac [84]:
o(x — gjn)
swi= Y e (a51)
n, f(acn)zo7 f’(xnbgo |f (xn)|

somos capaces de reescribir K(z,z") como sigue

Ka) = [ Vi _f/i— | (2/ ) \/(t_—t) ) Ri) - <2/ : W_—t) : Ri>

Luego, sabiendo que la delta de Dirac satisface -
/OO de 5(z — a)f(x) = ©(a— b)f(a) (4.53)
donde © denota a la funcién ge Heaviside estandar, concluimos que
C ( U=r2 _R2 z)
K(z,2') = . (4.54)

V(=) —eR?
Usando la ec. (4.54), J(z,2") se lee ahora como

AN 1 oo >/ (t_t/)z_ 2 =l
Iz, 7) = \/(75_15,)2_(%/2~ i2'0 <\/ S m z) | (4.55)

Sin embargo, la integral de la funcién Heaviside es la funcién rampa [85]

3
ramp(§ —a) = / dvO(y —a) , (4.56)

—00

donde ramp(§ —a) = (£ —a)O(§ — a).

Entonces, el resultado final para J(z,2') es

ramp( @—Ri—ZN)

J(z,2') = 4.57
@) V(t—1)? —eR? 457)
Por lo tanto, considerando las ecs. (4.54)) y (4.57)), tendremos finalmente que
. ot —t 02 ot —t ;
GOO(x’ .T}/) _ ( + \/ER) . _ ( j_ \/ER)
R 4n? + 62 R

52n2 82 ramp ( (t—et’)2 . Ri . Z~>

(4.58)

dn? + 62 08 JE—1) — 2
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ki

Y

kL

x

Figura 4.2: Disposicién de los vectores ki, k., k; y R, para integrar las componentes de la
GF en el espacio de coordenadas.

4.2.2. Componentes G';(z,z’)

Ahora calcularemos las componentes G°,(x, 2') en el espacio de coordenadas que son la suma
de las componentes 1 = 0y v =i de (4.38)). De la ec. (4.35)), se tiene que las componentes de
la FG reducida son explicitamente las siguientes

0 éwki e~ Vki—kiZ

0 / . 043
gi(z, 27k, w) = = —1e k| ————=. 4.59
( ) dn? + 62 |9 k2 — &2 ’ k2 — k2 (4.59)
Resulta conveniente definir los siguientes vectores

2 -k2 -k2Zz

IR, Zw) = 4r / AKL ey, Koo VT (4.60)
)~y (271')2 ki _ ]{3(2) )

B d2kJ_ e kj_ef\/kiffsgé

JR,,Zw) = 47T/—26 ko Rl—~3/2 , (4.61)
(2m) (kz k2>
1 ko
donde k| = (k1,,k1,). En términos de éstos se tiene que
_ ] 0 .

G (x,x;w) = FRCE (707 - 2'50/3%) (4.62)

Para calcular las integrales que definen a los vectores Z y J dados por las ecs. (4.60) y
(4.61)) respectivamente, elegimos el sistema de coordenadas de la Fig. (4.2]). De este modo, el
vector Z se escribe como se muestra enseguida

R S) 2 —\/k2 —k2Z 1 2 '
(R, Z;0) = 2/ die, P8 T { / d ( Cos @ ) elk’LRLCW] . (4.63)
0 0

K-k |27 sin ¢
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donde el subindice k denota que el vector k; estd escrito en el sistema de coordenadas parti-
cular de la Fig. (4.2)). Después de usar la representacion integral de la funcién de Bessel [84],
encontramos que

g s a > k _ 2 _12%
Ik(RL,z;w)——zlealeo d/ﬁk2 L%QJO (kL Ry)e VFi—hZ (4.64)

1 0

Sin embargo, podemos escribir esta tultima expresién como la integral de la identidad de
Weyl (4.39), de la siguiente manera

Z. (R, Z:w) = — f{ dé’elko l
k( L ’ ) ‘ J_(9R / Z R/ ’ ( )

donde R’ = \/ R% + Z72. Como consecuencia del sistema de coordenadas elegido, la segunda

componente de Iy es cero, esto implica que este vector es paralelo a R, . No obstante, esto se
generaliza de forma directa a un sistema de coordenadas arbitrario como sigue

5 2 T —q zkoR’
T Ziw)=—— 4z’ . 4.
(R, Z50) RL< B >8RL/ (4.66)

Usando la identidad de Weyl (4.39)), uno observa que Z y J estan relacionados del siguiente
modo

TRy, Z:w) = / dZ' IR, Z;w) . (4.67)
z
Més aun, utilizando (4.66) se tiene que
5 2% T — 7 zkoR"
R,,.Ziw)=—— dz' Z” 4.68
TR Zw) = (070 ) 5o [0z [ a (1.69
Entonces, a través de las ecs. (4.66) y (4.68) las componentes G°,(z, 2/; w) se leen
_ éQ inl zkoR”
GV (x,xw) = . / dz' / dz"s
i ) 4n2+62 Ry OR, '
25 o ]3R / e zkoR/
- —c dZ , 4.69
an? 4+ 62 ' R OR. J3 R (4.69)

donde R} = (z — 2’,y — /). En este punto, una vez mas notamos que si hacemos ko = 0, esta
ecuacién reproduce la componente del caso estatico reportada en [10].

Tras realizar la transformada de Fourier inversa en las frecuencias y al utilizar la FG retar-
dada (4.46)), tenemos que

. 20 Ry, 0 [~ ~5('—t+ﬁﬁﬂ)
GO' / _ _ D}]B / dZI
i(@,7) 4n2+6’2(€ ! RJ_ OR,

0> R, t’ t+ /e R”)
— dZ' Z” 4.
4n2 + 02 Ry 3taRL / // R (4.70)




4.2 Integracién de la Funcién de Green en el espacio de coordenadas 47

Sin embargo, a partir de esta expresion podemos identificar las integrales (4.54)) and (4.57)).
Por lo tanto, la expresién final de estas componentes es

, =2 _ p2 _ Z
20 €Oi]3RLj P @< - Ry Z)

4n2+02 Ry OR. VE—t)2 —€R2

GO(x,2') =

4n2 4 62 Ry OtOR, Vit —1)2—eR2

(4.71)

4.2.3. Componentes G';(z, 1)

Ahora determinemos las componentes G* j(x, x’) que son la suma de las componentes p = i
y v = j de (4.38). De la ec. (4.35) tenemos que las componentes correspondientes de la FG
reducida son

. e—\/ki—fsg\z—z’\
i

gij(’z?’zl;kluw) = 77] ~
2 /K2 — i2

0 Ok'k; o | e VKLRZ

4n? 4 02 = ey k2 — k2
2y/k? — k2 1 0

Ahora usaremos algunos resultados previamente obtenidos para obtener G; (x,2";w). Prime-
ro, notamos que el primer sumando se puede integrar directamente por medio de la identidad
de Weyl . Segundo, la transformada de Fourier transversa del primer término dentro de
los corchetes esta relacionada con el vector J en el siguiente modo

deL kLR, kikjef\/kiffcgé
27 )2 _N3/2
(2m) (12 — i)

Por dltimo, la transformada de Fourier del término restante se obtiene a través de la iden-
tidad de Weyl (4.39) como se muestra enseguida

(4.72)

—i0' TRy, Z;w) = 47r/ (4.73)

' oo ikoR 4 P2k k2 -k2Z
2iwe* / d2'“— = driwe' % / —éékrfﬁ; : (4.74)
Z R (27) k2 — k3
Entonces,
. . ’L']:Z()R 20 ) oo ~ ’L']:Z()R”
G'i(x,xw) = nlje — —jwe" 403/ dZ"——
R 4n2 + 62 - R

é2 aiRLj a () ~ [e’e) B eime//
— = dz' dzZ"— 4.75
4n2+62 R, OR, /z /”/ R" (4.75)
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la cual reproduce correctamente la componente en el caso estatico cuando w = 0 como se re-
porta en [10].

Tras realizar la transformada de Fourier inversa en las frecuencias y al utilizar la FG retar-

dada (4.46)), tenemos que

. . O(t' —t+ \/eR) 20 30 /°° S0t —t+ /R
[ — ? — vUs_— dZ ~
G](l’,x) n] R +4n2+02€.7 8t F R/
02 O'R,. 0 /°° . /w -, 0(t' —t 4 \/€R")
- _ . az' | dz" _ . 4.76
4n2+62 R, OR, Jz 5 R (4.76)

Finalmente, utilizamos las integrales (4.54)) y (4.57) para obtener la expresion final de esta
componente, la cual es

_ =t _ p2 %
G (7)) = of o(t' —t+/eR) " 20 ;030 @( ‘ " )
A K R 4n2 + 02 7 Ot Vit —1)2—eR?

~ ' t=t)? _ p2 _ Z
4n? 462 R. ORy V({t—t)?2 —eR? ' '
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En resumen,

S(t' —t + \/eR) 0>  5(t' —t+/eR)

G (z,2') = — .
ol ) R 4n? + 62 R
An? + 02 0t Vit —1)2—eR? 7
. , e =t)2? _ p2 _ 2)
G%(x, ") = 20 _e"Ry, 9 ( ‘ 5

C4n2+02 Ry OR. V({t—t)2—eR?

B 62 Ry, o2 ramp ( —(tiet) — Ri — Z)
4n2_|_9~2 RJ_ atﬁRL \/(t—t/)z—ERi 5

(4.78)

. =t _ p2 %
G (z,2) = 7 d(t' —t+ \/eR) " 20 ; 032 @( ‘ i )
ABE T T R dn2 402 7 Ot V(=12 —€R2

2 OR, 0 ramp( @_Ri_%
4n? + 02 Ry ORy Vit —1)2—eR? 7

En este punto es necesario discutir el significado fisico de esta FG. Primero que nada, esta FG
ya no es una funciéon como es en el caso de la ED estandar para la configuracion ilustrada
por la Fig. [4.1], sino que es una matriz de 4x4 entradas. De hecho, el primer término de las
componentes G (z,2) y G' ;(x,2') es la FG retardada de la ED estdndar para la configuracién
mencionada [86]. Luego, las componentes G°,(x, '), inexistentes en la ED estdndar, codifican el
EME debido al §-plano. Después, tras analizar el segundo término de la componente G%(z, 2')
en cada semi-espacio, es decir, analizando los casos z > 0y 2z < 0, se le interpreta con la
imagen de la fuente puntual con magnitud proporcional a —02/(4n® + 62). Con respecto a
los términos que tienen la funcién de Heaviside es posible interpretarlos como el potencial de
un monopolo magnético puntual como se expone de forma general en la Ref. [87] y que se
desarrolla con mayor profundidad en el apéndice [Gf] Finalmente, con respecto a los términos
que involucran la funcién rampa, aiun resta por hallar una interpretacién fisica de lo que esta
funcion de distribucion significa en el contexto de la §-ED.

*Comparar con las ecs. 1' y 1) del apéndice mencionado.
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4.3. Integracion de la Funcién de Green en el régimen
de campo lejano

Como se ha mencionado, el proposito de esta tesis doctoral es analizar la radiacién cuando
exponemos una fuente externa dependiente del tiempo frente a un TI con simetria plana. Pa-
ra ello, el siguiente paso seria convolucionar la FG con una fuente especifica via la ec.
y obtener los campos electromagnéticos correspondientes. No obstante, el manejo de la
FG resulta bastante complicado ya que la convolucién de ésta con cualquier fuente con
dependencia temporal implicara la dificil tarea de clasificar los tiempos retardados modifica-
dos que surgen como consecuencia de las condiciones que las funciones rampa y Heaviside de
la FG imponen sobre el tiempo retardado modificado. Un ejemplo de esta dificultad se exhi-
bira hasta el siguiente capitulo cuando se estudie el campo electromagnético de una particula
con velocidad constante v perpendicular al TT en el cual no se requiere de ninguna aproximacion.

Con base en los motivos anteriores e inspirados en el tratamiento de la radiacion electro-
magnética en la literatura estandar [76] 88], se decidié estudiar la FG en el régimen de campo
lejano. La subsecuente aplicacion dentro de la aproximacion de campo lejano al mismo sistema
descrito en el parrafo anterior se dejara para el siguiente capitulo.

Para este fin, retomaremos las expresiones (4.38) de la FG y calcularemos explicitamente la
aproximacién de campo lejano para los tres términos de la FG.

4.3.1. Ghp ,(x,x;w) en el régimen de campo lejano

La aproximacién para el campo lejano del término G%,, ,(x,x’;w) se conoce bien en la lite-
ratura [76], 86]. No obstante, resultard muy conveniente exponerla aqui, ya que serviré de base
para el calculo del mismo régimen para los otros dos términos de la FG.

Partimos de la siguiente ecuacion
2 iv/k2—K2 |z—2|
d kJ_ ikJ_'RJ_ (& 0 L

—e _— .
(2m)? NI

Luego, la doble integral en k; se calcula convenientemente al expresar el elemento de area
en coordenadas polares d’°k; = k, dk, dy y eligiendo el eje k, _ paralelo a la direccién del vector
R, = (x — x'), como se puede apreciar en la Fig. . Escribiendo k;, - R =k, R cosp y
usando la representacién angular de la funcién de Bessel Jo(ky R, ) [89], obtenemos que

Glop ,(x,x"w) = in“u/ dekL Jo(kLR))e i/ kK |2—2']

G%D Z/(X7 X/; w) = 77“1/ idm /

(4.79)
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aqui R = ||x — xX/|| = v/R%? + (2 — 2)%, donde la tltima igualdad es una consecuencia directa
de la identidad de Sommerfeld [90]. Mas ain, las siguientes condiciones sobre las coordenadas

x| > I, Ri=x-x), [[~[x.=p
2] + 2| = |z (4.80)

en la aproximcién de campo lejano produce el resultado bien conocido para G, (%, x;w) en
ED estandar [76, [86],

eiléo (r—n-x’")

Gop (%, X3w) = 0, ————, (4.81)

con N siendo un vector unitario en la direccién de x y ||x|| = r. Para propdsitos futuros, sera
conveniente reescribir la identidad de Sommerfeld en la ec. (4.79) por medio de la relacién

Jow) = 3 (B (@) + P (@) (4.8

donde Hél) and Hé2) son las funciones de Hankel, junto con la férmula de reflexién [84]

H(()l) (e”x) _ _H(()2) (z) . (4.83)
Esto nos lleva a 5
ikoR : /7
etko _ 1 f ]{}Ldk‘l kJ_RJ_ k%—ki\z—z’\j (484)
R Cr, k2

donde Cj, denota al contorno de integracién de Sommerfeld que estd definido en la Fig.
que se toma de la Fig. 5 del libro de Banos [91]. En este punto vale la pena comentar que por
propositos de convergencia y para evitar cuestiones probleméticas sobre la misma, supondre-
mos que /;0 tiene una parte imaginaria mucho menor a uno pero positiva ¢ > 0 [92] tanto en la
integral de Sommerfeld como en las integrales de este tipo que surgirdan al analizar los

términos G’gu(x, x'iw)y Gg; (x,x;w). Esto garantiza que Re [i\ k2 — ki] < 0, es decir, el ar-

gumento de la exponencial involucrada en las integrales serd negativo y entonces la exponencial
decaerd rapidamente asegurando la convergencia de la integral [93].

4.3.2. C_?gy(x, x';w) en el régimen de campo lejano

A continuacién, calcularemos la aproximacién de campo lejano del término Ggu(x, x';w)
cuya expresion es

~ 470 Pk, in/Kg =12 (121 +12/))
G! (x,x;w) = ig"*® ™ / éezki'RLkae i , (4.85)
oy An? +62 ) (2m) k2 — k2

donde recordamos que k* = (w,k,0).
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Im (kJ_) plano k|
Cr.
~—— XM < » e (K|
—ko 0

Figura 4.3: Camino de integracién de Sommerfeld Cy, en el plano £k, . En esta figura se exhiben
los cortes de rama generados por los puntos ramales ko vy 0 y una deformacién posible al
camino de integracion. Vale la pena mencionar que este es el dibujo completo del camino de
integracién de la Fig. 2.2.5 del libro [94] que inicialmente se habia usado.

Luego, eligiendo el sistema de coordenadas de la Fig. 1’ usado previamente, (_?g V(x, x';w)
se reescribe como sigue

20
G! (x,x;w) =ik P —— I (x,X;w) , 4.86
b (0 x30) = ieh, B x5 (450
donde se defini6
(%s) _ 2
I(x,x;w) = / Meivké—ki(lzﬂz’)/ d_goeikLRLCOSSOka. (4.87)
0 k(% — kji 0 27T

Después, escribimos la integral angular de la ec. (4.87)) en el sistema de coordenadas de la
Fig. (4.2]) como se muestra enseguida

00 _ 27

I()(X,X,;w) _ W/ jﬁ.dkl ei\/kg—ki(|z+|z’)/ d_(ipeikLRLcosgo’ (488)
0 kg - ki 0 27T
[e's) 2 _ 2

Ik(X,X/;OJ) _ jﬁldkl ez‘\/lcg—ki(\zl-i—\zﬂ) i d(p CQSQP eikLRLCOSSO ,(489)
0 k;g — ki 2m Jo Sin @

donde el subindice k indica que el vector I esta escrito en el sistema coordenado de la Fig.
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(4.2). Realizando las integrales angulares, que son bien conocidas, resulta que

Ii(x,x;w) = w/ MJO(IQRL)GWf“%_ki(lz‘ﬂzl‘), (4.90)
o ki—k?
0 2 _
L(x,x;w) = —iR, / Mjl(mRL)eivké—kiﬂzlﬂz’D
o ki—k?
0o~ RL
s 0 < kidk, Ny /
R - Jo (k1 Ry ) eVRoFLIFHED 4.91
' Lam/o 2k o(kiRy)e (4.91)

Como consecuencia del sistema de coordenadas elegido, encontramos que I, = 0, de tal modo
el vector I se vuelve paralelo a R . Sin embargo, esto se generaliza directamente a cualquier
sistema coordenado arbitrario como sigue

; o o0 .7 /
I(x,x';w) = - ( ;_ f;/ ) 0 / fﬁ_dk]_ Jo (kL R.) VIR (21 +12]) (4.92)
0

Ry OR, k2 — k2
A partir de las expresiones (4.90) y (4.92)), encontramos que la integral fundamental a
determinar es: S
I; :/ L Jo (kL Ry) e VRFLUHED (4.93)
o ki—k%

Ahora usamos la ec. (4.82)) junto con la ec. (4.83)) para reescribir la ec. (4.93]) en una forma

similar a la identidad de Sommerfeld como se observa a continuacién

1 k. dk k2—k2 (|2|+|2'
=g Y R VG, (1.99)

donde (Y, denota al contorno de integraciéon de la Fig. que se toma de la Fig. 5 del libro de
Banos [91] sélo que nuestro contorno de integracién tiene un solo corte de rama. Nuevamente
recalcamos que para propésitos de convergencia de la integral supondremos que ko tiene una
parte imaginaria o > 0 [92].

En lo que prosigue, usaremos una combinaciéon del método de Banos [95, [96] y Wait [97]
para calcular ;. Primero, usamos la transformacién conform 98] £k, = = kysina y obtenemos

1 . i /
[é _ _% dor SIDCYH(()l) (kORJ_ . Oé> ezko cos a(|z|+|2']) ’ (495)
2 Jo cos &

T Aquf nos referimos a transformacién conforme en el sentido de Variable Compleja. Para aclarar el término
quizé valga la pena recordar las siguientes definiciones junto con un teorema.

Definiciéon 1 Sea A un abierto en C, se dice que una funcion f : A — C es diferenciable en el sentido complejo
en zg € A, silim,_,,, f(zz):iiézo) existe. Este limite, llamado la derivada, se denota por f'(2g).
Definicion 2 f: A — C es diferenciable en el sentido complejo en A, si lo es Vz € A.

Definiciéon 3 Sea A un abierto en C, f: A — C, se dice que [ es analitica uw holomorfa en zg € A, si f es
diferenciable en el sentido complejo en una vecindad alrededor de zg.

Teorema 1 Las funciones holomorfas con derivada no nula preservan dngulos. A esta propiedad se le conoce
como Conformalidad.
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[N

Figura 4.4: Camino de integracién C, en el plano a obtenido tras la transformacion conforme
ki = kosina. En esta figura se exhiben los cortes de rama generados por los puntos ramales

+ (j:l;:()) = +7/2 y a(0) = 0. Vale la pena mencionar que este es el dibujo completo del

camino de integracién de la Fig. 14 del libro [99] s6lo que nuestro contorno de integracién tiene
un solo corte de rama.

donde C, esta dado en la Fig. [4.4]

Ahora, como nos interesa estudiar cuando kgR, — oo, segin Wait [97] conviene usar la
forma asintdtica de la funcién de Hankel [89)

~ 2 -7 s T
av (k;oRL sin a) ~ [t eihoRisina-if (4.96)
ko R, sin «

cuyo uso es permitido ya que estamos pensando en la aproximacion de campo lejano, la cual es
fundamental para el analisis radiativo. De este modo, tendremos

_ sin o A ; 7 /
[é — 27r/4 f\ doy——— eZkORJ_ sin a+iko cos o] z]|+|2'|) ’
wkoRL . Ccosa Vsin
— 727r/4 f\ doY22— Vsin a 'LkoRJ_ sin a+iko cos a(|z|+]2']) . (497>
27T]€0RJ_ cos o

Definicion 4 Sea A un abierto conexo en C y f : A — C analitica. Se dice que f es conforme en z € A, si

f'(z) #0.
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Enfocdndonos por el momento sélo en el hemisferio superior (i.e. cos? > 0) como se hace en
[96], escribimos |z| = Rcos?y R; = Rsind, ie.,, R = \/R? + 22. De esta manera, encontramos

que
I = 1 e*iﬂ/ﬁl dov VS Oéeilon\’,sinﬁsin a+ikoR cos ¥ cos atiko|2'| cos o
? 2mkoR sin c.  cosa ’
1 ~ vsina Sy
_ —im/4 tkoR cos(a—1)+iko|z’| cos o
= 4/ —QW];'OR T e - da—cos o : (4.98)

En este punto, debemos calcular el punto silla, porque haremos otra transformacién con-
forme para poner el origen del a-plano sobre él como Banos sugiere [96]. Para este fin, Banos
establece que la fase estacionaria no necesita incorporar la totalidad del comportamiento ex-
ponencial contenido en la integral [100]. Siendo asi, para este caso elegiremos la siguiente fase
estacionaria:

¢ (a) = ikgR cos (o — ) | (4.99)

cuyo punto silla esta definido por
P (a) =0 & sin(as—9)=0 S a,=19, (4.100)
donde observamos que coincide con lo mismo que Banos tiene [101].

Luego, a esta altura del método y de acuerdo con Banos [100], 101], el camino del steepest
descent debe ser especificado en el a-plano, dicho camino se obtiene al pedir la condicion

Im [p ()] = Im [p (a5)] = Im [il;:oR cos (v — 19)] = Im [ilzroR} (4.101)
sobre C, como se puede apreciar en la Fig.

De este modo, corremos el origen de coordenadas al punto silla oy = 19 al hacer w = a — ¢
en I; como se muestra enseguida

1#/4% VAV T Sln 19 + U} zkoRcosw+zko|z | cos(94w) (4102>
27rk:0R smz? cos (U + w) ’

donde C',, ahora satisface la condicion de steepest descent
Im [il;:OR cos w] =Im [il%oR] (4.103)

que se puede observar en la Fig. [4.6]
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plano «

a
1)

.
B R I N I IR

Figura 4.5: Camino de integracion C\, ya con la condicién de steepest descent en el
plano a. La curva del steepest descent tiene las asintotas Re(a) = —7/2 + 9, 7/2 + 0 y cruza
el eje real del plano a en el punto estacionario a; = 9. La deformacién entre este camino de
integracion y el de la Fig. se exhibe en la linea puntuada azul.
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Im (w) plano w

4

(X

SR

Figura 4.6: Camino de integracién C,, en el plano w obtenido por medio de la traslaciéon w =
a — 1. La curva del steepest descent ahora tiene las asintotas Re(w) = £7/2 y cruza el eje real
del plano w en w = 0.
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Siguiendo el procedimiento de Banos [100] [102], ahora introducimos la transformacion con-

formef] )

% — 0 (0) — ¢ (w) = kR (1 — cosw) |, (4.104)
que implica las siguientes sustituciones:
u2
cosw = (4.105)
2lk0R
sinw = (4.106)

V Zl{/‘oR 4Zk0

d
- . (4.107)

du v i%OR 1- 41'%272

Sustituyendo estos cambios en I, obtenemos que

zk 2’| cos[9+w(u “
L= / _m/4% V/sin [0 + w(u)]etrol# (w)] mm( 2%"5273)(4.108)
27TkOR 2rkoR sin v w o cos [0+ w(u)] vV zk‘oR 1—

zkoR
— duFy (u)e ™ 4.1
2m SlIl19 koR 7{ ki ’ (4.109)

donde hemos definido .
sin [0 + w(w)]ekol= cosld+uw(w)

Fi(u) = (4.110)
cos [0+ w(u)] 4/1 — 41,2273
el contorno C, se puede apreciar en la Fig.
Luego, analizamos si Fj(u) tiene polos en el u-plano, que de hecho tiene porque
— ?f% =0, cos[V+w(uy) =0. (4.111)
4ikoR

Nos enfocaremos sélo en el segundo poloEIporque tiene toda la informacion fisica de la
interfaz y que resulta ser un polo simple. Entonces, sabiendo la relaciéon entre w y u por medio
de la ec. (4.105)), tendremos que

2
w(u) = arccos (1 - zf ) : (4.112)
QZkQR

El objetivo de esta tltima transformacién conforme es volver a mapear un trozo del camino de integracién
a la recta real para ahi utilizar las técnicas de célculo real que ya conocemos o aproximar la integracién de
alguna manera.

$Hasta el momento no podemos establecer por qué el segundo polo no es de interés. Ademés, al final I
converge bien en ¥ = 7. S6lo podemos afirmar que esta contribucién serd importante cuando se deseen términos
correctivos de orden més alto que R™!.
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plano u

>—
Ug_ -~

Figura 4.7: Camino de integracion C, en el plano u obtenido por medio de la transfor-
macién u?/2 = ikyR (1 — cosw) dada en la ec. cuando el dngulo 7/2 > ¥ > 0.
La curva del steepest descent se mapea a la recta real del plano u. Aqui se esquemati-
zan los cortes ramales convergentes en los puntos ooe’™? coe™""/2 y definidos por los si-

guientes puntos ramales: uy = u(n/2 — ) = :I:\/2il~fo72(1 —sind) dado en la ec. (4.114)),

w = u(—m/2 — 9) = £/2ikR (1 +5in9) y uy = u(~9) = £/2ikR (1 - cos9). Si 9 ~ 0

los cortes ramales se posicionan sobre la recta infinita azul de pendiente 7/4 y convergen en el
i /4 i5m/4

punto ooe'™/ = ocoe
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Después, insertamos esta expresion dentro de la funcion problematica, encontrando que:

2
cos [J + w(up)] = cos {19 + arc cos (1 ~ )] =0. (4.113)
2ikoR

Resolviendo para ug, obtenemos

uy = i\/Qz'l%OR (1 —sind) . (4.114)

Después, de acuerdo con Banos [103] y el articulo de revisién [104], es necesario extraer la
contribucion del polo simple en ug, este procedimiento fue justificado matematicamente por Van
der Waerden [105]. Dado que estamos interesados en el semi-plano u superior, consideraremos

sélo ug = \/ 2ikoR (1 — sin¥) [103]. Para realizar esta extraccién, necesitamos calcular el residuo
de Fi(u) en ug. Usando técnicas estandar para hallar residuos de Variable Complejam [106], se

encuentra que
vV kR

Res (Fi;up) = : 4.116
(Fi;uo) = — v (4.116)
Luego, introducimos la funcién
Res (F1;u Res (Fi;u
W(u) = Fy(u) — (Fiiuo) | Res(Fisuo) (4.117)
N U — Ug N U — Ug
b1 (u) ()

Con esta funcién, ¥, (u) es analitica en ug, por lo tanto cuando la integremos, le podremos
aplicar el método de steepest descent estandar. Mientras que 1o(u) contendra la contribucion
del polo simple que més tarde analizaremos. Siendo asi, I; la reescribimos como se muestra

enseguida )
1 1 ehoR
I; = =/ — (I; I; 4.118
O 4V 2rsind koR ( bsp T 9”) ’ ( )

I, = fg duty (u)e™ " /? (4.119)

u

donde

es la integral del steepest descent y

I, = ]{ du o (u)e ™/ (4.120)

u

9

Proposicién 1 Sean g y h funciones analiticas en zo y asimase que g(zo) # 0, h(z0) = 0 y h'(20) # 0.
Entonces, f(z) = g(z)/h(z) tiene un polo simple en zy y

Res (f; z0) = }f,((i(;)) . (4.115)
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es la integral del polo simple.

Concentrémonos en I;__, que explicitamente es
SD

I, =

Osp

. ikol|2'| cos[9+w(u I
]{ 1 d VS + w(w)]ete! ) v FoR { —uzj2 (4.121)
. cos [V + w(u)] iVi(u — o)

Estamos interesados solo en el término dominante de I;_ , por lo cual sélo expandiremos la
funcién que estd dentro de las llaves en torno a u =0 (w = O)M

meil}dzqcosﬁ /I;JOR /oo )
1; = + —= due ,
SD cos iviug .
/< iko|z'| cos ¥
_ ] Vsinde - ! Vor (4.122)
cos v 2(1 —sin?)

donde hemos sustituido ug de la ec. (4.114]).

Si sustituimos este resultado en (4.118]), obtenemos lo siguiente

1 1 ikoR /sin ¥ iko|z'| cos ¥ 1
I = —4)—F e - V2 (4.123)
iV 2rsind kR cos v 2(1 —sin?)

1 1 eihoR
iV 2rsind kgR P

eifcoR eifco|z’| cos 1

il;oR cosd \/2 (sin ¥ — sin® 19)

1 [ 1 kR
- —— I 4.124
+3 2msind kyR 7 ( )

donde observamos que el primer término dentro de las llaves es justo el correspondiente al
célculo del método de steepest descent sin la contribucién del polo simple [94] 107, [108] o por
el método de la fase estacionaria como se menciona en el articulo [109] que publicamos y cuya
derivacion se encuentra en el apéndice[E]| de esta tesis doctoral. También es importante decir que
1/+/sin ¥ introduce nuevos problemas en ¢ = 0. Este punto es una divergencia artificial debido
a que introducimos la funcién de Hankel Hél) en la ec. [TT0]. No obstante, demostraremos
mas adelante que dicha divergencia no cobra importancia cuando se analiza el limite kR — oo
con ¥ < m/2.

ILa posibilidad de cambiar la integral de contorno por la integral real viene de que la integral sobre los
cortes de rama en el u-plano es igual a la integral sobre los reales.
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Como completez y consistencia, vale la pena en este punto exhibir que la funcién dentro
de llaves de la ec. es convergente en torno a ¥ = m/2, lo cual se puede apreciar mejor
al hacer el cambio de variable ¢ = 7/2 — £ y expandirla en serie de potencias de £ en torno a
¢ = 0 como se muestra a continuacion:

eiiﬂo |2'| sin& 1 1 k | ‘ 1 ngIQ 6
—— ~ ikl | 2 - :
sin § /2 (cos € — cos?€) £ e ’ 6 2
1 1 k22"
= - — — 4kl |+ [z -2~ ]¢,
g g Tl (6 2 )
N 1 k252

donde se tomé [£| = +¢ en la tltima igualdad ya que 9 = 7/2 — & < £ =7/2 — 1 > 0 pues 0
vive en el hemisferio superior y observamos que la divergencia se removio.

Sélo resta calcular 7, 5PE cuya forma explicita es

F —00 Z\/E(U - UO)
\/koR / e/

u—uo

(4.126)

La integral faltante se encuentra en [89] y también se le conoce como funcion de Faddeeva
(o funcién de dispersién de plasma) [104]. A partir de la férmula de [89], leemos que

62
W(E) = i/ 5 : (4.127)

Si introducimos una nueva variable de integracion 5 = u/ V2, tendremos

1 0o 6—u2/2

Haciendo ug = v/2¢ dada por la ec. (4.114)), encontramos que
2
U - . 1 [ e u/?
4% (E) =W (\/zkoR(l - 811119)) = E/_ duu — (4.129)

o0

Le.,

— 0 —u?/2
W (\/@'kzoR(l - sinﬁ)) :/ dus——. (4.130)

— 0o U — Ug

“*I; , también se reescribe como una integral real por la misma razén expuesta en la nota al pie de pdgina
pasada.
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Mas atn [89, [104] sugieren poner la funcién W(§) en términos de la funcién error complemen-
taria erfc(z), porque es més facil de manejar a través de la relacién

W(E) = e erfe(—if) . (4.131)

De este modo, para nuestro caso tendremos lo siguiente

o e/ . - :
/_ duu—uo = W (\/zkoR(l —smz?)) :

= ime RIS erpe {—@\/ ikgR (1 — sin 19)} : (4.132)

Por lo tanto,

I, = OTlekoRﬂW)erfc {—i\/@'koR(l—sinﬁ)} , (4.133)

Finalmente, sustituyendo I;, en la expresion (4.124)) obtendremos la forma final de I:

eii@gR eiffo|z/| cos 1

ikoR cos ¥ \/2 sin ¥ — sin® 19)

1 zkg'R
4z Z Sln/é] k - k’OR —zkoR 1— 51n19)erfc |:—Z\/Zk30R (]_ —sin /19):| ,
2 oR

zkoR zk0|z | cos ¥

ikoR cos ¥ \/2 (Sin Y — sin? 29)

I; =

T cRoRein Vo [—Z\/ ikoR (1 — sin 19)} : (4.134)
2koR sin 1

donde el segundo término muestra la presencia de ondas superficiales que surgen debido a la
contribucién del polo simple [104, T11]. Como se ha estudiado bien en la literatura, el tlti-
mo término de la ec. describe funcionalmente un tipo de ondas superficiales porque la
funcién erfc con el argumento correspondiente hace que para valores de ¥ lejanos a la interfaz
decaiga exponencialmente y su contribucién sea maxima en la interfaz. El andlisis de estas on-
das superficiales se hara en la ultima subseccién de este capitulo, una vez que se haya calculado
la FG completa en esta aproximacion.

Por otro lado, la expresién de I; para el hemisferio inferior se obtiene mediante un proce-
dimiento andlogo usando la transformacion conforme k, = —ifo sin o, tomando 1y con signo
negativo en y considerando que el contorno de integracion C, de la Fig. se recorre
en sentido contrario a las manecillas del reloj. Esto se resume a ponerle barras de valor absoluto
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a cos¥ en la expresion previa de I; para obtener una expresién vélida en ambos hemisferios
como se muestra enseguida:

eifcoR eil~c0|z’ cos V| 1
I = —= -
ikoR | cos V| \/2 (sin Y — sin? 19)
T iR |:—Z\/ ikoR (1 — sin 19)} : (4.135)
2koR sin ¥

Ya con la expresion final valida en ambos hemisferios de I; y tras sustituir [ (4.135])
explicitamente en las ecs. (4.90) y (4.92)), se obtiene lo siguiente:

Ii(x,xw) = wlj,

eiifoR eiffo |2’ cos V| 1

inR | cos V| - \/2 (sin?? — sin? 19)

y 2];7;—”_79673’507“1‘“9erfc {—@\/ ikoR (1 — sin 19)} : (4.136)
0 Sin
(x —x') | O0I;
1 . _ i(x—x'), 01
<X7 X Y CL)) RJ_ aRJ_ 9

 ¢ikoR | gikol2’ cosd| 1 /1 —sind
= mn; - - 3
R | lcosd| \/2 (sin® — sin® ) 2sinv
_ng /%e%%n%m [—Z\/ ikoR (1 — sin 19)} +O(R™/?)(4.137)

donde n; = (x —x') /R.

Ahora bien, completamos la aproximacion de campo lejano al imponer las siguientes condi-
ciones sobre las coordenadas en las expresiones previas

x| > [x]| , R=4Ri+z2~r—mn, x|, (4.138)

donde ahora n; = x,/r. Como se ha manejado en esta subseccién y al igual que en ED
estandar, solo deseamos el término dominante kor de la exponencial y en el inverso de la
distancia bastara con reemplazar R por r como en el caso usual. Con lo anterior, estamos en
condiciones de dar una expresion compacta de Gg V(x, x';w) para exhibir las diferencias de este
tratamiento completo con respecto al que publicamos en [109]. Para este fin, expresaremos el
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resultado final en términos de las fases comunes que aparecen como se muestra a continuacion:

GY (x,xw) =

29~ z‘/}o(r—an’L) N -
_ e S ezk’o‘z COS’19‘ + ma(r’ ,19)
4n? + 62 r | cos ]

20 2 ~ o N
fgt o3 _ _ eikolr=nix)sindy (x %' ko), (4.139)
4n? 4+ 62\ imkyr sind
donde s* = (1/n,n,), n;, =x,/r,
1 —sin?
A(Y) — )| ————— 4.140
() =\ Ssnw ] } (4.140)

m*(r,9) = {%Al(fﬁ), n,

y

14 (x, X', ko) = Ao(x, X/, , ko) <w, 1 ko sin ?9) (4.141)

con

1
AW = — : (4.142)
\/2 (sin® — sin®¥)
Py m ..y .

Ao(x,% ko) = §erfc [—Z\/zko(r —n; -x|)(1—sin 19)] . (4.143)

donde observamos que el primer término de es el mismo que hallamos previamente con
el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucién del polo
simple, lo cual se reporté en el articulo [109] y cuya derivacién explicita a través de ambos
métodos se expone en las secciones N del apéndice [E] de esta tesis doctoral.

4.3.3. C_?’gz V(X,X’;W) en el régimen de campo lejano

En esta subseccién obtendremos las componentes GgQ V(x, x';w) en la aproximacién de cam-
po lejano. La expresién de dichas componentes es

. 476> d?k . in/RZ—2 (J2|+]2'])
G, (x,x5w) =1 Lo / = (K"K, — (", + utu,) K?] gloRET D . (4.144)
02 v 4n2 4 82 (271')2 = 5 3/2
2 <k:0 - kL>
Recordando que k% = (w,k,0) y que v* = (0,0,0, 1) resulta inmediatamente que
~ _ A3 A3 AL A3 A2 A3
Gé23 _G§20 _Gé21 _Gé23 _Gé22 _Gé23 _G9"23 =0. (4.145)

Dado que para estas componentes no se usé ningin método de aproximacién, estos resulta-
dos valen también para el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la
contribucén de los polos simple y doble como se reporté en el articulo [109)].

Por facilidad de analisis, estudiaremos las componentes restantes de @’52 , bor familias: 022 .
GY% -, G, -, donde 4,5 = 1,2.

627 623



4.3 Integracién de la Funcién de Green en el régimen de campo lejano 66

4.3.3.1. Componentes @g2 (x,x;w) en el régimen de campo lejano

i

Haciendo 4t =0y v =i en la ecuacién (4.144) se tiene que:

wO?2 2k, etV kg—k3 (I21+12')
‘ 2 1 02 7T/ 2 2kielkLRl - 3/2 °
An2 + 0 (2) 2<k§—k2¢>

Tras escribir esta integral en coordenadas polares se tiene lo siguiente:

2 - 27
GQQ—,(X, x';w) — wb ] /00 kidk, ei\/k%—ki(Iz-i-lz’)/ d_SpeikLRl cosgok:{ 7
6% 4n? 4+ 62 Jy (%2 _ 2 >3/2 0o 27
0 1

G (%, x5w) = (4.146)

(4.147)

donde recordamos que k' = (k_,0).

Luego, eligiendo el sistema de coordenadas de la Fig. 1) usado previamente, G22 z(X, x'; w)
se reescribe como sigue

n2
(x,x5w) =i v

GQ 1——=
4n? + 62

027

K;(x,x'5w) , (4.148)

donde se definid

o) _ 2
K;(x, Xl;w) = / %eiv k%ki(|z|+|z’|)/ ;i_goeikLRJ_ COSPL- (4.149)
0 <;;2 _ k2> 0 4T
0 1

Escribiendo explicitamente la integral angular de la ec. (4.149)) en el mismo sistema de
coordenadas de la Fig. (4.2]) tenemos que

00 2 _ 2
Kk(x,x’;w):_/ L’ﬁgei\/ké%iuzuwzo i/ do (089 ikaricons|
0 (72 2\ %2 2m Jo sin
(5~ )
(4.150)

donde el subindice k denota que K esté descrito en el sistema descrito en la Fig. (4.2)). Inte-
grando la parte angular con ayuda de la representacién angular de las funciones de Bessel de
primer tipo [84] [89] obtenemos que:

[ee} 2 _
Ki(x,x;w) = —Z'RL/ %Jl(klRL)ei\/kg—kj(|z|+|z’|) ’
0 <];2 _ k2>
0 1

. *©  kdk in/k2—k2 !
iR 0 / - LB/QJO(IHRL)eZ FoELEED (4.151)
0 (%2 _ k2>

0 1
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Cabe destacar que como consecuencia del sistema de coordenadas elegido, la segunda com-
ponente de Ky (x,x’;w) es igual a cero. De esta manera, el vector Ky (x,x"; w) se vuelve paralelo
a R . Esto puede ser generalizado a cualquier sistema de coordenadas arbitrario como sigue:

/ o [*  kpdk T ,
K(x, X w) = —(x — x') | / 5T (kL Ry ) e VETRLIEHED o (4152)
0 1

Ahora, repetimos el mismo procedimlento para aproximar la integral en k l cual consiste
en convertir la Jy(k R, ) en la Hankel H (k’lRL) por medio de las ecs. y 1) De

este modo encontramos que la integral en k: | que necesitamos resolver es:

Iy = lj{ %L/QH (kLR,)é in/kg—k3 (121 +2']) 7 (4.153)
2 Cr, (]%[2) . kQ)

donde C}, denota al contorno de integraciéon de la Fig. que se toma de la Fig. 5 del libro de
Banos [91] sélo que nuestro contorno de integracién tiene un solo corte de rama. Nuevamente
recalcamos que para propésitos de convergencia de la integral supondremos que ko tiene una
parte imaginaria o > 0 [92].

En lo que prosigue, usaremos el método usado en la subseccion m para calcular Iy, que
como se mencioné antes es una combinacién de los métodos de Banos [95, 06] y Wait [97].
Primero, usaremos nuevamente la transformacién conformd]

1 sin o
do——

Ié'Q:_

o 5 a (%ORL sin a) giko cosalzl+=l) (4.154)
o Jo,  cos’a

donde C,, estd dado en la[£.4]

Ahora, como nuevamente nos interesa estudiar cuando kyR, — oo, segiin Wait [97] conviene
usar la forma asint6tica de la funcién de Hankel [89] dada por la ec. (4.96]), cuyo uso es permitido
ya que estamos pensando en la aproximacion de campo lejano, la cual es fundamental para el
analisis radiativo. De este modo, obtendremos

. 1 2 —Z7T/4 % d sin o iko R sin a+iko cos a(|z]+|2’])
g2 — 07 - € )
2k0 7T]€0RJ_ cos? av/sin

_ 1 ]{ Vsina piko R sina-iko cos o[z +]2']) (4.155)
ko 2mk;ORL oo

Por ahora sélo nos enfocaremos en el hemisferio superior (i.e. cos¥ > 0), como se hace en
[96]. Para ello, escribimos |z| = Rcos? and R; = Rsind, donde R = /R + 22. De este

tTVer la Nota al pie de pagina * de este capitulo.
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modo, se tiene que

5 _ 1 1 % dov V SH1 & eifso’R sin ¥ sin a+ikoR cos ¥ cos a+il~co|z’| cos
02 — T A5 _7 -~ . q o )
ko | 2mikoR sin ¢ COS &
— i Vsin a zko’Rcos(a 9)+iko|2'| cos (4 156)
ko 27rzk0R 2mikoR sin 0 0082 ’

donde observamos que la fase es la misma que en I ec. . Por lo tanto, al elegir la misma
fase estacionaria, el punto silla sera exactamente el mismo, i.e. a, = 1. Aclarando en este punto
que el contorno C, se particulariza al del steepest descent pidiendo que satisfaga la condicién
(4.101)) [100, T0I] y cuya forma serfa la expuesta en la Fig. . Luego, corremos el origen de
coordenadas al punto silla oy = ¥ al hacer w = o — ¥ en I3, quedando lo siguiente:

Iz = Ni % V> \v Ty Sll’l 19 + U) 1koRcosw+zko|z | cos(P4w) (4157)
ko 2mk:0R sind Je, Y cos? (V4 w) ’

donde C,, ahora satisface la condicion de steepest descent (4.103)) y su forma se puede apreciar
en la Fig.

Siguiendo a Banos [100, [102], introducimos la transformacion conforme:ﬁ
5= (0) — ¢ (w) = ikoR (1 — cosw) , (4.158)
lo cual implica las mismas sustituciones de las ecs. (4.105))-(4.107)).

Sustituyendo estos cambios en Iz, llegamos a que

\/— ]{ ViU +w(el el gty
o= Vv e o
2mikoR sinv Je, C082 [0+ w(u)] ZkOR\/TiZE’R

sz'R
= duFs( 4.1
27r51n19 R ]{ by ’ (4.159)

con C, esquematlzado en la Fig. [4.7 y donde ahora hemos definido

in [ iko|z'| cos[9+w(u)]
Fy(u) = VS + wwe | (4.160)

cos? [U 4+ w(u)] /1 — 41'}:272

Después, analizamos si Fy(u) tiene polos en el u-plano, que de hecho tiene porque

2
Up

 4ikyR

=0, cos’[¥+w(ug)] =0 < cos [+ w(ug)] =0. (4.161)

HVer la Nota al pie de pagina 1 de este capitulo.
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Estos polos son los mismos que encontramos en I;. Por ello, una vez més nos enfocaremos
sélo en el segundo polo como se hizo en la subseccion previa@ ya que es el que tiene toda la
informacion fisica de la interfaz y que ahora resulta ser un polo doble. Dicho polo esta dado

nuevamente por la ec. (4.114]).

Ahora bien, de acuerdo con Banos [103], el articulo de revisién [104] y con los requisitos de
la presente funcién Fy(u), tenemos que extraer la contribucién del polo simple y del polo doble
en ug, este procedimiento para polos de orden superior ha sido justificado mateméticmente
también por van der Waerden [105]. Estamos interesados sélo en el semi-plano u superior,

por ello nuevamente consideraremos unicamente ug = \/ 2ikoR (1 — sin ) [103]. Para realizar
la extraccién completa de los polos debemos calcular el residuo de Fy(u) y by ambos en uy.
Usando técnicas estandar de Variable Compleja [112], encontramos el residuo de Fy(u) y by [T
cuya forma explicita es

]{30|Z ‘ \V koR

Res (Fp;up) = + by, (4.163)

\/_
koR cos® ¥
by = —- 07 €o8 . (4.164)
iv2 (1 —sin®) /1 + sin?
donde hemos despreciado el segundo término l~z1 de Res (Fy;up) porque el primer sumando
que lo compone es de orden 1 en potencias de kyR, por lo que este término generara términos
de radiacién de orden O (R_3/ 2) al final porque hay un factor global R™! en frente de I, en la

ec. m Mientras que el segundo sumando que compone a bl, pese a tener el orden requerido
al final del método resultara en una funcién analitica en torno a ¥ = /2, por lo que no ayudara
a quitar la divergencia en ese punto y por ello se puede despreciar.

Luego, introducimos la funcién

Res (I, b Res (I, b
) = Fyu) - RSUiw0) b Res(fhiwo) by (4.166)
U — Ug (u — up) U — Ug (u — )
b1(w) $a(w)

§8Ver la Nota al pie de pagina i de este capitulo.
1919

Proposicién 2 Sean g y h analiticas en zy y sea g(zo) # 0, h(z0) = h'(20) = 0 y A" (z0) # 0. Entonces,

f(2) = g(2)/h(2) tiene un polo de segundo orden o polo doble en zy,

IGo)  20Cal"o) o)

W'(z0)  3[W(z0)])° R (20)
***El término que se desprecia surge del segundo término de la férmula para el Res (Fs;up) dada en la Nota

al pie de pagina §§ y que es igual a

Res (f;z9) = (4.162)

" I 1
p_29(z20)h""(20) 1 koR [ _ 2sind }CO 9 (4.165)

TR0 2v2iVitsmd  2vi(l—sind) | 1+snd
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Con esta funcién, 1 (u) es analitica en ug, por lo tanto cuando la integremos, podremos
aplicarle el método del steepest descent estandar. Y 1)9(u) tendrd toda la contribucién del polo
simple y doble que analizaremos después. Siendo asi, /3 se reescribe como se muestra enseguida

1 1 eifcoR
N % 2rsint R

I, (ta, + 1) - (4.167)

donde
Iy = fg duty (u)e™ "/ (4.168)

es la integral del steepest descent y

P

I = 7{ du s (u)e/? (4.169)

u

es la integral de los polos.

Concentrémonos en [ g2, > que explicitamente es

L, — 7{ du sin [ + w(u)]e“go‘zl‘msw*“’(“)} B 12;0|z'|\/ koR
5o Cu cos? [J + w(u)] (u — up)Vi
1 koR cos® ¥ a2/
e
(u — 10)* iv/2 (1 — sin®) /1 + sin 0

_|_

(4.170)

Estamos interesados sélo en el término dominante de Iz , por lo que sélo necesitamos
SD

expandir la funcién dentro de las llaves en torno a u = 0 (w = 0)[[Tf] Por lo tanto, al recordar
que ug es la raiz con signo positivo de la ec. (4.114)), se obtiene que

[§2 — /OO du 67u2/2 Vv sin 196ii€0|z/|cosg i ];O|Z/‘ \% IP%OR
2 =
°r o0 cos* ¥ \/E\/ 2ikoR (1 — sin ¥))
N 1 koR cos? 9

(\/2¢12:0R(1 — sin§)>2 ivV2(1 —sin¥) V1 +sind

Nors V/sin Jeikol|cos? N kol 2’| cos? ¥
= us — .
cos? in/2(1 —sind)  24/2(1 +sind) (1 — sin )

(4.171)

t1Ver la Nota de pie de pagina 9 de este capitulo.
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Al sustituir este resultado en la ec. (4.167]), obtenemos

o V2r 1 R [ /sin getkol?| ko|2'| cos B cos? ¥
” ik2 V 2msind R cos2J i/2(1 —sing)  2y/2(1+sind) (1 —sind)* [’

1 1 PR
— . —1p2
ikg V 2msin 9 R 7
.7 .7 / jod .
etkoR ezko\z | cos ¥ k’o‘Z/’ V1 4+sind

= = + - . ,
ik3R | cos*¥ i\/2 (sind — sin2y)  2V2 sind (1 — sin )

1 1 ¢ihoR

— — I 4.172
ik2 orsing R P’ ( )

donde observamos que el primer término dentro de las llaves es justo el correspondiente al
calculo del steepest descent sin la contribucion de los polo simple y doble o por el método de
la fase estacionaria como se menciona en el articulo [109] que publicamos y cuya derivacién se
encuentra en el apéndice [E] de esta tesis doctoral. También, es importante volver a decir que
1/+/sin ¥ introduce nuevos problemas en ¥ = 0. Este punto es una divergencia artificial debido

a que introducimos la funciéon de Hankel Hél) en la ec. 1) [T10], cuyo andlisis se estudiara
en la tultima seccién de este capitulo en el limite kgR — oo con ¥ < 7/2.

Como completez y consistencia, vale la pena en este punto exhibir que la funciéon dentro
de llaves de la ec. es convergente en torno a ¢ = m/2, lo cual se puede apreciar mejor
al hacer el cambio de variable ¥ = /2 — £ y expandirla en serie de potencias de £ en torno a
¢ = 0 como se muestra a continuacion:

eil~c0|z/|sin§ N l~€0|2/| B \/m
sin” § iv/2(cos€ —cos?€)  2y/2cosE (1 — cos§)

1 ko2 1 kol k222 kol — k3|2

1
et T e s 2 e v
_ iko| 2’| B iko| 2’| N 1 k22 +i];0|2,‘ — l;:g]z’|3£’
3 g 82 6
1 k222 kol — k3P
- — 4.1
LB Rl R (1173

donde se tomé [£] = 4¢€ en la tltima igualdad ya que 9 = 7/2 — £ < £ =7/2 — 9 > 0 pues ¢
vive en el hemisferio superior y observamos que la divergencia se removio.



4.3 Integracién de la Funcién de Green en el régimen de campo lejano 72

Sélo resta calcular la integral [ 9~2PE cuya forma explicita es

k0|2/| V ko /OO k?()R COS2 Y eiuz/Q
o \/_(u — ug) —oo 2\/_ 2 (1 —sind) V1 + sind(u — ug)? 7

kl()|Z/|\/ k:OR/ koR cos® o i
u—uo z\/_(1—81n19) V14 sin? (U—U0)2

La primer integral es exactamente la misma de la ec. (4.132)) y la segunda integral restante
se calcula como sigue:

o0 —u?/2 o0 —u?/2
/ w9 / du’ |
oo (u—ug)? Oug | oo u—ug

 (4.174)

erfc |:—Z\/ ikoR (1 — sin 19)} } , (4.175)

donde usamos (4.132)) y ya sustituimos la ec. (4.114)) en la ultima igualdad. Para reducir la

notacién, definimos

F(R,0) = \/gz - \/2@'/;:072 (1 —sin ﬁ)e’i%OR(l’Sinﬁ)erfc {—i\/z'/;;oR (1 —sin "ﬁ)} . (4.176)

Por lo tanto,

. ) _
Ip = kol [V kR vkORZ'We_“fon(l_sm19)elrfc [—i\/@'koR (1 — sin 19)]

P Vi
INCO’R cos2

iv2(1 —sind) I+ sinv
k‘0|2 | V kO —zkoR 1—sin ) erfC [—Z\/ZIEOR (1 — sin 19):|

itF (R,0) ,

\/_
B FkOR\/ 1+ sin?
V2

F(R,9) .
(4.177)

1 Ver la Nota al pie de pagina || de este capitulo.
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Finalmente, sustituyendo I(;% en la ec. (4.172) resulta que

B cikoR | gikolz'| cos N IEO|2/| V1 +sind
TR | cos?V i\/2 (sin g — sin?y)  2V2sin? (1 —sinv)

1 zkoR feol 2! /k‘ R .
TRV o s1m9 R { 0|Z|\/; g kORI erf [—i\/ikoR (1—sin 19)} }
0

1 1 ekoR W/%OR\/l + sin
—— . F(R,9) ,
ik2 V 2rsing R V2

etkoR | gikolz'| cos ¥ . ]~€0|2/’ - \/m
Z%(%R cos® i\/2 (sinf} — sin? 19) 2v2sind (1 — sin )

+ m;ﬁ|zl|eiko7€sinﬂerfc |:—Z\/Zl;‘0R (]_ — sin ’(9):|
\ 2ikyR sin

etfoR [ (1 + sind)
2iko sin 9

F(R,9) (4.178)

donde el segundo y tercer término muestran la presencia de ondas superficiales que surgen debi-
do a la contribucién del polo simple [104] [111] y del polo doble, como se discutié brevemente en
el parrafo posterior a la ec.. El analisis de estas ondas superficiales se hara en la tltima
subseccion de este capitulo, una vez que se haya calculado la FG completa en esta aproximacién.

Por otro lado, la expresién de Iz para el hemisferio inferior se obtiene mediante un pro-
cedimiento andlogo usando la transformacién conforme k, = —kgsin o, tomando ug con signo
negativo en y considerando que el contorno de integracion C, Fig. se recorre en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Esto se resume a ponerle barras de valor absoluto
a cosv en la expresiéon previa de Iz para obtener una expresién valida en ambos hemisferios
como se muestra enseguida:

B eikoR | gikol2’ cos 9| N ]~€0|Z/| V1 fsind
02 — .7 - - .
R oV 2 (sing —sintg) - 2V25ind (1= sind)

4 %quifcmzsinﬂerfc |:—Z\/Zl~€0'R, (1 — sin 19):|
\ 2ikoR sin

¢foR [ (1 + sind)
22'];0 sin ¢

F (R, V) . (4.179)

Ya con la expresién final valida en ambos hemisferios de [z (4.179)), la sustituimos explici-
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tamente en la ec. (4.152)) y despreciando los términos de orden mayor a O(R™1), resulta que:

_ 62

Gy, -(x, X w) = iw—NKg(x,x’;w) ,

! 4n? 4 62
wh?  (x—x),, 0l
47”&2 + 92 RL 8RL ’
9~2 eil;:OR eil::0|z’ cos 9| ];70|Z/|

4n? 6~2nL" R n cos2 v *

n® + iny /2 (sin ¥ — sin® )

V1+sind ]| 1 —sinv
— iw|Z' |\ ———
2nv2sin? (1 — sin ) 2sinv

+ ” —n, = 2 gtRoR sin ¥ erfc[ \/ilz:gR(l—sim?)}
4n? + 602 z'7rk072 sinﬁ 2

[ iwko|2'| sin®? 9 — = + iwkoR (1 — sin®) | cos 19@

+9—2 | ofRoR [ 1—|—sm19 F (R, ) — Slnﬁ|COSQ9| ‘
4n? + 02 B © sind 2sin v

(4.180)

Finalmente, completamos la aproximacién de campo lejano al imponer las condiciones
(4.138)) sobre las coordenadas obteniendo la siguiente expresion:

~ .7 _ . / .7 ’ ~
GO . 62 ezko(r n; -x')) 6zk0|z cos V| k0|2/|

i X5w) = 4n2—|—9~2nh r n cos? i . . 9
iny/2 (511119 — sin 19)

V1+sinv w2 1 —sin?
- iw|2' ) —=———
2nv2sin ¥ (1 — sin ) 2sinv

é2 2 ’L];Z ( _ ~! ) ind
+—~nLi - e o(r—n_ -x )sin
4n? + 62 imkor sin v

T [z .
xaerfc {—Z\/@k‘o(r —n, -x|)(1—sin 19)}

X [—iwl%0|z’| sin®/2 1) — g + iwko(r —ny -x) (1 —sin®) | cos 19|}

dn? +62
w [m(1+sind) . /1 —sin?
— ) ——F(r. 9, %) — _ 9| . 4.181
% [ 2 sin v (r 9, %)) —iw 2sin 19 | cos |] ( )

donde observamos que el primer término de (4.181]) es el mismo que hallamos previamente con
el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucion de los polos
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simple y doble, lo cual se report6 en el articulo [I09] y cuya derivacién explicita a través de
ambos métodos se expone en las secciones [E.1.2.2)y [E.2.2] del apéndice [E] de esta tesis doctoral.

4.3.3.2. Componente Gg2 ,(x,x";w) en el régimen de campo lejano

Haciendo p = v = 0 en la ecuacion (4.144)) se tiene que:

G, (x,xw) =

62 2k A in/K3—K2 (|2]+]2'])
50 / L1 RS - (4.182)

1 — 47 e :
2 2 2L - 3/2
4n? 4+ 6 (277) 9 (k’g _ ki)
Al escribir esta integral en coordenadas polares se tiene lo siguiente:

02 00 3 _ o
GY (X7X/;w) — 0 / ki dky ei,/kg—ki(zlﬂzq)/ d_@eikLRlcoscp’
0 (]%[2)

620 Z4n2+§2 B k2)3/2 0 27
1
62 ©  kdk ST (el
= i . / LTy (kL Ry ) e VRTRLIEHED (4.183)
4n2+92 0 <];‘2—k’2>/
0 1

donde se usé la representacién integral de la funcién de Bessel Jo(k R, ) [84, [89].

Ahora bien, al convertir la Jy(ky R} ) en la Hankel Hél)(kLRL) por medio de las ecs. 1)
y (4.83), observamos que la integral a determinar es:

k3 dk T /
L0 2I_I((]l) (klRL) ezy/kg—ki(\zl-&-lz ) : (4184)

H~2:-]{ _ Mdh
0 2 Cr, (l”%g_ki)?)/

donde (Y, denota al contorno de integraciéon de la Fig. que se toma de la Fig. 5 del libro de
Banos [01] sélo que nuestro contorno de integracién tiene un solo corte de rama. Nuevamente
recalcamos que para propésitos de convergencia de la integral supondremos que ko tiene una
parte imaginaria ¢ > 0 [92]. Al observar la forma de la ec. , nos percatamos que es
casi la misma, salvo el k% extra en el numerador del integrando, que la forma bésica de Ij,.
Por lo tanto, el cdlculo de Hy, sera practicamente el mismo. Por esta razon, en esta subseccion
omitiremos los detalles del procedimiento, los cuales se pueden consultar en la subseccién [4.3.3.1]

Haciendo la transformacion conforme k; = kg sin a, resulta que

k in® - ~ ,
Hy =2 f{ do =2V (k;ORL sin a) gikocosa(lzl+/]) (4.185)
o, cos?a

donde C, esta dado en la Fig. [4.4]
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Luego, usamos la forma asintética de la funcién de Hankel (4.96)), cuyo uso es permitido
ya que estamos pensando en la aproximacion de campo lejano, la cual es fundamental para el
analisis radiativo. De este modo, obtendremos

/%0 sin®? o ; LT /
H- — da elkORL sin a+iko cos a(|z]+|2']) ) 4.186
o \/ 2miR | 7{% cos? a ( )

Nuevamente, nos concentramos sélo en el hemisferio superior (i.e. cos? > 0), escribimos

|z] = Rcos? and R = Rsind, where R = /R% + 22. De este modo, encontramos que

12:0 sinf’?a o
H: — d ikoR cos(a—1)+iko|z’| cos o 4.187
%\ 27iR sin ¥ 72 Y osza ’ ( )

donde observamos que la fase es una vez mas la misma que en I; y Iz (.156). Por lo
tanto, al elegir la misma fase estacionaria, el punto silla sera exactamente el mismo, i.e. az = 9.
Aqui pedimos que C, satisfaga la condicion de steepest descent y que corresponde a la
Fig[d.5 Entonces, corremos nuevamente el origen de coordenadas al punto silla as = 9 al hacer
w=a — 0 [96] en Hz como se muestra a continuacion

f SlIl5/2 0 + ’LU) 621%@72 cos w+iko|2'| cos(8+w) (4 188)
27mR 2miR sin 0 Y cos? (0 +w) ’ ’

donde C), ahora satisface la condicion de steepest descent (4.103]) y estd esquematizado en la

Fig[1.6]

Siguiendo a Banos [100} 102], introducimos la transformacién conforme:

5= (0) — ¢ (w) = ikoR (1 — cosw) , (4.189)

lo cual implica las mismas sustituciones de las ecs. (4.105))-(4.107)).

Sustituyendo estos cambios en Hy,, llegamos a

\/7 zkoR
SP— }{ duF;(u , (4.190)

con C,, dado en la Fig. 1.7y donde hemos definido

Sin5/2 [19 + W(U)] 6il§g|z’|cos[19+w(u)]

cos? [0 4+ w(u)] /1 — 4izz7a

F3(u) = (4.191)

Después, debemos analizar si F3(u) tiene polos en el u-plano, la cual de hecho los tiene
y que son exactamente los mismos que /z. Nuevamente y como se ha venido haciendo, sélo
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nos enfocaremos en el polo dobl@ el cual estd dado por la ec. . Usando las mismas
técnicas estandares de Variable Complejam 112], encontramos que el residuo y by de F3(u)
en ug son los mismos que Iz y que estdn dados por las ecs. (4.163) y (4.164) respectivamente.
De este modo, sélo necesitamos tomar los resultados de las integrales previas (4.171)) y (4.177)
y sustituirlos en la ec. , como se muestra a continuacion

o

il;oR { sin5/2 ﬁeilzo\z’\ cos ¥ I;;O|Z/|

2 sm19 R cos? ¥ iy/2 (1 — sin )

B cos? v
2 2(1+sim9) (1—sin®)* [’

lkOR k?0|2/|\ / koR —lko'R 1—sin 9) = .
- V 27 31n19 iR { Vi Jerfe {—Z\/ZkoR (1 —sin 19)}

ikoR 1. :
] 1 e. WkOR\/l—i-SlnﬁF(R’ﬁ) 7
2rsint TR V2

“:3072 ~ 7 / \/7
€ ikol#/| cos 9 | kol2'| B 1+ sind

= — tan® ve . ‘
" iy/2 (sin — sin?y)  2V2sind (1= sin)
ko ikoR sin 9 /. .
1R0 Sln f _ 1 .
+ 2@Rsm19k ol2|e erfc { 2\/zk072( smﬁ)]
koe®R [ (14 sin )
F 4.192
+ 21 sin ¢ (R.9) (4.192)

donde F (R, J) esta definida en la ec. y donde observamos que el primer término dentro
de las llaves es justo el correspondiente al calculo del steepest descent sin la contribuciéon de
los polo simple y doble como se menciona en el articulo [I09] que publicamos. Mientras que el
segundo y tercer término muestran nuevamente la presencia de ondas superficiales que surgen
debido a la contribucién del polo simple [104] IT1] y del polo doble. El andlisis de estas ondas
superficiales se hard en la ultima subseccion de este capitulo, una vez que se haya calculado
la FG completa en esta aproximaciéon. También, es importante decir que el término 1/+/sin
introduce nuevos problemas en ¢ = 0. Como ya se mencioné previamente en las subsecciones
14.3.2] vy 4.3.3.1] este punto es una divergencia artificial debido a que introducimos la funcién de
Hankel Hél) en la ec. ‘D [T10], el anélisis de esta divergencia se hard en la tltima subseccién
de este capitulo en el limite kyR — co con ¥ < /2.

Una vez mas por completez y consistencia, vale la pena en este punto exhibir que la funcion
dentro de llaves de la ec. (4.194]) es convergente en torno a ¢ = 7 /2, lo cual se puede apreciar
mejor al hacer el cambio de variable ¥ = 7/2 — £ y expandirla en serie de potencias de £ en

§58Ver la Nota al pie de pagina i de este capitulo.
T99Ver las Notas al pie de pagina §§ y 99 de este capitulo.
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torno a £ = 0 como se muestra a continuacion:

2 ¢ _iko|2'| sin ]~€0|Z/| V14 cosé
cot? getkollsing 4 —
iy/2 (cos€ —cos?€)  2v/2cosE (1 — cos )
1 N il~c0|z’| 1 il~c0|z’| T %82’2 B Z,5l~€0|z'| +];:S’z’3
g e e @ 8 2 T

ikol2'| ikol2!| T K22 Skold| + k3P
— - == —i

12

3 [3 8 2 6 ’
];2 2 ,I;J / %3 13
- _g_ 02Z _2 °|Z|6+ 0% ¢, (4.193)

donde se tomé |£] = +€ en la ultima igualdad ya que 9 = 71/2 — & < & =71/2 — 9 > 0 pues ¢
vive en el hemisferio superior y observamos que la divergencia se removio.

Por otro lado, la expresiéon de Hg para el hemisferio inferior se obtiene mediante un pro-
cedimiento andlogo usando la transformacién conforme k; = —ko sin o, tomando g con signo
negativo en y considerando que el contorno de integracion C, de la Fig. se recorre en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Esto se resume a ponerle barras de valor absoluto
a cos ¥ en la expresion previa de Hy, para obtener una expresién valida en ambos hemisferios
como se muestra enseguida:

eikOR 2,9 ko2’ cos | IEO|Z/’ \/m
Hz R tan~ e + T oViend 9
i\/Q (Sinﬁ—sin%?) 2v2sind (1 —sind)
WI;O 1 ! ']~€0R inv . -7 .
(2 sin f _ 1 _
2@"Rsin19k0‘z e erfc Z\/zkoR( sin )
koe™R [ (14 sin¥)

F . 4.194
+ 2 sin ¥ (R.9) (19

Una vez que se tiene la expresion final valida para ambos hermisferios de Hg (4.194)), la
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sustituimos en la ec. (E.25) y resulta que

02

0 . o ]
G o(x,X50) = Z—4n2 n §2H92 ,
02 ikoR -
_ 0 _ e’ {tan2 ﬁeiko\z’ cos V|
2 +62 R

ol B V1+sin?
i\/g (sind —sin?9)  2v2sind (1 —sinv)

+

. 52 71'/;‘()
+2 = =
4n2 + 62\ 20R sind
N 02 koe*oR [ (1 + sind)
4n2 + 02 2 sin

I~€0|z'|e“~f°RSinﬁerfc [—i\/il%oR (1 —sin 19)]

F(R,9) . (4.195)

Finalmente, completamos la aproximacién de campo lejano al imponer las condiciones
(4.138]) sobre las coordenadas obteniendo la siguiente expresion:

9~2 eifco(r—nlxl) s,
(x,xjw) = = {tan2 Yetkol#" cos v
4n? + 62 r

kol 2| B V14 sin?
i\/2 (sinﬁ—sinQﬁ‘) 2v2sind (1 —sin )

: éZ 2 7.21 | yiko(r—n_ X’ ) sind
+t — | kq|Z e T
4n2 + 6% \| imkor sind

7r )7 .
><§erfc [—2\/21%(7“ —n, -x)(1- smﬁ)]

n 02 kgetholr—mix) [ (1 4 gin o)
4n? 4 62 2 sin ¢

~0
Gé2 0

+

F(r,9,x\),  (4.196)

donde observamos que el primer término de es el mismo que hallamos previamente con
el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucién de los polos
simple y doble, lo cual se report6 en el articulo [I09] y cuya derivacién explicita a través de
ambos métodos se expone en las secciones [E.1.2.1|y [E.2.2{ del apéndice [E| de esta tesis doctoral.

4.3.3.3. Componentes @2725()(, x';w) en el régimen de campo lejano

En esta subseccién obtendremos el régimen de campo lejano de las componentes G%Q 3(X, x';w)
que seran analizadas por separado.
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4.3.3.3.1. Componentes C_T%Q ,(X,xw) y C_T*?p [(x, x5 w)

Haciendo 4t =1y v = 2 en la ecuacién (4.144)) se tiene que:

. 02 d*k . in/BE =12 (|=|+2'))
G, (x,x;w) =i / Ll fpeikeRLE T (4.197)

o 1 — 47 )
62 2 4n2 + H2 (271-)2 5 (];:(2) B ki)S/Z

Al escribir esta integral en coordenadas polares y sustituyendo los valores de k' v ks en el
sistema de coordenadas descrito en la Fig. (4.2)), se tiene lo siguiente:

Gl

/. _ ikl R) cose :
2o (XX w) = cos psiny ,

[ RBdk e VRRGRED 2 g
— = e
4n? + 02 / ~ 3/2 / o
n 0 (k?g . ki) 0
=0 (4.198)
donde la ultima igualdad se debe a que la integral angular es el producto de una funcién par

por una impar. Siendo asi, podemos ver que al intercambiar 1 <+ 2 en la integral (4.144))
obtendriamos la misma integral angular y nos daria cero también. Por lo tanto,

Gp, ,(x, X w) = G2, (x,x/;w) = 0. (4.199)

62 2

Dado que para estas componentes no se usé ningiin método de aproximacion, estos resultados
valen también para el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la
contribucién de los polos simple y doble como se report6 en el articulo [109].

4.3.3.3.2. Componente @;72 (x5, x5 w)
Haciendo 4t =1y v =1 en la ecuacion (4.144)) se tiene que:

Gl

g1 (XX w) =

02 d?k iR (|21+]2')
/ L e (4.200)

i —————=A4r Kk — (W —k3)] et Be .
e 21)? [k ey — ( )] ) <]%2 e >3/2
0 1

Tras escribir esta integral en coordenadas polares y sustituyendo el valor de k! en el sistema



4.3 Integracién de la Funcién de Green en el régimen de campo lejano 81

de coordenadas descrito en la Fig. (4.2)), resulta lo siguiente:

02 oo 3 _ 2
éég I(nyl;w) = —I 4 = / kl‘dkl 3 2ei\/ k§—k3 (|2]+]2]) / d_goeikJ_RJ_ oS P g2 ©
4n2 + 62 Jo (%2_k2> / o 2
0 1L

59 9 00 _ 2
0w / kidky ei,/kg—ki(zuz’n/ AP ik, R, cose
0 (]%2 3/2
0

—i _
4n? + 62 B ki) / o 2m

N2, ,2 00 3 _ 2
0 w / kj_dkL ei\/kgki(|z+z’)/ d_goeikJ_RJ_ cos ¢ :
0 (,%2
0

+i _
4n? + 62 B ki>3/2 o 2w

P /OO k3 dk, e V/RERE (127D { e R+ L F ( kiRi)}
i _ Ty (kL RL) 4~
4n2 + 62 Jo (%g—ki)m 2 5041

N2, 2 0o =
- / - by Jo(kLRL) eV kg = (=127
0 (/{:(2)

I I 4

—i _
4n2 + 92 o k2 )3/2
1
622 N - /
i / 5 Jo (ki Ry) e VR RLIEHED (4.201)
4n? + 62 Jy (,;8_/%)

donde se usé la representacion angular de las funciones de Bessel de primer tipo [84) R9] y

~ 2 p2
oF1 (;2' —kLRL> denota a la funciéon hipergeométrica confluente regularizada que se define

’ 1
como: 12 p2 . 12 B2
B2, -2 ) = Fy(52;———2%) . 4.202
04’1 (7 ) 4 ) P(?) 1 (7 ) 4 ( )
No obstante, es deseable expresar las funciones de k; R, de los corchetes de alguna manera
en términos de la funcién de Bessel Jy u otra funcién que en el régimen de campo lejano sea

oscilatoria para poder usar el método de la fase estacionaria. De este modo, se puede encontrar

ki RY
1

las funciones de Bessel de primer tipo a través de la siguiente relacion:

P <;a+ 1;—9”—2) ~T(a+1) (;)QJQ(Q;), (4.203)

que la funcion hipergeométrica confluente (F} (; 2; — ) se puede expresar en términos de

4

que al hacer « =1y x = k; R, para nuestro caso, se tiene lo siguiente:

B (2= C ey (22 g Ry (4.204)
0+ 11\ ,4 4 - kJ_RJ_ 1 14y ) - .

2 p2
kJ_RJ_
4

s k2 R? 9 2 0Jy(kLRy)
By 20 ) = k S 0 . 4.2
0+t ( ] ) (kLRL> Ji(kLRL) R, R, (4.205)

Por lo tanto, oFy <; 2;— ) queda de la siguiente forma
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Por otra parte, al usar la siguiente féormula de recurrencia de las funciones de Bessel de

primer tipo [89, [84]:
2

R Ji (k?LRL) =Jy (k?LRL) + Jo (kLRL) , (4206)
1y
tendremos que la Jy (kL R, ) se puede reescribir como sigue:
2
JQ(k‘J_RJ_) = J]_(k:J_RJ_)_JD(kJ_RJ_) s
kiR
2 0Jy(kLR))
= Jo (kLR . 4.207
{kim or, T hkAL) (4.207)
Sustituyendo las expresiones para J, (k) R)) y para o) (; 2; —kifi> en (4.201) resulta lo
siguiente:
_ 62 k3 dk e VRFLEHED T 1 9y (kLR
G1~ /. — 4 _ L J k R
g2 1 (X, x5 w) z4n2+02/0 [kﬁRL OR, + Jo (kLRy)

(l%% - k?i)w

2,2 o0 _
i 0w _ kidky J (klRL)ei«/k?)*ki(\zlﬂzﬂ)
2 2 ~ 3/20 ’

4n? + 0% Jo <k2 _ k:2>

0 L

02 ) 3 _
+1 i _ / kidky Jo (kL R)) eV kg =k (l21+12']) ’
4n2 + 92 0 <]::(2] _ ki)?)/?

- . ]
= — 0 _ i 0 / kidky - 2JO (lﬁ_RJ_) ei\/kgfkf_(lz|+|z’|)
An2 + 62 R, OR, J (];2 _ k2> /
0o — Rl

2, .2 oo -
0 hdky (kL Ry) etV —FLU+D) (4.208)
2 | f2 ~ 3/270 ’ ’
4n + 9 0 <k2 _ k2 )

0 1

Una vez més, al convertir la Jo(ky R, ) en la Hankel H{" (k; R, ) por medio de las ecs. (4.82)
y (4.83), se observa que

_ 2 1 0 kydk, . ST ,
Gl W) = —i = ]{ T HY (kLR ) VR R
2 (0, X50) Z4n2+92RL8RL Ch <l~€2—k2>3/2 o (kiftr)e

0 1

n2, 2 _

_Z%j{ %HSD (kL Ry) VB (el
4n? 4602 Jo, (%S—ki)

62 1 9l . 6w

—1 —— — —I; 4.209
Z4n2+92 R, OR, Z4n2+92 o ( )
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donde hemos identificado la integral en k£, con Iz (4.153) que ya se calculé previamente. Por
lo que al sustituir el resultado final de Iz (4.179) en la ec. (4.209) tendremos que:

n2 ikoR ikol2'| cos ¥ 7. /
Gl (x.X:w) = 0> e | e ol B ko|2'|
62 1V B 21 02 2 cog2 ) . )
dn? 462 R n® cos* ¥ mz\/Q sm19—81n219)

V14 sind 7 1—1—811119 s1n19
+ -z F(R,V)+ | ——] cos?|
2n2v/2sind (1 — sin ) 2V sing nd

+ s = = 2 gikoRsind — erfc{ \/i/;OR(l—sinﬁ)]
4n? + 02\ irkoR sin v 2

X [—12;0(1 — sind) — iw2|z’|}

0> grw [m(1+sind)
e — —_—_—

—_— F(R,v 4.210
+4TI,2 +92 2” Slnﬁ ( ? ) ? ( )

donde ya se despreciaron los términos de orden mayor a O(R™1).

Finalmente, completamos la aproximacién de campo lejano al imponer las condiciones
(4.138]) sobre las coordenadas obteniendo la siguiente expresion:

52 eileo(r—nj_ x')) eifcg|z’| cos ¥ 1230|Z/|

GL (x,x;w) = ~ - —
02 1( ) 4n? + 62 r n? cos® in2 \/2 sin ¥ — sin? 19)

V1 +sind 1+sm19 —sin?
+ . : (r,0,%) ———— | cos V|
2n%v/2sind (1 — sin ) © sind 2811119

2 -
+ 4 _ _ 2 e’L’kO(T*nL'Xl) sin
4n? + 62\ imkor sind

xgerfc [—z'\/ilzzg('r —n, -x) (1 —sin 19)] [—12;0(1 —sind) — iwﬂzﬂ
+ é2 _ ikO(T*nJ_'xl)i 7T(1 + SiIl 19)
4n? + 62 2n sin ¥

F(r,d,x) , (4.211)

donde observamos que el primer término de (4.211]) es el mismo que hallamos previamente
con el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucién de los
polos simple y doble, lo cual se reporté en el articulo [109] y cuya derivacién explicita a través

de ambos métodos se expone en las secciones [E.1.2.3.1] y [E.2.2] del apéndice [E] de esta tesis
doctoral.
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4.3.3.3.3. Componente C_T%Q (X, x'sw)

Haciendo ;1 = 2 y v = 2 en la ecuacién (4.144)) se tiene que:

~ ;2 2 , in/ k=12 (|2[+]2'])
G2, (x,x';w) :ze—~4w/ dleL [K%ky — (w? — k7)] eluRLET D o (4.212)
622 4n2+92 (271')2 =0 9 3/2
2 (kg - kl>

Nuevamente, escribimos esta integral en coordenadas polares y sustituyendo el valor de ko
en el sistema de coordenadas descrito en la Fig. (4.2), resulta lo siguiente:

72 00 3 _ 2
62”2 (X, X/;w) - 0 _ / kj_dkl ei\/kgfki(|z|+\z’\) / d_speikJ_RJ_ cos sin2 ©
02 2 4n2 + 92 0 (]%(2) _ ki>3/2 0 o

59 9 0o _ 27
0-w / kidk, ei\/kg—ki(|z|+z’)/ dgpeiklRLcoscp
0 (];2
0

—1 =
4n? + 62 _k2>3/2 o 2m
1

)2 00 3 _ 2m
0 / kj_dkL ei\/kgfki(|z\+|z’\) / d_goeikJ_RJ_ cos p
0 (ffz
0

+i - :
4n? + 62 2 )3/2 o 27
1L

P /°° k3 ke, e/ RL (el D) [1 - ( 5 kiRi)}
—i _ 5041 | 54—
4n2 + 62 J, </;§ B ki>3/2 4

2
N2, 2 00 =
- / bl Jo(kLRy) eV kg k1 (121+1D
0 (;;g

—i =
An2 4 62 B k‘i>3/2
~ ~ 3 .
bit B o (kR ) VBT (4.213)
4n2 I 52 - 3/2 0 14y ) .
0 (Rg-a2)

donde se usé la representacién angular de las funciones de Bessel de primer tipo [84] 9] y

- k2 R? ) . I .
oF1 (; 2 —— L) denota a la funciéon hipergeométrica confluente regularizada.
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Usando la relacién (4.205)) hallada en la subseccién pasada, se tiene lo siguiente:

G%, ,(x,xw) =

P /oo k3 dk e VRERE (e 12) { 1 3Jy(kLRy)
An2 + 92 Pl 3/2 KR ok
n?+62.Jo <k§ _ ki) 1hy L

n2, 2 oo -
e / hpdhy oo (kLR ) VR ()
4n2 + 62 J </:32—k’2)/
0 1

6> k3 dk N
+Z 5 ~2 / 1 1 3/2 J-O (kJ_RJ_) ez kofkj_(|z|+|z |) ,
4n? + 62 Jo (%2 _ k2>
0 1

> 1 0 [ kiudk S ,
_ / B (ke Ry ) VLD
0 (kg

14n2+§2 Ry OR, 2)3/2
— K
n2, 2 00 =
—i i~ 0 / bl =75 J0 (kLRy)e'V kg =k (121D
4n2 4+ 62 J <l~€2—k2>/
0 I
N2 o) 3 =
+1 ’ ] / e 3 2J0 (kLR)) VR —RL(E+ED (4.214)
4n? + 62 Jy (%2_/{2)/
0 1

Nuevamente, al convertir la Jo(k, R, ) en la Hankel Hél)(k 1 R}) por medio de las ecs. 1)
y (4.83)), se observa que

- 2 1 9 keydk, e
G% . (x,xw) = i —— ]{ e T (kR etV o kL=
922( ) An2 + 02 R, OR, Ch <l~€2—k2>3/2 o(kLR1)

0 1

= _

i - 5 j{ bl Jo (kL Ry) eV Rg =K1 (121D
4n? + 62 Cr, (%2 2 >3/2

0 1

N2 3 -
+4q 4 _ kj_dki - QJO (kLRJ_) ei\/k%*ki(|z|+|z’|) :
4n? + 02 Cr, (]%2 _ k2> /
0 1

e 1o e
7 —— 7 — g +1—x
An2+ 02 R, OR,  4n2 + 62 4An? + 02

donde se identificaron las integrales en k; con Iz (4.153) v Hyz (4.184]) que ya se calcularon
previamente. Por lo que al sustituir el resultado final de Iz (4.179) y Hgz (4.194) en la ec.

Hyp (4.215)
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(4.215)) tendremos que:

Zk:()R -
~2 _ 2 iko|z’ cos Y|
Gp,(x,xw) = 4n2+92 [ n2(308219 + tan 19} eiko
LA g2 ethoR <1 1) ko|2'| V1 +sin?
m2+02 R Z-\/Q Smﬁ_smzﬁ) 2v/2sind (1 — sin¥)

02 iR [ [n (1+ s1n19 811119
4n2 e [5 p— F(R,9) — i~ ]cosﬂ\]

2 ToRsing T [ }
+ ethoRsind Z orfe 1koR (1 — sin ¢!
4n? + 62 mkgR sin ) 2 \/ oR ( )
X {I;:O(l — sind) — ik2|7| (1 — i)}
0 ng

02 . pikoR i
0 ] koe W(l—‘i-Slnﬁ)IF(R? W) (1 + %) ’ (4.216)

+4n2 +62 2 sin ¢

donde ya se despreciaron los términos de orden mayor a O(R™1).

Finalmente, completamos la aproximaciéon de campo lejano al imponer las condiciones
(4.138)) sobre las coordenadas obteniendo la siguiente expresion:

é2 eiffo (r-ny-x))
G%, . (x,xw) = _ —
g2 2 ) An2? + 62 r n? cos?

é? eilz’o(r—an’l) 1
- . 1— =
4n? + 62 r n?

N4 B V14 sin?
i\/Z (Sinﬁ—sian}) 2v2sind (1 —sin )

g2 etkotr—nix) [ [7(1 4 sind) 1 —sin?
- A ————F (r,0,x)) —\/| ——— v
+4n2 + 62 r 2 sin ¢ (r, 1) 2sin ¢ | cos 9]

éQ 2 iko(r—n_ -x’, )sind

+ - - e 0 L&y

4n? + 62\ imkyr sindd

s .\/.~ / .
><§erfc —iz/iko(r —mn - x| ) (1 —sin?)

- ~ 1
. .79

X [/{;O(l — sind) + ikg|2’| (1 - ﬁ)]

N 62 koettor—nix) (14 gin o)
4n? + 62 2 sin 9

T |
+ tan2 19:| €1k0|z cos VY|

X

, 1
F(r,d,x/) (1 + ﬁ) : (4.217)



4.3 Integracién de la Funcién de Green en el régimen de campo lejano 87

donde observamos que el primer término de es el mismo que hallamos previamente
con el método de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucién de los
polos simple y doble, lo cual se reporté en el articulo [109] y cuya derivacién explicita a través
de ambos métodos se expone en las secciones [E.1.2.3.2] y [E.2.2] del apéndice [E] de esta tesis
doctoral.

4.3.3.4. Forma compacta de ng (%, x5 w)

A continuacion, daremos una expresién compacta para las componentes G’gQ V(x, x';w) de la
FG para exhibir las diferencias de este tratamiento completo con respecto al que publicamos
en [109]. Para este fin, tomaremos los resultados (4.145)), (4.181), (4.196), (4.199), (4.211)) y
y los presentaremos en términos de las fases comunes que aparecen como se muestra a
continuacion:

§2 eiko(r—an’L)

ég2 u(X’ Xjw) = 4n? + 62 r [Cf (0,0, ”)eiko‘/ os?l 4 Cy (%, %, ];O)
02 2 ~ o 3
+ _ _ : ezko(rfnj_.xJ_) smﬁC:éL V(X7 X/, kO)
4n2 + 62\ imkorsin
52 iko(r—m_ -x’ 7.
T Rolr=nixl)of (x, %) ko) (4.218)
donde
sin? ¢ —nll/Qn —ng,/n 0
1 ni,/n —1/n 0 0
o _ 1
C1,(9,0,m) = cos2¥ | ni,/n 0 —1/n% +sin?9 0 | ° (4.219)
0 0 0 0
1/}1 (197 2,7 I;;O) —ny, ¢2(197 Z~/7 ];;0) —nl21/12<19, Zl; IP%O) 0
~ !/ /
C; V<X7 Xl? ko) = nL1¢2 (/19’ : ’ ]E:O) 1/)3(X’ x ’ kO) 0 7 O ) (4'22())
an@bz (797 Zla k’o) 0 ¢4(Xa le kO) 0
0 0 0 0
X1 (X7 XI) %02 _nLl X2 <X7 %/) %0) _nLQ X2 <X7 Xl, %0) O
~ / /
C§L V(X7 Xl? ko) = nJ_lX2 (X, x ’ @0) X3 (X’ x ’ kO) O 7 O ) (4'221>
n1,X2 (X7 Xl: kO) 0 X4 (Xa Xla ]fo) 0
0 0 0 0
(%, %/, l;:ON) —n1,Ta(x, X/, ko) —ni,m(x, X, ko) 0
~ ' ko) T3(x, %/, , ko) 0 0
C,u : / 7]{: _ TLJ_17_2<X, X, NO 3\ Ay &5 O B , 4.999
1,/(%,%, ko) ny,me(x, X, ko) 0 T4(x, X', ko) 0 ( )
0 0 0 0
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con

%(197 ZI, ]Nfo)

1/’2(& Z/a ];‘10)
¢3(X, Xla 12.0)

77[}4()(, X/, ];’0)

X1 (Xa X/a z:0)
X2 (X7 Xla 12.0)

XS(Xa Xla ];"0)

xa(x, %', ko)
m(x, %, , ko)
(%, X', , ko)
3(x, X/, , ko)
T1(x, X', , ko)

F (X, x|, ]230)

Fol /| B V1 +sind
iy/2 (sin® —sin?g)  2V2sind (1 —sind)

7?1 (19 Z ]%0)

201 —sinv)
sin

w 19 2 k:g [ 1+sm19 9, %,) /1 Smﬁ|cosz9\
© sind
1 , 5 i [m(l+sind) Py sin
<1 n2)¢1(ﬁ’z’ko)+2 sin 1 ]F(r,ﬁ,xl) 281n19| s9],

k2|2 | Ao (x, %), ko)
Aa(x, %), ko) [—iwffg]z’\ sin®/2 9 — g + iwko(r —ny -x')(1 —sind)| cosﬁ]} :

+iwlZ|

—Ay(x, %), ko) [iw2|z’] + ko (1 —sin®) | cos 19@ :

1
XXJ_,kO [0 (1 —sin?) |cosq9\—|—zk;2]z’| (1_n_)} ’

1+Sln19 9.
\/ (r,9,x'
sin ¢ R

B 1 1+sm19 9 1—sin19| 9|
2V sing X1) 2sin v o ’
(1+ 511119
\/ g (r,9,x)) (4.223)

7 (1 4 sin )
<1—|—n )5 —F(r,ﬁ,xl) :

sin ¥

2 - n s
\/;‘ — \/ 2iko(r —ny - x/)) (1 — sin9)eholrmnex)(msing)
™

xerfe [—i\/ﬂ%o(r —n, -x))(1 - sinﬁ)] :

donde Aq(x, %/, /;50) estd dada por la ec. y también observamos que el primer término
de junto con la matriz (4.219)) son los mismos que hallamos previamente con el método
de la fase estacionaria y del steepest descent estandar sin la contribucion de los polos simple
y doble, lo cual se reporté en el articulo [I09] y cuya obtencién a través de ambos métodos se
expone en las secciones [E.1.2.3.2| y [E£.2.2| del apéndice |E| de esta tesis doctoral.

4.3.4. La fase de la Funcion de Green en el régimen de campo lejano

En esta subseccién daremos un par de comentarios finales sobre la fase de la exponencial
relacionada con las variables x’ de la fuente de la G* (x,x; w) dada por las ecs. (4.81)), (4.139)
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y (4.218)). En primer lugar, encontramos la exponencial ethoR en la ec. 1) que en la apro-

ximacién de campo lejano produce la fase iky (r —n, - x' — 2’ cos ) que es tipica de la ED
ikoR
)

estandar. En segundo lugar, los términos (I4.139 y d4.218|) involucran las exponenciales e
etko(Rt[z"cosd]) v gikoRsind con R = /R + 22 que en la aproximacién de campo lejano se pre-

-7, ’ -7 ’ / -7 / : .
sentan como e*o(r—nLx) - ptko(r—n x| [ cosd]) g giko(r—nix)sind pegpectivamente.

La fase transversa iko(r — n; - X)) coincide con la parte transversa de la fase de la ED
estandar por lo que su comportamiento serd el usual en la direccion transversa. Luego, la
fase iko(r — n, - x| )sin® es la misma fase de la ED estdndar que se asocia con las ondas
superficiales cilindricas axialmente simétricas [I13] y también se observa que la fase transversa
i/%o(r —n, - x| ) se asocia a ondas planas superﬁciale lo cual serfa un resultado nuevo, el
analisis més detallado dichas ondas superficiales se pospondra para la siguiente subseccion.
Finalmente, la fase iko(r —n -x/, + |2/ cos ) es casi la misma fase que presenta la ED estandar
en la aproximacion de campo lejano salvo el signo del argumento del valor absoluto del término
|2’ cos J|. Observamos que si el signo es negativo coincidird completamente con la fase de la ED
estandar, mientras que si el signo es positivo no habra coincidencia y esto dara lugar a nuevos
efectos. De hecho, es posible obtener esta fase al aplicarle la aproximacién de campo lejano a

la distancia R = \/(x —x)2 + (|2] + |#])? como sigue

R o= \Jx—x) =z = 2P+ (2] + 2]

- \/(x — x4+ 2(|z2| + 22')
= r—mn, x| + [z cos?|. (4.224)

De la segunda igualdad de esta ecuacion, observamos que cuando el signo de zz’ sea positivo,
tendremos una contribucion adicional a esta fase de la FG que se vera reflejada en cantidades
observables, e. g. en la potencia radiada. El término adicional (|z| + |z' )? en la fase, que difiere
del usual |z — 2/|?, tiene origen en la forma de la FG reducida (4.35)) junto con las expresiones
- y - [109]. Como demostraremos en el siguiente capltulo efectos interesantes como la
Radiacién de Vavﬂov—Cerenkov Reversa (RVCR) surgen premsamente por la contribuciéon del
término |2’ cos 9| a la fase de la FG derivada del término (|z| + |2/])°.

4.3.5. Analisis de las ondas superficiales

En esta subseccién haremos un analisis escueto de las ondas superficiales mencionadas en
las subsecciones |4.3.2} [4.3.3.1], [4.3.3.2] y en la subseccion previa. Dichas ondas superficiales estan

ligadas al dltimo término de I (4.135)), al segundo y tercer término de Iz (4.179) v Hg (4.194))

*Hemos denominado a estas ondas asi ya que se probara en la subseccién que éstas desaparecen al
alejarse de la interfaz 3 y en la subseccién se demostrard que éstas tienen la forma funcional adecuada
para ser llamadas asi.

"La distancia R aparece naturalmente al usar el método de la fase estacionaria o de steepest descent como
se reporté en [I09] y que exponemos con todo detalle en las secciones y del Apéndice [E|y que ademds
aparece en la componente 00 de la FG completa como se puede apreciar en la ec. .
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que se traducen en: los términos proporcionales a tq(x, X, l?:o) y Oy ,(x, %, ko) cuya fase es
etko(r—nx')sind v 1o términos proporcionales a Cf | (x,x/, ko) con fase e’*o(r=21%1) de la FG
dada por las expresiones (4.81)), (4.139) y (4.218)).

A continuacién, demostraremos que dichos términos en efecto se comportan como ondas
superficiales. Para ello, probaremos dos caracteristicas importantes de estas ondas. Primero,
que para valores de kor — oo (naturalmente seguimos en el régimen de campo lejano) y en la
regién donde /2 > 9y /2 < ¥ (¥ = 0,7, i.e. lejos de la interfaz ¥ situada en z = 0) dichas
ondas desaparecen. Y en segundo lugar, también para valores de kor — 00 y en la region donde
0 < ¥~ m/2 <7 (es decir, entorno a la interfaz ¥ situada en z = 0) dichas ondas contribuyen
maximamente. De este modo, se reflejard que su importancia radica sélo cuando se esta cerca
de la interfaz y se justificaria el nombre de las mismas.

4.3.5.1. Funcién de Green lejos de la interfaz X

En esta subseccién obtendremos el comportamiento de la FG dada por las expresiones ,
(4.139) v (4.218]) cuando el observador se encuentra lejos de la interfaz 3. Para ello, debemos
calcular los limites cuando 9 — 0 y cuando ¥ — 7 de las componentes de la FG. Comenzamos
por el término G%, , , obteniendo lo siguiente:

B iko(r—n-x')
lim G%p, (%, x;w) = lmnp!,———
950 EDl/( 0 ) 19%07]1/ r )
eifcor -
= 7" lfm e~ o (4.225)
r 9=0

Recordando que n = x/r = (sin 9 cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ), se obtiene finalmente que:

A . ei/;:o(r—ix’) eifco (r—2")
tim G, (. 5) =, o g S (4220

donde podemos observar que solo hay ondas esféricas, como era de esperarse ya que esta com-
ponente de la FG no tiene otra contribuciéon ademas de ésta.

Luego, es turno de hacer lo propio con el término @g , (4.139). Para ello, resultara til
calcular previamente los limites de m,(r,9) (4.140) v t,(x, XIJ_,];?O) (4.141) cuando ¥ — 0.

Primero, tenemos lo siguiente:
1 —sin?
A(D) — | ———
1) =\ S5nw ” ’

sin9A, () — \/ (1 = sind) Smﬁ” . (4227)

9—0 ¥—0

1
lim my(r,9) = lim {—Al(ﬁ), n;
n

¥—0 2

= lim {L\lw), p
n
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donde usamos que n; = (x/r,y/r,0) = sinv(cos ¢,sinp,0) y p = (cos ¢, sin ¢,0). Usando la
definicién de A;(¥) (4.142)) resulta finalmente que:

1
lim my(r,9) = (h’m —A\(0), 0) ,
90 90 1
6040 / 1
= ——— 1lim )
n V=0 \/2 (sin® — sin*¥)
_ a0, L (4.228)

n 9-04/2sin

Por otro lado, se obtiene que:

11911)% ta(x7 Xla ]%0) = 1192% AQ(Xa XlLa ];70) (OJ, _nJ_]%O sin 19) )
= lim As(x,%), ko) (w, 0) . (4.229)

Para determinar el limite restante, necesitaremos usar la expansion asintética de la funcion
error complementaria erfc [89] que contiene la definicién de Ay dada por la ecuacion (4.143)).
Dicha expresién se puede usar ya que n; -x'| =~ 0, 1 —sind ~ 1y kor — oo. Siendo asi, usando
dicha expansion asintética [89] tendremos que:

Ao(x,% ko) = gerfc [—i\/il%o(r —n, -x|)(1—sind)| ,

eil::()(r—nlxl)(l—sin 9)

—iﬁ\/ilzro(r —n, -x)(1—sinv) ’

ﬁeifeo(rfnl-xl)(lfsin 9)

= — = : (4.230)
Qi\/iko('r’ —ny -x|)(1—sind)
Por lo tanto,
5 iko(r—n_ -x/, )(1—sin®)
lim t,(x,%x' , kg) = lim— \~/%e - (w,0) ,
=0 =0 2i\/ik0(r —n; -x|)(1—sin?)
eifcor T
= —, /—— (w,0) ,
2 i/{QT ( )
weifﬂor T
= —— —0a0 - 4.231
2 ik’o?’ 0 ( )

Con los resultados previos, procedemos a calcular el limite cuando ¥ — 0 de la componente
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Ggy como se muestra enseguida:

QQN 'Lko(r n; -x')

lim G (x,x;w) = lime"
90 O 90 An2? + 92 | cos 19\

4 lim ,uya?) zko (r—-ng - xJ_ smﬂt (X XJ_7 kO)
=0 4n2 + 62 zwkor sin 19

2 'Lkor zk0|z
— gh o3 [6 0¢ + hm ma(T 19)]

zko\z cos V| + ma(r 79):|

An? + 62 T
+gh o3 o(x, X, ko (4.232)
4n2 + 62 19—>0 zwkor sin 19
donde hemos usado nuevamente que n = (sin v cos ¢, sin 9 sin ¢, cos ) junto con la definicién

de so = (1/n,n,). Luego, sustituyendo (|4.228|) y (4.231)) obtendremos que:

lim G (x,x;w) = &,
=0

25 Gikor 5a0€il~€0‘z‘ 5&0 ‘m 1
4n2 4+ 62 r n n 90 v/2sin v

20 2 weikor s
el S lim [ — - —0a0 |
4n2 + 6% 9-0 \| iwkor sin v ( 21 1kor 0)

25 eilzor eifco\z’\ 1 1
© 03 — 1
v [ )

m—
n n 9—-0 /2 sin ¢

w20 efor 1 1
+et, = — lim :
An2 + 62 r nI—=0+/2sin
2é eifco(r—&—|z’|)
— ~n 03
= e (4.233)

donde podemos apreciar que las contribuciones de las ondas superficiales han desaparecido y
solo existen ondas esféricas en esta region. Vale la pena mencionar que debido al simbolo de
Levi-Civita esta componente sélo contribuird cuando u = 1 y v = 2 o viceversa. También, es
necesario decir que mediante un proceso analogo se obtiene el mismo resultado cuando
9 — .

Ahora es turno de hacer lo mismo con el término G“ , considerando que serd més laborloso

el célculo debido a las multiples entradas (4.223) 1nv01ucradas en las matrices m,
(4.221) y (4.222). Comenzaremos por la matriz C{' (¢, ¢, n) (4.219), para la cual obtenemos el

siguiente limite:

i CF (0, 6m) = Y (0,6,m)| = (4.234)

=0

o O O O
)
|
—_
\
S
[}
o O O O
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donde se usé que n; = (x/r,y/r,0) = sin(cos ¢,sin ¢,0), p =

(cos ¢, sin ¢, 0).

Luego, calculamos el mismo limite para C% (x, %/, /;0) (4.220)). Sin embargo, resulta més
accesible calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado, las cuales son las

funciones 1; con i =

, ! 7
119131) (1 (197 Z ko)

lim n (9, 2, ko)

, ! 7
’nggr(l) 77Z)3 (Xa X, kO)

1,2, 3,4 definidas en las ecs. (4.223]). Como se muestra enseguida:

lim %0|Z/| B \/1 +Sil’l’l9
=0 _i\/2 (sin? — sin®¥)) 2v2sind (1 —sin )

, :E?()|Z/| 1
lim —
9-0 | §4/2sind  2v/2sind
~ 1 1

— | ikol?!| + —) lim —— 4.235

< =13 ) i e (4.235)

(0,2 k 1 —sind
lim ny,¥1(0, 2, ko) ]2 |n .sm 7
90 n ‘ 2sin 1
ﬁi ; . /7. ‘ Zp% |
— lim sin 9y (9, 2', ko) + 11 L /sind(1 —sind) |
n 9—0 J—
Di " l~60|z'|\/sin19 \/Sinﬁ
n 90 iv2 2v/2
0; . (4.236)
/ 7 .
1
i 20 2ok0) g 3 mA SO
N n2 90 2 sin ¢
1 —sin?d

+ fm MY cosd|

90 2sin 9 E
h ¢1(’L9 Z,k?()) ’L\/_

, F(r,9,x) , /1
192%) n? 2 19*)0 sin ¢ + 1191£)I(1) 2sin? (4237>

El segundo limite de la dltima igualdad se puede demostrar que es cero. Para ello, necesita-
remos usar la expansién asintética de la funcién error complementaria erfc [89] que contiene la
definicién de I dada por la ecuacién (4.223]). Dicha expresion se puede usar ya que n - x| ~ 0,
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1 —sind ~ 1y kor — oo. Siendo asf, usando dicha expansién asintética [89] tendremos que:

2 - > / .
F(r,d,x)) = \/jz - \/22']{:0(7“ —n, -x|) (1 —sing)eFolr—nrx)(1-sin?)
T

xerfc [—i\/il;:()(r —n, -x|)(1—-sind)| ,

2 = N / _
- \/jZ B \/Qiko(r —n; %)) (1 —sing)e Folrmnuxi)1=sin?)
m

eilz;o(r—an’l)(l—sin 9)

_ﬁi\/il;/‘o(r —n, -x))(1—sin?)

= \/g’ — \/gz =0. (4.238)

Por lo que al usar la regla de L’Hopital junto con el resultado anterior, concluimos que:

X

?

F(r,9,%x)
lim ———— =0 . 4.239
=0 +/sin 1) ( |
Por lo tanto,
Ut 455 (x, %', i) — = Tt 451 (9, 2/ o) + litn —— (4.240)
a0 B R0 g e I s e S oend |

Del mismo modo, tendremos que:

i - B B 1 i - , i [7(1+sind) ,
};i}l(l) ¢4(X7X7k0) - (1 ﬁ 11911)1/(1)1/}1(19727]{'0) +11911>I%)§ WF (r7197XJ_)

1 —sinv
— lim ¢|c0519|,
9—0 \  2sin

1 , , - , 1

donde usamos el resultado (4.239)) para hacer cero el segundo limite de la primera igualdad.
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Por consiguiente, al juntar todos los limites anteriores, concluimos que:

@01(1972’//7];0) 0 0 0
) ~ ) 0 V3(x, X, ko) 0 0
“w / _ ’ ) N
7191{}]% 02 l/(X7 X 9 ]{:0) - i]éli)r%) O 0 ¢4(X, X/7 k()) 0 ’
0 0 0 0
1 0 0 0
L , 0 1/n? 0 0
= %{%%(79,27/?0) 0 0 1_1/n2 0
0 0 0 0
00 0 O
im 1 01 0 0
9=0y/2sing | 0 0 =1 0 |~
00 0 O
1 0 0 0
B 1 | 0 1/n? 0 0
RN ‘(@’“'Z'*ﬁ) 00 1-1/n* 0
0 0 0 0
00 0 O
01 0 O
+ 00 -1 0 (4.242)
00 0 O

Después, calculamos el mismo limite para C§  (x,x’ ,INGO) . Sin embargo, otra vez
resulta mas facil calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado, las cuales
son las funciones x; con ¢ = 1,2,3,4 definidas en las ecs. . Para los siguientes limites
deberemos usar la expansién asintética de la funcion error complementaria erfe [89] que contiene
la definicién de F dada por la ecuacion . Dicha expresion se puede usar ya que n, -x', =~ 0,
1 —sind ~ 1y kor — oco. Siendo asi, obtenemos lo que muestra enseguida:

, ! 7 . , .E”’Q / _.\/."’ _ </ o
1lgli%xl(x,yi,ko) = 1195%22/%‘2’(%&[ iy iko(r —mn; - x| ) (1 —sind)| ,

etko (r—ny x| )(1—sin?¥)

12

z’%fcg\z’h}g{m - c
- ﬁi\/z’k‘o(r—nL-x'L)(l—sinﬁ)

k22| [
2 ’L.];}()T’

etkor (4.243)
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¥—0

, P , ™ R .
1191Lr(1] ni,x2(x,%, k) = lim nLZEerfc [—Z\/zko(r —n, -x))(1—sin 19)]
X [—iwl%0|z’| sin/2 1) — % + iwko(r —ny - x'))(1 — sin®)| COSQ9|] )

eifco(rfnj_-xl)(lfsin 9)

AT,
~ p;—lim | — =
2 0=0 \/Ei\/z’ko(r —ny -x|)(1—sin?)
~ in ¥
X {—iwk0|z’| sin®/2 9 — ws;n
+iwko(r —n - x)(sin® — sin® 9| cos 19@ :
=0, (4.244)
lim y3(x, %', ko) = ~ lim ~erfe —Z\/Z/;? (r—my-x')(1—sind)
Eav ¥—0 2 0 +

x [¢w2|z'|+12;0<1—smﬁ)|cosq9|} ,

eifso (r—n-x/ )(1-sin¥)

—5 lim | - -
O vy fiko(r —n - x)) (1 - sind)
X [iw2|z'| + ko (1 — sin®) |cosq9|} :

12

1 ( 2 1 .7 ) T ik
= —(w?|Z] — ik ——e" 4.245
AGONES (4.215)

, > , T . .5 .
11913% xa(x,x' ko) = lim §erfc [—2\/2/%(1“ —n; -x|)(1—sin 19)]

¥—0

I ~ 1
X [ko(l — sin®) | cos Y| + ik3 || (1 _ _2>} ’
n

eiéo(rfnj_‘xl)(lfsin 9)
2 9=0 ﬁi\/z’fco(r—nL -x' ) (1 —sind)
7 ~ 1
X [ko (1 —sin®) | cos I +ik§\z'[ <1 — _2>} ,
n

1 |- ~ 1 T .3
= — |ko+ik2Z| (1 - = ——etkor 4.24
g [l i (1= )| e (1216)

donde se usé nuevamente que n; = (x/r,y/r,0) = sin¥(cos ¢,sin ¢,0) y p = (cos ¢, sin ¢, 0).

12
I
5\
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De esta manera, al considerar todos los limites anteriores, concluimos que:

S 0 0
- 1 7 & 0 WQ’Z,‘—“; 0 0
1’ C'“‘ 9 lyk = — — tkor ’ I I
ﬂgr(l) 3 V(X X 0) 2 Z'k’oTe O 0 _/lkO + kg‘Z/’ (1 - #) 0
0 0 0 0
(4.247)

A continuacién, calcularemos el mismo limite para C}' ,(x, %/, ko) (4.222). No obstante, nue-
vamente resultard mas facil calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado,
las cuales corresponden son las funciones 7; con ¢ = 1,2, 3,4 definidas en las ecs. (4.223]). Como
se muestra a continuacion:

~ ko [m(1+sind)
. / . /
11911101 71(X, X, ]{30) = 11911101 —2 —sinﬁ F (7", 19, X ) =0 , (4248)

- 1 /7 (1+sind) . /1 —sin?
z / . _ ¢ - R / -
lgl_{r% ny,7(x, x|, k) = 1191£r(1)nLiw [2\/ s F(r,0,x') 4 i1/ oD |cosq9|] :

1
= —pw lim [—\/w sind (1 4 sin9)F (r, 9, %)
=0 | 2

~/sin® — sin? ¢
+4 #h}osm

= 0, (4.249)

)

lim 73(x, x|, ko) = lim —— ng T (rd,x)=0, (4.250)
~ ko 1 7 (1 +sin?)

. / o ho L AL ey Iy —

lm 7y (x, x' ko) = lm = (1 + nQ) g L nUixi) =0, (4.251)

donde se us6 nuevamente que n; = (z/r,y/r,0) = sin¥(cos ¢,sin ¢,0), p = (cos ¢,sin ¢, 0), la

ec. (4.238) y el resultado (4.239).

Siendo asi, al considerar todos los limites anteriores, concluimos que:

lim C¥ | (x, %', , ko) = 0", . (4.252)
¥—0

Finalmente, calculamos el limite cuando 9 — 0 de C_T"gz - Tras sustituir (]4.234[), (]4.242D,
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(4.247) v (4.252) encontramos lo siguiente:

02 eilfco(r—an’l)

lim GG, (x, x3w) = lim - —— [O{‘ (0, 6, m)e ol st O (x %! Ro)
02 .
+ lim b — - 2 eiholrmmu ) olt (x %!, ko)
=0 4n2 4 02 \| imkor sin v
52 -T. ’ g
+ lim —~€zk0(rinrxl)cf (x, le_v ko)
9=0 4n2 + §2 v
92 eilzzor

= i I [Or @ e xR

62 2 -
- — lim —C% ,(x,%X, ko)
4n2 + 62 90 \| imkyr sind

2 -
ikor 11 w I

An2 + é2€ };L% C'4 I/(X7 X1 kO) )

I G DC“ (6.6 n)‘
An? + 62 r R

52 eil;or

=0

; “w ! 7
+4n2 +9~2 r 1192\%02 I/(X7X7k0)

€2 2 ~
+ —lim [ ————Cf ,(x,%X, ko),
4n2 + 62 90 \| imkyr sind
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éQ eifco (r+]2'))

- _ Ct (0, 6,m)
4n2 +02 r 1 V( 7¢>n) 9=0
) 1 0 0 0
N 62 eikor " 1 ol + 1 0 1/n? 0 0
- {fm — | iko|2'| + =
dn2 462 1 9-0+/2sind ’ 2 0 0 1-1/n* 0
0 0 0 0
00 0 O
n 01 0 O
00 -1 0
00 0 O
) ) — k2| 0 0 0
N 62 ezkor . 1 0 w2|2/| _ iko 0 0
4n2 + 52 Z.];?()T 9—0 /2 sin ¥ 0 0 —Zl{fo + ]{38|Z/| (]. — #) 0 ’
0 0 0 0
é? iko(r+|2'))
= =~ ‘ Cf u<ﬂ7¢> n)‘
dn?2+62 r 9=0
) 1 0 0 0
L 1 (k | ,|+1) 0 1/n2 0 0
— —— lim — | tkol2'| + =
4n? + 62 ikor 90 \/2sin ¥ ’ 2 0 0 1-1/n* 0
0 0 0 0
00 0 0 —ikol2'| 0 0 0
N 01 0 0 n 0 —(1+4iwl|Z'|/n) 0 0
00 —10 0 0 —1 —iko|2'|(1 —1/n?) O ’
00 0 O 0 0 0 0
02 iko(r+|2’))
- S Cl (0. 0.n)
4n? 4 62 r 9=0
éQ ei];;()’r
+ — lim
An? 462 1 -0 4/2sin
~1/2 0 0 0
0 —1/(2n?) — 2iw|?'|/n 0 0
“1 o 0 3/2 4+ 1/(2n%) — 2iko| (1 — 1/n?) 0 | + 4253
0 0 0 0

donde observamos que las ondas superficiales han desaparecido y que sélo hay contribuciones de
ondas esféricas. Al realizar un proceso andlogo, este resultado se cumple también cuando ¥ — 7.
No obstante, es importante destacar que el ultimo término diverge claramente en ¥ = 0 a dife-
rencia del término Gg , donde la misma divergencia se cancelaba correctamente en la ec. (4.233)).

Antes de concluir esta subseccién, daremos unos comentarios sobre la divergencia en 9 =
0, 7. Estrictamente hablando, la configuracién asociada a la FG dada por las expresiones ({4.81]),
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(4.139) y (4.218) sélo tiene una divergencia natural en ¥ = 7/2 cuyo origen radica en que la
interfaz > rompe la simetria esférica necesaria para estudiar la radiacion de forma estdndar
en el régimen de campo lejano [I14]. De hecho, la reparacién de la divergencia natural fue
consecuencia de la correcta integracion de las componentes G;‘ y G“ de la FG a través del
método expuesto a lo largo de las subsecciones [4.3.2] y [4.3.3] en el reglmen de campo lejano.

Por otra parte, las divergencias en ¥ = 0, 7w en las componentes Gg,, 1} y C_ng L (4.218)
senaladas oportunamente en las subsecciones [4.3.2| 4.3.3.1| y |4.3.3.2| son divergencias artificiales

ya que fisicamente en esa region del espacio no hay ningun tipo de interfaz, la simetria esférica
estda practicamente intacta y las contribuciones de las ondas superficiales desaparecen como
muestran las ecs. (4.233)) y (4.253)). En esas mismas subsecciones, se mencioné que el origen de

las divergencias artificiales se debe a la introduccién de la funcién de Hankel Hél) en la ec. (4.82)
para obtener las ecuaciones (4.95)), (4.154) y (4.185)) [I10] y aplicar el método ahi expuesto.
Pese a que las divergencias artificiales solo permanecen en las componentes @’52 , , pues
en las componentes C_T'g , |) se probd que desaparecen, esperamos que el campo eléctrico y
la potencia o la energia total radiada asociados a una fuente externa de radiacién no presenten
problemas en ¥ = 0,7 ya que cada una de estas cantidades aporta un factor de sind que
cancelaria dicha divergencia. Sin embargo, la demostracién de esta conjetura y la aplicacién
concreta de esta FG a una fuente que permita la existencia de las ondas superficiales, como
un dipolo eléctrico con distintas orientaciones, esta fuera del alcance de esta tesis y se dejara
para un trabajo posterior. Como se menciono en la seccién y como se vera en el siguiente
capitulo, en esta tesis doctoral se estudiara la aplicacion de esta FG a una particula cargada
con velocidad v constante perpendicular a la interfaz 3, configuraciéon que no presenta ningin
problema en ¥ = 0, 7 y esta serd la tnica aplicacién analizada en esta tesis doctoral.

4.3.5.2. Funcidén de Green cerca de la interfaz 2

En esta subseccion obtendremos el comportamiento de la FG dada por las expresiones (4.81)),
(4.139) v (4.218) cuando el observador se encuentra cerca de la interfaz ¥. Para ello, debemos
calcular el limite cuando ¥ — 7/2 de las componentes de la FG. Comenzamos por el término

G, (4.81)), obteniendo lo siguiente:

11;0(r7f1-x’)
1i = 1 _
191_12 Gp,(x, x5 w) 791_1}177 . ;
ezkor -,
= nt, lim e~ ko> (4.254)
[

Recordando que n = x/r = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos 1), se obtiene finalmente que:

lico(’r—[)‘-x’) eiéo(r_ﬁ.xl)
lim G%p (%, X ;w) = gt ——— = ———— | (4.255)
V=5 r r
donde podemos observar que sélo hay ondas esféricas, como era de esperarse ya que esta com-
ponente de la FG no tiene otra contribuciéon ademas de ésta.
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Luego, es turno de hacer lo propio con el término Gg , (4.139). Para ello, resultara util
calcular previamente los limites de mq (7, 9) (4.140) vy to(x, X/, ko) (4.141) cuando ¥ — /2.

Primero, tenemos lo siguiente:
1 —sind
AN(V) =\ ——
() =\ S ” ’

— lim {lAl(ﬁ)anﬂh(ﬁ) —ﬁ\/(l — sin ) Sinﬁ} , (4.256)

95 | n 2

1
lim mg(r,9) = lim {—Al(ﬁ),nL

V=7 95 | N

donde usamos que n; = (x/r,y/r,0) = sind(cos ¢,sin¢,0) y p = (cos ¢, sin ¢, 0). Resultando
finalmente que:

1
lim mg(r,9) = <—, —nl> lim Ay (9) = s4 lim Ay (¥) , (4.257)
9—=5 n =3 V=5
donde usamos la definicién de s, = (1/n, —n_).
Por otro lado, se obtiene que:
lim to(x, %' ko) = lim Ay(x,%/,, ko) (w, —n, kosin 19) )
V=7 I—I
= lim Ay(x,x/, 150) (w, —nﬂ?:o) ,
V=5
— o lim As(x, X, F
- 0 57 —n; 19111% 2(X7 XJ_? 0) )
= kose lim Ag(x,%/,, ko) | (4.258)
V=3

donde usamos nuevamente la definicién de s, = (1/n, —n,).

Para determinar el limite restante, necesitaremos expandir en serie de Taylor la funcion error
complementaria erfc [89] que contiene la definicién de A, dada por la ecuacién (4.143)). Dicha
expresion se puede usar ya que n; - x| ~ p-x y que es una funcién acotada, 1 —sind < 1y
kor — 00. Siendo asi, usando dicha serie de Taylor [89] tendremos que:

Ao(x, % ko) = gerfc l—i\/ilz:o(r —n, -x))(1—sin 19)} :

N|=

T \/Eeifco(rfﬁ-xﬁ_) (197%)2 T 2
2|1 (7-3) ]

\/mico(r—ﬁ-xl) (19—%)2 2
) \/ﬁei%(“ﬁ'xl)%@*%f < T

19—5) L (4.259)

12

m

1-— V- =
Sgn( 2) .

| itko(r —p-x'))

| N
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~

donde se usé que n; - x| ~ p-x/| cuando ¥ — 7/2.

Por lo tanto,

Ve r=px)5(9-5)" ( 7r>
\/i?T]NCQ(T —p-%x)

- gléosa . (4.260)

lim to(x, %X, ko) = kosa lim Tli- sgn (19 - Z)
9T 9~z 2

Con los resultados previos, procedemos a calcular el limite cuando ¥ — /2 de la compo-
nente Ge’f , como se muestra enseguida:

- - )
20 ezko(rfnj_-xl) S

lim G% (x,x;w) = lim " > — aﬂ

9—=Z Cand 4n? + 0 r |COS |

26 2 - L 3
+ lim guyaiﬁ _ — . BZkO(T_nLXi)bmﬁta(X, le kO) 7
V=7 4n? + 62\ imkyr sin

2 o) i
lim S zko\z cos V| + ma(r, 19)
4n? + 62 r 5 | Jeosd]

zk r—px'|)
: 4n2+92\/w D ot R)

donde hemos usado nuevamente que n = (sin cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ). Luego, sustituyendo
(4.257) v (4.260) obtendremos que:

eil~C0|z’ cos VY| + My, (T, 19):|

g,uya?)

i G'u /. _ uwoad 20 iko(r_ﬁ"ﬂ) 1 eiko\z’ cos 9| Al
11m <X7X,CL)> - 8I/ Sa lm —+ 1( )
ke 4n? + 62 r | cos V|
+5'U’VO‘3 Zko p XL k’osa ’
4n? + 62 zwkor
zko(r X)) Zk’o\z cos V| 1
_ n a3 ,
- 4n? 4 62 r S hn% | cos V| : P
o \/2 (sin® — sin*¥)

+et o3 etholr=px) kosa, (4.262)
4n2—|—92 mkor

donde hemos sustituido la ec. . Sin embargo, al recordar que en la secciéon m se
probo6 que dicho limite es finito y al sustltulr el primer término de la ec. (4.125)), obtendremos
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finalmente que:

~ .z P
20 elko(rfp-xL) -

lim G% (x,xjw) = &~ = iko|2'| 54
e 4n2 402 v

20 2
_|_€uya3 _ S zko(r pxl)ﬂ.kosa ’ (4263)
4n? + 62 mkor 2

donde observamos que este resultado es finito y no tiene ninguna divergencia, salvo en r = 0
como en ED estandar. También, podemos apreciar que en esta region las contribuciones son
una superposicion de ondas esféricas (primer sumando) junto con ondas superficiales (segundo
término). Vale la pena mencionar que a diferencia de la ec. si habran contribuciones
cuando u,v = 0,1,2. Ademas, por la siguiente forma funcional en r de las ondas superficiales

del segundo término de la ec. (4.263)):

2 -7, ~
P(x, X)) = | ——ehor=pxL) (4.264)
imkor

es posible identificar que estamos observando la aparicion de ondas superficiales cilindricas
axialmente simétricas [113].

Ahora es turno de hacer lo mismo con el término G 7 , considerando que sera méas tedioso

el célculo debido a las multiples entradas (4.223) 1nv01ucradas en las matrices (£.219), (4.220),
(4.221) y (4.222). Comencemos por la matriz C{' (¢, ¢,n) (4.219)), para la cual obtenemos el
siguiente limite:

sin®d  —ny, /n —ny,/n 0
) ) 1 ny,/n —1/n? 0 0
n _ 1
1}1_{% 01 1/(797¢, n) — 1}1_{% (308219 TLJ_Q/TL 0 _1/n2 + sinzﬁ 0 )
0 0 0 0
1 —cos¢/n —sing/n 0
B 1 cosgp/n  —1/n? 0 0
- 1}5“ cos?9 | sing/n 0 1—1/n% 0 | (4.265)
0 0 0 0

donde hemos dejado indicado el limite en cos? 1 por propdsitos futuros.

Luego, calculamos el mismo limite para C& (x,x', ko) (4.220)). Sin embargo, resulta més
accesible calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado, las cuales son las
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funciones ¢; con i = 1,2, 3,4 definidas en las ecs. (4.223]). Como se muestra enseguida:

- kol 2! V1 +si
lim (9, 2, ko) = lim ol __ vIEsmY |y a66)
=3 =3 i\/Q (sin® — sin® ) 2v2sind (1 — sinv)
, CEN -nLiwl(ﬁ,z’,iﬁo) o, 1 —sind
1}1_{1% ny, (0,2 ko) = 1}1_{% - + w2 |ny, Semd |
o , ﬁl¢1(797 2/7%()) ; AN W|Z/| . .
= 1}5% - —|—79h_1>ng ipi NG V/sind(1 — sin®) |
) - ) wl(ﬂ, ' ko) i [m(1+sind)
/ _ TN m Y _ B /
1}1_% ¢3(X7X 7k0> — gl_{% n2 1 e 2 sin ¢ F(TJ%XL)
, 1 —sin?
+lm o\ g s
= ih’mw(ﬁ ’/%)+£\/2 2
- n219ﬁ\£ 1\V, 2, ko 2 ™ ﬂ_Za
1
1 m(1 + sin?d
1}1_1)115 Va(x, X' ko) = (1 — n_) lfm ¢y (9, 2 ko) + 1}_1)% 3 %F (r,9,%x)
1— 811119
Y Sl
ﬁgri 2sin? | cos ]
‘ 2
= (1 — —) lim 11 (9, 2, ko) — 3\/2%\/j2 ,
n z 2 m
1\ -
- (1 . ﬁ) Jim va (0,2 ) + 1, (4.269)

donde hemos dejado indicado el limite cuando ¥ — /2 de (¥, 2/, k) por propésitos futuros,
también se usé nuevamente que n; = (z/r,y/r,0) = sin¥(cos ¢, sin ¢, 0), p = (cos ¢,sin,0) y

que
T, 2.
lim F (r,9,x" ) =F (T,E,XJ_) =1/— (4.270)
m

=3

con F (r,9, %) definida en la ec. (4.223)) y cuyo resultado es consecuencia de erfc(0) = 1.
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De este modo, al considerar todos los limites anteriores, concluimos que:

lim C¥ (x, %', ko)

V=3
Gi(0, 2 k) —cosown (9,2 ko) /n —singi (9,2 Fo)/n O
= lim COs ¢¢1 (197 Zlv ]f())/n _wl (197 Zlv k‘O)/n2 —1 0 B 0
9—5 | singy (9,2, ko) /n 0 (1—=1/nH) (9,2, k) +1 0 ]’
0 0 0 0
1 —cos¢/n —sing/n 0
I . cosp/n  —1/n? 0 U 12
= 1911_{% w1(197 Z k’o) sin ¢/n 0 1— 1/n2 0 5 5V1 + 5 5,/2 . (4271)
0 0 0 0

Después, calculamos el mismo limite para C%§ | (x,x/, l%o) (4.221)). Sin embargo, resulta mas
facil calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado, las cuales son las
funciones y; con i = 1,2, 3,4 definidas en las ecs. (4.223]). Como se muestra enseguida:

lim x1(x,x", ko) = lim i%fcﬂz’\erfe [—i\/z’lzzg(fr —n, -x|)(1—sin 19)] :
3

9=7 o

- ’g%gm , (4.272)

lim ny y2(x,%x, k) = lim nLizerfc {—z’\/ilzro(r —n, -x)(1l—sin 19)]
V=7 V=% 2

X [—iw/;:0|z/| sin®/2 1) — g + iwko(r —n - x)(1 — sin®)] cosﬁ]] :

= L (iw/%0|z/| + f) , (4.273)
2 2
lim y3(x,x' l;:o) — — lim Zerfe —z'\/z'ffg(r —n, -x|)(1—sin?)
V=5 T V=5 2 +
X [iw2|z'| + ko (1 — sin®) | cos 19|] :
- —%Tw2|z'| , (4.274)
lim y4(x,x", ko) = lim T erfe —i\/z'ffo(r —ny -x|)(1—sind)
V=5 T V=3 2 +
- ~ 1
X {ko (1 —sind) | cos V| + ikg|7'] <1 — —2>} :
n
I >, 1

donde se usé nuevamente que n; = (z/r,y/r,0) = sinv(cosp,sin¢,0), p = (cos @, sin ¢, 0),
erfc(0) = 1 y la continuidad de las funciones involucradas.
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De esta manera, al considerar todos los limites anteriores, concluimos que:

ALH; Cgl/(x x' l{fo) C{;V(X, X/’IE‘O) 9=r/2
) iwl;:g|z"|/2 —imw(kol2'| — 1) cos¢/2n —imw(kol2'| — L)sing/2n 0
_ irw(kol|z'| — 3) cos ¢/2n —imw?|2'|/2 0 0
imw(kol2'| — %) sin¢/2n 0 (1—1/n?)inkdZ'|/2 0 |’
0 0 0 0
kol2'| —(kol2'| — L) cos¢/n? —(kol|2'| — &)sinp/n? 0
i | (kol2'| — %) cos ¢/n? —1/n? 0 0
= L v 2 - (4.276
20 (kol2'| — %) sinp/n? 0 (1 —1/n?)ko|7'] 0 ( )
0 0 0 0

A continuacién, calcularemos el mismo limite para Cf (X, X/L,/:IO) (4.222). No obstante,
resultara mas facil calcular el limite de las componentes de esta matriz por separado, las cuales
corresponden son las funciones 7; con ¢ = 1,2, 3,4 definidas en las ecs. . Como se muestra
a continuacion:

ko [7(1+sind)
] ko) = lim —4/-
Jim (o xl ko) = lim sin 0

_ ko \/—\/; ~ i | (4.277)

, ~ 1 /o (14 sin?d . /1 —sin?
ﬂll_%nLiTg(X,Xl,ko) = —gﬂwnl lﬁwl%ﬁ?(r,ﬁ?xl)+z1/m|00519|] ,

1
= —wp; [lgr}r—\/w(1+sin19) sindF (r,9,x/))

F(r,9,x)) ,

—1—71;5% V(1 — sin®) sin 9| 00819\]

2
- —ﬁi@\/% i —puwi (4.278)
7 (1 + sin)
AI_IET?,(X x|, ko) = ggn% WF(TJZXL) ;
- 2y _i_ 2 (4.279)

B ko 1 7 (1 + sin ) ,
lim 70, ko) = éﬁ“?(”ﬁ) “amg LX)

_ 30 ( ) Vor —2 = iky (1 + %) : (4.280)

T



4.3 Integracién de la Funcién de Green en el régimen de campo lejano 107

donde se us6é nuevamente que n; = (z/r,y/r,0) = sind(cos ¢, sin ¢,0), p = (cos ¢,sin ¢, 0), la
ec. (4.270) y la continuidad de las funciones involucradas.

Siendo asi, al considerar todos los limites anteriores, concluimos que:

lfm CY | ko) = Cf |k
191_{% 4u<X7XJ_7 0) 41/(X7XJ_7 0) 9=r /2
iky iwcosp/n  dwsing/n 0
B —iwcosp/n  iw/n 0 0
B —iwsing/n 0 iko(14+1/n%) 0 |’
0 0 0 0
1 cos¢/n* sing/n* 0
= | —cos¢/n? 1/n? 0 0
= kol _gngm? 0 141/m2 0 (4.281)
0 0 0 0

Finalmente, calculamos el limite cuando ¢ — 7/2 de GgQ - Tras sustituir (4.265)), (4.271]),
(4.276) v (4.281)) encontramos lo siguiente:

52 eiic()(r—nlxl)

, = , iko|2’ cos® 1
lim G (6 xw) = lim e e [OF (0, 6, 4 O (X )
02 2 .~ . -
+ lim - — ' elko(r—anJ_)smﬁC:/; V(X7 X/, k_o)
=% 4An? + 62 \| imkor sind
§2 -7 / ~
+ lim —elkO(rinl-XL)CZ V<X7 XlJ_a kO) )

9=% 4n? + 62
02 eiko(r—px)) =, ~
- 47’1,2 + éQ r 1;1,_1& [Cf V<79’ ¢’ n)elk()"z ekt + Cg V(X7 X/7 kO)
2

- )
N 0 2 ehor—px) o (. X/,z/‘o)‘
4An? 4+ 02 \| imkor v B=r /2

62 s .
Jr4n2 + 62 ehotr=px)on (x, %/, k’o)‘

I=r/2 ’
(4.282)
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) i 1 —cos¢/n —sing/n 0

B 0> ekor=px) [ cosgp/n —1/n? 0 0
T An2 402 r sing/n 0 1-1/n* 0
0 0 0 0

ikol|2' cos ¥
x lim
V=5

C082 19 + ¢1 (197 2,7 k:())

0~2 eil%g (r—px'))

+ ~ —6M 6,1 + 626,
4n? + 02 r ( ' 2)

2 ~
N 0 2 eRo—px) (k! ]'%0)‘
An? 4+ 6%\ imkgr v d=m/2

92 ];: ~ ~
——_ehotr=px ok (x X!k ‘
+4n2+92€ 41/( » A1 0) 19:7r/27
52 eifco(rfﬁ-xl)
- e Cg u(gbv n)

4n? + 62 r

) eii}0|z/ cos 9| l;[)|2,‘ \/m
x lim + —

9—~Z2 | cos?? i\/Q (sin 9 — sin? ) 2v/2sin 9 (1 — sin¥)

52 eifco(rfﬁ-x’i)

+ ~ —0M6,1 + 5425,
4n? + 62 r ( ! 2)

2 ~
N 0° 2 hr—px) O (¢ 3 %0)‘
An? 4+ 0%\ imkor v d=r /2

+—4nfi e PO xR (4.283)
donde hemos sustituido explicitamente 1y (¥, 2/, /50) 14.223) y se definié
1 —cos¢/n —sing/n 0
crsom [ o T s
0 0 0 0

Sin embargo, al recordar que en la seccion [4.3.3] se probd que dicho limite es finito y al
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sustituir los términos de orden cero en £ de la ec. (4.173)), obtendremos finalmente que:
B 92 eiffg (r—px') 1 ];,2212
, m /. o K - _ 20
i GG (X)) = s L) | g -

é? iko(r—px’,)
b — (=615, + 0"25,5)
4dn? + 0?2 r

~o i
1 9 _ % eiko (r—ﬁxl)céL (X, )(/7 ];0) ‘
dn? + 02\ irkyr v 9=m/2

02 -7, ~ ~
+4n2 + éQ elkO(rip.XJ—)Cf I/(X7 XlJ_? k()))

(4.285)

9=m/2 ’

donde C¥ (x,x', ko) o) y C¥ (x,%/,, ko) estan dados por las ecs. (4.276) y (4.281
=m/2 =7

respectivamente, y Ct (4, n) estd definida en (4.284). En la expresion (4.285)) observamos que
hemos obtenido funciones finitas y no tienen ninguna divergencia, salvo en r = 0 como en ED
estandar. También, podemos apreciar que en esta regiéon las contribuciones son una superpo-
sicién de ondas esféricas (primer y segundo sumando) junto con ondas superficiales (tercer y
cuarto término). Ademds, observamos que la forma funcional en r de las ondas superficiales del
tercer término de la ec. es la misma de la ec. (4.264)). Por lo tanto, este término también
generara ondas superficiales cilindricas axialmente simétricas [I13] como ocurrié con el término
G’g V(X,X/ ;W) . Maés aun, el cuarto término claramente nos dice que también habra ge-
neracién de ondas planas superﬁcialeﬂ lo cual seria algo nuevo e interesante por explorar. De
acuerdo con [I14], [T15], en presencia de ondas superficiales es posible separar los campos en su
parte de ondas esféricas y superficiales. Esto permite pensar en que la componente de ondas
superficiales podria obtenerse a través de una FG. Lo cual abriria la bisqueda de un Ansatz
para la densidad de corriente que genere sélo la componente del campo asociada a las ondas
superficiales. Nuevamente, esto ultimo es interesante pero reiteramos que ello estda mas alla del
alcance de esta tesis doctoral y constituira un trabajo futuro.

Para concluir este capitulo, es necesario decir que se requiere un estudio més profundo de las
ondas superficiales descritas por la FG dada por las expresiones (4.81)), (4.139) y (4.218)). Esto
se puede llevar a cabo, al estudiar una aplicaciéon concreta. Por ejemplo, la radiacién generada
por un dipolo eléctrico infinitesimal con orientacion vertical y horizontal. El estudio de esta
aplicacion se inicié pero ya no hubo tiempo de concluirlo, por este motivo, se dejara para un
trabajo futuro. Sin embargo, como se menciond en la subseccién [£.3.5.1] en esta tesis doctoral
solo se estudiara la aplicacién de esta FG a una particula cargada con velocidad v constante
perpendicular a la interfaz ¥, configuracién que no genera ondas superficiales y que constituira
el tema central del siguiente capitulo.

fCon los analisis de la subseccién [4.3.5.1 se probé que éstas desaparecen al alejarse de la interfaz ¥ como
se puede apreciar en la ec. (4.253]). Ademas, la forma funcional de éstas hallada en la ec. (4.285]) nos permiten
justificar su nombre.



Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo se aplicara la Funcién de Green (FG) en el régimen de campo lejano obte-
nida en la subseccién del capitulo 4| s6lo al caso de una particula con velocidad constante y
perpendicular al TT, lo cual comprende la Sec. 5.1} En la subseccién se expone la obtencion
del cuadripotencial en el espacio de coordenadas por medio de la FG obtenida en la subseccién
del capitulo[d]y en la subseccién se obtiene el campo eléctrico correspondiente. Luego,
en la subseccion obtenemos el cuadripotencial y el campo electromagnético usando la FG
de la subseccién del capitulo 4] en el régimen de campo lejano y se analizan la distribucién
angular de la energia total radiada y la energia total radiada, aqui se exhibira la aparicion de
manera natural del efecto Vavilov-Cerenkov reverso y en la subseccién se dardn ordenes
de magnitud de este efecto en el T1BiSe; que es un TI tridimensional.

Antes de entrar propiamente en materia, vale la pena dedicar unos parrafos para comentar
brevemente la historia de la radiacién de Vavilov-Cerenkov (generada por una particula carga-
da con velocidad constante pero mayor a la velocidad de propagacion de la luz en el medio en
que realice dicho movimiento), sus aplicaciones y el posterior descubrimiento de la radiacién de
Vavilov-Cerenkov reversa, la cual funge como la principal aplicacién de esta tesis y cuenta con
mucho interés actualmente.

Desde su descubrimiento experimental en 1934 [116] 117], la radiacién de Vavilov-Cerenkov
(RVC) ha jugado un papel especial en el estudio de la Fisica de Altas Energias, fuentes de
microondas de gran potencia y la Fisica de rayos césmicos [I18], [119], tanto teéricamente como
fenomenoldgicamente. La RVC ocurre cuando particulas cargadas son arrojadas a un medio
dieléctrico y se propagan a través de dicho material con una velocidad v mayor a la velocidad
de la luz en dicho medio que es igual a ¢/ /€. Aqui c es la velocidad de la luz (que a lo largo
de esta tesis se ha tomado igual a 1), € es la permitividad del medio, p es la permeabilidad
del mismo, que como mencionamos en la seccion del capitulo 4] hemos tomado igual a 1
también, y n = /€ es el indice de refraccién de material también definido previamente. La
primera descripcién tedrica de tal tipo de radiacion en el marco de la teoria de Maxwell fue
desarrollada por Frank y Tamm en la Ref. [120], la cual revelé su polarizacién tnica y sus
propiedades direccionales. En particular, la RVC se produce en un cono anverso definido por
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el dngulo de Vavilov-Cerenkov (VC) 9y = arccos[c/ (vn)] con respecto a la direccién de la
carga incidente. Desde el surgimiento de los aceleradores en Fisica Nuclear y de Altas Energias,
la RVC ha sido ampliamente usada para disefiar una impresionante variedad de detectores,
tales como los detectores Cerenkov de imégenes de anillo [121], los cuales pueden identificar
particulas cargadas y también proveen una herramienta efectiva directa para probar sus pro-
piedades fisicas como velocidad, energia, direccién de movimiento y carga [122]. Como casos
sobresalientes, el antiprotén [123] y la particula J [124] fueron descubiertas usando detectores
Cerenkov.

En afios recientes el estudio de la radiacién de Vavilov-Cerenkov reversa (RVCR), un
fenémeno electromagnético exético, ha sido de considerable interés [125] [126] 127, [128| [129]
130, 131, 132, 133]. La RVCR ocurre cuando los fotones son emitidos en la direccién reversa
con respecto a la direccion de la velocidad de propagacién de la particula cargada. En con-
secuencia, la onda de VC reversa emitida se puede separar facilmente de la particula que la
produce, por lo que la interferencia fisica entre ambos se minimiza. Esta notable prediccién
analitica fue introducida por Veselago en la Ref. [134], al invocar materiales que tuviesen si-
multaneamente permitividad y permeabilidad negativas, materiales que reciben el nombre de
medios izquierdos (LHM, por su acrénimo en inglés). Asimismo, la posibilidad de exhibir un
indice de refraccion negativo al crear una interfaz entre un LHM y un medio ordinario se con-
sider6 también en la Ref. [134], lo cual fue verificado experimentalmente més tarde en la Ref.
[135]. Cuando una onda electromagnética con vector de onda k, campo eléctrico E y campo de
induccién magnética B se propaga en un medio lineal, las condiciones k- E=0y k- B = 0 se
satisfacen. Un medio se dice que es izquierdo (o derecho) si su vector de onda k es antiparalelo
(o paralelo) a E x B. Como los LHM, usualmente concebidos como metamateriales, no son
facilmente disponibles en la naturaleza aunque han sido construidos artificialmente en los labo-
ratorios, e.g. combinando alambres metalicos delgados [125] con resonadores de anillo partido
[126] en una estructura de celdas periédicas. También las peliculas delgadas plasmonicas [127]
y los cristales foténicos [128] constituyen alternativas para estos metamateriales.

Como ya mencionamos, en este capitulo y concretamente en la subseccién demostra-
remos que RVCR ocurre en medios magnetoeléctricos [I], los cuales son materiales derechos
(RHM, por su acrénimo en inglés) existentes de forma natural como los antiferromagnetos [3],
los aislantes topolégicos (TIs) [4, B] y los semimetales de Weyl [7], por ejemplo. Es interesan-

te observar que el efecto Cerenkov acustico reverso en Tls ya ha sido discutido en las Refs. [136].

*Les hemos colocado una barrita extra a los campos eléctrico y de inducciéon magnética para denotar que
son ondas planas electromagnéticas que se propagan libremente en el medio lineal y distinguirlos de aquellos
que son generados por una fuente externa particular.
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5.1. Particula con velocidad constante y perpendicular
al TI

En esta seccién estudiaremos el campo electromagnético de una particula con velocidad
constante y perpendicular a un TI. La primera subseccion se destinara para el campo completo
en el espacio de coordenadas i.e., sin ninguna aproximacion. Mientras que la segunda se dedi-
cara al estudio del mismo campo pero en el régimen de campo lejano. En ambas situaciones se
obtendra el campo electromagnético a través de la FG, cuya deduccion y caracteristicas ya se
estudiaron a fondo en el capitulo |4 de esta tesis.

Antes de continuar con esta seccién, vale la pena enfatizar nuevamente que los potenciales
y el campo electromagnético se calculan con la FG G* (x,x’;w) que se obtiene a través de
la FG G* (x,x’;w). La tnica diferencia entre ambas FGs es que G% = G /¢, pues los otros
términos se quedan igual. Los detalles completos del por qué de esta diferencia se encuentran

en la seccién [4.1] del capitulo [

5.1.1. Solucién completa en el espacio de coordenadas

Consideremos una particula mévil de carga g con velocidad constante v = v @1, v > 0 frente
a un #-plano situado en z = 0 (Ver Fig. 4.1)), cuya densidad de carga y de corriente son:

o(z') = ¢0(2")o(y)o(z" —vt') . j(a') = quo(z')d(y)d(z" — vt)2. (5.1)

El siguiente paso es convolucionar las fuentes externas (5.1) con la FG dada por (4.78)) a
través de la relacion (4.14) que reescribimos enseguida

A (z) = / A2/ P (2, 2) T () (5.2)

No obstante, para tener un mejor entendimiento del manejo de la FG (4.78) sélo en esta
subseccion por simplicidad tomaremos € = 1. Ademas, por facilidad de lectura, enunciaremos
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a continuacion las componentes de la FG completa con € = 1:

_ St —t+R) 0> 5(t' —t+ R)

0 / _ .
GO(‘IWT) - R 4+é2 i
o [ramp (VE—O7 - R - 2)
4—|—§2 ot? (t—t’)2 _Ri ?
0 2 PR, o [0(VE-TP-RL-Z)
G i(l‘,l’,) = - ~ 2
4+ 62 RJ_ (9RL (t—t/)z—Ri
2 R, 0 ramp< (t—t)2—R? — Z~>
R , 5.3
4402 R, OtOR, (t—t,)Q—Ri ( )
. CS(—t+R) 20 40 9( (t—t’)2—33—3>

Gl- / — z _ )
J(x,m) n; R 4+925 i ot (t—t’)2—Ri

> O'R, o |ramp ( (t—t)?—R? — Z~>
4+62 Ry OR, (t—t)—R?

donde recordamos que 6 esté dado por la ec. (3.15), R = \/(x —x)? 4 (2] +12))2, Z = |2|+]¢]
y ramp(€ — a) = (z — a)O(§ — a).

5.1.1.1. Calculo de A3(x)

En esta secciéon comenzaremos por la tltima componente del cuadripotencial ya que no hay
contribucion adicional debido a la presencia del #-plano. Ahora, procedemos a demostrar esta
afirmacién. Para obtener esta componente, hacemos p = 3 en la ecuacién (5.2)):

Az) = /d4a:’G3V(a:,x')J”(x’) = /d4x’ (GPo(z,2")J°(2) + GP4(x, 2") JP ()]
= /d4x'G33(x,x’)J3(x'). (5.4)

Sustituyendo la expresiéon para la componente 33 de la FG dependiente del tiempo ([5.3)
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junto con la densidad de corriente, tendremos que:

A3(l’) _ n33qv/d4x'(5(t _Rf"i_R)

20 3030 @(W—é)

~€3
4+ 62 ot (t—t)2 - R%

6(x")o(y")o (2" — vt

8(x)o(y ) (2" — vt’)

2 0°R,. 0 ramp( (t—t’)z—Ri—Z>
4462 R OR,| (t—t)>— R

o0 5(t’—t+\/p2+(z—vt’)2>
= qv/ at’

= , (5.5)
o0 VP (z—ot)?

donde p = y/x? + y? es la coordenada radial de las coordenadas cilindricas y observamos que es

la misma integral de la ED estandar. Entonces, no tendremos contribuciones adicionales debido

al f-plano a ningin orden como se afirmé. De este modo, el tiempo retardado donde debemos

evaluar la integral es el de la ED estdndar [137]:

Ct—vz— /(-2 + (1 —0?) (22 4+ 2 + 22— 1)

ty =
v=cte 1 _ 'U2

(5.6)

Por lo tanto, la componente A3(x) ya valuada en el tiempo retardado ((5.6) es el resultado
bien conocido [I3§]:

A3(z) = e ) .
MY (e e e o

5.1.1.2. El céalculo de A'(x) y A%(x) y la eleccién del tiempo retardado adecuado

Como se observé en la subseccién previa el conocimiento del tiempo retardado ¢, resulto
fundamental para evaluar la integral correspondiente a A%(z). De igual manera, serd fundamen-
tal determinar el tiempo retardado adecuado para las componentes A%(z), Al(x) y A?(x) del
cuadripotencial. Para ello, necesitamos analizar la funcion de Heaviside y la funcién rampa que
estan involucrada en ellas. Comencemos por estudiar la componente uno del cuadripotencial,
al hacer © =1 en la ecuacion :

Al(z) = /d4x’G1V(x,x')J”(x’) = /d4x’ (G o(z,2") ] (2) + GYy(z, o) JP ()]
= /d4x'G10(x,:B’)J0(x'). (5.8)

Luego, al sustituir la componente de la FG correspondiente ([5.3) junto con la densidad de
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carga, tendremos que:

j O(/t—t)2-R:-2
1 _ 29(] 1 23/ 4 /RJ_Q 0 ( L ) / / I
A(r) = —=¢, d*z R. OR. R d(z")d(y')o(2" — vt')

02 L R, o ramp< (t—t)?—-R:-Z
/ x R, 0OtOR, (t—t’)2 _Ri

44 02p0p J o (t—t)2 - p?
2q z & /oo » ramp ( (t—t)2—p>—|z| — |vt'|> 5.9
4+62p0tdp J_o (t —1')% — p? ’ ‘

donde ahora R; = /22 + y? = p. Més ain, el término que involucra a la funcién de Heaviside
coincide con la componente en la direccién X de un monopolo magnético que se mueve con
velocidad v = +vZ. Esto se puede observar con mayor detalle en el Apéndice [G] de esta tesis
doctoral. Dicha coincidencia permite hacer la identificacién ¢ = 20q/(4n* + %) con g siendo
la carga magnética del monopolo “imagen”. Esto mismo pasara con el primer término de A?(x).

Ahora bien, las dos integrales sobre dt’ que debemos calcular son:

9

o0 @( (t—t’)Q—p2—|z|—v|t/|>
I, :/ dt! (5.10)

0o (t _t/)2 _ p2
w0 (VE=E7 = = sl —vlt]) © (VE=17 =2 = || - vlt])

I, = / dt’ , (5.11)
oo (t _ t/)2 _ p2

donde ya usamos la forma explicita ramp(§ — a) = (£ — a)©(§ — a). Ambas integrales pueden
ponerse juntas en la siguiente expresion:

400
]1:/ dt’W(t,p,z,v;t’)@( (t—t')2—p2—|z|—v|t'|), (5.12)

o

donde el punto bésico del calculo radica en determinar el intervalo de ¢’ donde la funcién
T(t) = T =0 =2 — 2| — v |t (5.13)

sea positiva. Féacilmente se verifica que limy .o, T(t') = +oc. También, sabemos que T'(t)
tiene dos ceros que corresponde a los de una funcion cuadratica, a los cuales los etiquetamos

fComparar con las ecs. 1' y 1’ del apéndice citado.
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Tt) [eV 1]
40}
7 /
20 t) t)
ot tev
-20
-50 0 50 100

Figura 5.1: Grafica de la funcién T'(#') dada por la ec. que ilustra el comportamiento
general de ésta. Aqui se grafica T(') cuando t = 20 eV}, 2| = =1 eV, v =05y p = 30
eV~! que dan las raices t; = 64.951 eV~! y ), = —10.660 eV~! calculadas con las ecs. y
(5.20)) respectivamente.

como t' < t/, y que son funciones de las variables independientes ¢, z, p y v. Observamos que
T(t') se vuelve compleja cuando p* > (t — t')?, i.e. para —p < (t — ') < p. El inicio de este
comportamiento se da en (¢ —t')> = p?, en cuyo caso T'(') < 0, lo cual queda fuera de nuestro
interés. Tomando estas propiedades en consideracion, concluimos que la forma general de la
funcién T'(') es aquella mostrada en la Fig. 5.1} Esto conduce a que la forma final de la integral

general I (5.12)) sea la siguiente:
t' 400
It ,t") = / dt' W (t, p, z,v;t") +/ dt' W(t, p, z,v;t'), (5.14)
—o0 t',

la cual debe ser calculada en cada caso. Atn es posible proceder de forma general de acuerdo

con la siguiente estrategia. Dado un tiempo de observacion fijo ¢, un punto de observacion z, p
y una velocidad v > 0, clasificaremos el evento de acuerdo a las siguientes posibilidades:

t<—vlz| , —v|z|<t<+tvlz], Hv|z| <t (5.15)

r>t , r<t, (5.16)

con r = \/a? 4+ y? + 22

En el Apéndice [F] mostramos que estas posibilidades nos permiten determinar los valores
requeridos de ¢'_, ¢/, para cada caso. Resumimos los resultados en la Tabla (5.1, donde los
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# de Caso ty vz ryt tyt t oyt
Caso 1 t < —v|z| r>t |t =t <0t =t/>0
Caso 2 t < —vlz| r<t|t_ =t <0t =1t5<0
Caso3 | —vlz|<t<wvlz| |r>t|t . =t)<0|t, =t]1>0
Caso4d | —v|z| <t<wvlz| |r<t 7 i
Caso 5 t>vlz| r>t |t =t <0 |t =t>0
Caso 6 t> vz r<t|tL=t,>0|t, =t,>0

Cuadro 5.1: En esta tabla mostramos la clasificacién de los casos que resultan de la combinacion
de posibilidades (5.16]) que nos permiten determinar los valores requeridos de t’_, ¢/, para cada
caso.

valores de t;, con i = 1,2,3,4 son

t+olz| + V(E+vlz])? + (1 —v?) (2 — 2)

. = . (t'>0), (5.17)
L vlz| — /(E+ vl|z_|)202+ RG] (t'>0) (5.18)
" :t_ma+vw_ﬁﬁiju—wxﬂ—ﬁ{ (<0, (5.19)
; :t_ma—v%—ﬁﬁiju—wxﬁ—ﬁ{ (< 0). (5.20)

Los valores t| > t}, son los ceros de T'(t') cuando ¢ > 0, mientras que t5 > t, son los ceros
de T'(t') cuando t' < 0.

Uno puede ver inmediatamente que el caso —v |z| < t < v|z|, r < t no puede ocurrir. De
hecho, se tiene que

PP <t <0 = pP<—(1-0%)2% <0, (5.21)

lo cual conduce a una contradicciéon. Los otros casos no muestran inconsistencias y seran in-
cluidos en alguno de los casos restantes.

En esta tesis solo exhibiremos cémo se realiza el calculo explicito de las integrales Iy e
I, para el Caso 6 de la Tablacuando t>wvlzlyr<tcont =t,>0yt, =t) >0,
los cuales se ilustran en la Fig. [5.2l Esto es porque los demaés casos se calculan de manera
completamente andloga. Al considerar la ec. tendremos que la integral es

]11 (tlla tIQ) =

t’2 1 +o0 1
/ dt’ + / dt' ,
B ey A N () e
th o
mP—ﬂ+ @—yy—w] +mﬁ—ﬂ+VW—ﬂy—w]. (5.22)
00 t)
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T(t) eV 1]

60+
40+
20+ / !

12} 151

0+ 1 ¢ [eV’1]
20 L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L L
-50 0 50 100

Figura 5.2: Gréafica de la funcién T'(t') dada por la ec. que ilustra el Caso 6 de la Tabla
b1 cuando t > v|z| y r <t, cont’ =1ty >0yt =1t >0. Aqui se gréifica T'(t') cuando ¢ = 20
eVl |z =—-1eV v=05y p=10eV! que da las raices tj, = 46 eV~ y t, = 8.667 eV !
calculadas con las ecs. y respectivamente.

Sin embargo, para determinar la integral (5.11) debemos tener cuidado en el cambio de
signo en t' = 0 (Ver Fig. [5.2)) que presenta el integrando por causa de |t'|. Si ¢’ < 0 se tendrd
que

VTP =Pl =ol| _ [ TP~ |z ot
Lt <0) = |[d olt! / 2] + v

Vit —1)2 = p? t—t’) — p?
= o/t —=t)2=p>+t' —(|]z| —vt)In [t —t++/(t } (5.23)
Por otro lado, si t’ > 0 resulta que
\/t—t’ — 2 — |z| —v|t| \/t—t’ — % — 2| — ot
Vit —1)2 = p? V=12 =p?
= ot At — z|—|—vt 1n[t —t+\/ 1) —p] L (5.24)
Particularmente, para el caso 6 tendremos que integrar en los siguientes intervalos: Primero,

cuando ' € [—o00, 0] con la integral (5.23)). Luego, integrar t' € [0, t5] usando la integral (5.24)) y
finalmente, integrar ¢ € [t], 00| por medio de la integral (5.24). Estos intervalos de integracién

?

Y
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se pueden apreciar mejor en la Fig. De este modo, resulta que:

V(=12 —p2 —|z| —vl|t| V(=12 —p2 —|z| —vl|t|
]IQ(tll,tIZ) — / dt/ |Z| U| / dt/ |Z| U|

Y

V=12 —p? (t—1t)2 — p?
_ / dt,\/t—t’2—p—|z|+vt’ /dt,\/t—t’ —p2— |z — ot
VE=1)?2—p? t’) — )% — p?
/ dt’\/ (t—t)2—p?— |z\ —vt’
f (t—1)?—p?

- {\/—+t (|z] — vt) ln[t—t+\/ ]}
+{ oV E= P =P +¢ — (o] + vt)In [t’—t+¢<t—t/>2—p2]}0
+{—U\/m—l—t'—(|z|+vt)ln [t’—t—l—\/(t—t’)Q—pQ] }: . (5.25)

La expresién de A'(z) de la ec. (5.9) nos pide evaluar la siguiente derivada parcial de I;
(5.22)):
oL (t),t5) 0 th
LRl =t (=) — p?
dp dp " [ VI o ]_oo
0 oo
=1 [t—t N 2] :
+ap n +/( 2 —p .
= 2ln[t—t'QJr (t—t’2)2—p2]
dp
0
5" [t—t’l 1) —p2] , (5.26)

donde la ultima igualdad se sigue de evaluar el logaritmo en oo cuyo valor da cero al ser
derivado. Luego, usamos la ecuacién que satisfacen t}, y ¢} como raices de la funcién T'(¢') ((5.13))
de la siguiente forma:

AL (¢, t,) O , i 9 / /
o ) gp Pttt vlbf] = oIl =6 4 [z +ola]] - (5.27)

Pero en este caso, th > 0y t; > 0 (Ver Tabla[5.1). Entonces,

Ol (¢, th) 0 0

# = a—pln[t—t/2+|z|+vt’2]—a—pln[t—t’1+|z|+vt’1] :

= 2ln[t—l— |z] — (1 —v)ty] — 2ln[t—l— 2| — (1 —v)t]] (5.28)

 Op 2 0p o '
Antes de sustituir los valores de ¢} dado por (5.17)) y de ¢, dado por (5.18)), los reescribimos

por medio de la identidad

(t£v|z])? + (1 =) = 17) = (Jz| £ vt)* + (1 —v?)p*, (5.29)
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de la siguiente forma:

t+olz] + /(2] +vt)2 + (1 — v2)p?

t, = T :
g bl = V([ )+ (1 0)p? £ 3

Sustituyendo ({5.30]) en la expresion ((5.28)), obtenemos lo siguiente:

L (. 1) i (1—) <t +olz] = VT ol + (1= mw)]

= 1
8pn

ap 1—02

9

dp

= 2ln
— 9

9
dp

2]+t — (1 —) (””'Z”¢<|z|+vt>2+<1—v2>P2>] ,

1 —v?

2| 4+ vt + \/(|2] + vt)? + (1 — v2)p?
1+w

|z + vt — \/(]2] + vt)% + (1 — v2)p?
1+v
(1—2v")p
(121 + vt 4+ T+ 007 + (L= 02)2) /T + ol + (1= 07)?
N (1-2v")p
(121 + vt = VT + 0B + (1= 2)2) /(T + b2 + (1 — 072

.(5.31)

Tras racionalizar el denominador resulta lo siguiente:

Ol (1), t5) zl vt = /(2] ot
dp o/ (2] + vt)2 +
_|z|+vt+\/(|z|+vt

py/ (2] + vt)? +
2(|z| + vt)

VR (1B

La expresién de A'(x) de la ec. (5.9) también nos pide evaluar las siguientes derivadas

2 (1 =)
1 —v?)p?
24 (1 —v?)p?
1 —v?)p?

Y

(5.32)
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parciales de I (5.25)):

02Ty (1), th) _ 02
Otop atdp

0
v (t—t’)Q—p2+t'—(|z]—vt)ln[t'—t—i— (t —t)? ”

—00
t

o~

v (t=1)2 = p2+t' — (2] + vt) ln[t—t—l— (t —t)% — p? ,

{

{- I}
+ tap{ oVE— 0= 2+t — (s +ot)In [ =t + /(T — 0] p?}}oo

-

{-

t]

—vy/(t —th)% — p2 + 1}, — z|—|—vt)ln[t'2—t—i—\/t—t’ pZH
o/ E— )2 = 2+ 4, — (Jz] + vt)In [t’l—tJr\/(t—t’l)?—p?}} ,

(5.33)

donde la tultima igualdad se sigue de evaluar el logaritmo en ¢’ = 0, 00 cuyos valores dan cero

al ser derivados. Luego, usamos la ecuacién que satisfacen t, y t| como raices de la funcién
t') (5.13) de la siguiente forma:

0’1 t/’t/ 0 / / / /
;ialp 2 = Dtdp {—v (Jz] +v[t5]) + 25 — (J2] +vt) In [t — ¢ + [2| + v[ty[]}
2
~ i) {=v (2| +olt}]) +t] = (|z| + vt) In[t] — t + |z| + o[t ]]} . (5.34)

Pero en este caso, th > 0y t; > 0 (Ver Tabla[5.1). Entonces,

82]1 t/,t/ 82 , /
;z(galp ) atap{(l—vz)%—(|Z|+vt)1n[|2|—t+(1+v)t2]}
0? . /

“5i9p L0 =)= (el o)l —t+ (L4 0)i]} . (5:35)

Sustituyendo explicitamente los valores de t, y t) dados en las ecs. (5.30]) en esta uiltima
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expresion, obtenemos lo siguiente:

L (th,th) 0 (1—?) t+vlz] — /(2] +vt)2 + (1 — 0v2)p?
otdp  0Otdp 1 —?

0? t+olz] — /(2] +vt)2 + (1 — v2)p?
~ a0y {(|z|+vt)1n |z|—t+(1—|—v)< | >]}

[ <t+v\z|+\/ 2]+ vt)? —1-(1—1)2)/)2)

(|z| + vt) In

(9158,0 1 — 2
t t)2 1 — v2)p?
{]2|+vt YIn ||z —t+ (1+ )( +U|Z|+\/Uzl\f:2) + (1 —v2)p )]} |
= 2 — 2) 2
p(t+v\z| VI T T 1))

2| + vt + /(2] + vt)Z + (1 — 02)p2] }
1+v

(t +olz] + V(T o)+ (1= 07)p?)

) 2] + ot = /T F 00 + (L= )77
. 5.36
atap{(!zu v)ln — (5.30)
Ahora, proseguimos con las derivadas parciales:
PLtt) 0 (1—v2)p
9tdp O\ V(I + vty + (1= )2
N (1= )p(J2] +vt)
O\ (12l + vt + /Tl 007 + (L= 2)2) /Tl + 007 + (1= )2

L2 { (1~ (2] + o1 }
ot <|z| + vt — /(2] +vt)2+ (1 — 02)p2> V(2] + vt)?2 4+ (1 — v2)p?
(5.37)
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Después, se racionaliza el segundo y tercer término y resulta lo siguiente:

PLtt) 0 (1—0%)p
0tdp Ot | (Tl + 007 + (1 — v2)2

R EEA 2| + vt ]
ot p | WVl +ut)?+ (1)

0 | |z + vt [ |z| 4+ vt ]
_Z —1] Y,
0 A AT e

_22{ (1-2v")p }_22{ (|2] + vt)? }
Ot | /(2] + 0t)? + (1 —02)p? Ot | p/ (2] + vt)? + (1 = 02)p? |

201 —v?)p(|z] +vt) 20(|2| + vt)?
(2] + vt + (1= 0)p2*? Ry [(|2] + 0t)* + (1 = v2)p2]*?
dv(]z| + vt)

_ ) 5.38
Ri+/(|z] 4+ vt)? + (1 — v?)p? (5.38)

Analogamente, se pueden obtener las demas derivadas parciales de I; e I, para los otros
casos expuestos en la Tabla las cuales a continuacién enunciamos. Para el Caso 1, Caso 3
y Caso 5 (que es el caso ilustrado en la Fig. |5.1)) tenemos que:

oLy (t), 1)) 1 |z| — vt |z| + vt

- _ = , (.39
z R e e TRV F e oy
PLitt) _ 2 w(- el tot)  v(— ) p(lel — ot
Otdp P (2 + ot + (1 =222 [(|2] = vt)2 4 (1= v?)p?]*?
B v(|z] + vt)? 20(|z| + vt)
Pl ot + (12 T et + (= )
B v(|z| — vt)? N 20(|z] — vt) ‘
pl(lz] —vt)2 + (1 —v2)p2*?  py/(|2] — vt)2 + (1 — v2)p2
(5.40)
Para el Caso 2 se tiene que:
O (ty,ty) 2(]z] — vt) 4
T Ny o)
02Ty (th, t}) _ 20 (1 =v*)p(lz] —vt) 20(|z| — vt)?
Otdp (2] = 0t)> + (1 =v2) 22 p[(2] = vt)2 + (1 — v2)p*?
4v(|z| — vt) (5.42)

N EETEa

donde resulta curioso que la expresion (5.38)) v (5.42)) son simétricas en —v. Ademads todas
las expresiones (5.32)), (5.38)), (5.39), (5.40), (5.41) y (5.42) tienen dimensiones de 27!, lo cual
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resultara importante cuando se determine el campo electromagnético de radiacién.

De este modo, la expresién general para A'(x) que incluye todos los casos posibles dados
en la Tabla 5] es:

20 y NAGRA
4+462p dp
+ [Ov|z| = )O(t +v|z|) + Ot — v|z])]| O(r — t)

Ol (1, t4)

Al(x) = 9

{@(—v|z| —1)0O(r —t) + O(—v|z| —t)O(t — 1)

Ol (¢, 1)
dp

+O(t — v|z])O(t — T)—aﬂlg;l; ) }

0*q « P L(t5, 1) O Ly(ty, 1))
Lo (t), 1))
+[Ov|z| = t)O(t +v|z|) + Ot — v|z])]| O(r — t) 10y
P Ly(ty, 1)

donde las derivadas parciales involucradas en esta expresion estan dadas por (5.32)), (5.38),
(-39), (540), (5.41) v (5.42).

De manera completamente andloga, se tendra que la expresiéon general para A%(z) que
incluye todos los casos posibles de la Tabla es:
2§q x

A%(z) = {@(—U|Z| —1)O(r —t)

z Ol (15, t})
4462p

dp
+ [O|z]| = t)O(t +v|z|) + Ot — v|z])] O(r — t)

Il (¢, 1)
+O(—v|z| — )O(t — r) )
(—vlz| = t)O(t =) 9

oL (14, 1)
dp
8111(153,1?’2)}
+O(t — v|2])O(t — r)—22
(t —vlz))O@ —7) a9

02l (th, t) 02Ty (), t))

L Pay {@(—vm —He(r —1) +O(—v|z| — )O(t — 1)

44+ 6%2p otdp otop
OIy(t), 1))
+[Ov|z| = t)O(t +v|z|) + Ot — v|z])] O(r — t)at—ap
Ply(t), 1)

Un resultado importante que vale la pena mencionar es que A'(z) (5.43) y A%*(z) (5.44)
ya no son cero como en el caso de ED estdndar, lo cual tendra consecuencias en el campo
electromagnético de radiacion.
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5.1.1.3. Célculo de A°(x)

Solo nos falta calcular la componente cero, para ello, hacemos = 0 en la ecuacion ([5.2)):
Az) = /d4a:’GOV(a:,x')J”(x’) = /d4x’ (GO (z,2")J°(2) + G%(z, 2") JP ()] |
= /d4x'G00(x,:B’)J0(x') : (5.45)

Sustituyendo la expresién para la componente 00 de la FG (j5.3]) junto con la densidad de
carga (j5.1)), tendremos que:

@) = ¢ / d4x'(5(y_—w5(x’)5(y')5(z'—vt’)

- - .
0%q /d4x’6(t zf—i—R)é

(«)d(y")o (2" —vt')

4467
- . -
62 02 / ramp ( (t—t)2—R: — Z)
+ =~ N5 d4$/ 513/5 /(52/—Ut/ 7
4+028t2 (t_t/>2_R2L ( )(y)< )
S AR ik kil
= dt’
q/—oo Vi +y? + (z —ot')
g (= (0=t VETEFTD)
— = dt 7
i L
g2 o = |ramp (V(E =)= p* = |z —olt'
e / dar ( ) , (5.46)
4462017 J_ (t—t)2 - p?
donde nuevamente R, = /22 + y2 = p.

De esta tltima expresién de A° observamos que ya conocemos dos de las tres integrales ya
que la primera es aquella de ED estandar cuyo valor es bien conocido y la dltima ya se
determiné en la subseccion en la ecs. y (5.24). Sin embargo, necesitamos calcular
explicitamente la segunda integral. Entonces, la integral a determinar es la siguiente:

- S[T(t)]
I3(x) = d . 5.47
0= 047
donde )
Tt =t —t+/p>+ (|2] +v[t])%. (5.48)

No obstante, al usar la propiedad de la delta de Dirac enunciada en (4.51]) nos percatamos

que los ceros de T(t’ ) son los de la funcién T'(¢') dada por (5.13). Esto implica que | (5.17), ¢,
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(5.18]), 5 (5.19) y ¢} (5.20) son los ceros de la delta de Dirac de I3(z). Pero al exigir causalidad
en la teoria tenemos que quedarnos sélo con t, (5.18)) y ¢ (5.20)). Esto se debe a que al proceder

de manera andloga al caso de ED estandar [137] en el limite cuando v = 0 tendremos que

tolv=0) = t—r (t'>0), (5.49)
flv=0) = t—r (<0, (5.50)
mientras que
thlv=0) = t+r (' >0), (5.51)
tw=0) = t+r (' <0). (5.52)
(5.53)

donde r = /22 + y? + 22 y observamos que sélo t, y t; reproducen la forma correcta del tiempo
retardado t, =t — r cuando la particula esta en reposo en el origen.

Siendo asi, la integral I3(x) queda como sigue:
wo = [ a St 1), 8(t— 1)
oo /P2 (2l +olt])? LIT' (8] |T"(¢))]
Y 5t — 1))
o [V + (2l 0l + ([2] + vft v sen(t)|

OO / 5(75_7521)
d . 5.54
+/oo t |VP? + (2] +olt')? + (|2] + vl vsgn(t)| o3

Usando la funcién T(t’ ) (5.48]) y recordando que v > 0, la expresién previa se puede reescribir
como sigue:

o ot —t o ot —t
]13(1,) — / dt/ ( 2) +/ dt/ ( 4) 7
oo t=t (2] ot usgn(t)|  Joee |t =t + (2] + 0|t')vsgn(t)]
Ot —v|z))O(t — 1) O(—v|z| —t)O(r — t)
|t =ty + (2] + vlta)Jusgn(ty)| [t —th + (2] + vlthJosgn(t))]
donde se multiplic6 por O(t—v|z|)O(t—r) y O(—v|z|—t)O(r—t) respectivamente para garantizar
el signo de t,, y t),. Ahora, analizaremos los denominadores:
t—ty+ (2| +olta)Josgn(ty) = t+wvlz| — (1 -y, (5.56)
t—ty + (|z| +oltyvsen(t)) = t—olz| — (1 —0v*)t,, (5.57)

(5.55)

donde se us6 que t;, > 0 y t), < 0. Sustituyendo explicitamente los valores de ¢, y t reescritos

como en la ec. (5.30) a través de ([5.29)), se obtiene lo siguiente:
t—ty+ (|2 + olthhosen(ty) = t+vlz = (t+0l2l = /T + o2+ (1= 0%)p?) |
= V2l +ot)+ (1 -1?2)p?, (5.58)
E= o+ (2 +oltihosen(ty) = t—vlz| = (£ = olzl = VT = 02 + (1= 0)p?) |
= V(2] —vt)2 + (1 —v2)p2. (5.59)
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Sustituyendo estas expresiones en la integral I3(z) (5.55)), resulta que:

Ot~ o)t - 1) O(-ufz| - ne(r -
V0 + o2+ (1 =022 (2] = vt + (1= 0?)p?

donde se quitaron las barras de valor absoluto ya que la raiz cuadrada siempre es positiva.

I3(z) = (5.60)

Ahora bien, procedemos a sintetizar la tercera integral de la expresion de A°(z) (5.46).
Mediante un procedimiento andlogo al expuesto en la subseccion [5.1.1.2] es posible determinar
las siguientes derivadas parciales de I, que la expresiéon de A°(x) (5.46) requiere para todos los
casos posibles dados en la Tabla 5.1}

Phitnty) _ 22(0-) 602 (2] + vt)?
o (=] + 82 + (1= )2 (1= 02)p2 /(2] +01)? + (1= 02)p?
B 202(|z| + vt)4 61
(1 —v2)2 [(|2] + v)2 + (1 — v2)p? /2
82112(75’1, ti;) _ 2 1 . 1
or V=P 022 b+ (122
v(1 = 20)(|2] = vt) 2] — ot
o) :1 ' V(2 = vt + (1 - v2)p?
v(1 + 2v)(|z] + vt) 2| + vt
R R T 562
PLa(ts,th) 20%(1 = v?)p? - 602(|2| — vt)?
o (2] = vt)2 + (1 =02 (1= 02)p? /(o] = vt)? + (1 = 0?)p?
20%(|z| — vt) (5.63)

(1 —v2)p?[(|2] — vt)2 + (1 — v?2)p*?

donde nuevamente observamos que todas estas derivadas parciales tienen dimensiones de z~1

como se encontré en las derivadas parciales involucradas en las componentes A'(x) y A%(z),
lo cual resultara de importancia cuando calculemos el campo eléctrico en la siguiente subseccion.

Finalmente, al sustituir la integral de la ED estdndar dada en ({5.5)), la integral (5.60]) en
(5.46)), resulta que la expresién para A°(x) que considera todos los casos posibles de la Tabla
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Gl es

0 . q
SR/ ey P

B 6%q Ot —v|z|)O(t —r) N O(—v|z| —t)O(r —t)

@ [T 0P+ 07 e+ ()2

A OLa(th, 1) Lot 1))
T LSRRI e U T s

0’Ly(th, 1))
ot?

+@(t—v|z|)@(t—r)%} . (5.64)

donde las derivadas parciales involucradas en esta expresion estan dadas por (5.61)), (5.62) y
(5.63)).

+ [O(v]z] —t)O(t + v|z|) + O(t — v|z|)] O(r — 1)

5.1.2. El campo eléctrico E(x,t)

En esta subseccién determinaremos el campo eléctrico de radiacion del cuadripotencial A*(z)

definido por las expresiones (5.7)), (5.43)), (5.44) y (5.64) a través de la relacién (4.5)).

No obstante, como se mencioné en las subsecciones |5.1.1.2] y [5.1.1.3] las expresiones finales
de A%(z) (5.64), A'(x) y A%(z) incluyen todos los casos posibles de la Tabla[5.1]
Debido a lo anterior, por propésitos de simplicidad y con el fin de exhibir cémo se comporta el
campo eléctrico E(x, ), en esta tesis sélo obtendremos el campo eléctrico de radiacién para el
Caso 6 de la Tabla , i. e., cuando t > v|z| y r < t. Esto quiere decir, que tras haber hecho
las derivaciones necesarias que la ec. nos pide realizar y tras despreciar los términos de
orden O(r~?), deberemos pedir que O(t —v|z|) =1y O(t —r) = 1 y todas las demds funciones
de Heaviside deberan ser cero. Con lo anterior, las expresiones del campo eléctrico de radiacién
para el Caso 6 son:

29 a]Il tlat/ 3]11 t/,t/
Bt = ol - DO gy Tt
oL, (¢, ¢!
+ [8(¢ — v]z]) + 8(t — )] (a; 2) }
+§%%{ 5t 1) . (0le] — 1) L )
44602 | ry/(Jz] +vt)2 + (1 — v2)p? p Otdp
O(t —vlz]) *Ia(t], t5) F O’Ly(t),ty)  10°L(1), tg)] 5t — )
P dtdp ro ot p Otdp

10?8, ) 1 0%a(t), th)
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Qéq

oL, (¢, t}) oL (¢, t})
E? - _ L ) s _ Wy b)) _ 15 lq
(x,1) 1 iy { d(—v|z] —t) o a(t r)—ap
+ [0t = vl2]) +o(t — 7)) _0111(;;, L) }
0%qy St —r) N §(—v|z| — t) 0% s (1), t)
4402 | r/(J2] +ot)2 + (1 —02)p? p otdp
A= vl) Lot 1) | [10Rath, ) 1O°a(t t)] 5y
p Otdp ro Ot? p Otdp
10%Iy(t), 1) 10%T,(t), 1))
- {; o2 - ; dtdp :| ot — T)} ) (5.66)
- - B
Bx,t) = — 0 q vsgn(z)d(t — v|z|) N 26(t — )
4402 | /(2] o2+ (1 —=v)p? /(2] +vt)? + (1 — 02)p?
q_| : PL(th, 1)
Yy v sgn(z)o(—v|z| —t) + ;5@ — r)] —n
Pq T 2 PL(th, 1)
Ty g Vs = vlal) + 2o - r)] A (5.67)

donde las derivadas parciales involucradas estan dadas por ((5.32)), (5.38)), (5.39)), (5.40)), (5.61)
y (5.62). Ademads, observamos que todas las deltas de Dirac nos permitiran sustituir ¢ = r o
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t = tv|z| (segun sea el caso) en todas las derivadas parciales como se muestra a continuacién:

E'x,t)\ _  20q [ —sing ALy (¢, 1))
(Bln ) = rm (e ) oo -0

t=—wvr|cos V|

ap t=r ap t=vr| cos Y|
oL, (t, t5)
= st -k
(t—7) o | _

N 0% (sinﬁcosgb){l 5(t—r)

4+ 62 \ sindsing ;|1+v|cosz9|‘
N §(—v|z| — t) 0% (t), t) O(t = vlz]) PLy(ty, th)
sin v dtop sin v otop
t=—wvr| cos Y| t=vr|cos ¥
DLy (t), t}) 1 9%Iy(t),t})
AN S A — ’ ot —
i [ ot? sind  Otdp (t=r)
t=r t=r
Ply(th, th) 1 OPIo(th,th)
- | —==| - - o(t — :
[ ot? .~ singd  Otdp _ (t=r)p (5.68)
Bxt) = — 62 q vsgn(r cos)d(t — vr|cos|) N cos¥5(t — 1)
7 A4+ 027 | /(14 02)2co820 + (1 —v?)sin®d |1+ v]cos?]
92 2]:[ tl t/
—|—4 +q0~2vsgn(r cos¥)0(—vr| cos | — t)%
t=—wvr| cos ¥
0% Iy (ty,t})
+4 nyz cos V0 (t — r)T .
0%q O*Iy(t), t5)
+ —v sgn(rcos)d(t — vr|cos|) ——==—2-
T ThA ( )8( |cos ) —3 s

§2q 62]12(t,17 tIQ)
o sVt =)=

: (5.69)
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con

Ol (¢, th)
dp

t=—uvr| cos ¥

Ol (t1, 1)
dp

8]11 (t/l ) t,2)
dp

t=vr| cos V|
Ol (t, t5)
dp

t=r

O*Ly(t, t))
atop

0°Iy(t1, t))
dtop

B 1 2v N
7 ) sind
t=—vr| cos V|

Cplzl —w)2+ (1

_I_
sin /(1 + v2)2 cos2 ¥ + (1 — v2) sin® ¥
_ 1{_ 20 (1 — v?) (1 4 v) sin¥| cos I
t=vr|cos V| [(

+

_sim?\/(l +v2)2 cos2 ¥ + (1 — v2) sin ¥

1 (1 + v?)| cos |
rsin ¢

V(1 —v2)2cos? 9 + (1 — v2) sin® ¥

(1 —v?)| cos V|
V(1 +v2)2cos29 + (1 — v2)sin? 0
1 | cos | — v
|1 — v|cos |

|cos V| +v
|1+ v cos |

, (5.70)

rsin v

B 2| cos 9| (1 + v?)
rsindy/(1+v2)2cos? ¥ + (1 — v2) sin® 0

2(] cos | +v)
rsind|1 4 v|cosd|| ’

v (1 —v2)*sin | cos V|
[(1—=v2)2cos?¥ + (1 — v2)sin® V] 3/

v (1 —v*)sind| cos V|

[(1+v2)2cos? ¥ + (1 — v2) sin® V] 82

v(1 — v?)3| cosV|?
sind [(1 — v?)?cos? ¥ + (1 — v?) sin® Y] 82
20(1 — v?)| cos I

_|_
sin /(1 + v2)2 cos? ¥ + (1 — v2)sin® ¥

v(1 4+ v*)3| cos I
— UQ)p2]3/2
20(1 + v?)| cos | }

(5.71)

1+ v2)2cos? ¥ + (1 — v?) sin® V] 3/
20(1 + v?)3| cos 9|?
sind [(1 + v2)2cos? ¥ + (1 — v?) sin® V] 82
4o (1 + v?)| cos | }

(5.72)
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’Ly(ty, 1))

B 1 B ,02 B U2
. or |1 —vlcosd|| |1+ wv]cosd

ot?
N v(l—?v)(|co.szz9|—v) L+ |cosd| —wv ]
(1 —v?)sin” ¥ |1 — v|cos |
v(1 4+ 2v)(| cosI| + v) [ |cos | + v ]
1+ ; 5.73
* (1 —v2)sin®9 |1+ v| cosd| (5.73)
0Ly (t), 1) ol 2w
otop .~ ~ r | sin?
v (1 —v?) (Jcosd| +v)sind v (1 =) (|cosd| —v)sind
}1+U|COSQ9|‘3 |1—?J|COS’(9|‘3
(| cos ¥ +w)? 2v(| cos V| + v)
sinﬁ‘1+v|cosq9|’3 sind|1 + v| cos V|
~ v(|cosd| —w)? i .21)(|00519| — ) ’ (5.74)
sinﬁ‘l—v|cosq9|| s1n19‘1—v]00319\|
0%y (th, th) _ 1 _20*(1 = %) sin® Y 6v2(| cos V| + v)?
ot? . r |1+v]cosﬁ||3 (1—1)2)sin219’1—|—v|cosﬁ||
202 ¥ 4
B v*(| cos V| + v) e (5.75)
(1 —v2)sin® 9|1 + v cos ||
0Ty (8, ) 1] 2v(1 =% (|cosd| +v)sind 20(| cos V| + v)3
dtdp — r ‘l+v|cosq9|‘3 sinﬁ}l—i—v\cosz?H?’

4v(| cos | + v)
_ 5.76
sin?|1+ v cosd|| | (5.76)
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2

0Ty (8, ) v

ot?

1

t=—ur| cos 0| " { V(L +v2)2cos? + (1 — v?) sin®J

’U2

+\/(1 —v2)2cos? ) + (1 — v2) sin® 9
v(1 —20)(1 + v?)| cos V|
(1 — v2)sin? 9
(1 + v?)| cos V|
V(1 +v2)2cos29 + (1 — v2) sin’ 19]
v(1 4 2v)(1 — v?)| cos |
(1 — v2)sin? 9
m (1 — v?)| cos 9| ]}
VI = 0220829 + (1 —0?)sin® 0 | |
{ 202(1 — v?) sin® ¥
[(1+v2)2cos? ¥ + (1 — v2) sin® ] 82
N 6v2(1 + v*)? cos® 9
(1 —v2)sin® ¥/ (1 4+ v2)2cos2 ¥ + (1 — v2) sin® ¥
B 202(1 + v?)* cos? ¥ } (5.77)
(1 —v?)sin® ¥ [(1 4 v2)2cos? ¥ + (1 — v?) sin® Y] 3/2

1+

X

0’Ly(t1, t5)
ot?

S|

t=vr| cos Y|

donde se sustituyé z = rsinvcos ¢, y = rsindsin¢ y z = rcos, lo cual conlleva a que todas

las derivadas parciales decaigan como r~!.

_ De las expresiones 1. y 1) observamos que el campo eléctrico proporcional a 26g /(4+
6?) estd en la direccién ¢, lo cual es de esperarse porque como se puede apreciar de las ecs.

(G.27) v (G.28)) del Apéndice [G] la derivada parcial con respecto al tiempo de esos términos
corresponde con los términos proporcionales a 2éq /(44 92) del campo eléctrico. Es decir, como
consecuencia del EME, a los términos proporcionales a 29~q/ 4+ 52) se les puede asociar un
origen magnético siendo g = 29~q/ (4 + 0~2) la “carga magnética” asociada. Luego, como el cam-
po eléctrico dado por las ecs. y (5.69) decae como r~!, concluimos que dicho campo si
radiara pues tiene la dependencia en r adecuada, lo cual es un resultado nuevo e interesante
que contrasta con el caso de la ED estandar donde no hay radiacion como se puede observar
al hacer 6 = 0. Sin embargo, ain resta estudiar mas a fondo las caracterisiticas de este campo
eléctrico en el espacio de coordenadas, su distribucion angular y su potencia total radiada. Pero
esto se hara en el espacio de frecuencias y en el régimen de campo lejano, lo cual constituye el
objetivo de la siguiente seccién de este capitulo.
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5.1.3. El régimen de campo lejano y la Radiacién electromagnética
de Vavilov-Cerenkov Reversa (RVCR)

En esta segunda subseccién calcularemos el cuadripotencial A*(x;w) usando la FG de la
subseccion del capitulo 4| en el régimen de campo lejano. Con dicho cuadripotencial obten-
dremos el campo electromagnético E(x;w). Luego, se analizard la distribucién angular de la
energia total radiada y la energia total radiada para dicho campo eléctrico, aqui se exhibira la
aparicién de manera natural del efecto Vavilov-Cerenkov reverso y en la subseccién se
daran érdenes de magnitud de este efecto en el T1BiSe; que es un TT tridimensional.

Antes de comenzar esta subseccién, vale la pena recordar que la FG en el campo lejano
consiste en la suma de tres términos

G"(x,x;w) = Ghp (%, X w) + Ggy(x, x;w) + GgQ J(x,xw) (5.78)

donde los tres sumandos estdn dados por las ecs. (4.81)), (4.139)) y (4.218). No obstante, por
facilidad de consulta para el lector, volveremos a escribir dichos sumandos enseguida:

G st o EROT
EDV(X7X’w) - 771/#7

= 20 eikolr—nLx!) S .

GH /. _ n a3 _ o iko|z’ cos V| N 9

L xxw) e*, pRCIT " |cosz9|e + ma(r, )
20 2 .~ .
+€uya3 _ — ‘ e’ko(r_nrxﬁsmﬂta(r,19,X’L) , (579)
4n? + 02\ imkqr sin
_ 52 e“éﬂ(r_“i‘xl) iiols cos -
G ot = L (o e o T

~ )
n 0 _ _ 2 ez’ko(r—nl.xl) sin'ﬂoél ,/<X7 X/, %0)
4n? + 02\ imkqyr sin

ik - p ~
Yt e k)

donde @ = (x/r,y/r, z/r), 0 esté definido en la ec. (3.15),s* = (1/n,n_),

me(r, ) = {%Al(ﬁ),m [Alw)ﬂ/%“, (5.80)

t(x, % ko) = Aa(x,%|, ko) (w,ancosinﬁ) (5.81)

con

M) = — ! | (5.82)

\/2 (sin ¥ — sin? 19)

Ao(x, % ko) = gerfc [—i\/i/%o(r —n; -x|)(1—sin 19)} : (5.83)
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Y donde también se definieron

sin?d  —ny, /n —ny,/n 0
1 ny,/n —1/n? 0 0
m _ 1
Cl l/("‘97¢7 7’L) - C0827,9 TLJ_Q/TL 0 —1/712 + SiIl219 0 y (584)
0 0 0 0
%Dl (197 Zlv ];‘10) _nJ_177Z)2 (197 %/7 l~€0) _nJ_QwQ(,&) Z/a ]%0) 0
> v, 2 ko) 3 (x, %', ko) 0 0
C,u , /,k _ nJ.ﬂpQ( ) 7~0 3 ) s VO 5 7 5.85
2 V(X * 0) 7M21/12(19>Z/7k0) 0 2/14(X, X/,ko) 0 ( )
0 0 0 0
X1 (X7 X/7 ]%0) —ng, X?(X> )5/7 ]%0) _nJ_QXQ(X7 Xl) ];:0) 0
> ' ko) X3(x, %', ko) 0 0
C/L 7 /’ ko) — nJ_1X2<X7X ) ~0 3\ & s VO B 7 5.86
3 (%, ko) n,x2(x, X, ko) 0 Xa(x, %', ko) 0 ( )
0 0 0 0
7 (x, x|, /;0) —n,,To(X, %X/, l%o) —n,,To(X, X/, /;0) 0
- ' ko) 3(x, X, ko) 0 0
Cu ’ / ,k’ _ nJ_lTQ(X7 XJ_? ~0 3\ Ay &5 0 N ’ 5.87
1, (%, %0, ko) ni,7e(x, X, ko) 0 T4(x, %X/, ko) 0 ( )
0 0 0 0
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con
. kol V1 +sind
djl(,&a Z/ak()) = Olz | - - - sin , 5
i\/Q (sin® — sin® ) 2v/2sin? (1 — sin?)
. 'k 2(1 — si
o9, 2 ko) = (0, 2, ko) + iwl7| 21 —sinv) , sin ) )
n sin v
~ (9,2 ko) i [m(1+sind) 2(1 — sind)

/ _ _ rANTy oy Y _ SN 7 / N V7
Us(x,x' ko) = e + 5 g F(r,d,x")+ o | cos |,

~ 1 ~ i [m(14sind) 2(1 —sind)

!/ _ _ / _ SN 7 / _ N V7
wioei) = (1 )02 ) = O o) = 2O o,
Yi(x, %, k) = ig/%g\z']erfc {—z’\/ifco(r —n, -x))(1- sinﬁ)} : (5.88)
Yo(x, %X ko) = gw erfc {—i\/il%o(r —n, -x|) (1l —sin 19)]

. ko(r —n | - %X
X {z’ko\z'lsinﬁ—i— | cos V| [1 LG \/r; Xl)] } :
Ys(x, %X, ko) = —gerfc [—i\/@'iﬁo(r -n, -x,)(1- sinﬁ)} [iw2|z’| + ko (1 — sin®) | cos V||
ya(x, X, ko) = igerfc [—i\/@'lz:o(r —n, -x)(1—sin 19)}

1 (Xa X/La IZJO)
T2 <X7 XlJ_a ];.0)
73(x, %/, ko)

7_4(X7X/J_a ]20)

F (x, x|, /2;0>

5.1.3.1.

« [z <l~€§ —w2> Ed +];;0(1 —Sinﬁ)|COSQ9|} ,

ko [m(1+sind) ,
> WF(T7197XL)7

w |7 (1+sind) ) \/5 :
5 W[]F(r,ﬁ,xl)—ﬂ ;(1—sm19)],

w [m(1+sind)

% sin® F(raf‘?7XL) )
1/~ wy [7(l+sin?) ,
- <k0 - E) TF (T7797XJ.) )

2

2. .7 / : —iko(r—n_ -x’, )(1—sin¥)
—i— 1/ 2iko(r —my - x| ) (1 —sind)e "oV TLXL

T

xerfc [—i\/z'fgo(r —n, -x))(1- sinﬁ)] :

El cuadripotencial A*(x;w)

Consideremos la misma particula con carga ¢ moviéndose a velocidad constante vix (Ver
Fig. |4.1) de la primera subseccién de este capitulo con v > 1/y/e > 0, perpendicular a



5.1 Particula con velocidad constante y perpendicular al TI 137

la interfaz Y. Las densidades de carga y corriente de dicho sistema estan dadas en (5.1)), sin
embargo aqui necesitamos las transformadas de Fourier en las frecuencias de las densidades

(5.1]), cuyas expresiones son:

’ ’

o) = Lo)o( )T L jw) = a3 )T (5.80)

Lo que prosigue es convolucionar ([5.89)) con la FG dada por (5.79) a través de la relacion
(4.14) que en el espacio de frecuencias se reescribe como sigue:

At (x;w) = /dSX’G“V(x,x’;w)J”(X’;w) : (5.90)

Aqui cabe destacar que en vez de considerar una trayectoria infinita para la carga, tomare-
mos su movimiento en el intervalo z € (—(, (), con { > v/w. La condicién para ( sera explicada
mas adelante cuando calculemos la distribucién angular de la energia total radiada por unidad
de frecuencia.

5.1.3.1.1. Obtencién de A°(x;w)

Comencemos por la componente A°(x;w). De acuerdo con la ec. (5.90) al hacer = 0y
utilizar la ec. (5.79)), resulta lo siguiente

1 _
A(x;w) = /dgx'Goy(x, xw)J' (X w) = E/d?’X/GOO(X, x';w)JO(x;w) |

']:307" ¢ - /

q € T -

_ s dz'e ikoz cosﬁezwv
wn r ¢

il’;or C ik ! ~ . z/
4n2—+9~2?mzr /g 4 [C’f o0, ¢, ”)emdz cos Il 4 Cy 0(x,0,0, 2, ko) | ev

éQ q 2 -7, : C ~ Iy
+ ; = - — . ezk’orsmﬂ / dZ/Cg O(Xa 07 0’ Z/, ko)QwJT
An? + 02 vn= \| imkyr sinv ¢

éz ikor ¢ .
e ¢ dz'CY) o(x,04, ko)™ |
4n2 4+ 62 vn? | .

62 e
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ikor ¢ ,
— Le ° / dz/ei%(l—vncosﬂ)

wn? T ¢

)2 eikor ¢ oy o
et [zl
4n? + 62 vn*r ¢

zkor

02 e < o
B d (19, k v
4n2 + 62 vn?r / S0, 2 O>

gikor sin dz'x1(x,0,0, 2 K
4n2 62 vn? \/ zwkor 81n19 / xal o)

zkor
/ d2'm(x,00, ko€’ Wi : (5.91)
—C

4n2 92 vn?

donde se usé que n = /e y se utilizaron las expresiones de las matrices (5.84)), (5.85)), (5.86) y
. Vale la pena hacer notar que A%(x;w) tiene cuatro contribuciones adicionales a la usual.
Para determinar completamente A°(x;w) sélo resta calcular cinco integrales, dos de las cuales
son las siguientes:

¢,
I (W, 19) = / dzlel(*koz coSﬂer?) 7
—<
¢ i Tnls! o
IQ(CU,QS‘) = / dzlez<k0|z cos§\+w7> ‘ (592)
—<

No obstante, al observar las expresiones explicitas de v, (v, 2/, IQO), x1(x,0,0, 2/, l%o) y
71(x,0, ko) dadas por las ecs. || las otras tres integrales restantes daran lugar a integrales
de los siguientes dos tipos:

) o .
I3(x, ko) = f(x, kg)/ dz'|Z e | (5.93)
—<
i S
Ti(x, ko) = g(x, k‘o)/ dz'e™% . (5.94)
—¢

Primero, calculemos explicitamente Z; (w, 9):

_’Z'1<w719> _ /C dz/€i<fl~€oz’cos19+w%,> :/ dZ/ sz (1—vn cos9) 7
—C —¢

2sin (CE-)

= (5.95)

donde w
= =—(1—wvncos?) . (5.96)
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Ahora, calcularemos Zy(w, 1):

¢ s N
IQ((.U,’I_?) = / dzlez<ko\z cosﬁ|+w7) ’
—¢

0
/ dz' 67, w(l vn| cosY|) / dz'e iz " w (1+vn| cos¥|) ’
0

—<
—we = (1+vn| cosz?\)

w(1 + vn|cosd|)

(1 on| cos19|)

—jvets
- w(1 — vn|cosd|)
—1v w
- w(l —on|cosd|)  w(l+ vn|cosd|)
i1 (1—vn| cos ) ot S (1+vn| cos 9])
+% (1 —wn|cosd|) “ (1 +vn|cosd|)
(5.97)

No obstante por propésitos futuros, conviene reescribir Zy(w, 1) en sus partes real e imagi-

naria de la siguiente forma:
1
T 9) = |: 1 (1 vn|cosz9\)i|
2 9) = T e LT
l
1 (1+1m|c0s19|):|
2(1 +vn|cosd|) [ et ’
B sin [£5 (1 — vn|cosd|)]  sin [ (1 +vn|cosd|)]
B %(1 vn|cosv|) £ (14 vn|cosd|)
+ 0s [ (1 —wn|cosd|)] =1 cos [£ (1 +vn|cosd|)] — 1
(1 — vn|cosd|) £(1 4 vn|cosv|) ’
_ sin (<5 (1 —vn|cosd])] sin ["; (14 vn|cos )]
2 (1 —wvn|cosd|) 2 (14 vn|cosd|)
2[L£(1- v %14+ 9
sin [ (1 —vn|cosd)] _Z,sm w[% (1 + vn|cosd)] | (5.98)
> (14 vn|cos V)

7 (1 — vn|cos )

donde se aplicé la férmula del dngulo doble a la parte imaginaria de Zy(w,?) en la tltima
igualdad. Implementando una notacién similar a la usada con Z;(w, ) (5.95)) tendremos que la

expresion final de Zy(w, 9)sera

IQ(wv 79) = =
<)
(5.99)
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donde . w
E; = — (1 £wvn|cos?d|) . (5.100)
v

A continuacién, calculamos Z3(x, ko):

N R . ) 0 ¢

Ii(x, ko) = f(x, k:o)/ dZ'|'|e" = f(x, ko) [—/ d2'2' e +/ dz' 2 eV } :
—C —C 0

0

(] ()]
= —f(x, ko) {ﬁ sin (gt;) + ii—vsin (%)} : (5.101)

Y finalmente, calculamos Zy(x, ko):

(5.102)

¢ / in (<
Ta(x, ko) = g(x, l::o)/ dz' e = 2¢g(x, %O)sm () .
—¢
Sin embargo, resulta conveniente observar que en el limite ¢ > v/w, que efectivamente
implica { — oo, las funciones Z; (w, ¥) e To(w, V) presentan expresiones de la
forma [139)
. sin(CaN )
lim ———=

(—o0 a

7 (aN) . (5.103)
Tomando ventaja de este comportamiento tipo delta de Dirac, hacemos cero todas las con-
tribuciones altamente oscilatorias que surjan de aquellas funciones cuyo argumento no se pueda

anular jamas, como ocurre con el argumento =, . Esto es relevante para la expresién final de
Zy(w, ), la cual se simplifica como

Lw,9) = sin (Cé,> ‘sin2£ (5.104)

donde =_ se defini6 en la ec. (5.100).

También en el mismo limite ¢ > v/w, encontramos que las integrales Z3(w, ¥) e Zy(w, ) se
reescriben de la siguiente forma:

To(x. ko) = —f(x,l%o)[ 252< >+27r§5< )] , (5.105)
To(x, ko) = 2g(x, ko) (%) (5.106)

donde observamos el surgimiento de la condicién w/v = 0 que se cumpliria si w =0 0 v — 0.
No obstante, dichos requisitos no se pueden satisfacer porque w = 0 no es posible ya que estamos
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tratando con un sistema dindmico que pide w # 0 y v — 00 no es permitido porque v < 1
debido a la Relatividad Especial (recordamos que en la seccién mencionamos que usariamos
unidades gaussianas con ¢ = h = 1). De este modo, todos los términos que tengan integrales
del tipo Z3(x, l::o) o Zy(x, /%0) seran cero, entonces al quitar estos términos obtendremos

ikor N2 ikor
0o/ N q € 0°q e
Alxw) = on? hilw,9) + 4n? 4 62 vn?r

tan® 9T, (w, V) , (5.107)

donde Z; (w, ) e Zy(w, V) estan dadas por las ecs. (5.95)) y (5.104) respectivamente.

5.1.3.1.2. Obtencién de A'(x;w)

Es turno de calcular A'(x;w). De acuerdo con la ec. (5.90) al hacer u = 1 y utilizar la ec.
(5.79), tendremos lo siguiente

Alx;w) = /d3x’Gly(x,x’;w)J”(x’;w) = /dsx’élo(x,x’;w)JO(X';w),

n il;:or ¢ ~
123 29(] € 52 dzleiko\z’ cos 9| eiw%

- fo An2 + 62 vr [cosd| J .

20q  eikor ¢ o
+€1023% ma(r, 19)/ dz'e
An2 + 92 vr ¢

20 2 - o
+81023 _ Q — . elko?“ sin ﬁtg (X, OJ_, kO) / dz e
An? 4+ 02 v\ irkersind —¢

—éQQ e“}Or ‘ / 1 iko|z’ cos 9| 1 /T iwZ
AnZ 4 02 wr —Cdz [01 oV, ¢,n)e + C5 (x,0,0, 2" ko) | e

éQ q 2 ikor sin ¥ ¢ yalt /7. iwZ
+ — = - e dz'Cy ((%,0,0, 2 ko)e™“™
An? 4 62 v \| imkyr sin ¢ ¢

§2 ez‘ilzor ¢ -
74 dz'C} o(x,04, ko)™ |
dn?2 4602 v J_¢
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20g  e*or sin ¥ sin ¢
4n2 + 02 vr | cos?|

20q  etkor [ i| cos 19|] /C 2
L A ) = U [ e
An? 4+ 62 vr 1(9) Vsind | J_¢

25 q 2 ikoR sin 9 YNy . < , iwz—/
+ 2 2o\l i1 : € nL2A2(X7 0., ko)ko sin dz' e
4dn2 + 02 v\ imkorsind )

02 ikor 1
0°q €™ ny

An? + 62 nor cos2

IQ(UJ, 19)

Ig((JJ, 19)

é? ifco’r‘ ¢ o
%e ni/ dz'15(19,0,0, 2" )e“ v
An2 4+ 02 vr )¢

52 q 2 ikor sin® ¢ / r 7. iwz
+————=-n | ———€" dz"x2(x,0,0, 2", ko)e™™
4n? 4+ 6% v iThkor sin 9 —¢

=N Z Ta(X, y € v, .
An? + 62 " v ¢ ? 0

donde se usaron las ecs. (5.79)-(5.88)) v (5.89)), ademds de que ya se identificé la aparicién de
75 (w, ) dada por en la ultima igualdad. Al considerar que las integrales del tipo Z3(w, ¥)
e Zy(w, 1) (5.94) son cero en el limite ( > v/w como dictan las ecs. (5.105) y (5.106]),
resulta que la expresién final de A'(x;w) es

0%2q €™ sind cos ¢

An2 4+ 62 nur  cos?d

B 20g e sinJsin ¢
C 4Ap2 462 vr |cosY|

Al (x; w) Ti(w,9) + To(w,9),  (5.100)

donde ya sustituimos las componentes del vector n; = (x/r,y, /r,0) por sus equivalentes en
coordenadas esféricas y observamos que esta componente es distinta de cero a diferencia de lo
ocurrido en la ED estandar.
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5.1.3.1.3. Obtencién de A?(x;w)

Proseguimos con la componente A?(x;w). Haciendo p = 2 en la ec. (5.90)) y utilizando la
ec. (5.79)), obtenemos que

A(xw) = /d3x'G2V(x, x'w)JY (X w) = /dgxlé%(x, X w)J(x;w) ,

n ’i/;:()T‘
913 20q e $1

~ ’
) s
= £, dzlezkzo\z cosﬁ\ezw -

An2 + 62 vr [cosd| J .

20q  eihor ¢
_|_€2013 ) q - € ml(r, 19)/ d e
4n? 4 62 wvr ¢

20 2 P o
+82013 _ Q — ‘ ezkoR sin ﬂtl (X, OJ_, k[)) / dZ/62w7
An? 4+ 62 v\ imkor sin —¢

62 e

7:;:07‘ C . / ~ .2
m ur / dZ/ [012 0<197 ¢7 n)elk()'Z cos ) + 022 0(X7 07 Oa 2/7 k@) e
n ~

éQ q 2 ikor sin ¥ ¢ 142 /1. iwZ
+ — = ~ e dz'C5 ((x,0,0, 2" ko)e™“™
An? 4 62 v \| imkyr sin ¢ —¢

§2q eifcor /C -
+— dZ'C? ((x,0, ko)e™ ™ |
m e v ). 1ol 0)

20q ethor sin 9 cos 10)
An2 + 62 vr  |cosd|

20 il;or ; 9 ¢ L
- a = S ni, {/h(ﬁ) 4 C(.)S q / dz'e™
4n? + 62 vr Vsind | J-¢

20 2 P o ¢
_ 5 = g — . ezko'Rsm 79nL1A2 (X7 OL, k’o)k‘o sin ¥ / dzlezw7
4n? 4 62 v \| imkyr sin ¢ e

02 ikor 2
0°q €™ n?

An2? + 62 nor cos? 1

IQ((A), 19)

Ig(w, 79)

52 ikor ¢ o
%6 ni/ dz'9(9,0,0,2")e“v
4n? + 6% vr ¢

0~2 q - 2 ikor sind ¢ / /7. w
+————-nj /| ——e dz'x2(x,0,0, 2", ko)e™
4n? + 0% v iThkor sin v ¢

g 26i%r/<d’ (x,0,, ko)es (5.110)
—n 2'19(x,0, ko)e™ . .
4n? + 62 Lo —¢ ? 0

donde se usaron nuevamente las ecs. ((5.79)-(5.88]) v (5.89), ademdas de que ya se identific6 la
apariciéon de Zy(w,?) dada por (5.99) en la tltima igualdad. Al considerar otra vez que las
integrales del tipo Zs3(w, ) (5.93) e Zy(w, ) (5.94) son cero en el limite ¢ > v/w como dictan
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las ecs. (5.105) y (5.106)), resulta que la expresién final de A?(x;w) es

02q e sin v sin ¢

An2? 4+ 62 nur  cos?

20 e*or sin ¥ cos ¢

A(x:w) = — -
(x; ) An2 + 02 vr  |cosd|

Il(w7 19) +

T(w,d), (5.111)

donde ya sustituimos las componentes del vector n; = (x/r,y, /r,0) por sus equivalentes en
coordenadas esféricas y observamos de nueva cuenta que esta componente es distinta de cero a
diferencia de lo ocurrido en la ED estandar.

5.1.3.1.4. Obtencién de A3(x;w)

Finalmente, calculamos la componente A%(x;w). Para ello, hacemos = 3 en la ec. (5.90)),
utilizamos la ec. ((5.79) y obtenemos lo siguiente

A(x;w) = /d3x/G3y(x,x’;w)J”(x’;w),

= /d3x’C_¥33(x,x’;w)J3(X';W),

eikor

~ !

_ / .z

?733(] /dz’e ikoz cosﬂezw—v
r

20 eikor ¢ Sa o i
+€33a34 ; QéQ / dz' |:| 19|€zk0|z cos V| + m(](z]z, 19):| e
n? + ¢ cos

§2q e

iico?“ ¢ s ) o
+4n2—+9~2 r /—g 4 [Cf 5(9, ¢, n)e™F vl L OF (%, 0,0, Z/,/C(J)} ey

ézq 2 ikor sin 9 ¢ 113 r 7. iwz
+ - - e dz'Cy 4(x,0,0, 2 ko)e™™
4dn? 4 62\ imkqrsind —¢

02q -7 C ~ —
+—~e”“°r/ dz'C3 5(x,00, ko)e™ v |
4n? + 02 ¢
ei%or

= q . 7y (w,9) , (5.112)

donde Z; (w, ¥) esta dada por la ec. (5.95) y se usaron las ecs. (5.79)-(5.88) y (5.89)). Ademés,
observamos que esta componente del 4-potencial es la misma que la de ED estandar.

Vale la pena mencionar que es directo comprobar que las cuatro componentes del cuadripo-
tencial (5.107)), (5.109), (5.111)) y (5.112) satisfacen la norma de Lorenz (4.7)) que en el espacio
de coordenadas y en el régimen de campo lejano se reescribe asi:

nA'(x;w) —h- Ax;w) =0. (5.113)

5.1.3.2. El campo eléctrico E(x;w)

A continuacion, procedemos a calcular el campo eléctrico generado por el cuadripotencial
AF(x;w) cuyas componentes son (5.107)), (5.109), (5.111)) y (5.112)), por medio de la ec. (4.5))
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que en el régimen de campo lejano y en el espacio de frecuencias se reescribe de la siguiente
manera:

E(x;w) = —ikonA%(x;w) + iwA(x;w) (5.114)
donde f = (z/r,y/r, z/r).

Comencemos por la primer componente E'(x;w). Segiin la ec. ((5.114)), tendremos lo siguien-
te:

ikor

E'(x;w) = —Z.ii’()# sin 9 cos ¢ 7y (w, )

,
- 0%¢  tan2V ikor
—1kg 7 sin ¢ cos gbe
4n2 + 62 vn? r
20  gsin¥sing eikor
w — —_—
4n2 +f2v |cosd| 1

IQ(W, 19)

Ig ((,L), 19)

62 q sind cos ¢ eii“”’z2 (w0, 9)

w — 5
4n2 + 62 vn  cos? r

: ikor ] :
. dwge 26n sin ¢ ~COS @
= —sind T (w, ) + —————Ty(w, I -0
e — cos¢Tu(w, ) + 4n? + 62 2(w,9) (| cos V| 2n ’

(5.115)

donde se utilizé que tan?1 — sec?¥ = 1 para obtener la ultima igualdad.

Ahora, calculemos la componente E?(x;w). De acuerdo con la ec. (5.114)), tendremos lo
siguiente:

- i];:()’l‘
F(x;w) = —iko% sin ¥ sin p——7; (w, V)
un r
B 62 tan2 ¥ ikor
ikt P Y 9 sin g STy (w, )
4n2 + 62 vn? r
iy 20 gsind cos ¢ e“onI (. 9)
An? + 2v |cosd| o 2
62 g sindsin¢ e“go"z (. 9)
An2 +02vn  cos?d 1 2
. i];:()’r ) :
. Jlwge ) 260n cos ¢ ~sin ¢
= —sind 7 V) — ——To(w, 0
sing— — sin ¢Z; (w, V) JRCR” 2(w, V) (]cosz‘}\ + o )

(5.116)

donde se volvié a utilizar que tan?1) — sec? ) = 1 para obtener la tltima igualdad.
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Finalmente, obtendremos la componente E?(x;w). Segtn la ec. (5.114)), tendremos lo si-
guiente:

~ il;or
Bi(x;w) = —iko% cos 9 —7; (w, 0)
un r
B 62 tan2 ¥ ikor
—iko 420U os9S Tr(w, V)
4n2 4+ 62 vn? r
il;or
tiwg™ T, (w0,9)
r
quetor Ti (w, 9 02 Iy(w,
= sing L (vn — cos?) 1('w, ) _ - 2(, ) . (5.117)
vrn sin ¢ 4n2 + 62 cotd

Se puede verificar que las tres componentes del campo eléctrico ((5.115)), (5.116) y (5.117)
satisfacen que n - E = 0 como es requerido por los campos de radiacion. La expresién para el
campo de induccién magnética no serd necesaria, sin embargo se puede obtener por medio de
la ley de Faraday que en la aproximacién de campo lejano y en el espacio de frecuencias
se reescribe como

B(x;w) = Ven x BE(x;w) . (5.118)
En este punto, cabe destacar que dentro de la aproximacion de campo lejano las ecuaciones

de Maxwell (4.1)) y (4.2) se reescriben como sigue
n-E=0, n-B=0. (5.119)

Estas junto con la ec. (5.118)) definen una triada derecha para los vectores fi, E y B por medio
del vector de Poynting estandar en medios materiales con pu = 1,

1
S=—ExB, (5.120)
41
donde 1 coincide con la direcccion de la velocidad de fase de la onda saliente, como es apropiado
para materiales derechos que definiremos como aquellos cuya triada formada por los vectores
n, E y B sea derecha.

5.1.3.3. Distribucion angular de la energia total radiada por unidad de frecuencia

Es turno de calcular la distribucién angular de la energia total radiada por unidad de fre-
cuencia. No obstante, haremos un breve resumen de como calcular dicha distribucion para que
esta tesis quede consistente y sea de facilidad al lector.

El flujo instantaneo de energia, a un tiempo particular ¢, esta dado por el vector de Poynting
[76], [140]

&xﬂ:%E@ﬁxB@ﬁ, (5.121)

™
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por lo que la energia total radiada que cruza una unidad de area de la superficie normal a S es

/ dtS(x,t) = / dt/ —E* (x;w)e™ x B(x,t) ,

= —E*(X w) x B(x;w) ,

47T oo 2m
\/_ 2
= E ; 122

donde se uso la ec. ((5.118)) junto con el hecho de que n- B = 0. La energia fluye en la direccién
de n y la energia radiada por unidad de area perpendicular a esta direccion sera

/Oodtn Set) = Y [ Bew)? (5.123)

42

—00

donde se uso la propiedad de simetria del campo eléctrico E*(x;w) = E(x; —w). Al estudiar
radiacion, resulta més util considerar la energia total radiada dentro del angulo sélido df2, como
se muestra enseguida

e’} 2 o]
/ dt( - S)r2dQ = deLZ/ E(x;w)|”,
0

dE > d’FE
= dQ— =dQ . 5.124
S} /0 dwdS) (5.124)
Por lo tanto [76] 141] ,
*E yfer?
E( . A2
i~ g7 Bl (5.125)

Una vez obtenida la expresién para la distribucién angular de la energia total radiada por
unidad de frecuencia ([5.125)), lo que prosigue es sustituir las componentes (5.115)), (5.116) y

(5.117]) en dicha ecuacion.

Dicho lo anterior, procedemos a calcular la cantidad }E(X; w)‘2 explicitamente. A partir de
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las componentes ((5.115)), (5.116]) y (5.117) tendremos que:

|E1(x; w)}Q = % {cos® 9T (w, V)
b (e = ) cos 0 .0) T 0) + T3, )
A o) (- é"m‘ﬁ)g , (5.126)
(4712 n é2> | cos V| 2n

B = T e 6720,0)
_47;”552 (|ZZZ‘§| n észnf) sin ¢Z, (w, V) [Zo(w, ) + Ti (w, 9)]
A 0)f (o +ésm¢)2 , (5127)
(4n2 . 0~2> | cos V| 2n
_4n2§—2|— B (vn — cos ) % [Zs(w, V) + I (w, V)]

i |T(w,)| (5.128)

(4n2 + §2> ¢ cot?d
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Cuya suma nos da lo siguiente:

2,,26in2 0
‘E(x;w)‘2 = &{[0052¢+sin2¢+

V21r2n2

2nd singcosg écos2 ¢ cosgsing 9~sin2 o
4n2 + 62 \| |cosd| 2n | cos V| 2n

0>  wn —cos?
An2 + 62 sin ¥ cot ¥

A ( sin ¢ 508 gb)Q a2 (|cos¢ +ésin¢)2

lcos?|  2n cos V| 2n

271 (w, ¥)Re [Zo(w, V)]

+

62 62 2
+ To(w, )%, 5.129
C0t2 ,19] <4n2 N §2>2 | 2((4.) )’ ( )

q?w?sin® Y { [1 N (vn — cos V) T2(w,0)

21202 sin® ¥

vn — cos v 26?2

cos v

+

1 92 92 52 )
4n’ 5 T(w.N* S . (5.130
(s ) | et - 619

. . .. _ 2
Simplificamos los términos que se encuentran entre corchetes y reescribimos ‘E(x; w)’ €omo
se muestra a continuacién:

‘E(x;w)‘2 =

sin? ¥

Puw?sin?9 [ [1+v*n? — 2uncos¥
021202

| 2260

on 202

" cosV 4n? + 42

Ty (w,¥)Re [Za(w, V)]

2
+—
4n? 4 02

Recordando la ec. (5.103)), observamos que el comportamiento tipo delta de Dirac de las
funciones 7 (w, ) e Ty(w, ) conduce a la condiciéon de VC sin®yg = 1 — 1/(v?n?). Lo cual

. secQﬁ\Ig(w,ﬁ)f} . (5.131)

implicara que la expresion final de }E(x; w) ‘2 es la siguiente:

2,2 02
2 q°w 1 20
|E(X, w)| = 2 (1 — U2n2> {1-12 (w, 19) — 4712—_'_9~2I1 (CL), 19)Re [I2 (CL), 19)]

+—~
4n? + 02

A |Zo(w, 19)\2} . (5.132)
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Luego, al sustituir en la ec. tendremos que la distribucién angular de la
energia total radiada por unidad de frecuencia en el intervalo —( < z < ¢ con ( — oo para el
campo dado por las componentes ((5.115)), (5.116]) y (5.117)) se puede presentar como la siguiente
suma de tres términos

PE _ PE, LBy PE

- 5.133
dwdQ — dwdQ " dwdQ " dwdQ’ (5.133)
donde
2E, w2 1 )
dod)  ax? ( - Uznz) Ii(w, ), (5.134)
d*E o _nw2q2 02 1 1 T ((,u ﬁ)Re [I (w 19)] (5 135>
dwdQ) 972 4n2+é2 022 1\Ws 2(W, 3 .
d*F, nwqg® 62 1 )
= — |1 - ——= ) |Z NI, 5.136
dwdS 472 Ap2? + 02 ( U2n2) | 2(w, )| ( )

Observamos que las distribuciones de arriba tienen simetria azimutal y que son funciones
pares del angulo ¥ y de 6 (ver ecs. (5.95) y (5.100)). En otras palabras, los términos domi-
nantes inducidos por el EME son correcciones de orden #2. También, queremos enfatizar que
la distribucién d?Ey/dwd) es un término de interferencia que surge debido a la interferencia
entre las dos fases de la FG cuya presencia esta codificada por las funciones 7, (w, ) e Zy(w, ¥).
Haciendo # = 0 recuperamos la distribucién de Vavilov-Cerenkov (VC) conocida [142):

d’E; nw?¢? 1\ sin (C__)
_ 1 5.137
dwd2 2 ( v2n2) =2 ( )
Sustituyendo Z; (w, ) (5.95) e Zy(w, ) (5.104)), tendremos que:
2E 2 2,2 1\ sin(¢E-) sm( = >
2o M Td (- - (5.138)
dwd) T2 4n2 4 62 v2n? H_E_
N = =
d2E 2 92 2 sin ( : > <—:, >
A L A - (5.139)
dwd$) 472 An2 + §2 02n2 =2 _E

La suma de las ecuaciones (5.137)), (5.138]) v (5.139)) nos da la distribucién angular de la
energia total radiada por unidad de frecuencia:

PE nw’¢? ( 1 ) sin® [£5 (1 — vn cos?)]
v? [£ (1 — vncos 19)]2

dwdQ w2
nw?  62¢ . 1\ sin [“5 (1 —vncosd)] sin
v 2 (1
2

n2
(1 —vn|cosb|)]
1 —wvn|cosb)|)
sin [“C (1 — vn|cosd|)]
“2 (1 — vn|cos 9|)? " o > (1 —vn|cos )’ } 7
(5.140)

[ (
o

T2 4n? + 2 n? — vncosf)

w? 62 (1_01 ){sm [( (1 — vn|cos9|)]

+ _
A2 4n?2 + 62 In?
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donde hemos escrito explicitamente la definicion de =_ 1} y 2 (5.100) para que sea mas
clara la discusién de los parrafos siguientes para el lector.

Como ya se mencioné previamente, el comportamiento tipo delta de Dirac de las fun-
ciones Z,(w,¥) e Ty(w,v) conduce a la condicién de VC sin®dyy = 1 — 1/(v?n?), la cual
muestra claramente que las distribuciones ((5.137) y (5.138) contribuyen sélo a la radiacién de
Vavilov-Cerenkov anversa (RVCA) con cosdye = 1/(nv) > 0. Por el contrario, la distribucién
d?F, /dwdS) contribuye tanto al cono de VC delantero (cos® > 0) como al cono de VC trasero
(cos ¥ < 0) precisamente por la dependencia en | cos | que permite valores positivos y negati-
vos del angulo 9. En otras palabras, la radiacién se puede detectar en la direccién trasera, i.e.,
cost < 0, de acuerdo con la distribucion angular , que define el cono de VC reverso y
que constituye el resultado mas importante de esta tesis doctoral.

La radiacién anversa recibe correcciones del orden 62 con respecto al caso estandar. La ra-
diacién de Vavilov-Cerenkov reversa es puramente del orden de 62 y en general serd fuertemente
suprimida con respecto a la produccién delantera, sin embargo es diferente de cero. Si el angulo
del cono delantero es 1y, entonces el angulo correspondiente al cono trasero sera m — 9y. Como
todo esto es ED estandar sélo con fuentes adicionales en la interfaz, el vector de Poynting y el
frente de ondas se propagan en la misma direccién como ya se habia mencionado después de la
ec. . De hecho, este modelo provee la interpretacion usual de la radiacién de un sistema
observado en un angulo sélido arbitrario df2.

Las Figs. y muestran la distribuciéon angular de la energia radiada por unidad de
frecuencia en el caso de RVCA correspondiente a la ec. para un dieléctrico con n = 2
y 6 = 0, para la frecuencia promedio de w = 2.5 eV (500 nm) en el espectro de VC. En cada
figura, la particula se mueve de izquierda a derecha a lo largo de la linea 7 — 0. En la Fig.
la linea sélida cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 2.8 eV, y la linea punteada morada corres-
ponde a v = 0.9 y ¢ = 1.0 eV~L. Estos valores bajos de ¢ fueron elegidos para ilustrar cémo
emergen los 16bulos de la radiacién delantera. En la Fig. la linea solida cyan corresponde
av = 0.5009 y ( = 4830 eV~!, y la linea punteada morada se asocia a v = 0.9 y ¢ = 340
eV~!. Tal incremento en el valor de ¢ es suficiente para mostrar la formacién de un cono de
Vavilov-Cerenkov delantero en cada caso, pues dicho incremento mejora la aproximacién a la
delta de Dirac como se puede ver en la ec. (5.103)).

Las Figs. y incluyen la distribucién angular para la energia radiada por unidad
de frecuencia que surge de la contribucién de la ec. , donde claramente se muestra la
RVCR. A partir de estas figuras, este término también provee correcciones a la RVCA. Ambas
correcciones estén fuertemente suprimidas con respecto a la RVCA, por ello las escalas en estas
figuras se eligieron adecuadamente para hacer visible estas contribuciones diferentes de cero.
Aqui tomamos nuevamente la frecuencia w = 2.5 eV y la carga se propaga ahora en un 6-medio
conn =2y 60 = 1la, de izquierda a derecha a lo largo de la linea 7 — 0. En la Fig. la
linea sélida cyan corresponde a v = 0.5009 y ¢ = 2.8 eV ™!, mientras que la linea punteada
morada se asocia a v = 0.9 y ( = 1.0 eV~!. La contribucién correspondiente a los conos de
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Vavilov-Cerenkov delantero y trasero es manifiesta en la Fig. donde sélo el parametro ( es
modificado con respecto a la Fig. al incrementarlo a 4800 eV~ y 340 eV~! respectivamente.
Todas las distribuciones angulares que graficamos se calcularon a partir de sus correspondientes
expresiones d?E /dwd2 divididas por el factor comiin ¢?/7% = 7.4 x 107* para ¢ = \/a.

La distribucién angular de la energia total radiada por unidad de frecuencia ({5.140)) tiene
una grafica practicamente idéntica a las Figs. lm y lm, ya que las correcciones al RVCA
provenientes de las ecs. (5.138)) y (5.139)) estan fuertemente suprimidas por el factor 62. Por
esta razon, es que hemos realizado la Fig. con la grafica polar de la RVC completa junto con
una grafica donde muestra un zoom a la escala para evidenciar la diferencia de escalas entre
la RVCA y la RVCR. Sin embargo, queremos enfatizar que la contribucién negativa de la ec.
(5.138) sélo disminuye la radiacién en la direccién delantera pero no afecta a la RVCR, que
pese a estar fuertemente suprimida, siempre serd distinta de cero.

|
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Figura 5.3: Distribucién angular de la energia radiada por unidad de frecuencia en el caso de
pura radiacién de Vavilov-Cerenkov anversa para n = 2, w = 2.48 eV y # = 0. (a) La linea
sélida cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 2.8 eV~!, y la linea punteada morada corresponde a

v=0.9y (=10eV ! (b) La linea sélida cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 4830 eV~!, y la
linea punteada morada corresponde a v = 0.9 y ( = 340 eV~ 1.
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Figura 5.4: Distribucién angular de la energia radiada por unidad de frecuencia en el caso de
pura radiacién de Vavilov-Cerenkov reversa para n = 2, w = 2.48 ¢V y 0 = 11a. (a) La linea
sélida cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 2.8 eV~!, y la linea punteada morada corresponde a
v=09y (=1.0eV~t (b) La linea sélida cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 4830 eV~!, y la
linea punteada morada corresponde a v = 0.9 y ( = 340 eV~ 1.
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Figura 5.5: Distribucién angular de la energfa radiada por unidad de frecuencia en el caso de
pura radiacion de Vavilov-Cerenkov reversa para n = 2, w = 2.48 eV y 6§ = 11a. La linea sélida
cyan se asocia a v = 0.5009 y ¢ = 4830 eV ™!, y la linea punteada morada corresponde a v = 0.9

y ¢ =340 eV~L.

5.1.3.4. Energia total radiada

En esta subseccion, presentamos la energia total radiada por unidad de fecuencia de la
particula con una trayectoria z € [—(, (] cuya longitud total es z = 2¢. Dado que el procedi-
miento a seguir es una calca del usado para obtener la energia total radiada dE; /dw, daremos
un repaso detallado a dicho procedimiento que se encuentra en [142]. Integrando la expresién

(5.137)) con respecto al angulo sélido, obtenemos

2
@ — / d”Ey o,
dw q dwdS

2.2 1 2m ™ in2 [« (1 — 9
_ nw2q (1_ : 2)/ d¢/ 8 sin 92 [“5 (1 — vncos V)] |
vn? ) Jo 0

™ [£ (1 —vncos 19)}2

2 2 1 2 [¢ (1 — 9
_ 2w (1— ! )/ d(cosﬂ)sm % (1~ vncosv)] : (5.141)
-1

@ v*n? (£ (1 —vncosd)] 2

Recordando que el integrando presenta un comportamiento tipo delta de Dirac en el limite
¢ > v/w, esto hard que la radiacién se localice bruscamente en un lébulo principal alrededor
del angulo ¥y ¢ determinado por cos ¥y = 1/(vn), conllevando a una contribucién unicamente
en la direccién delantera. Por lo tanto, haciendo el cambio de variable u = “TC (1 —vncos?)
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podremos extender los limites de u a 00 de manera segura siempre que incluyamos el maximo
localizado en u = 0. Obtenemos lo siguiente

dE; 2wq*C 1 > sinu
—_— = 1— du ,
dw T v’n? ) J_o u?
1
= fwz (1 - UW) , (5.142)

donde se introdujo la longitud total z = 2( que ha viajado la particula, con lo cual se recupera el
resultado estandar [I42]. En otras palabras, estamos estimando la contribucién de cada l6bulo
bruscamente localizado como

N2 (= 00 r a2

sin” (CZ_) ¢ sin“u  (mw
J deos ™= = 0 gt =
16bulo —— —00

Ahora, aplicaremos el procedimiento previo al siguiente término a integrar que corresponde
a la ec. (5.138]). Integrando con respecto al angulo sélido tenemos que

By / B

(5.143)

Q
dw dwd) Al

022 2nw? ( )
= 1—
CAn2 402 v?n?
sin [ (1 — vncos )] sin
X / dv sin ¥ —
B 9~2q2 2nw? 1 1
CoAn24 02w v2n?

(1 —vncos) £
/1 o 19)81 n [ (1 — vncosd)] sin [ (1 — vn|cos¥|)]
8 1 o8 2 (1 —wvncos?) 2 (1 —wn|cosd|)

S (1 — vn| cosd)]
(1 —wvn|cosd|)

dlr\r

(5.144)

La presencia de |cos¥| en el integrando requiere que separemos la integral con respecto a ¢
en las regiones 0 < ¥ < w/2 y 7/2 < ¥ < 7. Después de separar las integrales y hacer cero
las contribuciones altamente oscilatorias que son proporcionales a sin [ (1 —vncos 19)] en la
region m/2 < ¥ < 7, resulta que

02 2 2 1 in? [« (1 — 9
dEy, 6% ) 2nw <1 B 21 2)/ d(cosz?)sm (5 (1 — vncos 2)} . (5.145)
dv — 4n2+4+62 7 vn® ) Jo [£ (1 — vncosd)]

De nuevo, esta contribucion a la radiacion sélo es en la direcciéon delantera y esta concentrada
en Yye. Haciendo el cambio de variable v = WC (1 —wvncos¥) y usando de la ec. ((5.143),

obtenemos que
dFEs 9~2q2 2w( 1 ® sin?u
= — ~ 1— du ,
dw An2 + 92 m vin2 ) J_ u?

[e.9]

02 1
- _42—i§2wz (1 - U2n2> , (5.146)
n
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donde se utilizé la longitud total z = 2(.

Finalmente, procedemos a determinar dF5/dw, cuyo célculo contiene dos contribuciones:

PE,  nw? 0242 1 sin? [£¢ (1 — vn| cos ¥|)] (5.147)
dwdQ — Ar? 4p? 1 @2 vin?) el (1 —wn|cosd|)® '
d2E2b _ n_w2 92(]2 ] - 1 Sin42[w—5 (1 — vn| COS 192|)] (5148)
dwdS) 4m? 4n? + 62 v?n? 5 (1 —wn|cos?)

La presencia de | cos?| en estas contribuciones indica algo muy importante, ya que la radia-
cion se concentra ahora en dos lébulos principales, uno alrededor de ¥y, que contribuye a la
radiacién anversa, y el otro en torno a 7 — ¥y, que contribuye a la radiacién reversa (RVCR).
Tomando en cuenta ambos lobulos y usando el mismo procedimiento que usamos para calcular
dFE15/dw, encontramos que

dE 624> 1
2 T4 P2y . (5.149)
dw An2 + 92 2 v2n2

El término d?Fy/dwd) (5.148) también contribuye tanto a la radiacién anversa como a
la reversa y difiere del caso (5.147) sélo por las sustituciones u — u/2 y sin®u — sin*u al

momento integrar y usar la ec. (5.143)). De este modo, resulta que

dFEs, ¢ w2 1
= —— (1 - ——] . 5.150
dw An2 + 92 2 n2y? ( )

Por lo tanto, la energia total radiada por unidad de frecuencia es la suma de las ecs. ((5.142]),
(5.146), (5.149) y (5.150) cuyo resultado final es

d_E dFE, n dE1 n dE, n dE,
dw dw dw dw dw ’

1
= Guwz <1 - n%Q) . (5.151)

que corresponde a la misma expresién para la radiacién de Vavilov-Cerenkov en ausencia del
f-medio. En este punto no sabemos la razéon fundamental de la cancelacion en la ec.
de los #-términos, cuya investigacion sera el proposito para trabajos futuros. Para nuestros
propositos, el punto principal es que esta distribucién de energia total radiada se separa en dos
partes: la del RVCR es

e ldEa 1 @
dw 2dw  2dw’

oo (] 1 6
= qwz|l- = ~
1 n2y? 2 4n2 + 62

: (5.152)
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donde multiplicamos por 2 porque sélo queremos la radiacién reversa. Mientras que la RVCA
es

dw 2dw  2dw @ 2dw’

1 1 92
= Gwz|1-— l— -
n*v? 24n2 + 62

donde nuevamente se multiplicé por 2 porque solo se quiere la radiacién anversa. Podemos
expresar la ec. ((5.152) en términos del nimero de fotones radiados por unidad de longitud por
unidad de frecuencia como sigue

—_— = X — - ~

dzdw n2v? ) | 24n2 + §2

Y otro parametro relevante para comparaciones experimentales es la potencia radiada por
unidad de frecuencia en la direccién trasera

dZERVCR _ ,UdQERVCR _ qng 1 a
dtdw dzdw 2 An2 + 92

(5.153)

(5.154)

: (5.155)

cuyo analisis y estimacion de érdenes de magnitud sera el propdsito de la siguiente subseccién
con el objeto de comparar con predicciones de RVCR alternas.

5.1.3.5. Ordenes de magnitud de la RVCR

Pese a haber encontrado que existe RVCR en esta clase de materiales, es necesario analizar
y dar estimaciones numéricas de la magnitud de la RVCR. Justo este serd el propésito de
esta subseccién, ademds de que se comparard con las mediciones experimentales de la RVCR
obtenidas por otras vias. Para ello, usaremos la configuracién de la Fig. [£.1] donde el medio
1 es un aislante estdndar con €e =4 (n = /e =2), u =1, §; = 0 y el medio 2 es el aislante
topoldgico TIBiSe; con e =4 (n=+/e =2), u=1, 5 = £(2m+ 1)7 con m € Z tal que m < 7
[143]. Valores més grandes de 6, requerirdn correcciones adicionales al término Ly en la accién
. Esto conduce a valores de 6 en el intervalo [, 15a], los cuales suprimen fuertemente la
radiacion reversa con respecto a la anversa. Nuestras estimaciones numéricas no consideran a
un indice de refracciéon con dependencia en las frecuencias. De esta manera,

7 = 9Pnver / dEgyea
o aY
:§<5> , (5.156)

dw dw
16

donde se tomé también que 4n? > 62. Para TIBiSe, los rangos de la razén previa yacen entre

1.6 x 1075 y 3.2 x 10~ para las elecciones m = 1 y m = 7 respectivamente.

9~2

1
- ~_ 1 - - _~_
2 4n? + 02 24n? + 62
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w [eV]  d*Egyeg/dtdw [uW/eV]
3.5 x 1073
7.0 x 1073
1.0 x 1072
1.4 x 1072

Q0 O = N

Cuadro 5.2: Esta tabla muestra los 6rdenes de magnitud para la potencia radiada por unidad
de frecuencia en la direccion trasera de la radiacién cuando el medio derecho es el T1BiSes con
n =2, 0, = 1l y para una particula con v = 0.8 y carga ¢ = /a.

En el Cuadro mostramos la potencia radiada por unidad de frecuencia en la direccién
trasera dada por la ec. para TIBiSey en unidades de [pW/eV] con w € [2¢V,8eV].
Este rango incluye el sector principal del espectro de frecuencias para la radiacién de Vavilov-
Cerenkov anversa. El factor de conversién que se usé es 1ul/eV = 4.11 x 10~%eV.



Capitulo 6

Funcién de Green dependiente del
tiempo para simetria plana y un medio
dieléctrico inhomogéneo

En este capitulo se estudiaran los efectos de un aislante topolégico (TI) con simetria plana
sobre la radiacion electromagnética, cuando éste se encuentra inmerso en un medio dieléctrico
inhomogéneo. Se particularizara al caso en que el dieléctrico presente su inhomogeneidad sélo
en la direccion de Z y cuya discontinuidad coincida con la del TT en z = 0. El método por medio
del cual se analizardn estos efectos sera nuevamente el de la FG. Aqui se expondré la obtencién
y derivacion de la FG en el espacio de coordenadas y frecuencias. El desarrollo aqui presentado
pretende estudiar cémo se modifican los modos normales de la 8-ED con respecto a los de la ED
estandar, con miras a una posterior aplicacion a ejemplos concretos con densidades de corriente
bien definidas.

6.1. Ecuaciones para los modos normales en
f-Electrodinamica con simetria plana
Con base en la accién (3.9) y considerando que € = €(x,t), p = p(x,t) y 6 como en la

ec. (3.33), que corresponde al caso de simetria plana con interfaz en z = 0, las ecuaciones de
Maxwell modificadas que se obtienen son:

V- (E) = 4mo+605(2)B -1, (6.1)
V-B = 0, (6.2)
0B

V x (E> _ 9 (B) = 4nj+B5()E xa. (6.4)
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Figura 6.1: Regién sobre la cual se define la #-Electrodindmica cuando la superficie de separacién
Y sea el plano z = 0 cuando ésta esta inmersa en un medio dieléctrico inhomogéneo. Aqui se
ilustra el caso més simple de dicha inhomogeneidad, es decir, cuando €(x,t) = €20(2)+€,0(—z)
con €1, € constantes y ©(z) como la funcién de Heaviside.

donde 6 est4 definida por la ec. . En caso de que se tenga un TI localizado en la regién
2 como se muestra en la Fig. [6.1] (, = 7) en frente de un aislante trivialf] (§; = 0) situado en
la regién 1 de la misma figura, tendremos que 0 estars dado por la ec. con m € Z cuyo
valor dependerd de los detalles la ruptura de la simetria de inversién temporal en la interfaz.

Dado que € = €(x,t) y 1 = u(x,t), vale la pena escribir las relaciones constitutivas asociadas
al campo eléctrico E, al campo de induccion magnética B, al campo de desplazamiento eléctrico
D y al campo magnético H dadas en las ecs. (3.25)) y (3.26]) para este caso, las cuales son las
siguientes:

D(x,t) = :e(x,t)E(x,t)+%9(z)B(x,t), (6.5)
H(x,t) — =]3((::))—%0(2)E(x,t), (6.6)

donde 6(z) estd definida en la ec. (3.33)).

Antes de proceder, excluiremos de nuestro analisis las ecuaciones con divergencia ya que
notamos que las ecuaciones escalares (6.1)) y (6.2)) no son independientes del conjunto de ecua-

*Ver Seccion para recordar lo que es un aislante trivial.
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ciones vectoriales (6.3]) y (6.4), pues al tomar la divergencia de éstas encontramos que
0B 0
. E) = B 6.7
V- (VXE)=-V- a5 & 8t(v ), (6.7)
B 0 .z N
0

&0 = 5 V- (eE)] +47V - (j +]Jo) , (6.8)

donde se usé la definicién dada por (3.18)). Luego, al usar la conservacion de la carga (3.22)) en
la ec., obtenemos finalmente el siguiente par de ecuaciones:

0
S(VB) = 0, (6.9)
OV (B) —dmo —4ma)] = 0, (6.10)

donde gy estd definida en la ec. (3.18)) y apreciamos que son las derivadas parciales con respecto

al tiempo de las ecs. (6.1]) y (6.2).

Entonces, excluyendo el caso estatico, las leyes de Gauss eléctrica y magnética modificadas

(6.1) v (6.2) ya estdn incorporadas dentro de la ley de Faraday (6.3) y de Ampere-Maxwell
(6.4) modificadas]]

Ahora bien, al concentrarnos en una frecuencia w definida de la luz, procedemos a realizar
nuestros estudios en el espacio de Fourier para las frecuencias Si ademas, consideramos que
u(x,w) =~ 1y que e(x,w) = €(z), las ecuaciones (6.3)) y (6.4) se reescriben de la siguiente forma:

VxE = iwB, (6.11)

6
VxB = —iwe(z)E+4r |j— 4—6(2)2 x E (6.12)
m

De estas ecuaciones observamos que la tnica diferencia con respecto a las ecuaciones usuales
es la corriente efectiva j, adicional dada por la ec. (3.18]). Por ello, a continuacién repetiremos
el procedimiento de la Ref. [144] considerando dicha corriente efectiva.

tEstrictamente hablando, se deberfa pedir que

d
—(V-B) = 0
dt ( ) )
d
— [V (eE) —4mp —4mpp] = 0
dt
para garantizar que las ecs. (6.1) v (6.2]) se satisfagan siempre. Para ello deberiamos realizar un anélisis Hamil-

toniano de la 6-ED donde se pudleran identificar las constricciones primarias y secundarias de la 8-ED como
el realizado en [145]. No obstante, esto estd més alld del propdsito de esta tesis doctoral y se dejard para un
trabajo a futuro.
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Luego, como el medio dieléctrico y la interfaz en z = 0 presentan invariancia traslacional
en los ejes X y ), es conveniente reintroducir la transformada de Fourier transversa que se usé

en la subseccién [£.1] del capitulo [}

F(z;k,w) = /ere_ikL'RiF(r, w) = /da:dye_"(klw”hyy)F(r,w) )

(6.13)

Sea Z el vector unitario en la direccién del eje Z, entonces al considerar la transformada de
Fourier transversa, es posible reemplazar el gradiente de la siguiente forma:

0 0
V=V,+2— —ik, +72—.
0z

o (6.14)

De este modo, resulta natural proyectar las ecuaciones de Maxwell (6.11)) y (6.12) en espacios
paralelos y perpendiculares a z. Las componentes longitudinales (paralelas a z) de las ecs. (6.11))

v (6.12) son:

—ZkL<2XBL)
Z'kL'<ZXEL)

—iwe(2)E, + 47j,

—iwB,

(6.15)

donde observamos que no hay ninguna contribucion extra debido a la presencia del #-plano.

Mientras que las componentes transversales

_& + ikJ_BZ + éé(Z)EJ_ =
0z
OE .
a; — ik, B, =

Para w # 0, las ecs. (6.15]) determinan F, y
enseguida:

(perpendiculares a Z) son:
—’iCUG(Z)i X EJ_ + 47z XjJ_ ,
(6.16)

—’iWZXBJ_.

B. en términos de E; y B, como se muestra

1
Bz = —;kl'(iXEL) , (617)
1 4
E, = k -(zxB,)—1———7, . 6.18
we(z) 1-(z2xBy) Zwe(z)j ( )

Ahora, sustituimos estas expresiones en el conjunto de ecs. (6.16]) y obtenemos lo siguiente:

aa]l—i_in(Z)zXEJ_—‘Fi[kJ_'(iXEJ_)]kJ__é(S(Z)EJ_ = —4nz XjJ_, (619)
VA w
8EL . 7 4 .
7 - k (7 k = — k . .
92 —‘I_ZWZXBJ_ wE(Z){ L (ZXBJ_)] i LUE(Z)']Z 1 (6 20)

Luego, como una forma alternativa a las ecuaciones previas, les tomaremos el producto cruz

con Z, resultando que:
P .
0z

2

0
Z5%xE, —iwB, —
By o T T WL we(z)

T3 x B +iwe(z)E, + é k.- (z2xE.)]2xk, —05(:2)2xE,

k,-(zxB,)]zxk, = ——j.zxk
* Z Z ZZ .

(6.22)
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A continuacién, proyectaremos estas ecuaciones vectoriales sobre k. De las ecuaciones
(6.19) y (6.22)) encontramos el siguiente sistema de ecuaciones:

3} , k3 N L
gkL-BL—zwe(z)[1—m}kL-(szL) = —drk, - (Z2x]j1)
—05(2)k, - E,, (6.23)
agkL'<2XEJ_)—Z'wa_'BJ_ = O, (624)
z

donde se observa que a diferencia de la ED estandar, este sistema de ecuaciones no sélo rela-
ciona k; - B, con k; - (Z x E}) sino que también involucra a k, - E; .

Por otra parte, de las ecuaciones ([6.20]) y (6.21)) encontramos este otro sistema de ecuaciones:

0 47

k‘2
—k, B tiw|l—-—=—|k -(zxB)) = kK ——j. 2
9z L+w}{ w%(z)} Lo (2xBy) lwe(z)J ’ (6.25)
aﬁkL'(iXBL)—i‘Z’wE(z)kl'EL = 47TkL'jL
z

—06(2)k, - (2x E,) , (6.26)

donde nuevamente observamos que a diferencia de la ED estandar, este sistema de ecuaciones
no solo relaciona k; - E; con k; - (zZ x B ) sino que también involucra a k, - (zZ x E_ ).

Si ahora tomamos la siguiente notacién:

X(zk,w) = m- B (2k,w), (6.27)
YV(zk, ,w) = ki -Ej(zk,,w), (6.28)
Z(z;k,w) = m-B)(zk,,w), (6.29)
W(zki,w) = ki -Bi(zk,,w), (6.30)

donde se ha escrito explicitamente su dependencia funcional. Sin embargo, en lo sucesivo se
omitira la dependencia completa de las proyecciones, a menos que sea necesario.

Considerando la notacién anterior, tendremos que las ecuaciones (6.23)-(/6.26) para las pro-
yecciones de los campos eléctrico y de induccion magnética se reescribiran como sigue:

ow . k% - 5
0X
—— 3 pr— . 2
P iwW 0, (6.32)
oY k? 4T
4wl 2L 7 = ' )
FR [ w%(z)] klwe(z)jz ’ (6:33)

—— t+iwe(2)Y = 4dnk, -j. —06(2)X . (6.34)
Z
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Combinando las ecuaciones ([6.31) y (6.32]) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de
segundo orden:

01X (2) + iwbd(2)Y (2) = Ji(2) , (6.35)
donde
0, = 9 +wle(2) — K2, (6.36)
022
Ji(z) = —iwdmm-j, . (6.37)

Por otra parte, al combinar las ecuaciones ((6.33) y (6.34]) a través del despeje de Z, se
obtiene esta otra ecuacion diferencial de segundo orden:

OY (2) — iwbd(2) X (2) = Jo(2) | (6.38)
donde
g 1 0 )
Oy, = 92 7() 9 + we(z) (6.39)
N = 1o k% _ w?e(z) — k%
n(z) 1 e(2) ) | (6.40)
Jo(z) = —iwdrk | L+ 47rkl% [m} ) (6.41)

Las ecuaciones y forman un sistema de 2x2 cuyas incégnitas son X (z) y Y (2)
las cuales representan las proyecciones y del campo electromagnético. Estas nos
permitiran estudiar los modos normales de la #-ED. No obstante, al observar el sistema de
ecuaciones formado por y nos percatamos que dichos modos estan acoplados entre
si, lo cual contrasta claramente con el caso de la ED estdndar cuyos modos estan desacoplados
naturalmente para esta configuraciéon como se puede apreciar al hacer 6 = 0 en el sistema de
ecuaciones antes mencionado que es la situacién expuesta en [146].

6.2. FG para los operadores O; y O,

Para resolver el sistema de ecuaciones dado por y (6.38) por medio del método de
la Funcién de Green (FG) es necesario saber las FGs libres de los operadores O; y Os, dichas
FGs seran denotadas por Fy, y .7:"0” respectivamente. Recordando que por libre, nos referiremos
a las FGs que satisfagan el sistema de ecuaciones formado por y cuando 0 = 0.
Nuevamente, siendo consistentes con la notacion usada en el capitulo |4] a ambas FGs libre se
les ha denotado con letras caligréficas para distinguirlas de la FG completa.

Al considerar la situacién particular en que el medio material presenta una inhomogeneidad
en la funcion dieléctrica debido a una interfaz plana entre dos medios con diferente constante
dieléctrica, como se pude apreciar en la Fig. [6.1] lo cual se describe de la siguiente forma:

€(z) = €0(z) + 610(—2) , (6.42)
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Se tendra que Fo, (2, 2';k, ,w) satisface la siguiente ecuacién:
2

a / /
_ m—i—k(z;kl,w)lfm(z,z;kbw):(5(2—2), (6.43)

donde k?(z; k) ,w) = w?e(z) — k2. Las condiciones de borde son:

0F, |7
Fo = =0, = =0, (6.44)
OF ==
Fo =50 =0, — asl =1, (6.45)

La funcién de Green Fy, tiene la siguiente expresién [147]:

) ; ’ ) : / 't . ; ’
’. k — @ L Zkz,Q‘Zfz | ZT_J‘ Zkz,2(z+2) @ _ Z_J- —tk, 12 Jikz 22
Fo, (2,2 ki, w) (2) [2/@;3 2kz,26 +O(—2) 2}{;2726 e ,
(6.46)
donde
kz,l (A) €1 — ki y kz’g \/w €y — ]C2 (647)
kz 1— kz 2 ka 2

pp= ol 22y o TR 6.48
+ kz,l + kz,Q + kz,l + kz,Z ( )

Sin embargo, necesitamos obtener la funcion de Green .7-'0” (z,2";k,,w) que obedece la si-
guiente ecuaciéon:

———— +we(z )1 FOH (2,2sky,w)=08(z—2"), (6.49)

donde observamos que no es la misma ecuacién de la Fo, (z,2";k,,w) que viene en [140].
Por este motivo, estudiaremos primero sus condiciones de borde y luego la forma que tiene
Fo, (z,2';ky,w) en las siguientes subsecciones.

6.2.1. Condiciones de Borde para el operador O,

En esta subseccién estudiaremos qué condiciones debe satisfacer la FG del operador Os.
Como se vio en la subseccion de este capitulo, Fo, es proporcional a Y =k, - E| y como
E, es continuo [76], 48], entonces tendremos que:

FoliZ0" =0. (6.50)
Luego, por medio de la definicién de n(z) (6.40|) reescribimos la ec. (6.33)) como sigue:

1 0Y 47
—_—— twZ =
(2 0z + tw kiw

—e(z)n(z)jz . (6.51)
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Después, al evaluar esta ecuacion en el intervalo z € [0 —¢,0+ €] con € > 0, obtenemos que:

1 aY z=01 . ] z=01
— wZ|*2y- = 4k - : 6.52
n(z) 0z | - Wzl " lWW%(Z) =k - (0:52)
Como Z =1 - B} es continuo [76, [148] y 7, también, resulta que:
1oy |
—_— =0. 6.53
77(2) 32 z=0" ( )
Recordando que ]:"OH es proporcional a Y, concluimos que
1 (9./';:.0H 2=07"
— =0. 6.54
wE) 0z |y 020

Ahora, procedemos a obtener las condiciones de borde en z = Z'. Nuevamente, por conti-
nuidad de Y y por consiguiente de Fo, tendremos que:

z=z'"

ﬁ0|\ |Z:Z/Jr =0. (655)

La dltima condicién de frontera la obtenemos de integrar la ec. (6.49) en el intervalo z €
2/ — e, 2/ + €] como se muestra a continuacién:

2/t

r+
z 1 5
- /Z/_ dz {%%% +w2€(z)} Fo, (2,2 ky,w) = /Z/_ dz6(z—2') . (6.56)
Recordando que 2z’ > 0 y al utilizar también la ec. (6.50) en el segundo sumando del lado

izquierdo concluimos que: )
_ L0Fy )T

=1. :
- (6.57)

z=z'"

6.2.2. Obtencién de la FG para el operador O,

A continuaciéon procedemos a encontrar la forma de la FG para el operador O,. La ec. que
la FG Fo, satisface es la siguiente:

—— 4w e(z)} ]}0” (2,2 k,w) =6(z—2) . (6.58)

Ahora bien, al utilizar la definicién de n(z) en la ec. (6.40|) encontramos que:

_ wle(z) — kT k(2)

n(z) k2 (2)

n(z)

& wle(z) = (6.59)

w2e(z)  w2e(z)
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Sustituyendo esta ultima relacion en la ecuacion que JFo, satisface encontramos que:

o 1 9 k()] =
— | = — 4+ = Fo, (2,7 ki, w)=0(z— 7). 6.60
Forron * i) Pl i) = e =) (000
Al observar esta ecuaciéon y comparar con la ec. que la FG Fo, satisface en el libro de
Schwinger [146], nos percatamos que es la misma ecuacién salvo la sustitucion e(z) — n(z). De
este modo, al considerar que z > 0 y haciendo la sustitucién antes mencionada encontramos
que Fyo, tiene la siguiente forma:

./_"0“ (Z, Z/; kJ_, w) = @(2) {ﬂezk%ﬂzz | + MeZkZJ(ZJFZ ):| + @(—Z) {mezkz,wezkzaz :

2]62,2 2kz,2 2kz,2
(6.61)
donde
ken _ ka2 9 k=2
P = ——]Z: n k’; , = Ry sz_,g ) (6.62)
m n2 m 2

Sin embargo, al usar nuevamente la definicién de 7(z) es posible reescribir tanto ]:"0” como
Ty t~|| en términos de €y de la siguiente forma:

Fo e #1160) = O06) [ s it . Botllhatens)] oz [l s a]

2w262 2w2€2 2w2€2
(6.63)
donde
]{3271 = W261 — ]{/’3_ s kz’g = w2€2 — k’i (664)
- 2.2
~ 2,1 2,2 7 z,2
TH - _6_1 €2 ? t” - €1 + €92 : <665)
kz,l kz,Z kz,l kz,Q

6.3. Meétodo de la FG para hallar los modos de la
f-Electrodinamica

En esta seccién utilizaremos el método de la Funcién de Green desarrollado en [10] 1], 12]
109] para resolver el sistema conformado por las ecuaciones (6.35)) y (6.38)). El método de la
FG se aplicard a la misma configuracion cuya funcién dieléctrica estd dada por la ec. (6.42)).

Usando las funciones de Green Fy, y .7:"0“ junto con sus respectivas ecuaciones (6.43)) y (6.49
procedemos a resolver dicho sistema por medio del (ahora) procedimiento estandar [79] para
lidiar con interacciones tipo 0 que es similar al usado para obtener la FG para un potencial
tipo 0 en Mecanica Cudantica, donde la FG libre se usa para integrar la ecuacién de Green con
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la interaccion tipo 6. Los célculos explicitos de la solucién al sistema de ecs. (6.35)) y (6.38]) se
encuentran en el Apéndice [H| Los resultados del método son los siguientes:

—X(2) +iwbFy (2,0)Y(0) = / dZ Fy (2,21 (7)), (6.66)
-Y(2) —iwé]:"ou(z,O)X(O) = /dz’f"o (z,2")J2(2) (6.67)

donde el intervalo de integracién en z’ corre sobre la dimensién de la fuente que se encuentra
en la region z > 0 y también hemos omitido la dependencia en k| y w.

El sistema conformado por las ecuaciones y (6.67)) resulta ser un sistema algebraico
cuyas incégnitas son X (0) y Y(0). Al resolver para éstas ultimas encontramos que:

X(0) = —/dz’]:ol(o,z’)Jl(z’)

)fdz’fol (0, z’)Jg(f’)N— z'wé]:"ou (0,0) [ dz'Fo, (0, 2")J1(2")
W6 Fy (0,0)Fo, (0,0) — 1

[ d2' Fo (0, 2)Jo(2') — iwbFy (0,0) [ dz' Fo, (0,2')J1(2)

Yo = w262 Fo,(0,0)Fo, (0,0) — 1 ' (6.69)

+iwbFy, (0,0 , (6.68)

Finalmente, sustituimos ((6.68)) y (6.69)) en (6.66]) y (6.67) respectivamente, resultando que:

[ d2'Fo, (0,2))J2(2)
1 — w?62F,,(0,0)Fo, (0,0)
Fo,(0,0) [ dz'Fo, (0, 2)J1(2)

X(z) = —/dzlfol(z,z’)Jl(z’) — iwbFy, (z,0)

—w?0?Fy (2,0) = , (6.70)
1-— w292}"0” (O, 0)]70L (O, 0)
Y(z) = — / dz' Fo, (2, 2) Ja(2') + iwbFo (z,0) / d2' Fo (0,2")J1(2)
o Fo,(0,0) [dz'Fo, (0, 2')Jo(2
—w?6? Fo, (2,0) 0. >~f~z 0,(0, ) 12(=")
1-— w292.7-"0” (O, O).Fol (O, O)
L Fo,(0,0)F,(0,0) [d2'Fy, (0,2')Jy(2
+iw*0® Fo, (2,0) 0.(0.070,0,0) J d=F0, (0, 2) 1(Z>. (6.71)

1 — w202 7;,(0,0)F, (0,0)

Dado que en las siguientes dos secciones estudiaremos tinicamente la dependencia en z del
campo electromagnético, resultara til reescribir (6.70)) y (6.71)) en la siguiente forma compacta:

X(2) = —Xo(2) —iwdF (2,0)X1(0) — W F, (2,0)X5(0) , (6.72)
Y(z) = =Yo(2) +iwdFy, (2,0)Y1(0) — w?6>Fy, (2,0)Y>(0) + iw’6 Fy, (2,0)Y3(0) , (6.73)
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donde

Xo(2) = /dz']-_(h(z, 2V (2,
fdz’]:"ou (0, 2")Jo(2)

X1(0) = 1— (,u29~2.7:—0H (0,0)F, (0,0)
Y0 — Tu00 4R 0 AE)
5 - 1 — w22 F, (0,0)F, (0,0)
o= / d='Fo, (2, 2) 1) (6.74)

Y1(0) = /dz'foL(O,z’)Jl(z’)
.FOL(O,O)fdz’fOH (0, 2") Jo(2)

R0) = 202 F
1—w?d JT"OH(O,O).F‘OJ_(O,O)
Y(0) = Fo.(0,0)F,(0,0) [ dz'Fo, (0,2)J1(2)
’ 1 — w262F,, (0,0)F,, (0,0)

Vale la pena notar que al observar estas iltimas ecuaciones ((6.74]) se encuentran las siguientes
relaciones:

Y1(0) = Xo(0),
Y3(0) = F0,(0,0)X2(0)

6.4. Reconstruccion del campo electromagnético a partir
de las funciones escalares X y Y

En esta seccién mostraremos como reconstruir el campo electromagnético una vez que se
conocen las funciones escalares X (z;k,,w) y Y(z;k,,w). Con base en las ideas de [144], mos-
traremos como reconstruir los campos E y B a partir estas dos componentes transversales del
campo eléctrico.

Primero, determinemos las componentes transversales W(z) y Z(z) del campo de induccién
magnética. A partir de la ec. (6.32)) se obtiene la componente W (z) del siguiente modo:

- (6.76)
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Sustituyendo la expresién para X (z) dada en la ec. (6.72)), obtenemos que:
10

w0z

Wi(z) = {—/dz’?ol(z,z’)Jl(z’) — iwéfoL(z,O)Xl(O) — w2§2f0L(z,O)X2(O)} ,

B 1 ,0F, (2,2") ., . x0F, (2,0) . 5 0Fo, (2,0)
_ _m/dz S22 () - 65 X (0) + il S B (0) - (6.77)

Luego, al sustituir Y(z) dada por la ecuacién (6.73) en la expresion (6.34) y usando la
definicién de 7(z) dada por (6.40), obtendremos Z(z) de la siguiente manera:

47Tkl . 1 8

26 = G s |- ] R i 00
1 9 o = 353 =
~ ) 52 [—w292.7-"0” (2,0)Y(0) + iw0 Fy, (=, 0)3/3(0)]
- Armky + 1 /dzla}:m(Z,z’)J o 0 8.7}0”(2,0) 0
B zk‘g(z)jz iwn(z) 0z 2 n(z) 0z !

_iwéQ (9]:—0H (Z, 0) _ w26~3 a]}ou (Z, 0)
e o PO e O

Finalmente, obtendremos las componentes en la direccién z del campo electromagnético. Al
sustituir X (z) de la ecuacién (6.72)) en la expresion para B, (6.17]) resulta que:

k ~ .
B, = —f {—/dz’]—}u (2,2")h(2) —iwbFy, (2,0)X:1(0) — WZHQFQJ_(Z,O)X2<O):| ,
k ~ .
= i d2'Fo, (2,2) 1 (2) + ik 0Fy, (2,0)X1(0) + kywd>Fy (2,00 X2(0) . (6.79)

(6.78)

De igual manera, al sustituir Z(z) dada por (6.78) en la ec. (6.18) para E, obtendremos
que:

E, =

_we(z)jz we(z) Zk:g(z)jz N wwn 0z A=) n(z) 0z

k, [ iw9~2 8.7:"()" (Z, 0) w29~3 8.7:"0H (Z, O)
- }/2 - }/3 )

we(z) | n(z) 0z n(z) 0z

i, [ K2 ky / O0Fo(22) Ok w0F(2,0)

T we(2) |K2(2) + 1} + ik%(2) dz 0z a2 k2(z) 0z (0

ikLw2§2 aﬁOH (Z, O) Y kjngég 0f0” (Z7 O)

4T . kL [47Tk:L . 1( )/dZ,MJ / é a.FbH(Z:O)}/l(O)] 7
z

+

R2(2) 0z 2 R2(2) 0z 3(0)
. Urw | ki ,aﬁOH (Z, Zl) / élﬁ_w aﬁ@n (27 0)
T TR Re /dz OO AT R

N ikj_w252 aﬁOH (Z7 O) ( . kJ_(JJgé?) afOH (27 0) (O
k2(z) 0z ? k2(z) 0z SV

(6.80)
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/)O/
N>
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(\ S
Qe k1

Figura 6.2: En esta figura se muestra la disposicion espacial de la triada de vectores indepen-
dientes k|, th = k| x 2 y Z por medio de la cual se describe al campo eléctrico y de induccién
magnética. Los dos vectores transversales k| y Z definen un plano, al que se le llama plano de
incidencia.

donde se usaron las definiciones de 7(z) dada en la ec. (6.40) y k?(2) = w?e(2) — k* para sim-

plificar esta expresion.

De esta manera, el campo E en forma compacta queda completamente determinado con las
ecuaciones (6.72)), (6.73)) y (6.80):

E(zk,,w) =Y(zk, ,wki + X(z;k,,wh+ E.(2k, ,w)z . (6.81)

Analogamente, el campo B en forma compacta queda completamente determinado con las
ecuaciones ((6.77)), (6.78)) y (6.79):

B(z; ki ,w) = W(zky,wk, + Z(zk,,w)m+ B.(zk,,w)z . (6.82)
En la Fig. (6.2) se puede observar una representacién de la base en la que se describe a los

campos E (6.81]) y B (6.82).

6.5. Verificacion de las Condiciones de Borde en 6-ED

En esta seccién probaremos que las componentes transversales y longitudinales de los campos
eléctrico y de induccién magnética satisfacen las condiciones de borde de la 6-ED [13]. Dichas
condiciones de borde para nuestro caso son:

D= = 6B.|_,. (6.83)
B.=Y" = o, (6.84)
B 5 = —0E.|_,, (6.85)
B = 0 (6.86)
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6.5.1. Verificacion de la condicién de borde en D,
Sustituimos las ecuaciones (6.79) y (6.80) en la primer condiciéon de borde (6.83), como
sigue:
z=0t 2=0% T 770"
: e(2) 17 kL[ e2) / ;| 9F0,(2,2) /
—i4 —= e i RS
= = I - I
0Fy (007" OF, (Zo> =
7] €(z) 05\ - 250 | €(2) 0\
— Ok _
L [k’g(z) 0z ] Y- Y(0) — ik k2(z) 0z Y Y2(0)
) 0 0] )
- z
_k 373 (4 0 \=> Y-
10 [kg(z) 0z Y- 3(0)
0k " _
= f dz'Fo, (z,2)|  (2)+i0%k1 Fo, (2,0)]  X1(0) + 0PkiwFo, (2,0)]  X5(0).
z=0 z=0 z=0
(6.87)
Luego, como j, es continua tenemos que:
ki [e(2) 17 0Fy ()] " (2) 0F0 (2,007
1 €|z / O \~» / ~ €\z O\~
oL dr |7 _
z [ RO / 2 [ o N Ja(2) = Ok 1w [ R o | Y1(0)
0 RO o) B0
~ 2, ~ | €(2 0 \%)
ik w202 €=z 0y Y- _ 353 I Y-
L k2(z) 0z Y- 2(0) = ke k2(z) 0z Y 3(0)
Ok _ _
= = dz'Fo, (0, 2)J1(2) + 0%k Fo, (0,0)X1(0) + 0%k wFoy, (0,0)X5(0) . (6.88)
. . .. . dFo, (2,2")
Ahora bien, a partir de las condiciones de frontera ((6.54]) y (6.57) concluimos que ‘(‘9—2
es continua en z = 0, obtienendo lo siguiente:
0F (2,001 [ () 0F (2,001
7] €(z) 05\ ~ 250 | €(2) 0y \%
0k _
L [kg(z) 0z o Y(0) — ks k2(z) 0z Y Y2 (0)
) 0 0] _ )
353 | €(2 0y \%;
— Y-
]@_w 0 [kg(z) 9 N 3(0)
Ok - -
= —J_ dZ/.FOL (O, Z,)Jl (Z/) + ierJ_./—'.oL (O, O)Xl (0) + QSkLoJ}"OL (0, O)XQ(O) . (689)

w
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Después, utilizamos la condicién de borde 1) y encontramos lo siguiente:

e [0 v+ [ ] v
Th W [%n(z)l %0
- é% d2' Fo (0, 2)J1(2) + 162k, Fo, (0,0)X,(0) 4 8%k wFo, (0,0)X5(0) . (6.90)

Al utilizar la definicién de n(z) dada por la ec. (6.40)), esta tltima expresién se reescribe de
la siguiente forma:

Ok s _
fn(o) + 6%k, Y5(0) + 6%k, wY3(0)
Ok . _
- f dz' Fo (0,2")J1(2') +i6%k 1 Fo, (0,0)X1(0) + B3k wFy, (0,0)X5(0) . (6.91)

Finalmente, recordando las relaciones ((6.75)) concluimos que la igualdad se verifica.

6.5.2. Verificacion de la condicién de borde B,

Sustituyendo (6.79)) en la segunda condicién de borde ((6.84]), tenemos que:

k z= k / z= ! z=
—i[X(Z)}Z:gi = f 2 [Fo, (2, )20 () + ik [Fo, (2,002 X,(0)
0%k w [Fo, (2,002 X,(0) . (6.92)

Como las condiciones de borde ((6.44]) nos dicen que Fy, es continua para toda z. Por lo
tanto, concluimos que:

M e <o (6.93)

Es decir, que la segunda condicién de borde ([6.84]) se satisface.

6.5.3. Verificacién de la condiciéon de borde B |

A continuacién, probaremos que la condicién de frontera (6.85)) se cumple. Al sustituir la
componente transversal del campo de inducciéon magnética ((6.82)) encontrando que:

B.J=) = —0E.|_,.
WDl ke + 22 m = —0Y(2)| _ ki —0X(2) _ . (6.94)
tDado que aqui 2 = 0 la condicién de borde se modifica ligeramente del siguiente modo
. T 1, esto debido a que (=) es discontinua en = = 0,
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Esto se traduce en probar el siguiente par de condiciones:
2z=07T 2}

W2 = —0Y(2)
2z=07T 0

[Z(2)]2 = —0X(2) |z:0 :

Sustituyendo W (z) y Y(2) (6.73) en se tendré que:
7 2=0" z=0"
7k i I e e B
8&@@T$
0z -
= 0Yy(0) — iwb>Fo, (0,0)Y1(0) + w0 Fo, (0,0)Y2(0) — iw?d* Fo, (0,0)Y3(0) . (6.97)
Al considerar las condiciones de borde , obtenemos lo siguiente:
0X,(0) — iwh>X,(0)
= 0Yp(0) — iwb>Fo, (0,0)Y1(0) + w?6* Fo (0,0)Y2(0) — iw0* Fy (0,0)Y3(0) . (6.98)

z=0"

+iwh? { X,(0)

Para verificar la igualdad, procedemos a sumar el término que tiene Y;(0) con aquel de Y5(0)
utilizando explicitamente los valores dados por ([6.74]), obteniendo lo siguiente:

.F()L (0, 0) f dZ/ﬁ()” (0, Z/>J2(Z/)
1 — w2027;,(0,0)Fo, (0,0)

0Y5(0) + w’6° Fo, (0,0)Y5(0) = / dz' Fo (2, 2) () +

— /dz']:"on (2,2")Jo(2) [1 +

fdzl]}ou(z, 2") Jo(2")
1 — w?62F,(0,0)F, (0,0)
= 6X,(0), (6.99)
donde se usé en la iltima igualdad.

w?6?Fo,(0,0)Fo, (0,0)
1 — w262 F,,(0,0)Fo, (0,0)

Anélogamente, al sumar el término que tiene Y;(0) con aquel de Y3(0), resulta que:
—iwB?Fy, (0,0)Y1(0) — ics®6* Fy, (0, 0)Y3(0) = —icwh®F, (0,0) [Yl(O) + w2é2y3(0)]
Fo.,(0,0)F0,(0,0) [ dz'Fo, (0,2)J1(2)
1 — w?62F, (0,0)Fo, (0,0)
w?0?Fo,(0,0)Fo, (0,0)
1-— w292f0” (07 ()).FoL (0, 0)

= —iwb*Fo (0,0)

/dz’}"OL(O, NI (2) + w62

1+

= —iw6’~2]}0” (0, 0) / dZ'/,/'—"()L (O, Z’)Jl (Z,)

iw6?Fo, (0,0) [ dz'Fo, (0,2')J1(2")
1 — w202 F,(0,0)F, (0,0)
= —iwh*X5(0) , (6.100)
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donde se usé (6.74) en la dltima igualdad. De esta manera, hemos probado que se verifica la

igualdad ([6.95]).
Por otra parte, sustituyendo X (z) (6.72)) y Z(z) (6.78]) en se tiene lo siguiente:

Ack, [ 4. 17 11 P 0Fo,(2,7) =
Hleel el dz[ G2 ]_O_JQ(Z)

z=0"
z=01 -
3 [ 1 0F,(2,0)

2z=0"%

G 1 8.7:—()"(2,0) y 9
0 [n(z) 0z e ¥i(0) o n(z) 0z

~ 2=071
_w20~3 1 a—FOH (Za O)
n(z) 0z o
= 0Xo(2)|,_, + iwb*Fo, (2,0)| _ X1(0) + w?6*Fy, (2,0)]__,X2(0) . (6.101)

¥3(0)

Usando que j, es continua junto con las condiciones de borde (6.54) y (6.57)), se obtiene lo

siguiente:
0Y1(0) + iwd?Y5(0) 4+ w?6°Y3(0)
= 0X(0) + iwd*Fy (0,0)X1(0) + w?6Fy, (0,0)X5(0) . (6.102)

Finalmente, al utilizar las relaciones (6.75)) encontramos que se satisface. Por lo tanto,
al cumplirse las condiciones (6.95) y (6.96), entonces la condicién de borde (6.85) se satisface.

6.5.4. Verificacion de la condicién de borde E |

Para concluir esta seccién, probaremos que la condicién de frontera ((6.86|) se cumple. Al
sustituir la componente transversal del campo eléctrico (6.81]) encontrando que:

B2 = Y ()2 ko + [X(2) ) m=0. (6.103)

Lo cual se traduce en probar el siguiente par de relaciones:

V() = 0 (6.104)
(X)) = 0. (6.105)

Evaluando Y'(2) (6.73]) a ambos lados del #-plano tenemos que:

[Y(z)]izgt = —/dz' [.7:_0” (Z,Z')EZZ+ Jo(2') + iwh []}OH (z,a)}::? Y1(0)
(0 + i [J:“oH (2, 0)] U 0), (6.106)

z=0"

—w?p? [.7:"0H (z, O)] B

z=0

donde ya se sustituyé Yy(z) de la ec. (6.74)).
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Al considerar las condiciones de borde 1) y 1) que ]:"0” satisface, encontramos que la
ec. (6.104)) se satisface.

Anélogamente, evaluamos X (z) (6.72) a ambos lados del §-plano tenemos que:

XIS = - / 4 [Fo, (2, V20 () — i | 070, (=, oﬂff X1(0)
—w?0% [Fo, (200720 X,(0) | (6.107)

donde ya se sustituyé Xo(z) de la ec. (6.74]).

Al considerar las condiciones de borde de continuidad ((6.44)) que Fy, satisface, encontramos
que la ec. (6.105) se satisface. Por lo tanto, al satisfacerse (6.104)) y (6.105) la condicién de borde

(6.86) se cumple.

6.6. Coeficientes modificados de reflexion y transmision
en 6-ED

En esta seccién estudiaremos cémo se modifican los modos normales TE y TM (L y || los
etiquetan en la FG respectivamente) de la ED estandar [144] cuando se encuentran frente a un
f-plano situado en z = 0 y la funcién dieléctrica e tiene una discontinuidad en z = 0 también,
como se decribe por medio de las ecs. , y . Concretamente, procederemos a obtener
los ocho coeficientes modificados de reflexién y transmisién que vienen en el articulo [I49] para
ambas polarizaciones TE y TM con el formalismo de la FG.

6.6.1. Coeficientes modificados de reflexién y transmisién para la
polarizacién TE

En esta subseccion nos enfocaremos en la polarizacion TE. Consideramos luz incidente en el
plano ki —2 y definimos la polarizacién TE como la polarizacién con E,,, #0y E,, = E, =0,
como se puede observar en la Fig. . De esta manera, para que E,, = X # 0 y poder
recuperar la polarizacion TE de ED estandar, deberemos pedir que J; # 0y Jo = j, = 0.

Por ahora, nos interesa saber cémo la interfaz refleja o transmite la luz en presencia del
f-plano, sin estudiar la radiacion. Por ello, en las regiones a la izquierda de la fuente debemos
reagrupar los factores de ambas FG F, y ]:"0” en cada componente del campo
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Campo eléctrico
polarizado TE

Figura 6.3: En esta figura se muestra la interfaz entre dos aislantes topolégicos y la interfaz entre
los dos medios dieléctricos ante la presencia de un campo eléctrico polarizado TM o polarizado
TE.

electromagnético de la siguiente manera:

0< <2 - FOJ_(z,Z,) _ <€_ikz’2z+1"leikz’2z) <#eikz,2zl) ’ (6108)
2,2
/ —ik, 12 i ikz 27
2<0  Fo,(2,7) =t e ™% [ ——e™=2 ) . (6.109)
2k, o
5 . . ho o

0<z<2 @ Folz2) = (e 4 7yet=2?) (;w—%ezkzvzz ) : (6.110)
<0 @ Folz72) =1fe =2 hed ik, (6.111)

z : 0 2,2 ) =1|€ 20.)2626 . .

6.6.1.1. Obtencién del coeficiente Rrp g a partir de X (z > 0)

Considerando lo anterior para la region z > 0 y al usar la ec. (6.70]) se tiene que:
X(z>0) = — (e +r ") {—2; /dz'eikz’2Z/J1(z')]
2,2
S gty TUODS B [ ] )
2kz,2 1-— w2¢92]:()n (0, O)IOJ_ (0, 0)
iw?0?  (1+71)*F,(0,0)
2k:2 1 — w?62F, (0,0)F, (0,0)

Y

= —Ey (e7"=2% 4 re*?7) — Epe't=2? ,(6.112)
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donde hemos definido

Ey= — /dz'eikaQZ,Jl(z’). (6.113)
2k, o
Ahora bien, recordando la definicién ([6.46)), nos percatamos que
(1
ﬁhmﬁ%=d—iﬁl (6.114)
2k, o

Entonces, la ultima expresiéon para X (z > 0) queda de la siguiente forma:
(14 71)F0,(0,0)F,(0,0)
1 — w?62F,,(0,0)Fo, (0,0)

1 — w262 F, (0,0)F, (0,0)

X(z>0) = —Ey (e’ikz?z + me"kzﬂz) — Eyet*=2%,%0?

Y

(6.115)

Observando esta tltima expresién para X(z > 0) y tras comparar con la expresion para
E, 1 del articulo [149], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que solo resta demostrar que la expresion dentro de los corchetes es el coeficiente Rrp g del
mismo articulo.

Entonces, analicemos la expresion que esta dentro de los corchetes:

(1+7.)F (0,0)F, (0,0 + w202 F,, (0,0)Fy, (0,0
' +w292< T{) Nol( )70, (0,0) _ T _ No”( 170, (0,0) . (6.116)
1-— w292.7:0H (O, O)JT"OJ_ (0, O) 1— w202]:0H (O, O)IOJ_ (0, 0)

Analicemos detalladamente el término w29~2.7:"0” (0,0)Fo, (0,0) que es comun del denomina-
dor y del numerador de esta tltima expresion. Luego, si recordamos la definicién , nos
percatamos que
ik.o (14 7))

2w2€eqy

Fo,(0,0) = (6.117)

De esta manera, dicho término se reescribe como sigue:

ikeo (L4 7)) i (14+7,)
2w2€2 2/{;,272 ’

M@ﬁmmmﬁhmﬂ): w262

02
= _4_62 (1+f||) (1—1—7@_) ,

62
— it 6.118
1, Mt ( )

donde la ultima igualdad resulta de la continuidad (6.44)) y (6.50) que Fo, y .7:"0” satisfacen
respectivamente.
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Si sustituimos las expresiones 1) y 1’ para t~|| y t| respectivamente, resulta que:

€2

é2 2kz,2 2kz,2
degkyy +kyo 2+ 2

kz,l kz,2

0%k, 1 k.
= — 22 : (6.119)
(ko1 + kzo)(€akon + €1k, 2)
Finalmente, sustituyendo este resultado en la ecuacion (6.116)) junto con la definicién de r
(6.48) encontramos que:

w?6>Fo,(0,0)F, (0,0) =

N T kz, _k'z, é2kz, kz’
ry+ w292.7:o“ (0,0)F0,(0,0) - _kzjmé - (kz,l+kz’2)(621kzvf+qkz72)
1 — w202F, (0,0 0,00 [ Pkaihes )
w FO\l( ) )fOJ_( ) ) 1 [ (kz,1+kz,2)(62kz,1+51kz,2):|

(koo —kon)(eak,n + €1k, o) — ézkz,lkz,Q

(ko1 + kzo)(€akon + e1ks o) + 02k, 1k, o
Al comparar esta tltima expresion con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <> 2, esto ultimo se debe a que en ese articulo el medio con €; se define para

z > 0 y el medio con €5 se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién
para €(z) en la ec. (6.42)).

(6.120)

Por lo tanto, podemos concluir que:

g (1+ r{)fm(o, 0)Fo,(0,0)
1 — w?62F, (0,0)F, (0,0)
X(Z > O) = —Eoe_ikz’QZ — Eoeikz’QzRTEjE = _EO (€_ikz’2z + €ikz’2zRTE7TE) . (6122)

Rrgrg = 11 +w (6.121)

6.6.1.2. Obtencién del coeficiente Trprp a partir de X (z < 0)

A continuacién, analizaremos la misma componente que en la subseccién pasada pero en la
region z < 0. Recordando que J; # 0y Jy, = 5, = 0, junto con la separacién descrita en la ec.
(6.109), tendremos que la expresién para X (z) (6.70) en esta regién del espacio es:

X(z<0) = —tLeikz’lz/dz' [—2]{? eikz’QzlJl(z/)}
2,2

Y

R et ( i ) ﬁgn (O,O)h!éle [ﬁeikmz’{]l(z’)]
2k 1 — w202F, (0,0)F, (0,0)

i ) wfez;tifou (0,0)

2k.2 ) 1 — w202 F, (0,0)F, (0,0)

donde se usé la definicién (6.113). Ahora bien, al recordar la expresién de Fy, (6.46]), se tiene
que:

= —FEgt e *=1% — Eoe_ikz’lz( . (6.123)

it
2k,

Fo,(0,0) = (6.124)
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donde (6.114]) y esta ultima expresién son iguales debido a la condicién de continuidad ((6.44)).

Entonces, la tltima expresién para X (z < 0) queda de la siguiente forma:

w0t Fo, (0,0)Fo,(0,0)
1 — w262 F,,(0,0)F, (0,0)
w20t Fo, (0,0)Fo,(0,0)
1 — w202 7;,(0,0)F, (0,0)

X(Z < O) = —EOtJ_efikz,lz _ Eoeiikz’lz

= —EQG_ZkZ’lz t, +

(6.125)

Observando esta tltima expresién para X(z < 0) y tras comparar con la expresién para
E, 5 del articulo [149], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que sélo resta demostrar que la expresién dentro de los corchetes es el coeficiente Trrp g del
mismo articulo.

Entonces, analicemos la expresién que esta dentro de los corchetes:

w?0?t1 Fo, (0,0)F,,(0,0) t
1 — w202 F (0,0)F0, (0,0) 1 — w2025, (0,0)F, (0,0)

tL+ (6.126)

Sin embargo, al sustituir el valor del término w29~2]—~"0” (0,0)Fo, (0,0) dado por la ec. (6.119
junto con la definicién de t; (6.48) encontramos que:

2k 2
t, kz1+kz 2
1 — w202 F [ 02k, 1k,
w FO“ (0’ O)FOJ‘ (O’ O) 1 |: (kz,1+kz,2)(€21kz,12+€1kz,Q)
2k, k. k.
— 2(ekz + @1kzp) . (6.127)
(ksqp +koo2)(eakon + €1ks0) + 0%k, 1k, o

Al comparar esta tltima expresion con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <> 2, esto 1ltimo se debe a que en ese articulo el medio con €; se define para
z > 0 y el medio con €5 se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién

para €(z) en la ec. ((6.42)).

Por lo tanto, podemos concluir que:

i1
1 — w2027, (0,0)Fo, (0,0)
X(Z < 0) = —Eoe_ikz’lzTTE,TE . (6129)

Trpre (6.128)
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6.6.1.3. Obtencién del coeficiente Ry rp a partir de Y (z > 0)

En esta subseccion estudiaremos la componente Y del campo en la regiéon z > 0. Recordando
que J; # 0y Joy = j, =0, tendremos que la expresién para Y (z) dada por (6.71)) es:

Y(z) = iwéﬁol(z,O)/dz'Fol(O, 21 (2)

Fo,(0,0)F0,(0,0) [ d2'Fo, (0,2')J1(2)
1 — w?62F,,(0,0)Fo, (0,0)
w202 Fy (0,0)Fy, (0,0
F0,(0,0)%0, (0.0) / A Fy, (0,2)J1(2)
11— w202]:0H (0, 0)]—'.0L (0, 0)
iw&ﬁoll (Z, 0)

= s dz' Fo, (0,2")J1(7) . 6.130
1—w292f0|(0,0)fm(0,0)/ 0.(0.2)1(=) (6:130)

—|—z'w36~3.7:"0” (Z, O)

)

= iwbFo,(2,0) |1+

Después, usando las separaciones descritas en las ecs. ((6.108)) y (6.110)), la expresién anterior
se reescribe como:

Y(z > 0) il (e 4 7pet) () (1471) / d [ L gbea g IJ
z > = — +r 2| =€ J1(2))] ,
1 — w202F,, (0,0)F,, (0,0) - 2k. 2 '

_ B bep poe | 01+ 7)) (1+7L)
2wes 1 — w?62F, (0,0)Fo, (0,0) |

_ EO@ka,Qz 6 (1~+fll) (14r1)
ks 2031 — w262 F, (0,0)F, (0,0) |

(6.131)

donde se usaron las definiciones de ((6.113)), del indice de refraccién ny = /€, y de nimero de

onda ko = wns.

Al observar esta udltima expresién para Y (z > 0) y tras comparar con la expresiéon para
E,, del articulo [I49], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que solo resta demostrar que la expresion dentro de los corchetes es el coeficiente Ryy g del
mismo articulo.

Entonces, analicemos la expresién que estd dentro de los corchetes:

_i (1+f||)(1+7"l) __i EHtJ_
2n2 1 — w202 %, (0,0)F, (0,0) 2n2 1 — w202 %, (0,0)F,(0,0)

(6.132)

donde se utiliz6 la continuidad (6.44) y (6.50) que Fo, y ]:—OH satisfacen respectivamente.
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Sustituyendo el valor del término w29~2.7:"0“ (0,0)Fo, (0,0) dado por la ec. (6.119)), junto con

la definicién de ¢ 1) y t~|| l} encontramos que:

2.2
- - - 2kz,2 kz,2
0 thJ_ B 0 kz1tkz,2 I:le +ki%2
2n5 1 — w262 F, (0,00 Fy, (0,0)  2naq _ [_ 02hz.nhz.o
OH( ’ ) OL( ’ ) 1 (kz,1+kz,2)(e2kz,1+€1kz 2)
2”29]{33,1]62,2

- _ _ .(6.133)
(ko1 + kzo)(€akon + €1k, o) + 02k, 1k, o

Al comparar esta tltima expresién con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <+ 2, esto ultimo se debe a que en ese articulo el medio con ¢; se define para
z > 0y el medio con €y se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién

para €(z) en la ec. (6.42)).

Por lo tanto, podemos concluir que:

Rryre = ——9 —— EHtL , (6.134)
277/2 1-— w292fo‘| (0, O)]:'oL (O, 0)
k.o .
Y(z>0) = Eok—%zkz’%RTM,TE . (6.135)
2

6.6.1.4. Obtencién del coeficiente Ty 7 a partir de Y (z < 0)

A continuacién, analizaremos la misma componente que en la subseccion pasada pero en la
region z < 0. Recordando que J; # 0y Jo = j, = 0 nos dio la expresion (6.130]), entonces al
sustituir las separaciones descritas en las ecs. (6.109)) y (6.110), tendremos que esa expresién
para Y (z) (6.71)) en esta regién del espacio es:

iwf (—ik” ) e k=12

2w2eg

Y(Z < O) = EHtJ— |:/ dz/Leikz,Qz’Jl(zl)} ’

1 — w?6>F,,(0,0)F, (0,0) 2k 2
Lk 0t
= —Eyetkeaz 22 I , (6.136)
2wep |1 — CL)QHQFOH (0, O)FOJ_ (0, O)

donde se usé la definicién de (6.113).

Sustituyendo el valor del término w20~2]}0” (0,0)Fp, (0,0) dado por la ec. (6.119)), junto con
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la definicién de ¢ 1) y t~|| 1} encontramos que:

2.2
é kz,Z 2kz,2
€1 €2

i P kZQ ?+kz ke1+k: 2
Y(Z < 0) = —Eoe kz1 2w7€ ,1 éfk 1k2 :
R (kz,1+kz,2)(6’2/62,’1-1-61162,2)
— _anefikz,lzk;Z,2 28kz,1kz,2 _ 7
w (kZ,l + kz72>(€2kz,1 + 61]'{72,2) + 92]{7z,1kz,2
s 200, k2
T ~ 2 (6.137)

k1 (ksq + ko2)(eak,n + €1ks0) + §2kz,1/€z,2 7

donde se usaron las definiciones del indice de refraccién n; = /€; y de nimero de onda k| = wny
en la iltima igualdad.

Al comparar esta ultima expresion para Y (z < 0) y tras comparar con la expresién para
E, 5 del articulo [I49], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que el coeficiente es el mismo, salvo el cambio 1 <+ 2. Esto ultimo se debe a que en ese articulo
el medio con ¢; se define para z > 0 y el medio con ¢, se define para z < 0 como se puede
constrastar con nuestra definicién para €(z) en la ec. (6.42)). Por lo tanto,

- kik. o e
TMTE 2kskanine 1 — w2027, (0,0)F, (0,0)
_ e oty (6.138)
2k:1m3 1 — w202 F;,(0,0)Fo, (0,0)
ok,
Y(z<0) = —Eoe—zwk—’lTTM,TE. (6.139)
1

6.6.2. Coeficientes modificados de reflexién y transmision para la
polarizacién TM

En esta subseccion nos enfocaremos en la polarizacion TM con la misma configuracion
considerada para la polarizacion TE. Luego, consideramos luz incidente en el plano k. —2 y
definimos la polarizaciéon TM como la polarizacién con Ej, # 0, E, # 0y E,, = 0, como se
puede observar en la Fig. . De esta manera, para que Ej, # 0, E, # 0 y poder recuperar
la polarizacién TM de ED estandar, deberemos pedir que J; # 0y Jo = 7. = 0.

Nuevamente, como solo nos interesa saber como la interfaz refleja o transmite la luz en pre-
sencia del #-plano, sin estudiar la radiacién, usaremos la separacién de los factores de ambas FG
Fo, ¥ Fo, en cada componente del campo electromagnético como se muestra en las ecuaciones

(6.103)-(6.111).
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6.6.2.1. Obtencién del coeficiente Ry 7y a partir de Y(z > 0)
Considerando lo anterior para la region z > 0 y al usar la ec. (6.71)) se tiene que:

Y(Z > 0) - (e—zkz,gz_{_?:”ezkzgz) |:2Zw_2,:/dzlezkz,2z JQ(Z,):|
2
e 7;kz 7 22’ =~ 7 z QZI
w0k, (655 4 7y ethene) Fo,(0,0) fdz’%i—QfQ~ [eh=27" 4 7 eth=27] ()
2w2es 1 — w262F,, (0,0)F, (0,0) ’
I L
B (et ey etz e WO, (0,0)
Ky ky 2wer 1 — w262 F; (0,0)F, (0,0)
(6.140)
donde hemos definido
Ey = ! /dz'eikz*zz'JQ(z') = L/dz’eikzv2zlJ2(z') . (6.141)
2w, /€ 2ko

Ahora bien, recordando la ecuacién (6.117]), se tendra que la ltima expresién para X (z > 0)
queda de la siguiente forma:

kz,Z
ko

ko p @207 (L + 7)) Fo, (0,0)Fo, (0,0)

k21— w202F, (0,0)F,(0,0)
w?0?(1 + 7)) Fo,(0,0) Fy, (0,0)
1 — w?02F,,(0,0)Fo, (0,0)

Y(z>0) = —E, (6—ikz,2z + 7::”62'162722) _ ik

’

- k;z 2 1 — g kz 2
_ —E0—76_Zkz‘22 . E0€Zkz’22—’
2

7 . (6.142)

Al observar esta tultima expresion para Y(z > 0) y tras comparar con la expresién para
E,; del articulo [I49], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que solo resta demostrar que la expresién dentro de los corchetes es el coeficiente Ryarar del
mismo articulo.

Entonces, analicemos la expresién que esté dentro de los corchetes:

- w?62(1 +~f||~)]:'0” (0,0)F0, (0,0) _ 7 + w2ﬁo~2ff°“ (0,0)F, (0,0) | (6.143)
0 R (0,005, (0,0) 1 —w22F, (0,0)F, (0,0)

Sin embargo, al sustituir el valor del término w20~2]-"0” (0,0)F0, (0,0) dado por la ec. (6.119
junto con la definicién de 7| (6.65) encontramos que:

€1 €2

~ o~ _ kz,l_kz,2 _ é2kz,1kz,2
7:” + w292.7-"0” (0, O)./—'.()l (0, O) k?1 +,;j2 (kz,14k2,2)(e2kz,1+€1k2 2)
1 — w262 F;, (0,0)F, (0,0) 1— Ok ks 2

* (ka1+k2)(eaks,1Ferks 2)
_ (kg +k.2)(€rk.o — €2kzn) + (?2/%,1/%,2 o (6.144)
(kz,l + kz,Q)(Gka,l + 6l'I{;z,Q) + 02kz,1kz,2
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Al comparar esta tltima expresion con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <> 2, esto 1ltimo se debe a que en ese articulo el medio con €; se define para
z > 0y el medio con €5 se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién

para €(z) en la ec. (6.42)).

Por lo tanto, podemos concluir que:

w?6*(1 + 7)) Fo, (0,0)Fo, (0,0)

R R ) , 6.145
FMTM T — w20 F, (0,005, (0,0) (6:145)
V(z>0) = —Ey—2e ka2 _ E062k2’2z—’2.RTM,TM = —Fy—=2 (72 + ™2 Ryagrur)
k’z k'2 k2

(6.146)

6.6.2.2. Obtencién del coeficiente Ty 7y a partir de Y (z < 0)

A continuacién, analizaremos la misma componente que en la subseccion pasada pero en la
region z < 0. Recordando que Jy # 0y J; = j, = 0, junto con la separacién descrita en la ec.

(6.111)), tendremos que la expresiéon para Y (z) (6.71)) en esta region del espacio es:

2w2€qy

- ik, : /
Y(Z < 0) = —tHe_Zszz [ W22 /dZIGZkZ’QZ JQ(Z/):|

ik.y WHOPFy, (0,0)8 [ o' 52 eih=a? (o)
2w2es 1— w292]:0” (0,0)Fo, (0,0)

ks 1z

Y

= _E()@e—ikz,lz -£|| + WQéQJT:;oH (~0, O)JT"OJ_ (O, O)fH
ka i 1 — w292f0” (0, O).FOJ_ (O, O) )

= _E()@e—ikz,lz _ t” ' (6147)
ko |1 — w202 F,,(0,0)F0, (0,0)

donde se usé la definicién ((6.141]), junto con (6.117) y la continuidad de .7:"0H 6.50)).

Observando esta ultima expresion para Y (z < 0) y tras comparar con la expresién para
E, > del articulo [I49], encontramos que ambas tienen la misma dependencia funcional en z y
que solo resta demostrar que la expresion dentro de los corchetes es el coeficiente Ty as del
mismo articulo.

Entonces, al sustituir el valor del término w20~2]}0” (0,0)Fo, (0,0) dado por la ec. (6.119),
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junto con la definicién de t~|| 1) encontramos que:

- €2

kz,2
_ n k272 —ik, 12 ’:zl,1 + ’:z22
Y(2<0) = —Eok—ze ; ) Fob i ,
| (ka1tks2)(e2ks,1Ferks 2)
_ E kZ72 —iky 12 Q(kz,l + kZ,Q)kZJGQ
pr —_— 0_6 ’ — ,
kQ _(kz,l + kz,Q)(Gka,l + Elkz,Q) + ezkz,lkz,Q
= —Bpmiterther |2 o+ Kuz)heas - . (6.148)
ki | T2 (koq + ko2)(e2kon + €1kz ) + 02k, 1k, o

donde se usaron las definiciones del indice de refraccién n,o = /€12 y de nimero de onda
k19 = wny o en la ultima igualdad.

Al comparar esta tultima expresion con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <> 2, esto 1ltimo se debe a que en ese articulo el medio con €; se define para
z > 0 y el medio con €5 se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién

para €(z) en la ec. (6.42)).

Por lo tanto, podemos concluir que:

4l

T = — , 6.149
P T 22 (0,0) 5, (0,0 (0149
Il L
sk,
Y(2<0) = —E k’leﬂkz’lzTTM,TM . (6.150)
1

6.6.2.3. Obtencidn del coeficiente Rrp 7y a partir de X(z > 0)

En esta subseccion estudiaremos la componente X del campo en la regién z > 0. Recordando
que Jy # 0y J; = j, = 0, junto con las separaciones descritas en las ecs. (6.108]) y (6.110]),
tendremos que la expresién para Y (z) (6.71)) en esta regién del espacio es:

~1 (1 +7r dz”k“ ikz22 ],
X(z>0) = —iwf it e pe (LT T1) J 425052 (/)
2kz 2 1- w292f0|\ (0’ O)FOJ_ (07 O)

_ ptkz 22 9 1 1 =
_ ;- A+ (1+7) (6.151)

2ny 1 - w262F;,(0,0)F, (0,0)
donde se utilizé la definicién (6.141)) y la de indice de refraccién ny = /€.

Y

Luego, utilizamos la continuidad de ]}OH y Fo, y encontramos que:
0t .1

X(z > 0) = Epe*=2* | — ——
2”2 11— w292.7-"0H (0, 0)./'_"0L (0, 0)

(6.152)
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Al observar el término del corchete con la ec. ((6.134) encontramos que son iguales. Por lo
que Rrgrv = Rravre, lo cual es consistente con el articulo [149].

Por lo tanto, podemos concluir que:

R B 1 étJ_EH
TETM 20y 1 — w2027, (0,0)F, (0,0)
X(z2>0) = Epe™2*Rpyrp . (6.153)

6.6.2.4. Obtencidn del coeficiente Trg ) a partir de X(z < 0)

En esta subseccion analizaremos la misma componente de la subseccién pasada pero en la
region z < 0. Recordando que Jo # 0y J; = 7, = 0, junto con las separaciones descritas en las
ecs. (6.109) y (6.111)), tendremos que la expresién para X (z) (6.70) en esta regién del espacio
es:

Sl 1 [ e eth=22" ], (2')

X(z<0) = —iwd 2%“’352 :
2k 2 1 — w262 F;, (0,0)F, (0,0)
o ) ¢l
— Eoe—zkz,lzi _ LY ’ (6154)
2”2 1-— w292.7-"0” (0, O)./—'.OJ_ (0, O)

donde se utilizé la definicién (6.141) y la de indice de refraccién ny = /€.

Luego, al sustutuir el valor de w26~25'-"0” (0,0)F0,(0,0) dado por la ec. (6.119), junto con la

definicion de ¢ 1D y EH 1) encontramos que:

_ ) tit
X(z<0) = Eye =7 0 4 ,
2’/7,2 1-— w292f0” (O, ()).FoL (0, 0)
. —26
S N Onsksaken : (6.155)
(ko1 + kzo)(€akon + €1k, o) + 02k, 1k, o

Al comparar esta tltima expresion con la del articulo [149] encontramos que son la misma
salvo el cambio 1 <> 2, esto 1ltimo se debe a que en ese articulo el medio con €; se define para
z > 0 y el medio con €5 se define para z < 0 como se puede constrastar con nuestra definicién

para €(z) en la ec. ((6.42)).

Por lo tanto, podemos concluir que:

Trerm = 0 = il ; (6.156)
27712 1-— w202]:0H (O, 0)~F0L (0, 0)

X(Z < 0) = —Eoe_ikz’lzTTETM , (6157)
(6.158)
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6.7. Funcién de Green extendida para el campo eléctrico

En esta seccién procederemos a extraer la FG extendida del campo eléctrico (6.81)) para
una fuente arbitraria. Sabiendo la relacién que existe entre cada componente y las corrientes
J1 (6.37), Jo (6.41]) y 7.. El objetivo es encontrar una expresién del siguiente tipo:

E'(z;ky,w) = /dz'Gij(z,z’;kL,w)jj(z’;kL,w) , (6.159)

donde G"j(z, 2/; k) ,w) denota a la funcién de Green extendida y j7(z; ki, w) = (jk, , jm,j-)- En
esta notacién ¢ = 1 etiqueta a la componente que apunta en la direccién del vector k 1,1=2
rotula a la componente que apunta en la direccién del vector m e ¢ = 3 etiqueta a la componente
que apunta en la direccién del vector Z. Vale la pena hacer énfasis en que la G! j(z, 2k, w)
de este capitulo no es la misma que la FG del Capitulo 4| pues aquella conecta el cuadri-
potencial A* con las fuentes J* y esta conecta el campo eléctrico con las fuentes J* , Jo

(©6.41) y j.

Comencemos por la componente E' = Y'(z) (6.71)), la cual se puede reescribir como sigue:

Bl(s) = /dz’ [_]:_OI (o) — w*0>Fo, (2,0)Fo, (0,0)Fo, (O,z’)] To(2)

1 — w?62F,,(0,0)F, (0,0)

1+

B P , W20~2]}0H (Ou O)‘FOL (07 0) /
+/dz iwdFo, (2,0)Fo, (0,2) — Ji(2'),
1-— w26’2]-"0” (0, O)./T'-[)l (0, O)

N /dZ’ —Fo, (2 Z,)_w2§2f0”(z,0)}"@(0,0)]}0|(O,z’) Jo(2')
N A 1 — w202F, (0,05, (0,0) |

, Z'LUHN./—:'[)H (Z, O)fOL (07 Z/) /
* / 4 [1 — R, (O,O)EM(O,O)] A R

donde se omiti6 la dependencia en k| y w.

Después, sustituimos las corrientes J; y Jo dadas por las ecuaciones (6.37) v (6.41]) respec-
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tivamente, como se muestra enseguida:

. A _wzéz]:“ou(z,O)]—'oL(O,O)JEOH(O,z’) I
E(z) = /dz [ Fo,(z,2) 1_W29~2~7}0H(070)~7:04(070> ] [ 4k - jo( )]

N 202 F, (2,0)F,, (0,0)Fo, (0, 2’
+/dz' —]:OH(Z,Z’)—W 0”(Z~ ~> 0,(0,0) 0”( i
1-— (A)QQQF()” (0, O)]:()l (0, O)

9 J=(2")

4 _ v 7
<Limhigs ()]
—|—/dz’ in}:OHEz,O)fol(O,z')

1-— w292‘/—"()” (0, O)Fol (0, O)
5 202 Fy (2,0)Fo, (0,0)Fy, (0, 2/
B /dz/ }—OH(Z,Z/)—i-w 0”(2; ~) 0. (0.0 O”( ?)
1 — w202 F,,(0,0)F, (0,0)
[ iwlF, (2,0)F, (0,2
—i—/dz’ " NOHEZ 170,(0.2) [iwdrj? ()]
i 1-— w202]—"0H (0, ())./'—"()L (0, 0)
/ ik OFo (2,2) ik, w02 Fo (2,0)F,(0,0)  0F (0,2
T Ay T s o T ;
k% 0z k21— w202 F, (0,0)F0, (0,0) 02
x [iwdrj®(2)] |

] [—iwdmm - j, (2)]

] [iwdrj* (2]

(6.161)

donde ya se sustituyé j! =k, -ji, j2 =1 -ji, j3 = j. v se integré por partes el término
con la derivada parcial con respecto a z’ en la ultima igualdad.

Tras realizar el mismo procedimiento para la componente E? = X(z) (6.70)), se tendré lo
siguiente:

B - [ar [ IPL0R0
1-— w26’2.7-"0” (0, O)f()l (0, O)

] [idmw;it ()]
w20 Fo, (2,0)F,(0,0)F, (0, 2')
1 — w?02F,,(0,0)F, (0,0)

+/dzf wky 6F, (2,0) 0F0, (0. 7)
i k:gl 1 — w2§2ﬁ0” (0, 0)f0L (OJ O) az,

+/dz' Fo, (z,2)+

] [iwdmj?(2")]

] [idmwi®(2)] . (6.162)
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Andlogamente, para la componente E? = E. (6.80)), resulta lo siguiente:
ik OFo (2,7 kL w? OFy (2,0)  62F,, (0,0)F, (0,2
pe) - [ | R Bl o e s s
Pl z 2! z 1 — W 62?0” (0, O)F(]J_ (0, 0)
[ 0Fo, (2,0 ) 4
+ / ds kfj_;d OH( ) ~9‘TOL (07 < ) [i47rwj2(z')}
I kZ 0z 1 — w?02F,(0,0)F, (0,0)
[ k2 92F (2, 7)
d ! 1 I
+/ © k2k%, 020z
kiw2 é2f0L (O, 0) a‘/_:.OH (Z, O) a‘/_:'OH <O7 Z,) . .3/
T — - [idmwi?(2)] .
k2K 1 — w262 Fy (0,0)F,,(0,0) 0z 0z
(6.163)

Cabe destacar que en todas estas expresiones se factorizé i4mwjt, para leer explicitamente

los términos con # y también para propdsitos de comparacién con los resultados expuestos en
[114] para la ED estédndar.

Finalmente, a partir de la relacién (6.159) se lee de las ecuaciones (6.161)), (6.162)) y (6.163)
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que las componentes de la FG extendida del campo eléctrico son:
w02 Fo, (2,0)Fo, (0,0)Fp, (0,2

1 — w?62F,,(0,0)Fo, (0,0)
iwé]:"o” (2,0)Fo, (0,2")

G'(z,7) = ﬁon(z,z’)—l—

?

G12<Z>Z/) = - o o )
1— w202]:0H (O, 0)~F()L (0, 0)
o iky 0Fo (2,2) ik, w?0?Fo,(2,0)F, (0,0) 9F,(0,2)
Calo?) = T TR I ewr 0
o z o 1 — w20 ]:OH (O,O)]:()L (0,0) z
G () = iwdFo, (z,0)Fo,(0,2)

1 — w2027;,(0,0)F, (0,0)
w?0?Fo, (2,0)Fp, (0,0)Fo, (0, 2')

G%(2,7) = Fo (2,7)+ — , 6.164
2(2,7) 0, (% 7) 1 — w262 F;, (0,0)F, (0,0) (6:164)
j dFo, (0, 2/
G?4(z,7") = w? 6%, (2,0) 0”(, & ;
ko 1—w262F (0,0)F,(0,0) 0z
. , ik, 0Fo,(2,2') ik, 0F,(2,0) w?6F (0,0)F, (0,2
G(2,7) = 37— —+ 3 = )
K2 0z B 02 1 wPF, (0,005, (0,0)
0Fo, (2,0 ) !
G32(2,Z/) _ kl—;‘j OH< ) ~9‘TOJ_ (07 Z) :
0 1-wF (0,005, (0,0)
o) — K2 0°F (2,2 Nt 62F, (0,0) 0Fo,(2,0) 0F, (0,2
3V N k2k%: 020z k2k% 1 — w20~2]30H (0,0)F, (0,0) 0z 0z ’

donde podemos observar que las componentes G',, G2,, G2, y G3, son proporcionales a 0 y
entonces estaran relacionados con los coeficientes de mezcla Ryyrre (6.134), Trare (6.138),
Rrpry (6.153) vy Trerar (6.156]). Esto deberd generar nuevos efectos, ya que en ED estandar

estos coeficientes son cero (pues no hay mezcla de modos en esta configuracién), lo cual se

recupera al hacer al hacer 6 = 0.

6.7.1. Relaciones de reciprocidad de Lorentz y Onsager para la FG
extendida

En ED estandar la relacién de reciprocidad o principio de reciprocidad de Lorentz que

establece la reversibilidad de los caminos 6pticos, es decir, la simetria ante intercambio de

posiciones y orientaciones de las fuentes y los campos se satisface para un material reciproco.
Dicha relacién para una FG G*, que describa a dicho material es la siguiente [150] [151]:

G, (x,xw) = G, (¥, x;w) . (6.165)
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A los materiales cuya FG cumplan esta ecuacién, se dice que respetan la simetria de inversion
temporal.

Sin embargo, de acuerdo con el articulo [I50] un medio que consista en dos partes isotrépicas
(como el que estudiamos en este trabajo) se le denomina medio no reciproco si los pardmetros
de mezcla de los campos eléctrico y de induccion magnética tienen una contribucion con valores
reales, en nuestro caso dicho parametro es 6 asociado al @-plano (aislante topolégico) el cual
rompe la simetria de inversion temporal. Entonces, esto implicaria que la relacién de reciproci-
dad no se deberia de satisfacer para la FG extendida de la ec. .

Con base en lo anterior, a continuacién procederemos a verificar que las componentes de la

FG extendida (6.164) no satisfacen (6.165)). Comencemos por las componentes G, y G?:

iwhFo, (2,0)F, (0,2
1 — w262 F,, (0,0)F, (0,0)
iwhFo, (2',0)Fo, (0, 2)

= G (Y, zw) = — : (6.166)
1 — WQHQ.FOH (0, 0).;2)L (0, 0)

GQl(Za Z/; w) =

Comparando con la expresién para Gl

O (2 ) = — BT (20070, (0,7) (6.167)
A 1 — w202F,, (0,0)F, (0,0)

se puede concluir que:
G* (7, z;w) £ GLY(, 7 w) . (6.168)

Como basta con que una componente no cumpla con la relacién, entonces concluimos que
la FG extendida no cumple con (6.165)).

Pese a que tratamos con un medio no reciproco, existe una relacion més general que el
principio de reciprocidad de Lorentz: la relaciéon de Onsager [150} 151], la cual contiene a la
anterior como caso particular y que se enuncia a continuacion para una cierta FG G*:

G" (x,x;w) = G",(x,%; —w") . (6.169)

Esta relacion resulta fécil de probar para las componentes de la FG extendida (6.164)) ya
que Fo, Fo, , k? dependen de w? € R, lo cual hace que todos esos términos se queden iguales.
Luego, tras hacer los conjugados que afecten sélo a los factores de i, se puede ver que se verifica

la relacién de (6.169)).



Capitulo 7

Conclusiones

La 6-Electrodinamica (-ED) es una extensién topolégica de la Electrodindmica de Max-
well, cuya accion consiste en la accién de Maxwell mas el invariante de Pontryagin abeliano
de 4 dimensiones acoplado a un campo escalar 6. Esta extension tiene la misma forma que la
Electrodindmica axiénica de Wilczek [§], salvo que el campo escalar 6 de la §-ED es constante
por pedazos [9]. Se trata de un modelo efectivo de la respuesta electromagnética de materiales
magnetoeléctricos [I] que pueden ser: los antiferromagnetos [3], los aislantes topolégicos [4] 5, 6]
y semimetales de Weyl [7], por mencionar algunos.

En esta tesis hemos estudiado la respuesta electromagnética de los materiales magneto-
eléctricos ante fuentes externas dependientes del tiempo por medio de la 6-ED, lo cual consiste
en la generalizacién del trabajo hecho en los articulos [10, 1T, 12] que estan destinados al es-
tudio de la respuesta de dichos materiales ante fuentes externas estaticas, materiales que en el
contexto de la -ED se denominan #-medios. Ahora bien, tomando como base el articulo [13],
que fungié como una primera extensién del estudio al caso de fuentes externas dindmicas, en
esta tesis adaptamos el método de la Funcién de Green (FG) de ese mismo articulo [I3] para
estudiar la respuesta electromagnética de los #-medios con simetria plana con miras a analizar
con detalle las modificaciones a la radiacion electromagnética para dos configuraciones genera-
les: (i) dos f-medios con la misma permitividad eléctrica constante € y diferentes pardmetros
efectivos 6 separados por una interfaz ¥ localizada en el plano z = 0 y (ii) dos -medios con di-
ferentes permitividades eléctricas constantes €1, €5 y diferentes parametros efectivos 6 separados
por una interfaz X localizada en el plano z = 0. Cabe destacar que en ambas configuraciones
la permeabilidad g de los medios se tom6 igual a 1.

En el capitulo 4| determinamos la FG dependiente del tiempo para simetria plana y un
solo medio dieléctrico homogéneo que corresponde a la configuracién (i) descrita en el péarrafo
anterior. Esta FG conecta el cuadripotencial con las fuentes externas y una vez calculado el
4-potencial se puede obtener el campo electromagnético. Se logré obtener una expresion analiti-
ca de la FG en el espacio de coordenadas dada por la ec. , la cual respeta la causalidad
estandar de la Electrodindmica de Maxwell. Se encontré que esta FG ya no es una funcién
como es en el caso de la ED estandar, sino que es una matriz de 4x4 entradas. De hecho, el
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primer término de las componentes GO (z, 2') y G* j(x,2") en es la FG retardada de la ED
estdndar para la configuracién mencionada [86]. Luego, las componentes G°;(z, '), inexistentes
en la ED estandar, codifican el EME de los f-medios. Después, tras analizar el segundo término
de la componente G%(z,2’) en cada semi-espacio, es decir, analizando los casos z > 0y z < 0,
se le interpreta con la imagen de la fuente puntual con magnitud proporcional a —62 /(4n? —H§2).
También, se logré indentificar que los términos que tienen la funciéon de Heaviside de se
interpretan como el potencial de un monopolo magnético puntual como se expone en [87] y en
el apéndice [G] de esta tesis doctoral. Finalmente, los términos que involucran la funcién rampa,
aun no les fue posible hallar una interpretacion fisica de lo que esta funcién de distribucién
significa en el contexto de la 8-ED. Pese a no cubrir este detalle importante, la obtencién de
una forma analitica de esta FG no se ha reportado en la literatura que conocemos y representa
un paso importante en el objetivo de esta tesis. Sin embargo, la falta de este detalle y su dificil
manejo operacional, particularmente el de la funciéon rampa y la de Heaviside nos llevaron a
estudiar la FG en la aproximacién de campo lejano.

En la segunda parte del capitulo [f] se determiné la FG dependiente del tiempo para simetria
plana y un solo medio dieléctrico homogéneo que corresponde a la primera configuracién (i)
descrita dos parrafos arriba en la aproximacién de campo lejano. Recalcamos que esta FG co-
necta el cuadripotencial con las fuentes externas y una vez calculado el 4-potencial, se puede
obtener el campo electromagnético. Se logrd obtener una expresion analitica para dicha FG al
aproximar las integrales correspondientes por medio de una modificacion del método de stee-
pest descent que constituye una combinacién de las ideas de Batos [95] [96] y Wait [97]. Esto
dio como resultado la expresién analitica de las ecs. (4.79)), (4.139) y (4.218)). Los resultados
arrojados por este método generalizan los resultados obtenidos previamente por el método de
la fase estacionaria [94] 107, T08] y por el método de steepest descent [94], [108] reportados en el
articulo que publicamos [109] y que conforman las ecs. ({£.79)), (E-21) y (E.43) del Apéndice [E]
La FG definida por las ecs. (4.79), (4.139)) y (4.218]) esta bien regularizada en ¥ = 7/2 y contie-
ne la contribucion de los polos que se traduce en la presencia de ondas superficiales cilindricas
axialmente simétricas [I13] y ondas planas superficiales como se expuso en la subseccién .
Una estupenda aplicacion para analizar a profundidad el comportamiento de este tipo de ondas
seria el estudio de la radiacién de un dipolo eléctrico o magnético con distintas orientaciones
ante estos f-medios. Pero esto se pospondra para un trabajo futuro. Otra caracteristica impor-
tante de esta FG es la presencia de dos fases debida al término R = r —n, - x| + |2/ cos | en
la primera exponencial de los términos (4.139)) y (4.218]). Si el argumento del valor absoluto es
negativo, entonces se recupera la fase de la ED estandar. Mientras que si el argumento del valor
absoluto es positivo, entonces se tendra una fase diferente que se vera reflejada en cantidades
observables, e.g. la potencia radiada.

En el capitulo [5| hemos considerado la radiacion producida por una particula cargada que
se propaga con velocidad v constante en la direccion perpendicular a la interfaz > entre los
dos #-medios, dicha direccion estd dada por el vector @1 en la Fig. cuyas respuestas elec-
tromagnéticas se rigen por medio de las ecs. de Maxwell modificadas -. En la primera
parte de este capitulo, se estudié el caso del campo electromagnético en el espacio de coorde-
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nadas con € = 1 y al restringirnos sélo al analisis del Caso 6 de la Tabla se pudo descubrir
que si habra radiacion ya que el campo eléctrico dado por las ecs. y decae como
r~! lo cual es un resultado nuevo e interesante que contrasta con el caso de la ED estdndar
donde no hay radiaciéon como se puede observar al hacer 6 = 0 en dichas expresiones. También,
se observé que el campo eléctrico proporcional a 2§q/ (4 + 9~2) en las ecs. y esta
en la direccién qAb y que coincide con la derivada parcial con respecto al tiempo del potencial
vectorial del monopolo magnético de las ecs. (G.27)) y (G.28) del Apéndice , lo cual permite
asociarle un origen magnético a esos términos e identificando g = 20q /(4 + 6?) como la “carga
magnética” asociada, todo como consecuencia del EME. Sin embargo, atin resta estudiar mas a
fondo las caracterisiticas de este campo eléctrico en el espacio de coordenadas, su distribucion
angular y su potencia total radiada. Ademds de analizar los otros casos de la Tabla [5.1]

Luego, en la segunda parte del mismo capitulo, se estudié el caso de la aproximacién de
campo lejano, para la misma particula pero con velocidad constante y mayor que la velocidad
de la luz en los medios, descubrimos la emisién de RVC reversa, codificada en la distribucién
angular dada por la ec. e ilustrada en la Fig. [5.4. Estos 6-medios son derechos y se en-
cuentran en la naturaleza en forma de materiales magnetoeléctricos y artificialmente en forma
de aislantes topoldgicos, que tienen permitividad, permeabilidad e indice de refraccién positivos.

Las principales caracteristicas de la RVC reversa que descubrimos ahi son: (i) La condicién
umbral v > ¢/n para la velocidad de la particula se debe satisfacer como en el caso estandar. (ii)
La RVC ocurre para todas las frecuencias en el espectro de la RVC vy estd siempre acompaiada
de la RVC anversa. (iii) La pérdida de energfa por unidad de frecuencuas de la RVC reversa
estd fuertemente suprimida con respecto a la salida de la RVC anversa de acuerdo con la ec.
. Una comparacién con las mediciones de RVC reversa en metamateriales por medio de
la interpretacién de la supresion del efecto como la deteccion de radiaciéon con una fecuencia
efectiva wesp = wh? /8n?%, de acuerdo con la ec. . Los detectores Cerenkov estdndares tra-
bajan en el rango de 140 — 800 nm que corresponde a 8.9 — 1.6 eV respectivamente. Tomando
un promedio de 500 nm (2.5 eV), esperamos RVC reversa detectable a una frecuencia Weff €N
el rango de 4 x 1073 meV para 6 = « hasta 0.5 meV para 6 = 1la respectivamente, usando
TIBiSe, como f-medio. Sin embargo, mediciones recientes de la RVC reversa muestran que
nuestras estimaciones estdn dentro de las capacidades experimentales. Por otro lado, la RVC
ha sido recientemente medida a una frecuencia de 2.85 GHz, que equivale a 1.2 x 1072 meV en
un metamaterial all-metal que consiste de una guia de onda cuadrada llenada con anillos reso-
nadores divididos y eléctricamente complementarios [I32]. Aparte, la RVC reversa en el rango
(3.4—3.9) x 1072 meV también ha sido corroborada en un arreglo de dipolos electromagnéticos
en fase usado como modelo de una particula mévil cargada [130].

Nuestras estimaciones para d? Egrcr/dtdw reportadas en la Tabla estan en el rango de
1073 — 1072 pW/eV en el intervalo completo de frecuencias 1 — 8 eV. Las magnitudes aqui
reportadas son mds pequeiias por un factor de 1072 que la méxima salida predicha tedrica-
mente en el intervalo de 5.7 — 6.5 eV en una gufa de onda metal-aislante-metal [133]. Dicha
guia de onda tiene un espesor de ntcleo de a = 20 nm, los polaritones plasménicos superficiales
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se excitan a través de un electron que se mueve a una velocidad v = 0.8 y producen RVC reversa.

Un argumento cualitativo para la existencia de la radiacién Vavilov-Cerenkov reversa en
f-medios se puede dar al extender la interpretacion de los campos estaticos producidos por una
particula cargada y localizada en frente de un aislante topolégico en términos de sus iméagenes
eléctricas y magnéticas [8, [10, 11}, [13], B0, 152]. Cuando la carga ¢ se mueve de la regién 1 a la
region 2, como hemos asumido aqui, el efecto de la interfaz 3 se puede reemplazar al introducir
una carga imagen, cargada y movil de magnitud ¢ = —q0? /(4n? + 52) junto con un monopolo
magnético imagen también mévil con magnitud § = 2¢6/(4n* + 62), ambos localizados en la
region 2 y moviéndose hacia la region 1. Estas imédgenes contribuirian a los campos fisicos sélo
en la regién 1 con su propia RVC anversa en la zona de campo lejano, la cual resulta tener
la direccién opuesta con respecto a la carga incidente. Como se muestra en la Ref. [86], un
monopolo magnético g propagandose a una velocidad v > 1/n también produce un cono de VC
anverso, con energia radiada por unidad de longitud y por unidad de frecuencia dada por

dE? 2 1

monopolo ge

— =—11- 7.1
dzdw 7r < UQnQ) ’ (7.1)

en completa analogia con la ec. . Desde este punto de vista la contribucién dominante a
la RVC reversa surgirfa del monopolo magnético imagen ya que g ~ 0 y la carga imagen eléctri-
ca contribuirfa con términos de orden més alto pues G ~ 6*. Es claro que se necesita un calculo
mas detallado de los campos de radiacién en la region 1 producidos por esta configuracion para
probar esta interpretacion, en particular para verificar que el factor final que depende de 6
tendra la forma correcta dada en la ec. . Como es bien sabido, las cargas imagenes son
so6lo herramientas matematicas muy utiles en la descripcion de fenémenos electromagnéticos y
no representan entes fisicamente existentes. En nuestro caso, la respuesta fisica del medio se
da a través de densidades de carga eléctrica que varian en el tiempo y también por corrientes
de Hall inducidas en la superficie > debido al efecto magnetoeléctrico. La verificacién de la
interpretacion de arriba estd mas alla del alcance de la presente tesis doctoral y se pospondra
para un trabajo futuro.

En el capitulo [f] determinamos la FG dependiente del tiempo para simetrfa plana y un
medio dieléctrico inhomogéneo cuya discontinuidad coincide con la de los #-medios en z = 0
que corresponde a la configuracién (ii) descrita al final del segundo pérrafo de este capitulo.
Esta FG conecta las fuentes externas J; , Jo y 7. con el campo eléctrico. A dife-
rencia de la FG del capitulo 4] aqui no se pudo hallar una expresion analitica para el espacio de
coordenadas ni para el espacio de frecuencias ya que no existe una expresion cerrada ni para
el caso de ED estandar [114]. No obstante, se logré determinar las ecs. de los modos normales
de la 6-ED dadas por y . Mas ain, debido a que dichas ecuaciones estan acopla-
das entre si, se encontré que los modos normales L y || de la ED estandar [144] se mezclan
cuando € # 0. Luego, se logré determinar las expresiones de los ocho coeficientes de reflexién
y transmisién modificados dados por las ecs. (6.121)), (6.128)), (6.134)), (6.138)), (6.145)), (6.149)),
(6.153) y (6.156)), los cuales estan dados en términos de las FGs libre, el pardmetro efectivo
0 y los coeficientes de reflexién y transmision de la ED estdandar. Ademas, en la seccion




197

se exhibié que las ocho expresiones de dichos coeficientes modificados se pueden reescribir en
términos de las permitividades €¢; y €3, las componentes en la direccion Z del vector de onda
en cada semiespacio k1 y k.2, de los indices de refraccién ny y nq, y del pardmetro efectivo 0.
De este modo, se reprodujeron en su totalidad los resultados del articulo [149).

A diferencia de las FGs del capitulo[d] la FG del capitulo[6], cuyas componentes estédn dadas
por la ec. , s6lo se pudo determinar hasta cuadraturas ya que se debe recordar que las
dependencias explicitas en k| y w han sido omitidas a lo largo de este capitulo. De la FG
se encontré que sus componentes Gy, G2,, G2, y G®, son proporcionales a 6 y entonces estarfan
relacionados con los coeficientes de mezcla Rrarre , Trvre , Rrerm (6.153) v
Trerm . De este modo, se deberan generar nuevos efectos, ya que en ED estandar estos
coeficientes son cero pues no hay mezcla de los modos normales en esta configuracién, lo cual se
recupera al hacer al hacer 6 = 0. Luego, con las componentes de la FG dadas por la ec. ,
se procedié a analizar si éstas satisfarian la relacién de reciprocidad o de Lorentz (6.165) y
encontramos que no se satisfizo dicha relacion. Lo anterior implica que la FG dada por la ec.
(6.164]) no respeta la simetria de inversiéon temporal como se discutié en la subseccion con
base en las Refs. [I50] [I51].

Aqui es justo mencionar que un pendiente por cubrir y que constituird un trabajo futuro,
sera estudiar el régimen de campo lejano para la FG dada por la ec. . Para ello, el método
de steepest descent modificado de Banos [95, 96] y Wait [97] expuesto en el capitulo 4] resulta
adecuado para hallar una expresion analitica en dicho régimen. Més atin, de acuerdo con las
Refs. [90} 94, 104, 107, 113] la aparicién de ondas superficiales cilindricas axialmente simétricas
es inevitable en ED estandar cuando hay una fuente electromagnética inmersa en un medio
dieléctrico con una inhomogeneidad sélo en la direccién de z. Esto implica que la FG dada por
la ec. debe ser capaz de reproducir estas ondas superficiales al hacer § = 0 y este método
nos permitiria obtenerlas y describirlas como se hizo en la subseccion de esta tesis doctoral.

Pese a no haber logrado hallar una expresion analitica para la FG dada por la ec. (6.164) en
el régimen de campo lejano y por consiguiente no haber realizado una aplicaciéon concreta, vale
la pena hacer un 1ltimo comentario sobre su posible aplicacién a la radiacién producida por
una particula cargada que se propaga con velocidad v constante en la direccién Z perpendicular
a la interfaz ¥ entre los dos #-medios (el mismo sistema estudiado en el capitulo [5)). En ED
esténdar dicho sistema no sélo genera radiacién Vavilov-Cerenkov sino también radiacién de
transicion [153), [154]. Considerando esto y el hecho precedente de que el campo eléctrico radiado
por esta particula dado por las ecs. (5.115), (5.116)) y (5.117) estudiado en la seccién
del capitulo |5| dio lugar a radiaciéon Vavilov-Cerenkov reversa [109] en los MEs aparte de la
anversa usual, es posible esperar que en la configuracién mas general con MEs con €; # €5 del
capitulo @ no sélo se vuelva a presentar la radiacién Vavilov-Cerenkov reversa sino que venga
acompanada de radiacién de transicion reversa. La verificacion de esta conjetura esta mas alla
del alcance de la presente tesis doctoral y se pospondra para un trabajo futuro.

Finalmente, es necesario dar unos comentarios sobre el campo de aplicacién de los resulta-
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dos obtenidos en esta tesis doctoral. Todos los resultados de esta tesis se aplican para cualquier
material que presente el efecto magnetoeléctrico, de tal forma que su respuesta electromagnéti-
ca se pueda describir por medio de la #-ED. En el caso particular de un aislante topolégico, las
condiciones para la realizacién de tal efecto son: (i) la capa de aislante topoldgico debe estar en
el régimen tridimensional, (ii) todas las superficies necesitan tener una brecha con el potencial
quimico yaciendo dentro de dicha brecha y (iii) la dindmica del interior del aislante topolédgico
debe ser invariante bajo la simetria de inversion temporal o bajo la simetria de inversién espa-
cial, para mantener §# = 7 en el bulto [52]. En esta tesis doctoral hemos resaltado el caso de
aislantes topologicos 3D robustos, los cuales requieren ruptura de la simetria de inversion tem-
poral en las superficies para llevar a cabo el efecto magnetoeléctrico topolégico. Esto se puede
lograr al abrir una brecha magnéticamente en todas las interfaces, de modo que toda la muestra
se comportard como un aislante que tiene un acoplamiento magnetoeléctrico exactamente de
0 = m [155].

En el caso de la configuracién para la radiacién VC como estamos haciendo incidir particu-
las cargadas a través del material, las cuales suponemos que se mueven en una linea recta,
sera recomendable romper la simetria de inversién temporal por medio del recubrimiento de las
superficies con peliculas delgadas ferromagnéticas en vez de usar un campo magnético externo
para lograrlo. De cualquier manera, la velocidad de la particulas incidentes tienen el limite
inferior ¢/n pero la velocidad debe ser suficientemente grande para que no exista una defleccién
apreciable sobre la carga, cuando ésta pase a través del material dopado magnéticamente. Esta
velocidad externa y relevante no esta del todo relacionada con la velocidad de Fermi sobre las
superficies 2D y la energia de Fermi puede yacer comodamente en la mitad de la brecha entre
los conos de Dirac.

Esperamos que nuestros resultados se valgan también en el caso de los aislantes axidnicos
dopados magnéticamente. Estos son heteroestructuras en las cuales se agregan iones magnéticos
en la vecindad de la interfaz superior e inferior de un aislante topologico 3D robusto, como
(Bi,Sb)sTes, por ejemplo. De este modo, su respuesta electromagnética esté todavia codificada
en la 0-ED. A pesar de que el recubrimiento ascendente-descendente en las interfaces opuestas
producira un cambio de signo de # = 7 cuando se vaya de una interfaz a la otra, esto hara
que la contribuciéon de ambas interfaces se sume a la distribuciéon espectral de la radiacién
VC reversa. Esto es porque cada contribucién depende de 52, respectivamente, de acuerdo
con las ecs. (3.15)) y (5.139). Hasta donde sabemos, la teorfa efectiva de la respuesta de los
aislantes axiénicos intrinsecos no ha sido desarrollada todavia y nuestros resultados pueden no
ser aplicables a este caso.




Apéndice A

Formula de Kubo para la
susceptibilidad

En este apéndice se estudiaran las ideas basicas de la Teoria de Respuesta Lineal que permi-
ten la deduccién de la Férmula de Kubo para la susceptibilidad (o funcién respuesta) establecida

en la ec. (12.5)).

La Teoria de Respuesta Lineal sirve como alternativa a la ecuacién de Boltzmann para
describir procesos fuera del equilibrio en Fisica Estadistica y sobretodo en Fisica del Estado
Solido. Consideremos un sistema de muchos cuerpos descrito por un Hamiltoniano H, que se
encuentra bajo la influencia de una perturbacién externa dependiente del tiempo

Hy(t) = Q(t)o(t) | (A1)

donde el subindice se refiere a la fuente externa, Q(t) es el operador que acopla la fuente
dependiente del tiempo ¢(t) a la materia. Dicha fuente puede ser por ejemplo: una fuente
térmica, un campo electromagnético, etc. De esta manera, el Hamiltoniano total que describira
al sistema es:

Hrp(t) = Hy+ Hy(t) . (A.2)

Sin perturbacién alguna, es decir, a un tiempo muy remoto en el pasado ¢ — —oo supon-
dremos el sistema en equilibrio y lo describiremos por medio de un ensamble de particulas cuyo
operador de densidad (en el ensamble candnico o gran canénico) en equilibrio termodindmico
esta dado por:

R R 676[:10
p(t = —o0) = po = 7 (A.3)
0
donde Zj es la funcion de particion, que esta definida como sigue:
Zy = Tre o — ZeiﬂEn , (A.4)

n

y donde n es el numero de particulas que conforman el ensamble.
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Por otra parte, el operador de densidad dependiente del tiempo p(t) satisface la ecuacion
de von Neumann

() = [He(t), (1)) - (A.5)

Para este operador de densidad p(t) el sistema completo no esta en equilibrio por causa de la
dependencia temporal de f]T(t), pese a ello los valores esperados de las variables termodinamicas
se toman como es usual en Fisica Estadistica [156]. De esta manera, el valor esperado de la
observable O serfa:

(O)(t) = (Os) = Tr |p(1)O] . (A.6)

Es conveniente trabajar en el cuadro de interaccion, donde los estados evolucionan tempo-

ralmente asi: B

r(t) = € s (8)) - (AT)

Para cualquier operador en la imagen de Schrodinger su representacion en el cuadro de inter-
accion es:

ifgt ~  iHgt

Oty =en Qe 7 . (A.8)

Entonces, el valor esperado de una variable termodinamica sera:

(O = Tr [p(1)O] = Tv [e@p(t)e—iiotem%@e—@ﬂ =T [p1(10i(1)] - (A.9)

La ultima igualdad se sigue de la propiedad ciclica de la traza. De esta forma, observamos que
los valores esperados son independientes del cuadro en el que se trabaje. Equivalentemente, a
la ecuacién de von Neumann en el cuadro de Schrodinger la ecuaciéon de movimiento para el
operador de densidad en el cuadro de interaccion sera:

dpy(t) i

5= A0 p0] (A.10)

con la condicién inicial dada por ((A.3]).

Al convertir la ecuacién diferencial ordinaria (A.10) en la siguiente ecuacién integral:

. . i [t .
pt) =i [ [A@)pu0)] at (A11)
serd posible resolverla de forma iterativa. Al hacer esto y cortando a orden A2, obtenemos:
. . i "1y .
prlt) = jo— = / [Hf, (), po] dt’ . (A.12)

Entonces, para el valor esperado de O se tendra:

T [pr(1)0:(1)] =T { (,ao -3 / t |5, (¢), o] dt’) @I<t>} ,

—0o0

= O -7 / : Tr{[ﬁf,(t/),ﬁo} @I(t)}dt’. (A.13)

— 00

I
o

(O) pa)
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Al utilizar la propiedad ciclica de la traza se encuentra que:

O =100+ [ at {[A,0),000)]) en

—00 pAO
Sustituyendo explicitamente el valor del Hamiltoniano (A.1)) obtenemos que:

O~ O = —5 [ ar {[Q1.000]) o),

- i ; it (040, &x(t)]) ott) (A15)

Extendiendo el dominio de integraciéon para cualquier tiempo por medio de una funcién de
Heaviside se tiene lo siguiente:

OO = [ dtnoglttis®) =5 [ aree—e)([010, )]} o(e) . (A19)

—00 fe'e) PO

donde hemos definido:

Yo ot ) = %@(t ~){[ontr). &) (A.17)

PO

como la funcién de susceptibilidad o funcién de respuesta. A esta tltima expresion se le conoce
como férmula de Kubo para la susceptibilidad.

Ahora consideremos una funcién ¢(t) con la siguiente dependencia especifica del tiempo:
¢(t) = goe T (A.18)

El término 0 > 0 se introduce para asegurar la convergencia de las componentes de Fourier.
Al hacer esto, se introduce la siguiente condicion inicial:

ot = —00)=0. (A.19)

Es decir, que en el pasado remoto determinado cuando ¢ — —oo, no hay perturbacion externa
cumpliendo con que el sistema estd en equilibrio termodinamico. Al término ¢ se le conoce como
término adiabatico, pues causa un aumento lento y gradual de la perturbacién con el tiempo a
partir de la condicion inicial en ¢ — —o0.

Dado que la funcién de susceptibilidad contiene toda la informacién de cémo responde
el sistema a la perturbacion externa, entonces adquiere mucha importancia su estudio en el
contexto de la Teoria de Respuesta Lineal. Por ello, es conveniente estudiar su comportamiento
en el espacio de frecuencias. Esto lo haremos ayudandonos de la ec. que al ser sustituida

en la expresion (A.16) se obtiene que:

Oy~ O =3 [ a0t —) ([0, 0:(t)]) ane e (a20)

—00
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que es posible interpretar como una convolucién [84]. Entonces, si utilizamos en la ecuacion
previa la propiedad de conmutatividad de la convolucién resulta lo siguiente:

Oy~ O = 3 [ at0()([0s0, Qrtt = 1)]) ne o),

- {3/ Oodt'@(t')<[@1<t>,@I<t—t'>]>ﬁoewm }¢e i
= Xo.g(w +id)goe (A.21)

donde se identifico la transformada de Fourier en las frecuencias de la susceptibilidad en la
ultima igualdad.

Ahora bien, concentrémonos en la expresién dentro de las llaves de la ec. (A.21]). Al elegir
t = t' tendremos que:

Xoolw+ ) = ¢ [ arew) ([0, Q0]) e

_ % /O h dt’<[(’)l(t’),g}>ﬁo gilorid)t’ (A.22)

El subindice I del operador 0 ya no se escribe pues al ser evaluado en ¢ = t’ coincide con su
representacion en el cuadro de Schrodinger, por esta razén Q(O) = O en la tltima igualdad. De
esta expresion, observamos que mas que una transformada de Fourier, es una transformada de
Laplace. Dicha transformada existe debido a que el término adiabatico asegura la convergencia
de la integral. Entonces, lo que resta es calcular explicitamente esta integral, como se muestra
enseguida:

Xoolwtis) = /0 mdt'<[€)f(t'),Qbﬁoez‘(w%ﬁ’,

_ i OO / 67,6’]:10 A > i(w+id)t’
_ ﬁ/o dt Tr( 7 (1G] Q]) , (A.23)

donde hemos usado la condicién inicial de equilibrio termodinamico del sistema dada por la
ecuacion 1) Luego, al usar explicitamente la representacién del operador O en el cuadro de
interacciéon tendremos:

~BHo iHgt'! ~  iHgt' A ~ iHgt! A iHpt' ey
‘ 7 <6Hf?t(96 PO QeTOely)] el (A 24)

X@Q(w +i0) = %/{; dt' Tr ;

Introduciendo dos bases de energia completas y usando la propiedad ciclica de la traza,
resulta que:

) 7
X@Q(w + 2(5) = ﬁ Z

— (a| Q|b) (b|O|a)en P tibi+Ev=Ea)t | (A.25)

—BEq
e / dt G,|O’b> <b’ Q|CL> ﬁw+lﬁ5+Ea Ep)t’
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Al integrar sobre el tiempo, obtenemos finalmente la siguiente expresién para la susceptibi-

lidad: ; 2
e BEa _ o—BEy (a|O|b)(b|Qa)
Zo hw +ihd + B, — By’

Xoolw+i6) = (A.26)

a,b

donde E, y FEj son las energias propias del sistema y podemos observar que la ec. (2.4)) es justo
la expuesta en la Sec. del Capitulo [2|



Apéndice B

Conductividad Hall como respuesta a
un campo externo

Para contactar con las ideas expuestas sobre los aislantes en la seccién 2.2 podriamos plan-
tearnos la siguiente pregunta: ;Cémo reacciona un metal o un aislante ante el Efecto Hall?
Para responder a esta pregunta, supongamos que sometemos una muestra del aislante en con-
sideracion a un gradiente de voltaje en una direccion que llamamos X. Un sistema metalico
responderia a esta perturbaciéon con un flujo de corriente, principalmente en una direcciéon pa-
ralela al gradiente de voltaje. No obstante, un aislante no tiene esta opcion, de lo contrario
no seria un aislante. Sin embargo, algunos aislantes (los aislantes topoldgicos particularmente)
responden con un flujo de corriente [y, en una direccién ), transversal a X (Ver Fig. . La
aparente contradiccién se resuelve por la observacién de que la corriente sélo es transportada
por los llamados estados superficiales que se forman en las fronteras metélicas efectivas del
bulto del material aislante (Circulo interior de la Fig. [B.1)). Aqui no se revisard la formacién de
estos estados en el material aislante, sélo remitimos a consultar el articulo de revisién [32].

No obstante, estudiar con mayor detenimiento la respuesta de un material (en particular un
aislante topoldgico) frente a un campo electromagnético y analizar cémo se genera el transporte
de la corriente a nivel microscopico en él, nos permitira entender mejor el IQHE y més que ello,
nos permitira sentar las bases para la conexién con los invariantes topoldgicos . Para lograr este
fin, serd conveniente estudiar la conductividad Hall (el reciproco de Ry) como una funcién de
respuesta ante una perturbacién electromagnética externa.

Para alcanzar este objetivo, nos basaremos en la Teoria de Respuesta Lineal, que como su
nombre lo indica, estudia la respuesta lineal de un sistema de muchos cuerpos descrito por
un ensamble de particulas ante una fuente externa ¢(t), lo cual se describe por medio de la
siguiente ecuacion:

Oy~ O =5 [ drete—t)( [Or0.f1,)] ) (B.1)

o0 ﬁO

donde O representa al operador asociado a la observable de interés . Ademas p, es el operador
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Figura B.1: Esquematizacién de la Conductividad Hall como respuesta a un gradiente de vol-
tajes Vy dentro de un aislante topoldgico (TI) de volumen V.

de densidad que funge como condicién inicial para el ensamble. También Hy, (t') = Q;(t)o(t)
es el Hamiltoniano que describe la perturbacion externa escrito en el cuadro de interaccion,
donde O es el operador que acopla la fuente dependiente del tiempo ¢(t') a la materia y que
también estd escrito en el cuadro de interaccién.

La respuesta del sistema (lo que se mide en el laboratorio) representado por el lado izquierdo
de la ec. (B.1)) y la fuente externa H 7, (') en el lado derecho de la misma, se conectan por medio
de la susceptibilidad x4 4(¢,t') (o también denominada funcién respuesta) de la siguiente forma:

O~ (O = [ dtxo ot t)olt) (B2)
Utilizando las ecuaciones (B.1)) y (B.2)), es posible hallar la siguiente expresién general para
la susceptibilidad : .
7 ~ ~
Yo.olt.t) = 0t —t)( [01(), &i(t)] ) . (B:3)
po
A esta ultima féormula se le conoce como Férmula de Kubo para la susceptibilidad, estu-
diar dichas susceptibilidades es el objetivo central de la Teoria de Respuesta Lineal. Para la

deduccion detallada de las ecuaciones (B.1)), (B.2)) y (B.3) y las ideas fisicas detras de éstas,
remitimos a la consulta del Apéndice |A|y concretamente la ec. (A.17)).

A continuacién, estudiaremos la respuesta de un sistema de N,-electrones ante un campo
electromagnético externo en el contexto de esta teoria. Para ello, identificaremos en la ecuacion
lb a la observable O con las componentes de la corriente total J, es decir que por ahora
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incluiremos todas las contribuciones que dan lugar tanto a efectos eléctricos y magnéticos, re-
lacionaremos al operador Q con las componentes de la corriente J simetrizada por razones de
hermiticidad y también con la densidad de particulas n. Ademas, en este caso la fuente ¢ se
describirda por los potenciales eléctrico ® y magnético A. También mostraremos que en este
sistema la susceptibilidad x4 o(,t') dada por sera la conductividad eléctrica o.

Primero, debemos determinar el Hamiltoniano H ¢ requerido en que acople correc-
tamente las fuentes electromagnéticas ® y A con la corriente simetrizadaj y la densidad de
particulas n. Para tal fin, partimos de la cuantizacién de un sistema de un sistema de N,-
electrones cuyo Hamiltoniano en unidades gaussianas es:

H= Ze { [Bo — £A(r, )] + ei[)(ra,t)} + V(ry,...,rn,), (B.4)

2m
a=1

donde V(ry,...,ry,) es el potencial coulombiano entre los NN, electrones y para este Hamilto-
niano despreciaremos la interaccion entre los electrones y los niicleos atémicos del sistema.

Luego, el Hamiltoniano (B.4)) se puede escribir como:

A

H = Hy+ Hyt),

. 1. 2
= Ho+ /dgr' {—EJk(r/,t)Ak(r’,t) + en(r)®(r',t) —

A(r)AX(r, )|, (B.5)

2mc?

donde k = z,y, 2z es un indice que etiqueta a las tres componentes espaciales de los vectores
involucrados y cuando esté repetido indicara que se esta sumando sobre él,

Ne .

'y Pa

Hy = E %+V(r1;---»rm) (B.6)
a=1

€S el Hamﬂtoniano no perturbado por el campo electromagnético externo,
j(/t)—q(/t)——ezA(/t) (87)
r = r r .
k ) Jk ) c k ) 3

es el operador de corriente total compuesto por el operador simetrizado de densidad de corriente’]

Ne
> € ~a ~a
g t) = o= o —xf) +0(" — x| (B.8)
a=1
y el segundo sumando de la ec. (B.7))
~dia () 62 /
gt t) = ——Ag(r')t) (B.9)

mc

*En otras referencias tales como el libro [I58], a ji(r’,t) se le suele llamar contribucién paramagnética del
operador de densidad de corriente. Sin embargo, aqui no se seguird esa notacion.
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suele recibir el nombre de término diamagnético [156) [158]. También se defini6 el operador

Ne
) => o' —1)), (B.10)
a=1
denominado como operador de densidad de particulas.

Pero, en Teoria de Respuesta Lineal se busca estudiar iinicamente los comportamientos a
orden lineal en las fuentes externas, que en este caso son Ag(r',t) y ®(r',t), por lo que al cortar
a orden lineal en los potenciales tendremos finalmente que Hy(t) serd

A 1 -
H;(t) = /d3r’ [——Jk(r’,t)Ak(r’,t) - eﬁ(r’)@(r’,t)} . (B.11)
c

~ Luego, para obtener la Férmula de Kubo para la conductividad eléctrica se sustituye el
H¢(t) en la férmula (B.1) vy se hace O; = Ji(r',t). Teniendo asi, el siguiente conmutador a
determinar:

2
T (! T (4] _ 3. |5 _61 _lf//k//
i), ()] = / d’r {ﬁ(r?t) —Ai(r ), ——ju(r' ) A <r,t)},
2

+ / &y’ {}'i(r,t) - e—Ai(r,t),eﬁ(r’)q)(r’,t’)} . (B.12)

mc

Teniendo en cuenta que los operadores j;(r,t) actian sélo sobre las coordenadas de cada
particula y quedandonos sélo con los conmutadores a orden lineal en las fuentes, resulta que:

A A 1 ~ ~ A
[Ji(r’,t),Hf(t’)] S / & [ji(r,t), j,c(r',t')} AR ) + e / & [ji(r, t),ﬁ(f)} o', 1) .
c
(B.13)
Entonces, la ecuacion (B.1)) toma la siguiente forma:

i = (s, = o [t [@re o) i e ] ) o).

Po

+%e /_‘: " / d3r'®(t—t/)< [j,-(r,t),'fz(r')] >ﬁ0<I)(r',t’). (B.14)

>

Luego, por medio de la ecuacién (B.3)), identificamos las susceptibilidades (que méas adelante
observaremos explicitamente como la conductividad eléctrica) y reescribimos la iltima expresién
como sigue:

1 00
< z(r>>ﬁ(t) —< i(r)>[)0 = _E/_oo dt//d3r/in(r),3k(r/)(t’t/)Ak(r/at/),

+€/ dt//dgr/X3-i(r)7ﬁ(r/)(t,t/>®(r,,t/) . (B15>



208

De ahora en adelante, consideremos campos eléctricos oscilantes en el tiempo, olvidaremos
la dependencia espacial y no tomaremos en cuenta los efectos inducidos por campos magnéticos
externos ya que solo queremos estudiar la respuesta eléctrica del sistema. Esto ultimo se justifica
siempre y cuando la longitud de onda del campo electromagnético sea mas grande que la
constante de la red. Entonces, el campo eléctrico con estas consideraciones esta dado por:

E; = Ege Wttt (B.16)

donde ¢ = x,y, z, w es la frecuencia,  es el parametro adiabatico y cabe destacar que el ex-
ponente negativo en la fase asegura que en el pasado remoto (t — —o0) el campo elétrico se
anule, i.e., no hay perturbacion y el sistema esté realmente en equilibrio.

Elijamos ® = 0 y obtengamos el potencial vectorial. Como el campo eléctrico se relaciona
con el potencial vectorial de la siguiente manera:

Aty A

Ei(t) = —0;P(t) — =— , B.17
(1) = —0i(t) - = ! (B.17)
Obtenemos que .
—ic _
; — E ; —i(w+id)t ) B.1
Alt) = = Fe (B.15)

Debido a la homogeneidad espacial en promedio del sistema, nos interesaremos solamente
en el valor esperado de la corriente media, es decir, promediamos de la siguiente manera:

U= [ e v @ =y [ e, (B.19)

donde V es el volumen del sistema.

Considerando estos promedios y sustituyendo la forma del potencial vectorial, tendremos
que

] J : 1 - —i(w+id)t
oo = idm = 257 | dt//dgr/dgrlxjxr)ﬁk(r/)(tvt’)EOke il
i1 [ o
— w_i_Z(SV/ dt/in’jk(t’t/)EOke—z(w—H&)t ‘ (BQO)

Ahora bien, como el sistema es invariante ante traslaciones temporales, la susceptibilidad
cumple con la siguiente propiedad:

Esta propiedad se justifica al interpretar la susceptibilidad como una funciéon de Green y al
exigir la causalidad se cumple con la expresiéon anterior [156, [157]. Sustituyendo la ecuacién

(B.21]) en (B.20) obtenemos lo siguiente

. A 7 1 [~
(Ji)owy — {Ji)po = v

dt'x;, 5 (t — ') Egpe ™ HO" (B.22)
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Esta integral se puede reducir a una forma mas simple al identificarla como una convolucién
[84] y utilizar la propiedad de conmutatividad de ésta, resulta que

t 1 [

idow = b = o5y |G, (#) Bope™ 0071
i 1 [ [ N pilwtio)t —i(wtis)t
7 1 . —i(w+1
= Sy N @ 0 Bore T (B.23)

donde la ultima igualdad se debe a que el término dentro del corchete fue identificado con la
transformada de Fourier de la susceptibilidad (como en el apéndice . Entonces, recordando
que la densidad de corriente .J; y el campo eléctrico se relacionan por medio de la conductividad

eléctrica o;; de la siguiente forma
Ji = oirE (B.24)

el tensor de conductividad eléctrica dependiente de la frecuencia se lee a partir de la ec. (B.23)
como sigue:

7 1
e - o) B.2

A esta ecuacion se le conoce como Férmula de Nakano-Kubo [34].

aik(w + 25) =

Sin embargo, atin no hemos estudiado a fondo la respuesta del sistema (aislante topoldgico)
a nivel microscopico. Para ello, necesitamos el siguiente resultado de la Teoria de Respuesta
Lineal (la deduccion se encuentra en el Apéndice [A]):

: e e — e PN (alO|b) (b Qla)
Xo.olw+1i0) = %: ( 7 > ot ih +E. B, (B.26)

que aplicaremos a la ec. con O = Ji y con Q= Jr como nos pide la Férmula de Nakano-
Kubo (B.25) en cuya derivacién ya hemos promediado sobre el volumen del sistema como se
aprecia en las ecuaciones . De este modo, deberemos hacer lo mismo para el operador
simetrizado de densidad de corriente que se reescribira como sigue:

Ji(r',t) Z (B.27)

Con todo lo anterior, el tensor de conductividad se reescribe como:

P o—BFa _ ,—BEy <a|j'|b><b|jk|a>
i 0) = Vv | |
air(w + 19) w—i—i(ﬂ/;( Zo >hw+m5+E“_Eb

i L=e P [ (aliilb) (bljila) (alji b} {bliila)
_ 1 _ .(B.2
w+idV ; Zy .

hw+ihd + E, — E, hw+1ihé+ B, — E,
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Dado que los portadores de carga involucrados en el transporte de la corriente son los elec-
trones, identificaremos a Z; 'e=#F« como la distribucién de Fermi-Dirac f (E,) que contendrd
la informacion fisica del smtema sin perturbar descrito por H, . De este modo, la conduc-
tividad dependiente de la frecuencia se expresa como:

(alilb) (blxla) (al i [b) (D] jila)
hw+zh6+E —E, hw+ihd+ E,—E,

(B.29)

oin(w +i6) = HWZf

Sin embargo, para propositos futuros, aun es necesario calcular el limite estatico de la con-
ductividad o (w + i0), i.e. cuando w — 0y § = 0, ademés del limite a bajas temperaturas
T — 0. Comencemos por el limite estatico. Para esto, tendremos que hacer la siguiente expan-
sién a primer orden en las frecuencias en los denominadores de o;;(w + id):

1 1 hw ! 1 hw
— S IR S SN B.30
thw + B, — E, Ea—Eb( Ea—Eb) Ea—Eb( qEEa—Eb) (B-30)

Donde ya se tomé 6 = 0. Al sustituir (B.30) en la expresion (B.29), ademés de hacer i = x;

k =y, obtenemos que

(alj.[b) (b]j,la) + <a|5y|b><b|5x|a>]
E,— E, ’

ih (aljz|b) (0ljyla) — {aljy|b)(bljea)
_ Zf<E“) [ (E. B ] . (B.31)

a127

(alj.[b) (b]j,|a) + <a|5y|b><b|5$|a>]

Estudiemos el primer sumando. Si consideramos que j; = e Z tendremos lo siguiente

=Y F(E
a,b

ie? Ne aloc|b) (b0l a|o2|b) (b€ |a
) WZZﬂEa)[H””' Mol + (5 o >]' i

Como 7% en t = 0 esta en el cuadro de Schrodinger, entonces al tiempo ¢ = 0 lo podemos pensar

en el cuadro de Heisenberg, i.e., 05 = 0 ) = 52 (H)(O)

movimiento en el cuadro de Heisenberg.

E, — LB

. Siendo asi, usamos su ecuaciéon de

e = dcic - % [Hox] + a;: - % [ng} . (B.33)

Luego, sustituimos esta relaciéon en uno de los valores esperados de la ec. (B.32), resultando
que

i (Ea - Eb)

(ali ) = +{al [Flo, 2] 16) = +tal (Fod® — °Fy) 1) = (@li) . (B.34)
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Sustituyendo este valor esperado en la ec. (B.32)) encontramos que:

K2 S F(E) (alge|b) (bliyla) + (aljy[b) (bljela)
Vw ¢

E.— B,
¢’ .- . ~d ~d .
=SS P () Blidle) — Gl 0lila) |
a,b c,d=1
¢’ .- cend | ada
= > D (B {al (3] — i) |a) |
a c,d=1
e? Ne e od
T S DAY [
a c,d=1
= 0, (B.35)

donde hemos usado la completez de los estados |b) y el hecho de que [:%C, @Z] = (0 Ve, d. Por lo
tanto,

(B.36)

(aljin|b) (8], |a) - <a|3y|b><b|5z|a>] |

ih
Oxy = — 75 E, 2
4 GZJ, f( ) (Ea - Eb)

Usando que j; = =i, tendremos lo siguiente

o _ich 3 {a]p|b) (blpyla) — {alpy|b) (blpx|a)
xy Vm2 ~— f(Ea) |: (Ea_Eb)Z :| )

__ie’h 3 B (a]pe|b) (blpy|a)

- V'm?2 [f (Ea> f(Eb)] (Ea - Eb)2 : (B37)

a,b

Finalmente, tomamos el limite cuando 7" — 0. Recordando que la distribuciéon de Fermi-

Dirac es 1

) = 15w
cuya gréfica es la de la Fig. (B.2)), y donde es posible apreciar que en el limite cuando 7" — 0 es
posible aproximarla por una funcién de Heaviside (linea punteada de la Fig. [B.2)). Por lo cual,
podemos concluir que

(B.38)

1, E, < Er < Eb,
f(Ea) = f(Ey) =4 —1, By <Ep<E,

0, o.c.

Por lo tanto, la expresién final para la conductividad eléctrica es

Ogy =

ieth 5 (alpel) b1, 1a) = {alp,|b) Blpela) (B.39)

2 2
Vm E.<Ep<Ey (Ea - Eb)
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1.0

f(E)

05}

0.0

1.0
E (en unidades de 1)

Figura B.2: Distribucién de Fermi-Dirac como funcién de la energia E (en unidades de p) para
T =0y Bp=0.10.

donde E, y Ej son las energias propias del sistema como ya se menciond en la ec. del
Apéndice [A] Sin embargo, en esta tltima expresién dichas energias pueden depender de otras
variables continuas del sistema tales como el vector de onda k. Lo anterior ocurre cuando se
incorpora la informacion de la estructura de bandas del sistema y esto se apreciara mejor en
el siguiente Apéndice de esta tesis doctoral. Ademas, esta tltima ecuacién es precisamente la
expresion a partir de la cual Kohmoto [34] y Thouless et al. [35] demuestran la invariancia
topoldgica de la conductividad eléctrica y es la ec. citada en la Sec. del Capitulo .



Apéndice C

La conductividad Hall como Invariante
Topologico

Demostracion:
La demostracién de la ec. se basa en la aplicacion directa de la Teoria de Perturbaciones
Independientes del tiempo de la Mecénica Cuéntica. Recordando que estamos estudiando el
sistema mas simple, un asilante bidimensional, conformado por sélo dos bandas: una de valencia
y otra de conduccion, cuyas ecuaciones de eigenvalores son:

Hi|tho(k)) = Eo(k)|tho(k)) , (Banda de Valencia) (C.1
Hiir(k)) = Fy(k)|1(k)) , (Banda de Conduccion) (C.2)
donde Ey(k) < F;(k) y el Hamiltoniano es:
A
Hk—%(vak) +U(x), (C.3)

donde U(%) es el potencial periédico del sistema tal que U(X) = U(X + a) con a siendo la
periodicidad de las celdas unitarias asociadas al sistema.

Comenzamos por expresar la férmula de la conductividad eléctrica (2.5) en la base de Bloch
[159]:

@) = ¢ uo(k) (c4)
B = () (©5)

donde |a) y |b) estdn en la banda de valencia y de conduccién respectivamente. Usamos X como

~

el operador de posicion de dos componentes cuyo vector reciproco de dos componentes es k.
El operador X satisface la relacién de conmutacion canénica [z, pj] = ihd";, donde los indices
i, 7 = 1,2. Tenemos que calcular las siguientes cantidades:

(alpalt) = (o)l 5p,e™ i () ()
(lp,Ja) = (100l 5p,e (k) (©7)
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—ik-%

A kR A L
moy Hy. Entonces, es posible representar o reescribir la expresién para la conductividad eléctrica

(2.5) como sigue:

Usando la relacién Baker-Campbell-Hausdorff [160], se tiene que e

G 1 ()[03 He [0 (4)) 1o (k) |0 Hi 1 (k)
T B0 — Ea(k)] | ()

donde ¢;; es el tensor de Levi-Civita con la convencién ¢'? = 1, ademds estamos tomando la
notacién 95 = 9/0k’.

Lo siguiente es establecer la relacién con la curvatura de Berry. Para este fin, tomamos
un punto k € T? y consideramos un vector en el espacio tangente al toro en el punto k, i.e.
q € Ty T? = R?. Luego, definimos la forma diferencial |dk) = |diy(k)) valuada sobre C?. Que
se evaluara de la siguiente forma:

o Yok +eq)) — [¢o(k))
dv0(10))q = lim . (©9)
€
No obstante, el estado |1y(k 4+ €q)) es solucién a la siguiente ecuacién de Schrodinger:
Hycyoqltho(k + £q)) = Egjereqltio(k +£9q)) . (C.10)
Luego, sabemos que R R
Hy .q — H .
lfm —4 K — L H (C.11)
e—0 g
Al aproximar ((C.11]) a orden lineal se tiene que
Hk+5q — Hk ~eq- 81(]:]1( . (Cl?)

Si consideramos que € es muy pequeno podremos pensar que ﬁk+aq es el Hamiltoniano total
del sistema y que Hy es el Hamiltoniano no perturbado y eq - O Hy es una perturbacion al
sistema. De esta manera, al aplicarle la Teoria de Perturbaciones Independientes del Tiempo
[T61] obtendremos que:

ok +eq)) = [¢o(k)) +e (i (k()"? HkW(O() )

o Wl 2a) — ) = e LABIINAO) g (13

[¥1(K))

donde dgqHy = Og|qeiHx. Sustituyendo esta tltima expresién en la definicién que dimos para
dipo(k))q se sigue que para q € T*T? tendremos que
| q Se sigue que para q q

(11 (K)|9: |0 (K))
Ey(k) — Eo(k)

|dipo(k)) = 1 (k))dk" . (C.14)
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Después, calculamos la curvatura de Berry:

(o (k)|07 Hic |11 (k) (¥1 (k)|0; Hic|vho (k)
[Ey(k) — Ey(k))?

—i{dipo(K)| A |dipo(K)) = —i dki A dk7 . (C.15)

Ahora, integramos esta expresiéon sobre T?:
_Z./ (0(1)[3 Hac|1 (K)) (1 () |0 i |0 (K))
T2 (1 (k) — Eo(k)]*
_ _Z./ .. {Yo(k)|9; Hy (k) (101.(k) |95 Hil o ()
2 (1 (k) — Eo(k)]”

Considerando que el volumen del sistema es V' = H 1 L7, podremos considerar la particiéon

F = Ak A dk7 (C.16)

’]I‘Z

dk* AdE . (C.17)

dk’ = 2% para poder pasar la doble integral sobre T? a una doble suma de Riemann sobre k;
y ko. Es decu‘
@  (2n)?
dk'dk’ — —— = — : C.18
RS 5 DI DY (019

Aplicando lo anterior a la ecuacién (C.17)) y multiplicando por e¢?/h esa misma ecuacion,
obtendremos:

? )~ (k) 9 e () (1 (1) |0 o k)

Bl T B:(k) — Bo(k)”

(C.19)

Por lo tanto, al usar la expresién para la conductividad eléctrica (C.8) y la del primer
ntimero de Chern (2.8) concluimos que:

e_QL F o ie? 25 (¢ O(k)‘aiﬁk’wl(k»<w1(k)‘aij’¢0<k)>

hor ) T TRV [E1(k) — Eo(k)]? ’
62
54 ECl = Ogy - (CQO)

Quod erat demostratum.

Concluimos este apéndice con los siguientes comentarios. Primero traduzcamos en términos
fisicos lo que esta demostracién nos dice. La invariancia topoldgica de o, en términos fisicos
nos dice que aunque le apliquemos deformaciones fisicas continuas al material, por ejemplo
esfuerzos mecanicos o plegamientos, la topologia de la estructura de bandas no se afectara. Es
decir, lo esencial para que un material sea TI o no radica en cémo estan dispuestas las bandas
en la zona de Brillouin y no la simetria que el material pudiera presentar. Por esta razon es que
pueden existir TIs con diferentes geometrias mientras la la topologia de la estructura de bandas
se mantenga. Segundo, el primer numero de Chern C; es una huella topoldgica del estado base.
Esto implica que dos estados base [k) y |K’) de dos Hamiltonianos H y H’, respectivamente, no
son homotdpicos (deformados continuamente) si tienen diferentes nimeros de Chern. De este
modo, los dos aislantes descritos por H y H’ son topologicamente diferentes. Por lo tanto, la
unica forma de deformar un sistema en otro sistema con diferente huella topolégica es cerrando
la brecha de la banda, i.e., via una configuracién metélica intermedia.



Apéndice D

Obtencion de la Funcion de Green
reducida

A partir de la expresién (D.4)) podemos observar una diferencia sustancial entre este caso
dindmico y el caso estatico porque las entradas 12 y 21 son diferentes de cero. Esto se puede
ver al comparar con la expresién de la FG en las Refs. [10] [T1].

La matriz asociada a la funcién de Green

Gy GY GY 0
Gy G GY o0
1 n_ o Ui G
G* (z,x") G G2 G0 (D.1)
0o 0 0 G
debe satisfacer la ec. (4.13) que reescribimos a continuacion:
(02", = 05(2)%,00] G, (&, 2/) = Amd" (2, /)34 — o) (D.2)

Ahora, realizamos la transformada de Fourier, obteniendo que

’ kode ik R, —iw(t—t") / > ’
G! (z,2') = 47 ok e tle g’ (2,2 k,w) = dw G* (x,x";w) . (D.3)
m _

Al hacer las sustituciones 0; = ik; y 9y = —iw en la ec. (D.2), obtenemos

o0

ek —k2—9%)  i00(2)k, —i06(2)k, 0 @ ¢° ¢°% O
i06(2)ks k2 —k2—92  —ifd(2)w 0 v 94 g% O
—i06(2)k, i06(2)w k2 — k2 — 02 0 7 94 g% O
0 0 0 k2 — k2 — 52 0 0 0 g%

=0(z— 2 )1y, (D.4)

donde ko = wy/e.
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A continuacion, procederemos a hallar las componentes de la FG por familias. Para las
componentes g%, ¢°; v g% tenemos que resolver

e(kj — /5(2) — 83)900 + i?é(z)k@glo — z'é?(z)klgzo = 0(z—2"), (D.5)
08()hag’s + (B2 — 2 — 02)g1y — i08(2 )y = 0, (D)
—i00(2)k1g% + 100(2)wg'y + (K2 — k2 —*)g%, = 0, (D.7)

donde hemos omitido la dependencia en k; y w de ¢g*, por facilidad de escritura y notacién.
Esto se hard para otras funciones que compartan esa dependencia tambien en lo subsecuente
de este apéndice.

Usando que (k2 — k2 — %) Fo(z, 2') = 6(z — #'), la solucién de la ec. (D.5)) se reescribe como
€’y(2,2") = Folz, ') — ibkag' (0, 2') + ik 6%,(0, ') | (D.8)

donde Fy(z, 2’) es la funcién de Green libre [80, 8] (recordamos que la notacién caligrafica se
destina a las funciones que no tienen ninguna contribucién del término ) y depende también
de k, y w pero su dependencia explicita se omititra como ya se mencioné previamente. Esta

Fo(z, 2') estda dada por
ieikz|z—z’|

2k,

1232—1{2 ifl%0>k]_
k=4 V2 L0 ’ (D.10)
ik — k2 ifky <k .

Del mismo modo, tendremos que las ecs. 1} se reescriben como

Fo(z,2') = (D.9)

y para w > 0,

g'o(z,2) = iBwFo(z,0)9%(0,2") — ifkyFo(2,0)¢%(0, 2') (D.11)
3%o(z,2) = 0k Fo(2,0)9%(0,2") — iBwFo(z,0)g% (0, 2') . (D.12)

Resolviendo para g',(0, 2’) y ¢%,(0, 2’) encontramos que

(45) 2580880 (g, 200) (£) . o

Reinsertando g',(0, 2') y ¢%(0, 2') en la ec. (D.§), obtenemos

k2 62F,(0,0)

ol =R T R0

Fo(2,0)6%(0, 2") . (D.14)

Evaluando en z = 0, resulta que

900(07 Z,) _ f0<07 Zl) o 4~F0(07 Z/)
1—w202F2(0,0) e+ (K2 —Ek2)02F2(0,0)  4e+62

(D.15)
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Por lo tanto, a partir de la ec.(D.14)) leemos que

. 1 26 k2

90(2,2") == | Folz,2) — 5o =
€ 4e + 6 /ki . k%

Reinsertando una vez més ¢'(0, 2') y ¢%(0, 2’) en las ecs.(D.11)-(D.12)) y usando la ec.(D.15])

hallamos las siguientes expresiones finales para g'4(z,2') y ¢%,(z, 2):

Fo(2,0)F(0,2") | - (D.16)

iwd 1

(969) ) - HRCORC.S) (A (1) o

7o(2, 7)) de + 62 1 _wh

Ahora debemos determinar las componentes ¢°;, g*; v ¢%. Sus ecuaciones acopladas son

e(ki — k2 —0%)¢° + i?&(z)k;ggll — ié?(z)klga = 0, (D.18)
i06(2)kag®, + (KT — ki — 02)g", — i06(2)wg?, = 6(z—2), (D.19)
—i00(2)k1g°, +i00(2)wg', + (K2 — k2 —9*)g*, = 0. (D.20)

Otra vez, tras usar Fy(z, z') en la ec.(D.19)), tenemos lo siguiente
g4 (2,2)) = Folz, 2') — iBkyFo(2,0)6°,(0, 2') 4 iwFo(2,0)g%,(0, 2') . (D.21)
Y también las ecs. (D.18))-(D.20)) se podran reescribir de la siguiente forma:

€®,(2,2") = iBwFo(z,0)g%(0,2) — ik Fo(z,0)g4(0,2) , (D.22)
¢ (z,7) = iék‘l}"g(z, 0)g*,(0,2") — z'éwfo(z,O)gol(O, 2. (D.23)

La solucién del sistema previo para ¢% (0, 2) y ¢°,(0, 2')serd

9%(0,2) i0F(0,0)g" (0, ") 1 0k, F5(0,0) ks
2 n o= = 5 (D.24)
9°1(0,2") e+ k202F2(0,0) \ i0k1F5(0,0) 1 w

Al sustituir ¢%(0,2") y ¢%(0,2') en (D.21)) nos da

B 02 F0(0,0) (k2 — w2e)

L(z,2) = Folz, 2 = Fo(z,0)¢,(0,2) . D.25

(o) = Fife ) =PI 7 g 0. (0.25)
Resolviendo para ¢';(0, z’), obtenemos

gll(o, 2') _ Fo(0,2") _ 4F4(0,2') _ (D.26)

€+ 022 F2(0,0) e+ 02(KE — k2)F2(0,0) e+ 62
Por lo tanto, la forma final de g',(z, 2’) es

202 k3 —k?
g'1(2,7) = Fo(z, 7)) — 20 Fo(z,0)F0(0,2") . (D.27)

46+(92 /k2L _kg
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Tras sustituir los valores de ¢°,(0, 2") y ¢% (0, 2') junto con la ec. (D.26)), se encuentran las
expresiones finales para ¢°(z,2') y ¢%,(z, 2):

( ﬁ%ﬁii% ) - _4;?(52%(2’0)%(0’2/) ( iékl]-"t(0,0) iéklffm’m ) ( ; ) (D.28)

Finalmente, determinamos las componentes g%, g', y g°,. Sus ecuaciones acopladas son

e(kj — k2= 0%)¢% + i?(F(z)kgng — 2.915(2)]61922 = 0, (D.29)
i06(2)kag’y + (K5 — ki — 0%)g'y — i05(2)wg®, = 0, (D.30)
—i06(2)k1g°, + 100(2)wgty + (K2 — k2 — 02 g%, = d6(z—2'). (D.31)

Una vez més, usamos Fy(z,2’) en la ec. (D.31]) obteniendo que

9% (2,2") = Folz, 2') + i0k1 Fo(2,0)g%(0, 2') — ibwFo(z,0)g%5(0, 2') . (D.32)

Del mismo modo, las ecs. (D.29))-(D.30)) se reescriben como sigue
€% (2,2") = —ifkyFo(2,0)g%(0, 2') + ibk1 Fo(z,0)6%(0,2") , (D.33)
gl(z,2) = —ifkyFo(2,0)9%(0, 2") + iBwFy(z,0)9%(0, ') . (D.34)

Resolviendo este ultimo sistema para ¢%(0, 2') y ¢%5(0, 2’), resulta que

( ¢°(0, 2) > _i6F5(0,0)g%(0, ) ( 1 —i0k1F5(0,0) ) ( k1 ) (D.35)
9'5(0,2") €+ k202F2(0,0) \ —ifk1Fo(0,0) 1 w '

La sustitucién de ¢%(0, 2) y de ¢'5(0, 2") en la ec. (D.32) nos da

_2F(0,0)(k} — w?e)

2(2,2) = Folz, 2 -
73(=7) = Folz 2) e + 02k2F2(0,0)

Fol(z,0)9%(0,2) . (D.36)

Resolviendo para g% (0, 2’), obtenemos que

9%(0,2) Fo(0,2") _ 4F(0,2) (D.37)
€+ 02k2F2(0,0) e+ 02(k2 —k2)F2(0,0)  de4+62 '
Por lo que la epresién final de g2,(z, 2') es
20>k} — k2
G5 (2,2) = Fo(z, 7)) — L0 Fo(z,0)F0(0,2") . (D.38)

4€+92 /ki _kg

Finalmente, si sustituimos las expresiones para ¢%(0, 2’) y ¢%,(0, 2’) junto con la ec. (D.37),
encontramos las expresiones final de ¢%(z,2') y g'5(z, 2/):

( ifigzi > N 4:1%2;0(,2,0);0(0,5) ( —z’é/gQJlfo(o,O) _iékQ?(O’O) ) ( ]fj ) (D.39)
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Sélo por completez escribimos que

9°3(2,2') = Fo(z,2') . (D.40)

Con todas las componentes halladas (D.16)), (D.17)), (D.27), (D.28), (D.38), (D.39) y (D.40),
somos capaces de establecer la forma covariante de la FG, la cual se muestra enseguida con las
dependencias explicitas en k| y w

g (2,2 ki, w) = ' Folz, 21k, w) +ie" Pk Pz, 21k, w)
+0F5(0,0; k., w) [INC“];‘V — (", 4+ w'uy, ) K2 | P(z, 2k, w), (D.41)
donde u* = (0,0,0,1) es el vector normal al ¥-plano (interfaz ) que apunta en la direccién de

la regién U; (ver la Fig. del capitulo 4)) y

. /.
P(Z,Z/;kj_,W) 7 FO(Za 07~k£_7w>f0(072akJ_7w)
e — 02k2F2(0,0;k, ,w)

, (D.42)

que es la misma FG mostrada en la ec. (4.35).



Apéndice E

Funcion de Green en el régimen de
campo lejano obtenida con el método
de la fase estacionaria y de steepest
descent

En este apéndice exhibiremos de manera explicita como se obtienen las componentes
C_;gy(x, xiw)y C_JgQ L(x,x';w) de la FG en el régimen de campo lejano cuando se utiliza el
método de la fase estacionaria y del steepest descent estdandar sin la contribucion de los polos
simple y doble, lo cual se reporté en el articulo [109]. La primera seccién de este apéndice se
destinara al método de la fase estacionaria y la segunda subseccién se destinard al método del
steepest descent estandar.

E.1. Método de la fase estacionaria

En esta seccion demostraremos explicitamente cémo obtener las componentes @g V(x, x';w)
y C_Je’fz V(x, x';w) de la FG en el régimen de campo lejano por medio del método de la fase
estacionaria con base en las referencias [94] [107, [108]. Ademads, se omitird el tratamiento de la
componente Gk, ,(x,x’;w) porque su tratamiento ya se expuso en la subseccién y cuyo
resultado es la ec. . No obstante, de dicho tratamiento resulta muy 1til la expresién (4.84]),
la cual se enuncia nuevamente

zk:QR L
% ki dk, 1) (ki R.)e \/k‘g—kilz—z'h (E.1)
Cs \/7/{;2

ya que se utilizara reiteradamente a lo largo de este apéndice y donde C' denota al contorno de
integracion que esta definido en la Fig. que por facilidad de lectura se vuelve a poner en la
Fig. de este apéndice y que se tomé de la Fig. 2.2.5 del libro [94].
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Im [kJ_]

ko

A= -+-Re [k’L]

_I;»'O \Cs

Figura E.1: Camino de integracion de Sommerfeld.

E.1.1. Ggy(x,x’;w) en el régimen de campo lejano

A continuacién, calcularemos la aproximacién de campo lejano del término Ggy(x, x';w).
Partimos de la ec. (4.86]) que se enuncia nuevamente

20

GY (x,x;w) =ik B ——
v 4n? + 62

',
. I, (x,x";w) , (E.2)

donde se encontré en la subseccién [4.3.2 que I, (x,x';w) es

* kydk 5 /
(x,x;w) = w / T Jo(kL Ry e VR RLHED (E.3)
o ki-—k%

' — 0 [ kpdk N ,
I(x,x;w) = L<x x) / 2L g (kLR ) eVRFLIHED (g
( ) RJ_ y_y/ aRJ_ 0 ]{S—kji O( 1 J_) ( )

Ahora, usamos la ec. (4.82) enunciada enseguida
1

Jolw) = 5 (H @) + B @), (E5)

donde Hél) and Hé2) son las funciones de Hankel, junto con la férmula de reflexion (4.83))
enunciada enseguida también [84]

aV (e"z) = — &) (z) (E.6)

para reescribir las ecs. (E.3|) y (E.4) en una manera similar al integrando de la identidad de
Sommerfeld (E.1J) como se observa a continuacion

k. dk I /
Io(x,x;w) = ‘—”74 s 1Y (ke Ry e VR (E.7)
2 Cs k() - kJ_
i ) kidk, o Y ur
I W) = —(x—%X " Hy” (kL Ry) eV ka—FLUIZIHED E.8
k(X7X7w) QRJ_(X X>L8RJ.%CS k'g—ki 0 ( L L>e ) ( )

donde C' denota otra vez al mismo contorno de integracién que estd definido en la Fig. que
se tomé de la Fig. 2.2.5 del libro [94].
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Ahora, procedemos a implementar las aproximaciones de campo lejano:

x| > (x|, Ri=[x-x) [~|x=p
lz] + 12| =~ |z]. (E.9)

Por consiguiente, en el limite cuando p — oo, la funcién H((]l) (kL Ry) se convierte en una
funcion altamente oscilante de k, porque

2 - x
HE (kp) v\ —— e (E.10)

. . i 212 ’ . .,
y en el limite cuando z — oo la exponencial ¢!V *LIz+12') también se vuelve una funcién
altamente oscilante de k. Por lo que el producto de ambas funciones queda como

S 9>
Hy (kpp) VIR oy [2mm el VIR 2 00, (E.11)

el cual deberd ser sustituido en las ecs. y (E.8)). El comportamiento altamente oscilatorio
en k, de este producto nos permite aplicar el método de la fase estacionaria para obtener
la contribucién dominante [94]. La fase que tenemos que analizar se lee del producto antes
mencionado y es

7'(' ~
o) = kip— T+ \JR— K. (E12)

cuyo punto estacionario se obtiene a partir de

dy d s [~
—— =—|kip—— k2 — k2 =0. E.13
dk?L dk)L ( 1p 4 + 0 J_|Z|) 0 ( )

Recordando que k, = \/k2 — k2, se encuentra que el punto estacionario es

k k
ki = _ fop _ Rop (E.14)
VP22 r
el cual implica que 3 3
k., = kg’zl _ holz] (E.15)

RV Iy ro
donde r = /p? + 22. Ademés, en las ecs. (E.7) v (E.8), podemos aproximar k2 — k% = k2 ~
P 0 1 z

(k,)sk. alrededor del punto estacionario. Considerando esto y usando otra vez la identidad de
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Sommerfeld (E.1J), llegamos a las siguientes expresiones

Iy(x,x"jw) = % ki%eizé
- i\/aZ'eﬁ%R, - (E.16)
Ixiw) = gﬁx—fng%_éfﬁR

donde & = \/(x —x)% + (2] + |2])2 = VRL ¥ (] T [])2.

Finalmente, completamos la aproximaciéon de campo lejano en las ecs. (E.16) y (E.17) al
escribir

Ro= xR+ (=l + 12,
= =)= e (el 1)
= Jx—x)? 20+ [a2]) |

/

z>7

12

cosy—

x/ 2
r(l—n-—+cos19—+
r r r

= r—nj -x| + |2 cos?|, (E.18)

conn; = sin¥(cos ¢,sin ¢, 0). Al igual que en ED estandar, sélo deseamos el término dominante
kor de la exponencial y en el inverso de la distancia bastara con reemplazar por r» como en el
caso usual. De este modo, encontramos que

eifcor - , )
IO(X, X’;w) = ﬂezko(nrxLHz cosﬂ|), <E19>
nr| cos
. i i
]j(X, X/;W> Sjs.1r|“9—él:|n€ik0(nj_-xl+|z’cosﬁ|),
17| COS

(E.20)

donde hemos despreciado términos de O(r~2) y superiores.

Por lo tanto, al sustituir las ecs. (E.19) y (E.20) en la ec. (E.2)) encontramos la expresion
final para Ggu(x, x';w) que es

n iicor - , ,
Glf (X’ X/;(,(j) " a3 26 _ Sa € 62k0(—nLXJ_+|Z cosﬁ|) ’ (E21)
ov Yo4n2 + 62| cosV| 1



E.1 Método de la fase estacionaria 225

donde s, = (1/n,01) y A es un vector unitario en la direccién de x. Ademés, al comparar con el
primer término de la ec. (4.139) observamos que se trata del mismo término, i.e. es el término
dominante cuando no se considera la contribucion del polo simple.

E.1.2. C_?g2 V(X, x';w) en el régimen de campo lejano

En esta subseccién obtendremos las componentes GgQ (x,x’;w) en la aproximacién de cam-
po lejano. La expresién de dichas componentes es la ec. (4.144) que a continuacion se enuncia

(E.22)

_ 4 é2 d2k ) i ]}271{2 (|Z|+|Zl|)
G}fz (X,X/;(JJ) =7 Q _ / é [kuk,y N (77“,/ + UMUV) k2:| elkL‘Rle V Fo—X1 -
62 v 4n2 + 62 ) (2m) 5 (l;:? B k2> /

0 1

Recordando que k* = (w,k,;,0) y u* = (0,0,0,1), en la subseccién resulté de forma
general que

G3232022026321:Gé23zég2226%23zég =0. (E23)

623 —

Por facilidad del anélisis, asi como se hizo en la subseccién estudiaremos las compo-
nentes restantes de G, por familias: G3, |, G, -, G5, 5 donde i, j =1,2.
E.1.2.1. Componente ng O(X, x';w) en el régimen de campo lejano

Haciendo p = v = 0 en la ecuacién (E.22)) se tiene que:

5 02 d’k , i/ (|24
GY, (x,x;w) =i _ 47r/ = ieszRLe . ' (F.24)
=0 4n?2 + 62 (27)? - L
2 (R~ K2)
Al escribir esta integral en coordenadas polares se tiene lo siguiente:
N2 oo 3 _ 27
G«gQ 0<X,X/;w) - 4 0 _ / k'J_dk?J_ . 2€z’\/k3—ki(z|+|z’|)/ d_gpeikLRLcoscp :
4n2 + 92 0 (122 _ k2> / 0 A
0 1
02 © 3 dk e
= 1 = / L0 373 Jo (kJ_RJ_) e’ kg =k (1z1+12]) ’ (E25)
An? + 6% Jo (EQ—k2> /
0 1

donde se usé la representacién integral de la funcién de Bessel Jo(kL R, ) [84, [89].

Ahora bien, al convertir la Jy(k R, ) en la Hankel Hél)(k;LRL) por medio de las ecs. |) y

(E.6]), observamos que la integral tiene la misma fase que 1% en las ecs. (E.7) y (E.8)). Entonces,
al aplicarle el método de la fase estacionaria, se obtendra el mismo punto estacionario k, _ (E.14))

- 3/2
y k., (E.15). Como en torno al punto estacionario <k§ - ki) =k~ k2 k., kS ~ kY kLy
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con la identidad de Sommerfeld (E.1) podremos escribir G32 o(X,X';w) como sigue:

B g2 k2 eikoR
GY W) = _ka
62 0(X7 X 7(4&.}) 4n2 + 92 k:gs R )
9~2 2 _ikoR
- _ Lt (E.26)
42+ 622> R

donde ya se sustituyeron los valores de &k, (E.14) y k., (E.15)) en la dltima igualdad.

Después, hacemos las aproximaciones (E.9)) y sustituyendo tanto p = r|sin?| como |z| =
| cos¥|, concluimos que:

n2 wwr
_ e
G’g-2 (x,x;w) = ———= tan®?
0 4n? + 62 r

eiw(,nj_-xl+|z’cosl9|) . (E27)

Ademas, al comparar esta expresion con el primer término de la ec. (4.196]) observamos que
se trata del mismo término, i.e. es el término dominante cuando no se considera la contribucién
de los polos simple y doble.

E.1.2.2. Componentes G’gQ (x,x';w) en el régimen de campo lejano

%

Haciendo ;1 = 0 y v = i en la ecuacion ([E.22]) se tiene que:

i i 2k i/ (2]
Gy, (%, X w) =i ;u ~247r/ 5 ékie’krl’ue ~0 . 7 - (E.28)
4n? + 0 (2) 2(%_}&)

Tras repetir el mismo procedimiento de la subseccion 4.3.3.1] se llega a la ec. (4.148)) que

nuevamente enunciamos:

_ o wo?

G (x,x;w) = i——=
4n? 4 62

03 K%(Xa X,;W) ) <E29)

donde Kj esta dado por la ec. (4.152)) y que se enuncia enseguida

) 0 e k., dk .z ,
(%, x5w) = == (x =X)L, 5 / L T (ki RL) VR (B.30)
1 Jo (kz_kz)
0 1

Ahora, repetimos el mismo procedimiento para aproximar la integral en k , el cual consiste
en convertir la Jo(k R, ) en la Hankel Hél)(kLRL) por medio de las ecs. y . Como
se obtiene la misma fase que I* en las ecs. y . Entonces, se puede aplicar el método
de la fase estacionaria y se obtendrd el mismo punto estacionario &, y k., (E.15).
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. 3/
Luego, como en torno al punto estacionario <k§ — ki) = k? ~ kZ k. y con la identidad de
Sommerfeld (E.1)) podremos escribir K(x,x’;w) como sigue:
1 0 1 ethoR
Kf‘ /. — - . / ) = _ 7
(%, xw) RJ_(X X)LlaRL (kris i )
1 ( N 0 r2 cikoR
= —(x—x).. . . :
Ry Y OR, k322 R
1 ’ 7“2 Z‘];[)RJ_ RJ_ ikoR
= R_J_(X — X )L; 12(2)22 < R2 - E e s (Egl)

donde se sustituyé el valor de k,, (E.15)) en la segunda igualdad.

Después, completamos las aproximaciones de campo lejano (E.9)) y sustituyendo tanto R, ~
p = r|sind| como |z| = r|cos?|, encontramos que:

K(x,x;w) = L ( Si‘nﬁc‘osqS > N 1 iko| sin V| _ |SiT;19| ez‘fcoR’
|sind| \ sin?sin¢ k2 cos? . "
] ikor
B Zﬂ ( 050 ) €7 piko(—nox, +|z cosdl) o(r2), (E.32)
kocos2y \ sing r

donde se ha despreciado el segundo término en la tltima igualdad ya que los campos de radia-
cién decaen como r~2 y este término decaerfa como r~* en el campo.

Sustituyendo este tiltimo valor de K en la expresién (E.29) para GgQ [(x,x";w) y recordando
que i = (sin? cos ¢, sinV¥sin ¢, cos V) = (x/r,y/r, z/r), obtendremos finalmente que

2 N il;‘()r ) , ,
Gng(X’ X/;OJ) _ . 29 52 7742196 ezko(—anLHz cosﬁ\) . (E33)
n2 + 62 n cos r

Ademas, al comparar esta expresion con el primer término de la ec. (4.181]) observamos que
se trata del mismo término, i.e. es el término dominante cuando no se considera la contribucion
de los polos simple y doble.

E.1.2.3. Componentes ngj(x,x’;w) en el régimen de campo lejano

En esta subseccion obtendremos el régimen de campo lejano de las componentes Gég j(x, x';w)
que seran analizadas por separado.

Vale la pena recordar que en la subsecciéon 4.3.3.3.1| se encontré de forma general que

Gl

5 2(X,x’;w) = (?gQ 1(X,x’;w) =0. (E.34)
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E.1.2.3.1. Componente C_T%Q L(x, x5 w)
Haciendo =1y v =1 en la ecuacién (E.22) se tiene que:
eIV kK3 (1z+12'])
AN
2 (k- K2)

Tras repetir el mismo procedimiento de la subseccién [4.3.3.3.2 se encuentra la ec. (4.208])

que a continuacion volvemos a enunciar:

- . ]
Gh (x,xw) = ’ o0 / bt Jo (kL Ry) eV k=L (=1+1D
0 (/;2
0

_ éQ d2k '
Gy (Xa X/;w) = —471'/ L [klkl — (WQ _ ki)} oKL RL

) ' = E.35
62 1 Z4n2 iy (2m)? ( )

021 _Z4n2—|—é2R_LaRi k2>3/2
AN
022 [~ kydk - :
—i— / ————Jo (kL Ry) VR RLIHED (E.36)
4n2 + 602 Jo (,52_]{;) /
0 1

Una vez mas, al convertir la Jy(k, R} ) en la Hankel Hél)(klRL) por medio de las ecs. (E.5)

y (E.6]), se observa que es la misma fase que I en las ecs. (E.7)) y (E.8)). Entonces, al aplicar el
método de la fase estacionaria tendremos el mismo punto estacionario k,  (E.14)) y k., (E.15)).

- 3/2
Después, como en torno al punto estacionario (kg — k;i) =k}~ K2k, k? ~ k% ki yconla

identidad de Sommerfeld (E.1)) podremos escribir a G, | de la siguiente manera:

021
. 62 1 9 | 1 kR
G (exsw) = 0L O |1
0 1(X7X 7(JJ) 4TL2 + 92 RJ_ aRJ_ k:gs R

02,2 1 ez’fcoR
C4n? 4 02 k‘_gs R
e e (@%QRL _&) o

4?4+ 02kiR, 22\ R? R3
0202 2 eikoR

C4n? 2 %822 R

donde ya se sustituyeron los valores de k| y k., en la iltima igualdad.

9

(E.37)

Después, hacemos las aproximaciones (E.9)) y sustituyendo tanto R, ~ p = r|sin?| como
|z| = r|cos |, encontramos que:

§2 1 il;m“ -7 / /
52 I(X, X/,CL)) — (& ezko(—nL.xL-Hz Cosﬂ‘) (E38>

G

An2? 4+ @2 n?cos?V r

donde se han despreciado el primer y segundo término en la iltima igualdad ya que los campos
de radiacién decaen como 2 y estos términos decaerian como 7~ y 7% en el campo. Nueva-
mente, al comparar esta expresion con el primer término de la ec. (4.211]) observamos que se
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trata del mismo término, i.e. es el término dominante cuando no se considera la contribucion
de los polos simple y doble.
E.1.2.3.2. Componente C_T%Q (X, x5 w)

Haciendo =2y v = 2 en la ecuacién (E.22) se tiene que:

- 72 2 , in/k3—K2 (|2[+]2'])
G22 (X, XI; w) = Ze—~4ﬂ'/ d kL |:l€2]€2 — (w2 — ki)} elkJ‘IRJ‘ ¢ - . (E39>
02 2 An? + 62 (2’71')2 =0 9 3/2
2 (ko - kL>

De nueva cuenta, tras repetir el mismo procedimiento de la subseccion 4.3.3.3.3|se encuentra
la ec. (4.214)) que a continuacion volvemos a enunciar:

_ 2 1 0 [  kidk, o ,
G3 . (x,xw) = i —— / e T (kR etV Ro—kL(zIHI])
6 2< ) 4n2+92RJ_aRJ_ 0 <%2_k2>3/2 0( 1 J_)

0 1

N2, ,2 o0 =
i 0-w _ / kj_dkj_ . 2J0 (k}LRL) ei /kg—ki(|2‘+|zl\)
dn2 + 62 J, <,;2_k2)/
0 1L

6> * 3 dk s ,

i / = L3/2J0(kLRl)eZV’“O*’“NZ'*'Z'). (E.40)
dn? + 602 Jo (Ez_ka)
0 1

Nuevamente, al convertir la Jy(k; R, ) en la Hankel Hél)(k L R}) por medio de las ecs. (E.5)
y (4.83)), se observa que es la misma fase que I en las ecs. (E.7)) y (E.8). Entonces, al aplicar el
método de la fase estacionaria tendremos el mismo punto estacionario k,, (E.14)) y k., (E.15)).

/2
=k}~ k2 k., k? ~ k% ki yconla

identidad de Sommerfeld 1' podremos escribir a G2, . de la siguiente manera:

By 3
Después, como en torno al punto estacionario <k(2) — ki)

62 2
_ 2 1 9 | 1 ehoR
Gy X3w) = S e =
2% X5 ) 4n2 4+ 02 R OR, | K2 R
02 w2 61‘1201?2 02 L2 67;1}01%

s

_ S _ _
4n? 4+ 62 ki R 4n? 4 02 k’i R

. 2 r2 Z-];()RJ_ B & 6“;0]:2
4n? 4+ 2 k2R, 22 R

Y

R2 R3
62 r2 eikoR 62 02 cikoR
= ~— + ———=
An? +2n°2* R 4n246022° R
donde ya se sustituy6 el valor de k,, (E.14)) y k., (E.15) en la dltima igualdad.

: (E.41)
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Después, hacemos las aproximaciones (E.9)) y sustituyendo tanto R, ~ p = r|sin?| como
|z| = r|cos |, encontramos que:

92

An2? + 62 ( n? cos2
donde se han despreciado el primer y segundo término en la iltima igualdad ya que los campos
de radiacién decaen como =2 y estos términos decaerian como 7~ v 7% en el campo. Nueva-
mente, al comparar esta expresion con el primer término de la ec. (4.217]) observamos que se

trata del mismo término, i.e. es el término dominante cuando no se considera la contribucién
de los polos simple y doble.

+ tan? 19> £l mnu 4l costl) (E.42)
T

G2

52 o (%, X w) =

Juntando los resultados de estas subsecciones dados por las ecs. (E.23), (E.27), (E.33),
(E.34), (E.38) y (E.42) es posible escribir las componentes G%, (x,x;w) de la siguiente manera:

C_Tvu /. _ 52 eil:;()r o il~c0<—nL~x'J_+|z’ cosﬁ|) E.43
§2V(Xawi) — 4n2+§2TC08219 I/(X7n)e ) ( : )

donde hemos definido

sin?d  —x/rn y/rn 0

" | z/rm —1/n? 0 0
% m) = y/rn 0 —1/n? +sin®9 0 (E.44)

0 0 0 0

En la ec. se introdujo la notacién x = rsintcos¢ y y = rsindsin¢ de coordenadas
esféricas. Finalmente, al hacer la identificacién C* (x,n) = cos* 9 C}' (9, ¢,n) y tras comparar
con la ec. encontramos que es exactamente el primer término de dicha ecuacion,
i.e. es el término dominante cuando no se considera la contribucion de los polos simple y doble.

E.2. Método de Steepest Descent

En esta seccion apéndice, demostraremos que el método de la fase estacionaria utilizado en
la seccién de este apéndice y el método steepest descent dan los mismo resultados. Siguiendo
las ideas de los libros [94], [10§], este método nos permitira calcular la contribucién dominante
de la integral

I = / MO f(t)dt (E.45)

cuando una exponencial que oscile rapidamente module el integrando. El término dominante
de dicha integral segun este método es

-2

I~ eAh(to)f(to) ()

(E.46)

donde ¢ es tal que h'(ty) = 0 y se le conoce como punto estacionario [94, 108].
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E.2.1. C_?‘f (x,x’;w)

Comenzamos por aplicar dicho método a las componentes G“ (X, x';w). Luego, identifica-
mos de las ecs. ) v (@ - ) que la integral a determinar es

< ki dk 7 /
Ly (x;w) = / ﬁﬂé”wmw&_—kiuwz D, (E.47)
—ooc g T v

cuyo comportamiento asintotico es

Ki(x:w) ~ / T b 2 it R s g2 (E.48)
—coC k,‘o — k‘J— 7TkJ_

Luego, encontramos que en el régimen de campo lejano el punto estacionario coincide con
aquel del método de la fase estacionaria dado en la ec. (E.14)) y también k., (E.15)) es el mismo.
Ahora, evaluamos la fase en el punto estacionario

eiklRL—igei\/kg—ki(|z|+|z’|) — gikoR—i% (E.49)

Después de esto, se requiere calcular la segunda derivada de la fase en el punto estacionario
dentro del régimen de campo lejano, obteniendo que
= . (E.50)

d? ~
k — —|— kE — k2|2 )
de ( 1P — 4 0 112l — Fo2?

Juntando los resultados (E.49), (E.50) en la férmula ([E.46]), obtenemos que el término

dominante de este método es

Lixiw) ~ oRmig Pr_ | 2 [2mkos”
7 ikoz? \| mkop? r3

piko(r—n_ x| +|2/ COSel)i (E.51)

?:k'o|Z| ’

7“3

donde hemos despreciado a 7 porque es mucho més pequeno que kor y hemos usado la aproxi-
macion de campo lejano ([E.18]) en la fase en la ultima ecuacion.

Insertando este resultado en las expresiones (E.7) y (E.8|), obtenemos los resultados dados
por las ecs. (E.19) y (E.20) obtenidos por el metodo de la fase estacionaria.

E.2.2. Gg2 (x,xw)

Es turno de aplicar este método a las componentes Gg2 V(x7x’ ;w) y verificar que da los
mismos resultados que el método de la fase estacionaria. Nuevamente, seguimos las ideas de
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[94, 108] e identificamos de las ecs. (E.25), (E.30), (E.36]) (E.40), que fueron obtenidas tras
emplear la identidad de Sommerfeld (E.1J), que las integrales a determinar son

o k3 dk 7 /
KQ(X;W) = / NL—J_?,/Q‘]O (kjLRL) e’ k§—k3 (|2|+12"]) , <E52)
0 <k2 _ k’2>
N - kidky i/ B2 (=]+12')
Kg(X, w) = kJ_RJ_) 0 "L . (E53)

oo

Al usar la ec. (E.5)) y la formula de reflexion (E.6)), las integrales previas Ks(x;w) v K3(x; w)
se reescriben del siguiente modo

1 k3 dk SR (al o
Ky(x;w) = —]{ ~L—l3/2Hé (kL R)) VR4 (E.54)
e (i - wt)
1 7 /
Ks(x;w) = —740 \/k‘ldLQHl (kL Ry)etVRFLUHED (E.55)
s k

donde C's denota al contorno de integracién de la Fig. usado previamente. A partir de estas
ecuaciones observamos que la fase es exactamente la misma que la analizada en K; . En
consecuencias, el punto estacionario es el mismo de la ec. que discutimos previamente.
Entonces, ahora solo resta aplicar las formulas de este método y encontramos que el
término dominante de cada integral es

/ [onk 22
K . ~ zkoR zf 0
Z(Xvw) 22’2‘3 ﬂ_kop 7”3

~ elkO(T n, -x'| 4]z’ cosd)|) ,”,.|—Z|2 , (E56>
o k22
Ka(xiw) ~ it AT
22/{;2| |3 7Tk:0,0 T
-~ zko(']‘ n, x| +|z'cosO]) "
3 zkg|z|2 , (E.57)

donde hemos despreciado a § porque es mucho mas pequeno que kor y también usamos ([E.18|)
en la fase.

Insertando estos resultados en las expresiones (E.7)) y (E.8]), obtenemos los mismos resultados

de las ecs. Egs. (E.21) y (E.43|) por medio del método de la fase estacionaria.



Apéndice F
Tiempos retardados

Aqui daremos algunos detalles que se deben tener en cuenta con respecto a los tiempos re-
tardados al realizar el calculo de los potenciales electromagnéticos producidos por una particula
cargada que se mueve perpendicularmente con respecto a la f-frontera con velocidad constante
v =vi1 (Ver Fig. . Aqui expondremos un solo ejemplo de dicho procedimiento.

Consideremos el caso t > v|z| y t > r que corresponde con el Caso 6 de la Tabla .
Dada una situacién concreta, nosotros somos capaces de determinar el signo de las variables
requeridas como se muestra enseguida:

t+vlz] >0, t—vlz| >0, r*—t*<0. (F.1)
De este modo, los ceros de la funcién w(t’') en cada regién se determinan por

=+ olz] + VTR = (=) =)

. = ' >0), (F.2)
PN, vlz| — /[t +vl|zl)12— (1 —v?)(t* —r?) (> 0) (F.3)
y oo Lol V(t— vllf’«’l)i; L=wE=r) g, (F.4)
PR A G U1|Z_|)i2— L=wE=r") ). (F.5)

Por inspeccién y usando determinamos que t; > 0, t5 > 0, t; > 0, ¢}, > 0.
Sin embargo, las soluciones t}, ¢} deben ser desechadas porque se espera que vivan en el sector
negativo de t'. Por otro lado, t{ > ¢, > 0 cumple la condicién requerida y entonces se determina
que t_ =t5 <t =t)]. Las asignaciones restantes de los deméds casos de la Tabla se llevan
a cabo de manera analoga. En la realizacién de este andlisis resulta tutil recordar la identidad
que se reescribe a continuacién

(tEvlz])* + (1 =) —13) = (Jz] £ o) + (1 —v?)p?, (F.6)

la cual muestra que la funcién radicando en las expresiones para los t; es siempre positiva para
cualquier eleccion de t, z,p v v < 1.



Apéndice G
Potenciales de un monopolo magnético

En este apéndice, mostraremos cudl es la forma de los potenciales de un monopolo magnéti-
co para asi justificar que los términos con la funcién de Heaviside de la FG (4.78]) describen la
contribuciéon de un monopolo magnético cuyo origen se debe al EME.

Si hipotéticamente las cargas magnéticas existieranf]y si g, fuese la densidad de tales cargas
magnéticas, entonces el conjunto completo de ecuaciones de Maxwell se modificaria del siguiente
modo [162]:

E
VXH:%—t—l—éMje, V-E = 4mp. , (G.1)

0B
—VXE:E%—ZLij, V-B =drno,, , (G.2)

donde hemos usado consistentemente los subindices e y m para las densidades de carga y
corriente eléctrica y magnética respectivamente. Ademas, estas densidades satisfardan sus propias
leyes de conservacion de carga:

0
I, Yem : .em =0. G.3
gy em TV e, (G.3)
Ahora bien, supongamos que un monopolo magnético con carga magnética g se mueve segun
Z'(t) = —ot, de tal modo que su densidad de carga y corriente magnéticas son
om(x) = g6(2)8(y)d(z + vt), jm(z) = —vgd(2)(y)d(2 + vt)2 . (G.4)
Después, de acuerdo con la Ref. [162] definimos
B(z) = VXA, +47gd(x)é(y)O(z + vt)z , (G.5)
A

donde O(z + vt) representa la funcién de Heaviside y la forma de B (G.5) garantiza el cumpli-
miento de la ley de Gauss magnética (G.2)) [162].

*Un muy breve resumen de la historia de la carga magnética y de los estudios sobre ella se puede consultar
en la Sec. 2.1 de [162].
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Dado que sélo estamos interesados en la contribuciéon magnética, fijamos jo = 0 y g. = 0.
Siendo asi, las ecuaciones de Maxwell (G.1)) v (G.2)) se reescriben de la siguiente manera:

OE

VXB:E, V-E=0, (G.7)
0B
Sustituyendo (G.5)) y (G.6]) en la ecuacion de Ampere-Maxwell (G.7)), obtendremos que:
0 0A,,
. A, 0O
& VX (VxA,+V x[Argd(z)é(y)O(z + vt)z] = “or T qu) ,
0P
& 0°A, = -V [E + (V- Am)] — V x [47gd(2)d(y)O(z + vt)Z] | (G.9)
donde 02 = 92 — V2.
Al escoger la norma de Lorenz
0P
- AL = 1
(VA =0, (G.10)
llegamos a la siguiente ecuacién para el potencial magnético A,,:
0?A,, = —V x [47gd(2)5(y)O(z + vt)z] . (G.11)

Por otra parte, al sustituir la ec. (G.6)) en la ley de Gauss eléctrica ((G.7)) la ecuacién para
el potencial escalar ® resulta ser:

0
V20 + 5V An=0, (G.12)
que en la norma de Lorenz (G.10|) adquiere la siguiente forma:
0% =0, (G.13)

cuya solucién para el caso sin fuentes eléctricas tiene como solucién
®=0. (G.14)

Antes de hallar la solucién de la ec. (G.11)), verifiquemos que los potenciales vectorial y

escalar satisfacen la ley de Faraday (G.8]). Al sustituir las ecs. (G.5) y (G.6]) en dicha ecuacién
tendremos que:

O9 s = 29 ant L amga(e)s)O: + )i
+d4m [—vgd(x)0(y)d(z + vt)z] |
<0 = 4ngo(z)o(y) 0 O(z + vt)z — 4 (vgd(x)d(y)o(z + vt)z) . (G.15)

ot
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Ya con la garantla de que los potenciales (G.5|) y (G.6)) satlsfacen las ecs. - )y ( -, nos
resta resolver la ec. 3) (derivada de la ec. de Ampere Maxwell (G.7)) en la norma de Lorenz
(G.10). Usando que una funci(’)n f satisface la relacién:

8f L 9f

Tendremos que al aplicarla a cada una de las componentes de la ec. (G.13)), resulta lo
siguiente

0%A,,, (r) = —4mgd(z)d (y)O(z + vt) , (G.17)
O%A,,, () = 447198 (2)d(y)O(z + vt) , (G.18)
024, (r) = 0, (G.19)

donde observamos inmediatamente que A, (x) = 0. Lo anterior resulta interesante, porque el
potencial vectorial A.(x) (5.7) de la carga eléctrica estéd en la direccién de la velocidad v = vz,
el cual volvemos a escribir enseguida:

Afz) = qvz | (G.20)

V(L =v2)(p?) + (2 — vt)”

donde p = /2% + y2. Mientras que el A,,(z) del monopolo determinado por las ecs. 1’
(G.19) estd en la direccién perpendicular a la velocidad.

Para hallar la solucién de la ec. (G.17)) usamos la FG de la ED estandar [86] asociada al
operador 0% donde la fuente externa serd el lado derecho de la ec. (G.17). De este modo, resulta
que:

Ana) = [P0 L gssec+ o)

d 5( p2+(z—z’)2—t—|—t’))
N / dz'dt O +ut).  (G21)
p2 + (Z _ 21)2

Luego, integramos en 2’. Para ello, identificamos los ceros del argumento de la delta de Dirac

que son
|z — 2= (t—t)V —pted,=2F\(t—t) —p2. (G.22)

Al usar la propiedad de la delta de Dirac enunciada en (4.51)) en la expresién de A,,, (z)
(G.21]), obtenemos lo siguiente:

A () = — d dz'dt’ P —A)+o (= —2)] (G.23)

\/p+Z—Z z—2

p2+(2—2/)2
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Al integrar en 2’ y sustituyendo los valores de zy (G.22)), la expresién de A, (z) (G.21),

encontramos que

) <z +ot' +4/(t 1) — p2)

d
A, (x) = ~97 /dt’
Y (t =) = p?
J @<z+vt’— (t—t’)Z—p2>
s / 0t _ (G.24)
Y (t—1)* = p?
(G.25)
Finalmente, al hacer el siguiente cambio de variable
4 _dpd _yd (G.26)
dy dydp pdp’
encontramos que la expresién final de A,,, (x) es:
o d @(z+vt’+ (t—t')Z—/ﬂ)
p ap (t — t’)2 — p?
© (z +ot' — [ (t—1)? = p2)
—%di / dt’ (G.27)
p ap (t _ t/)2 _ 102
Mediante un procedimiento anédlogo, se encuentra que la solucién de la ec. (G.18)) es:
) <z +ot' +4/(t 1) — ,02>
d
p ap (t — t’)2 —p?
© (2 +ot’ — [ (t 1) — p2>
d
+£d_ dt’ . (G.28)
p ap (t — t’)2 — p?

Observamos que las componentes Ay, (z) y A, () se pueden poner en un solo potencial
magnético que apunte en la direccién del vector g5 Mas atn, las funciones que aparecen bajo
la integral sobre ¢’ en las ecuaciones (G.27) y ((G.28) son unas de las funciones de distribucién
que tiene la FG (4.78]). Ademds, la expresién de A,,, () es justo el primer término en la
ec. del capitulo [5| al hacer la identificacion general g = 25(]/ (4n? + 9~2), siendo ¢ la carga
magnética del monopolo “imagen”. Lo mismo se tendra para A,, () con respecto a la
componente A?(x) del mismo capitulo.




Apéndice H

Obtencion explicita de las ecuaciones
de los modos normales
de la 0-Electrodinamica

En este apéndice solucionaremos el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones ([6.35))
v (6.38) que a continuacién se vuelve a enunciar:

01X (z) —l—z’w?é(z)Y(z) = Ji(2), (H.1)
O.Y (2) —iwld(2) X (2) = Ja(2), (H.2)

donde hemos omitido la dependencia en k| y w y

O, = 88—; +wle(z) — k2, (H.3)
Oy, = %%%v%ﬂe(z), (H.4)
Ji(z) = —iwdrii-j, (H.5)
Jo(z) = —m47rfq-jw4m% [m} : (H.6)
R - = (17

Para ello, es necesario conocer las FGs Fy, (z,2") (6.46|) y ]}0” (2,2') (6.63) que solucionan
las siguientes ecuaciones de Green de los operadores O; y Os:

—(’)1]-:%(,2,2') = i(z—2"), (H.8)
~0yF,(2,7) = d(z—2"). (H.9)

Lo que prosigue es multiplicar por la izquierda la ec. (H.1)) por Fo, (2, 2”) como sigue

Fo, (2,20 X (2") +iwbd (2" Fo (2, 2)Y (2") = Fo, (2, 2") 1 (2") | (H.10)
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donde la notacién biprima en el operador O~ indica que actia sobre z”. Usando la ec. (H.8))
encontramos que

— (2 — 2N X (") 4 iwbF (2, 2")6(2")Y (2") = Fo, (2, 2") J1(2") . (H.11)

Luego, integramos con respecto a z” y resulta finalmente que:
— X(2) +iwbF, (2,0)Y(0) = /dz”}"oL(z, 2N J(2") (H.12)
que al renombrar la variable muda z” por 2’ coincide con la ec. (6.66).

Falta hacer lo propio con la ec. (H.2). De manera andloga, multiplicamos por la izquierda
la expresion 1} por JFo,(z,2") como se muestra enseguida

]:"0H (z,2") 0 Y (2") — iwéfou (z,2")0(2")X (") = .7:"0” (z,2")Ja(2") (H.13)

donde nuevamente la notacién biprima en el operador Oy indica que actia sobre z”. Usando
la ec. (H.9)) encontramos que

—0(z = Y (") = iwhF, (2, 2")6(2") X (") = Fo, (2, 2") Jo(2") . (H.14)
Luego, integramos con respecto a z” y resulta finalmente que:

—-Y(2) - iwé]:"ou (2,0)X(0) = /dz”]:"o (z,2")J2(2") . (H.15)

que al renombrar la variable muda z” por 2’ coincide con la ec. .
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