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Introduccion

El presente trabajo tiene como finalidad construir estructuras de Poisson adap-
tadas a foliaciones de Bott-Morse de codimensiéon uno en variedades lisas de
dimension tres. Para lo anterior retomamos ideas y resultados obtenidos por
Suédrez y Orozco en [SSTOT6], Sudrez, Garcia y Vera en [GNSSV15], y Scdrdua
y Seade en [SS09].

El resultado principal de esta tesis es demostrar el siguiente teorema, que se

encuentra en la Seccion [3.2] del Capitulo [3|

Teorema. Sea F una foliacion lisa y compacta de codimension uno con singu-
laridades de Bott-Morse sobre una variedad lisa, conexa, cerrada y orientable
M3, y f: M — R el mapeo de Bott-Morse que da lugar a F. Entonces, existe
una estructura de Poisson completa en M?> de rango dos tal que el tensor de
Poisson asociado a ésta estructura solo se anula en dos puntos o en dos circulos

que corresponden exactamente a la singularidades de las foliacion F.

Este trabajo se estructura en tres capitulos y un apéndice. El Capitulo [I|explica
uno de los pilares de este trabajo de investigacién que son las foliaciones de Bott-
Morse de codimensién uno, para entender lo anterior describimos las nociones
bésicas de la teoria de foliaciones singulares en la Seccion y a la teoria de
Morse en la Seccién para asi llegar al concepto de foliaciones de Bott-Morse
de codimensién uno en la Seccién esto basado en los articulos de Scardua y

Seade en [SS09] y [SS11].

El Capitulo [2] muestra puntualmente el segundo y ltimo pilar de este trabajo
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de investigacion, que es la geometria de Poisson; retomando los conceptos de
campos multivectoriales en la Seccién[2.1] de variedades de Poisson en la Seccién
y finalmente en la Seccién demostramos que toda variedad de Poisson
tiene asociada una foliacion donde las hojas son variedades simplécticas y se
enuncia el teorema el cual contiene la férmula de Flashka-Ratiu, que sirve

para construir estructuras de Poisson.

El Capitulo [3] tiene como objetivo hacer converger las ideas expresadas en los
Capitulos (1] y [2| para asi construir las estructuras de Poisson de manera local
en una singularidad de la foliacién de Bott-Morse. Después extenderemos la
estructura de Poisson encontrada en la Seccién [3.1] a toda la variedad. Esto lo
realizamos en la Seccién [3.2] y por tltimo, en la Seccién [3:3] explicamos como
son las formas simplécticas inducidas por las estructuras de Poisson encontradas

en la Seccién Bl

En el Apéndice [A] explicamos scripts escritos en lenguaje Python, los cuales
utilizamos para realizar cédlculo simbdlico. Estos calculos son: la férmula de
Flaska-Ratiu para encontrar estructuras de Poisson en la Seccién un método
para encontrar estructuras simplécticas inducidas por la estructuras de Poisson
en la Seccién [A22]y por tltimo la férmula para calcular el corchete de Schouten-
Nijenhuis en la Seccién de este modo incursionamos en la Geometria de

Poisson computacional.



Capitulo 1

Foliaciones de Bott-Morse

Esta investigacion inicia con la presentaciéon de un panorama bésico a la teoria
de foliaciones con singularidades de Bott-Morse. La idea es explicar las nocio-
nes béasicas de ésta teorfa, la cual usaremos en los resultados presentados en el

Capitulo

A lo largo de este trabajo de investigacién se considera que las variaedades
diferenciables M son de dimension m y son de clase C'*°, solo en caso de ser
requerida una adecuacién se especificard. Ademds se considera un mapeo liso
de clase C* 6 simplemente liso a un mapeo f : M — N tal que para todo p € M
se cumple que 1o fo¢~! es de clase C* en 0, donde (Vp, 1) es una carta de M y
(Vi(p), ) es una carta de N con f(p) = 0. Si f es liso escribimos f € Ck(M, N)
y cuando N = R, denotamos C*(M, N) por C*(M).

1.1. Foliaciones

Iniciamos la seccién con un breve repaso a la teoria de foliaciones. Para reali-
zar un estudio detallado de esta teoria recomendamos al lector dirigirse a los

siguientes textos [CN85] o [Mol8g].

Para explicar de manera intuitiva el concepto de foliacién, hay que recordar que
al integrar un campo vectorial no singular sobre una variedad M, obtenemos

una particién de la variedad M mediante integrales del campo, que son varie-
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dades diferenciables de dimensién uno. A esta particién la llamaremos foliacién
de M de dimension uno y a las érbitas del flujo del campo como hojas de la

foliacién.

La forma natural de generalizar lo anterior a dimensiones superiores, es consi-
derar la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales sobre una variedad

bajo una condicién de integrabilidad, es decir, el teorema de Frobenius.

A continuacién enunciamos la definicién de foliacion.

Definicion 1.1 Sea M™ una variedad, decimos que una foliacién en M™ de

dimension n es un atlas F en M que cumple con las siguientes propiedades:

1. Si (U,p) € F, entonces ¢ : U — Uy x Uy C R® x R™™" donde U; C R

Y Us C R™™" son discos abiertos.

2. 81 (Ur,p1) y (Us,02) € F tal que Uy NUy # 0, entonces la funcién
de transicién pg o cpl_l 01 (U NU2) — wo(Up NU2), es de la forma

(f1(z,y), f2(y)) para (z,y) € p1(Ur N Us) y algunas funciones lisas fy :
R™ 5 R™ y fo : R™ " 5 R™™,

Para poder tener clara la definicién [1.1]siempre podemos pensar en la figura|l.1

que es una variedad de dimensién dos foliada por una variedad de dimensién uno.

A las cartas (U, ) € F las llamamos cartas foliadas y el nimero m — n se

conoce como codimensién de la folicaion.

Considere una foliaciéon F en M™ de dimension n tal que n < m. Si seleccio-
namos un carta foliada (U, ¢) € F y fijamos un ¢ € Us,, podemos considerar lo

siguiente:

= el conjunto =1 (U; x {c}) es llamado placas de U o de F esto depende

del contexto, y

= el mapeo ¢|g, x e} Uy x {c} — U resulta ser un encaje, asf las placas son

subvariedades conexas de M™ con dimensién n.
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Figura 1.1: Una 2—variedad foliada por una 1—variedad.

Observar que para ¢ € U se obtienen placas de U ajenas, para esto considere
c1y co € Uy tal que ¢; # co y sus respectivas placas a = o 1 (U; x {c1}) y

B = YU x {c2}). Ahora supongamos que a N [ # (), entonces:

(anB) = U x{ci} pues anpcCa
= Uy x{ca} pues anpcp,

pero (U; x {c1}) # (Uy x {c2}), por lo tanto aN 3 = 0.

Un camino de placas de F es un sucesién {aj, ..., o} de placas de F tal que

a; Ny #0parai € {1,...k—1}.

Dado que es posible cubrir a M™ por placas de F, definimos la siguiente relaciéon
de equivalencia: Para p,q € M™ decimos que p ~ ¢ si y s6lo si existe un camino
de placas {ai,...,ar} tal que p € a1 y ¢ € ag. A la clases de equivalencia la

llamamos hojas de F y al conjunto M/ ~ el espacio de hojas.

Se tiene por definicién que las hojas de F son un subconjunto conexo por tra-
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yectorias y que por cada punto p € M"™ pasa una y s6lo una hoja de F. Ademés
una propiedad de las hojas de F no tan inmediata de su definicién, es que es-
tas son variedades diferenciables de dimensién n y de clase r, cuya estructura
diferenciable la heredan de F. La prueba de lo anterior se puede consultar en

[Pdgina 32, [CN8I]].

Decimos que una foliaciéon F es compacta si cada hoja L € F es compacta y
de manera similar decimos que una foliacién F es cerrada si cada hoja L € F

es cerrada.

Con todo lo anterior, se tiene que una foliacién es un descomposiciéon de una
variedad lisa en subvariedades de la misma dimension, es decir una foliacion
regular. Ahora, ; Qué ocurre cuando tenemos una descomposiciéon de M en
subvariedades pero la dimensién estas varian? Para explicar lo anterior debe-

mos extender el concepto de foliacion regular a singular.

Una foliacién lisa F singular en una variedad lisa M™ es una particién

F=U L

peEM

donde se cumple que L, N Ly = 0 si p # g y cada L, es una subvariedad lisa,

encajada y conexa de M™. A cada L, lo llamamos hoja de M™.

Ademads se cumple la siguiente propiedad: Para cada p € M existe una carta
(Up, (Y1, -, Ym)) tal que para la hoja L, la componente conexa de L, N U, esta
descrita por las ecuaciones y44+1 = Cg+1,---s = Ym = Cm donde cgi1, ..., Cp SON
constantes. La propiedad anterior es conocida como la propiedad de la folia-

cion local.

Si todas las hojas L, de un foliacién singular F tienen la misma dimension en-

tonces decimos que F es una foliacion regular.

Una distribuciéon singular en una variedad lisa M™ es una asignacién talque

a cada punto p € M™ le asocia un subespacio vectorial D, C T, M. Notemos
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que la dimensién de D, puede depender del punto p.

Una distribucion singular D en una variedad lisa M™ es llamada lisa si para cada
punto p € M y cualquier vector Xy € D existe un campo vectorial X liso defi-

nido en una vecindad U, de p tal que X (y) € D, paratoday € U, y X(p) = Xo.

Si la dimensién de la distribucién en p no depende del punto p, entonces se tiene

que la distribucion es un distribucion regular lisa.

Ahora, de la propiedad de la foliacién local se puede deducir que la distribucién
tangente D7 de una foliacién singular es un distribucién singular lisa [P4gina
17,[DZ05]], donde la distribucién tangente D7 es la que asocia a cada punto
p € M su espacio tangente DIJ,T a la hoja L, en el punto p.Es decir, cada foli-
caién singular define una distribucién singular. Es decir, cada folicaién singular

define una distribucién singular.

Sea D una distriubucién singular y lisa en la variedad lisa M. Una subvarie-
dad integrable W de D es una subvariedad encajada de M tal que para cada

w € W el espacio tangente T,,W C D,, es un subespacio vectorial.

Una subvariedad integrable W es llamada maximal, si no estd contenida en
ninguna otra subvariedad integrable; decimos que una subvariedad integrable
es de dimensién maxima si su espacio tangente en cada punto w € W es

exactamente D,,.

Decimos que una distribucién lisa y singular D en una variedad lisa M es una
distribucién integrable, si cada punto p € M estd contenido en un variedad

integrable maximal de dimensién méaxima en D.

Sea C' una familia de campos vectoriales lisos definidos en M. Definimos una
distribucién singular suave D tal que a cada punto p € M le asigna el espacio
ﬁp, donde ﬁp es el espacio vectorial generado por los valores del punto p es los

campos vectoriales de C.
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Sea D una una distribucién, decimos que D es invariante con respecto a la
familia de campos vectoriales C, si es invariante con respecto a cada elemento

de C.

Dados todos los conceptos anteriores, surge de manera natural la siguiente pre-
gunta: j Cudles son las condiciones para que una distribucién singular lisa sea

la distribucién tangente de una foliacién singular?

La respuesta a la pregunta anterior se encuentran en los resultados del trabajo
de Stefan [SteT74] y Sussmann [Sus73|, expresados en el siguiente teorema, cuya

demostracién podemos encontrar en [Pagina 17, [DZ05]].

Teorema 1.1 Sea D un distribucion lisa y singular en un variedad lisa M™.

Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:
i) D es integrable.

ii) D es generado por un familia de campos vectoriales lisos y es invariante con

respecto a dicha familia.
iii) D es la distribucion tangente D7 de una foliacion singular y lisa F.

Una distribucién involutiva es una distribucién D tal que si X e Y son
dos campos vectoriales lisos que son tangentes a D, entonces el corchete de Lie
[X, Y] es tangente a D también. Es claro del teorema que si una distribucién

singular es integrable, entonces es involutiva.

Hay que notar que el teorema [I.I]es un generalizacién del teorema de Frobenius

para una distribucién regular D.

Teorema 1.2 Si una distribucion reqular lisa es involutiva, entonces es integra-

ble, es decir, la distribucion es la tangente distribucion de una foliacion reqular.

El teorema de Frobenuis es resultado clasico en la literatura sobre foliaciones
regulares. La prueba se puede consultar en [Pdgina 182, [CN85]] y mientras que
la de integrabilidad de foliaciones singulares se puede encontrar la pagina 18
de [DZ05], es decir, podemos concluir que el teorema de Frobenius es un caso

particular del teorema de Stefan-Sussmann (1.1
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1.2. Mapeos de Morse

La teoria de Morse a grandes rasgos estudia la topologia de las variedades di-
ferenciables a partir de los mapeos de Morse que se pueden definir sobre ellas,

para un estudio a detalle sugerimos consultar [Mil63] y [Mat02].

La teoria de Morse ha tenido una gran cantidad de aplicaciones, entre las cua-
les se pueden destacar la clasificacién de las superficies compactas [Xul3] y el

teorema del h-cobordismo [Mil15], s6lo por mencionar algunas.

Comenzamos tomando una variedad diferenciable M™ y f : M™ — R un mapeo
liso, decimos que un punto p € M™ es un punto critico de f si la diferencial

de f en p es nula. En caso contrario decimos que p es un punto regular.

Notemos que si tomamos una carta (U, z) alrededor de p y p es un punto critico
de f, entonces se tiene

of

dxy

) = = 5 ) =0,

El ndmero real f(p) donde p es un punto critico lo llamamos valor critico.

La restriccién que le impondremos a un mapeo liso para que éste sea de Morse
hard que los mapeos tengan un comportamiento muy simple en sus puntos
criticos, para esto introduciremos la nocién de sequnda derivada del mapeo f

en el punto p € M™.

Sean p € M y vp,w, € T,M. Elijamos X e Y campo vectoriales en M tales

que X (p) = vp e Y(p) = wp. Si p es un punto critico de f entonces es claro que

vp(Y'(f))) = wp(X(f)), ya que

vp(Y () —wp(X(f)) = X()(Y(F) =Y (p)(X(S))

Asi, podemos definir una forma bilineal Hess,(f) en T, M llamada el hessiano

de f en el punto p, mediante la férmula

Hessp(f)(vp, wp) = vp(Y(f)).
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Tomando una carta (U, x) alrededor de p se puede ver que la matriz de la forma

bilineal Hess,(f) en la base {%b} es la matriz

0% f
8%8% ij ’

Decimos que un punto critico p € M™ es no degenerado si el hessiano de f

en el punto p es una forma bilineal no degenerada, es decir que el determinante
2
de la matriz [%aij} ~sea distinto a 0.

ij

El indice de f en el punto p se define como la dimensién de cualquier
subespacio maximal contenido en 7, M con la propiedad de que el hessiano sea

definido negativo en ese subespacio.

Definicién 1.2 Sea f: M™ — R un mapeo liso, diremos que f es un mapeo

de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.
Para dejar en claro la defincion observemos el siguiente ejemplo clasico.

Ejemplo 1.1 Consideramos un toro T encajado en R? y parametrizado me-

diante el mapeo X : K — R? dado como

X(0,9) = (sen(9), (r + cos(6))cos(9), (r + cos(6))sen(¢)) ,
donde K = [0,27] x [0, 27].

Ahora definimos un mapeo altura mediante la proyeccion sobre el eje z, es

decir, consideramos el mapeo f: T — R dado como

f(0,0) = (r + cos(0))sen(¢) (1.1)

Para fijar ideas de como es el mapeo altura que acabamos de definir podemos

mirar la figura[1.3

Calculemos los valores criticos de f, para esto calculemos el gradiente de f.

Vi = (g 50 )l = (~sen(@)sen(s).(r + cos(0))cos(9)
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Es fdcil observar que V f = (0,0) siy solo si ¢ € {Z,25} y 0 € {0, 7}, es decir,

tenemos los puntos criticos (3,0), (3,7), (35, 7) y (3F,0) para el mapeo f.
Notemos que el hessiano del mapeo [ es:

—sen(¢)cos(6) —sen(f)cos(o)
—sen(0)cos(¢p) —(r + cos(0))sin(¢)

Hess(f) =

Basta realizar un simple cdlculo para notar que det(Hess(f)) # 0 en los puntos
criticos (3,0), (%,m), (3F,7) y (2F,0) del mapeo f, por lo que podemos concluir

que f es un mapeo de Morse.

£(3,0) T
1/(5.m)
e —
I
f&,m)
1£(3,0)

T Y

/ RH

Figura 1.2: Mapeo altura f del T y sus valores criticos.

El siguiente resultado nos muestra que en el caso no degenerado, el mapeo
f tiene un comportamiento sencillo en un entorno del punto critco p € M™.
M4és atn, muestra como el indice del punto p determina por completo este

comportamiento.

Lema 1.1 (Morse) Sea p € M™ un punto critico no degenerado de indice k,

entonces existe una carta (U, ) alrededor del punto p con x(p) =0 y tal que

f=fp)—at—.. -2 +ai +..+22 (1.2)

en todo U y a k lo llamamos el indice de Morse de f en el punto p.
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La prueba del lemma [Morse] puede encontrarse en la pagina 6 de [Mat02].
A partir del lema se pueden obtener el siguiente corolario.

Corolario 1.1 Sea p € M™ un punto critico no degenerado de indice k, en-

tonces
= p es un minimo si y sélo si k=10, y
= p es un mdximo si y solo si k =m

Demostracién.

Al ser p € M™ un punto critico no degenerado, entonces aplicando el lema de
Morse se tiene que en un vecindad de p el mapeo f: M™ — R es de la forma
[[:2]y aplicando cdlculo vectorial no es dificil deducir que p es maximo cuando
k = m, es decir, el indice de Morse es igual a la dimensién de la variedad M™

y que p es minimo cuando k =0 0.

Con todo lo anterior, del ejemplo podemos obtener la siguiente informacién

de sus puntos criticos, que se detallan en el cuadro

Punto Critico | Expresién local de f Indice de Morse | Méximo | Minimo
(%,0) c— 0% — ¢ 2 Si No
(5,m) c+0? —¢? 1 No No
(32, m) c+ 6% — ¢? 1 No No
(3£,0) c+ 6%+ ¢? 0 No Si

Cuadro 1.1: Informacién de los puntos criticos del ejemplo

Proposiciéon 1.1 Sea f: M™ — R un mapeo liso con M™ una variedad lisa,
entonces los puntos criticos no degenerados de f son asilados en el conjunto de

los puntos criticos.

Demostracién.

Tomemos un punto critico p € M de f y (U,z) una carta alrededor de p.

Consideramos el mapeo g : U — R™ dado como g(p) = (%M,,...,%\p).

Notemos que g(p) = 0 si y s6lo si p es un punto critico de f. Ahora bien la matriz

Jacobiana de g es [ 8;?_281; } que es no singular en el punto p, es decir invertible,
10T
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entonces por el teorema de funcién inversa g es inyectiva en un vecindad de p
contenida en U y como g(p) = 0, entonces p es el dnico punto critico de f en

dicha vecindad.

De la proposicion se sigue inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.2 Sip € M™ es un punto critico no degenerado de f, entonces

existe un entorno de p en el cual no hay otro punto critico de f.

Ahora si agregamos la hipétesis de que M™ es una variedad compacta a la
proposicién entonces se tiene que los puntos criticos de f : MM — R son
finitos [Pégina 47, [Maf02]]. Sin embargo en general, no es cierto que los puntos
criticos de un mapeo liso sean aislados, como podemos notar en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.2 Sea f : R? — R? definida como f(x,y) = 22, entonces todos los
puntos del eje y son puntos criticos degenerados y forman una subvariedad de

R2.

Para este tipo de mapeos, donde tenemos variedades singulares es posible estu-

diarlos mediante la teoria de Bott-Morse, que explicamos en la seccion

1.3. Foliaciones de Bott-Morse

Esta seccién esta inspirada en los trabajos [SS09] y [SS11] realizados por Seade

y Scardua. La idea de la seccién es generalizar el concepto de mapeo de Morse.

Notemos que las singularidades de los mapeos de Morse son puntos, que pue-
den considerarse como variedades diferenciales de dimensién cero. Ahora nos
interesa trabajar en el caso cuando las funciones tienen singularidades y éstas
son variedades diferenciables de dimensién mayor o igual a cero. Para esto ne-
cesitamos una nueva idea de cémo entender que un mapeo f : M™ — R sea no

degenerado.

Sea f: M™ — R un mapeo liso tal que sus puntos criticos son subvariedades

ajenas de M™. Decimos que el mapeo f es no degenerado en el sentido
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de Bott, si para cada p en la subvariedad singular existe un disco pequenio D,
transversal a la subvariedad singular y de dimensién complementaria, tenemos
que f|p, es un punto critico no degenerado. Este concepto fue introducido en

1954 por R. Bott en [Bot54].
Dado f: M™ — R un mapeo liso, denotamos al conjunto de puntos criticos de
f por Sing(f).

Definicién 1.3 (Bott-Morse) Sea M™ una variedad lisa, decimos que el ma-

peo liso f: M™ — R es de Bott-Morse, si
t
Sing(f) = U N;,
j=1
donde N; es una subvariedad cerrada de M, N; "\ N; =0 si j #1i y el mapeo f
es no degenerado.

Ejemplo 1.3 Consideramos un toro T encajado en R? y parametrizado me-

diante el mapeo X : K — R3 dado como
X(0,¢) = (sen(o), (r + cos(0))cos(), (r + cos(0))sen(9)) ,
donde K = [0,27] x [0, 27].

Ahora, consideramos el mapeo altura mediante la proyeccion sobre el eje x, es

decir, consideramos el mapeo f: T — R dado como

f(0, ) = sen(0) (1.3)

Calculemos los valores criticos de f, para esto calculemos el gradiente de f.

of 0 0 ) 0O 0
Vfo,e) = <6£’ af;) l(6,6) = < 8687;( ), Sg;( )) |(6.6) = (cos(6),0)

Es fdcil observar que V f = (0,0) si y sdlo si 0 € {Z,2}, es decir, tenemos los

puntos criticos (5,¢) y (37“, ¢) para el mapeo f.

Notemos que el hessiano del mapeo f es:

—sen(d) 0
0 0

Hess(f) =
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Al calcular el hessiano de f en los puntos (3, ¢) y (37”, ), notamos que det(Hess(f)) =
0, es decir son degenerados en el sentido de Morse, sin embargo hay que notar

también que el evaluar dichos puntos en el mapeo X :
= X((5,90)) = (1,rcos(¢), rsen(¢)),

= X((3,9)) = (=1, rcos(¢), rsen(d)),

obtenemos que estos son circulos singulares ajenos contenidos en T, para esto
observemos la figura[1.3 que muestra uno de los circulos singulares encontrados,
asi tenemos que Sing(f) son dos circulos ajenos y no es dificil notar que f es

no degenerada, asi podemos concluir que f es de Bott-Morse.

|f{%u}

3]

Figura 1.3: Circulo singular del mapeo f y sus valores criticos.

Anélogamente a lo que ocurre con los mapeos de Morse, se tiene que los mapeos
de Bott-Morse muestran un comportamiento sencillo en un entorno del punto p
en la variedad critica y muestra también como el indice del punto p determina

por completo este comportamiento.

Lema 1.2 (Bott-Morse) Sea f : M™ — R un mapeo de Bott-Morse, N™ una
subvariedad singular conexa y p € N™. Entonces existe una carta (U, ¢) de M

alrededor del punto p con ¢(p) =0 y tal que

» 9(UNN) ={(z,y) e R" xR |y =0} y
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s fodp N my)=fp) =y — o — YR+ Yi YA,

donde ¢ : U = R" x R™™ ™ y k< m —n es el indice de f en p.

La demostracién puede ser consultada en el articulo [BH04] de Banyaga y Hur-

tubise.

El concepto de Bott-Morse se puede extender a una foliacion F con singulari-
dades, para esto denotemos como Sing(F) al conjunto singular de F y conside-
ramos desde ahora hasta el final de esta seccién a F una foliacién lisa en M™

con singularidades de codimensién uno y con 2 < m.

Las singularidades de F son singularidades de Bott-Morse si

t
Sing(F) = [ J N,
j=1
donde:
= N; es una subvariedad cerrada y conexa de M,
" NjﬂNi:(DSij#i,
» Codim(Nj) > 2,

» Para cada p € IV; existe un abierto V}, C M, donde F es definida por un

mapeo de Bott-Morse.

Se tiene que en una singularidad de Bott-Morse N;” existe un difeomorfismo
¢:Vy, = PxDdonde PeR" yDeR™ "™ y una foliacién G en D cuyas
fibras estan dadas por un mapeo de Morse. Asi ¢ toma la foliacion Fly, y la
envia a la foliaciéon producto P x G.
En otras palabras tenemos lo siguiente:

= Sing(F)NV, = N;" NV,

» o(N;NV)=Px {0} CR"™ x R™ ",

= Existen coordenadas locales

(2,y) = (T1, o, Ty, Y1y oos Ymom;)
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en V,, tal que N;NV,, esta dado por {y1, ..., Yym—n, = 0} y ademds Fly, esta

dado por los niveles del mapeo Jy, (Z,z) = E;_”:—lnj Ajx3, donde A = +1.

Notemos que los dos ultimos puntos son consecuencias de lema de Bott-
Morse, ademds el disco 2, = ¢~ (z(p) x D) es transversal a N; y es transversal
a F fuera de N;. La restricciéon de F en X, es un singularidad de Morse y
el indice de Morse es independiente del punto p en la componente N; y de la

eleccién del disco transversal ,,.

Nos referimos a G(N;) = Fls, como el tipo transversal de F a lo largo de N, la
cual es una foliacién de codimensién uno en ¥, con una singularidad de Morse
en {p} = N, N%,, a partir de esto es posible distinguir los siguientes tipos de

variedades singulares IN;.

Definicién 1.4 Una componente N; C Sing(F) es:

1. Centro si el tipo transversal de F a lo largo de N; es un centro, es decir,

el indice de Morse de f|s, es 0 o m —n;.

2. Silla si el tipo transversal de F a lo largo de N; es una silla, es decir, el

indice de Morse de fl|s, es diferente de 0 0o m —n;.

Por el lema de Bott-Morse en una vecindad de una componente N; es centro las
hojas de F en el disco transversal ¥, son difeomorfas a S§(m=(n;+1)) “hara esto
hay que recordar que dim(N;) = n;. Para entender mejor lo anterior podemos
observar la siguiente ﬁgura cuando N; es un variedad singular de dimensién
uno y X, es de dimensién dos.

De manera andloga, en una vecindad de la componente N; silla, se tiene que
las hojas de F en el disco transversal ¥, estan dadas de forma local por las
expresiones

Yi U =Y U

donde r es el indice de Morse de f|x, y a dichas hojas las llamamos separatrices
de F, de igual manera observemos la figura para el caso cuando N; es un
variedad singular de dimensién uno y ¥, es una variedad de dimensién dos.

Dada una componente N; que es silla, decimos que una separatriz de N; es

una hoja L tal que su cerradura L contiene a N;.
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Figura 1.4: N; tipo centro.

Figura 1.5: Nj tipo silla.

Denotemos por Sil(F) a la unién de N; que son sillas contenidos en Sing(F).
Decimos que F tiene silla conectadas, si existen componentes Ny, Ny € Sil(F)
tal que N1 # Ny y una hoja L de F que es simultaneamente una separatrix de

N]_ y NQ.

Decimos que la foliacién F es orientable, si existe una forma diferenciable
w € QMTL(M™) tal que w es no singular en (M — Sing(F)) y w|r es una forma
de volumen en cada hoja L € F. La eleccién de la forma w es llamada una

orientacién para F.

También tenemos que la foliacién F es transversalmente orientable, si existe
un campo vectorial X € X(M) tal que X es transversal a F en cada punto fuera

de Sing(F). Notemos que el campo X puede tener singularidades en Sing(F).
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De lo anterior, es posible obtener una defincién que extiende el concepto de

singularidad de Bott-Morse a foliaciones singulares.

Definicién 1.5 Decimos que una foliacion F lisa sobre M™ de codimension

uno es una foliacion de Bott-Morse si:
1. Sing(F) son singularidades de Bott-Morse.
2. F es transversalmente orientable.
3. F no tiene sillas conectadas en M™.

Los primeros ejemplos de foliaciones con singularidades de Bott-Morse son los
dados por mapeos de Bott-Morse y por productos de foliaciones de Morse defini-
dos sobre variedades cerradas. En la seccién [2.3] donde se introduce el concepto

de foliacién caracteristica se presentard un ejemplo de foliacion de Bott-Morse.

Para el caso cuando la variedad M es de dimensién tres, que el caso que utiliza-
remos en este trabajo de investigacion, se obtienen las siguientes posibilidades
para la dimensién de la variedad singular IN; y cuando ésta es centro o silla, las

distintas posibilidades se encuentran detalladas en el cuadro

Tipo Indice de Morse | Modelo Local en Xp
cero x% + x% + x%
Centro
dim(N;) =0 tres —x3 — a3 — 23
uno —2? + 23 + 23
dim(M) =3 Silla
dos —z? — 23 + 3
Cero m% + x%
Centro
dim(N;) =1 dos —z? — 23
Silla uno —x2 + 23

Cuadro 1.2: Posibles casos para N; cuando dim(M) =3

Asi mismo cuando la dimensién de la variedad M es tres, tenemos el siguiente

resultado de Seade y Scérdura [SS09).

Teorema 1.3 Sea M? una variedad lisa, orientada, cerrada y coneza equipada
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con una foliacion compacta de Bott-Morse, entonces

{p17p2} o

Sing(F) =
{e1,e2}

donde p1,ps son puntos y c1,ce son circulos.

La prueba del resultado anterior se puede encontrar en la pagina 209 de [SS09).



Capitulo 2

Geometria de Poisson

Este capitulo explica la teoria de la geometria de Poisson lo més breve posible
pero sin olvidar los aspectos més importantes de ella. Para esta investigacion
tenemos como objetivo saber que es la foliacién caracteristica mediante hojas
simpléctias inducida por una estructura de Poisson y enunciar el teorema

para poder construir estructuras de Poisson.

Para un estudio mas profundo sobre la Geometria de Poisson remitimos al lector

consultar la siguiente literatura [DZ05] y [LGPV13].

2.1. Campos Multivectoriales

Sea M™ una variedad lisa y ¢ un entero positivo. Denotaremos por AYT'M el
espacio tangente de g—vectores de M. Se tiene que AYTM es un haz vectorial
sobre M, cuyas fibras sobre cada punto p € M es el espacio AYT,M, que es el

producto antisimétrico exterior de ¢ copias del espacio tangente T, M.

Tomemos un sistema local de coordenadas (U, (21, ...., X)) alrededor del punto

p € M. Como AT, M es un espacio vectorial, entonces admite una base de

la forma {52— A ... A 32-(p)i1 < ... < i,}. Es posible definir un g-campo
i ia

vectorial II en M como una seccion lisa del haz AYTM, es decir, el mapeo

IT: M — AYTM asocia a cada punto p € M con un g—vector II(p) € AT, M

de forma lisa.

19
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Si (U, (x4, ..., Tm)) son coordenadas locales para M, entonces el g—vector II tiene

la siguiente expresion local:

) )
Y Moty A e A (2.1)

N
11 <...<iq tq
donde las componentes II;, . ;, € C*™ (M) son antisimétricas y son llamadas co-

eficientes de II.

Recordemos que los g—campos vectoriales X2(M) son objetos duales a las
g—formas diferenciales Q9(M) de una manera natural. Si II € X, a € Q4(M)
y (U, (21, ...,2m)) un sistema local de coordenadas alrededor del punto p € M,

entonces podemos escribir.

_ ) . _0 9
cl= Y Mgt A A g
11<...<iq 1

= Z ail...iqd-ril /\.../\dl‘iq.
11 <. <dg

Entonces podemos definir su emparejamiento como («,II) como un mapeo
definido como

(o, 1) = 5y, << My iy iy iy (2.2)

Es facil notar que la definicién de {(a, IT) no depende de la eleccién del sistema

local de coordenadas.

Es particular tenemos que un k—campo vectorial liso en una variedad lisa M™

puede ser considerado como un mapeo C°(M)-lineal y alternante

IM: QY M) x ... x QYM) — C=(M)

k—wveces

Dado lo anterior es posible establecer la siguiente proposicion.
Proposicion 2.1 Para una variedad lisa M™ la asignacion

O(f1, ..., fr) = O(df1, ..., dfx)

establece una correspondencia uno a uno entre los mapeos C°(M)-lineales y

alternantes

I:QYM) x ... x QYM) — C=(M),

k—veces
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y los mapeos R-lineales y alternantes

[ C®(M) x ... x C°(M) — C®(M).

k—veces

Ademds satisfacen la regla de Leibniz en cada argumento, es decir

ﬁ(fla (23 ffu ~-~7fk) = f(ﬁ(flv "'7fia [L23) fk)) + fl(ﬁ(fl’ ""f7 [L23) fk))

Demostracién.
Es claro que por la construccién del mapeo II que a todos los mapeos R—lineales,
alternantes y que satisfacen la regla de Leibniz se le puede asociar un k—campo

vectorial.

Para el caso contrario sélo basta revisar que el valor de II(f1, ..., fx) en un punto
p € M sélo depende del valor de df1, ..., df. en el punto p; esto es equivalente a

verificar que si el valor df;(x;) = 0 en un punto p € M para i = 1,..., k, entonces

I:I(fl, .-.,fk) =0.

Si df;(x;) = 0 entonces podemos escribir de manera local a f; como

k
fi= Z%‘jgij ta,
Jj=1

donde z;,, g;; € C°°(M) son mapeos que se anulan en p € M y ¢; una constante.

De la regla de Leibniz se tiene que

k
I(f1, s fir oo fr) (D) = ﬁ(flw--azxijgij+Ci7---afk)

j=1

k
= I:I(fl, ey Zl’i_jgij, ey fk) + ﬁ(fl, ey Ciy aeny fk)

Jj=1

k k
= ﬁ(fh "'azgija sy fk) + ﬁ(fl7 "'7in]'a 7fk)
j=1 j=1

+ f_[(fl,...,ci,n'afk)
k

k
= ﬁ(flv "'7Zgija ) fk) + ﬁ(fh "'7inj7 ""fk)
Jj=1

j=1

+ Ciﬁ(fl, U fk:)

= 0.
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Asi tenemos que

ﬂ(fl, ey -1 ;fk) = ﬂ(fl, ey -1 ;fk) + ﬂ(fl, 11, ...,fk)

= Qﬁ(fl, oy Ly f1)s

es decir, II(f1,...,1,..., fx) = 0. O

Recordemos que el operador diferencial d : QF(M) — Q*+1(M) juega un pa-
pel importante en la geometria diferencial. La operacién que juega el papel
del operador diferencial en campos multivectoriales es el corchete de Schouten-

Nijenhuis, el cual lo podemos pensar como una extension del corchete de Lie.

Antes de continuar con la definicién de corchete de Schouten-Nijenhuis, vamos
a explicar la sigui ion: D 5 ; a la variable 22-; sta no-
plicar la siguiente notacion: Denotemos por &; a la variable 3. > con esta no

K2
tacion es es posible considerar a & como variables formales en el sentido de que

no toman valores en un campo. Ademds forman una algebra antisimétrica, es
1é) 1o}

decir se cumple que §;§; = —§;§;, conmutan con la variable z; y §;§; = 5-N 5.~
. ; j

por tanto & = && = 52- A 52- =0

Si IT es un p—campo vectorial, entonces tiene la forma de la formula en un
sistema local, entonces ahora lo consideramos como un polinomio homogéneo

de grado p en las variables formales £;. Tomando la siguiente forma.

II= Z Hil‘..iqfil VANRSRAN fiq (23)

i1 <. <ig
Una pregunta inmediata, es saber si es posible derivar este tipo de polinomios

homogéneos; la respuesta es positva y para ello se aplica la siguiente formula:

(&1, ---61,)

afik - (_1)p_k£11"‘§;k~..§1pa

donde f;k es el elemento que se omite en el producto y 1 < k < p.

Partiendo de lo anterior es posible enunciar la definicién de corchete de Schouten-

Nijenhuis.
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Definicién 2.1 Sean M™ una variedad lisa, A € X*(M) y B € X°(M), defi-
nimos el corchete de Schouten-Nijenhuis como un mapeo [,] : X% x X° —

Xotv=1 dado como

0ADB _ |\ a-1ye-15m 0B 04

A, Blsy = X ' & Oy

— 2.4
" 96, o, (2.4)
Notemos que el corchete [A, Blsn es un polinomio homogéneo de grado a+b—1
en la variables formales y extrafias ;, es decir, es un (a+b—1)—campo vectorial.

Ademads cuando no se tenga ambigiiedad sobre que corchete estamos trabajando,

entonces simplemente escribiremos [,] en lugar de [,]sn

Observacion 1 FEzxiste muchas definiciones para el corchete de Schouten-Nijenhuis
y todas son equivalentes, la razon por la cual se escogio la definicion anterior
es que fue posible hacer un algoritmo de dicho cdlculo en en lenguaje de progra-

macion Python que explicamos a detalle en la seccion[A-3 del apéndice.

Para tener en claro como opera el corchete de Schouten-Nijenhuis dado en la

definicién [2.1] hagamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1 Consideremos el siguiente 2—campo vectorial

< 0 0 0 0 0 8)
—T3— A — ANe—+T1o— :

11 _— _
8x1 8x2 2 8.’£1 8x3 31'2 A 8x3

= —x3&1&s — 12&1E3 + 1182&3.

Ahora calculemos el corchete de Schouten-Nijenhuis de el mismo, es decir:

oIl oIl OIl  OII oIl  OII
2(— (w382 + 7283)(&263)

2(x3& + 21&3)(—&1&3)
2(z2&1 — z1&2)(—61&2)
= 0.

+ o+

Después de entender como funciona el corchete de Schouten-Nijenhuis, este cum-
ple con las siguientes propiedades. La prueba de esto se puede encontrar en

[Pégina 28, [DZ05]].

Teorema 2.1 (Schouten-Nijenhuis) Fl corchete definido en la deﬁnicio’n

satisface las siguientes propiedades:
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(i) Anticonmiutatividad:

[A, B] = —(—1)la=DG-1[B.4]
(ii) Casi Regla de Leibniz:

[A,BAC]=[A,B]AC+ (=1)"e=DB A [A,C].

[AAB,C] = AN[B,C]+ (=1)*c=D[A,C] A B.
(iii) Casi identidad de Jacobi:

(_1)((171)(671)[*47 [Bu C]]+(_1)(b71)(a71)[B7 [07 A]}+(_1)(071)(b71)[c’ [Av BH =
0.

Para toda A € X*(M), B € X*(M) y C € X(M). O

Para terminar esta seccién definimos el producto interior de una 1—forma « con

el k—vector 7 como el (k — 1)—vector i,7 definido por
iam(Q1, .y ap_1) = m(a,aq, ..., ag—1),

donde o; € Q' (M).

2.2. Variedades de Poisson

Definicién 2.2 Un corchete de Poisson en una variedad diferenciable M™,

es una operacion binaria
{,}: C= (M) x C*(M) — C=(M),
que satisface
(i) R-lineal {f,ag + bh} = {f,ag} + {f,bh}.
(ii) Antisimetria {f,q} = —{g, f}.
(iii) Identidad de Jacobi {f,{g,h}}+ = {g,{h, f}} + {h.{f.g}} =0,
(iv) Identidad de Leibniz {f,g-h} =g-{f,h} +{f, g} h.

para f,g,h € C*(M) ya,beR.
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Al par (M,{,}) lo llamamos una variedad de Poisson y notemos que las
propiedades (i)-(iii) de la definicién nos dicen que el par (C*°(M),{,}) es

un algebra de Lie. También de la definicién [2.2] es inmediato el siguiente lema.
Lema 2.1 Para cualquier f € C°(M) se cumple que {1, f} = 0.

Dem.

Para la demostracién sdlo basta utilizar la identidad de Leibniz

Ly = {1-1,f}
1{17f7}+{1’f}1
= 2'{17f}'

O
Cualquier variedad lisa M™ es una variedad de Poisson, dotando a M con el
corchete trivial de Poisson, el cual estd dado como {f,g} = 0 para toda

fyg € C(M). A continuacién procedemos a estudiar ejemplos més elaborados.

Un ejemplo inmediato de una variedad de Poisson, es definiendo el corchete

de Poisson canénico en R2",

Ejemplo 2.2 Sea R*" con coordenadas locales (q',...,q", p1,....,Pn) Y sea

n (Of 0g Of Og
—yn (L2 2L 2T
g =B (0191- dq'  Oq* Op;

Otro ejemplo interesante seria.

(2.5)

Ejemplo 2.3 Sea (g,[,]q) un dlgebra de Lie finita, si f : g* = R es un mapeo

liso y tomamos & € g*, donde g* denota el dlgebra dual de g, entonces se tiene

*

que la diferencial de f : Teg* — R puede ser vista como un elemento de g = (g*)*.

Asi podemos definir un corchete de Poisson en g* como
{f,93(€) :=&(lde f, deglg)-
Por lo tanto el par (g*,{,}) es una variedad de Poisson.

Un corchete dado como en el ejemplo 2.3] es llamado corchete lineal de Pois-

son, pues dado un espacio vectorial V' con un corchete de Poisson {, }, con
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la propiedad de que el corchete de dos funciones lineales es una funcién lineal,
entonces se tiene que V* tiene una estructura natural de algebra de Lie. Ademas

{, }v coincide con el corchete de Poisson de V* definido como en el ejemplo

Definicién 2.3 Dadas dos variedades de Poisson (My,{,}r,) v (Mo, {, }ar,),
decimos que un mapeo diferenciable ¢ : My — My es un mapeo de Poisson,

st se cumple que
{fog.godtm, ={f,9}m, 090
para toda f,g € C°(Ms).

Para observar ejemplos de mapeos de Poisson, retomaremos los ejemplos dados

anteriormente.

Ejemplo 2.4 Tomemos la variedad de Poisson dada en el ejemplo y el

siguiente mapeo ¢ : R2* — R?™ definido como

¢(q13 teey qnapla apn) = (q17 ceey qm,Pl, "',p’m),
con n > m. Entonces ¢ es un mapeo de Poisson, para probarlo veamos que se
cumple la propiedad pedida en la definicion[2.3

{fodgodhmm = XTI, (8<f°¢> dgod) _A(foe) a(go¢>>

Op; aq* aq* Opi

(j d0; pi 04; Of

n 0f(¢) ¢ 9g(¢) ¢;
T re (Ej 29; 36} oy 52;')
(8f(¢) “9g(¢)  Of(9) 39(¢>))

Di aq aq* Opi

n (Of 90g Of Og
= (yr (L. 25 _ 2L 2J
( =t (Pz' ot Oq'  Op; °¢

= {f7g}lR2" o ¢

5 01(@) ¢ D9(6) 9, >

Por lo tanto ¢ es una mapeo de Poisson.

Ejemplo 2.5 Ahora consideremos la variedad de Poisson dada en el ejemplo
y un homormofismo de dlgebras de Lie ® : g — g, entonces el homormor-
fismo transpuesto ®* : g* — g* es un mapeo de Poisson. Para mostrar esta

afirmacion tomemos € € g* veamos que se cumple con la condicion pedida en la
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definicion

{fod@",go® "} (§) = &([de(fo @), de(go®)]5)
= S([(®(do=(6)f), ©(do-(£)9)]3)
= &(@([da~(e) f, da=(6)9g)
= () ([da(e) S, da+(¢)9]0)
= {f.9}g- 2 ®"()

Por lo cual el mapeo ®* es un mapeo de Poisson.

Ahora veremos como se ve la expresion local del corchete de Poisson mediante

la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2 Sea (M,{,}) una variedad de Poisson de dimensién n, si
(U, ) es una carta de M con ¢ = (1, ...,2zy), entonces para cualquier f,g €
C>(M) se tiene que el corchete de Poisson de M en coordenadas locales se ve
como: -
{f,9}lv = Z {xi,ﬂﬁj}g;aigj-

i,j=1
Demostracién.
Se tiene por el lema que {c, f} = {1, f} = 0 para toda ¢ € R, ahora sélo

basta probar lo anterior para un mapeo liso. Sea f € C*°(U) y tomemos su

desarrollo de Taylor de orden dos alrededor del punto z € U:

_  Of ,_ _ G _ _
flo)=f@)+> 5y, @)@ = Ti) + > Fijoy (@i — @) (z; — 3),
i=1 v i,j=1
para algunas funciones lisas Fj; € C*(U), entonces para f,g € C®(M) el

corchete de Poisson esta dado por:

L)) = (@ +3m gl @ - )

99
! aLL'Z‘

+ 0(2),9(z)+ X

0 0
s o (7)) )+ B Hl) o = 70

(7)(x; —73) + O(2)}

para algunas funciones lisas H; € C*°(U). Por lo tanto, en x = T se tiene que

TEED L CIERNE
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donde Z era un punto arbitrario en U. ]

Tenemos que en una variedad de Poisson (M, {,}) podemos restringir el cor-
chete de Poisson a un conjunto U C M abierto obteniendo como resultado
un nuevo corchete {, }y tal que para cualquier f,g € C*°(M) se cumple que
{f,9tlv = {flu,glu}v. Por esta razén no haremos distincién entre {, } y {, }v,

tal y como se hizo en la proposicion [2.2

La propiedad (iv) de la definicién nos permite definir para cada funcién
H € C°°(M) un campo vectorial Xg € X (M) definido como:

Xu(f) = {H, [} (2.6)

para toda f € C°°(M). El campo vectorial Xy es llamado campo Hamil-
toniano con mapeo Hamiltoniano H. Una mapeo f es llamado una integral
primera de un campo vectorial X, si f es constante a lo largo cada érbita de

X. Se puede probar que f es integral primera si y sélo si X(f) = 0.

Dadas integrales primeras es posible encontrar nuevas integrales primeras, esto

es un resultado de Poisson que puede ser consultado en [Poi09].

Proposicién 2.3 [Poisson] Si g y h son integrales primeras de un campo vec-
torial hamiltaniano Xy es una variedad de Poisson (M,{,}), entonces {g, h} es

una integral primera.

Demostracion.

Sean g y h primeras integrales de un campo vectorial X, entonces se tiene que
» Xr(9) = {Xy,9} =0,
» X¢(h) ={Xy,h}=0.
Aplicando la identidad de Jacobi para h, g y Xy tenemos
{h AX s g3} +{X5 {9, . 3} + {9, {h, X¢} =0,

y se sigue que {X,{g,h, }} = 0. Por lo tanto {g, h} es una integral primera. 0.
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Otra consecuencia inmediata de la definicién [2.2] es que la asignacién de un
mapeo liso f € C°°(M) a un campo vectorial Xy € X (M) es morfismo de

algebras de Lie y la siguiente proposicién.
Proposicién 2.4 Sea (M;{,}) una variedad de Poisson, entonces para cada

f,9 € C®(M) se tiene que X5 4y = [Xf, 24].

Demostracion.

Para cualquier f,g,h € C°°(M) calculamos:

Xirgp(h) = {{fi9h,p} = {{f;h}, g} +{f {9, h}} = {f: {9, h}} — {9, {f, h}}
= X;(Xg(h) = Xo(Xf(h)) = [X5, Xg](h).

Se dice que una mapeo f € C*(M) es un mapeo Casimir si cumple que

{f,g} = 0 para toda g € C>(M).

Dada una variedad de Poisson (M™, {, }) es posible definir un 2—campo vectorial

7 € X%(M) mediante la asignacién:

(df,dg) = {f, g} (2.7)

donde f,g € C°(M) y d: Q*(M) — Q*(M) es la derivada exterior.

De manera inversa también es posible lograrlo mediante la proposiciéon A
saber, si tenemos un 2—campo vectorial 7 € X2(M) es posible definir un cor-
chete de mapeos lisos como en la ecuacién 2.7} es claro notar que dicho corchete
cumple con la propiedades (i),(ii) y (iv) de la definicién 2.2] es decir, un bivector

7 en general no cumple con la identidad de Jacobi.

Notemos que al calcular el corchete de Schouten-Nienhuis del 2—campo vectorial
7 consigo mismo, obtenemos que la identidad de Jacobi para el corchete {, } es

equivalente a que [7, 7] = 0, dando pie a la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5 Sea (M,{,}) una variedad de Poisson, entonces el 2— campo

vectorial ™ asociado a {,} por la ecuacio’n satisface:

[m, 7] =0. (2.8)
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Reciprocamente, cada 2—campo vectorial ™ que satisfaga la ecuacion[2.§ define

un corchete de Poisson en C°(M) por {f,g} := n(df,dyg).

Un 2—campo vectorial 7 € X2(M) que cumple con la condicién dada en la pro-
posiciénes llamada una estructura de Poisson sobre M™ y al par (M, )
lo llamamos una variedad de Poisson. De ahora en adelante sélo escribiremos
que M™ es una variedad Poisson, pasando por alto el corchete o la estructura

de Poisson.

Si consideramos (U, (21, ..., Z,,)) coordenadas locales para M alrededor del pun-
to p € M, entonces de la ecuacién [2.1 el 2—campo vectorial 7 tiene la siguiente

expresion local:

0
7T|U = Zﬂm , (29)

856 8:5 ;
1<J ¢ J

donde 75 (p) = {xi, z;}(p).

De igual manera considerando (U, (21, ..., T, )) coordenadas locales para M alre-
dedor del punto p € M, se tiene que la ecuacién tiene la siguiente expresion

local:

m
om om om;

S mnis 2t + g + i L ) =0 (2.10)
oxp, oxp, oxy,

h=1

Notemos que en la ecuacion [2.10] es un sistema de ecuaciones en derivadas par-

ciales no lineales, donde tenemos 3 ecuaciones con 9 funciones variables
;. Es por esta razén que el estudio de las estructuras de Poisson en una varie-

dad dada, incluso localmente, es un tema no trivial y dificil.

Ahora notemos que dado un 2—campo vectorial 7 € X2(M) este define un
mapeo 7% : QY(M) — X (M) definido como 7% (a) = i,m con a € QY(M),
dado que el mapeo producto interior es una operacién puntual, este mapeo es
inducido por un mapeo de haces lisos que denotaremos con el mismo simbolo
#:TM — T*M y que en cada punto p € M esta dado como
# . *

mp s TyM — T,M

e} = Lo Tp.
Al mapeo 77 lo llamaremos el mapeo ancla de . Un 2—campo vectorial 7 es

llamado no degenerado en el punto p € M, si el mapeo w# Ty M — TyM
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es un isomorfismo de fibrados vectoriales y decimos que 7 es no degenerado

si es no degenerado en cada punto p € M.

Lema 2.2 FExiste una correspondencia uno a uno de los 2—campos vectoriales

no degenerados © € X?(M) con las 2—formas no degeneradas w € Q?(M).

Demostracion.
Dada una 2—forma no degenerada w € Q2?(M), podemos determinar el mapeo

W’ : TM — T*M tal que en cada punto p € M esta dado como:

wy: T,M — TrM

v = GyWp,

donde una 2—forma w es no degenerada en p € M, si el mapeo wg ToM — T, M
es un isomorfismo de fibrados vectoriales y decimos que el mapeo w es no de-

generado si es no degenerado en cada punto p € M.

Ahora tomamos el mapeo biyectivo 7# : T*M — TM y notamos que 7# =

(wb)_1 y que w’ = (m#)~L. 0.

Definicién 2.4 Sea M™ una variedad lisa, entonces decimos que una estruc-
tura simpléctica para M™ es una 2—forma cerrada y no degenerada w €
O2(M), donde w es cerrada si se cumple que dw = 0. Al par (M™,w) lo lla-

mamos una variedad simpléctica.

Las primeras propiedades que se obtienen de una variedad simpléctica, es que
la dimensién de la variedad M™ es siempre es par, es decir, m = 2n. Ademas se

cumple que si w es una estructura simpléctica para M™ entonces w A ... Aw # 0

m—veces
y viceversa.
Proposicion 2.6 FEzxiste una correspondencia uno a uno entre las estructuras

de Poisson no degeneradas y las estructuras simplécticas en una variedad M™.

Demostracion.
Solo basta recordar que por la proposicién [2.1] existe una correspondencia uno a
uno entre los 2—campos vectoriales y las estructuras de Poisson en una variedad

M™ y concluimos la prueba utilizando el lema [2.2] O.
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Recordemos que de la ecuacién [2.9| un 2—campo vectorial tiene la siguiente

expresiéon local

7T|U:Z7Tz’j(p) 0 o

_ /\ _
1<J
y si ademés 7 es no degenerado en un punto p € M, entonces tenemos que

la matriz [m;;(p)] es invertible; asi pues, tenemos que la expresién local de la

estructura simpléctica es
w|U :ZwideiAdxj7 (211)
i<j
—1 .

donde w;; = (m;;(p))

Terminaremos la seccién dando un ejemplo de una variedad simpléctica.

Ejemplo 2.6 El ejemplo estdndar para una variedad simpléctica es tomar R?"
con coordenadas locales (q', ..., q", p1,...,pn) Yy considerar la siguiente estructura

simpléctica

w= Z dg; N\ dp;. (2.12)

=1

A lo anterior lo llamamos la estructura simpléctica candnica de R*".

Cabe mencionar que la estructura de Poisson dada en [2.2] es no degenerada y
su estructura simpléctica correspondiente coincide con la estructura simplectica

dade en 2.6

2.3. Foliacién Simpléctica de una Variedad de

Poisson

Si consideramos (U, (1, ..., )) coordenadas locales para M™ en un punto p €

M se tiene que el mapeo 77# tiene la siguiente expresion local
s 0
# Adr.) = P P
o (Z a;dx;) = Z{xl,wj}al oz
=1 17
S
r O0x;
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Asf obtenemos que el mapeo 7# esta dado por la matriz [mi;] en las bases linea-

les {dx1,...,dxm} y {8%17..., % )

Dado el mapeo 7# definimos
Cp = Ima(n?f) (2.13)

al espacio C), y lo llamaremos el espacio caracteristico de p € M de la es-

tructura de Poisson .

A la dimensién de C), lo llamamos el rango de 7 en p € M, de la antisimetria
del mapeo 7% se tiene que el rango de 7 en cada punto p € M es par y en

general el rango de 7 puede variar en cada punto.

Un punto pg € M es llamado un punto regular de 7, si existe una vecindad
Uy, tal que el rango de m en p y el rango de 7 en pg coinciden para todo p € U, .

En caso contrario diremos que py es un punto singular de 7.

Definicién 2.5 Decimos que una estructura de Poisson m € X?(M) es una

estructura regular, si el rango de w es constante en toda M.

El espacio caracteristico de 7# una distribucién regular lisa C' = {Cp:pe M}
estd generada por campos vectoriales de la forma X; = 7% (df), es decir, por los
campos vectoriales hamiltonianos. Esta distribucién es llamada la distribucion

caracteristica de una estructura de Poisson.

Si la estructura de Poisson 7 es regular, entonces decimos que la distribucién
caracteristica es regular, si m no es regular, entonces decimos que la distribu-

cién caracteristica es singular.

La distribucién caracteristica resulta ser una distribucién integrable. Por tanto,
toda variedad de Poisson M es foliada por hojas L de la distribucién caracta-
teristica. Mds aun la estructura de Poisson de M induce la estructura simpléctica

en las hojas L. Probaremos lo anterior para ambos casos.
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Para el primer caso donde consideramos una estructura de Poisson regular ,

probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 La distribucion caracteristica C, inducida por un 2—campo vec-
torial m definido en M es integrable y la estructura de Poisson 7 induce estruc-

turas simplécticas en sus hojas.

Demostracion.
La distribucién C' es involutiva, ya que es generada por campos vectoriales

hamiltoniamos, hay que recordar que

Cp = mj (df) = X¢(p) = Span({X;(p) : f € C=(M)})

y por la proposicién se tiene que el corchete de Lie de campos hamiltonia-
nos es hamiltoniano, entonces por el teorema de Frobenius [1.2] se tiene que la
distribucién en integrable, es decir, es la distribucion tangente de una foliacion

regular.

Sea L, una hoja para algin p € M entonces tenemos que C, C T,L, y la

estructura de Poisson inducida 7|1, satisface para toda o € T} L,
m#(a) = 7|, (alz,).

Esto muestra que C, = T,L,, por lo tanto 7|z, es no degenerada, es decir, es

simpléctica. 0.

Para el segundo caso donde consideramos una estructura de Poisson singular 7,
primero es necesario enunciar el teorema de Darboux-Weinstein que es uno de

los teoremas fundamentales en la geometria de Poisson.

Teorema 2.3 [Darbouz- Weinstein] Se (M, m) una variedad de Poisson y asu-
mamos que el rango de ™ en el punto xg es igual a 2n. Entonces existe un

entorno coordenado (U, (D1),.--Psy Q1+ Qsy 21, -y Zm—2s)) alrededor de g tal que

"0 0 - 0 0
7T|U = Zz:; aipz A aql + Z ¢ab(m)87xa AN Txb’ (214)

a,b=1

donde ¢qp(z) son mapeos lisos de (fi, ..., fs) tal que ¢qp(0) = 0.
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El teorema de Darboux-Weinstein muestra que una estructura de Poisson 7 alre-
dedor de cualquier punto x¢p € M se divide como un producto de una estructura
simpléctica de dimensién igual al rango de 7 en el punto xo (por el teorema de
Darboux de geometria simpléctica) y una estructura Poisson transversal que se

anula en el punto xg.

De hecho, la prueba del teorema de Darboux-Weinstein por lo regular se deduce
como un corolario del teorema de divisién de Weinstein para los transversales de
Poisson [Péagina 17, [DZ05]], dicho resultado es méas general y su prueba puede

ser consultada en [Pédgina 530, [WeiS3]].

Teorema 2.4 [Teorema de Descomposicion] Sean (M, ) una variedad de Pois-
son, el rango de m en el punto p € M es igual 2s, la dimension del espacio
caracteristico Cp, en el punto p es igual a 2s y N™™2* C M una subvariedad
lisa que contiene a p y es transversal a Cp en el punto p. Entonces existe un
entorno coordenado (U, (p1), ...Dsy q1-s Qss Z1, -y Zm—2s)) alrededor de p tal que

se satisfacen las siguiente condiciones :

1. pi(Np) = ¢;(Np) =0, donde N, es una vecindad de p en N.

2. {qi,q;} ={pi,p;} =0, para toda i,j y {pi,q;} es cero sii # j 0 es uno si
i= .

3. {zi,q;} ={z,p;} =0, para toda i, j.
4. {2,z }(p) =0, para toda i,j. O

Ahora si estamos listos para enunciar el teorema relacionado con el segundo

caso, es decir, cuando consideramos una estructura de Poisson singular 7.

Teorema 2.5 La distribucion caracteristica C' de una variedad de Poisson M
es integrable (en el sentido se Stefan-Sussman). La estructura de Poisson induce

en las hojas una estructura simpléctica.

Demostracién.
Se tiene que la distribucion C' es completamente integrable y le corresponde una
foliacién singular, basta recordar el teorema [I.I]y notar que C' es generada por

campos vectoriales hamiltoniamos, éstos preservan la estructura de Poisson y a
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su vez preservan la distribucién caracteristica.

Para cada punto p € M consideramos la hoja Ly, por el teorema de divisién de

Weinstein [2.4] tenemos que si

(U7 (pla cPsy Q15 sy X1y ey Zm—25)

es un entorno abierto para p, entonces la subvariedad {z1 =0, ..., 2;,—2s = 0} C
L, es abierta y existe una estructura simpléctica natural en las coordenadas

(p1, -, Ps> 1, ---, Gs) por el Teorema de Darboux.

Cabe mencionar que dicha estructura simpléctica no depende de la eleccion de
coordenadas; es mds en cada punto de la subvariedad {z1 = 0, ..., 2, —2s = 0}
coincide con la forma simpléctica del espacio caracteristico L,, asi en cada hoja
tenemos un unica estructura simpléctica natural. Nuevamente del teorema de
divisién de Weinstein se tiene que el encaje i : F — M es un morfismo de

Poisson; asi tenemos que si f,g € C°°(M) y zr, entonces

{f,93(@) = {flL,9lL, }n(@),

donde {, }, es el corchete de Poisson de la forma simpléctica en F. O

Para ambos casos se tiene que las hojas de la foliacién caracteristica son co-
nocidas como hojas simplécticas de la foliacion u hojas de la variedad
de Poisson. De hecho podemos describir la estructura simpléctica en ellas de
la siguiente manera. Utilizando que el mapeo Wé es biyectivo, para X,Y dos

vectores en C), = T,,C), definimos la estructura simpléctica we, en C, como:
we, (X,Y) = B(X) = 7T|Cp(oz,6) ={o,Y)=—(8,X) = ~we, (Y, X), (2.15)
donde 3,a € Ty M son tales que Wf(a) =Xy wf(ﬁ) =Y.

Cabe notar que a medida de que el rango de 7 varia, también lo hacen las di-

mensiones de las hojas simplécticas de la foliacién.

Abrimos un paréntesis para cumplir con lo que se prometié en la seccién [I.3] del

capitulo [} que es mostrar un ejemplo de una foliacién de Bott-Morse.



2.3. FOLIACION SIMPLECTICA DE UNA VARIEDAD DE POISSON 37

Ejemplo 2.7 Una variedad de Poisson (M™,{,}), donde M™ es una variedad
lisa y {,} es un dlgebra de Lie en C*°(M) y satisface la identidad de Leibniz.
Ezistiendo ast un morfismo v : T*M — TM de haces vectoriales asociado con
{,} que satisface una condicion de integrabilidad, cuyo rango en cada punto es

llamado el rango de la estructura de Poisson.

Si dicho rango es constante, entonces la condicion de integrabilidad implica la
existencia de una foliacion en M™ de dimension igual al rango, donde el espa-
cio tangente de la foliacion en cada punto p € M es la imagen de ¢(T; M) en
T,M. Ahora bien, si el rango no es constante ain asi tenemos una foliacion con
singularidades en los puntos donde el rango cambia. En dichos puntos tenemos
hojas de dimension igual a la dimension del rango en el punto y su espacio tan-
gente de igual manera es la imagen de w(T;M) en T,M, es decir, tenemos un

concepto generalizado de foliacion en el sentido de [Sus75].

El teorema de descomposicion de Weisntein [Pdgina 530, [Wei83)]], nos dice
que en los puntos donde el rango cambia, la estructura transversal desempena
un papel tmportante y de una manera natural la estructura transversal viene

dada por mapeos de Morse.

Cerramos él paréntesis abierto para mostrar un ejemplo de una foliaciéon de

Bott-Morse.

Una pregunta interesante es determinar bajo que condiciones una distibucién
singular C' de una variedad M tiene una estructura de Poisson cuya distribucion
caracteristica sea precisamente C. El siguiente resultado responde a lo anterior

y se puede consultar en [Pégina 26, [Vai94]].

Teorema 2.6 Sea M™ wuna variedad lisa y C un distribucion singular en M

tal que
1. Cada hoja L, de C viene dotada de una estructura simpléctica wy,, -

2. Dado h € C™(M), el campo vectorial X}, definido como Xp(x) el campo
vectorial hamiltoniano de h|p, en la variedad simpléctica (Ly,wr,) en p

es un campo vectorial liso en M.
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Entonces M tiene una unica estructura de Poisson cuya foliacion simpléctica

inducida por la estructura de Poisson es C'. 0.

Decimos que una variedad de Poisson M™ es completa, si cada campo vectorial
hamiltoniano en M es completo. Se tiene que M es completo si y sélo si cada

hoja simpléctica esta acotada en el sentido de que su cerradura es compacta.

Los siguientes resultados son fundamentales para la investigacién, éstos los uti-
lizaremos en la seccidn [3.2| para construir una estructura de Poisson global en
una variedad lisa M dde dimensién 3 con ciertas condiciones y terminamos con
un resultado que nos muestra una manera de construir variedades de Poisson

con mapeos Casimir predeterminados.

Lema 2.3 Sean (M,m) y (M, m3) una variedades de Poisson requlares tal que
el rango del de m y mo es igual a dos. Suponga que la foliacion simpléctica
inducida por las estructuras m y mo coinciden, entonces existe un mapeo liso

no cero k € C°(M) tal que w1 = kms.

Demostracion.
Para esto utilizaremos el teorema de divisién 2.4 de Weinstein, el cual nos dice

que dado un punto p € M existe un entorno coordenado

(Ua (pla cDsy G153 Qsy 215 -0y Zm—23)7

al restringirnos al conjunto U N L7*, donde Lj' es la hoja simpléctica de la
foliacién inducida por m, y m2 en el punto p. Recordemos que por hipdtesis que
éstas tienen dimensién dos y coinciden, asi que sélo basta considerar a cualquiera

de las dos.

Tenemos que las coordenadas (p1,...ps, q1-.., ¢s) Pertenecen a la hoja L7ty las
coordenadas (21, ..., z;m—2s) pertenecen a la transversal. Entonces se tiene que en
las hojas Lj* por el teorema de Darboux tenemos que 7 y w2 tienen la siguiente

forma local

s

T = Z kl(p1)7"'p57q1~-'7q57217"'7Zm72s)32i A a?hy
=1
S o A8

" Ty = Z k2(p1)7'“psaql“'aQSth"'»Zm72s)37pi A dq:
=1
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Para algunos mapeos no cero ki, ko € C*° (M), ahora sélo basta definir a g = %
0.

Lema 2.4 Sea (M,7) una variedad de Poisson regular de rango dos y g €
C>(M) un mapeo no cero. Entonces (M, gr) es una variedad de Poisson regu-
lar de rango dos y las hojas de la foliacion simpléctica inducida por el 2— campo
vectorial gm coincide con la foliacion simpléctica inducida por el 2—campo vec-

torial .

Demostracion.
Notemos que las imagenes de los mapeos anclas 7# : oM — T,My (gm)? -
TyM — T, M coinciden, pues el mapeo ancla es lineal y el mapeo g € C*° (M)

€S Nno cero.

Es posible concluir que los 2—campos vectoriales 7 y gm poseen la misma distri-
bucion caracteristica, que es integrable ya que 7 es de Poisson. Ademads tenemos
que ésta es una distribucién regular de rango 2 por hipdtesis, pues 7 es regular

de rango dos.

Por lo tanto, ambos 2—campos vectoriales admiten la misma foliacién simplécti-
ca inducida por el 2-campo vectorial 7 mediante por hojas de dimensién dos y

por lo tanto gm es de Poisson. .

De hecho se tiene que cualquier 2—campo vectorial de rango dos cuya distribu-
cién caracteristica es integrable, entonces dicho 2—campo vectorial debe ser de

Poisson [Pédgina 5, [GNSSV15]].

Terminamos la seccién enunciando el siguiente teorema que es parte fundamental
de este trabajo de investigacién. Con él nos ayudamos a construir las estructuras

de Poisson.

Teorema 2.7 Sean M™ y N"~2 variedades lisas y con orientaciones j y €

respectivamente y f : M — N un mapeo liso. El corchete en M definido como:
{g,h}p=kdg Ndh A f*Q (2.16)

donde k es un mapeo no cero en M es de Poisson. Ademds, las hojas simplécticas

son



40 CAPITULO 2. GEOMETRIA DE POISSON

a) las hojas de dimension dos f~1(s), donde s € N es un valor reqular de f,

b) las hojas de dimensién dos f~'(s) — {Cri(f)}, donde s € N es un valor

singular de f y Cri(f) son los puntos criticos de f,

¢) las hojas de dimensidn cero corresponden a cada punto critico. 1.

La demostracién del teorema anterior se puede encontrar en el trabajo [Pdgina

6, [GNSSV15]] de Suérez, Vera y Garcia.

La férmula es conocida como férmula de Flaschka-Ratui. El teorema
anterior demuestra una manera de construir variedades de Poisson con mapeos

Casimir predeterminados.



Capitulo 3

Estructuras de Poisson en
Foliaciones de Bott-Morse
en Variedades de

Dimension Tres.

A partir de ahora consideramos a M como una variedad lisa, conexa, cerrada
y orientable de dimensién tres, dotada de una foliacién lisa y compacta F de
codimensién uno con singularidades de Bott-Morse y f : M — R el mapeo de

Bott-Morse que induce la foliacién F.

La idea de cémo construir la estructura de Poisson en M, se sigue de la ideas
utilizadas por Sudrez-Vera-Garcia en [GNSSV15] en 2015, y por Suérez-Orozco
en [SSTOI16] en 2016.

Consideramos el espacio X = M x S' y el mapeo F : X — R x S' dado como

F((z,y,2),1) = (f(2,9,2),1),

donde (x,y,2) € M, t € S' y F|y es un mapeo de Bott-Morse. Ademds no es

dificil notar que F es una fibracién de X sobre R x S'.

41
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Nuestro propésito es construir estructuras de Poisson en foliaciones de Boot-

Morse. Para lograrlo procedemos de la siguiente manera:

1. Construir una estructura de Poisson en una vecindad alrededor de un

punto singular de M, (Seccién .
2. Extender la estructura de Poisson a todo M, (Seccién .

Ademés, en la seccién [3:2] vamos a describir las formas simplécticas en la hojas
de la foliacion inducidas por las estructuras de Poisson encontradas en la seccion

B1

3.1. Construccion de Estructuras de Poisson Lo-

cales

El objetivo de esta seccién es construir de manera local estructuras de Poisson

en una vecindad abierta de una singularidad de Bott-Morse.

La estrategia general que vamos a utilizar para encontrar 2—campos vectoriales

de Poisson de manera local, es a partir del teorema 2.7y para cuando n = 4.

i) Consideramos dos mapeos Casimir C; y Cy para la estrcutura de Poisson
que vamos a encontrar. Estos describen de manera local a la singularidad

de la fibracién.
ii) Calculamos las diferenciales dCy y dCs.

iii) Con la férmula de Flaschka-Ratiu dada en el teorema calculamos

la matriz antisimétrica II con entradas
Hij = {xi,xj},u = dxl AN d(Ej AN dCl AN dCQ,

donde {z;,z,} son las componentes del 2—campo vectorial, {e;}i=1,23.4
es la base canénica de R* y los consideramos como vectores columnas.

Ademis es facil deducir que {z;, z;} = det(e;, e;,dCy,dCs).

iv) Escribimos el 2—campo vectorial de Poisson utilizando la matriz encontra-

da en el paso anterior.
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Notemos que II es la matrix del mapeo ancla 7% asociado con la estructura
de Poisson 7 que vamos a encontrar y que tiene como mapeos Casimir a C;
y C5, asi pues se tiene que II se anula en las diferenciales dCy y dC5, es decir

IT-dC; =11-dCy = 0.

Consideramos un punto (p,t) € X con p € N; C Sing(F) y vecindades U, C M
y Vi C S!. Se tiene en el cuadro que en una vecindad U, x V; alrededor del

punto (p,t) tenemos los siguientes modelos locales:

dim(N;) | Tipo Indice de Morse | Modelo local en Up x V,
cero (22 + % + 22,t)
centro
tres (—2% — 9% — 221)
cero
uno (2 + 9% +221)
silla
dos (—2% —y? +22t)
cero (22 + 92 1)
centro
uno dos (—2? —y?,t)
silla uno (—2% +y2,t)

Cuadro 3.1: Modelos locales para (p,t) € X con p € N; C Sing(F)

Siguiendo la estrategia general anterior realizamos los siguientes pasos:

Primer Paso Considerar los mapeos Casimir expresados en el cuadro |3.1] en
la columna: Modelo local en U, x V;. Estos mapeos Casimir dependen de

la dimensién y del tipo de la singularidad IV;.

Segundo Paso Calcular las diferenciales dC; y dCy de los mapeos Casimir
dependiendo en el caso que nos encontremos. Asi obtenemos lo siguiente

en el cuadro

Tercer Paso Con la formula de Flaschka-Ratiu y con ayuda de un cédigo
realizado en Python explicado en la seccién [A] del apéndice [A] tenemos las

siguiente matrices II en el cuadro |3.4]

Es fécil notar que la matriz II es de rango dos y anula a dC; y dCs.
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dim(N;) | Tipo | Indice de Morse Mapeos Casimir
Ci(z,y,2,t) = 2% +y* + 2°
cero
centro Co(x,y,2,t) =t
01(37 y,z,t) X —yY _22
cero tres
Co(x,y,2,t) =1t
Ci(x,y,2,t) = —2? + ¢ + 22
_ uno
silla Cy(x,y, 2, t) =t
Ci(z,y,2,t) = —a® —y* + 2°
dos
Ca(x,y,z,t) =1
Cl('r Y, z, t) =
cero
centro Co(z,y,2,t) =
uno Cl (l’, Y,z t) =
dos
02($ Y, z, t) =
. Cl(LE,’yVZ,t):*SC +y
silla uno
Co(z,y,2,t) =1t

Cuadro 3.2: Mapeos Casimir para cada IV;.

Cuarto Paso Con la matriz II encontrada en el cuadro dependiendo el
caso, podemos describir su 2—campo vectorial asociado m dependiendo el

Caso.

» Sidim(NV;) =0, N; es del tipo centro y su indice de Morse es cero o tres,
entonces el 2—campo vectorial de Poisson es
9] 0 0 0 0 0
=k|lz0— N+ —y— 3.1
i (Zax oy Yo" a: T oy az> (3:-1)
v Sidim(V;) =0, N; es del tipo silla y su indice de Morse es uno, entonces
el 2—campo vectorial de Poisson es
0 0 0 0 0 0
= —2z2— N — — N = — AN — 3.2
i ( Yo Ny Vo N a: Ty " 82) (3:2)
= Sidim(V;) =0, N; es del tipo silla y su indice de Morse es dos, entonces
el 2—campo vectorial de Poisson es

T = —22/\2— 2/\éJracg/\2 (3.3)
N ox Oy Yor " 82 Oy 0Oz ’
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dim(N;) | Tipo Indice de Morse | Diferenciales de C; y Cy
dCy =222 + 2y 2 + 22 2.
cero 1 ox yay 0z
centro dCy = %,
_ 9 _ 9,90 _ 9,0
cero tros dCy = 2z 4 — 2y By 225, .
dCy = 2.
_ le] 9 el
o dCl = _21'% + 2y% + 22&
silla dCy = 4.
_ ) o) )
dcy = %
dCy =22 + 2y 2.
cero ! Oz Yoy
centro dCy = %
uno 5 5
dos dCl = —32.%'% — 2y%
dOQ - E
dCy = —2x2 4+ 2y 2.
silla uno ! e Yoy
dCy = 2.

Cuadro 3.3: Diferenciales de los mapeos Casimir considerados en el cuadro

» Sidim(N;) =1, Nj es del tipo centro y su indice de Morse es cero o dos,

entonces el 2—campo vectorial de Poisson es

ﬂ'—k(y

g 0

9,0 ,,2,9
dy

Oox 0z

0z

(3.4)

» Sidim(NV;) =1, N; es del tipo silla y su indice de Morse es uno, entonces

su 2—campo vectorial de Poisson es

Tl'=k<y

C )
dr 0z xé)y 0z

(3.5)

Notemos que todos los 2—campos vectoriales 7 de la forma B2 B3 B4

son estructuras de Poisson en X, al no depender del pardmetro ¢, podemos

restringir a | Mx{t} = |, es decir, las estructuras de Poisson locales que

hemos encontrado son también estructuras de Poisson sobre M.

Observacién 2 Ademds se tiene que el mapeo k = k(x,y, z,t) es un mapeo liso

no cero en X. Si consideramos a k = k(x,y,z) un mapeo liso no cero en M,

por el lema [2.] tenemos que hemos encontrado una familia de estructuras de
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dim(N;) | Tipo | Indice de Morse Matriz 7
0 z —y 0
-2z 0 z 0
cero
centro y —x 0 0
cero 0 0 0 0
0 z -y O
z 0 z 0
tres
-z 0 0
0 0 0
0 —2 y O
z 0 =z 0
uno
silla -y —x 0 0
0 0 0 0
0 —2 -y O
z 0 z 0
dos
y —xz 0 0
0 O 0 0
0 0 -y O
0 0 =z O
cero
centro y —x 0 0
uno
0 O 0 0
0 0 -y O
0 0 =z O
dos
y —x 0 0
0 O 0 0
0 0 vy O
0 0 = 0
silla uno
-y —x 0 0
0 0 0 0

Cuadro 3.4: Matriz II para cada caso de N;

Poisson sobre Uy, = E;’, X Njo oU.= E?, X le (dependiendo el caso donde este

definido m) que sdlo dependen de un mapeo k y donde Njnj es una vecindad
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abierta de N; de dimension n;.

3.2. Estructura de Poisson Global

Ahora vamos a extender las expresiones locales de los 2—campos vectoriales de

Poisson definidos en las vecindades de las singularidades N; C Sing(F).

Consideramos la foliacion lisa y compacta F de codimensién uno con singulari-
dades de Bott-Morse sobre una variedad M lisa, conexa, cerrada y orientable,

v f: M — R el mapeo de Bott-Morse que induce dicha foliacién F.

Empecemos notando que una de las consecuencias del teorema es que el

conjunto singular de F es igual a:
= {p1,p2}, donde p; py son puntos o
= {¢1,c2}, donde ¢1 y ¢o son circulos.

Ahora buscamos un abierto W C M que no contenga puntos o conjuntos singu-
lares (dependiendo cual sea el caso) y una estructura de Poisson regular en W.
Esto lo hacemos en la siguiente proposicién y para ello consideramos vecindades
Up, v Up, de p1 y pa respectivamente, y vecindades tubulares U., y U, de ¢1 y
co respectivamente. Ademas las vecindades U,, y U,, son como en la observacion

Proposicion 3.1 Sea F una foliacion lisa compacta de codimension uno con
singularidades de Bott-Morse sobre una variedad lisa conexa cerrada y orientable

M. Entonces existen:
a) Un abierto W C M que no contiene a Sing(F).

b) Una estructura de Poisson 7 reqular de rango dos sobre W de tal manera
que la hojas simplécticas de la foliacion inducida por 7 coinciden con la
interseccion de las hojas de F con W. Ademds la region W satisface

s M =WUU,, UU,,, cuando Sing(F)= {p1,p2},

« M=WuUU, UU,,, cuando Sing(F)= {c1,c2}.
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Demostracion.
Para la parte a) consideremos primero el caso cuando Sing(F)= {p1,p2}. Ahora
sea V,, una vecindad del punto singular p; € M de tal manera que satisfaga

Vp;, C Up, para i = 1,2. Definimos
W=M-— (Upl n Upz)»
donde la barra denota la clausura en el sentido topoldgico. Para el caso cuando

Sing(F)= {c1, c2}, se procede de manera analoga.

Para la parte b) notemos que F|w no tiene singularidades sin importar para
qué caso calculamos a W. Ademds se tiene que las hojas de F son variedades

simplécticas de dimensién dos, pues F es de codimension uno y es orientable.

Por lo tanto aplicando el teorema|2.6] existe una estructura de Poisson 7 definida
en W cuyas hojas simplécticas de la foliaciéon inducida por & coinciden con la

interseccién de las hojas de la foliacién F con W. 0.

Para tener en claro los conjuntos con los que vamos a trabajar, recomendamos

al lector observar la figura|3.1| en caso cuando sea necesario.

Ahora vamos a definir una estructura de Poisson global Ien M cuyas hojas
simplécticas de la foliacién inducida por IT estan relacionadas con la foliacién F
en el siguiente sentido. El rango de IT es dos en M excepto en Sing(F), donde
el rango desciende a cero. Las hojas simplécticas de la foliaciéon inducida por II
son las hojas de la foliacion F que son variedades simplécticas, pues F es de

codimensién uno y orientable.

Si p; € Sing(F) para ¢ = 1,2 contenido en la hoja singular F,, de la foliacién
F, entonces F, — {p} es un hoja simpléctica de dimensién dos de II. Ahora si
estamos listos para probar el resultado central de este trabajo de investigacion

expresado en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sea F una foliacion lisa y compacta de codimension uno con sin-
gularidades de Bott-Morse sobre una variedad lisa, conexa, cerrada y orientable

M3,y f: M — R el mapeo de Bott-Morse que da lugar a F. Entonces, existe
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una estructura de Poisson completa en M3 de rango dos tal que el tensor de
Poisson asociado a ésta estructura solo se anula en dos puntos o en dos circulos

que corresponden exactamente a la singularidades de las foliacion F.

Demostracion
La idea de la prueba es utilizar el teorema de Seade y Scérdura, y definir

una estructura de Poisson II como:

= 7 para puntos lejanos del conjunto Sing(F),

= 7 de la forma 6 para puntos en Sing(F) = {p1,p2},

s 7 de la forma [3.4] 6 3.5 para puntos en Sing(F) = {c1, c2},
y definir una transicion lisa de 7 a 7 y viceversa. Esto con ayuda de los lemas

23y24

Notemos que en algiin momento tenemos que utilizar una interpolacién lisa en-
tre m y 7, es decir, necesitamos una manera de como ir de una estrcutura de

Poisson a otra. Esto lo hacemos de la siguiente manera.

Recordemos que la estructura de Poisson 7 es de la forma ) si
Sing(F) = {p1,p2} ésta definida sobre U, = U, NUp,. 6 7 es de la forma[3.4]6
si Sing(F) = {c1, c2} ésta definida sobre U, = U, N U,,.

Ademés, recordemos de la proposicién [3:1] que el subconjunto W C M estd dado
en términos del conjunto U, o U, que cumplen que Sing(F) C U, o Sing(F) C

U., respectivamente.

Si Sing(F) = {p1, p2} definimos II por

fi(p) = w(p) si pe (W —Up), (3.6)

m(p) si p€Up,
donde 7 puede ser de la forma )

Para el caso en que Sing(f) = {¢1, ¢z} entonces IT es definida como

i(p) = (p) sz pe(W - Ue) (3.7)
m(p) si pe U,
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donde 7 puede ser de la forma[3.4] 6

Ahora basta definir a IT en el conjunto W N U, cuando Sing(f) = {p1,p2}. Debe-
mos recordar que en este conjunto tenemos definidos los 2—campos vectoriales

7 por la proposicién [3:I]y 7 por la construccién realizada en la seccién [3.1]

Notemos que la construcciéon que a continuacién vamos a realizar para el otro

caso, es decir, cuando Sing(f) = {c1, c2}, es completamente andloga.

Cabe recordar que 7?|WQUP y 7T|WmUp tienen rango dos y poseen la misma fo-
liacién simpléctica. Por el lema existe un mapeo g € C*(W NU,) tal que

T =gm.

Podemos asumir que g es positiva y consideramos una familia de mapeos lisos
7i: Z — [0,1] para i = 1,2 y definidas como
0 st pel, 1 st p¢U,

Ti(p) = y 7(p)=
1 si p¢gW 0 si peW

La familia 7; es una particién dominada por {W,U,} y donde Z C W N U, en un
conjunto abierto. En la figura[3.I] podemos observar como es el comportamiento

de 71 y 79 en los conjuntos definidos anteriormente.

Ahora podemos extender el mapeo IT definido en como
(p) si. pe(W—{Up})

(p) si pel, (3.8)
(9P)m1(p) +72(p)) 7 si pe(WNUp)

Cabe resaltar que ﬁ(p) para p € WNU, es una interpolacién lisa de la definicién

deTlen U,y Men W —{U,}.

Por el lema podemos concluir que IT es una estructura de Poisson en wnuU,,
pues el mapeo g7y + 75 es no negativo. Ademads las hojas simplécticas de la folia-
cién inducida por el 2—campo vectorial II coinciden con las hojas simplécticas

de la foliacién inducida por el 2—campo vectorial 7.

Por la proposicién [3.1] obtenemos que las hojas simplécticas de la foliacién in-
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ducida por 7 en W N U, coincide con la interseecién de las hojas de la foliacion

F con W NU,.

Por lo tanto hemos construido una estructura de Poisson en una variedad lisa
M? orientable, conexa y cerrada dotada de una foliacién F de codimensién uno

con singularidades de Bott-Morse. 0.

Tl*ﬂ
=1
D <1
<<l
mt+mn=1
.‘_171
™ =)
U %

Figura 3.1: Comportamiento de 71 y 7o, y descripcién de los conjuntos U, V., W

y Z.

3.3. Estructuras Simplécticas Inducidas

Terminaremos este trabajo de investigacién describiendo cémo son las estruc-

turas simplécticas en la hojas simpléctias de la foliacién caracteristica inducida
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por los 2—campos vectoriales locales encontrados en la seccién (3.1

Explicaremos brevemente el procedimiento general que utilizaremos para encon-

trar dichas estructuras simplécticas.

i) Selecionamos el 2—campo vectorial 7 como en y
ii) Seleccionamos los mapeos casimires Cy y Cy para 7.

iii) Obtenemos los vectores tangentes u, y v, a la hoja simpléctica L, en el

punto p € M, calculando el espacio nulo de las diferenciales dC7 y dCs.

iv) Utilizamos el 2—campos vectorial 7 para encontrar «,, y 3, tal que ﬂf (ap) =

Up ¥ ﬂ#(ﬁp) = Up.

v) Calcular la forma simpléctica utilizando la ecuacién [2.15]

Proposicién 3.2 Sea p = (z,y,2,t) € M? xS' y 7 de la forma
0[3.3 La forma simpléctica inducida por 7 en la hoja simpléctica L, a través
del punto p de la foliacion simplectica inducida por el 2— campo vectorial ™ estd

dada como:
T

w
k‘(x7 y7 Z7 t) V x2 + y2 e
donde wqreq €5 la forma de drea en la hoja Ly iducida por la métrica euclideana

en M3 x St.

(p) (3.9)

Demostracion.
Asumamos que z? + y? # 0 y elegimos los mapeos Casimir dependiendo del

2—campo vectorial 7 elegido.

Con ayuda del programa escrito en cédigo de Python explicado a detalle en

[A-2] tenemos los siguientes vectores tangentes u,, y v, mostrados en el siguiente

cuadro 3.6

Notemos que estos vectores son anulados por dC1 (q) y dCs(q). Ademds estos vec-

tores son ortogonales con respecto a la métrica euclideana dx? + dy? + dz? + dt>.
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Tipo Indice de Morse Mapeos Casimir
Cl(lﬂ,y72,t) = IZ + y2 + 22
cero
dim(N;) = 0 | centro Cy(z,y,z,t) =t
Cl(xayvzat> = _wQ - y2 - Z2
tres
C2(x) y7 Z’ t) = t
Ci(z,y,2,t) = —2% + 9> 4 22
) uno
silla Co(z,y,2,t) =1
Cl(xayvz7t> = —.I‘Q y2—|—22
dos
02(1:’ y? Z’ t) = t
Cl(xa Y, =z, t) = ‘,1’2 + .’172
cero
centro Co(z,y,z,t) =t
dim(N;) = 1 (@9, 2,1)
Cl(xayazat) = ‘EQ + 2
dos
Co(z,y,2,t) =1
. Cl(l’,y,Z t)_—$2+y2
silla uno
CQ(LEl, To, T3, t) =t

Cuadro 3.5: Mapeos Casimir consideramos para cada caso de IN;.

Tipo Indice de Morse g vy
centro cere \/xz'lfyz(_yal + x02) x2+y2 (22201 + 2y202) + 203
dim(N;) =0 tres \/ﬁ(—y& + 203) $2+y2 (22201 + xy20s) + 103
silla e \/ﬁ(yal +202) | gz (2201 — 2yz02) + 20
dos \/QJ;W(—Q& + x02) w2+y (22201 + 2y20,) + 203
centro cero \/I;TyQ (—yO1 + 202) 203
dim(N;) = 1 dos \/ﬁ(—yal + 20 205
silla uno \/ﬁ (yO1 + x02) 20

Cuadro 3.6: Vectores tangentes a las fibras.

Ahora para cada caso utilizamos la estructura de Poisson local para encontrar

cada oy, dependiendo el caso mostrados en el cuadro con el programa escrito

en codigo Python, es facil verificar que W#(ap) = Up.

De la misma manera obtenemos 8, tal que By (58,) = vq.
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Tipo | Indice de Morse 0y
centro eere k’(%yvzvt)z\/m(z 1 +302)
dim(N,;) =0 I S
J tres k(z,y,z,t)zm(xal + y02)
— 1 _ (xd —yd
silla e Hewmna/org 20~ ¥%)
d - r
08 k(m,y,z,t)z\/m(xal + y82)
1 (zd
centro eere k(z,y,2,t)\/22+y? (205)
dlm(Nj) =1 dos é(x&g)
k(z,y,2,t)\/x2+y?
41 1
silla, uno W ,IQTyQ (3763 )
Cuadro 3.7: Bp(aq) = up
Tipo | Indice de Morse Bq
)
centro eere m(xyal ©702)
dlm(N]) =0 tres W(fﬂyal - ./11'282)
silla uno m(l‘yal —+ x282)
dos W(W@l )
centro e k(z 7”72 t)y (z01)
dlm(Nj) =1 dos 7]‘(@& Z )y (xé‘l)
silla uno 7,6(96 R (z01)

Cuadro 3.8: B4(8,) = vq

Es facil notar que al calcular la expresién de la forma simplética para cada caso

estd dada:

wr, (up,vp) = (ap,vp)

= _<B;Da up>

xT

warea p
k(x,y, z,t)\/ 22 + y? ®)

Para terminar notemos que al restringir el mapeo k(z,y, z,t)| 33 obtenemos que

wr, (up, vp) es una forma simpléctica para la hoja L, de la foliacién simplectica
inducida por los 2—campos vectoriales 7 definidos en M3, encontrados en la

seccién [3.11 O.
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Asi concluimos este trabajo de investigacién dejando la siguiente pregunta:

.. Qué podemos decir de la cohomologia de Poisson de los 2—campos vectoriales

de Poisson encontrados?

En esta pregunta nos encontramos trabajando para darle pronta respuesta; cabe

mencionar que el problema de calcular cohomologias de Poisson es complicado.
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Apéndice A

Cddigos en Python

En el siguiente apartado describiremos los cédigos que fueron desarrollados du-
rante la elaboracion de esta tesis. El la seccién se presenta un coédigo que fue
utilizado para hacer los calculos correspondientes para encontrar las estructuras
de Poisson dadas en [3.1] El cédigo que aparece en la seccién [A2]se usa para las
estructuras simplécticas inducidas por las estructuras de Poisson dadas en |3.2
En la seccion se presenta un cédigo que fue desarrollado para comprobar

cuando un bivector es de Poisson, es decir, calculamos [r, 7.

Todos los cédigos presentados aqui fueron elaborados en el lenguaje de progra-

macién Python, utilizando las médulos Sympy [MSP™17| y Galgebra [Brol6].

A.1. Estructuras de Poisson

A continuacién explicaremos como funciona el cédigo que calcula la estructura
de Poisson mediante pequenos scripts. El codigo esta basado de la férmula
de Flaska-Ratiu, recordemos que dicho c6digo necesita de dos funciones Casimir

para poder calcular la estructura de Poisson.

Empezamos importando el médulo sympyﬂ el cual se utiliza para desarrollar

calculo simbdlico en python.

1Para més imformacién sobre sympy consultar http://docs.sympy.org/latest/index.

html

o7


http://docs.sympy.org/latest/index.html
http://docs.sympy.org/latest/index.html
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import sympy as sym

Definimos las variables simbdlicas z, y, z y t con las cuales describimos los
modelos locales de las singularidades de la foliacién M xS', asi como las variables
simbodlicas al2, al3, al4, a23, a24 y a34 que seran las entradas de la matriz P,

que definiremos mas adelante.

x = sym.Symbol( 'x’

y = sym.Symbol( 'y’
7 =

t = sym.Symbol(’t’

)
)
sym.Symbol( 'z ")
)
)

k = sym.Symbol( 'k’

al2 = sym.Symbol(’al2’)
al3 = sym.Symbol(’al3’)
al4 = sym.Symbol(’ald’)
a23 = sym.Symbol(’a23")
a24 = sym.Symbol(’a24")
a34 = sym.Symbol(’a34")

Escribimos los modelos locales de las singularidades de foliacién M x S' que

son:
(22 + 9% + 22,t) si dim(N;)=0 y im=0

(—2? +y?+ 22t si dim(N;))=0 y im=1

(—2% —y? +22t) si dim(N;) =0 y im=2

F(z,y,2,t) = (2% —y?> —2%t) si dim(N;))=0 y im=3

(% + 2, 1) si dim(Nj)=1 y im=0

(—2? +y2,1) si dim(Nj)=1 y im=1

(—2% —y?,t) si dim(Nj)=1 y im=2

donde im denotard el indice de Morse de f(x,y, z). As{ tenemos que faux=t y
£0= 22 + y% + 22 en esta caso, ya que es la Unica que no esta comentada en el

codigo.

faux =t

fO0 = x**2+4y*x24z%*2
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# Esto es un comentario en python
# {0 = —x*x24y**2+2z%%2

# {0 = —x*kx2—y*x*2+7%%2

# {0 = —x*k*2—y*x*2—7z%%x2

# 0 = xx*x2+y*x2

# {0 = —x*x24+y*x*2

# 0 = —x*x%2—y*%x2

Definimos la matriz antisimétrica

0 al2 al3 al4
—al2 0 a23 a24

M =
—al3 —a23 0 a34
—ald —a24 —a34 O
P = sym.Matrix ([[0, al2, al3, al4,], [—al2, 0, a23, a24], [—al3, —
a23, 0, a34], [—al4, —a24, —a34, 0]])

Definimos una funcién que llamaremos EstPoisson e inmediatamente calcula-

mos el gradiente de la funcién £0.

def EstPoisson():

Gra = sym.Matrix ([[sym.diff(faux,x), sym.diff(f0,x)],[sym.
diff (faux,y), sym.diff (f0,y)],[sym. diff(faux,z), sym.diff (f0,z)
] ,[sym.diff (faux,t),sym. diff(£f0,¢)]])

De lo anterior obtenemos

9f0 af0 af0 af0

Gra = ox oy 0z ot

dfauzx dfaux dfaux dfaux

ox oy 0z ot

Ahora calculamos

af0
0 al2 al3d al4 e
—al2 0 a23  a24 970
S1 = . 4
—al3 —a23 0  a34 90
—ald —a24 —a34 0 210

ot
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A = (MxGra[:,0]) .row(0) [0]
B = (MxGra[:,0]) .row (1) [0]
C = (M«Gra[:,0]) .row(2) [0]
D = M«Gra[:,0]) .row(3) [0]
y
0 al2 al3 ald Al
—al2 0  a23 a24 Ofauz
S2 = . Y

—al3 —a23 0  a34 Ofaur

—ald —a24 —a3d 0 Ofguz
E = (P+Gra[:,1]) .row(0) [0]
F = (P*Gra[:,1]) .row (1) [0]
G = (P+Gra[:,1]) .row(2) [0]
H = (PxGra[:,1]) .row(3) [0]

Resolvemos simultdneamente los sistemas S1 = 0 y S2 = 0, y guardamos los

valores obtenidos en las variables simbélicas A12, A13, A14, A23, A24 y A34.

Al12,A13,A14,A23,A24,A34 = list (sym.linsolve ([A,B,C,D,E,F,G,
H],(al2,al3,al4,a23,a24,a34)))[0]

Para finalizar la funcién EstPoisson, asignamos los valores A12, A13, A14, A23,

A24 y A34 a una nueva matriz N, que es la matriz de Poisson buscada.

N = sym.Matrix ([[0, Al2, Al1l3, Al4,], [—Al2, 0, A23, A24],
[—A13, —A23, 0,A34], [—Al4, —A24, —A34, 0]])

return N

Al unir todos los bloques de scripts anteriores, nuestro cédigo de Python se verd

de la siguiente manera.

import sympy as sym
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x = sym.Symbol(’x")
y = sym.Symbol(’y ")
z = sym.Symbol(’z ")
t = sym.Symbol(’t ")
k = sym.Symbol( k)
al2 = sym.Symbol(’al2’)
al3 = sym.Symbol(’al3’)
ald = sym.Symbol(’ald’)
a23 = sym.Symbol(’a23")
a24 = sym.Symbol(’a24")
a34 = sym.Symbol(’a34 ")
)| faux =t
fO = xx*x2+4y*x24z%*2
# {0 = —x*kx24y**2+2z%%2
# 0 = —x*k*x2—y**2+7%%2
# [0 = —x*kx2—y*x*x2—2z%%2
# {0 = xx*x2+y*x2
# {0 = —x*x24+y*x*2
# 0 = —x*xx2—y*%x2
5|P = sym.Matrix ([[0, al2, al3, al4,], [—al2, 0, a23, a24], [—al3, —
a23, 0, a34], [—ald, —a24, —a34, 0]])
| def EstPoisson () :
Gra = sym.Matrix ([[sym.diff(faux,x), sym.diff(f0,x)],[sym.diff
(faux ,y), sym.diff (f0,y)],[sym. diff (faux,z), sym.diff(f0,z)],|
sym. diff (faux,t) ,sym. diff (f0,t)]])
A = (PxGra[:,0]) .row(0) [0]
B (P+Gra[:,0]) .row (1) [0]
C (P*Gra[:,0]) .row(2) [0]
D (P+Gra [ 0]) row (3) [0]
E = (P+Gra[:,1]) .row(0) [0]
F (PxGra:,1]) .row (1) [0]
G = (PxGra| 1]) row (2) [0]
H = (PxGra[:,1]) .row(3) [0]
A12 ,A13,A14,A23,A24,A34 = list (sym. linsolve ([A,B,C,D,E,F,G,H],(
al2,al3,al4,a23,a24,a34)))[0]
N = sym.Matrix ([[0, Al2, Al13, Al4,], [-Al12, 0, A23, A24], [—
A13, —A23, 0,A34], [-Ald4, —A24, —A34, 0]])

return N
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10
11| print (EstPoisson ())

Para poder ejecutar el cédigo copie y pegue el script anterior, configure el archivo
en las variables correspondientes, guarde el archivo con el nombre poisson.py
por ejemplo y por tltimo abréa la consola (ventana de comandos) en el directorio

donde se encuentra el archivo poisson.py y escriba python poisson.py.

A.2. La Estructura Simpléctica Inducida

Para explicar el cédigo que hace el célculo de la estructura simpléctica indu-
cida por una estructura de Poisson, debemos tener presente que necesitamos
del cédigo presentado en la seccion En esta seccion sélo nos limitamos a

explicar la funcién EstSimplectica.

Definimos la funcién, obtenemos el gradiente del mapeo f0 y calculamos una

base para su espacio nulo.

def EstSimplectica():

Gra = sym.Matrix ([[sym.diff(f0,x), sym.diff (faux,x)],[sym.
diff (f0,y), sym. diff (faux,y)],[sym.diff(f0,z), sym.diff (faux,z)
], [sym.diff (f0,t) ,sym. diff (faux,t)]])

Kerl = (Gra.T).nullspace () [0]

Ker2 = (Gra.T).nullspace () [1]

Dada la base del espacio nulo del gradiente de f0, obtenemos un base ortonogonal
mediante el proceso de Gram-Schmidt, para asi obtener los vectores U, y V.

Esté base ortogonal ayudara a facilitar los cédlculos.

GS = sym.GramSchmidt ([Kerl,Ker2], orthonormal=False)
Uq = GS[0]/(sym.sqrt (GS[0].dot(GS[0])))
Vq = sym.simplify (GS[1])

Llamamos la funcién EstPoisson definida en [A 1]
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N = EstPoisson ()

Definimos las variables simbdlicas a,b,c y d, para obtener el vector columna

a = sym.Symbol(’a’)
b = sym.Symbol(’b")
¢ = sym.Symbol(’c’)
d = sym.Symbol(’d")
alfa = sym.Matrix ([[a],[b],[c],[d]])

Ahora calculamos

0

—A12
—A13
—Al4

S1 =

—A23

Al2

0

—A24

mediante el siguiente script.

Al13  Al4

A23  A24

0 A34
—A34

w

N

X = (Nxalfa)—Uq
X1 = ((Nxalfa)-Uq) .

X2 =
X3
X4

)
)
)

Uq)
Uq)

((Nxalfa)-Uq) .
((Nxalfa
((Nxalfa

row (0) [0]
row (1) [0]
row (2) [0]
row (3) [0]

Resolvemos el sistema S1 = 0 y asignamos los valores encontrados a las variables

A, B, C'y D para formar el vector

T Q W »
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A,B,C,D = list (sym.linsolve ([X1,X2,X3,X4],(a,b,c,d)))[0]
alpha = sym.Matrix ([[A],[B],[C],[D]])

Definimos las variables simbdlicas e, g, h y j, para obtener el vector columna

S 4

e = sym.Symbol(’e

(7 ’
g = sym.Symbol(’g’
(7 )

h = sym.Symbol(’h’

)
)
)
j = sym.Symbol(’j")
betha = sym.Matrix ([[e],[g],[h],[]i]])

Ahora calculamos

0  Al2  A13  Al4 e Vi,
G| A1z 0 Az A g | | Ve
—A13 —A23 0 A34 h Vis
—Al4 —A24 —A34 0 j Vi

Y = (Nxbetha)—Vq

Y1 = ((Nxbetha)—Vq).row(0) [0]
Y2 = ((Nxbetha)—Vq).row (1) [0]
Y3 = ((Nxbetha)—Vq).row(2)[0]
Y4 = ((Nxbetha)—Vq).row(3) [0]

Resolvemos el sistema S2 = 0 y asignamos los valores encontrados a las variables
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A, B, C'y D para formar el vector

<~ m Q™

E,G,H,J = list (sym.linsolve ([Y1,Y2,Y3,Y4],(e,g,h,j)))[0]
beta = sym.Matrix ([[E],[G],[H],[J]])

Calculamos la formas simplécticas como sigue, w1 = (o, V) v wa = (B8, Uy).

wl = sym.simplify (alpha.dot(Vq))
w2 = sym.simplify(—beta.dot(Uq))
Comp = sym.simplify (wl-w2)

Por dltimo la funcién EstSimplectica no debe regresar la forma simpléctica wy,

wsy y la comprobacién que las mismas son iguales.

return [wl, w2, Comp]

Juntando todos los scripts anteriores, el programa para calcular la estructura

simpléctica inducida por una estructura de Poisson se ve de la siguiente forma.

def EstSimplectica():
Gra = sym.Matrix ([[sym.diff(f0,x), sym.diff (faux,x)],[sym.diff
(fo,y), sym.diff (faux,y)],[sym.diff(f0,z), sym.diff(faux,z)],|
sym. diff (f0,t) ,sym. diff (faux,t)]])
Kerl = (Gra.T).nullspace () [0]
Ker2 = (Gra.T).nullspace () [1]

GS = sym.GramSchmidt ([ Kerl,Ker2], orthonormal=False)
Uq = GS[0]/(sym.sqrt (GS[0].dot(GS[0])))
Vq = sym.simplify (GS[1])

N = EstPoisson ()
a = sym.Symbol(’a’)
b = sym.Symbol(’b")
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¢ = sym.Symbol(’c’)

d = sym.Symbol(’d"’)

alfa = sym.Matrix ([[a],[b],[c],[d]])

X = (Nxalfa)-Uq

X1 = ((Nxalfa)—Uq).row(0) [0]

X2 = ((Nxalfa)—-Uq).row (1) [0]

X3 = ((Nxalfa)—-Uq).row(2) [0]

X4 = ((Nsxalfa)—Uq).row(3) [0]

A,B,C,D = list (sym. linsolve ([X1,X2,X3,X4],(a,b,c,d)))[0]
alpha = sym.Matrix ([[A],[B],[C],[D]])

[N}

e = sym.Symbol(’e

(Te’)
g = sym.Symbol(’g’)
h = sym.Symbol(’h’)
j = sym.Symbol(’j")
betha = sym.Matrix (

Y = (Nxbetha)—Vq

[[e],le],[h],[il])

Y1 = ((Nsbetha)—Vq).row(0) [0]

Y2 = ((Nxbetha)—Vq).row (1) [0]

Y3 = ((Nxbetha)—Vq).row(2) [0]

Y4 = ((Nsbetha)—Vq).row(3) [0]

E,G,H,J = list (sym.linsolve ([Y1,Y2,Y3,Y4],(e,g,h,j)))[0]
beta = sym.Matrix ([[E],[G],[H],[J]])

wl = sym.simplify (alpha.dot(Vq))
w2 = sym.simplify(—beta.dot(Uq))
Comp = sym.simplify (wl-w2)

—return [wl, w2, Comp]

Para poder ejecutar el cédigo copie y pegue la funcién EstPoisson de la seccién

antes de la funcién EstSimplectica configure el archivo en las variables

correspondientes, guarde el archivo con el nombre poisson.py por ejemplo y

por ultimo abrd la consola (ventana de comandos) en el directorio donde se

encuentra el archivo poisson.py y escriba python poisson.py.
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A.3. El Corchete de Schouten-Nijenhuis

Explicaremos a detalle mediante scripts como funciona el cédigo para calcular el
corchete de Schouten-Nijenhuis (definido como en la seccién de un 2—campo
vectorial consigo mismo y poder determinar cuand un bivector es de Poisson.
Empezamos importando los médulos sympy y gaﬂ(galgebra), el cual ocupamos

para poder operar el producto exterior.

import ga

import sympy as sym

Definimos la variables que vamos a utilizar, donde dij := ==

971 Wj, con 1 S
{1a2a374} Y.] € {273a4}

x1 = sym.Symbol(’x1")
x2 = sym.Symbol(’x2")
x3 = sym.Symbol(’x3 ")
x4 = sym.Symbol (x4 )

d12 = sym.Symbol(’d12’
d13 = sym.Symbol(’d13’
d14 = sym.Symbol(’d14’
d23 = sym.Symbol(’d23’
d24 = sym.Symbol(’d24’

(7d34°

—_— — — — — —

d34 = sym.Symbol

Definimos una métrica en R, utilizando un metédo de ga.

gd4coords = (x1,x2,x3,x4)
g4 = ga.Ga(’dx1l dx2 dx3 dx4’, g=[1,1,1,1], coords=gdcoords)
(dx1, dx2 , dx3, dx4) = g4 .mv()

Recordemos que un bivector se puede escribir como

P o 0 o 0
o= fl@a:l o5 or " oms +f38x1 974
o 0 P P

+ f48332 8$3 f5 8;v4 f6 87.’174

2Para mas imformacién sobre ga recomendamos consultar https://github.com/brombo/

galgebra
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donde f; € C*°(RY).

f1 =0
f2 = —x2
f3 =0
f4 = x1
f5 =0
f6 =0

Pi = f1%(dx1"dx2) + f2x(dx1"dx3) 4+ f3x(dx1"dx4) + f4x(dx2"dx3) + f5
*(dx2"dx4) + f6*(dx3"dx4)
Piaux = fl1xd12 + f2%d13 + f3xd14 4+ f4xd23 + f5xd24 + f6xd34

Definimos la funcion SN

def SN():

Ahora vamos a calcular g—g con el siguiente script.

dEspPixla = (sym. diff (Piaux,d12))*(dx2) #dPi/d(dxl) para la
forma dx1"dx2
dEspPixlb = (sym. diff (Piaux,d13))*(dx3) #dPi/d(dxl) para la
forma dx1"dx3
dEspPixlc = (sym. diff (Piaux,d14))=*(dt) #dPi/d(dxl) para la

forma dx1"dx4

Anslogamente, calculamos el resto de las derivadas parciales con los scripts que

se muestran a continuacién.

or

oy’

dNorPixla = (sym. diff (fl ,x1))*(dx1"dx2) #(dfl/dx1)"(dx1"
dx2)
dNorPixlb = (sym. diff (f2,x1))*(dx1"dx3) #(df2/dx1) " (dxl"
dx3)
dNorPixlc = (sym.diff (3 ,x1))*(dx1"dx4) #(df3/dx1) " (dx1"
dx4)
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dNorPixld = (sym

CdAff(f4,x1))x(dx2"dx3) #(df4/dx1) " (dx2"

dx3)
dNorPixle = (sym.diff (f5 ,x1))*(dx2"dx4) #(df5/dx1) " (dx2"
dx4)
dNorPix1f = (sym. diff (f6 ,x1))*(dx3"dx4) #(df6/dx1) " (dx3"
dx4)
]
on
&
dEspPix2a = —(sym. diff (Piaux,d12))x(dx1l) #dPi/d(dx2) para

la forma dx1"dx2
dEspPix2b = (sym
la forma dx2"dx3
dEspPix2c = (sym
la forma dx3"dx4

.diff (Piaux,d23))*(dx3) #dPi/d(dx2) para

.diff (Piaux,d24))*(dx4) #dPi/d(dx2) para

or

6$2 ’

dx2)

dx3)

dx4)

dx3)

dx4)

dx4)

dNorPix2a = (sym.

dNorPix2b = (sym.

dNorPix2¢c = (sym.

dNorPix2d = (sym.

dNorPix2e = (sym.

dNorPix2f = (sym.

diff (f1,x2))x(dx1"dx2) #(dfl/dx2) " (dx1"

diff (2 ,x2))x(dx1"dx3) #(df2/dx2) " (dx1"

diff(f3,x2))*(dx1"dx4) #(df3/dx2) " (dx1"

diff (f4,x2))*(dx2"dx3) #(df4/dx2) " (dx2"

diff (f5,x2))*(dx2"dx4) #(df5/dx2) " (dx2"

diff (£6 ,x2))*(dx3"dx4) #(df6/dx2) " (dx3"
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or

98
dEspPix3a = —(sym. diff (Piaux,d13))*(dx1l) #dPi/dx3 para la
forma dx1"dx3
dEspPix3b = —(sym. diff (Piaux,d23))*(dx2) #dPi/dx3 para la

forma dx2"dx3
dEspPix3c = (sym. diff (Piaux,d34))*(dx4) #dPi/dx3 para la
forma dx3"dx4

on

aix:;.
dNorPix3a = (sym. diff (fl,x3))*(dx1"dx2) #(dfl/dx3)"(dx1"
dx2)
dNorPix3b = (sym. diff (f2,x3))*(dx1"dx3) #(df2/dx3) " (dx1"
dx3)
dNorPix3c = (sym. diff (£3,x3))*(dx1"dx4) #(df3/dx3) " (dxl"
dx4)
dNorPix3d = (sym. diff (f4,x3))*(dx2"dx3) #(df4/dx3) " (dx2"
dx3)
dNorPix3e = (sym. diff (f5,x3))*(dx2"dx4) #(df5/dx3) " (dx2"
dx4)
dNorPix3f = (sym.diff (£6,x3))x(dx3 dx4) #(df6/dx3) " (dx3"
dx4)

.

on

98
dEspPix4a = —(sym. diff (Piaux,d14))*(dx1l) #dPi/d(dx4) para

la forma dx1"dx4

dEspPix4b = —(sym. diff (Piaux,d24))*(dx2) #dPi/d(dx4) para

la forma dx2"dx4
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dEspPix4c = —(sym. diff (Piaux,d34))*(dx3) #dPi/d(dx4) para

la forma dx3"dx4

or

8‘%4 '

dNorPix4a = (sym. diff (f1,x4))*(dx1"dx2) #(dfl/dx4) " (dxl"
dx2)
dNorPix4b = (sym. diff (f2,x4))x(dx1"dx3) #(df2/dx4) " (dx1"
dx3)
dNorPixdc = (sym.diff(£3,x4))#(dx1"dx4) #(df3/dx4) " (dx1"
dx4)
dNorPix4d = (sym. diff (f4 ,x4))*(dx2"dx3) #(df4/dx4) " (dx2"
dx3)
dNorPixde = (sym. diff (f5 ,x4))*(dx2"dx4) #(df5/dx4) " (dx2"
dx4)
dNorPix4f = (sym. diff (£6,x4))(dx3 dx4) #(df6/dx4) " (dx3"
dx4)

Con todos los scripts anteriores podemos calcular el corchete Schouten-Nijenhuis,

que para este caso queda de la siguiente manera:

or Om
=y4 o 22 A 22
[7’(,71'} Z:ZQ (8& A 8$1> ’

donde &; = a%' Obteniendo como resultado de la funcién [m, 7], definida por:

SNPi = 2% ((dEspPixla+dEspPix1b+dEspPixlc) " (dNorPixla+dNorPix1b+
dNorPixlc+dNorPixld+dNorPixle+dNorPix1f)) + 2« ((dEspPix2a+
dEspPix2b+dEspPix2c) " (dNorPix2a+dNorPix2b+dNorPix2c+dNorPix2d+
dNorPix2e+dNorPix2f)) + 2 ((dEspPix3a+dEspPix3b+dEspPix3c) " (
dNorPix3a+dNorPix3b+dNorPix3c+dNorPix3d+dNorPix3e+dNorPix3f)) +
2+ ((dEspPita+dEspPitb+dEspPitc) " (dNorPitat+dNorPitb+dNorPitc+
dNorPitd+dNorPite+dNorPitf))
return SNPi
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(=)
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Uniendo todos los scripts anteriores tenemos que el programa para calcular el

corchete de Schouten-Nijenhuis queda asi.

import ga

import sympy as sym

x1 = sym.Symbol(’x1")
x2 = sym.Symbol(’x2")
x3 = sym.Symbol(’x3")

( )

x4 = sym.Symbol
d12 = sym.Symbol(’d12’)
d13 = sym.Symbol(’d13’)
d14 = sym.Symbol(’d14 ")
d23 = sym.Symbol(’d237)
d24 = sym.Symbol(’d24 ")
d34 = sym.Symbol(’d34 ")

g4coords = (x1,x2,x3,x4)
g4 = ga.Ga(’dxl dx2 dx3 dx4’, g=[1,1,1,1], coords=gdcoords)
(dx1, dx2 , dx3, dx4) = g4 .mv()

f1 =0
f2 ==x2
f3 =0
f4 = x1
f5 =0
f6 =0

TIPi = f1%(dx1"dx2)+f2%(dx1"dx3)+f3*(dx1"dx4)+f4x(dx2"dx3)+f5*(dx2"

dx4)+£6*(dx3"dx4)

Piaux = f1%d12+f2xd134+f3*d14+f4+d23+f5%d244+£f6+d34

def SN():
# Derivada especial de Pi para dxl
dEspPixla = (sym. diff (Piaux,d12))*(dx2) # dPi/d(dx1l) para la
forma dx1"dx2
dEspPixlb = (sym. diff (Piaux,d13))*(dx3) # dPi/d(dxl) para la
forma dx1~dx3
dEspPixlc = (sym. diff (Piaux,d14))*(dx4) # dPi/d(dx1l) para la

forma dx1"dx4
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38
39
40
41
42
43
44

46

60
61
62
63
64

66
67
68
69

70
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# Derivada normal de Pi para xl1
dNorPixla = (sym.diff (f1,x1))#(dxl"dx2) # (dfl/dx1)"(dxl" dx2)
dNorPixlb = (sym. diff (f2,x1))*(dx1"dx3) # (df2/dx1l) " (dx1"dx3)
dNorPixle = (sym.diff (£3,x1))=*(dx1"dx4) # (df3/dx1l) " (dxl"dx4)
dNorPixld = (sym.diff (f4,x1))*(dx2"dx3) # (df4/dx1l) " (dx2 dx3)
dNorPixle = (sym.diff (f5,x1))*(dx2"dx4) # (df5/dx1)"(dx2"dx4)
dNorPix1lf = (sym.diff (f6 ,x1))*(dx3"dx4) # (df6/dx1)"(dx3"dx4)
# Derivada especial de Pi para dx2
dEspPix2a = —(sym. diff (Piaux,d12))*(dx1l) # dPi/d(dx2) para la
forma dx1”dx2
dEspPix2b = (sym. diff (Piaux,d23))*(dx3) # dPi/d(dx2) para la
forma dx2"dx3
dEspPix2c = (sym.diff (Piaux,d24))*(dx4) # dPi/d(dx2) para la
forma dx3"dx4
# Derivada normal de Pi para x2
dNorPix2a = (sym.diff (fl,x2))=*(dx1"dx2) # (dfl/dx2) " (dxl"dx2)
dNorPix2b = (sym. diff (£f2,x2))*(dx1"dx3) # (df2/dx2) " (dx1 dx3)
dNorPix2c = (sym. diff (£f3 ,x2))*(dx1"dx4) # (df3/dx2)"(dx1"dx4)
dNorPix2d = (sym. diff (f4,x2))=(dx2"°dx3) # (df4/dx2) " (dx2"dx3)
dNorPix2e = (sym. diff (f5,x2))*(dx2"dx4) # (df5/dx2) " (dx2"dx4)
dNorPix2f = (sym.diff (f6 ,x2))=*(dx3"dx4) #(df6/dx2) " (dx3"dx4)
# Derivada especial de Pi para dx3
dEspPix3a = —(sym. diff (Piaux,d13))*(dx1) # dPi/dx3 para la
forma dx1~dx3
dEspPix3b = —(sym. diff (Piaux,d23))x(dx2) # dPi/dx3 para la
forma dx2"dx3
dEspPix3c = (sym. diff (Piaux,d34))*(dx4) # dPi/dx3 para la
forma dx3"dx4
# Derivada normal de Pi para x3
dNorPix3a = (sym.diff (fl,x3))*(dx1"dx2) # (dfl/dx3)"(dx1"dx2)
dNorPix3b = (sym. diff (f2,x3))x(dx1"dx3) # (df2/dx3) " (dx1"dx3)
dNorPix3c = (sym.diff (f3,x3))*(dx1"dx4) # (df3/dx3) " (dxl"dx4)
dNorPix3d = (sym. diff (f4,x3))#(dx2"dx3) # (df4/dx3)"(dx2"dx3)
dNorPix3e = (sym.diff (f5,x3))*(dx2"dx4) # (df5/dx3) " (dx2"dx4)
dNorPix3f = (sym.diff (f6 ,x3))*(dx3"dx4) # (df6/dx3) (dx3 " dx4)
# Derivada especial de Pi para dt
dEspPix4a = —(sym. diff (Piaux,d14))*(dx1) # dPi/d(dx4) para la

forma dx1"dx4

dEspPix4db = —(sym. diff (Piaux,d24))x(dx2) # dPi/d(dx4) para la
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forma dx2"dx4

71 dEspPix4c = —(sym. diff (Piaux,d34))*(dx3) # dPi/d(dx4) para la
forma dx3"dx4

72 # Derivada normal de Pi para t

73 dNorPix4a = (sym. diff (fl1,x4))*(dx1"dx2) # (dfl/dx4) " (dx1"dx2)

74 dNorPix4b = (sym. diff (f2,x4))*(dx1"dx3) # (df2/dx4) " (dx1"dx3)

75 dNorPix4c = (sym. diff (3 ,x4))*(dx1"dx4) # (df3/dx4) " (dx1"dx4)

76 dNorPix4d = (sym. diff (f4,x4))*(dx2"dx3) # (df4/dx4) " (dx2"dx3)

T dNorPixde = (sym. diff (f5,x4))*(dx2"dx4) # (df5/dx4) " (dx2"dx4)

78 dNorPix4f = (sym. diff ({6 ,x4))*(dx3"dx4) # (df6/dx4)" (dx3"dx4)

79

80 # Corchete S—N

81 SNPi = 2« ((dEspPixla+dEspPix1b+dEspPixlc) " (dNorPixlat+dNorPix1b+

dNorPix1lc+dNorPixld+dNorPixle+dNorPix1f)) + 2x ((dEspPix2a+

dEspPix2b+dEspPix2c) " (dNorPix2a+dNorPix2b+dNorPix2c+dNorPix2d+

dNorPix2e+dNorPix2f)) + 2x((dEspPix3a+dEspPix3b+dEspPix3c) " (

dNorPix3a+dNorPix3b+dNorPix3c+dNorPix3d+dNorPix3e+dNorPix3f)) +
2% ((dEspPita+dEspPitb+dEspPitc) " (dNorPita+dNorPitb+dNorPitc+

dNorPitd+dNorPite+dNorPitf))

82 return SNPi

83

84| print (SN())

Para poder ejecutar el cédigo copie y pegue el script anterior, configure el archivo
en las variables correspondientes, guarde el archivo con el nombre sn.py por
ejemplo y por tltimo abrd la consola (ventana de comandos) en el directorio

donde se encuentra el archivo sn.py y escriba python sn.py.
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