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Introduccién general

Algunos de los problemas mas famosos de la geometria clasica pertenecen a una
clase de problemas geométricos que ha sido poco estudiada a lo largo del desarrollo
de la geometria, me refiero a los problemas llamados neusis. Se pueden reconocer
dos momentos histéricos en los cuales los problemas de neusis fueron estudiados. El
primer momento se dio en la geometria de los antiguos griegos, en la que podemos
reconocer varios ejemplos aislados de neusis pero que no tienen conexién con obras
méas extensas ni apenas conexién entre si, salvo con un libro (perdido) escrito por
Nicémedes sobre las curvas llamas concoides o cocloides y también con dos libros
sobre neusis escritos por Apolonio. Casi todos estos ejemplos se encuentran en el
libro IV de la Coleccion de Pappus y se deben a Nicomedes, a Pappus mismo y a
Arquimedes (cf. [Pap10]). También hay un problema de neusis en un comentario de
Simplicio sobre la Fisica de Aristételes y hay un problema mas en una recopilacién
de lemas en drabe (que presumiblemente son de origen griego). Sobre el libro de
las concoides de Nicémedes no sabemos apenas nada, mas que alguna vez existio.
Sin embargo, la situacién es un poco distinta con los dos libros de las Neusis de
Apolonio, pues aunque también estan perdidos, sabemos qué problemas contenian

gracias a que Pappus nos habla de ellos en el libro VII de su Coleccion.

No hay evidencia de que la Coleccion de Pappus haya sido estudiada en Bizancio,
pues apenas hay algunas alusiones que no entran en detalles, marginalia anénima
y resefias sobre mecéanica de J. Tsetzes tomadas de Colecc. VIII. Si se sabe que
entre los matematicos arabes circularon algunos fragmentos y también se tienen
algunos teoremas de Colecc. VI en la Perspectiva de Vitelo. La edicién definitiva
de la Coleccion en el siglo XVI es la que edit6 y tradujo F. Commandino (1588) y
por tanto esta es la versiéon que leyeron los matematicos europeos del siglo XVII.
Asi, el segundo momento de estudio de problemas de neusis se dio en el siglo XVII
y tenemos al menos dos tratados sobre esta clase de problemas. El primero de estos
tratados es el Suplemento de geometria (1593) de F. Vieta y el segundo se encuentra

en las dltimas once lecciones de las Lecciones de dlgebra (1682-1683) de 1. Newton.
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Mencién aparte merecen los multiples intentos de restauracién de los libros de las
Neusis de Apolonio, el primero de estos intentos fue realizado por M. Ghetaldi (1607
y 1613) y el ultimo fue realizado por W. A. Diesterberg (1823). Hay también dos
ensayos contemporaneos sobre neusis: el primero de estos ensayos se encuentra en la
segunda parte de la edicion del séptimo libro de la Coleccion de Pappus, a cargo de
A. Jones [Pap86], donde se limita a discutir muy brevemente los posibles métodos de
solucion que Apolonio pudo haber empleado. El segundo ensayo, de mayor extension
que el primero, se encuentra en la edicién de las obras de Arquimedes por T. L.
Heath [Arcl0], en el cual revisa algunos ejemplos de neusis y los relaciona con
algunos problemas que aparecen en la obra sobre Lineas espirales de Arquimedes.

Los dos libros de las Neusis de Apolonio, como los presenta Pappus en el libro
VII de la Coleccion, tienen cabida en un programa mucho més amplio que es el
del analisis geométrico y su papel en dicho programa es doble. En primer lugar,
cuando Pappus presenta las obras que componen al campo del anélisis geométrico
sigue estrictamente su propuesta de clasificacién de problemas (en planos, sélidos y
lineales) y en este sentido las Neusis separan los problemas planos de los problemas
solidos, de manera tal que juegan un rol de transicion entre una clase de problemas y
otra. El orden que da Pappus a los libros que componen al campo del andlisis sugiere
que los problemas sélidos pueden ser resueltos mediante alguna neusis mas o menos
ingeniosa, pues con ligeras variaciones de una neusis plana se obtiene una neusis
solida que puede sustituir a alguna cénica en determinada construcciéon geométrica.
Esta primera lectura que hacemos sobre el papel de las Neusis en el campo del
analisis queda suficientemente justificada por los ejemplos de neusis que tenemos,
pues todos ellos se pueden resolver por medio de cénicas (es decir que se trata de
problemas sélidos) y estas soluciones vienen motivadas precisamente por una neusis,
tal como nos dice Pappus respecto a la triseccién angular.

En segundo lugar, en el séptimo libro nos encontramos que Pappus ofrece un
corpus de lemas auxiliares para entender mejor (casi todas) las obras que componen
al campo del andlisis geométrico. Los lemas que estan destinados para los dos libros
de las Neusis se encuentran entre los lemas para los seis libros de la “triple seccion”
(i. e. Seccion en una razon, Seccion en un drea, Seccion determinada) y entre los
dos libros de los Contactos, lo cual sugiere que las neusis pueden ser empleadas para
resolver los problemas de contacto que involucran circulos. Ademas, este orden para
los lemas de Pappus sugiere que lo que se quiere estudiar mediante el analisis geo-
métrico son las lineas Cénicas (8 libros) y para llevar a cabo su estudio de manera

eficiente y efectiva, Pappus nos propone dos caminos o vias diferentes que se com-
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plementan entre si: la primera via de estudio (que podemos llamar via problemdtica)
se desarrolla por medio de las cuatro obras siguientes: Seccion en una razon, Seccion
en un drea, Seccion determinada y Neusis. La segunda via (que podemos llamar via
teorematica) se desarrolla por medio de las tres obras siguientes: Contactos, Luga-
res planos y Porismas. Una vez que se han recorrido ambas vias, se llega por fin a
las Conicas, y se profundiza su estudio mediante los Lugares solidos y los Lugares

superficiales (véase el siguiente diagrama).

En suma, los problemas de neusis (junto con los problemas de la triple seccién)
permiten al geémetra introducirse en el estudio de las secciones conicas a través de
una aproximacién problematica (que debe ser complementada con una aproximacién
teoremadtica), y como tendremos oportunidad de demostrar en este trabajo, las neusis

estan relacionadas con otro lugar geométrico: la concoide de Nicomedes.

Datos
y m
Seccidon en una razén Contactos
Seccién en un area Lugares planos
Seccidén determinada Porismas
Neusis /
Coénicas

Lugares sélidos

Lugares superficiales

Sobre medias

Tengo que aclarar también dos cuestiones que son de suma importancia historica.
La primera de estas cuestiones es que cuando estudiamos los problemas de neusis,

lo hacemos a través de Pappus y este se refiere a gedmetras anteriores como “los
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antiguos” con suficiente razén, pues por ejemplo entre Pappus y Aristeo el Viejo hay

660 anos, entre Pappus y Euclides hay 615 anos, entre Pappus y Arquimedes hay 577

anos, entre Pappus y Apolonio hay 552 anos, &c. (esto es como si nosotros hablara-

mos hoy de matematicos de los anos 1360-1470 y de matematicos contemporaneos

en una misma obra). De tal manera que debemos tener en cuenta que entre Pappus y

“los antiguos” hay seis siglos que los separan. Por esta razén, a continuaciéon incluyo

una lista que contiene a todos los matematicos mencionados en este trabajo, con la

finalidad de que el lector pueda ubicarse (y ubicarlos a ellos) temporalmente con

relativa facilidad.

Tales de Mileto (c. 624-546 a. C.)
Pitdgoras de Samos (c. 569-475 a. C.)
Hipécrates de Quios (c. 470-410 a. C.)
Hipias de Elide (c. 443-399 a. C.)
Arquitas de Tarento (c. 430-360 a. C.)
Platén (c. 427-347 a. C.)

Léodamas de Tarso (c. 427-380 a. C.)
Espeusipo (c. 408-339 a. C.)
Anfinomo (c. s. v a. C.)

Eudoxo de Cnido (c. 390-337 a. C.)
Dinéstrato (c. 390-320 a. C.)
Aristételes (c. 384-322 a. C.)
Menecmo (c. 380-320 a. C.)

Eudemo de Rodas (c. 370-300 a. C.)
Aristeo el Viejo (c. 370-300 a. C.)
Euclides (c. 325-265 a. C.)
Arquimedes (c. 287212 a. C)

Nicémedes (c. 280-210 a. C.)

Filén de Bizancio (c. 280-220 a. C.)
Eratéstenes de Cirene (c. 276-194 a. C.)
Apolonio de Perga (c. 262-190 a. C.)
Diocles (c. 240-180 a. C.)

Teodosio de Tripoli (s. 11-1 a. C.)
Gémino de Rodas (s. 1 a. C.)

Herén de Alejandria (c. 10-70 d. C.)
Carpo de Antioquia (s. 10s. 11 d. C.)
Claudio Ptolomeo (c. 100-160 d. C.)
Diofanto (c. 200/214-284/298 d. C.)
Esporo de Nicea (c. 240-300 d. C.)
Pappus de Alejandria (c. 290-350 d. C.)
Proclo (c. 412-465 d. C.)

Marino de Neapolis (c. 440-500 d. C.)
Simplicio de Cilicia (c. 490-560 d. C.)
Abu al-Juarismi (780-850 d. C.)

Thabit ibn Qurra (826-901 d. C.)

Al-“Ala (;7-07)
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Abu al-Jud (s. x d. C.) Rafael Bombelli (1526-1572)
Abu al-Sijzi (945-1020 d. C.) Francisco Vieta (1540-1603)
Abu Alhacén (965-1040 d. C.) Marino Ghetaldi (1568-1626)
John Tzetzes (1110-1180) Willebrord Snel (1580-1626)
Erasmo Vitelo (1230-1280) Girard Desargues (1591-1661)
Luca Pacioli (1447-1517) René Descartes (1596-1650)
Gerolamo Cardano (1501-1576) Isaac Newton (1643-1727)

Federico Commandino (1509-1575)

La segunda cuestién que debo aclarar tiene que ver con la Coleccion de Pappus,
y es que toda vez que me refiera a esta obra me estaré refiriendo a la edicion de
F. Hultsch publicada entre 1876 y 1878 [Pap78]. Mas, debemos tener siempre en
cuenta que los matematicos del siglo XVII leyeron la version que edité y comento F.
Commandino en 1588. Se da por supuesto que la ediciéon de Hultsch es mejor que la
edicion de Commandino en tanto que es mas fiel al original, aunque no esté exenta
de multiples equivocaciones. Hay una traduccion al inglés, basada en la ediciéon de
Hultsch, del cuarto libro de la Coleccion por H. Sefrin-Weis [Papl0] y del séptimo
libro por A. Jones, [Pap86]) de los que hago uso con frecuencia. Sumado a esta nota
aclaratoria, debo explicar el sistema de citas que empleo en este trabajo y la manera
mas facil de hacer esto es con un par de ejemplos: la cita Colecc. VII.27 indica que
me refiero al pardgrafo 27 del libro VII de la Coleccion de Pappus; la cita Elem.
V.25 indica que me refiero a la proposicion 25 del libro V de los Elementos. Por lo
tanto, el niimero en romanos refiere al libro, el nimero en indoarabigos refiere al
paragrafo de ese mismo libro y en italicas senalo el nombre de la obra en cuestion

de manera abreviada.

Ahora bien, este trabajo lo desarrollo en dos partes de la siguiente manera. En la
primera parte me ocupo de los problemas de neusis que desarrollaron los geémetras
de la antigiiedad clasica griega. Concretamente, en §1.1 propongo la definiciéon del
término griego neusis y explico qué quiere decir construir una neusis con las con-
diciones bajo las cuales se puede admitir dicha construccién en geometria. En las
secciones §1.2 y §1.3 expongo los ejemplos de neusis que han llegado hasta nosotros

y muestro como resolverlos mediante la curva auxiliar conocida como concoide, vista
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como el locus generado por una neusis. En las secciones §1.4-§1.6 presento las herra-
mientas necesarias para el estudio adecuado de los problemas de neusis estudiados
por Apolonio, es decir, me ocupo del analisis geométrico de los antiguos, de Colecc.
VII y de los Datos de Euclides. Concluyo la primera parte con §1.7, donde realizo un
estudio critico sobre las Neusis de Apolonio, con base en lo que nos cuenta Pappus
en el séptimo libro de su Coleccion.

En la segunda parte de este trabajo trato de justificar el paso de la matematica
antigua a la matemética moderna, que se da a lo largo de la Edad Media y del Rena-
cimiento por muy diversos mecanismos (usando como caso de estudio los problemas
de neusis) y los estudios que realizan algunos matematicos europeos del siglo XVII.
Concretamente, en §2.1 explico de manera muy breve la transicion de la cultura ma-
tematica griega a la Europa latina filtrada a través de la cultura matematica arabe
y motivada por muy diversas razones. En §2.2 estudio la participacién de dos mate-
maticos premodernos que estan directamente involucrados con problemas de neusis:
F. Vieta y M. Ghetaldi, pues el primero desarrolla un método analitico con el cual
pretende recuperar el método del analisis geométrico de los antiguos y el segundo
es quien hace la primera restauracion de los dos libros de las Neusis de Apolonio.
Por tanto, en §2.3-§2.4 realizo un estudio critico sobre la reconstruccién de los dos
libros de las Neusis llevada a cabo por Ghetaldi y publicada en dos momentos algo
alejados entre si: Neus. I en 1607 y Neus. II en 1613. Finalmente, en la seccién §
2.5 estudio la relaciéon entre los problemas de neusis solidas, los problemas soélidos
en general y las ecuaciones algebraicas de grados tres y cuatro a través del trabajo
de F. Vieta y del trabajo de I. Newton.

Por tdltimo, quiero agregar la siguiente tabla que incluye la notaciéon empleada a

lo largo de este trabajo:

reg.[ABCD| Region del plano comprendida por los vértices
A, B,C,D.
lun.[ABC D] Luna o ldnula comprendida entre los arcos

arc.[ABC], arc.[ADC].
seg.[ABC] Segmento o seccién de circulo entre A, B, C.

cir.[O, OA], cir.[ABC]| Circulo con centro en O y radio OA, circulo por los
puntos A, B, C.
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arc.[AB]

semicir.[ABC|, semicir.[AC|

trap.[ABC D]

paral.[ABC D], paral.[AD]

rom.[ABC D], rom.[AD]

rec.[ABC D], rec.[AD]

rec.[AB, CD|

cuad.[ABCD], cuad.[AB|

cuad.[AB]
tri.[ABC]
ang.[ABC|, R
AB 1L CD
AB || CD

A-B-C

a:bc:d

a:b<c:d,a:b>c:d

a:bi:b:cc:d

const.

Arco de circunferencia con extremos AB.

Semicirculo por B con base AC, semicirculo sobre
la base AC.

Trapecio con vértices A, B,C, D.

Paralelogramo con vértices A, B, C, D, paralelogra-

mo con diagonal AD.

Rombo con vértices A, B, C, D, rombo con diagonal
AD.

Rectangulo con vértices A, B, C, D, rectangulo con
diagonal AD.

Rectangulo con lados AB,C'D.

Cuadrado con vértices A, B,C, D, cuadrado sobre
la recta AB.

Cuadrado sobre la recta AB.

Triangulo con vértices A, B, C.

Angulo con vértice By patas BA, BC, dngulo recto.
Las rectas AB,C'D son perpendiculares.

Las rectas AB, C'D son paralelas.

Los puntos A, B, C' caen en la misma recta y el pun-

to B esta entre los puntos A, C.

La razoén entre a,b es la misma que la razén entre

c,d, i. e. a,b,c,d son proporcionales.

La razoén entre a,b es menor o mayor que la razéon

entre ¢, d.

b, c son dos medias proporcionales continuas entre

a,d.

Magnitud constante.
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§1.1 Los problemas llamados neusis

En esta seccién vamos a definir lo que entenderemos por un problema de neusis
pero primero debemos decir como los antiguos geémetras helenos entendian lo que
es un problema en geometria. Pappus nos dice en Colecc. VII.13-14 que los antiguos
geometras distinguian tres tipos de proposiciones en geometria, a saber: teorema
como una proposicion dirigida a demostrar 1o que se propone (por ejemplo, los &n-
gulos de la base de un tridngulo isésceles son iguales entre si); (b) problema como
una proposicién dirigida a construir lo que se propone (por ejemplo, construir un
tridngulo equildtero sobre una recta dada); y (¢) porisma como una proposicién
dirigida a encontrar lo que se propone; es una proposicion que puede considerarse
como un teorema o como un problema de lugar si se agrega cierta hipotesis faltante
(por ejemplo, encontrar el centro de un circulo dado). Esta definiciéon de porisma di-
fiere esencialmente de otras definiciones, en contraste con las definiciones de teorema
y de problema que son mas o menos univocas. (cf. [Pap86, pag. 94-96]).

La clasificacion de las proposiciones de la geometria en teoremas, problemas y
porismas no fue la tnica clasificacion entre los antiguos geémetras, pues por ejemplo
sabemos que Menecmo sostuvo la interesante propuesta de que todas las proposicio-
nes de la geometria son problemas, pero que estos tienen un doble caracter: algunas
veces el objetivo de un problema es proporcionar algo que se busca y otras veces el
objetivo es ver qué o de qué tipo es, o qué calidad tiene, o qué relaciones guarda lo
que se busca con respecto a un objeto geométrico determinado. También sabemos
que Espeusipo (sobrino de Platén) y Anfinomo sostuvieron que todas las proposicio-
nes de la geometria son teoremas y Proclo defiende ambos puntos de vista ya que en
toda proposicién geométrica hay propiedades tanto de teorema como de problema
(cf. [Pro92, pags. 63-67]). Asi, segun la clasificacién que nos propone Pappus, todas
las proposiciones de neusis son problemas geométricos ya que todas ellas consisten
en construir una recta con ciertas propiedades establecidas de antemano.

El término griego neusis (vnbolc) significa inclinacién, de manera que cuando
los antiguos gedmetras griegos decian que una recta hace una neusis (o se inclina)
desde/hacia un punto dado, lo que se queria decir es que la recta y el punto tienen
una relacion de incidencia. Ademas de la relacién de incidencia, a la recta se le im-
ponia una magnitud determinada, de manera que el término neusis tenia un sentido
geométrico técnico muy preciso que Pappus define asi en Colecc. VII.27: construir
una neusis significa construir una recta PF que (prolongada) cae sobre un punto

dado C'y corta a dos lineas dadas [,m (o a una misma linea dos veces) en puntos
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F, P de tal manera que la recta PF' es igual a una recta dada a ( las lineas [, m

no necesariamente tienen que ser rectas o circulos (Fig. 1.1)). En consecuencia, em-

plearé expresiones como “inclinar una recta en”, “inclinar una recta hacia”, “hacer

una neusis en”, “hacer una neusis desde”, &c. como expresiones equivalentes a la

expresion “construir una neusis” y todo problema que involucre la construccion de

una neusis serd llamado problema de neusis.!

a ic

P

Fig. 1.1: La recta PFC hace una neusis en el punto C, pues corta a las
lineas I, m en los puntos F, P determinando una recta PF igual a una

recta dada a.

Tenemos al menos dos ejemplos donde una recta PF se inclina hacia un punto

C cortando otras lineas con la condicién de determinar cierto par de dreas iguales

en lugar de cumplir con la condiciéon de determinar cierta recta igual a una recta

dada. El primero de estos ejemplos consiste en inscribir un heptagono regular, como

8 D ¢ A
L
X
F 6

Fig. 1.2: Construccién arquimediana de un hepté-
gono regular, donde se inclina una recta K A hacia
un punto F' de tal manera que hace a los tridngulos
tri.[FGK], tri.[CLA] iguales en édrea, cf. [Hog86].

nos ha llegado por una traduccion
hecha por Thabit ibn Qurrd de un
supuesto trabajo de Arquimedes (cf.
[Hog86, pags. 204-213] y [Kno89a|). El
segundo ejemplo es la proposiciéon Co-
lece. VII.232, que es un lema para un
porisma contenido en el primer libro de
los Porismas de Euclides (cf. [Pap86,
pag. 292]). Ya que no sabemos si tam-
bién esta clase de problemas (u otros
problemas donde a la recta CFP se
le imponen condiciones mas complejas)

eran llamados problemas de neusis, no

TA las construcciones de neusis como las define Pappus se les suele llamar actualmente cons-
trucciones con una regla marcada, por ejemplo R. Hartshorne asi las llama en [Har00, cap. 6].
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nos ocuparemos de ellos en este trabajo. Mediante los ejemplos de neusis que expon-
go en la siguiente seccion, veremos que en general la construccion de una neusis no
es susceptible de llevarse a cabo solamente bajo el amparo de los axiomas y de los
postulados euclidianos, ni siquiera si nos restringimos a que las lineas [, m sean rec-
tas y/o circulos. Esto es claro dado el hecho que hay problemas tales como trisecar
un angulo cualquiera, insertar dos medias proporcionales continuas (o duplicar un
cubo), inscribir un heptdgono regular en un circulo dado, &c. que se pueden plantear
en términos de rectas y circulos pero que no se pueden resolver solamente con rectas
y/o circulos, sin embargo estos problemas pueden ser reducidos a uno de neusis.”
Debido a la poquisima informacién documental que tenemos acerca del desarro-
llo de las técnicas y de los métodos empleados en geometria (ni siquiera sabemos
como se dio este desarrollo en el periodo mas fructifero de las matematicas griegas,
el siglo 111 a. C.), tampoco sabemos desde cuando ni para quiénes las construcciones
de neusis tomaron un papel relevante en geometria [Pap86, pags. 527-529]. Ahora
bien, dado el hecho que solamente rectas y circulos no son suficientes para construir
una neusis en general, se deben dar las condiciones bajo las cuales la construcciéon
de una neusis se acepta como una construccién valida en geometria. Y efectivamen-
te, los antiguos gedémetras helenos resolvieron que una neusis serd una construccion

valida si se justifica mediante alguno de los siguientes tres criterios:

1. Considerar la construccion de una neusis como un postulado adicional a los pos-

tulados euclidianos (Hip6crates, Arquimedes);

2. Asumir la posibilidad de construir lineas distintas de rectas y circulos y usar sus

intersecciones para hacer una neusis (Nicomedes);

3. Asumir la posibilidad de construir superficies sencillas —planos, esferas, conos,
cilindros, &c.— y las secciones que se obtienen de ellas, de las cuales usamos sus

intersecciones para hacer una neusis (Arquitas).

Por tanto, se desarrollaron varias técnicas para resolver problemas de neusis (y
problemas de otras clases) de una manera bastante desordenada que a la postre fue
necesario organizar y clasificar. En esta direccion, Pappus propone en Colecc. ITI-IV

la siguiente clasificacién de los problemas en geometria: (a) los problemas planos

2Cuando digo plantear un problema en términos de rectas y/o circulos me refiero a que en
la proposicién del problema tanto los objetos dados como los objetos requeridos son rectas y/o
circulos. Si ademads el objeto geométrico requerido que resuelve el problema se puede construir
mediante rectas y circulos sujetas(os) a los axiomas y a los postulados euclidianos, entonces decimos
que el problema se puede resolver con rectas y/o circulos.
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son aquellos que se pueden resolver con rectas y circulos solamente (por ejemplo,
inscribir un pentdgono regular en un circulo dado); (b) los problemas sélidos son
aquellos que se pueden resolver con rectas, circulos y cénicas (por ejemplo, inscribir
un heptagono regular en un circulo dado); y (c) los problemas lineales son aquellos
que ademas de rectas, circulos y conicas requieren de otras lineas mecanicas para
ser resueltos (por ejemplo, cuadrar un circulo dado). Sin embargo, esta clasificacién
pappusiana de problemas no parece ser tomada muy en cuenta por los antiguos
geometras, pues Pappus senala que en Sobre espirales, Props. 89 y en Conicas V.51,
Arquimedes y Apolonio, respectivamente, abusan de métodos sélidos para resolver
problemas planos: jcosa indigna para un geémetra! —cf. [Pap86, pags. 529-530]-, y
este hecho muestra que los intentos de organizacion son posteriores a Apolonio. En
consecuencia puede haber tanto neusis planas como neusis sélidas y lineales (aunque
de estas ultimas no hay ejemplos que nos hayan llegado o de los cuales tengamos

noticia) como vamos a ver en los ejemplos de la siguiente seccion.

§1.2 Ejemplos de problemas de neusis

Tenemos algunos problemas de neusis aislados y dispersos que fueron planteados
y resueltos antes de Apolonio pero que no representan ni son parte de un estudio sis-
tematico sobre la clase de problemas que llamamos neusis. Los ejemplos que tenemos
son estos: cuadrar una linula, trisecar un angulo, insertar dos medias proporcionales
continuas y un par de problemas de Arquimedes relacionados con espirales. La fun-
cién principal de los ejemplos es la de indicar al lector cémo se realiza la construccion
de una neusis en problemas concretos que podemos encontrar en la geometria de los
antiguos, de manera que solo presento la construccién de la solucion del problema

y las demostraciones detalladas se pueden consultar en [Hea2la, cap. VII].

Ejemplo 1.1 (Cuadratura de linulas). Este ejemplo tiene que ver con la cuadratura
de ciertas linulas llevada a cabo por Hipdcrates, quien es reconocido por haber sido
el primero en componer un libro de Elementos de geometria, por demostrar que el
problema de duplicar el cubo es equivalente al de insertar dos medias proporcionales
continuas y por resolver seis problemas sobre cuadrar ciertas linulas. El primero de
estos seis problemas consiste en cuadrar una linula cuya circunferencia interior es un
cuadrante de otra circunferencia; el segundo se trata de cuadrar un semicirculo junto

con tres linulas cuya circunferencia interior es un sextante de otra circunferencia;
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los siguientes tres consisten en cuadrar una linula tal que su circunferencia exterior
es igual, mayor y menor que una semicircunferencia, respectivamente, y el sexto pro-
blema se trata de cuadrar una linula y un circulo tomados juntos (cf. [Hea2la, pags.
183-200]). Esta coleccion de problemas sobre cuadraturas de linulas se encuentran
en un comentario de Simplicio sobre la Fisica de Aristoteles, donde cita un fragmen-
to de la Historia de la geometria de Eudemo, que los contiene, y aunque estas seis
cuadraturas son todas ellas problemas planos, en la quinta cuadratura Hipdcrates

realiza una neusis de la siguiente manera:

Sea semicir.]AEB] un semi-

circulo con centro K y base AB

y sea C'D 1 BK la perpendicular
que biseca al radio BK en el punto
C. Haciendo una neusis en el pun-

to B colocamos una recta EF en-

tre la recta C'D y la circunferencia
cir.[AEB] de longitud tal que

A K B

Fig. 1.3: Cuadratura de una linula cuya circunferen-
cia exterior es menor que una semicircunferencia.

cuad.[EF] = 3 cuad.[AK], (1.1)

Unimos las rectas KF, KF' y construimos la paralela EG || AB que corta a la recta
KF prolongada en el punto G. Si unimos las rectas BF, BG, entonces el trapecio
isosceles trap.[E K BG| se puede inscribir en un circulo cir.[E K BG| con centro L; y
si cir.[EFG] es el circulo que circunscribe al triangulo tri.[EFG], entonces el seg-
mento de circunferencia seg.[F K BG| es menor que una semicircunferencia (porque
el dngulo ang.[FKG] < R) (Fig. 1.3). Asi, la linula lun.[EK BGF| contenida entre
las circunferencias cir.[E K BG], cir.[EFG] que se cortan en los puntos E,G queda

cuadrada, pues se satisface la relacion
lun.[EKBGF| =reg.[EKBGF). (1.2)

Esto es asi porque si suponemos que ya tenemos la recta FF' y realizamos la
construccion anterior, entonces la linula lun.[EK BG] es igual a la figura rectilinea
reg.[EK BGF] menos las dos secciones circulares iguales sobre las bases EF, FG
méas las tres secciones circulares iguales sobre las bases FK, KB, BG (usando el
hecho de que la razén entre dos secciones circulares determinadas por una cuerda es

igual a la razén entre los cuadrados de las cuerdas que las determinan). Pero como
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2 cuad.[EF] = 3 cuad.[AK], entonces 2 reg.[EF| = 3 reg.[EK]. Por lo tanto la
linula lun.[E K BG]| es igual a la figura rectilinea reg.[E K BGF.

El hecho de que este es un problema plano se sigue de la siguiente
observacion en términos algebraicos modernos: el problema consiste en
encontrar una longitud BF =: x tal que si tomamos al punto F' sobre
la recta BF, esta recta prolongada corta al semicirculo semicir.[AEB] de
radio AK =: a en el punto E y determina una recta F'FE = \/% a entre la
recta C'D y la circunferencia de cir.[AEB]. Si suponemos que ya tenemos
la recta BF E, entonces los tridngulos tri.[ BEAJ, tri.[BC'F| son semejantes

por el teorema AA y se satisface la relacién
EB-BF = AB - BC = AK?, (1.3)

donde la segunda igualdad es una consecuencia inmediata de Elem. I1.6.

Esta relacion es equivalente a la ecuacion

(\/g a—+ ZL‘> T = a2,
que a su vez es equivalente a la ecuacion

Sax+2° =d (1.4)

Resolver esta ecuacién para x significa que, en términos de aplicacion
de areas, a una recta de longitud \/g a se le aplica un rectangulo igual que
el cuadrado a? y que exceda por un cuadrado z? (Elem. 11.6). Por lo tanto,
este es un problema plano que Hipocrates resuelve mediante una neusis:
es una neusis plana. No esta claro si Hipdcrates conocia la relacién (1.3),
por lo que se ha sugerido que la recta F'F' se colocaba haciendo una neusis
en B mediante un procedimiento “mecanico”, lo cual se sigue del hecho de
que Hipdcrates traza la recta BF después de haber colocado la recta E'F.
Esto es lo que proponen tanto Zeuthen en [Zeu86, pags. 270-271] como
Heath en [Hea2la, pags. 196]

Ejemplo 1.2 (Trisecar un dngulo). Pappus nos narra en Colecc. IV.36 que los an-
tiguos gedmetras intentaron trisecar un angulo agudo por métodos planos pero no

les fue posible porque no se trata de un problema plano sino de uno sélido y dado
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que ellos no conocian las secciones coénicas, anduvieron errantes. Una vez que los
antiguos gedometras se familiarizaron con las secciones conicas, pudieron trisecar un
angulo dado por medio de ellas y la soluciéon que dieron fue sugerida por la reduc-
cién del problema a uno de neusis.? Las soluciones que conocemos del problema de

la triseccién angular son las siguientes (cf. [Hea2la, pags. 235-244]):

1. La solucién anénima por medio de neusis.

2. La solucion de Pappus por medio de neusis.

3. La solucién de Arquimedes por medio de neusis.

4. Las dos soluciones de Pappus por medio de cénicas.

5. La solucion de Hipias y de Nicomedes mediante una cuadratriz, y

6. La solucion de Pappus mediante una espiral arquimediana.

Pappus nos muestra cémo es la soluciéon anénima y hace una generalizacién de
esta en Colecc. IV.31-32 (cf. [Papl0, pags. 146-156]). Dichas soluciones van de la
siguiente manera: sea ang.[ABC] un dngulo agudo dado y bajamos la perpendicular
AC 1 BC. Completamos el rectdngulo paral.[ACBF] y prolongamos el lado FA
hasta un punto E. Haciendo una neusis en el punto B colocamos una recta DFE
entre el lado AC y el lado F'A prolongado, de longitud tal que DE = 2 AB. Sea H
el punto que biseca a la recta DE y trazamos la recta AH (Fig. 1.4). Entonces el

angulo dng.[ABC] queda trisecado por la recta BE, pues se satisface la relacién

ang.[ABE]| = 24ng.[EBC]. (1.5)

Fig. 1.4: Triseccién de un angulo agudo al modo de los antiguos.

3Esta reduccion es pre-euclidiana y por lo tanto anénima. El hecho de que esta es pre-euclidiana
se sigue del hecho de que Menecmo, el inventor de las conicas, fue un geémetra anterior a Euclides
vy quizé esta solucién es, a su vez, mas antigua que Menecmo.
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Esto es asi porque si suponemos que ya tenemos la recta DE = 2 AB y realizamos
la construccion anterior, entonces los tridngulos tri.[BAH], tri.[AH E] son is6sceles.
De aqui se sigue que ang.[ABE] = édng.[AHB| = 2 ang.|[AEB] = 2 ang.[EBC].
Si el angulo dado es obtuso, lo seccionamos en dos angulos agudos, trisecamos a
cada uno y sumamos las terceras partes. Para investigar la naturaleza de este pro-
blema, Pappus parte de la siguiente generalizaciéon de la construccion anterior: sea
paral.[ACBF] un paralelogramo dado (no necesariamente rectangulo) y haciendo
una neusis en el punto B colocamos una recta DE = k entre el lado AC y el
lado F'A prolongado, y si completamos el paralelogramo paral.[DCEG], entonces
CG = DE (Fig. 1.5). De aqui se sigue que el punto G cae sobre la circunferencia
del circulo cir.[C| k] con centro C'y de radio k. Ademas, por Elem. 1.43 tenemos que

rec.[FFA, AC| = rec.[F'E, DC]. Es decir,

rec.[FFA, AC| = rec.[F'E, EG], (1.6)

en consecuencia el punto GG cae sobre la hipérbola rectangular que pasa por el punto
C'y cuyas asintotas son F'A, F'B.

,: A E

Fig. 1.5: Solucién de Pappus para la trisecciéon de un dngulo agudo.

Por tanto, para llevar a cabo la construcciéon de la recta BD E, tenemos que trazar
la hipérbola (1.6) y el circulo cir.[C, k] que se cortan en un punto G. Trazamos la
paralela GE || C'A que corta al lado F'A prolongado en el punto E y por tltimo
trazamos la recta BE que corta al lado AC en el punto D. De esta construccion
es evidente que si el paralelogramo paral.[ACBF] es un rectangulo y si DE = k =
2 AB, entonces la recta BDE es la trisectriz del dngulo ang.[ABC], con lo cual

queda demostrado que el problema de la triseccién angular es un problema sélido?.

4Si queremos seccionar el dngulo 4ng.[ABC] en n + 1 partes iguales entonces necesitamos que
DE = 2ABsin(na)/ sin(2a), donde o = édng.[EBC]. Esta relacién se obtiene aplicando la ley de
los senos a lo tridngulos tri.]ADH], tri.[HEA] (tomando H sobre BE tal que AH = AB) y el
teorema de Pitagoras en el tridngulo tri.[BC'D].
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En términos algebraicos modernos, lo que tenemos es que en este pro-
blema la neusis equivale a un polinomio de cuarto grado que se puede
reducir a uno de tercer grado, pues si en la Fig. 1.4 hacemos a la recta I'A
el eje z,alarecta FBelejeyysi FA=a,FB =10,2AB = k, entonces la
solucién del problema por medio de conicas, de acuerdo a Pappus, consiste

en encontrar la interseccion del circulo y la hipérbola

xy = ab
(1.7)
(x—a)*+ (y—0)?2 = 4(a®>+1?),
o bien a encontrar las raices de la ecuacién bicuadratica
at — 2az® — 3(a® + b*)2? — 2ab*x + a*b* = 0. (1.8)

En efecto, por una parte la ecuacién del circulo (1.7) es equivalente a
2?2 — 2ax — 3a® = 3b* 4 2by — >

Si sumamos 0 = ax — ax en la parte izquierda, sumamos 0 = by — by en

la parte derecha y asociamos, obtenemos
(x+a)(x—3a) = (b+y)(3b—y). (1.9)

Por otra parte, la ecuacién de la hipérbola (1.7) es equivalente a

b
xy +ay =ab+ay, o bien x+azu. (1.10)

Y

También, si en la hipérbola (1.7) si sumamos —3ay y asociamos, entonces

B a:a(b—By)
v —Be= = (1.11)

Sustituimos (1.10) y (1.11) en (1.9) para eliminar a la variable x:

a*(bAg)(b — 3y)

y2

= (bA+7J(3b — ),

y finalmente obtenemos la ecuacién cibica

y® — 3by* — 3a*y + a’b = 0. (1.12)
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Si hacemos ang.[ABC| =: 6, entonces tenemos que tanf = b/a y si ha-
cemos t = tan[DBC| entonces se sigue que t = y/a, es decir y = at.

Entonces, de (1.12) se sigue que
a*t® — 3ba*t? — 3a’t 4 a®b = 0. (1.13)

Si cancelamos un factor a® y asociamos, se sigue que

tanf = Z = ft__giz’ es decir ¢ =tan¥, (1.14)
donde la ultima igualdad se obtiene de la identidad trigonométrica para
la tangente del triple de un angulo. También podemos usar relaciones
andlogas a las ecuaciones (1.10) y (1.11) en (1.9) para eliminar a la variable
y, resultando una ecuaciéon para la variable z de la forma 2® — 3az® —
3b?r + ab* = 0. Si hacemos cotf = a/b y notamos que cot|[DBC| =
cot|[FFEB] = x/b = t, es decir x = bt, entonces obtenemos la relacién
b33 — 3ab*t? — 3b3t +b%a = 0. Por tanto, se sigue que t = cot g. Concluimos

por tanto que la recta BD triseca al 4ngulo dng.[ABC].

Ejemplo 1.3 (Triseccién angular arquimediana). El contenido de este ejemplo es la
Prop. 8 del Libro de lemas (Liber assumptorum), erroneamente atribuido a Arquime-
des aunque algunos de los problemas contenidos en esta obra pueden tener su origen
en Arquimedes y es casi seguro que son de origen griego,” cf. Jones [Pap86, pag.
528]. En particular, la Prop. 8 puede ser de origen arquimediano porque es muy
parecida a las neusis que aparecen en Sobre espirales, Props. 5-8, como veremos en
el Ejemplo 1.5 (cf. [Hea2la, pags. 240-241]).

La triseccién angular que aparece en la Prop. 8 del Libro de lemas va de esta
manera: sea arc.[AF] el arco del circulo cir.[O, r] con centro O y de radio r que sub-
tiende un dngulo central dng.[AOFE] y prolongamos el radio FO que corta al circulo
cir.[O, r| otra vez en un punto D. Haciendo una neusis en el punto A colocamos una
recta BC' de longitud BC' = r entre el arco arc.[AD] de la circunferencia cir.[O, r]

y el didmetro prolongado FOD (Fig. 1.6). Trazamos la cuerda paralela EF || AB y

5El Libro de lemas es atribuido a Arquimedes por Thabit ibn Qurré, quien realizé una traduccién
del griego al drabe. La version original en griego no se conoce pero pudo haber sido realizada
por un gedémetra tardio con el fin de popularizar y aclarar algunas proposiciones arquimedianas,
cf. [Arcl0, pags. XXXII-XXXIII].
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unimos las rectas OB, OF. Entonces el diametro prolongado EC determina un arco

arc.[BD] en el circulo cir.[O, r] igual a una tercera parte del arco arc.[AE], pues
ang.[FOC] =2 éng.[BOC]. (1.15)

Esto es asi porque si supo-

nemos que ya tenemos la recta

BC = r y realizamos la construc-
ciéon anterior, entonces los triangu-
los tri.[EFO], tri.[OCB] son isosce-
les y congruentes. De esto se sigue
que ang.[FOC] = 2 ang.[OEF] =
2 ang.[BCO| = 2 4ng.[BOC] y
por tanto que el dngulo ang.[BOC]

es una tercera parte del angulo

4ng. [ BO F] — éng. [ A0 E} Como ve- i;iuinzd eTSrlsecmon de un angulo agudo al modo de

remos al final de esta seccion, este es

un caso particular de los problemas solidos del Ejemplo 1.5, y en consecuencia es-
te problema es una neusis solida también. Es facil ver que las dos construcciones
del Ejemplo 1.2 y del Ejemplo 1.3 para trisecar un angulo son realmente equi-
valentes (véase la Fig. 1.7). Por una parte, si en la Fig. 1.4 trazamos el circulo
cir.[A, AB], prolongamos la recta AF hasta cortar al circulo en un punto B’ y tra-
zamos la paralela B'G’ || BG, entonces obtenemos la configuracién de la Fig. 1.6
y en esta nueva configuracién estamos trisecando al dngulo dng.[G’ AG] puesto que
ang.|G'AG] = dng.[B’AB] = ang.[ABC. Por otra parte, si en la Fig. 1.6 completa-

mos el rectangulo rec.[AA’OQ’], entonces obtenemos la configuracion de la Fig. 1.4

- -~
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- 4 \
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Fig. 1.7: Equivalencia entre las construcciones para trisecar un angulo.
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y estamos trisecando el angulo ang.[OAQ’], ya que se satisface que ang.[OAQ'] =
ang.[AOA’] = éng.[BOF].

Ejemplo 1.4 (Duplicar un cubo). Como dijimos en el primer ejemplo, Hip6crates
redujo el problema de duplicar un cubo dado al problema de insertar dos medias
proporcionales en proporcion continua entre dos rectas dadas, donde la mayor es el
doble de la menor. En efecto, en términos algebraicos modernos tendriamos que si
x,1y son dos medias proporcionales entre las rectas dadas a, b, es decir si

3

S a xy xy oz
a:rx=x:y=uy:b, entonces RIS (1.16)

Y si a = 2b, entonces x3 = 2y%. Por tanto, el cubo queda duplicado.

Una vez que Hipocrates demostrd la equivalencia entre la duplicacion del cubo
y la insercion de dos medias proporcionales continuas, los geémetras intentaron
resolver lo segundo, resultando un gran nimero de soluciones al problema de la
duplicacién del cubo (cf. [Hea2la, pags. 244-270]):

1. La solucién de Arquitas por medio de lineas que se obtienen intersecando un

cono, un cilindro y un circulo que gira alrededor de una tangente.

2. La solucién de Eudoxo por medio de ciertas lineas curvas (juna proyeccion

plana de la solucién de Arquitas?).

3. Las dos soluciones de Menecmo intersecando dos parabolas o una parabola y

una hipérbola.
4. Una solucién mecénica que Simplicio atribuye a Platén.

5. La solucién mecanica de Eratéstenes que emplea tridngulos rectangulos con-
gruentes (o rectangulos congruentes) entre dos paralelas, que se pueden des-

plazar paralelamente con respecto a su posicion inicial.

6. La solucion de Nicomedes, reduciendo el problema a una neusis que resuelve,

a su vez, por medio de una concoide.

7. La solucién de Apolonio, de Herén y de Filon —independientes entre si— inter-

secando un circulo y una hipérbola.

8. La solucion de Diocles, de Esporo y de Pappus —independientes entre si— por

medio de una cisoide, y
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9. Una aproximacion por métodos planos que Pappus expone en Colecc. 111, que

en el limite es una solucion.

Nicomedes resolvié el problema median-
te una neusis de la siguiente manera: sean M
AB, BC las dos rectas entre las cuales se

quiere insertar dos medias proporcionales en

proporcion continua, colocadas perpendicular- A L
mente desde uno de sus extremos. Completa-
mos el paralelogramo paral.[ABCL| y biseca-
mos las rectas AB, BC' en D, FE, respectiva- D
mente. Trazamos la recta LD y la prolonga-

mos hasta cortar a la recta C'B prolongada en

G. Trazamos la perpendicular EF 1 BC de G B E B K
longitud tal que C'F' = AD y trazamos las pa- 7

ralelas GF' || CH. Haciendo una neusis en el

punto F' colocamos una recta HK entre las F

rectas CH, BC' (prolongadas), de longitud tal Fig. 1.8: Insercién de dos medias propor-
que HK = CF = AD (Fig. 1.8). Trazamos la f;c;gzlscis continuas por el método de Nico-
recta KL y la prolongamos hasta cortar a la

recta BA prolongada en un punto M. Entonces las rectas C K, M A son las medias

proporcionales buscadas, es decir
AB:CK =CK : MA=MA: BC. (1.17)

Esto es asi porque si suponemos que ya tenemos la recta HK = AD y realizamos
la construccién anterior, entonces por Elem. 11.6 en la recta BECK tenemos que
BK - KC + CE* = FK? y sumando el cuadrado FF? obtenemos la relaciéon (1)
BK-KC+CF? = KF?ydadoque MB | LC,AB =2 AD,GC =2 BC,DA = HK,
entonces obtenemos que M D = FK y de nuevo por Elem. I1.6 en la recta BDAM,
tenemos que (2) BM - MA + DA? = DM?. De estas dos relaciones obtenemos la
relacién (3) BK - KC + CF? = BM - MA + DA?. Pero como DA = CF,BM ||
CL,AL || BK, entonces concluimos que AB: CK =CK : MA= MA : BC.

La recta HK que se coloca entre las rectas C'H, C K haciendo una neusis en el
punto F' se puede colocar también mediante la interseccion de una circunferencia y
una hipérbola siguiendo la construccién de Pappus mostrada en el Ejemplo 1.2, por

lo que esta es una neusis solida también.
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Ejemplo 1.5 (Sobre espirales). En este ejemplo revisamos cinco instancias de neu-
sis en la obra arquimediana Sobre espirales (cf. [Arcl0, pags. C—CXXII]), que se en-
cuentran antes de las definiciones y que son resultados necesarios para establecer los
resultados principales sobre las lineas espirales (en particular, construir una tangente
y con ella corregir la circunferencia), aunque dichos resultados se pueden establecer
sin necesidad de una neusis como bien lo demuestra W. Knorr en [Kno78a,Kno78b].
En las Props. 5-7 de Sobre espirales, Arquimedes hace uso de tres casos particulares

de un problema general que podemos formular asi:

Problema 1 (Arquimedes 1). Dada una recta k£ y dado un punto A sobre una
circunferencia dada cir.[ABC] con didmetro BC', colocar una recta PR de longitud

igual a k entre la circunferencia cir.[ABC] y el didmetro BC prolongado (Fig. 1.9).

Es claro que este es un pro-
blema de neusis entre una circun-
ferencia y una recta secante. La
Prop. 5 se trata del caso en el
que la tangente por A es parale-
la al diametro BC' y se pide que
FP:OP < arc.[AP] : ¢, si el ra-
dio OP prologado corta a la tan-

gente por A en el punto F y si
¢ es la longitud de la circunferen-
cia cir.[ABC]; la Prop. 6 se trata
del caso P — A — R y se pide que
FP : PA =D : E, siF esel

punto donde se cortan la cuerda

Fig. 1.9: Neusis en Sobre espirales, Props. 5-7.

paralela a BC por Ay el radio OP prolongado, M es el punto medio de esta cuerda
y D : E es una razéon dada tal que D : E < AM : MO; la Prop. 7 se trata del caso
A—P—Rysepide que FP: PA =D : E,si F es el punto donde se cortan la
cuerda paralela a BC' por A y el radio OP prolongado, M es el punto medio de esta
cuerda y D : E es una razén dada tal que D : E > AM : MO. Notemos que si en
este problema hacemos PR = k = OP, entonces estamos en el caso del Ejemplo 1.3,
donde se trata de trisecar un angulo. De este hecho se sugiere que la Prop. 8 del

Libro de lemas es de origen griego.

El hecho de que este problema es sélido se sigue de la siguiente ob-
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servacion: si hacemos OR =: z, con O el punto medio del diametro BC,
OD =:a, AD =: by BC =: 2¢, entonces de la relacion AR-RP = BR-RC
(que es vélida para cualquier cuerda BC) se sigue que, en términos mo-

dernos, tenemos la ecuacion

VR4 (x—a)? k= (z+c)(z—c).

Después de racionalizar y asociar obtenemos una ecuacion bicuadratica:

vt — (262 + k*)2® + 2ak*z + ¢ — k*a® — K*V? = 0. (1.18)
De otra manera: si hacemos y := AR = /b? + (z — a)?, tenemos el sistema
de ecuaciones
v = (z—a)P?+ b
(1.19)
ky = 2 — 2

Es decir, los valores de x, y que satisfacen las condiciones del problema
se pueden determinar como los puntos de interseccion de la hipérbola
rectangular y de la pardbola (1.19). Por tanto, este es un problema de
neusis s6lido y en consecuencia el problema del Ejemplo 1.3 es un problema
de neusis s6lido también. Notese ademés que en el caso particular en el
que los puntos D, O coinciden, es decir el caso cuando el punto A es un
extremo del didmetro perpendicular que biseca al didmetro BC' (o cuando

a = 0), el sistema de ecuaciones (1.19) se reduce al sistema de ecuaciones
y? = 2?4 b
ky = x*—c

Si restamos estas ecuaciones obtenemos la ecuacién equivalente y? — ky =
b2 + ¢%, que es una ecuacién cuadrética soluble por medio de aplicacién
de areas, pues si hacemos u := y — k = AP, entonces esta ecuacion se

convierte en la ecuacion
ku+u? = b* + (1.20)

y se trata entonces de aplicarle a la recta k£ un rectangulo que sea igual

a un cuadrado d*> = b? + ¢ y que exceda por un cuadrado u? (Elem.
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I1.6). Por lo tanto, en este caso particular el problema de neusis sélido se
reduce a un problema de neusis plano y este es el inico caso porque es
la tnica forma de eliminar el término lineal 2ak?z de (1.18). En términos
del Ejemplo 1.3, este caso particular del problema equivale a trisecar un

angulo recto.

En la pagina 6, a propoésito de la clasificacion pappusiana de problemas, dijimos
que Pappus critica las Props. 89 de Sobre espirales porque Arquimedes hace uso
de una neusis sélida. Sin embargo, en la solucién que Pappus propone en Colecc.
IV, Props. 42-44 intervienen una parabola y una hipérbola como en (1.19), con lo
cual queda establecido que el problema es sélido. No esta claro qué es exactamente
lo que critica Pappus, pero en los articulos de Knorr [Kno78a, Kno78b] se proponen
soluciones planas para versiones mas débiles de las Props. 89 que son suficientes
para lo que Arquimedes hace con ellas en las Props. 17-18: corregir la circunferen-
cia. En las Props. 89 Arquimedes asume otro resultado sobre neusis que podemos

formular ast:

Problema 2 (Arquimedes 2). Dado un punto A sobre una circunferencia dada
cir.J[ABEC] y dadas dos cuerdas perpendiculares ADE 1 BDC tales que BD >
DC| colocar una recta RP entre la circunferencia cir.[ABEC] y la cuerda BC, de
longitud RP = DE (Fig. 1.10).

También esta claro que este es otro pro-

A blema de neusis entre una circunferencia y
una recta secante. En la Prop. 8 se afirma
B 0 c duese puede construir una recta AFG tal
/R
P

D que FG : DR =H : I, con G el punto don-
de larecta ARP corta al circulo cir.[A, AD],
F' el punto donde se cortan la recta ARP
y la cuerda de cir.[A, AD] paralela a AC
por Dy H : I es una razén dada tal que
H:I <DM:MA, con M el punto medio
de esta cuerda. En la Prop. 9 se afirma que
= se puede construir una recta AGF tal que

Fig. 1.10: Neusis en Sobre espirales, Props. FG:DR=H:1I,con G el punto donde la
8-9. recta ARP corta al circulo cir.[A, AD], F

el punto donde se cortan la recta ARP y la
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cuerda prolongada de cir.[A, AD] paralela a AB por D y H : I es una razén dada
tal que H : I > DM : M A, con M el punto medio de esta cuerda.

Como dijimos arriba, este problema también es sélido y puede genera-
lizarse si permitimos que el segmento PR tome cualquier valor k£ en un
intervalo entre cero y un cierto maximo, lo cual equivale a permitir que
las cuerdas AE, BC no sean perpendiculares. Si hacemos OR =: x, con O
el punto medio de la cuerda BC', OD =: a, AD =: by BC =: 2¢, como en
el Problema 1, entonces de la relacion AR - RP = BR - RC se sigue que

en términos algebraicos modernos tenemos la relacion

kb2 4 (a — 1)% = & — 22,

que se obtiene exactamente de la misma manera que en el Problema 1, y

racionalizando obtenemos la ecuaciéon de cuarto grado
ot — (2¢® + k*)2® + 2ak*s + ¢t + BP0 — kPa® = 0. (1.21)

De otra manera: si hacemos y := AR = {/b? + (a — x)?, entonces tenemos

el sistema de ecuaciones

v? = (a—x)?+ b3
(1.22)
2 2

ky = c—x

Es decir, los valores de x,y que satisfacen las condiciones del problema
se pueden determinar como los puntos de interseccién de una hipérbola
rectangular y una parabola y el valor maximo de k se alcanza cuando estas
dos coénicas son tangentes. Por tanto, esta es otra neusis soélida.

También para este problema, en el caso particular en el que los puntos
D, O coinciden, i. e. cuando la cuerda AE es el didmetro perpendicular
que biseca a la cuerda BC' (cuando a = 0), el sistema de ecuaciones (1.22)
se reduce a la ecuacién equivalente % — ky = b? — ¢, que es una ecuaciéon
cuadratica soluble por medio de aplicaciéon de areas, pues si hacemos u :=

y+ k= AP, tenemos la ecuacién equivalente
ku+u® =b* — ¢,

y se trataria entonces de aplicarle a la recta k un rectangulo que sea igual
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a un cuadrado d? = b? — ¢ y que exceda por un cuadrado u?. Por lo tanto,
este es el inico caso particular en el que el problema se reduce a una neusis
plana porque eliminamos el término lineal de (1.21). Notemos ademés que
este es precisamente el caso del Ejemplo 1.1 con PR? = %AE2, donde se

trata de cuadrar una linula.

Nota 1. Ya que en el Ejemplo 1.2 y en el Ejemplo 1.3 he hablado del problema de
trisecar un angulo agudo cualquiera y en el Ejemplo 1.4 hablamos del problema de
duplicar un cubo (y de sus soluciones) y puesto que estos son dos de los llamados
tres “problemas clasicos” de la geometria griega, por completud en esta nota hago
un comentario sobre el tercero de los problemas clasicos: cuadrar un circulo. Este
problema tuvo también varias propuestas de solucién (ninguna involucra neusis),
pero aqui listo sélo aquellas que efectivamente resuelven el problema (cf. [Hea2la,
péags. 220-235], [Kno89b, Kno86|):

1. La solucién de Dinéstrato y de Nicomedes mediante el uso de una cuadratriz.
2. La solucion de Arquimedes por medio de una espiral.

3. Las soluciones de Apolonio por medio de una linea que él llam¢é “hermana de

la concoide” (;jla hélice cilindrica?).

4. Las soluciones de Carpo por medio de una linea de doble movimiento (;la

cicloide?).

Histéricamente, las concoides de Nicomedes se ubican entre las neusis de Ar-
quimedes contenidas en su obra Sobre espirales y las neusis de Apolonio que se
encontraban en su obra Neusis. De hecho, en la solucién que da Nicomedes para ha-
llar dos medias proporcionales en proporcion continua (Ejemplo 1.4), la recta HK
se coloca mediante una concoide. Por esta razén, antes de empezar al estudio de las
Neusis de Apolonio vamos a estudiar las lineas llamadas concoides o cocloides, de

las cuales sabemos que Nicémedes escribié un libro que se ha perdido.

§1.3 Las concoides de Nicémedes

La definicién més general de neusis que proporciona Pappus (ver pags. 3—4) nos
habla de un par de lineas [, m dadas (o una sola linea cortada dos veces) y un punto

C dado. Hacer una neusis en el punto C' significa adecuar una recta PF de tal
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manera que el punto F' cae sobre la linea [, el punto P cae sobre la linea m y la
recta PF' es igual a una recta a dada. Es facil pensar en un “instrumento” que nos
permita trazar una linea continua c sobre la que cae el punto P para cada recta que
cae sobre el punto C, siempre que el punto F' recorra la linea [ y que se cumpla la
propiedad PF = a. Asi, la recta PF que queremos adecuar entre las lineas [, m es
aquella que pasa por C' cuando se prolonga y pasa por el/los punto(s) P donde se
cortan las lineas ¢, m. A la linea auxiliar ¢ la llamamos concoide o cocloide de [,
a la linea [ la llamamos base, al punto C' lo llamamos polo y a la recta F'/P = a la
llamamos distancia. Las lineas m, ¢ pueden cortarse mas de una vez y cada corte
determinaria una solucién del problema (Fig. 1.11). De esta manera podemos ver a

una concoide como el locus o lugar de todas las neusis entre [, m desde C.

Fig. 1.11: Linea auxiliar ¢ para resolver problemas de neusis.

Podemos considerar casos simples del problema general de neusis, por ejemplo
aquellos donde las lineas dadas [, m son rectas y circulos, obteniendo asi estos cuatro
casos: (1) un circulo cortado dos veces, (2) un circulo (cortado una vez) y una recta,
(3) dos rectas y (4) dos circulos (cortados una vez cada uno de ellos). Estos cuatro
casos simples formaban el contenido de los dos libros de las Neusis de Apolonio
cuando agregamos ciertas restricciones al punto donde se realiza la neusis tales que
nos permitan construirla por métodos planos. Un quinto caso consiste de una recta [
y una linea m, que en general no se puede resolver mediante rectas, circulos y cénicas.
Este problema fue resuelto por Nicomedes y se trata de un problema lineal porque
involucra una linea llamada concoide de Nicémedes (o simplemente concoide),
que es una concoide cuya base es una recta | (Fig. 1.12).

La construccién de la concoide de Nicomedes puede llevarse a cabo de la siguiente
manera: sea [ = AB una recta que tomamos como base, sea una perpendicular
FE 1 AB con pie en F'y consideremos un punto dado C' sobre la perpendicular

EF prolongada, al cual tomamos como polo. Sea una recta PC' tal que corta a la
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base en un punto D y tal que el segmento PD es igual a la distancia dada a. Si
“movemos” la recta PC' alrededor del polo de tal manera que el punto D recorra
la base AB, entonces los puntos P caen en una linea que llamamos concoide de

Nicomedes, vista como lugar geométrico o locus.

E

C
Fig. 1.12: Concoide de Nicomedes.

A F D B
b a
P
(a) a>b
A F D B
a
b
P
(b) a=b
A F D B
a
b
o)
C
(¢)a<b

Fig. 1.13: Tres variaciones de la concoide de Nicémedes.

En Colece. IV. 2629, Pappus habla de cuatro variedades de concoides que presu-
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miblemente fueron extraidas del tratado original de Nicémedes. La primera variedad
es aquella que se empleaba para trisecar un angulo y duplicar un cubo, por lo que
debe tratarse de la que acabamos de describir (Fig. 1.12). Las otras tres variedades
posiblemente corresponden a variaciones de las condiciones del problema: por ejem-
plo si tomamos al punto P entre el polo C'y el punto D de la base, entonces tenemos
tres tipos de concoide segun si (a) PD > FC, (b) PD = FC o (c) PD < FC como
en la (Fig. 1.13).

La propiedad fundamental o symptoma de esta linea la podemos for-
mular en términos modernos asi: como cualquier radiovector Cﬁ desde el
polo C corta a la base AB en un punto D y corta a la concoide en un
punto P tal que PD = const., si hacemos PD =: a, FC =: b, al polo C
lo tomamos como origen, a la perpendicular EF' | AB la tomamos como
eje polar (con F el pie de la perpendicular) y si ang.[FC' D] =: 6, entonces

en coordenadas polares se tiene que el symptoma de la concoide es

r=a =+ bsech. (1.23)

Esta claro que mediante una concoide podemos resolver cada uno de los pro-
blemas de neusis mostrados en los cinco ejemplos de la seccién anterior, porque en
todos ellos una de las dos lineas de la neusis es una recta que podemos usar como
base de la concoide, el punto desde donde se realiza la neusis lo usamos como polo

y la recta que deseamos colocar la tomamos como la distancia. En efecto,

1. En el Ejemplo 1.5 (Prob. 2), y en consecuencia en el Ejemplo 1.1 (cuadratura
de Ianulas) por ser un caso particular, podemos colocar la recta PR por medio de
una concoide con polo en A, base BC'y distancia DF (o una distancia k en general),
pues esta concoide corta a cir.[ABC| en un punto P. Asi, basta con trazar la recta
ARP, donde R es la interseccion de AP, BC', pues por el symptoma de la concoide
se da que PR = k (Fig. 1.14 (a)). De la misma manera, en el Ejemplo 1.5 (Prob.
1), y en el Ejemplo 1.3 como un caso particular, podemos colocar la recta PR por
medio de una concoide con polo en A, base BC' y distancia k, pues esta concoide
corta a cir.]ABC| en un punto P. De este modo, basta con trazar la recta APR,
donde R es la interseccion de las rectas AP, BC' prolongadas, pues por el symptoma
de la concoide se tiene que PR = k (Fig. 1.14 (b)).

Estos cuatro problemas de neusis son instancias del problema general de hacer

una neusis entre un circulo y una recta secante, desde un punto sobre su circunfe-
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rencia. El hecho de que la concoide corta al circulo en un par de puntos P, P’ indica
que las rectas AP, AP" producen una solucién cada una de ellas (porque la pardbola

y la hipérbola (1.18) se cortan en cuatro puntos).

| VS

U-____

Fig. 1.14: Neusis entre un circulo y una recta secante por medio de una
concoide cuando (a) el segmento PR esta dentro de la circunferencia y (b)
cuando el segmento PR estd fuera de la circunferencia.

2. En el Ejemplo 1.2 podemos colocar la recta DE por medio de una concoide
con polo en B, base F'A y distancia 2 AB (o una distancia k en general), pues
esta concoide corta a AC en un punto D. Asi, es suficiente trazar la recta BDFE,
pues por el symptoma de la concoide se tiene que DE = k (Fig. 1.15 (a)). O bien,
mediante una concoide con polo en B, base AC'y distancia 2 AB (o una distancia k
en general), pues esta concoide corta a F'A prolongada en un punto F y es suficiente
trazar la recta BDFE, pues de nuevo por el symptoma de la concoide se tiene que
DE =k (Fig. 1.15 (b)).

(a) (b)

Fig. 1.15: Neusis entre dos rectas secantes por medio de una concoide
para el Ejemplo 1.2.
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3. En el Ejemplo 1.4 podemos colocar la recta HK por medio de una concoide
con polo en F', base CG y distancia AD (o una distancia k en general), pues esta
concoide corta a C'H en un punto H y es suficiente trazar la recta F'H K, pues por el
symptoma de la concoide se tiene que HK = k (Fig. 1.16 (a)). O bien, mediante una
concoide con polo en F| base C'H y distancia AD (o una distancia k en general),
pues esta concoide corta a EC' prolongada en un punto K y trazamos la recta FFHK |

pues por el symptoma de la concoide se tiene que HK = k (Fig. 1.16 (b)).

M M
" \ \A L
D D
E E
G B A K G B S N
H H
F F

Fig. 1.16: Neusis entre dos rectas secantes por medio de una concoide
para el Ejemplo 1.4.

Estos ultimos cuatro problemas de neusis son instancias del problema general de
hacer una neusis entre dos rectas secantes, desde un punto que no cae en ninguna
de las rectas. El caso general de hacer una neusis entre un circulo y una recta
o entre dos rectas da origen a una ecuacién de cuarto grado de la forma (1.18),
(1.21) y (1.8), que en consecuencia tiene dos, tres o cuatro soluciones reales que
se obtienen mediante las intersecciones de una concoide completa (dos variedades
juntas) o mediante las intersecciones de una parabola y una hipérbola o de un circulo
y una hipérbola. Notemos que visto desde el punto de vista de la concoide o el de
el circulo y la hipérbola, el problema de la triseccién angular y el problema de la
duplicacion del cubo son el mismo problema y aunque esta afirmacion la formula R.
Descartes en [Desb4], bien pudo haber sido formulada por Nicomedes.

Hay que tener en cuenta que entre la neusis de Hipdcrates para cuadrar una

lanula (ca. 440 a. C.), las neusis de Arquimedes (ca. 253 a. C.) y las concoides de
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Nicémedes (ca. 245 a. C.) hay un periodo de casi dos siglos y, como deciamos arriba,
las técnicas empleadas para resolver problemas de neusis se desarrollaron de manera
muy desordenada. El siguiente geémetra importante en trabajar en problemas de
neusis fue Apolonio hacia el afio 226 a. C. en su obra sobre Neusis, donde organiza
las neusis de Hipocrates, de Arquimedes y de Nicomedes insertdndolas en un marco
geométrico mucho méas amplio que es el del andlisis geométrico. De este modo, para
entender mejor la obra de Apolonio es necesario estudiar el andlisis geométrico que
aparece expuesto en el séptimo libro de la Coleccion de Pappus y a esto nos aplicamos

en las siguientes tres secciones.

§1.4 La Coleccion de Pappus

Hasta ahora hemos hecho algunas referencias a la Coleccion de Pappus pero
para entender a Apolonio debemos revisar dicha obra con maéas detalle. Pappus es
uno de los pocos autores de la mateméatica griega de quien tenemos alguna parte
de sus escritos sobre geometria superior y sin duda su obra mas importante es la
Coleccion matematica (Xuvaywyr). La edicién estandar de esta obra sigue siendo
la de F. Hultsch [Pap78] a pesar de su “liberalismo editorial” consistente en senalar
interpolaciones injustificadamente, como lo anota Jones en [Pap86]. En cuanto a
los libros que componen la Coleccion, tenemos que se ha perdido en griego el libro
I, la primera parte del libro II y la ultima parte del libro VIII. El libro IIT “con-
tiene problemas geométricos, tanto planos como sélidos™ El libro IV “consiste de
exquisitos teoremas planos, solidos y lineales”. El libro V “contiene comparaciones
de figuras planas de igual perimetro, con respecto a cada una de ellas y al circulo y
comparaciones de figuras sélidas de igual area, con respecto a cada una de ellas y
a la esfera”. El libro VI “contiene resoluciones de dificultades en el pequenio [campo
de la] astronomia” El libro VII “contiene lemas del campo del anélisis” y el libro

VIII “contiene exquisitos problemas miscelaneos de mecénica”.

La Coleccion se ha considerado tradicionalmente como un tipo de enciclopedia
de la matemaética griega, donde se vertieron los logros mas valiosos de los geémetras
anteriores y contemporaneos a Pappus y esto en términos muy amplios es asi, sin
embargo me parece mas correcta la interpretaciéon de T. Heath segtn la cual la
Coleccion es un manual o guia para la matematica griega y dejamos el honor de
haber compuesto una verdadera enciclopedia matematica a Gémino, cf. [Hea2la,

pags. 223-231 y cap. 19]. La obra de Pappus consiste de una coleccién de obras
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separadas e independientes puestas juntas sin mucho esfuerzo para integrarlas por
parte de uno o varios autores, ya que los libros individuales son muy distintos entre
si y se presentan en una sucesion bastante desorganizada, aunque no del todo. Por
ejemplo, los distintos libros no se refieren uno al otro a pesar de que varios de ellos se
traslapan en varias materias; los libros V, VIII y la primera parte del libro III tienen
el aspecto de estar terminados y de ser autocontenidos. Los libros II, VI y VII estan
hechos con la intencion de ayudar a leer y comprender otros textos geométricos, de tal
manera que sin esos textos rectores se vuelven casi ininteligibles y casi sin sentido
por si mismos. Ademads, se presentan repeticiones casi textuales de resultados ya
demostrados en libros precedentes, por ejemplo el método de Nicomedes para hallar
dos medias proporcionales en Colecc. 111.24 y Colecc. IV.40-44 y la propia solucion
de Pappus en Colecc. 111.27, Colecc. VII1.26 y en el “apéndice” del libro III, &c.
(cf. [Pap86, Parte 1, §3]).

Casi todo lo que sabemos acerca de los problemas de neusis en la antigiiedad
se encuentra contenido en Colecc. IV y VII. Tradicionalmente del libro IV se ha
dicho que no tiene estructura ni coherencia sino que se trata de una recopilacién de
problemas muy diversos entre si y de poco interés matematico en general. Mucho mas
interesante es la propuesta de H. Sefrin-Weis en su edicion del libro IV [Pap10], quien
sugiere buscar la coherencia del libro IV en el método de exposicion y resolucion de
problemas, y no en los problemas mismos. Esta afirmaciéon de Sefrin-Weis se sigue
del hecho que en este libro, Pappus clasifica los problemas geométricos en problemas
planos, problemas sélidos y problemas lineales, como dijimos arriba (pégs. 5-6). Con
base en esta clasificacion, Pappus quiere mostrar tanto el uso del método del andlisis
geométrico para la resolucion de problemas, como la manera correcta de resolver un
problema dado, pues como dice el epitome del libro: consiste de exquisitos problemas
planos (Props. 1-18), lineales (Props. 19-30) y sélidos (Props. 31-44). Por ejemplo,
entre los problemas planos se incluye una generalizacion del teorema de Pitagoras, el
llamado problema de Apolonio (sobre circulos tangentes) y problemas arquimedianos
sobre arbelos, donde Pappus quiere mostrar el estilo euclidiano, el estilo apoloniano
y el estilo arquimediano de hacer geometria. Entre los problemas lineales se da el
symptoma de la espiral de Arquimedes, el de la concoide de Nicomedes, el de la
cuadratriz de Hipias y el de una espiral esférica, considerando que estas lineas se
obtienen mecanicamente por movimientos combinados. Entre los problemas solidos
se trata la triseccion angular, la division angular en general y sus aplicaciones, el
symptoma de la cuadratriz obtenido de otra manera y una discusion sobre las neusis

de Arquimedes.
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El hecho de que la concoide sea tratada con relaciéon a los problemas lineales
y a los problemas sélidos nos indica que las construcciones de neusis pueden servir
para clasificar los problemas geométricos adecuadamente. Mas atin, las neusis pueden
sugerir una solucién para un problema solido sin tener que usar cénicas directamente,
tal y como fue el caso de la triseccion angular. Esta idea de encontrar una técnica
que nos permita transitar de una clase de problemas a otra se encuentra reforzada

y expandida en el séptimo libro que revisamos a continuacién.

§1.5 EIl campo del analisis

Segun el epitome del séptimo libro de la Coleccion, en €l encontramos lemas
(proposiciones asumidas o no probadas) auxiliares para instruirse en el campo del
analisis geométrico. El libro VII es un verdadero compendio de varios tratados de
geometria superior, que ya para la época de Pappus debieron formar una rama de
las matematicas: el llamado campo del analisis (dvakuduevoc témoc, literalmente
lugar analizado), como sugiere Jones en su edicién [Pap86]. Todas estas obras en
conjunto equipan al gedmetra con una técnica o método matematico util para resol-
ver problemas geométricos (entendiendo resolver en el sentido amplio de construir,
demostrar o encontrar, segin que la proposicion presentada al gedmetra sea un pro-
blema, un teorema o un porisma, respectivamente). Equipan al gedmetra con un
método o técnica que consiste de dos partes: la primera parte es llamada analisis
(avdmohy Aotc) v la segunda parte es llamada sintesis, por lo cual lo llamaremos
método andlisis—sintesis. Segin Proclo en [Pro92, pags. 165-166], el método del
analisis fue enseniado a un tal Léodamas por Platén, mientras que Pappus nos dice
en [Pap86, pag. 82] que esta técnica o método fue cultivado después de la composi-
cién de los Elementos, principalmente por estos tres geémetras: Euclides, Apolonio

y Aristeo el Viejo.

“Ahora bien, el analisis es el camino desde lo que uno esta buscando como
si ya estuviera establecido, y por medio de sus consecuencias, [llegar| hasta
algo que ya esta establecido por sintesis. Es decir, en el analisis suponemos
lo que se busca como si estuviese ya realizado y buscamos aquello de lo
que se sigue, y de nuevo lo que viene antes de esto, hasta que, regresando
de esta manera llegamos a algo ya conocido o que ocupa el caracter de
un principio primero. Llamamos a este tipo de método andlisis, como si

dijéramos anapalin lysis [reduccion hacia atras|. En la sintesis, al revés,
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suponemos que lo iltimo que se obtuvo en el andlisis ya esta realizado y
procedemos ahora en orden natural, con precedentes lo que antes se seguia
[como consecuentes|, y acomodéandolos entre si obtenemos el desenlace de

la construccién de lo que se proponia. Esto es lo que llamamos sintesis.

Hay dos tipos de andlisis: el uno busca la verdad y es llamado teore-
mdtico; mientras que el otro trata de encontrar lo que fue requerido y es
llamado problemdtico. En el caso del tipo teorematico suponemos lo que
se busca como hecho y verdadero, luego, regresamos por medio de sus con-
secuencias como si fueran hechos verdaderos de acuerdo con las hipotesis,
hasta algo establecido; si esto que ya se ha establecido es verdadero, en-
tonces aquello que se buscaba también sera verdadero y su demostracion
serd el revés del andlisis, pero si nos toparamos con algo establecido como
falso, entonces aquello que se buscaba también sera falso. En el caso del
tipo problematico, suponemos la proposicién como algo que ya conoce-
mos, después, procedemos a través de sus consecuencias como si fueran
ciertas hasta algo ya establecido; si lo que se ha establecido es posible y
realizable, lo cual es a lo que los geémetras llaman dado, aquello que fue
requerido también serd posible y de nuevo la demostracion sera el revés
del analisis, pero si nos toparamos con algo establecido como imposible,
entonces el problema también serd imposible [demostracién por reducciéon
al absurdo|. El diorismo es la distincién preliminar de cudndo, cémo y
de cuantas maneras el problema sera posible. Tanto asi con respecto al

analisis y a la sintesis.” (Colecc. VII.1-2 con mis italicas.)

Pues bien, Pappus seniala una distincion importante entre el analisis de teore-
mas y el analisis de problemas: el analisis teoreméatico no garantiza ni la veracidad
de un teorema ni la posibilidad de obtener una prueba valida revirtiendo los pasos
del argumento. Sin embargo, si mediante analisis llegamos a una conclusiéon que de
antemano se sabe que es falsa o que contradice a las hipdtesis, entonces es una re-
futaciéon valida por reduccion al absurdo (1 €ic t0 ddOvatov dnorywyrn o simplemente
dmodelllc) y no se requiere invertir los pasos del argumento. En contraste con el ana-
lisis teorematico, el analisis problematico nos da efectivamente informacién acerca
de las posibilidades y del nimero de soluciones de un problema y de las condiciones
necesarias (diorismos) para dar una solucién completa que incluya todos los casos

posibles (cf. por ejemplo [Mah68, H*74]).

Una vez que Pappus nos ha aclarado en lo que consiste el método de analisis-
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sintesis, nos propone las siguientes obras para iniciarnos en el campo del andlisis (en
este orden): de Euclides los Datos (1 libro); de Apolonio Seccidn en una razon (2
libros), Seccidn en un drea (2 libros), Seccion determinada (2 libros), los Contactos
(2 libros); de Euclides los Porismas (3 libros); de Apolonio los Lugares planos (2
libros), las Neusis (2 libros), las Cénicas (8 libros); de Aristeo los Lugares solidos
(5 libros); de Euclides los Lugares superficiales (2 libros) y de Eratéstenes Sobre
medias [proporcionales| (2 libros). En total 33 libros (Pappus dice 32 libros, porque
quizé la obra de Eratostenes consistia de un solo libro). Después de la presentacién
del campo del andlisis, viene una parte donde Pappus ofrece resenas de cada una
de las obras que lo componen, desde los Datos hasta las C'dnicas, con “el niimero
de disposiciones y de diorismos y los casos en cada libro, asi como los lemas que se
requieren en ellos y no hay nada que se requiera para el estudio de los libros, creo,
de lo que me haya olvidado” (cf. [Pap86, pdg. 84]). Inmediatamente después de estas
resefias o epitomes, Pappus propone un corpus de lemas auxiliares para apoyar la
lectura de cada uno de los libros que componen al campo del anélisis, sin embargo
el orden de los lemas es distinto al orden de las obras, a saber, el orden de los lemas
es: Seccion en una razén 'y Seccion en un drea (Props. 1-21), Seccion determinada
(Props. 22-64), Neusis (Props. 65-95), Contactos (Props. 96-118), Lugares planos
(Props. 119-126), Porismas (Props. 127-164), Cénicas (Props. 165-234), Lugares
superficiales (Props. 235-238) y finalmente vienen tres lemas sobre el campo del
andlisis (Props. 239-240 y 253).° En suma, el orden de los libros del andlisis y el de
sus lemas nos dice que el objeto de estudio son las lineas cénicas: el producto mejor

logrado del método de andlisis—sintesis y al mismo tiempo de la geometria griega.

Para entender mejor el método de andlisis—sintesis, expresado poéticamente por
Pappus, veamos en qué consiste dicho método mediante un ejemplo donde se requiere
resolver un caso particular de una neusis entre dos rectas perpendiculares. Este
ejemplo lo tomo de Colecc. VII.128-129, donde Pappus expone la solucién dada por

un geéometra llamado Heraclito, de quien no sabemos nada maés.

Ejemplo 1.6 (Método andlisis—sintesis). Sea cuad.[ABCD]| un cuadrado dado en
posicién con el lado AC prolongado hasta un punto E. Colocar en el angulo externo

ang.[DCE] una recta E'F igual a una recta dada H, haciendo una neusis en el vértice

SEntre este corpus de lemas se encuentran por ejemplo el llamado teorema de Pappus de la
geometria proyectiva y una descripcién del lugar de tres/cuatro rectas que R. Descartes resuelve
en su Geometria (cf. [Des54, Libro I]), el teorema de Pappus sobre sélidos de revolucién, entre
otros resultados interesantes.
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B del 4ngulo opuesto dng.[DBA]."

Andlisis. Supongamos que ya te- /\

nemos a la reta EF. Desde el A K C E
punto E trazamos la perpendicu-
lar EG 1 BFE, puesto que BFE
es una recta. Entonces cuad.[C'D] +
cuad.[FFE] = cuad.[DG] (por Co-
lecc. VII.127) y como las rectas B D G
CD, FFE estan dadas en magnitud,
entonces los cuadrados construidos
sobre ellas cuad.[C' D], cuad.[F E] es-

tan dados en magnitud también, y en consecuencia el cuadrado cuad.[DG] esta dado

H

Fig. 1.17: Ejemplo del método analisis—sintesis.

en magnitud. Entonces la recta DG estd dada en magnitud y por tanto todo el seg-
mento BG esta dado en magnitud también porque BD estd dado en magnitud.
Pero también BG estd dada en posicion y por lo tanto el semicirculo sobre BG,
semicir.[BK EG|, estd dado en posicién y pasa por E ya que éng.[BEG| = R. En-
tonces el punto E cae sobre semicir.[BK EG| y sobre AE. Luego, E estd dado en
posicion, pero B también esta dado en posicién y por tanto la recta BE esta dada

en posicion (Fig. 1.17).

Sintesis. Sea cuad.[ABC D] el cuadrado dado en posicién con el lado AC' prolongado
hasta un punto F, sea H la recta dada y sea G un punto sobre el lado B.D prolongado
de manera tal que cuad.[DG] = cuad.[CD] + cuad.[H]. Entonces GD > DC'y se
sigue que rec.[GD, DB] > cuad.[DC], pues DB = DC' se satisface por ser lados
de un cuadrado. En consecuencia, la semicircunferencia semicir.[BK FG| sobre BG
cae mas alld de C' (es decir A — C' — E). Trazamos las rectas BE, EG y entonces
se tiene que cuad.[C'D] + cuad.[FE] = cuad.[DG] (por Colecc. VII.127), de donde
se sigue que cuad.[CD] + cuad.[FE] = cuad.[DG] = cuad.|[CD] + cuad.[H], i. e.
cuad.[F'E] = cuad.[H] y por tanto que F'FE = H. Es claro que la recta EF' es la
Unica soluciéon porque las rectas mas cercanas a C' son menores que FF' y las rectas

mas lejanas a C' son mayores que FF (Fig. 1.17). Q. E. F.

En este ejemplo es evidente que la parte analitica del método de anélisis—sintesis

consiste en una sucesion de reducciones hasta llegar a un resultado ya establecido, en

"Est4 claro que el punto E no estd dado como otra hipétesis, simplemente se quiere decir que
cae en algun lugar del lado prolongado AC.
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este caso la Prop. 72 o Colecc. VII.127. Un caso particular de reducciéon analitica es la
reduccion al absurdo (dnodeilic) y el tipo de reduccién llamado apagogé (dmorywymn).
En la seccion §1.1 se hace notar que ciertos problemas geométricos pueden ser
reducidos a otros problemas que a su vez pueden ser resueltos mediante neusis
y eso seria suficiente para justificar que los libros de las Neusis tengan un lugar
en el campo del andlisis, pero ademas sabemos que Apolonio practica el método
de andlisis-sintesis en los dos libros de las neusis. El método de reducciéon de un
problema a otro problema mas simple ha resultado muy eficaz en la geometria y en
las matematicas en general, desde que se introdujo por los primeros geémetras.
Como puede apreciar el lector, el lenguaje que se emplea en la parte analitica
del Ejemplo 1.6 es muy obscuro a primera vista y esto es asi porque todo analisis
geométrico emplea el “lenguaje de lo dado”, que se encuentra expuesto en el libro
de los Datos de Euclides. También podemos dar por hecho que los dos libros de
las Neusis de Apolonio estan codificados en este lenguaje, asi como gran parte de
la geometria griega alejandrina mas escolar. Por estas razones, antes de estudiar lo
que Pappus nos dice acerca de los dos libros de las Neusis y los lemas para facilitar
su lectura, vamos a revisar brevemente lo que se quiere decir cuando decimos que
un objeto matematico esta dado, pues esto es del todo necesario para practicar el

analisis geométrico, como lo muestra el Ejemplo 1.6.

§1.6 Los Datos de Euclides

El libro de los Datos de Euclides es el libro con el cual tiene que iniciarse todo
aquel que desea obtener destreza en el campo del anélisis geométrico (cf. pag. 30),
en tanto y cuanto que la esencia del andlisis de problemas es el concepto de lo dado,
mismo que se aplica tanto a los objetos que se suponen en el enunciado del problema,
como a cualesquiera otros objetos que se determinan a partir de estos. El concepto
de lo dado tiene miltiples acepciones en la geometria griega, pero las mas comunes

son las que nos resume Marino en su Comentario sobre los Datos:

“[...] de entre aquellos quienes han propuesto describir lo dado de manera
simple y por una unica diferencia, tales como Apolonio en su obra sobre
las Neusis y en su Tratado universal [o Forma general de hacer las cosas],
lo definen como [algo] fijo; mientras que otros tales como Diodoro, lo des-
criben como [algo] cognoscible, quien dice que el radio [de un circulo] y los

angulos estan dados de esta forma y también todo lo accesible a cualquier
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tipo de conocimiento. Algunos lo declaran como [algo] racional, tales como
Ptolomeo [en Almagesto, 1.10], cuando llama dadas a aquellas magnitu-
des cuya medida es cognoscible, ya sea de manera exacta o aproximada.”
(Cf. [Euc96], [Euc03, pag. 243]; mis italicas.)

En fin, los Datos de Euclides proporcionan las definiciones y los resultados mas
necesarios y elementales para el analisis de teoremas y principalmente de problemas,
como lo sugiere F. Acerbi en [Acell]. El andlisis de los datos de un problema plano
pretende mostrar que los puntos necesarios para construir un objeto geométrico re-
querido caen en dos lugares geométricos planos (rectas y circulos) y en consecuencia,
que se obtienen como interseccion de dichos lugares planos. Ademas, el analisis de
los datos de un problema asegura que si se invierten los pasos del argumento se pue-
de dar la sintesis en términos planos también, siempre que el analisis sea correcto.

Este procedimiento analitico 1o podemos resumir en la siguiente férmula:
Dado [a,b,c,...], estd dado [p,q,7,...],

donde tanto a,b,c,... como p,q,r, ... son objetos geométricos y razones. Esta for-
mula sugiere una relacién de tipo funcional entre los datos “iniciales” a, b, ¢, ... y los
datos “finales” p, ¢, 7, ... que se puede expresar algebraicamente por la ecuacion (1.4)
para el problema del Ejemplo 1.1, por (1.7) para el problema del Ejemplo 1.2 y el del
Ejemplo 1.4 o bien por (1.17) para el problema del Ejemplo 1.3 y el del Ejemplo 1.5
(1) y por (1.20) para el problema del Ejemplo 1.5 (2). Pero geométricamente, esta
relacion funcional queda expresada por una construccién geométrica (que resuelve el
problema). De esta manera, la relacién funcional que existe entre los datos iniciales
a,b,c, ...y los datos finales p, ¢, r, ... nos permite identificar una configuracion geo-
métrica con una ecuacion algebraica, es decir que a una configuracion geométrica le
asignamos una ecuacion algebraica y reciprocamente.

Ellibro de los Datos consiste de 15 definiciones y 94 proposiciones (Pappus cuenta
90 props.), donde se permite usar cualquier proposicién demostrada en Elem. I-VI
(cf. [Euc03]). De entre las definiciones que nos interesa traer a colacién se encuentran
las siguientes: (a) una razén estd dada si podemos proporcionar otra razén que es
igual; (b) los dngulos, las rectas y las figuras estan dados(as) en magnitud si
podemos proporcionar otros(as) que son iguales; (c) las figuras rectilineas estan
dadas en especie si cada uno de sus angulos esta dado y si las razones entre cada
par de lados estdn dadas; (d) los puntos, las lineas y los dngulos estdn dados en

posicidn si siempre ocupan el mismo sitio; (e) un circulo estd dado en magnitud
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si su radio estd dado en magnitud y estd dado en posicion y en magnitud si su
centro estd dado en posicién y su radio estd dado en magnitud; y (f) las secciones
de circulo estan dadas en magnitud si el dngulo que las subtiende y sus bases
estan dados en magnitud y estin dadas en posicion y en magnitud si el angulo
que las subtiende estd dado en magnitud y sus bases estan dadas en posicién y en
magnitud. Veamos un par de proposiciones de los Datos y sus reciprocos, que nos

seran de gran utilidad cuando estudiemos las neusis planas de Apolonio:

Dat. 58. Si un area dada se aplica a una recta dada, deficiente por una forma dada

en forma, el largo y el ancho del defecto estan dados.

Dat. 59. Si un area dada se aplica a una recta dada, excedente por una forma dada

en forma, el largo y el ancho del exceso estan dados.

Dat. 85. Si dos rectas contienen un area dada en un angulo dado y si su diferencia

esta dada, cada una de ellas estd dada.

Dat. 86. Si dos rectas contienen un area dada en un angulo dado y si su suma esté

dada, cada una de ellas estda dada.

En resumen, los Datos equipan al gedmetra con varios resultados muy ttiles para
determinar algunos objetos geométricos siempre que otros objetos estan dados (de
cualquier forma), y esta es la esencia del andlisis. En particular, el andlisis de los
datos de una neusis (planas, sélidas o lineales) muestra si es posible construirla y
la sintesis es la construccion efectiva de la neusis, si es posible. La construccion de
una neusis sélida o lineal sera posible si convenimos que esta dada en el sentido de
estar determinada o fija, en contraste con una neusis plana que siempre esta dada en
cualquier sentido de estar dado. Con todo, nos encontramos ya listos para estudiar
los libros de las Neusis de Apolonio, a través de Pappus, y a esto nos dedicamos en

lo que resta de esta primera parte.

§1.7 Las Neusis de Apolonio

Segun A. Jones en su edicion del libro VII de la Coleccion de Pappus [Pap86], las
unicas referencias antiguas a los dos libros de las Neusis de Apolonio se encuentran
en el libro VII de la Coleccion y en el Comentario sobre los Datos de Euclides

dictado por Marino (cf. [Pap86, pag. 530]). Como lo apuntamos en la pag. 30, en el
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libro VII de la Coleccion se distinguen tres partes: en la primera parte se presenta
al campo del analisis, en la segunda parte se resenan las obras que lo componen y
en la tercera parte se encuentra un corpus de lemas auxiliares para la mayor parte
de los tratados que componen al campo del anélisis, entre ellas estan las Neusis. El
contenido de los dos libros de las Neusis consiste de los cuatro problemas para los
cuales las lineas que intervienen en la neusis son rectas y circulos (cf. pdg. 21) con las
hipétesis necesarias y suficientes que hacen que estos problemas sean neusis planas.
Quiza una de las razones por las cuales Apolonio compuso un tratado sistematico
sobre estos problemas de neusis y no de otros, es que estos problemas se presentaban
con mayor frecuencia que otros cuando se reducia un problema dado a un problema
de neusis y por lo tanto tenian mayor utilidad que otros. Pappus nos dice en su
resefia o epitome sobre las Neusis (Colecc. VII.27-29) que el primer libro (Neus. I)

consiste de los siguientes tres problemas generales:

Problema I. Dado un circulo en posicion, ajustarle una cuerda dada haciendo una

neusis en un punto dado no sobre su circunferencia.

Problema II. Dado un semicirculo en posicion y dada una recta perpendicular a su
base (prolongada), colocar entre las dos lineas una recta dada haciendo una neusis

en uno de los extremos de la base del semicirculo.

Problema III. Dado un rombo en posiciéon con un lado prolongado, ajustar en el

angulo externo una recta dada haciendo una neusis en el vértice del angulo opuesto.

En Colecc. VII.28, Pappus nos cuenta que el primer y el tercer problema vienen
en dos casos cada uno y el segundo problema viene en cuatro casos. Para obtener los
dos casos del tercer problema es necesario modificar el enunciado, pues tal y como
aparece propuesto en Colecc. VII.27 acepta solo un caso, y mas aun, el segundo
problema consiste realmente de cinco casos, como veremos mas adelante. En cuanto
al segundo libro (Neus. II), en él Apolonio resuelve el siguiente problema general,
que consiste de 10 casos con varios subcasos cada uno, los cuales resultan de la

magnitud de la recta dada y de la posicion de los semicirculos.

Problema IV. Dados dos semicirculos con sus bases sobre la misma recta, poner
entre las dos semicircunferencias una recta dada haciendo una neusis en uno de los

extremos de las bases de los semicirculos.

En total, Pappus nos informa en Colecc. VII.29 que los dos libros de las Neusis

contienen 125 teoremas o diagramas, a los que les corresponden 38 lemas (Colecc.
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VII.120-156 o bien Props. 65-95, que hacen 34 lemas en total en la edicién de A.
Jones). Ademads de la informacion ya dada, en Colecc. VII.157 Pappus nos dice que
Neus. I contiene nueve problemas y tres diorismos minimos para Neus. 1.5, 7y 9.
Mientras que Neus. II contiene 45 problemas y tres diorismos minimos también,
para Neus. 11.17, 19 y 23. Los lemas auxiliares de Pappus presentan resultados
que Apolonio asume en las pruebas de algunos de los 54(= 9 + 45) problemas. No
todos los lemas de Pappus abordan resultados no probados por Apolonio, puesto
que algunos presentan casos particulares de los cuatro problemas generales o bien
son demostraciones distintas a las de Apolonio o bien son resultados para los lemas

posteriores y observaciones de Pappus, por ejemplo, con respecto a los diorismos.

1.7.1 Sobre el Problema I. Dado un circulo en posicion, ajustarle una cuerda

dada haciendo una neusis en un punto dado no sobre su circunferencia.

Del analisis del problema sabemos que una neusis en una circunferencia es un
problema plano. Si el punto dado estd sobre la circunferencia del circulo, la neusis es
trivial, pero si el punto dado no esta sobre la circunferencia del circulo, el problema
es algo mas interesante aunque no deja de ser sencillo. En efecto, si cir.[BCD] es
el circulo dado y A es el punto dado, entonces se trata de colocar una cuerda BC'
igual a una recta dada, haciendo una neusis en el punto A. La posicién del punto A

determina estos dos casos (Fig. 1.18):
Caso 1. A estd afuera de la circunferencia cir.[BC'D] (Neus. 1.1).

Caso 2. A estd adentro de la circunferencia cir.[BC'D] (Neus. 1.2).

(a) Neus. 1.1 (b) Neus. 1.2

Fig. 1.18: Problema I: neusis en un circulo dado cortado dos veces.
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Andlisis. Supongamos que ya tenemos a la recta BC'. Como el circulo cir.[BC D] esté
dado en posicién, su centro O esta dado en posicién. Unimos AO y la prolongamos
hasta cortar a cir.[BC'D] en P, Q). Entonces los puntos P, () estan dados en posicion, y
por esto las rectas PA, AQ estdn dadas en magnitud y en consecuencia el rectangulo
rec.[PA, AQ) estd dado en magnitud. Ademds, rec.[BA, AC] = rec.[PA, AQ],® en-
tonces las rectas BA, AC estan dadas en magnitud.® Trazamos el circulo cir.[A, AB],
dado en posicién, que corta a cir.[BC' D] en un punto B. Entonces, el punto C' esté

dado en posicién y por lo tanto la recta AB (prolongada) estd dada en posicién.

Como lo afirmamos arriba, el andlisis del primer problema general nos permite ver
que la neusis en un circulo desde un punto dado que no esta sobre su circunferencia

es un problema plano en cualquier caso y obtenemos los siguientes diorismos:

Neus. 1.1 tiene dos soluciones si la recta dada es menor que un didmetro; tiene una
solucion si la recta dada es igual que un didmetro; y no tiene soluciéon si la recta
dada es mayor que un diametro. Este caso no tiene solucién minima pero tiene una
tnica solucién maxima: el didmetro de cir.[BC D] que, prolongado, pasa por A. Para

este problema Pappus dedica el lema Colecc. VII.120.

Prop. 65 (Para Neus. I.1). Sea PQ) > BC'yrec.[BA, AC| = rec.[PA, AQ)]. Entonces
AB > AP.

Neus. 1.2 tiene dos soluciones si la recta dada es menor que un diametro y mayor
que la cuerda por A que es perpendicular al didmetro por A; tiene una solucién si la
recta dada es igual a un diametro o si es igual a la cuerda por A que es perpendicular
al diametro por A; y no tiene solucion si la recta dada es mayor que un diametro
o menor que la cuerda por A que es perpendicular al diametro por A. En este caso
la tnica solucién minima es la cuerda por A que es perpendicular al didmetro por
Ay este didmetro, a su vez, es la unica solucién maxima. A este diorismo minimo

Pappus dedica los siguientes tres lemas (Colecc. VII.121-124):

Prop. 66. Sea BC > M N y sea M N bisecada por Z. Entonces se puede aplicar a
BC' un rectédngulo igual al rectangulo rec.[M Z, ZN| y deficiente por un cuadrado.

Prop. 67. Sean rec.[BA, AC] =rec.[PA, AQ], BC < PQ, AQ < PAy AC < AB.
Entonces BA < PA.

8Por Elem. 111.36 para Neus. L.1 y por Elem. II1.35 para Neus. 1.2.
9Por Dat. 59 para Neus. .1 y por Dat. 58 para Neus. 1.2.
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Prop. 68. Sean rec.[BA, AC| =rec. [MZ,ZN]|y BC > MN con MN partido por
7/ de manera tal que MZ > ZN. Entonces se puede aplicar a BC' un rectangulo
igual al rectdngulo rec.[M Z, ZN] y deficiente por un cuadrado.

Por un lado, la Prop.65 y la Prop. 67 tienen el propdsito de justificar
que los circulos cir.[A, AB], cir.[BCD] se cortan en (al menos) un punto
B. Por otro lado, la Prop. 68 reitera que podemos encontrar al punto B
pero por el método de aplicacion de areas, mientras que la Prop. 66 es el
caso particular de la Prop. 68 cuando el punto A coincide con el centro
O de cir.[BCD]. En términos algebraicos modernos, tenemos que si en
la Prop. 68 hacemos BC =: k, PA-AQ = MZ - ZN =: a?, entonces se

2

puede resolver la ecuaciéon kx — 22 = a?. Por analogia, en el primer caso

tendrfamos que se puede resolver la ecuacién kx + 2% = a2, es decir,

Prop. 65’ (Para Neus. I.1). Si rec.[BA, AC] = rec.[PA, AQ] y PQ > BC,
entonces a una recta dada BC' se le puede aplicar un rectangulo igual al

rectangulo rec.[PA, AQ] y excedente por un cuadrado.

1.7.2 Sobre el Problema II. Dado un semicirculo en posicion y dada una recta
perpendicular a su base, colocar entre las dos lineas una recta dada haciendo una

neusis en uno de los extremos de la base del semicirculo.

Una neusis entre un semicirculo y una recta, desde un punto dado sobre la semi-
circunferencia, es un problema sélido en general y es plano si y sélo si la perpendicu-
lar a la recta dada, bajada desde el punto dado, pasa por el centro del semicirculo.
Esta condicién es suficiente y necesaria, segin vimos en el Ejemplo 1.5, porque se
requieren las cénicas (1.18) o (1.21) para resolver el problema. De este hecho y por
las simetrias del circulo se motiva que en el segundo problema se consideren sé6lo
los extremos de la base de un semicirculo para realizar la neusis. Bajo estas condi-
ciones adicionales, el segundo problema general también es facil de resolver, pues si
semicir.[AEB] es el semicirculo dado con base AB y si CD L AB es una perpendi-
cular a la base (prolongada) con pie en el punto C, entonces se trata de colocar una
recta E D, igual a una recta dada, haciendo una neusis en el punto A. La posicion

del pie C' de la perpendicular C'D determina estos cuatro casos (Fig. 1.19):
Caso 1. A — B — B, es decir C coincide con B (Neus. 1.3).

Caso 2. A — C — B, con ED fuera/dentro del semicirculo (Neus. 1.4/6).
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Caso 3. A— B — C (Neus. L5).

Caso 4. C' — A — B (Neus. 1.7).

D
E
A B
(a) Neus. 1.3

D
E

A B C
(c) Neus. 1.5

D
E
D' E
A C B
(b) Neus. 1.4/6

E
B

(d) Neus. 1.7

Fig. 1.19: Problema II: neusis plana entre un (semi)circulo y una recta.

Andlisis. Supongamos que ya tenemos a la recta E'D. Si unimos F B, tenemos que
ang.[AEB] = R = 4ng.[ACD] y éng.[BAE]| = ang.[DAC], de donde se sigue que
los triangulos tri.[AEB], tri.]ACD] son semejantes (por el teorema AA). En con-
secuencia, rec.[DA, AE] = rec.[CA, AB]. Como el semicirculo semicir.[AEB] esta

dado en posicién y la perpendicular CD 1 AB esta dada en posiciéon también, los

puntos A, B, C estan dados en posicién. Entonces, las rectas AB, AC estan dadas

en magnitud, por lo cual el rectdngulo rec.[DA, AE] estd dado en magnitud pero

también E'D estd dada en magnitud, y por lo tanto las rectas DA, AE estan dadas

en magnitud también.'® Trazamos el circulo cir.[A, AD], dado en posicién, que corta

a la perpendicular C'D en D y en consecuencia, el punto D esta dado en posicion.

Por lo tanto la recta AD (prolongada) estd dada en posicién.

OPor Dat. 85-86 pues ED = DA 4+ AE (en Neus. 1.7, 3-5) o ED = AE — DA (en Neus. L.6).
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El analisis del segundo problema general nos garantiza que se trata también una

neusis plana en todos los casos y podemos obtener los siguientes diorismos:
Neus. 1.3 y Neus. 1.4 tienen una soluciéon y no tienen ni maximo ni minimo;

Neus. 1.5 tiene una solucién si DE > BC' y BC es la soluciéon minima; no tiene
solucién si DE < BC.

Neus. 1.6 tiene una solucion si DE < BC' y CB es la solucion méaxima; no tiene
solucion si DE > BC. A este caso particular Pappus le dedica el lema Colecc.
VII.125, que es el tnico lema para el segundo problema y es, de hecho, el mismo
resultado que el lema de la Prop. 65, sin embargo las configuraciones a las cuales

cada lema esta dedicado son muy distintas:

Prop. 69 (Para Neus. 1.6). Sea DE < BC'y rec.[DA, AE] = rec.[BA, AC]. Enton-
ces DA < BA.

Neus. 1.7 debe satisfacer la condicion adicional D — A — E, pues los tridngulos
tri.]AC' D], tri.[AE B] son semejantes, y en consecuencia debe satisfacer también que
CA-AB=DA-AE < (%ED)2 o bien que 4CA - AB < ED?* (y como veremos en
la segunda parte, esta condicion es necesaria pero no es suficiente para determinar
el nimero de soluciones en todos los casos). Por ahora podemos adelantar que Neus.
1.7 puede tener hasta dos soluciones si 4CA - AB < ED?; tiene una solucién si
4CA-AB = ED?; y no tiene solucién si 4 CA- AB > ED?. Ademas, este caso tiene

una tnica solucién minima: la recta ED que es bisecada por el punto A.

El propésito de la Prop. 69 es el de justificar que el circulo cir.[A, AD] efectiva-
mente corta a la perpendicular en un punto D. Ademas, es necesario un resultado
similar para los otros casos del segundo problema, es decir que es necesario justificar
que DA < BA o BA < DA, segun el caso. Quiza Apolonio si lo hizo explicito para

los cuatro casos donde Pappus calla.

1.7.3 Sobre el Problema II1. Dado un rombo en posicion con un lado prolon-
gado, ajustar en el dngulo externo una recta dada haciendo una neusis en el vértice
del angulo opuesto.

Este problema se trata de hacer una neusis entre dos rectas secantes, pero una
neusis entre dos rectas que se cortan es un problema sélido en general porque se

requieren las conicas (1.7) para resolverlo, segin vimos en el Ejemplo 1.2. Ahora
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bien, es claro que el punto desde el cual se realiza la neusis no puede ser el punto
donde las rectas se cortan y también es claro que si el punto de la neusis esta sobre
alguna de las dos rectas, el problema es trivial. Pero si el punto desde el cual se
hace una neusis no cae sobre ninguna de las dos rectas que se cortan, entonces el
problema es plano si y sélo si el punto cae sobre la bisectriz (externa o interna) del
angulo que forman las dos rectas secantes. Mas aun, un punto dado cae sobre la
bisectriz del 4ngulo que forman dos rectas secantes (o en su complemento) si y sélo
si las rectas secantes y sus paralelas por el punto dado forman un rombo.
Entonces, si rom.[ABC D] es un rombo dado con el lado AC' prolongado, el tercer
problema general se trata de colocar una recta F'E en el angulo externo dng.[DCE],
igual a una recta dada, haciendo una neusis en el vértice B del angulo opuesto
ang.[ABD]. O bien, si los lados C'A, C'D del rombo rom.[ABC D] se prolongan, lo
que se pide es colocar una recta F'E en el angulo interno dng.[DCE] haciendo una
neusis en el vértice B del angulo opuesto ang.[ABD)]. De este modo, la condicién que
se le impone al punto B de ser un vértice de un rombo garantiza que la neusis entre
dos rectas secantes (lados del rombo) es plana, pues el punto B cae sobre la bisectriz

externa o interna BC' del angulo ang.[DCE] que forman los lados prolongados del

rombo C'D, AC.

(a) Neus. 1.8 (b) Neus. 1.9

Fig. 1.20: Problema III: neusis plana entre dos rectas secantes.

Aunque la manera en la que Pappus formula este tercer problema sugiere que
consideremos sélo el caso de la bisectriz externa, los lemas que él mismo nos da
indican que Apolonio traté tanto el caso de la bisectriz externa como el caso de la

bisectriz interna. Por tanto, se deben considerar los siguientes dos casos (Fig. 1.20):
Caso 1. B esté sobre la bisectriz externa de dang.[DCE] (Neus. 1.8).

Caso 2. B estd sobre la bisectriz interna ang.[DCE] (Neus. 1.9).
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En contraste con los primeros dos problemas de neusis, este problema no es un
problema facil de resolver pero podemos darle una solucién si tenemos en cuenta la
siguiente observacion que Pappus formula en Colecc. VII.126, a propdsito del caso

Neus. 1.8 (la cual también es vélida para el caso Neus. 1.9).

Prop. 70 (Sobre Neus. 1.8). Sea rom.[ABCD] un rombo con diagonal BCG pro-
longada hasta un punto G. Si GK es tal que BG : GK = GK : CG y si trazamos el
circulo cir.[G, GK]| que corta a los lados AC, DC' en H, F', respectivamente, y pro-
longamos la recta HC' hasta cortar a cir.|G, GK] otra vez en un punto F, entonces

los puntos B, F, E caen sobre la misma recta (Fig. 1.21).

Con base en esta observacion de Pappus, podemos dar el andlisis para los dos
casos del tercer problema como sigue:!!
Andlisis. Supongamos que ya te-
nemos la recta EF. Sea G un
punto sobre la diagonal BC' (pro-
longada) tal que &ng.[BEG] =
ang.[BCF]. Entonces los tridn-
gulos tri.[EBG|,tri.[CBF] y los
tridngulos tri.[C EF], tri.[AE B] son

semejantes (por el teorema AA) y

K en consecuencia rec.[FG,CB| =
rec.[CF,EB] y rec.[EF,AB] =
F rec.[CF,EB], de donde se sigue
que rec.[EG, CB| = rec.[AB, EF].
Como las rectas CB, AB, EF estan

dadas en magnitud, la recta EG es-

B D
Fig. 1.21: Observacién sobre Neus. 1.8.

ta dada en magnitud y su cuadra-
do cuad.[GE] estd dado en magnitud también. Ademads, los tridngulos tri.[C EG],
tri.[E BG] son semejantes (por el teorema AA),' y en consecuencia rec.[CG, BG| =
cuad.[EG|. Entonces el rectangulo rec.[CG, BG] esta dado en magnitud porque
cuad.[GE] estd dado en magnitud y por Dat. 85 se sigue que BG (y CG) esté

11J. P. Hogendijk muestra en [Hog86, §3 y Documento I] un fragmento de la solucién de Apolonio
para Neus. 1.9, conservada por Al-Sijzi debido a que Abu I-Jud le pide en una carta que demuestre
el caso de la bisectriz interna. Ademas Al-Sijzi da su propia solucién al problema al modo de Ibn
al-Haytham (de hecho es la solucién de un tal Al-©Ala).

2pues 4ng.[EGC| = dng.[BGE] y 4ng.[GCE] = éng.|[ACB| = 4ng.[FCB] = 4ng.|GEB|
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dada en magnitud ya que BC = BG — GC esta dada en magnitud y por tanto G
estd dado en posicién porque B estd dado en posicién. Trazamos cir.|G, GE], dado
en posicién, que corta a los lados (prolongados) AC, C'D dados en posicién en E, F.
Asi, los puntos E, F' estan dados en posicién y por lo tanto la recta EF esta dada

en posicion y, por la Prop. 70, los puntos F, F, B caen sobre la misma recta.

Del analisis del problema obtenemos los siguientes diorismos: Neus. [.8 tiene una
solucion y no tiene maximo ni minimo. Sobre este problema Pappus escribe ademas
el siguiente par de lemas (Colecc. VII.127-129):

Prop. 71 (Para la Prop. 72). Sea cuad.[ABC D] un cuadrado con el lado AC' pro-
longado hasta un punto E y sea BF'E una recta que corta al lado CD en F y
EG 1 BE. Entonces CD? + FE?* = DG? (ver la Fig. 1.17).

Prop. 72 (Al modo de Heréclito). Sea cuad.[ABC D] un cuadrado dado en posicion
con el lado AC' prolongado hasta un punto E. Colocar en el dngulo dng.[DCE] una

recta E'F' dada, haciendo una neusis en el vértice B del angulo opuesto ang.[ABD)].

La Prop. 72 ofrece una prueba alterna a la prueba de Apolonio en el caso cuando
el rombo dado es un cuadrado. Esta prueba fue dada por un geémetra llamado
Heraclito, anterior a Apolonio, de quien no se sabe nada mas. La solucién de este
problema es precisamente la que dimos en el Ejemplo 1.6, con el propoésito de exhibir
cémo funciona el método andlisis-sintesis. Se pueden dar proposiciones analogas a
Props.71-73 para el caso de la bisectriz interna adaptando las proposiciones de la
bisectriz externa como en la Fig. 1.22).

Neus. 1.9 tiene dos soluciones si la recta dada es mayor que la perpendicular al
diametro BC por A; tiene una solucién si la recta dada es igual a la perpendicular
de BC por A; y no tiene solucion si la recta dada es menor que la perpendicular
de BC por A. Ademads, la Unica solucién minima es la perpendicular a BC' por el
punto A, es decir, la recta E'F que es bisecada por B. Para demostrar este diorismo

minimo, Pappus escribe el siguiente par de lemas (Colecc. VII.130-131):

Prop. 73 (Para Neus. 1.9, al modo de los antiguos). Sean CE = C'F y EF bisecada
por B. Entonces E'F' es la minima de todas las rectas por B que cortan a las rectas
CE,CF (prolongadas).

Prop. 74. Siendo asi, el diorismo es obvio. Pues si construyo el rombo rom.[ABC D]

y trazo EBF 1 BC, con E, F sobre CA,C'D, respectivamente, entonces tengo que
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distinguir si EBF' es la maxima o la minima de todas las rectas por B que cortan
a los lados prolongados C'A, CD.

c A K E
D 5 G
F
H
(a) Prop. 70 para Neus. 1.9 (b) Props. 71-72 para Neus. 1.9

Fig. 1.22: Props. 70-72 para el caso de la bisectriz interna.

De nuevo, este par de proposiciones deben ser una prueba alterna a la prueba
de Apolonio para la demostracién del lema de Neus. 1.9, pero esta vez Pappus la
atribuye a los antiguos, siendo la Prop. 73 la parte antigua y la Prop. 74 la apli-
cacion del resultado de la Prop. 73 al diorismo como tal. Hasta aqui con respecto
al primer libro de las Neusis. Notemos que el orden que se ha propuesto para los
nueve problemas del primer libro viene motivado por aquellos problemas que pre-
sentan diorismos minimos: Neus. 1.5, 7, 9. Aunque también los problemas Neus. 1.2,
6 tienen un diorismo, Pappus no lo menciona quiza por considerarlos demasiado
evidentes. Resta entonces estudiar el contenido del segundo libro de las Neusis: una

neusis entre dos circulos cortados una vez cada uno de ellos.

1.7.4 Sobre el Problema IV. Dados dos semicirculos con sus bases sobre la
misma recta, poner entre las dos semicircunferencias una recta dada haciendo una
neusis en uno de los extremos de las bases de los semicirculos.

Una neusis entre dos semicirculos no es un problema plano en general pero se
puede resolver mediante una concoide con base en uno de los dos semicirculos y con
polo en el punto de la neusis. Ahora bien, el problema es plano si y sélo si el punto
desde donde se hace la neusis esta en alguno de los cuatro extremos de las bases de

los semicirculos. No nos han llegado ejemplos de este problema general, asi como
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tampoco del primer problema general. Si semicir.[ABC|, semicir.[DEF] son los dos
semicirculos dados con sus bases AC, DF sobre la misma recta, el cuarto problema
general consiste en colocar una recta E'B entre las dos semicircunferencias y tal que
sea igual a una recta dada, haciendo una neusis en el punto F. Pappus nos dice que
Apolonio trato este problema en 45 casos diferentes que en general es muy dificil
saber exactamente cudles fueron estos y mas dificil atin es saber el orden que les dio
Apolonio. Sin embargo, los lemas que el mismo Pappus nos proporciona permiten

reconocer los siguientes cuatro esquemas del problema general:

Esquema 1. Los semicirculos son tangentes (Neus. 11.1-4);

Esquema 2. Un semicirculo estd dentro del otro (Neus. I1.5, 7, 9, 11, 17, 19);
Esquema 3. Un semicirculo esta afuera del otro (Neus. I11.21, 23);

Esquema 4. Los semicirculos son secantes (Neus. 11.24, 25, 26, 29, 31, 34).

Pappus ya no ofrece lemas para los problemas Neus. I1.35-45, pero podemos decir
que quiza se trataba de configuraciones con semicirculos tangentes. De la misma
manera que el problema del rombo, este problema no es para nada trivial y por
ello, para dar la solucién al modo de Apolonio, tenemos que considerar el siguiente
par de lemas (Colecc. VII.132-133) que Pappus escribe como dos resultados previos
y necesarios para todos los demas lemas que dedica al problema general de los
dos semicirculos porque ocurren con mucha frecuencia (aunque demuestra el mismo
resultado cada vez que aparece). Primero prolongamos la recta de las bases F'A
hasta un punto G de manera que AG = DC y trazamos las semicircunferencias

auxiliares semicir.[GHF'], semicir.[AAF], semicir.[COF]. Asi, tenemos la

Prop. 75. Dado el semicirculo semicir.[ABKC| sobre AC, sean HE una recta a
través de él y AA, C'O dos perpendiculares a HE, entonces AB = KO.

En la Prop. 76 se considera el caso en el que la recta H E es tangente a semicir.]ABKC],
es decir cuando los puntos B, K coinciden. De estas dos proposiciones se sigue que
HA :GA=0OEFE :CD (por teorema de Tales en las paralelas GH || AA, CO | DE
con las secantes FFH, FG) y de aqui que HA = ©F. Entonces concluimos que
HB = KE. Por todo lo anterior, podemos afirmar que el anélisis en la solucion de
Apolonio para todos los casos del cuarto problema debié haber sido esencialmente

la misma y la podemos formular de la siguiente manera (Fig. 1.23):'3

13Hogendijk muestra en [Hog86, §4 y Documento I1] fragmentos de lo que posiblemente fueron
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Andlisis. Supongamos que ya tenemos la recta EB. Sea G un punto sobre F'A
(prolongada) tal que AG = DC' y trazamos el semicirculo auxiliar sobre FG,
semicir.[F'HG]. Sea T' un punto sobre la transversal F'H tal que KH : TE = FH :
FE. Como FH : FE = FG : F'D (porque los tridngulos tri.[FFHG], tri.[F'E D] son
semejantes) y como los puntos F, D, G estan dados en posicién, la razéon F'H : FE
esta dada porque la razéon FG : FD esta dada, pues las rectas F'G, F'D estan dadas
en magnitud. Luego, la razén KH : TE estd dada y como la recta K H estd dada
en magnitud (pues KH = EB), entonces T'E esta dada en magnitud. Ademads,

FG KH FH FH-KH

FD TE FE FE-TE
_FK FK-FB FC-FA
~ FT FT-FB FT-FB’

es decir, la razén rec.[F'C, FA] : rec.[FT, FB] estd dada y como los puntos F,C, A
estan dados en posicién, el rectangulo rec.[F'C, F'A] estd dado en magnitud porque
las rectas F'C, F A estan dadas en magnitud. Se sigue entonces que el rectangulo
rec.[FT, FB] estd dado en magnitud también. Ademads, las rectas TE, EB estan
dadas en magnitud y asi toda la recta T'B estd dada en magnitud. Entonces, las
rectas F'T, F'B estan dadas en magnitud, por Dat. 59 (pues T'B = F B—F'T esta dado
en magnitud) y de aqui se sigue que el punto 7" estd dado en posicion. Construimos
el circulo cir.[F, FB], dado en posicién, que corta al semicirculo dado en posicién
semicir.]ABC| en el punto B y de este modo, el punto B estd dado en posicién
también. Por lo tanto, la recta FF'B = F'T'+ T'B esta dada en posicion.

Fig. 1.23: Problema IV: neusis plana entre dos semicirculos.

las soluciones de Apolonio a los problemas Neus. II.1-4. Estos fragmentos se conservan en unas
Anotaciones geométricas de Al-Sijzi.
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Del andlisis del cuarto problema general podriamos, en principio, obtener los
diorismos de cada caso, por ejemplo: los problemas del Esquema 1 (Neus. 11.1-4)
se obtienen como casos particulares de los otros tres Esquemas, todos tienen una
solucion y todos tienen una tnica solucién maxima (algunos también tienen una
soluciéon minima, como el de la Fig. 1.24 y cuando los semicirculos estan en lados
contrarios respecto a la recta de las bases). Pappus no propone lemas para este

esquema.

A c F
Fig. 1.24: Un representante del Esquema 1.

Los problemas del Esquema 2 (Neus. I1.5, 7, 9, 11, 17, 19) tienen una tnica
solucién minima y una tnica soluciéon maxima, por lo cual algunos casos pueden tener
hasta dos soluciones (como I1.17 y I11.19). Pappus ofrece diez lemas para este esquema
(Colece. VI1.134-146 o Props. 77-87), de los cuales reproduzco aqui Colece. VII.137
o Prop. 80 (para Neus. 11.21): si CG = DA,GH L EF, entonces EB = KH
(Fig. 1.25).

Fig. 1.25: lema para Neus. I1.9.
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Los problemas del Esquema 3 (Neus. 11.21, 23) también tienen una tnica solucion
minima y una tnica solucién maxima, por lo cual algunos casos pueden tener hasta
dos soluciones (como Neus. I1.23). Pappus proporciona tres lemas para este esquema
(Colecc. VII.147-149 o Props. 88-90), de los cuales reproduzco aqui Colecc. VII.147
o Prop. 88 (para Neus. 11.21) si GA = CD,GH 1 FB, entonces HB = KE
(Fig. 1.26).

Fig. 1.26: lema para Neus. I11.21.

Finalmente, los problemas del Esquema 4 (Neus. 11.24, 25, 26, 29, 31, 34) también
tienen una unica solucién minima y una tnica solucién maxima, por lo cual algu-
nos casos pueden tener hasta dos soluciones (aunque de esto ya no habla Pappus).
Pappus ofrece siete lemas para este esquema (Colecc. VII.150-156 o Props. 91-95),
de los cuales reproduzco aqui Colecc. VIL.151 o Prop. 92 (para Neus. 11.25): si
AD > DC,AG = DC,GH 1 BF, entonces BH = FK (Fig. 1.27).

A G D Cc F
Fig. 1.27: Lema para Neus. I1.25.
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§2.1 El surgimiento de las matematicas modernas

Alrededor del ano 1100 los europeos mantenian contacto importante con los ara-
bes del area mediterranea y del Oriente Préoximo y con los bizantinos del Imperio
Romano de Oriente (debido al comercio, a miltiples viajes comerciales, a las Cru-
zadas &c.) y de este contacto surgié un primer periodo en el cual los europeos
comenzaron a conocer los trabajos griegos (ademéas de los Elementos) gracias a las
obras que circulaban entre los arabes y entre los griegos bizantinos. De las relaciones
con arabes y bizantinos surgié un novedoso interés por la biisqueda de trabajos grie-
gos originales; de sus versiones drabes (si no existian versiones griegas disponibles)
y de textos escritos por propios arabes. En la medida en que se obtuvieron copias
de aquellas obras, los europeos se propusieron traducirlas al latin de forma gradual
pero sostenida y de manera creciente. Se acepta que en general las traducciones del
griego al latin realizadas en los siglos XII-XIII no fueron buenas, quiza porque el
griego no se conocia muy bien, pero al mismo tiempo se acepta que eran mejores
que las traducciones de las obras griegas que habian pasado a través del arabe, por
su poca similitud con el griego y con el latin. De cualquier manera, de estas prime-
ras traducciones en la Europa latina se pudieron conocer los trabajos de Euclides
y de Ptolomeo, la Aritmética y el Algebra de Al-Juarismi, la Esférica de Teodosio,
algunos trabajos de Aristoteles, de Heron, de Arquimedes y después el siglo XIII
también fueron traducidos algunos trabajos de Apolonio y de Diofanto. De hecho,
hasta bien entrado el siglo XviI hubo una produccién ininterrumpida de nuevas y
mejores traducciones de obras matemadticas griegas (cf. [K1i92, cap. 10]).

Durante el siglo XV se produjo un segundo periodo de absorciéon de la matema-
tica griega y arabe, mas intenso que el primero de los tres siglos anteriores y en el
cual llegaron a Europa obras griegas en enormes cantidades desde el Imperio Bizan-
tino donde se encontraba la mayor colecciéon de documentos griegos. Este segundo
periodo de absorcion fue promovido por las fuertes y estrechas relaciones con Roma
y por la amenaza que representaba el poder creciente de los turcos y la decadencia
del poderio arabe, ademas del renovado interés que mostraron los europeos por las
matematicas. Cuando los turcos conquistaron Constantinopla (1453), muchos estu-
diosos griegos marcharon principalmente a Italia llevando méas manuscritos griegos
con ellos, muchos de los cuales eran bastante mejores que los adquiridos previamente
en los siglos X11—XI11I. Las traducciones ulteriores de estos nuevos manuscritos reali-
zadas directamente del griego al latin eran mas fiables que las realizadas del arabe

al latin y mejores que las traducciones de los siglos pasados. Mas aun, la difusion
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de estas nuevas traducciones se vio fuertemente ampliada debido al uso del papel en
lugar del pergamino (desde s. XI1), a la invencién de la imprenta (1450), a las publi-
caciones en lenguas vernaculas y a la fundacién creciente de bibliotecas publicas en
varias ciudades europeas importantes. De manera que se publicaron las primeras edi-
ciones impresas de algunos trabajos de los matematicos griegos mas sobresalientes,
por ejemplo: la primera ediciéon impresa de los Elementos se publico en 1482, Esfera
y cilindro de Arquimedes en 1558, las Cdnicas de Apolonio en 1566, la Aritmética
de Diofanto en 1575, la Coleccion de Pappus en 1588, &c. (cf. [Kl1i92, cap. 11]).

A pesar de las cada vez mejores traducciones de obras griegas, los desarrollos que
experimenté la geometria durante el Renacimiento (s. Xv—XVI), aparte de la pers-
pectiva, no fueron muy impresionantes ni sobresalientes y hasta la publicacion de la
Ars magna (1545) de G. Cardano no hubo desarrollos trascendentes ni en algebra ni
en aritmética, aunque se puede reconocer que la trigonometria plana y esférica junto
con la aritmética experimentaron cierto desarrollo con respecto a lo que habia llega-
do a Europa desde el mundo arabe. A pesar del poco desarrollo de las matematicas,
propiamente europeo, durante la segunda mitad de la Edad Media y durante el Re-
nacimiento, los matematicos europeos prepararon el terreno para el surgimiento de
investigaciones originales y novedosas en aquella Europa. Las nuevas investigaciones
en matematicas tendrian sus cimientos en trabajos enciclopédicos de compilacion
del conocimiento existente (v. gr. la Summa de arithmetica, geometria, proportione
et proporcionalita (1494) de Luca Pacioli) que se desprendian directamente de las
traducciones de trabajos tanto griegos como arabes, de manera que el Renacimiento
no fue tanto un renacimiento como una recuperacién-absorcién de la cultura ma-
tematica grecoarabe (cf. [K1i92, cap. 12]). Con todo, las nuevas investigaciones en
matematicas a lo largo de todo el siglo XVII, en el caso particular de la geometria,
se vieron fuertemente motivadas y promovidas principalmente por los trabajos de
recuperacion-restauracion de las obras resumidas en la Coleccion de Pappus, edita-
da y comentada por F. Commandino en 1588. Esto es asi puesto que los mejores
matematicos del siglo XVII participaron activamente en la recuperacion-restauracion

de las obras que componian el campo del andlisis, por ejemplo los siguientes:

La Seccion en una razon fue restaurada por W. Snel (1607), E. Halley (1706), W.
Diesterberg (1824), A. Richter (1836), G. Paucker (1837) y F. von Lihmann (1882).

La Seccion en un drea fue restaurada por W. Snel (1607), E. Halley (1706), W.
Diesterberg (1827), G. Paucker (1837) y F. von Lithmann (1882).

La Seccion determinada fue restaurada por W. Snel (1608), W. Lawson (1772), P.
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Giannini (1773), R. Simson (1776), W. Diesterberg (1822), M. Grabow (1828), A.
Richter (1828), G. Paucker (1837), J. Ley (1845) y F. von Lithmann (1882).

Los Contactos fueron restaurados por A. van Roomen (1596), F. Vieta (1600), W.
Lawson (1771), J. Camerer (1795), C. Haumann (1817) y G. Christmann (1821).

Los Porismas fueron restaurados por P. de Fermat (;16297), I. Newton (c. 1693),
R. Simson (1776), P. Breton de Champ (1855) y M. Chasles (1860)."

Las Neusis fueron restauradas por M. Ghetaldi (1607 y 1613), A. Anderson (1612),
S. Horsley (1770), R. Burrow (1779) y W. Diesterberg (1823).

Los Lugares planos fueron restaurados por P. de Fermat (1629),> F. van Shooten
(1657), R. Simson (1749) y J. Camerer (1796).

Las Cdnicas fueron restauradas por F. Maurolico (1654), V. Viviani (1659), E. Halley
(1710) y ;R. Descartes (1637)?.

Esta lista de restauraciones (que no pretende ser completa) justifica mi afirma-
cion arriba de que las investigaciones matematicas europeas del siglo XVII estuvieron
guiadas por la recuperacion-restauracion de obras griegas de las que nadie habia te-
nido noticia hasta la publicacién de la Coleccion de Pappus (y estos intentos de
recuperacion-restauracion, cada vez mas completos, se extendieron hasta la segunda
mitad del siglo x1X). Con respecto a los problemas de neusis, lo que se sabe en la
Europa latina ya en las postrimerias del siglo XvI es lo que nos dice Pappus so-
bre los dos libros de Apolonio, sobre la trisecciéon angular y sobre las concoides de
Nicomedes en Colecc. IV y VIIL.

§2.2 Francisco Vieta y Marino Ghetaldi

La absorcion de la matematica grecoarabe, llevada a cabo en mayor cantidad y
profundidad durante el Renacimiento, alcanzé su madurez en la ultima parte del
siglo XVI1. Esto queda claramente manifestado por el dominio y coordinacién siste-
matica de los principales resultados del algebra arabe y de la geometria griega. De

entre los primeros en dar muestras de esta coordinacion se encuentran R. Bombe-

!Fermat y Newton no produjeron restauraciones como tal sino que trabajaron sobre diversos
porismas y de Champ hace una serie de nuevas observaciones al respecto. También merecen mencién
los trabajos de Newton sobre la triple seccién y sobre las Cdnicas.

2Circulé su manuscrito Methodus ad disquirendam mazimam et minimam et de tangentibus
linearum curvarum(1636) basado en resultados de 1629. Fue publicado de manera péstuma como
Ad locos planos et solidos isagoge(1679)
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1li en su Algebra (1572) y P. Bonasoni en su Algebra geométrica (1587). Pero es F.
Vieta quien aplica sistematicamente el dlgebra en la resolucién de problemas geomé-
tricos contrastando su logistica numerosa (aritmética) contra su logistica especiosa
(algebra) y distinguiendo més o menos claramente entre constantes, pardmetros y
variables como ensena en De aequationum recognitione et emendatione tractatus duo
(1615). Concretamente, Vieta asigna una ecuacién algebraica a cierto problema geo-
métrico, como se puede ver por ejemplo en su Ad logisticam speciosam notae priores
(1631) y en su Zeteticorum libri quinque (1591) (cf. [Boy56, cap. 3]).

En suma, Vieta representa la supervivencia de la clasica geometrizacion griega
del algebra, pues su obra se trata de un algebra geométrica en el sentido de que
las ecuaciones algebraicas se resuelven por medios geométricos, pues su arte ana-
litico consiste de tres partes: (1) zetética o determinacién de las propiedades de
los objetos requeridas de los objetos dados (plantear una ecuacién); (2) poristi-
ca o verificacién (determinar condiciones de solucién y resolver la ecuacion); y (3)
exegética o demostracion de la proposicion (construccion de las soluciones de la
ecuacion). Por ejemplo, en su Effectionum geometricarum canonica recensio (1593)
muestra que las raices de una ecuacion cuadratica se pueden encontrar insertando
una media proporcional; en su Supplementum geometriae (1593) muestra que las
raices de una ecuacion cubica o bicuadratica se pueden encontrar trisecando angu-
los o insertando dos medias proporcionales continuas (o duplicando cubos); en Ad
angularium sectionum analyticen theoremata (1615) muestra que las raices de una
ecuacion de grado n se pueden encontrar seccionando un angulo en n partes iguales
o insertando n — 1 medias proporcionales continuas, &c. Asi, queda justificado que

una configuracién geométrica concreta es representada por una ecuacion algebraica.

En contraste con el sentido que Platon y Pappus dan al concepto de analisis
como una via para descubrir la verdad y al de sintesis como una via para exponerla,
Vieta llama nuevo andlisis a su algebra geométrica y este nombre queda justificado
porque su zetética (es decir, el abordaje algebraico de un problema geométrico),
procede de manera indirecta suponiendo que ya se tiene lo que se quiere construir
y operando con las cantidades desconocidas como si fueran conocidas amalgamadas
en una ecuacion algebraica. Por tanto, el algebra parece ser la herramienta adecuada
para recorrer el camino analitico en geometria y lo que es maés, el arte analitico de

Vieta es tanto una via para investigar lo que se busca como una via para exponerlo.?

3Aunque la mezcla de geometria y &lgebra podria sugerirle a un lector contemporaneo una
geometria analitica, C. Boyer se esfuerza en mostrar en su [Boy56, caps. 3-4] que en todas las
obras sobre algebra geométrica tanto de Vieta, de Cataldi, de Benedetti, de Ghetaldi como de
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A pesar de que muchos de los trabajos de Vieta no se publicaron y los que
fueron publicados circularon muy poco, su discipulo M. Ghetaldi fue heredero del
nuevo analisis de Vieta y él mismo desarroll6 su algebra geométrica. Ghetaldi hizo
de la zetética de Vieta un instrumento sistemético para la resoluciéon de proble-
mas geométricos, y reciprocamente, dio pruebas geométricas de algunas identidades
algebraicas. Construyd geométricamente las raices de determinadas ecuaciones al-
gebraicas en su obra péstuma De resolutione et compositione mathematica (1630),
misma que es reconocida como el primer libro de texto sobre algebra geométrica.
Esta obra de algebra geométrica tiene ademaés un interés particular en el tema que
nos ocupa, pues en ella Guetaldi resuelve los cuatro problemas generales de neusis
que presentamos en la seccion §1.7 al modo del algebra geométrica, que ya habia
resuelto geométricamente en su reconstrucciéon de 1607 y 1613. Para ilustrar este
punto, tomo el siguiente ejemplo del capitulo 4 del libro V de su Compositione mat-
hematica [Ghe30], en el cual Ghetaldi se ocupa de los problemas que no caen en
el dominio del dlgebra, es decir, de los problemas que no tienen una ecuacion alge-
braica asociada (sin considerar a las funciones trigonométricas). El ejemplo consiste
en hacer una neusis entre dos rectas secantes que son lados de un rombo o a un

paralelogramo general.

Ejemplo 2.1. Dado un paralelogramo en posicién con uno de sus lados prolongado,
ajustarle una recta dada en el angulo externo que forma el lado prolongado, haciendo

una neusis en el angulo opuesto.

Si paral.[ABCD] es el paralelo-

gramo dado con el lado AC' prolon-

gado hasta un punto F, se trata de
colocar una recta F'E en el angu-
lo éng.[DCE] que corta al lado C'D

en el punto F'; haciendo una neusis

en el vértice B del angulo opuesto
ang.[ABD] (Fig. 2.1). Supongamos
que ya tenemos la recta FF' y sean
a:= AC,b:= AB, k := FFE, a := ang.[CDB] y © := CE. Como los triangulos

Fig. 2.1: Neusis entre dos rectas (lados de un parale-
logramo).

Girard, de Harriot y de Oughtred, no se encuentra ninguna anticipacién de la geometria analitica,
pues falta en todas ellas el elemento esencial que resume muy bien Fermat en su Ad locos planos
et solidos isagoge: “Siempre que en una ecuacion final se encuentran dos cantidades desconocidas,
tenemos un lugar (geométrico), y el extremo de una de estas describe una linea recta o curva”.
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tri.[FFBD), tri.[FEC] y tri.[CFE], tri.[ABE] son semejantes por el teorema AA,

FB="" y Fp—cp-cr—p- " _ D

x r4+a x+a

Pero en el tridangulo tri.[FF'BD] el teorema del coseno dice que

FB*=BD?>+ FD?*—2BD-FD-cosa,

es decir <ak>2 ) ( ab >2 ab
— | =a"+ — 2a - - COS Q.
X x4+ a T+ a

Multiplicando la ecuacién por z%(z + a)? y simplificando obtenemos la ecuacién de

cuarto grado asociada a la configuracion geométrica del problema:
(z +a)*(z® — k*) = (2b cosa(x + a) — b*)2?, (2.1)

Si el paralelogramo paral.[ABCD] es un romboide, la ecuacién que representa al
problema es la ecuacién bicuadrada (2.1); si es un rombo, tenemos que a = AC =
AB = b; si es un rectangulo, tenemos que cosa = 0; y si es un cuadrado, tenemos
que a = AC = AB = by cosa = 0. Por ejemplo, si el paralelogramo paral.[ABC D]
es un rectdngulo y la recta dada es de magnitud k? = 4(a® + b?), entonces se tiene
que

a* 4 2az® — 3(a® + b*)2® — 8a(a® + b*)x — 4a*(a® + b?) = 0. (2.2)

Esta ecuacién es equivalente a la ecuacion (1.8) del problema de la triseccién
angular,? aunque Ghetaldi no resuelve de este modo el problema ya que se niega a
emplear funciones trigonométricas porque preferia practicar el andlisis y la sintesis al
modo de Pappus, segin nos explica Cantor en [Can92, pags. 251-254]. Ahora bien,
en el problema de colocar una recta dada entre dos rectas secantes, el nimero de
soluciones esta dado por el niimero de intersecciones entre un circulo y una hipérbola
(como en la Fig. 1.5) o bien por el nimero de intersecciones de una de las rectas
y una concoide (como en la Fig. 1.15). Dado que una rama de la hipérbola pasa
por el centro del circulo, hay necesariamente al menos dos soluciones y puede haber
hasta cuatro. Del mismo modo, la concoide es cortada al menos dos veces y puede

ser cortada hasta cuatro veces (Fig. 2.2).

4En realidad los coeficientes de (2.2) son permutaciones de las rafces de los coeficientes de (1.8),
como de hecho lo demuestra J.-L. Lagrange (1736-1813) al final de su famosa memoria Reflexiones
sobre la resolucion algebraica de las ecuaciones (1770-1771).
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(a) Dos soluciones.

(b) Tres soluciones.

(¢) Cuatro soluciones.

Fig. 2.2: E'F son las soluciones de una neusis entre dos rectas secantes
por medio de una concoide (izq.) y por intersecciones de cénicas (der.).
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Asi como Vieta tomé parte activa en el movimiento de reconstruccién-restauracion
de los trabajos perdidos de Apolonio en el siglo XVII (por ejemplo reconstruyendo los
Contactos en su Apollonius gallus (1600)), Ghetaldi siguiendo a su maestro también
en este punto se aplicé en la reconstruccion de las Neusis en su Apolonius rediviuus

(1607 y 1613), de la manera que vamos a estudiar en el siguiente par de lecciones.

§2.3 Apollonius rediuiuus, liber primus (1607)

Como indicamos arriba, en la seccion §2.1, la primera reconstruccion de las
Neusis de Apolonio fue realizada por M. Ghetaldi, en dos partes. La primera parte
fue publicada en 1607 [Ghe07] y en ella Ghetaldi reconstruye el primer libro de las
Neusis con sus nueve problemas (aunque en un orden distinto al que hemos propuesto
en §1.7, con base en los lemas de Pappus, concretamente en el orden Neus. 1.1, 1.2,
L5, 1.7, 1.6, 1.4, 1.3, 1.8, 1.9). La segunda parte fue publicada en 1613 [Ghel3] y en
ella Ghetaldi reconstruye el segundo libro de las Neusis en 48 casos o diagramas,
en contraste a los 45 problemas que contenia el tratado original. De manera global,

podemos hacer las siguientes observaciones sobre la reconstrucciéon de Ghetaldi:

1. La manera en la que procede Apolonio en sus llamados “trabajos menores” (los
que presenta Pappus como parte del campo del andlisis, pag. 30) es muy sistematica,
monoétona y repetitiva, pues aplica el mismo método de resolucion en todos los
casos donde es posible hacerlo. Ademaés, para resolver un problema siempre realiza
el andlisis y de este obtiene los diorismos (cuando los hay) para después realizar la
sintesis y dar asi la solucién completa del problema con todos sus casos. De esta
manera de proceder se comprende que su obra sobre las Neusis haya consistido
originalmente de 125 teoremas o diagramas (pero sélo cuatro problemas generales
divididos en 54 casos), segin nos dijo Pappus. En contraste con el método tan
exhaustivo practicado por Apolonio, Ghetaldi es mucho mas breve en sus soluciones,
pues expone solamente la sintesis y no presenta ni el andlisis ni los diorismos, aunque
su solucién de cada problema pretende ser completa en el sentido de cubrir todos

los casos posibles anadiendo las condiciones de solucion.

2. La reconstruccion del primer libro Neus. I contiene los nueve problemas que
contenia el primer libro de Apolonio, aunque en otro orden y aunque la solucién
del tercer problema no hace ningtn uso de los lemas de Pappus, pues se trata de
una solucion (ahora sabemos) completamente distinta de aquella dada por Apolonio.

En el segundo libro Neus. II, Apolonio muy seguramente utilizé el mismo método
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para resolver cada uno de los 45 problemas, excepto quizd en los casos triviales
cuando los semicirculos son tangentes; en contraste, Ghetaldi no siempre usa el
mismo método y obtiene 48 problemas. En la solucién de cada problema, Ghetaldi
incorpora los diorismos minimos durante el desarrollo de la demostracién pero no
es claro para el lector cémo se han obtenido dichas condiciones de solucién (a la
manera de los Elementos). Hay que decir que Ghetaldi tampoco intenta recuperar
el método de Apolonio ni el orden de los problemas, sino los resultados geométricos
mismos, asi como tampoco es claro de qué manera practica el analisis geométrico de
los antiguos gedmetras y siempre que el problema tiene més de una soluciéon no dice
coOmo construirla, asi como tampoco habla de las soluciones minimas ni méaximas.

3. Ghetaldi usa los lemas auxiliares de Pappus solamente como una sugerencia
para su reconstruccion pero no intenta dar el posible orden original de los 125 dia-
gramas que Apolonio compuso en sus dos libros de Neusis ni intenta tampoco dar la
soluciéon que Apolonio pudo haber dado (si esto fuera posible, solamente los lemas
de Pappus no son suficientes para hacerlo). Los lemas de Pappus son usados para
dar orden a los problemas del primer libro y quiza para sugerir una solucién, aunque
no esta claro si esto efectivamente fue asi porque Ghetaldi no se refiere en ningtin
momento a los lemas de Pappus (ni a ninguna obra de Pappus). No es ficil tampoco
determinar la manera en la que Ghetaldi usa los lemas para el segundo libro, pues
son muy utiles para establecer el orden de los primeros problemas pero no son ttiles
para por lo menos imaginar la soluciéon de Apolonio u otra solucién cualquiera, de
manera que Ghetaldi arregla los problemas del segundo libro en un orden que no
sigue en nada los Esquemas que propusimos en la primera parte de este trabajo, ya
que propone tres “esquemas” en su solucion.

A pesar de las diferencias que hemos senalado entre la reconstruccién de Ghetaldi
y lo que se sabia de Apolonio hacia inicios del siglo XVII (que no era mucho més de
lo que se contiene en la Coleccion de Pappus), el trabajo general de reconstruccion-
restauracion llevado a cabo por Ghetaldi tiene ciertas virtudes matemaéticas y his-
toricas, pues como hemos senalado, la intencion de Ghetaldi no es la de dar una
reconstruccién fiel de la obra de Apolonio, en el sentido mas estricto de la palabra,
sino la de recuperar la “geometria de inclinacion” de los antiguos reconstruyendo
sus resultados principales. Concretamente, sobre la reconstruccién del primer libro

de las Neusis, Ghetaldi procede de la manera que estudiamos a continuacion.

2.3.1 Sobre el primer problema. Se trata de ajustar una cuerda igual a una

recta dada, en un circulo dado en posicion, haciendo una neusis en un punto dado
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que no cae en la circunferencia del circulo.

Ghetaldi resuelve este problema en dos casos, cf. [Ghe07, pdgs. 1-4]. El primer
caso corresponde a Neus. 1.1 (el punto dado esta afuera de la circunferencia) y el
segundo caso corresponde a Neus. 1.2 (el punto dado estd adentro de la circunfe-
rencia). En la solucién, Ghetaldi aprovecha la invarianza de la potencia del punto
dado con respecto al circulo dado y considera los diorismos necesarios de cada caso
para que el problema tenga solucién: para el primer caso, que la recta dada no sea
mayor que un diametro del circulo dado y para el segundo caso que la recta dada
no sea mayor que un diametro del circulo dado y que no sea menor que la cuerda
perpendicular al didmetro por el punto dado. Aunque Ghetaldi no da el niimero de
soluciones en cada configuracién, es evidente a partir de la construccién que hay dos

soluciones. La solucién del primer caso es como sigue (Fig. 2.3): sean cir.[BC'D] el

circulo dado y O su centro, A
un punto dado fuera de la cir-
cunferencia de cir.[BCD]| y sea
K una recta dada en magnitud
menor o igual que el didmetro de
cir.[BCD]. (1) Si K es igual que
el didmetro de cir.[BC D], enton-

ces el problema queda resuelto

después de trazar el diametro de

cir.[BCD] que prolongado pasa

por Ay esta es la tinica solucién.

« (11) Si K es menor que el didme-

Fig. 2.3: Solucién del Problema I, caso 1 (Neus. 1.1). tro de cir.[BC’D], entonces traza-
mos una tangente AD que toca
a cir.[BCD] en D y trazamos el radio OD, por lo que dng.[ADO] = R. Sobre el
radio DO colocamos la recta DE = %K y trazamos la transversal AFE. Trazamos el
circulo cir.[E, EF] que corta a la transversal AF prolongada en F,G y que es a su
vez tangente a la recta AD en D porque dng.[ADE]| = dng.[ADO] = R. Trazamos
el circulo cir.[A, AF| que corta al circulo cir.[BCD] en B, B’ y trazamos la recta

ABC' que corta a cir.[BCD] en B,C. Como
BA - AC = AD* = PA - AG,

y como BA = FA, entonces AC' = AG.
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Restando iguales a iguales, concluimos que BC' = F'G = K. Q. E. F.

La solucién del segundo caso (Fig. 2.4) es esta: sean cir.[BC'D] el circulo dado

con centro en O, A un punto dado dentro de la circunferencia de cir.[BC'D] y sea

K una recta dada en magnitud no mayor que el didmetro de cir.[BC' D] y no menor

que la cuerda DH perpendicular al diametro GAI
en A (que trazamos). (1) Si K = GI, entonces el
problema queda resuelto y esta es la tnica solu-
cién. (11) Si K < GI, entonces trazamos por A la
perpendicular DAH 1 GAI. (11.1) Si DH = K,
el problema queda resuelto y esta es la tnica solu-
cién. (11.2) Si DH < K, ponemos entre las rectas
AG, AA unarecta DE = %K y hacemos FF = ED
con el punto F' sobre el didmetro GI. Trazamos el
circulo cir.[A4, AF] que corta a cir.[BCD] en B, B/,
trazamos la recta BAC' que corta a cir.[BCD] en
B,C' y colocamos sobre GI prolongada la recta
EL = FF = ED. Asi, tenemos que la recta F'L
es bisecada por E y seccionada en partes desigua-

les por A, por lo cual de Elem. I1.5 se sigue que

FA-AL+ EA? = EF?. Pero también EF? = ED? =

se tiene que

Fig. 2.4: Solucién del Problema I,
caso 2 (Neus. 1.2).

EA?+ DA? y en consecuencia

FA-AL+ BAZ = BA? + DA

Ademss se satisface que DA%? = DA - AH = BA - AC, de donde

PA- AL = BA - AC,

y como F'A = BA, entonces se tiene que AL = AC

Sumando iguales a iguales concluimos que BC = F'IL = K. Q. E. F.

En el primer caso (Neus. 1.1), la demostracién consiste en hacer ver que

AC = AG, aprovechando la potencia del punto A con respecto a las

circunferencias cir.[BCD|, cir.[FGD], y por lo tanto poder concluir que

BC = FG = K. De la construccién es evidente que la recta AB'C’ que

corta a cir.[BCD] en B',C" es una segunda solucién. También es claro

que la construcciéon funciona tanto en el caso A — F — G como en el
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caso A — G — F, o de manera equivalente, en lugar de trazar el circulo
cir.[A, AF], podemos trazar el circulo cir.[A, AG|. Es igualmente claro que
la construccién funciona para cualquiera de las dos tangentes desde A,

como se puede demostrar facilmente por un argumento de simetria.

En el segundo caso (Neus. 1.1), la demostracién consiste en hacer evi-
dente que AL = AC, lo cual se da por Elem. I1.5 en la recta FEAL, por
Elem. 1.45 en el tridngulo tri.[EDA] y por la potencia del punto A con
respecto a cir.[BC' D], y por tanto poder concluir que BC' = FL = K. De
la construccién es evidente que la recta B’AC" que corta a cir.[BCD] en
B’,C" es una segunda solucién. También es claro que esta construccién
funciona tanto en el caso A — F — F como en el caso F' — A — E, o equi-
valentemente, en lugar de trazar el circulo cir.[A, AF|, podemos trazar el

circulo cir.[A, AL] con centro A y radio AL.

Como vimos en la Parte 1, Pappus proporciona un lema para el primer
caso y tres lemas para los diorismos del segundo caso. En estos lemas

2 =42, donde

Pappus nos dice que es necesario resolver la ecuacion kx — x
k:= BC,z := AB,a®> = DA-AH, mientras que en el primer caso se tendria
que resolver la ecuacién kx + 22 = a2, donde k := BC,z := AB,a* =
FA-AG. Creemos que Ghetaldi emplea estos lemas para ordenar los dos
casos del primer problema, pero no es claro si los emplea de alguna forma
para obtener la soluciéon que propone aunque su solucién es coherente con

el andlisis que dimos en la seccion §1.7.

2.3.2 Sobre el segundo problema. Se trata de ajustar una recta igual a una
recta dada, entre un semicirculo dado en posicion y una recta perpendicular a su
base (prolongada) dada en posicion también, haciendo una neusis en un extremo de

la base del semicirculo.

Ghetaldi resuelve este problema general en cinco casos (cf. [Ghe07, pags. 4-17])
que corresponden a Neus. 1.5, .7, 1.6, .4 y 1.3, en este orden. Para dar la solucién
en cada caso, Ghetaldi aprovecha la semejanza de los triangulos rectangulos que
forman la base (prolongada) del semicirculo, la recta que ajustamos por neusis y
la perpendicular a la base. Ademés, propone los diorismos de cada caso (cuando
los hay) para que el problema tenga solucién. La solucién de los casos 1,3,4 y 5 es

esencialmente la misma y, de nuevo, el tnico lema que Pappus da para (Neus. 1.6)
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dificilmente puede emplearse para construir una solucién con base en él.

La construccién para la soluciéon de los casos primero, tercero y cuarto (Neus.

1.5, 1.6, 1.4, respectivamente) la podemos formular de esta manera (Fig. 2.5): sean

semicir.[AEB] el semicirculo dado, C'D
la perpendicular a su base AB en C'y
K la recta dada (< C'B para Neus. 1.6 y
> BC para Neus. 1.5). [(1) Si K = BC,
el problema queda resuelto para Neus. 1.5
y L.6. (11) En cualquier otro caso,| sea F
el punto donde la perpendicular C'D cor-
ta a semicir.[AEB] [o donde la perpen-

dicular BF 1 AC corta al semicirculo

semicir.[AC], para Neus. 1.5] y trazamos
la recta BFG con FG = 1K [o la recta
CF@, para Neus. 1.5]. Trazamos el circu-
lo cir.|G,GF] y la recta AG que (pro-

longada) lo corta en I, H, por lo cual

Fig. 2.5: Solucién del Problema II, casos 1, 3-5
(Neus. 1.5-6 y 1.4-3).

IH = K (por ser un didmetro de cir.[['HI]). Trazamos la recta AF, que es tangen-
te a cir.[FHI] = cir.[G,GF] en F, pues ang.[AFB| = R = ang.[AFG] [en Neus.
L5 se tiene dng.[AFC| = R = ang.[AFG]]. Entre las rectas (prolongadas) AC, C'D
ponemos una recta AD = Al (lo cual es posible porque AC' < AI). Sea E el punto
donde la recta AD (prolongada) corta a semicir.[AE B] y trazamos la recta EB. [Para
Neus. 1.3 colocamos la recta F'G = BG sobre la perpendicular BD, pues los puntos
B, C| F coinciden, y es claro que AF es tangente a cir.[G, GF] porque AF L FD].
Entonces tenemos que [A - AH = AF? y como los tridngulos tri.[BF A], tri.[FC A]
son semejantes por el teorema AA, entonces también tenemos que AF? = AC - AB,

de donde se sigue que
IA-AH = AC - AB. (2.3)

Pero también los tridngulos tri.[AE B], tri.]AC'D] son semejantes por AA, es decir
AC-AB = AD - AE. (2.4)
De las dos relaciones (2.3)—(2.4) se sigue que

IA-AH = AC - AB = AD - AE,
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y del hecho que AD = Al, se sigue que AH =

AE.

Restando iguales a iguales concluimos que DE = IH = K. Q. E. F.

La solucién del segundo caso (Neus. 1.7) es diferente de la solucién de los otros

cuatro casos, aunque es de cierta manera parecida a la del caso Neus. 1.2, pues va

como sigue (Fig. 2.6): sean semicir.[AE B] el semicirculo dado, C'D la perpendicular

Dy

D K

Fig. 2.6: Solucién del Problema II, caso 2 (Neus.
L.7).

a su base BA prolongada y sea K
la recta dada tal que 2 AF < K,
donde AF? = BA - AC (es de-
cir, AF es la media proporcional de
BA, AC) y trazamos el semicirculo
semicir.[BF C] sobre la recta BC'. En-
tonces la semicuerda perpendicular a
BC por A es igual a la recta AF. En-
tre las rectas AF, AC' ponemos una
recta FG = %K (lo cual es posi-
ble porque 2 AF' > K). Sea una rec-
ta GH = GF con el punto G so-
bre la base BC (prolongada) y en-

tre las rectas CD,C'B ponemos una

recta AD = AH y la prolongamos hasta cortar a semicir.[AEB] en el punto E.

Trazamos la recta EB y colocamos una recta GI = GH, con el punto I sobre la

base BC' (prolongada) y del otro lado de H con respecto al punto A, por lo cual

IH = K. Asi tenemos que la recta [ H es bisecada por G y es seccionada en partes

desiguales por A, de manera que por Elem. I1.5 se sigue que

IA- AH + AG? = GH? = GF2.

Pero también se satisface que

GF? = AG* + AF? = AG* + BA - AC,

y en consecuencia

TA-AH + AG? = AG* + BA - AC. (2.5)

Ademas los tridngulos tri.[AE B], tri.[AC D] son semejantes por el teorema AA, i. e.

BA-AC = EA- AD. (2.6)
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Entonces, de (2.5)—(2.6) se sigue la relacién
TA-AH = EA- AD,

y como AD = AH, tenemos que Al = AE. Sumando iguales a iguales concluimos
que DE=HI =K.

Notemos que si AD < BA, entonces podemos colocar una recta AE = AD con
E’ sobre semicir.[AEB], la prolongamos hasta cortar a la perpendicular CD en D’
y trazamos la recta E'B. Asi tenemos que los tridngulos tri.[AEB], tri.]ACD] y los
tridngulos tri.[AE’B], tri.[AC'D'] son semejantes (por el teorema AA), es decir

AC _AFE AD" _ AB
AD _ AB 7 AC ~ AE"

Multiplicando ambas ecuaciones y dado que AE’ = AD, obtenemos

AC AD' AE AB
AD A€ T AR AR

y sumando iguales a iguales concluimos que D'E’ = DE. Por lo tanto la recta D'E’

es otra solucién del problema.

Notemos ademas que si AF < AB, entonces podemos colocar una recta AEq, =
AF, con Ej sobre semicir.[AF B], prolongarla hasta cortar a la recta perpendicular
CD en un punto D, y trazar la recta EyB. Entonces los tridngulos tri.[AFE,B],
tri.[AC'Dy] son semejantes (por el teorema AA), es decir AB - AC = AE, - AD,.

Pero por hipétesis se tiene AF? = BA - AC, y en consecuencia
AE? = AF? = BA- AC = AE, - AD;,

es decir AEy = ADy. Por lo tanto la recta DyFEy es bisecada por A.

Maés ain, Dy AFEj es la recta minima que puede colocarse entre C'D y semicir.[AE B|
por A, pues si DAE es otra recta tal, entonces los tridngulos tri.[AEB], tri.[ACD)|
y tri.[AEyB], tri.[AC Dy| son semejantes (por el teorema AA), es decir

AC AR ADy  AB
AD _ AB 7

AC  AEy
Multiplicando ambas ecuaciones obtenemos

AC ADy, AE AB

AD A€~ AB AE,
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Ademas, dado que AF = AEy = AD,, se sigue que si AE es maxima entonces AD

es minima y reciprocamente. De este hecho y por Elem. V.25, concluimos que
DE = DA -+ AE > DoA + AEO = DoEg,

Por lo tanto, la tinica recta minima entre C'D y semicir.[AE B] por el punto A queda
bisecada por A y es igual a 2 AF. Q. E. F.

La demostracion de los casos 1, 3,4 y 5 consiste basicamente en hacer ver
que AH = AFE usando la potencia del punto A con respecto a cir.[IFH|y
el hecho de que los tridngulos tri.[BF A], tri.[FFC'A] y tri.[AEB], tri.[AC D]
son semejantes, y por tanto poder concluir que DE = IH = K. Es-
tos cuatro casos tienen una tnica solucién. La demostracion del caso 2
consiste en mostrar que KA = [ A, aprovechando FElem. I1.5 en la recta
HGAI, Elem. 1.45 en el tridngulo tri.[GAF] y la semejanza de los tridn-
gulos tri.[AEB], tri.[ACD], para poder concluir que DE = HI = K.
Ahora bien, Pappus nos dice que Neus. [.5 y 1.7 tienen un diorismo
minimo y nos propone un lema para Neus. 1.6. De esta informacion pode-
mos concluir que el caso 1 corresponde a Neus. 1.5, el caso 2 corresponde
a Neus. 1.7, el caso 3 corresponde a Neus. 1.6 y (suponemos) que los casos
4 y 5 corresponden a Neus. 1.4 y Neus. 1.3, respectivamente. Es suficien-
temente claro que el caso 1 posee una solucion minima (que es igual a
BC') y que el caso 3 posee una solucién maxima (que es igual a C'B). No
es igualmente claro que el caso 2 posee una soluciéon minima y que puede
tener hasta dos soluciones, sin embargo Pappus no aporta lemas auxiliares
para el diorismo de este caso posiblemente porque Apolonio fue explici-
to en este punto. Por su parte, Ghetaldi proporciona una manera para
construir la segunda solucion D'E’ a partir de la primera solucién DE' y
muestra como construir la soluciéon minima DyFEy. En resumen, podemos

formular las condiciones de solucion o diorismos asi:

1. El problema tiene dos soluciones si BA > AC' y 2AF < K < BC,
pues (no es dificil demostrar que) en este caso siempre sucede que AD <
BAy AD = BA cuando K = BC.

2. El problema tiene una solucién si BA > AC y K = 2AF (la

solucién minima que es bisecada por A) osi K > BC (y K = BC cuando
BA = AC). También hay una solucién si BA < AC'y K > BC, siendo
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BC la solucién minima.

3. El problema no tiene solucién si K < 2 AF.

Una vez resuelto el problema general (en cinco casos), Ghetaldi propone el si-
guiente corolario: colocar una recta igual a una recta dada entre una seccion de
(semi)circulo dada y una recta dada que corta su base (prolongada), haciendo una
neusis en un extremo de la base de la seccion circular. La solucion es inmediata ya
que consiste en completar la secciéon hasta un semicirculo tal que su base (prolon-

gada) sea perpendicular a la recta dada.

2.3.3 Sobre el tercer problema. Se trata de ajustar una recta igual a una
recta dada, en el angulo externo (interno) de un rombo dado en posicion con un
lado prolongado (con dos lados adyacentes prolongados), haciendo una neusis sobre
el vértice del dngulo opuesto.

Los cuatro lemas que Pappus propone para el tercer problema general de neusis
permiten dar cuenta de que dicho problema consistia de dos casos, como lo senalamos
en §1.7. Guetaldi resuelve primero el caso de la bisectriz externa (Problema III o
Neus. 1.8) y en segundo lugar resuelve el caso de la bisectriz interna (Problema
IIIT o Neus. 1.9), cf. [Ghe07, pags. 17-22]. La solucién de Ghetaldi para el caso
de la bisectriz interna es la misma que da Al-°Ala y conservada por Al-Sijzi, con
la tinica diferencia de que un segmento LM es construido utilizando dos casos del
segundo problema general, mientras que Al-°Ala lo hace mediante una construccion
auxiliar (cf. pie de la pdg. 42). Aunque la solucién conservada por Al-Sijzi contiene
unicamente un fragmento del caso de la bisectriz interna, esta se puede adaptar
facilmente al caso de la bisectriz externa, como de hecho lo hace Ghetaldi. La solucion
y su adaptacién muestran que Ghetaldi tuvo acceso a una fuente arabe que me es
desconocida, ademéas de tener acceso a la traduccion latina de la version griega de
la Coleccion de Pappus editada por Commandino.

La soluciéon arabe esta compuesta al modo de la Complecion de las Conicas de Ibn
al-Haytham, que consiste basicamente en construir una configuracion semejante (en
nuestro caso, congruente) a la configuracion que se desea. Debido a que Ghetaldi
contaba con una fuente arabe, no quiso o no pudo utilizar los lemas que Pappus
propone para el tercer problema, pues en Colecc. VII, Prop. 70, Pappus da de hecho
la solucién de Apolonio y esto pasa desapercibido por Ghetaldi (y para ser justos,
pasa desapercibido por todo el mundo hasta que J. P. Hogendijk encuentra aquellos

fragmentos arabes que nos confirman cudl fue la soluciéon de Apolonio, publicados
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en 1986 en su [Hog86]). Esta fuente arabe desconocida de la que hace uso Ghetaldi
no puede ser la carta donde Al-Sijzi responde a Abu al-Jud con la solucion de Neus.
[.9 porque la misma carta contiene un fragmento de la propia solucion de Apolonio
citada explicitamente y nos parece que Ghetaldi habria preferido la solucion griega.

La solucion del tercer problema es la siguiente (Fig. 2.7): sea rom.[ABCD] el
rombo dado con el lado AC [y el lado C'D] prolongado(s) y sea IG la recta dada
[mayor o igual que la perpendicular EyFy al didmetro BC por B. (1) Si IG = EyFy,
el problema (de la bisectriz interna) queda resuelto. (11) Si IG > EyFy,] sobre IG
describimos el segmento circular seg.[I KG] [el segmento circular seg.[I HG]| que es
descrito por un dngulo igual a ang.[DCE] y lo completamos hasta la circunferencia
cir.[I[KGH] cuyo didmetro K H es perpendicular a la cuerda IG en el punto V.
Trazamos una recta desde K que corta a cir.[[KGH] otra vez en L y que corta a
la cuerda GI (prolongada) en M de tal manera que LM = BC (usando Neus. 1.4
para el caso de la bisectriz externa y usando Neus. 1.6 para el caso de la bisectriz
externa). Trazamos las rectas LG 'y CE = LG y unimos BE que (prolongada) corta
al lado C'D (prolongado) en el punto F'.

K
L
A C E %
M | v G
F
B D
H

Fig. 2.7: Solucién del Problema III (Neus. 1.8).

Entonces, en el caso de la bisectriz externa (Neus. 1.8) tenemos que

dng.[IHG| + dng-HEG] = 2R = dng.[ACD] + 4n |.

Ademas,
éng.[ACB] = ang.[BCD] = 3 4ng.[ACD],

y como arc.[/ K| = arc.[KG], entonces también se tiene que

éng.[[HK] = dng.[KHG| = § ang.[IHG],
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y en consecuencia ang.[BC'D| = édng.[I H K]. Ademas se satisface que
ang.[[HK] = dng.[K HG] = dng.|[K LG] = ang.[M LI],

es decir ang.[BCD] = ang.[M LI] y como ang.[DCE] = ang.[ILG], sumando igua-
les a iguales concluimos que dng.[BCE| = ang.[M LG]. Por tanto, los tridngulos
tri.[BC'E], tri.[M LG] son congruentes por el teorema LAL y en particular ang.[C' E B]
= ang.[LGM]. De aqui se sigue que los tridngulos tri.[FCE], tri.[/ LG] también son
congruentes por el teorema ALA y por lo tanto FFE = IG. Q. E. F.

Para la demostracién del caso de la bisectriz interna (Neus. 1.9) basta notar que
como ang.[DCA| = édng.[ILG| y arc.[[ K] = arc.|[KG] (Fig. 2.8), entonces

éng.[ILK] = ang.[KLG] = 5 éng.[ILG].
También se tiene que
éng.[DCB] = dng.[BCA] = 3 dng.[DC A,

y en consecuencia que ang.[K LG| = dng.[BC A], es decir dng.[M LG] = éang.[BCE].
Por tanto, los tridngulos tri.[BCE], tri.[]M LG| son congruentes (por el teorema
LAL) y en particular se tiene que ang.[C EB] = ang.[LGM], es decir dng.[CEF] =
ang.[LG1] y en consecuencia los tridngulos tri.[FC'E], tri.[/ LG] son congruentes tam-
bién (por el teorema ALA) y por lo tanto EF = IG.

<
<
9]

K
Fig. 2.8: Solucién del Problema IIIT (Neus. 1.9).
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Debemos aclarar en este punto que podemos colocar la recta LM = BC' por-
que BC' < VH. Més aun, podemos poner una recta CF' = LG sobre el la-
do CD prolongado y de manera analoga podemos demostrar que los triangulos
tri.[BCF'), tri.[M LG] y tri.[E'C'F'], tri.[I LG] son congruentes, es decir E'F' = IG.
Por lo tanto, en el caso de la bisectriz interna hay dos soluciones si IG > EyFj.

Notemos ademas que si FEgFy es la perpendicular de BC' por B, entonces el
tridngulo tri.[C'EyFp| es isésceles. Como ang.[CFyB| = ang.[C EyB] > ang.[EyEB],
entonces podemos restar a ang.[C'FyB] un éngulo igual a ang.[EyEB]. Sea J un
punto sobre la recta EF tal que ang.[EqF'B] = ang.[BFyJ] y como ang.[FBE,| =
ang.[J BFy] (porque son opuestos), se sigue que los tridngulos tri.[E B Ey|, tri.[Fo BJ]
son semejantes por el teorema AA, es decir EB-BJ = FyB - BE,. Pero BEy = BFy
y como B > BEyy FyB > BJ, entonces EB > BJ, es decir que EB es maxima
y BJ es minima. Por lo anterior y por Elem. V.25, tenemos que EJ > EyFj. Pero
tenemos también que £ —.J—F', en consecuencia EF' > FEJ, y por tanto EF > EyFy,
es decir que EyFp es la tnica recta minima entre los lados prolongados C'A,CD y
es bisecada por A. Q. E. F.

La demostracion en ambos casos consiste en notar que los tridngulos
tri.[FFC'E], tri.[ILG] son congruentes por el teorema ALA y por la con-
gruencia de los tridngulos tri.[BC'E], tri.[M LG|, para poder concluir que
FE = IG. Debido a que Pappus proporciona observaciones para el caso
en el que el rombo es un cuadrado, Ghetaldi agrega diagramas para estos
problemas particulares, pues en estos subcasos la recta IG es un didmetro
de la circunferencia cir.[IKGH].

Es claro que Neus. 1.8 no tiene ni minimo ni méaximo y todo lo que nos
ofrece Pappus es un par de lemas para el subcaso en el que el rombo es
un cuadrado. Para Neus. 1.9 Pappus nos ofrece otro par de lemas donde
demuestra el diorismo minimo, pues no es evidente que el problema tiene
una solucién minima ni es evidente tampoco que necesariamente posee dos
soluciones. Ghetaldi no demuestra el diorismo del Problema IIII (Neus.
1.9) ni proporciona las dos soluciones del problema, aunque aclara que
I1G > EyF} y si se da el caso que IG = EyFj, entonces la perpendicular
EyFy es la solucion del problema. El diorismo minimo de este caso se trata
del hecho que F'E es minima cuando queda bisecada por B, es decir, la
perpendicular EgFy 1. CB por B es la solucién minima. La demostra-

cion del diorismo que dimos arriba es precisamente la demostracion que
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proporciona Pappus en los lemas correspondientes a las Props. 73-74 y
podemos agregar que el hecho de que Pappus proporcione lemas para el
diorismo minimo indica que Apolonio no lo demuestra por completo o lo
hace de otra manera. Cabe aclarar también que la solucién arabe tampo-
co contiene la justificacién del diorismo ni contiene las dos soluciones del
problema (cf. [Hog86]).

Finalmente, Ghetaldi escribe sobre el cuarto problema general, al cual se refiere
como Problema V en [Ghe07, pag. 23], y del cual dice que consiste de muchos casos
resultantes tanto de la posicion de los semicirculos como de la magnitud de la recta
dada (45 casos en total segin Pappus). La solucién de este problema no la da en
esta obra suya, sino seis anos después en [Ghel3] y es la que vamos a analizar en la

siguiente seccién.

§2.4 Apollonius rediuiuus, liber secundus (1613)

La segunda parte de la reconstrucciéon de las Neusis fue publicada en 1613
(cf. [Ghel3]) y en ella Ghetaldi reconstruye el segundo libro, Neus. II, de una manera
bastante libre pues por ejemplo no sigue el orden de los esquemas que propusimos
en la seccion §1.7 con base en el orden de los lemas de Pappus. La totalidad de
esta segunda publicacion esta dedicada al cuarto problema general sobre una neusis
entre dos semicirculos. El mismo Ghetaldi nos cuenta en el prefacio de su [Ghel3]
que recuperd el interés por escribir sobre el cuarto problema general de las neu-
sis planas, a pesar de la gran dificultad que supone dicho problema, debido a un
ejemplar del Supplementum Apollonii rediuiui (1612) de A. Anderson que recibe
con motivo de visitas diplomaticas inglesas en la desaparecida Reptblica de Ragusa
(hoy Yugoslavia). Anderson resuelve el problema de forma algebraica (al modo del
algebra geométrica) y obtiene ecuaciones de tercer grado, sin embargo, con gran
dificultad por ejemplo para hallar los maximos y los minimos y para determinar
(i. e. construir) la solucién. En este trabajo, Anderson no hace ningin intento por
recuperar nada del primer libro de Apolonio pues considera que la restauracion de

Ghetaldi de 1607 es suficiente, de ahi el titulo y propdsito de su obra.

2.4.1 Sobre el cuarto problema. Se trata de poner una recta igual a una recta
dada, entre dos semicirculos dados en posicion con sus bases sobre la misma recta,

haciendo una neusis en un extremo de una de las bases de los semicirculos.
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Ghetaldi dedica la segunda parte de su Apollonius rediuiuus a resolver este pro-
blema, en sus miiltiples casos. Se distinguen claramente dos partes de esta obra: la
primera parte va desde el Lema I hasta el Lema XX (cf. [Ghel3, pags. 1-59]) y trata
la cuestion de los maximos y los minimos en diferentes configuraciones de los semi-
circulos, de donde recupera los tres diorismos minimos para Neus. I1.17, 19, 23. En
la segunda parte se trata la solucién del cuarto problema general en tres partes y la
demostracion se apoya en los lemas auxiliares XXI-XXIX (cf. [Ghel3, pags. 59-92]).
La estructura de la restauracion del segundo libro de las Neusis es la siguiente:

Lemas I-II: son dos lemas auxiliares para el resto del libro. De hecho, el Lema II
es el primer lema que Pappus propone sobre el cuarto problema, incluyendo el caso
en el que la secante se convierte en tangente (Colecc. VII, Props. 75-76) y el Lema
I es una variacion del teorema de Tales. Lemas III, VII-XII: son lemas aritméticos
auxiliares para los lemas sobre maximos y minimos, del mismo estilo que FElem.
V.25. Lemas IV-VI: son lemas geométricos auxiliares para los lemas sobre maximos
y minimos cuando los semicirculos son secantes (Lema IV), cuando el punto F' de la
neusis cae afuera de la base C'A del otro semicirculo (Lema V) y cuando cae sobre ella
(Lema VI). Estos lemas dan una caracterizacion de la recta de la neusis en términos
de la tangente F'LN (desde el punto de la neusis) o de la perpendicular F'N a la
base AC' del segundo semicirculo. Lemas XIII-XX: son lemas sobre los maximos
y los minimos cuando el punto F' de la neusis cae afuera de la base C'A (Lemas
XIITI-XVI) y cuando cae sobre la base C'A (Lemas XVII-XX) del otro semicirculo.

Como ejemplo de este grupo de lemas tomemos el siguiente par.

Lema XV. Dados semicir.[ABC], semicir.[DEF] dos semicirculos con sus bases
AC, DF sobre la misma recta, F'N tangente a semicir.[ABC] en N y secante a
semicir.[DEF| en Ly si desde el centro O de semicir.[ABC| hacemos OG = OD, FG :
FD = FN? : FI? y si ademas FI > max{FA,FN} o FI < min{FA, FN}, en-
tonces max{LN, DA} es la mayor de todas las rectas por F' que cortan a los arcos
arc.[NA], arc.[LD] y min{ LN, DA} es la menor. Las otras rectas por F estan tanto

mas cerca de la méxima cuanto mayor es su magnitud (Fig. 2.9).

Lema XVI. Con las mismas hipétesis del Lema XV, si en el arco arc.[[N A] tomamos
un punto M tal que FM = FI y prolongamos F'M hasta cortar a semicir.[DEF]
en M’ entonces max{LN, DA} es la mayor de todas las rectas por F' que cortan a
los arcos arc.[NA],arc.[LD] y MM’ es la menor. Las otras rectas por F' estan tanto

mas cerca de la minima cuanto menor es su magnitud por ambos lados (Fig. 2.10).
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L
B N E
L
A C F D A c F
B N 2 N
L
L
A C D F A D C F

Fig. 2.9: Cuatro configuraciones representativas para el Lema XV. No se
muestran los puntos O, G, I para mayor claridad del diagrama.

L

(a) Neus. I1.17 (b) Neus. I1.19

(¢) Neus. 11.23

Fig. 2.10: Dos diagramas representativos para el Lema XVI (a y ¢); y un
diagrama representativo para el Lema XX (b).
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Tanto en el Lema XVI como en el Lema XX, Ghetaldi analiza aquellos casos
que tienen un diorismo minimo, es decir Neus. I1.17, 19 y 23. El estudio de tales
configuraciones muestra las condiciones bajo las cuales el cuarto problema puede
tener dos, una o ninguna soluciéon y muestra como construir la soluciéon minima
MM'. Por lo tanto, queda claro que
1. Hay dos soluciones si la recta dada ZZ’ que se quiere colocar entre semicir.[ABC],
semicir.[DEF| es de magnitud tal que MM’ < ZZ' < min{LN, DA};

2. Hay una solucién si ZZ' = MM’ o si min{LN, DA} < ZZ' < max{LN, DA},
3. No hay solucion si ZZ" < min{LN, DA} osi ZZ' > max{LN, DA}.

En el resto de la obra, Ghetaldi formula el cuarto problema de neusis y da la solu-
cién en tres partes. La solucién va de esta manera: sean semicir.[ABC/, semicir.[DEF]
los dos semicirculos dados en posicion con sus bases AC, DF sobre la misma recta
y sea ZZ' la recta dada tal que min{LN, DA} < ZZ' < max{LN,DA}. Si F cae
sobre la base AC' trazamos FN L AC tal que corta a semicir.]ABC] en N [para
el Esquema 2, donde F, L coinciden| y si F' cae fuera de la base AC trazamos F'N
tangente a semicir.[ABC| en N [para el Esquema 3] y la prolongamos hasta cortar
a semicir.[DEF] en L. (1) Si ZZ' = min{LN, DA} o si ZZ' = max{LN, DA}, el
problema queda resuelto. (11) Si min{LN, DA} < ZZ' < max{LN, DA}, entonces
desde el centro O de semicir.[ABC| colocamos una recta OG = OD y sean T el
punto medio de ZZ' y FI, ZU dos rectas tales que

FG  FN? FG TZ
FD_Fr2 Y  FD_ ZU’

(2.7)

con el punto I sobre la recta F'A o sobre la recta F'N (prolongadas).

En la primera parte de la solucién [Ghel3, pags. 51-73] se tratan casos del Es-
quema 2 (un semicirculo dentro del otro) cuando los semicirculos estan del mismo
lado con respecto a la recta de las bases con C'F < DA y cuando estan en lados
opuestos con respecto a la recta de las bases con C'F > DA. También se tratan
casos del Esquema 3 (los semicirculos son ajenos) cuando los semicirculos estan en
lados opuestos con respecto a la recta de las bases con CF < DAy con CF > DA.
En total Ghetaldi considera 16 diagramas para esta primera parte de la demostra-
cién (doce corresponden al Esquema 2 y cuatro corresponden al Esquema 3). Para
la primera parte de la demostracién se requiere ademas la siguiente construccion
auxiliar (Fig. 2.11): si F' esta afuera de la base AC hacemos TU = TZ — ZU o
TU = ZU —TZ y si F esta sobre la base AC hacemos TU = TZ + ZU. Trazamos
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el semicirculo semicir.[TbU] y le colocamos una cuerda 70 = FI (lo cual es posible
pues F'I < TU, por el Lema XXI). Trazamos el circulo cir.[U, Ub] que corta a TU
(prolongada) en P, y desde el punto F' trazamos una recta F'B = TP en el arco
arc.[NA|,donde TP = TU—-Ubobien TP = TU+Ub. Sea E el punto donde la recta
FB (prolongada) corta a semicir.[DEF] y sea K el punto donde EF (prolongada)
corta a semicir.[ABC] (completado). Por ultimo, trazamos las paralelas DS || GK,
donde S es el punto donde la recta DS corta a la recta BF (prolongada) y sea
RU = TU. Entonces tenemos que TP = QR, QT -TP = Tb* y por los Lemas V-VI
tenemos también que BF - F'S = FI?. Como FI = Tby FB = TP, se satisface que

QT - TP =T =FI*=BF-FS=TF-FS. (2.8)

Fig. 2.11: Diagramas para dos casos representativos y su construcciéon
auxiliar para la primera parte de la solucién del Problema IV.

Como QT = RP, entonces de (2.8) se sigue que F'S = RP. Pero de la igualdad
BF = TP se sigue que BS = BF + FS =TP + PR = TR. Ademés, por (2.7) y

por los Lemas V-VII tenemos las relaciones

FG _ 12 FG _ BE
FD ZU FD ES’

BE TZ

s~ zo Y

es decir,
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Como tenemos ademas que

S—-F-B<+—T-7-U o EF-B-S+—7Z-U-T o B-S—-FE+—U-T-Z,
(2.10)

entonces componiendo razones de acuerdo a (2.10), de la ecuacién (2.9) se sigue

BE TZ 2TZ ZZ
BS TU 2TU TR’

Por lo tanto concluimos que BE = ZZ'. Q. E. F.

Hay cierta ambigiiedad aparente cuando se tiene que elegir entre TP = TU — Ub
y TP =TU + Ub. Ghetaldi aclara mediante las siguientes cuatro reglas, en cuéles
casos se debe elegir TP =TU — Ub y en cuales casos se debe elegir TP =TU + Ub
(cf. [Ghe07, pags. 56-57]) y en los Lemas XXII-XXV justifica a cada una de estas
reglas, es decir, demuestra que efectivamente la recta TP = F'B se puede colocar
desde el punto F' hasta el arco arc.[VA], porque FN < TP < FAoFA<TP < FN

segun el caso.
Regla 1. Si F'I > méax{FA, FN}, hacemos TP =TU — Ub.
Regla II. Si FI < min{F A, FN}, hacemos TP = TU + Ub.

Regla III. Si min{ FA, FN} < FI < médx{F A, FN}, debemos hacer TP =TU —
Ubo TP =TU+ Ub de tal modo que min{LN, DA} < ZZ' < max{LN, DA}.

Regla IV. Si min{FA, FN} < FI < max{FA, FN} y min{LN, DA} < ZZ' <
max{LN, DA}, hacemos TP =TU — Ub si FA < FN y hacemos TP =TU + Ub
si FA> FN.

En la segunda parte de la demostracién (cf. [Ghel3, pags. 74-91]) se tratan casos
del Esquema 2 cuando los semicirculos estan del mismo lado con respecto a la recta
de las bases con DA < C'F' y cuando estan en lados opuestos con respecto a la recta
de las bases con CF < DA. También se tratan casos del Esquema 3 cuando los se-
micirculos estan del mismo lado con respecto a la recta de las bases con DA < C'F
y con C'F < DA. Ademas se tratan casos del Esquema 4 (los semicirculos son secan-
tes) cuando los semicirculos estan del mismo lado y cuando estan en lados opuestos
con respecto a la recta de las bases. Mas atin, se tratan también los subcasos corres-
pondientes cuando los puntos A, D coinciden y cuando los puntos C, D coinciden, es

decir cuando los semicirculos son tangentes (casos del Esquema 1). En total Ghetaldi
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considera 30 diagramas para la segunda parte de la demostracion (seis corresponden
al Esquema 2, dos corresponden al Esquema 3, catorce corresponden al Esquema 4
y ocho corresponden al Esquema 1). La construccién auxiliar para la segunda parte
de la demostracion es la siguiente (Fig. 2.12): trazamos la perpendicular TV | TU
con TV = FI, trazamos la recta UV y el circulo cir.[U,UT] con centro U y radio
UT que se cortan en P, (con UV prolongada), donde tenemos que elegir entre
TU =TZ — ZU y TU = ZU — TZ si el punto F esta afuera de la base AC y
tomamos TU = TZ + ZU si el punto F esta sobre la base AC. Desde el punto F
trazamos una recta F'B = V P en el arco arc.[NAJ, donde VP = VU — UP o bien
VP = VU + UP. Sean E, K los puntos donde la recta F'B (prolongada) corta a
semicir.[DEF, semicir.[ABC] (completado), trazamos las paralelas DS || GK y sea
S el punto donde la recta DS corta a la recta BF (prolongada). Con esta construc-

cién auxiliar podemos concluir que EB = Z7'. Q. E. F.

Fig. 2.12: Diagramas de dos casos representativos y su construccién au-
xiliar para la segunda parte de la solucién del Problema IV.

La demostracion de esta segunda parte es del todo similar a la demostracion
de la primera parte, pues consiste en notar que de la potencia del punto V' con

respecto a cir.[U, UT] y del hecho que BF - F'S = FI? (Lemas V-VI), obtenemos

BS = PQ. Ademas, otra vez por los Lemas V-VI, se satisface la relacion % = g—g

. ! .
en consecuencia tenemos que g—fx = % = %, es decir que EB = ZZ'. De nuevo, la

ambigiiedad en elegir entre VP = VU —-UP y VP = VU+UP se disuelve por medio
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de otras cuatro reglas anédlogas a las de la primera parte (cf. [Ghe07, pags. 75-76]) y
que se justifican en los Lemas XXVI-XXIX, es decir que en dichos lemas, Ghetaldi
demuestra que la recta VP = F'B se puede colocar desde el punto F' hasta el arco
arc.[NA] porque FN < VP < FAo FA<VP < FA, segun sea la configuracion.

Finalmente, en la tercera parte de la solucion (cf. [Ghel3, pag. 92]) se abordan los
subcasos correspondientes a las configuraciones de la primera parte de la demostra-
cién cuando los puntos F, C' coinciden, es decir cuando los semicirculos son tangentes
en el punto de la neusis (y corresponden a dos casos del Esquema 1). En estos casos

no se necesita una construccion auxiliar para hacer la neusis porque la solucién es

muy sencilla: si consideramos una recta XX’ tal que 42 = y en semicir.[DEF]

XX’
colocamos una recta EF = X X', que prolongada corta a semicir.[ABC| en B, y si

unimos BA, ED, entonces el teorema de Tales nos dice que

AD BE deci BE 77

— == ir — = :

DF _ EF O BE T xxt
Por lo tanto, BE = ZZ' (Fig. 2.13). E. F.
m Z 3 D

E
7 7
V4 Z
X X X X

Fig. 2.13: Diagramas para la tercera parte del Problema IV.

Es claro que la demostracion dada en la primera parte no es aplicable a los casos
tangentes porque el punto F' no cae fuera de la base AC ni cae sobre la base AC:
cae en un extremo de la base AC. Debido a este hecho, la perpendicular/tangente

FN queda indefinida y la relacién (2.10) pierde su sentido.

En la reconstrucciéon del primer libro, Ghetaldi recupera los nueve problemas que
contenia Neus. I. Aunque es casi seguro que la soluciéon de Ghetaldi no es la solucion
que pudo haber dado Apolonio, se puede percibir de manera muy clara que su

solucién se adapta méas o menos bien al anélisis de cada problema que propusimos
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en la seccion §1.7 de la primera parte de este trabajo, sin contar los dos casos
del problema del rombo. En la reconstruccion del segundo libro, Neus. I, Ghetaldi
recupera 48 casos (10 para el Esquema 1, 18 para el Esquema 2, 6 para el Esquema
3 y 14 para el Esquema 4) pero no podemos concluir nada sobre si recupera o no
los 45 casos que contenia el tratado original y su analisis parece mas complejo que

el de Apolonio ya que diverge definitivamente del analisis que propusimos en §1.7.

Los problemas de neusis de Apolonio tenian un rol que Pappus les asign6 dentro
del campo del andlisis con relaciéon al resto de obras que lo componen, tal como esta
expuesto principalmente en Colecc. VII y en menor medida en Colecc. II-V. A esta
coleccién de resultados y todo lo relacionado con ellos, Ghetaldi la llama geometria
de la inclinacion y tales resultados fueron recuperados por Vieta (en relacién a las
ecuaciones algebraicas que los representan) y por Newton (en relacién a los lugares

geométricos que involucran) como veremos en el resto de este trabajo.

§2.5 Relacién entre los problemas de neusis, los problemas

sOlidos y las ecuaciones de tercero y cuarto grado

En la seccién §2.2 haciamos un balance muy breve y general acerca de la obra
de F. Vieta, pues también tiene una participacion importante en los problemas de
neusis ya que su obra Supplementum geometriae (1593) es esencialmente una obra
sobre esta clase de problemas y ahora vamos a revisarla con mas detalle. Por una
parte, Vieta demuestra en De aequationum recognitione [Vied6, cap. VI que una

ecuacion de cuarto grado completa, es decir una ecuaciéon de la forma
2t + b+ e’ +dr =e (2.11)
se puede transformar en una ecuacion sin término cubico de la forma
y4+c’y2+d'y: 6/,

si se hace el cambio de variable y = x + %. Mas aun, demuestra que una ecuacién de

cuarto grado sin término cubico de la forma

et +der=e
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se puede transformar en una ecuacién ctibica completa de la forma
w® + bw? + dw =d, (2.12)

si escribimos 2t +cx? = e —dx y si agregamos los términos necesarios para completar

2
en la parte izquierda el cuadrado <x2 +5+ %) y hacemos los cambios de variable
d

.-
tanto, demuestra que toda ecuacion algebraica de cuarto grado se puede transformar

xy = 22+ 5+ %2, es decir, hacemos y% 4 22y? 4 222y + by = ¢ con w = y%. Por lo

en una ecuacion algebraica de tercer grado. Ademas demuestra que una ecuaciéon de
tercer grado completa, es decir una ecuacién de la forma (2.12) se puede transformar

en una ecuacién cubica sin término cuadrado de la forma
v 4y =d, (2.13)

si se hace el cambio de variable y = = + g

Por otra parte, en su Supplementum geometriae, Vieta propone las siguientes

neusis como postulados adicionales a los postulados euclidianos:

Postulado V1. Se puede colocar una recta de magnitud dada entre dos rectas

secantes, haciendo una neusis en un punto dado.

Postulado V2. Se puede ajustar una recta de magnitud dada entre un circulo y

una recta secante, haciendo una neusis en un punto dado.

El primer postulado V1 se trata de una neusis entre dos rectas secantes y este
es el caso interesante, pues cuando las rectas son paralelas la neusis es un problema
plano muy facil de resolver, y en consecuencia no podriamos sacar nada nuevo de
una neusis plana entre dos rectas paralelas que nos sirva para poder resolver pro-
blemas no planos. El segundo postulado V2 se trata de una neusis entre una recta
y un circulo que se cortan, aunque no es necesario restringirlo a estos casos, pues
podemos considerar también que la recta y el circulo sean tangentes o bien que no
se corten. Estos nuevos postulados que propone Vieta son las generalizaciones del
segundo y del tercer problema, respectivamente, de las Neusis de Apolonio y Vieta
sabe que estos problemas-postulados se pueden resolver mediante alguna concoide
de Nicomedes, tal como lo mostramos en la seccién §1.3. Ahora bien, con estos
postulados adicionales, Vieta quiere mostrar que se pueden resolver todos los pro-
blemas so6lidos de la geometria euclidiana lo cual constituiria un suplemento para

la geometria plana que haria de la geometria un campo completo en el sentido de
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no existir problema sin solucién.’ Entre los resultados que demuestra Vieta en su

Supplementum geometriae (SG) podemos mencionar los siguientes tres (cf. [Vie46]):

SG, Prop. 5. Se pueden construir dos medias proporcionales continuas entre dos
rectas dadas. Esto lo hace con una construccion diferente de aquella dada por Ni-
comedes en el Ejemplo 1.4, aunque equivalente. Vieta demuestra ademés que este

problema geométrico es equivalente a resolver una ecuacion ciibica de la forma

7% = a®b, (2.14)

donde a, b satisfacen que ¢ = i = ¥, pues es una consecuencia inmediata de la
observacién de Hipdcrates (1.16).

SG, Prop. 9. Se puede seccionar un dngulo dado en tres partes iguales. Aqui Vieta
utiliza la misma construccion que se atribuye a Arquimedes en el Libro de lemas
(que explicamos en el Ejemplo 1.3) y muestra que este problema es equivalente a

resolver una ecuacion cubica de la forma
2 — 3a’r = a®b, (2.15)
si el 4ngulo dado es agudo (Prop. 16, Fig. 2.14(a)); y a una ecuacién de la forma
3a*r — 2% = a®b, (2.16)

si el dngulo dado es obtuso (Prop. 17, Fig. 2.14(b)). En ambos casos la ecuacién
algebraica corresponde a una configuracion geométrica que consiste de dos triangulos
isosceles que tienen sus lados iguales a iguales entre si y tales que cada uno de los
angulos de la base b de uno es el triple de cada uno de los angulos de la base x
del otro. Si los tridngulos son equilateros y de lados unitarios, es decir a = 1 = b,

entonces obtenemos las ecuaciones
? —3r =1 y 3r—a’ =1, (2.17)

que Vieta obtiene también en su Angularium sectionum (1615).

5Aqui la expresién geometria plana la uso para referirme a todos los resultados que se pueden
obtener con rectas y circulos bajo los postulados y los axiomas euclidianos, es decir, todas las
proposiciones que son planas. De manera aniloga, la expresion geometria sélida se refiere a todas
las proposiciones geométricas sélidas (que involucran rectas, circulos y cénicas).
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a 30 a

(a) 3a < R (b) 3aa > R

Fig. 2.14: Triseccién de un angulo dado 3a.

SG, Prop. 24. Se puede inscribir un heptagono reqular en un circulo dado. Este

problema equivale a resolver la ecuacién ctbica
2?4+ ar® — 2a°r = a®, (2.18)

donde z = BC es la base de un tridngulo isosceles
tri.[ABC] tal que a = AB = AC y dng.[BAC| =
2 4ng.[ABC] = 3 4ng.[ACB]. Notemos que si en
el angulo C' se traza una recta CD = CA = a,

entonces C'D es la bisectriz del 4ngulo dng.[AC B

(Prop. 21), de tal manera que cada uno de los an-
gulos de la base de tri.[ABC]| es el doble del dngulo
ang.]ACD] y cada uno de los angulos de la base

B X C

Fig. 2.15: Construccién equivalente
a la inscripcién de un heptagono re-

gular. de tri.[DAC] es el triple del dngulo ang.[AC D]
(Fig. 2.15). Si hacemos a = 1 y el cambio de va-

riable y = = + %, la ecuacién (2.18) se reduce a la ecuacion equivalente
y? — 21y =7, (2.19)

que es una ecuacién de la forma (2.15).

Vieta concluye entonces que todos los problemas geométricos que llevan a una
configuracion representada por una ecuacion de cuarto grado o de tercer grado —con
al menos dos raices reales— se pueden resolver construyendo dos medias proporciona-

les continuas y seccionando dngulos en tres partes iguales. En otras palabras, todos
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los problemas representados por ecuaciones algebraicas de tercero y cuarto grado son

problemas (sélidos) de neusis (entre dos rectas o entre una recta y un circulo).

El ultimo de los matematicos modernos (del siglo XVII) que realizé investigacio-
nes sobre los problemas de neusis fue I. Newton, quien es completamente heredero de
la tradicién geométrica griega a través de Pappus. También Newton prefiere, como
Pappus, utilizar lineas mecanicas simples de describir antes que curvas algebraicas
de grado pequeno, lo que lo coloca en una posicion que estd directamente en contra
de la posicion cartesiana, pues por ejemplo para construir una ecuaciéon cibica como
(2.13), Descartes emplea intersecciones de circulos y parabolas (cf. [Desb4, libro 3))
mientras que Newton prefiere usar la concoide de Nicémedes. Las investigaciones
de Newton sobre problemas de neusis se encuentran en sus Lecturas lucasianas de
dalgebra, desde la leccién 10 del ano 1682 titulada La construccion lineal de ecua-
ciones (cf. [New72, pags. 420-491]) hasta la leccién 10 del ano 1683. En estas once
lecciones, Newton muestra cémo construir ecuaciones ctibicas® mediante concoides
de Nicémedes, ya que para él la concoide es la curva mas simple (de describir) des-
pués de la recta y la circunferencia y en consecuencia es mas simple y preferible que
cualquiera de las conicas. La construccion de estas ecuaciones se puede realizar si

agregamos a los postulados euclidianos el siguiente postulado:

Postulado N. Se puede trazar una concoide con polo en un punto dado, con base

en una recta dada y con distancia igual a un intervalo dado.

Con este postulado adicional a los postulados euclidianos, Newton resuelve el
problema de construir la ecuacién ciibica x® + gz = r haciendo una neusis (me-
diante una concoide) entre dos rectas secantes de este manera: trazamos una recta
KA de longitud arbitraria igual a n y la prolongamos hasta un punto B tal que
KB = 1, en el mismo sentido de KA si se tiene +¢ y en sentido opuesto si se
tiene —g. Bisecamos el segmento BA en C' y trazamos el circulo cir.[K, KC] con
centro en K y radio KC'y le colocamos una cuerda C'X = - que prolongamos en
ambos sentidos. Unimos AX y la prolongamos en ambos sentidos también. Entre
las rectas C X, AX colocamos una recta EFY = C'A por medio de una concoide con
polo en K, base C'X o AX y distancia C'A. Entonces x = XY es una raiz de la

SEntre 1650 y 1750 la construccién de ecuaciones era un &rea de investigacién mateméatica
reconocida y los mejores matematicos trabajaron en ella. Construir una ecuaciéon polinomial de
la forma anz™ + an_12" ' + ... 4+ a1z + ag = 0 consiste en realizar una construccién geométrica
que involucra rectas tales que sus magnitudes son las raices de la ecuacion. H. J. M. Bos en su
articulo [Bos84] hace un balance general de los logros y las dificultades en tales problemas desde
su inicio hasta su término.
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ecuacion z3 + qr = r, y més atn, las raices que caen en el lado de C' con respecto al
punto X son positivas y las que caen del otro lado son negativas si tenemos +r y al

revés si tenemos —r (Fig. 2.16). La demostracién se basa en los siguientes tres lemas:

0 Xy ¢ox ) Xy  CY (1) XY KE-KB
KA KE’ KA KA+ KE'’ KA Xy

pues del lema (111) se sigue que XY? = KA(KE — KB) y del lema (1) que

XYy? CX
= KAKE - KB
KA KFE ( )
es decir
XY?=KA?> . CX -KA-KB-XY
o bien

a:?’:ﬁzr—%;ia:.

*

Por lo tanto podemos concluir que x® + gz = r. Q. E. F.

“

Fig. 2.16: Construcciones newtonianas de la ctibica 23 +¢x = r. Imagenes
tomadas de [NewT72, pags. 432 y 442].

Newton propone una construccién alternativa que consiste en hacer una neusis
entre un circulo y una recta secante que va de esta manera: trazamos una recta
KA de longitud arbitraria igual a n y la prolongamos hasta un punto B tal que
KB =1, en el mismo sentido de K A si se tiene —q y en sentido opuesto si se tiene
+¢. Bisecamos el segmento BA en C'y trazamos el circulo cir.[A, AC] con centro en
Ay radio AC. En el circulo cir.[A, AC] colocamos una cuerda CX = - y trazamos

el circulo cir.[KCX]. Unimos la recta AX y la prolongamos hasta cortar otra vez al
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circulo cir.[KCX] en un punto G. Entre la recta AK y la circunferencia cir.[ KCX]
colocamos una recta EY = AC por medio de una concoide con polo en GG, base AK
y distancia AC. Entonces z = C'E es una raiz de la ecuacién x® — gx = r. Més atin,
las raices que caen dentro de la seccién circular mayor seg.[K C'G| son positivas y las
que caen dentro de la seccion circular menor seg.[K F'C| son negativas si tenemos
—r y al revés si tenemos +r (Fig. 2.16). La demostracién de esta segunda solucién

se basa en los siguientes tres lemas:

CX CE CE+CX

0 BY CE
KY AK AY

CE  AK’

(1) 2HE-EY =CE-CX, (1)

donde CH L GY, con H sobre GE. En efecto, del lema (1) se sigue que

AK - CX
———— + BK =KY + BK = BY,
OE + + )
y del lema (111)
AK? .- CX
CEQZBY-AK:7C+BK-AK,
CE
es decir
CE® = AK - BK -CE + AK? . CX,
o bien
.'L’B =" g T+ L)
a A w”
Por lo tanto concluimos que x3 — gz = r (con esta configuracién).” Q. E. F.

Newton también muestra cémo construir la ecuacién cubica sin término lineal,
23 + pz? +r = 0 y la ecuacién ctibica completa 23 + pz? + gz + 7 = 0 (conside-
rando todas sus variaciones) utilizando tanto una concoide entre dos rectas secantes
(primer método) como una concoide entre un circulo y una recta secante (segun-
do método). Por ejemplo, si queremos construir la ecuacion cibica completa con
el segundo método, x® + pz? + qr = r, debemos hacer una neusis entre un circulo
y una recta secante mediante una concoide que tiene su polo dentro o fuera de la
circunferencia, segin sea el signo de los coeficientes p, g, r.

Una vez que sabemos construir cualquier ecuaciéon ctibica, Newton proporciona
como ejemplos algunas aplicaciones de esto problemas: hallar dos medias propor-

cionales entre dos rectas dadas a,b (equivalente a construir la ecuacién cibica pura

"Esté4 claro que si queremos la ctibica 23 + gz = r, entonces las rectas AK, BK deben estar en
lados opuestos respecto a K.
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x3 = a?b), trisecar un angulo dado (equivalente a construir una ecuacién ciibica sin
término cuadrético de la forma z3 — 3a*z + a?b = 0) y mds atin, muestra también
céomo construir la ecuacién ctbica completa 23 + px? — gz + r = 0 por medio de
una cisoide de Diocles® (cf. [NewT72, pags. 465-467]). En este sentido, el trabajo de
Newton extiende el trabajo de Vieta y va mas lejos ya que comprende que de esta
manera se puede recuperar la “geometria de inclinaciéon” de los antiguos y asi con-
cluye que toda ecuacion algebraica de grado tres se puede construir mediante una
concoide (es decir, mediante neusis entre dos rectas o entre una recta y un circulo).

Newton argumenta que la construccién lineal de ecuaciones cuibicas por medio
de una concoide de Nicémedes es mas simple y méas elegante que la construccion
sélida (mediante conicas) y por ello es preferible la construccion lineal sobre la
construccion solida. Para justificar estas afirmaciones, Newton construye la ecuacion
cibica completa 2% = pz? 4 gz +r mediante una elipse, postulando que siempre una
elipse esta descrita in plano y compara esta construccion con la que emplea una
concoide. A pesar de que el problema de construir la ecuaciéon ctibica completa se
puede resolver con cualquiera de las conicas, Newton considera una elipse porque
para ¢l la elipse es la méas simple de las conicas, le sigue la hipérbola en simplicidad y
por ultimo la parabola —de nuevo en este punto es anticartesiano, pues la parabola es
para Descartes la conica mas simple, incluso es mas simple que otras lineas como la
concoide o el circulo—. Algunas paginas mas adelante, Newton propone la siguiente

construccion de una ecuacion cubica completa mediante cualquier conica:

Supongamos que se quiere construir cualquier ecuacién cibica de la forma x® =

px? + gx + r, para cualesquiera magnitudes p, q,r, con ayuda de una coénica cual-
quiera descrita in plano. Para esto, desde un punto arbitrario B en una recta BC'E
(prolongada indefinidamente en ambos sentidos) trazamos las rectas BC, BE (del
mismo lado respecto a B si la conica es una elipse y en lados distintos si la cénica
es una hipérbola) tales que BC' : BE = lado recto principal : eje mayor(= 1 — €2,
donde e es la excentricidad de la cénica). Hacemos BC' = n y sea BA = 4 con A en
el mismo lado de C respecto a B si se tiene —q y en el lado opuesto si se tiene +q.
Trazamos Al I EC'y sobre Al trazamos AF =p, FG = AF y FI = -5 en el mis-

8La cisoide de dos lineas I,m con polo en un punto C es el lugar geométrico de los puntos P
tales que CP = LM, donde L, M son los punto donde un recta del haz en C corta a I,m (se
entiende que el punto P se toma sobre esta recta). Si [ es un circulo, m una recta tangente y C
el punto diametralmente opuesto al punto de tangencia, la cisoide de [, m se llama cisoide de
Diocles o simplemente cisoide; si [ es un circulo con centro en C' y m una linea arbitraria, la
cisoide de I, m es la concoide de m con polo en C y distancia igual al radio del circulo [. Por lo
tanto, una concoide es una cisoide.
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lado de I respecto a A si p y r tie-
nen el mismo signo y del otro lado

si tienen signos distintos. Hacemos

FH _ BC
FI ~— BE®

de I respecto a F' si tenemos una

con F'H del mismo lado

elipse y en el otro lado si tenemos
una hipérbola. Completamos la hi-
pérbola, completamos los rectangu-
los rec.[[ACK], rec.f HAEL] y su-
perponemos esta configuraciéon so-
bre la cénica dada de tal manera que
su eje mayor coincida con la recta
LH y su centro con el punto L. Tra-
zamos la recta GL que corta a la co-
nica en un punto g, trazamos la rec-
ta LK y sobre ella colocamos una
recta Lk tal que % = %. Traza-
mos la circunferencia cir.[k, kg] con
centro en k y radio kg y desde el
otro punto v donde corta a la coni-
ca dada, trazamos la perpendicular
~T 1 LH. En la recta T~ coloca-
mos la recta TY tal que % = %
y la prolongamos hasta cortar a la
recta AB (prolongada) en el punto

X. Entonces la recta %X Y es una

.

(b)

Fig. 2.17: Construccién newtoniana de la ctibica 23 =

pr?+qx+7r con (a) una elipse y con (b) una hipérbola.
Imégenes tomada de [New72, pag. 486-7].

de las raices de la ecuacion. Las raices positivas estan en el lado de la recta F'I

respecto a AB si tenemos +r y del otro lado si tenemos —r.

Si la conica descrita in plano es una parabola, tomamos el lado recto como 2 BC'

y trazamos la circunferencia cir.[K, KG] con centro K y radio K G. Superponemos

esta configuracion sobre la parabola de tal manera que los puntos A, G caen sobre

ella, la recta AC' es paralela a su eje, el punto F' cae sobre ella y su vértice esta en el

mismo lado de B respecto a F'. De este modo las perpendiculares bajadas desde las

intersecciones de la pardbola y la circunferencia cir.| K, KG] hasta BC'y sus mitades

son las raices de la ecuacion cubica que queremos construir.

Para cualquier cénica se satisfacen los siguientes cuatro lemas:



88 Parte 2. Problemas de neusis en la geometria de los modernos

(1) 2AC-AX — AX?=XY?—2 Al - XY +2 AG - FI,

FI FI
(1) 2 Ae- AX — AC? = — XY? -2 — An- XY +2 AG - F1I,
I I
Y  Ae
donde € es un punto sobre la recta AE tal que T = AR y 1 es un punto sobre la
r‘)/
F B
recta Al tal que F77I7 = F;;
(111) AX XY (V) 2 FI XY
XY —AG 2 BC’ Y AX—-2AB  2BC
Del lema (1v) se sigue que
XYy 2 FI B 4 BC-FI (2.20)
2 BC AX —-2AB 2BC-AX —4 BC - AB, ‘
y como 2 AF = AG, del lema (111) se sigue
2 BC-AX = XY? -2 AF - XY. (2.21)
De estas dos relaciones (2.20)—(2.21) se sigue la ecuacion
Xy 4 BC-FI
2 BC  XY?-2AF XY —4BC-AB’
es decir
XY?=2AF-XY?+4 BC-AB-XY +8 BC?-FI,
o bien
q r
gr° = Bpa® + 81 - v + 817 —.
P e %/Z
Por lo tanto tenemos que x® = px? + gz + r. Q. E. F.

De esta manera Newton concluye que todos los problemas representados por ecua-
ciones de tercer grado se pueden resolver con rectas, circulos y una conica, i. e. son
problemas sélidos pero también sabiamos que mediante neusis (o concoides) pode-
mos construir cualquier ecuacion cubica. Por lo tanto, todo problema geométrico que
involucra una configuracion relacionada con una ecuacion de grado tres o cuatro se
puede resolver mediante una neusis (o una concoide) o bien mediante una cénica

(que lo clasifica como problema sdlido).



Conclusiones

En este trabajo he estudiado los problemas que fueron (y son) llamados neusis
en los dos periodos historicos en los cuales se desarrollaron. En la primera parte
he estudiado las neusis en la geometria de los antiguos, desde la definicién con
la generalidad que se encuentra en Pappus, pasando por ejemplos de problemas
concretos y sus soluciones alternativas por medio de cénicas y concoides. Con estos
resultados en la mano y con los lemas de Pappus estudiamos todas las neusis planas
que se pueden plantear entre circulos y rectas (lo que era el tema de los dos libros
de las Neusis de Apolonio) desde el punto de vista del andlisis geométrico de los
antiguos. Al mismo tiempo hice ver que el andlisis geométrico de los antiguos puede
ser un método tan fructifero como lo fue de antano y desde mi punto de vista debe

practicarlo todo aquél que desee obtener alguna destreza en geometria.

En la segunda parte de este trabajo he estudiado las neusis en la matematica
moderna, concrétamente del siglo XVII, que estd caracterizado por los intentos de
reconstrucciéon de la geometria de los antiguos. Estudiamos cémo el analisis algebrai-
co fue la manera en la que los matematicos modernos pudieron codificar el analisis
geométrico de los antiguos y estudiamos detalladamente la reconstruccion de los dos
libros de las Neusis realizada por Ghetaldi y la comparamos con la que pudo haber
sido la obra de Apolonio (segin sabemos hoy por diversos fragmentos en arabe pu-
blicados por Hogendijk en [Hog86]) utilizando los lemas de Pappus como referencia
para realizar la comparacién. Ademas estudiamos el Suplemento de geometria de

Vieta y de él sacamos en claro que

(1) todos los problemas representados por una ecuacion polinomial de grado tres o

cuatro se pueden resolver por medio de una neusis solida.
Por otro lado, de las Lecciones lucasianas de dlgebra de Newton concluimos que

(2) toda ecuacion polinomial de grado tres se puede construir mediante una concoide

o bien mediante una conica.
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Del trabajo conjunto de Vieta y de Newton se sigue inmediatamente que

(3) todo problema solido se puede resolver mediante una neusis (entre dos rectas o

entre una recta y un circulo) o bien mediante una concoide.

Este resultado nos permite comprender el papel de las Neusis en la obra apoloniana
y su papel en el campo del analisis: las neusis son un método para resolver problemas
solidos sin tener que lidiar con coénicas explicitamente. También nos permite com-
prender cuales fueron las razones por las que las neusis tuvieron importancia capital
en la geometria de los antiguos antes de que contaran con una teoria de cénicas mas
o menos completa y las razones por las que se abandono el estudio de los problemas
de neusis después de que se tuviera la caracterizacion cartesiana de las conicas por

medio de la geometria analitica (cf. [Bos84]).
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