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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar una relacion que existe entre el en-
foque de las logicas modales y el enfoque topoldgico del computo distribuido.
Para lograr dicho objetivo primero estudiamos como las estructuras que se
usan en cada enfoque pueden representar la misma informacién y mostramos
una relacién entre las estructuras que se usan en cada enfoque: los modelos
de Kripke en el enfoque de las logicas modales y los complejos simpliciales
en el enfoque topoldgico del computo distribuido. Para formalizar dicha rela-
ciéon proponemos algoritmos para transformar conjuntos de simplejos de un
complejo simplicial a modelos de Kripke y viceversa. Dichos algoritmos se
presentan desde el enfoque de las 16gicas modales proposicionales. Nos con-
centramos en estructuras que representan ejecuciones acotadas de un caso
particular de protocolos en el modelo [terated Immediate Snapshots en el
que en cada iteracién los procesos solamente escriben su entrada. Después
discutimos una relacién entre las formas en las que cada enfoque describe la
evolucién de sus estructuras: del lado de las l6gicas modales, particularmente
la logica epistémica proposicional, proponemos los modelos de acciones ex-
tendidos, que son una légica epistémica dinamica basada en los modelos de
acciones y del lado del enfoque topoldgico analizamos los mapeos portadores.
Una diferencia entre ambas formas de evolucion es que los modelos de ac-
ciones extendidos trabajan sobre el conjunto total de agentes del modelo de
Kripke mientras que los mapeos portadores se pueden definir para cualquier
simpliejo de un complejo simplicial. Para poder analizar el comportamiento
definido explicitamente en los mapeos portadores, en el enfoque de la logica
epistémica proposicional proponemos proyecciones de modelos de Kripke so-
bre un conjunto de agentes, que corresponde a los procesos representados en
el complejo simplicial.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es mostrar una relacion entre el enfoque de
las logicas modales y el enfoque topolégico del cémputo distribuido. Mos-
tramos cémo los modelos de Kripke, utilizados en el enfoque de las 16gicas
modales, y los complejos simpliciales, usados en el enfoque topoldgico del
computo distribuido, pueden representar ejecuciones acotadas de protocolos
de computo distribuido. Disenamos algoritmos, desde el punto de vista de las
légicas modales, para transformar las estructuras que se usan en un enfoque
a las que se usan en el otro. Ademas, discutimos una relaciéon y una diferencia
entre los mapeos portadores, la forma en la que el enfoque topolégico des-
cribe la evolucién de sus estructuras, y los modelos de acciones extendidos,
una légica epistémica dindmica que proponemos para describir la evolucion
del conocimiento.

En este capitulo damos un esbozo general al trabajo. En la seccién
introducimos algunos conceptos basicos de cémputo distribuido haciendo
analogias de conceptos en computo secuencial. En la seccién mostramos
representaciones graficas de las estructuras que usamos en el trabajo desde
el punto de vista de cada enfoque. En al seccién discutimos la diferencia
que hay entre las formas de describir la evolucion de las estructuras en cada
enfoque. En la seccion mencionamos algunos trabajos relacionados con el
nuestro. Finalmente, en la seccion describimos la organizacion del resto
de la tesis.
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1.1. Analogias

En cémputo secuencial tenemos distintos modelos para resolver los pro-
blemas, como las maquinas de Turing, o el modelo RAM. En cémputo dis-
tribuido también existen diferentes modelos. Los modelos de computo distri-
buido definen, entre otras cosas, el tipo de sincronia entre los procesos y la
forma en que se comunican. En esta tesis trabajamos con el modelo lterated
Immediate Snapshots. Dicho modelo es iterativo y asincrono. En cada itera-
cion, los procesos concurrentes primero escriben en un lugar especifico para
cada proceso e iteracion en una memoria compartida, y después de que todos
escriben, leen lo que se ha escrito hasta ese momento y en esa iteracion.

En céomputo secuencial hablamos de funciones que podemos calcular con
una maquina de Turing, partiendo de una entrada particular y resultando
en una salida especifica. En cémputo distribuido, llamamos tarea a la idea
analoga de una funcién en computo secuencial. La entrada para una tarea
esta distribuida entre los diferentes procesos, y su salida también, pues cada
proceso calcula una parte de ella.

Asi como en cémputo secuencial tenemos algoritmos para calcular una
funcién, en computo distribuido tenemos protocolos para resolver una tarea.
Los protocolos son las instrucciones secuenciales que ejecuta cada proceso
para calcular su parte de la salida. Usualmente se estudian protocolos de in-
formacion completa, donde los procesos escriben toda la historia de lecturas
en cada iteracion. En este trabajo, estudiamos un caso particular de proto-
colos en el modelo de cémputo [terated Immediate Snapshots. En nuestros
protocolos de estudio, los procesos escriben tinicamente su entrada en cada
iteracion. Elegimos ese tipo de protocolos por simplicidad, pero los resultados
pueden extenderse para manejar protocolos de informacién completa. Asu-
mimos que cada proceso guarda localmente la historia de las lecturas que ha
hecho a lo largo de toda la ejecucién.

1.2. Estructuras

En cuanto a la relacion entre las estructuras que cada uno de los enfo-
ques usa para representar informacion, nos interesan representaciones de las
ejecuciones acotadas de nuestros protocolos de estudio. Para dichas represen-
taciones, en el enfoque de las 16gicas modales usamos modelos de Kripke y en
el enfoque topoldgico del computo distribuido usamos complejos simpliciales.
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Los modelos de Kripke son estructuras que representan posibles escenarios
de la situacién que representamos como mundos. Los mundos estan relacio-
nados desde el punto de vista de un individuo siempre que dos escenarios
sean indistinguibles para él. Llamamos agente a cada individuo involucrado
en la representacion. En nuestro trabajo, los mundos de los modelos de Krip-
ke representan ejecuciones acotadas de nuestros protocolos de estudio, y los
agentes corresponden a los procesos involucrados en el protocolo.

Los complejos simpliciales son conjuntos de simplejos cerrados bajo con-
tencién. Un simplejo es un conjunto de vértices. En este trabajo los vértices
representan estados posibles de los procesos. Particularmente, los vértices de
los complejos simpliciales que analizamos se pueden identificar por su color,
que asociamos a un proceso, y su vista, que representa lo que el proceso ha
leido.

Tomemos en cuenta las posibles ejecuciones de una iteracion para dos pro-
cesos, a y b, con entrada 0 de nuestros protocolos de estudio. Representamos
graficamente dichas ejecuciones como modelo de Kripke en la figura(l.1]y co-
mo complejo simplicial en la figura|l.2] En el modelo de Kripke etiquetamos
los mundos con el estado de la memoria como una matriz de 2 x 2. El primer
renglén corresponde a las entradas, y el segundo corresponde a lo que los
procesos escriben. En el complejo simplicial los vértices de color gris oscuro
representan al proceso a y los de color gris claro al proceso b. Representamos
la vista en un arreglo dividido en dos renglones y dos columnas. El primer
renglon corresponde a las entradas de los procesos y el segundo a lo que los
procesos leyeron. La ausencia de informacién se denota con ''. Observemos
que cada proceso solo tiene informacion de su entrada en el primer renglén.

0 @ . @
0,0, =asb 0,0, =asb 0,0, pa,b

0.0 W ’ 0,0

Figura 1.1: Modelo de Kripke de las ejecuciones de una iteracion para dos
procesos con entrada 0 en nuestros protocolos de estudio.

El hecho de poder representar la misma informacién en ambas estructu-
ras nos lleva a pensar que puede haber un procedimiento para transformar
complejos simpliciales en modelos de Kripke y viceversa. Trataremos esas
transformaciones y algunas precisiones de las mismas en el capitulo [3
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[03'_'3 [‘_"0’ [03'_'3
0,0] 0,0] 0,1

Figura 1.2: Complejo simplicial de las ejecuciones de una iteracion para dos
procesos con entrada 0 en nuestros protocolos de estudio.

1.3. Evolucion de las estructuras

En cuanto a la relacion entre las formas de describir la evolucion de las
estructuras, analizamos los modelos de acciones extendidos del lado de las
légicas epistémicas dinamicas y los mapeos portadores, del lado del enfoque
topoldgico del computo distribuido.

Los modelos de acciones extendidos son una logica epistémica dinamica
que describe las posibles acciones que se pueden llevar a cabo, su relacion de
indistinguibilidad desde el punto de vista de cada agente, las condiciones que
se deben de cumplir para que puedan ocurrir y la informacién que se obtiene
en la ocurrencia de cada accion. Los mapeos portadores son una funcién que
asocia simplejos de un complejo simplicial a subcomplejos de otro complejo
simplicial.

La figura[l.3| muestra graficamente un modelo de acciones extendido don-
de las acciones corresponden a las posibles ejecuciones en nuestros protocolos
de estudio para dos procesos con entrada 0. En dicha figura, representamos
la informacién que los procesos a y b escriben con el etiquetamiento de las
acciones, es decir 0,0. La funcién de precondiciéon no esta descrita en esa
figura. Cuando hablemos de modelos de acciones extendidos, precisaremos la
funcién en cada caso. Por ejemplo, podriamos decir que la funcién de pre-
condicién es la constante T. Es decir, que las acciones no tienen ninguna
restriccion.

('{ag{ob}') ab b @a,b a ('{bo} at) b

Figura 1.3: Modelo de acciones extendido.

Encontramos una diferencia en la manera en que ambas perspectivas des-
criben la evoluciéon de sus estructuras. Los mapeos portadores definen el
comportamiento de un conjunto de procesos que depende del simplejo. Por
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ejemplo, la definicién del mapeo portador para un vértice puede describir
el comportamiento del proceso que representa, para el caso que el proceso
ejecute la iteracion del protocolo primero. La definicion del mapeo portador
para una arista puede describir el comportamiento de los dos procesos que
representa, para el caso que ambos ejecuten la iteracion del protocolo prime-
ro. De esa forma tenemos una descripcién fina del comportamiento de cada
conjunto de procesos. Los modelos de acciones extendidos, al ser una logica
epistémica dinamica, se concentran solamente en el conjunto total de agentes,
equivalente a todos los procesos que intervienen en el protocolo, de tal forma
que en este enfoque tenemos una descripcion gruesa del comportamiento de
los agentes. Resolvemos esta situacién parcialmente calculando proyecciones
al modelo de Kripke sobre un conjunto de agentes, obteniendo las estructu-
ras descritas por la definicién de los mapeos portadores en simplejos que no
representan la totalidad de los procesos.

1.4. Trabajo relacionado

Este trabajo tiene una relacién particularmente estrecha con [5] y [§]. En
[5] se proponen funtores para demostrar que las subcategorias completas de
complejos simpliciales puros y cromaticos con colores en un conjunto finito
A y la de marcos de Kripke propios sobre el conjunto de agentes A son
categorias equivalentes. En [§] se definen los modelos simpliciales, que son
complejos simpliciales a cuyos vértices se les asocia un conjunto de atomos
proposicionales. En dicho trabajo, también se extiende la definicién de los
funtores propuestos en [5], para demostrar la equivalencia de la categoria de
los modelos simpliciales y la categoria de modelos de Kripke propios. Ademas
se proponen los modelos de acciones simpliciales que adectian los modelos de
acciones para su uso con modelos simpliciales.

Uno de los objetivos de los autores de [8] es estudiar qué tareas se pueden
o no resolver en distintos modelos de cémputo. En [6], un trabajo posterior
de los mismos autores, se utilizan los modelos simpliciales y los modelos de
acciones simpliciales para estudiar la insolubilidad de la tarea de negacién
de igualdad, definida en [II], desde el punto de vista de la légica. En [7],
los mismos autores proponen una generalizacién de la tarea mencionada y se
analiza su insolubilidad desde el punto de vista de topologia combinatoria.

A diferencia de [5] y [8], donde los funtores toman en cuenta solamente
las facetas del complejo simplicial, nosotros creamos algoritmos de transfor-
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macién desde el enfoque de las légicas modales que trabajan sobre cualquier
subconjunto de simplejos para construir el marco de Kripke correspondiente.
Ademas, tomamos en cuenta las vistas de los vértices en los simplejos para
generar un etiquetamiento de los mundos del marco de Kripke dando lugar a
un modelo de Kripke en el que podemos verificar propiedades representadas
en formulas de l6gica modal.

Un enfoque para representar la evolucién del conocimiento es el de las
légicas epistémicas dindmicas. En [3] se recopilan algunas 16gicas epistémicas
dinamicas, entre ellas los modelos de acciones, presentados originalmente en
[1]. En este trabajo y el de los autores de [5] y [§] tratamos la evolucién de
las estructuras desde dicho enfoque.

Otro enfoque para representar la evolucion del conocimiento se estudia
en [4]. En dicho trabajo, los autores presentan una extensién de la l6gica
epistémica que enriquece el lenguaje agregando operadores temporales. Di-
chos operadores tienen la finalidad de describir las ejecuciones de un protocolo
a lo largo del tiempo, logrando razonar sobre el conocimiento que los proce-
sos ganan en la ejecucion de un protocolo. En ese trabajo se discute ademas
la necesidad de conocimiento comin para llegar a acuerdos, por ejemplo en
el problema del consenso en el que un conjunto de procesos con entradas
posiblemente distintas deben tener como salida la entrada de uno y solo uno
de ellos.

Desde nuestro punto de vista el enfoque de las 16gicas epistémicas dinami-
cas es mas adecuado a la relacién que queremos mostrar, ya que en dicho
enfoque se actualizan los modelos de Kripke a lo largo del tiempo y de esa
forma podemos cambiar de enfoque transformando las estructuras en cual-
quier punto de la ejecucién de los protocolos.

1.5. Organizacién de la tesis

Organizamos el resto del documento como sigue. En el capitulo |2 presen-
tamos formalmente los conceptos tanto de légicas modales como de computo
distribuido necesarias para entender el trabajo. En el capitulo |3| proponemos
las transformaciones entre conjuntos de simplejos y modelos de Kripke que
representan ejecuciones acotadas de nuestros protocolos de estudio. Ademas,
describimos las caracteristicas que deben tener los conjuntos de simplejos
para inducir modelos de Kripke epistémicos y algunas observaciones mas
respecto a las estructuras. En el capitulo 4] discutimos la relacion entre los
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mapeos portadores y los modelos de acciones extendidos. Ademéds, mencio-
namos una diferencia entre ambos y la forma en la que la subsanamos. En el
capitulo [5| presentamos nuestras conclusiones y trabajo a futuro. Por ltimo,
en el apéndice [A] presentamos una versién literaria de la implementacién que
realizamos en el trabajo.
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Capitulo 2

Fundamentos

En este capitulo presentamos, en dos secciones, los fundamentos para el
entendimiento de este trabajo. En la primera seccion tratamos temas relacio-
nados con las l6gicas modales. En la segunda seccién presentamos contenidos
vinculados con el enfoque topologico del computo distribuido.

2.1. Loébgicas modales

En esta seccion tratamos algunos conceptos relativos a las légicas mo-
dales: una primera vista a las légicas modales, las 16gicas multimodales, la
logica epistémica y la logica epistémica multiagente. Luego presentamos los
modelos de Kripke que son estructuras que usaremos para representar mo-
delos de légica modal. Luego tocamos el concepto de bisimulacion, que se
puede ver como una forma de comparacién entre modelos de Kripke. Por
ultimo presentamos una forma de tratar la légica epistémica dinamica, los
modelos de acciones, que extendemos en este trabajo para cubrir la necesidad
de ampliar el conjunto de proposiciones con el que trabajamos.

Recuperamos el contenido en las subsecciones 2.1.1] 2.1.2] [2.1.3] y [2.1.4]

de [10], el de la subseccién de [12] y [13] y el de la seccién de [3].

2.1.1. Loégica modal basica

En la légica proposicional y la légica de predicados, las féormulas sola-
mente pueden ser verdaderas o falsas. Sin embargo, en ocasiones es necesario
distinguir entre distintos modos de verdad. Podemos necesitar modelar tiem-
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po, lo que podria causar que una féormula se cumpla en un momento y en
otro instante no. Por ejemplo, en algiin momento el que un vaso esté sobre
una mesa puede ser cierto pero si alguien lo mueve de la mesa al lavavajilla
yva no lo es. Podemos necesitar representar la nocion de creencias, como que
aunque la raiz ctibica del nimero 27 es 3, una persona pueda creer que no lo
es. Otra nocién de verdad importante es la nocion de conocimiento, que da
lugar a la légica epistémica que exploraremos mas adelante.

Para poder modelar distintos modos de verdad hacemos uso de las logicas
modales. Las l6gicas modales se pueden ver como una extension de alguna
logica. Particularmente, en este trabajo nos concentramos en las légicas mo-
dales proposicionales, a las que nos referiremos simplemente como légicas
modales pues no trabajaremos con légicas modales de mayor orden.

La légica modal bésica es la base de la cual podemos partir para definir
l6gicas modales mas especializadas, como la logica epistémica. A continuacion
presentamos la sintaxis y semantica de la logica modal basica.

La légica modal basica es una extension de la légica proposicional que
agrega dos conectivos: el [ y el ¢. Ambos conectivos son unarios, de tal
forma que se pueden aplicar a cualquier férmula de 16gica modal bésica.

La sintaxis de la logica modal basica esta definida de la siguiente forma:

pu=L|T[p[(=0) [ (@Ad)[(0VP)|(d—9)| (¢ )| (L) (00)

En 16gica modal basica, el [ se lee como cuadro y el ¢ como rombo. Cuando
se aplican légicas modales a las distintas nociones de verdad se pueden leer
de forma apropiada. Por ejemplo, en la logica epistémica el [J se lee como el
agente sabe, mientras que el ¢ se lee como es consistente con el conocimiento
del agente.

Debemos diferenciar entre los distintos modos de verdad por lo que para
las 16gicas modales introducimos el concepto de modelo de Kripke.

Def. Un modelo de Kripke sobre una logica £ bajo las proposiciones P
se define como una estructura M = (W, R, L) donde W es un conjunto de
mundos, R es la relacién de accesibilidad entre los mundos y L : W — 2F
es una funciéon que relaciona a cada mundo las proposiciones ciertas en el
mismo.

Intuitivamente cada w € W es un mundo posible y si (w,w’) € R,w,w’ €
W se dice que el mundo w’ es accesible desde el mundo w. Podemos repre-
sentar los modelos de Kripke de forma gréafica. Por ejemplo, si tenemos:

W = {xla To,T3,T4,Ts, ']76}
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R = {(xb 332)? ('Tlv x3)a (xQ? 332)? ('r?v x3)a (x3> 'CEQ)’ ('T4’ 375), (1’5, 334)’ (.T5, xﬁ)}

L= {(xlv {Q})’ (an {p> Q})> (1’3, {p})’ (1‘4, {Q})7 (.755, ®)7 (336{]7}}

La figura[2.1|muestra una representacién del modelo de Kripke M = (W, R, L)
sobre el conjunto de proposiciones {p, ¢}.

Figura 2.1: M, un modelo de Kripke.[10]

La semantica se da por la relacion de satisfaccién que se define en seguida:

Def. Sea M = (W, R, L) un modelo de Kripke. Supongamos que = € W
y que ¢ y ¥ son férmulas de légica modal bésica. Definimos cuando una
férmula ¢ es cierta en el mundo x por induccién estructural sobre ¢:

M,z ET

M,z L

M,z Epsiip e L(x)

M, x E = sii M,x ¥ ¢

Mz EOANY st M,xE oy M,z EY

M,z E VY sit MyxEpo M,xEY

Mz EQ =Y sii MixE oo M,xEY

MrxEo Y si MxEG—> Yy MzEY — ¢

M,z EO¢ sii Yy e W, (z,y) € R, M,yE ¢

M,z E Q¢ sii Jy € W tal que (z,y) € R, M,z E ¢

Def. Sea M = (W, R, L) un modelo de Kripke y ¢ una férmula de légica
modal bésica. Decimos que M satisface ¢ si y solo si para todo z € W

M,z E ¢.



12 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

2.1.2. Propiedades de la relacion de accesibilidad

La gramatica para légica modal basica especifica férmulas de l6gica modal
bésica. En ocasiones es 1til hablar de familias de férmulas que comparten la
misma “forma”. A dichas familias se les conoce como esquemas de formulas.
Por ejemplo, ((¢) — ¢ es un esquema de férmulas. A las férmulas de 16gica
proposicional con la forma del esquema de formulas se les llama ejemplares.
Por ejemplo, las férmulas O(p) — p, y O(p A q) — p A ¢ son ejemplares del
esquema [1(¢) — ¢. El esquema K correspondiente a
(¢ — ¢) — (O¢ — ) es un esquema importante y nos referiremos a él
méas adelante.

Recordemos que las relaciones de accesibilidad pueden tener distintas
propiedades. En seguida mencionamos algunas de nuestro particular interés.
R es refleziva si por cada © € W, (x,x) € R. R es simétrica si por cada
z,y € W, (z,y) € R implica (y,z) € R. R es transitiva si por cada z,y,z €
W, (z,v), (y,2) € Rimplica (z, z) € R. R es euclidiana si para cada x,y, z €
W, (x,y),(z,z) € R implica (y,z) € R. Por tultimo, R es una relacion de
equivalencia si R es reflexiva, simétrica y transitiva.

Las propiedades de las relaciones de accesibilidad se pueden relacionar
con esquemas de férmulas. En seguida damos la relacion entre propiedades
de nuestro interés y los esquemas de formulas que le corresponden. Podemos
encontrar una tabla mas amplia al respecto en [10].

Nombre | Esquema de férmula | Propiedad
T o — ¢ Reflexiva
B ¢ — OO Simétrica
4 Lo — O0¢ Transitiva
5 O — OO Fuclidiana

2.1.3. Logica epistémica

La légica epistémica, también llamada KT45 o S5, cumple con los esque-
mas K, T, 4 y 5. Esta logica es usada para razonar sobre el conocimiento.
En dicha légica, la férmula (¢ significa que el agente (Jsabe que la férmula
¢ es cierta. El esquema K nos dice que la légica es cerrada bajo consecuencia
logica. El esquema T nos indica que el agente () solo sabe cosas ciertas. El
esquema 4 nos indica que el agente () tiene introspeccion positiva, es decir
que si sabe algo, sabe que lo sabe. Y por ltimo, el esquema 5 nos indica que

IEn KT45 solo hay un agente, el agente Q.
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el agente tiene introspeccion negativa, es decir que si no sabe algo, sabe que
no lo sabe.

La semantica de la logica epistémica debe considerar relaciones de accesi-
bilidad reflexivas, transitivas y euclidianas. Lo anterior es equivalente a que
la relacion sea reflexiva, simétrica y transitiva, es decir que sea una relacién
de equivalencia.

2.1.4. Logica epistémica multiagente

En un sistema multiagente los agentes tienen diferente conocimiento del
mundo. Los agentes pueden razonar sobre su propio conocimiento o el de
otros agentes. Tomemos en cuenta el problema de los ninos lodosos expuesto
a continuacion.

Hay un grupo de n ninos jugando en el jardin y un nimero
0 <k >n de ellos se pueden ensuciar con lodo su frente. Cada
nino puede ver la frente de los demds pero no la suya. Su padre
los llama y anuncia que al menos uno de ellos estd sucio y re-
petidamente pregunta: ;Alguno sabe si tiene lodo en su frente?.
Los primeras k—1 veces que el padre les pregunta todos contestan
“no”, pero a la k-ésima pregunta de su padre los ninos con la
frente sucia pueden contestar “si”.

Analicemos el caso en el que hay tres nifos y uno de ellos tiene la frente
sucia. Como el padre les dijo que alguno de ellos tiene la frente sucia, los dos
ninos que no tienen lodo en sus frentes ven al que si tiene y pueden pensar
que no tienen la frente sucia. Por el contrario, el nino que tiene la frente sucia
ve que los demas no tienen la frente sucia, y como se supone que alguno de
ellos tiene la frente sucia no queda mas que él tenga la frente sucia, por lo
que a la primera pregunta él responde “si”.

Ahora pensemos en el caso donde dos de ellos tienen la frente sucia. El
nino con la frente limpia ve a los otros dos con la frente sucia, por lo que
atin es posible que él tenga la frente limpia y responde “no”. Los dos ninos
con la frente sucia ven al otro con la frente sucia, por lo que ambos piensan
que es posible tener la frente limpia y responden “no”. La segunda vez que
el padre pregunta, el nifio con la frente limpia razona de forma similar, sin
embargo, los ninos con la frente sucia, al ver que el otro nino con la frente
sucia respondié ‘no” en la pregunta pasada y al otro con la frente limpia
llegan a la conclusion de que ellos tienen la frente sucia, de tal forma que
responden “si”.
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Para modelar este tipo de escenarios necesitamos generalizar la logica
KT45. Consideremos un conjunto de agentes A. En lugar de tener solo un
simbolo [J tendremos uno por cada agente a € A y escribiremos los conectores
modales como KGE|. Por ejemplo, si tenemos a p como una proposicion del
conjunto de atomos proposicionales y a € A la férmula K,p significa que
el agente a sabe p. En términos mas precisos, K,¢ significa que en todos
los escenarios posibles desde el punto de vista del agente a, la férmula ¢ se
cumple.

Adicionalmente se agregan los conectivos modales Fg, Cg v Dg, donde
G C A. El conectivo Eg es para decir que todos los agentes en G saben algo.
Por ejemplo, la férmula Egp significa que Va € G, K,p. El conectivo Cg
representa conocimiento comun en Gﬂ Por ultimo, el conectivo D¢ representa
conocimiento distribuido entre los agentes en el conjunto G.

Sea A el conjunto de agentes, G C A, Props el conjunto de proposiciones
y p € Props algin atomo proposicional. La sintaxis para generar férmulas de
logica epistémica multiagente es:

pu=L[TIp[(=9)]|(0AD) | (pVP) | (¢ — &) | (¢ )| (Kup) | (Eco) |
(Cc9) | (Dao)

Redefinimos los modelos de Kripke para légica modal multiagente de la
siguiente forma:

Def. Un modelo de Kripke M = (W, R, L), sobre el conjunto de agentes
Ay el conjunto de proposiciones Props, es una estructura que consta de W
el conjunto de mundos en el modelo, R = |JR,, a € A C (W x 24 x W) las
relaciones de accesibilidad de cada agente y L : W — 2F79¢ ]a funcién de
etiquetamiento de los mundos.

Def. Sea M = (W, R, L) un modelo de Kripke sobre el conjunto de agen-
tes A. Supongamos que x € W, que G C A y que ¢ y ¥ son férmulas de
logica epistémica multiagente. Definimos cuando una férmula ¢ es cierta en
el mundo x por induccién estructural sobre ¢:

M,z ET

2La K es por knowledge.
3El conocimiento comtn se puede ver como una conjuncién infinita de Et¢, es decir,
Cap=FEcgpNEcEcp NEcEcEGON . ...
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M,z L
M,z Epsiip € L(x)
M, x E = sii M,x ¥ ¢
M,z EONY sit Mz E oy M,z E 1
M,z EoNVY sit MyxEdo M,xEY
MxEo =Y suu M,xFEpo M,xFEY
MazEpepsu MxEd—>pyMzkEY— ¢
M,z E K,¢ sii ¥ (z,Ags,y) € R, si a € Ags entonces M,y E ¢
M,z F Ego sii YVa € G, M,z F K,¢
M,z Cqo sii Vk € T, M,z E ELo
dondeElé significa EqFq ... Eq k veces.
M,z E Dgo sii ¥V (x,Ags,y) € R,si E C Ags entonces M,y F ¢

A lo largo de este trabajo representamos los modelos de Kripke para 16gi-
cas modales multiagente con graficas cuyos mundos tienen su identificador
entre paréntesis, y su etiquetamiento representado como un estado de memo-
ria. La relacién de accesibilidad se representa como aristas etiquetadas por
agentes. Por ejemplo, pensemos en que queremos razonar sobre los valores
que tiene una matriz de 2 x 2 cuyos atomos proposicionales sean de la forma
Drew con 1 el renglén, ¢ la columna y v su valor en la matriz. El modelo de
Kripke M = (W, R, L) donde

W =40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

R ={(0,{ab},0),(0,{a},1),(0,{b},6), (1,{a},0), (1, {a, b}, 1), (1,{b},2),
b}, 1), (2,{a,b},2),(2,{a},5), (3,{a, b},3), (3,{a},4), (3,{b},9),
{a},3), (4,{a,b},4),(4,{b},5), (5,{a},2), (5,{b},4), (5,{a, b},5),
) {b}7 0)7 (6’ {CL, b}v 6)? (67 {a’}7 7)7 (7’ {CL}, 6)7 (77 {(l, b}7 7)7 (77 {b}7 8)7
{a,b},8),(8,{a}, 11),(9,{b},3), (9, {a, b},9), (9, {a}, 10), (10, {a},9),
0, {a, b}, 10), (10, {b}, 11), (11, {a},8), (11, {b}, 10), (11, {a, b}, 11)}

y

L= {(0, {po,o,hp0,1,1,p1,0,17p1,1,1}), (1, {po,o,bp0,1,17p1,0,17p1,1,1})7
(2,{po,0,1: 20,115 21,01, P1.1,1})s (3, {P0,0,1, P0.1,0, P1,0,1:P1,1.0}),

(47 {po,o,l,Po,Lo, P11, pl,l,o}), (5, {po,o,h Po,1,0, p1,0,1,p1,1,0})7
§67 {po,o,mpo,l,l,pl,o,o,pl,l,l}), (7, {p0,0,0apO,l,lapl,0,0apl,l,l})a
(

(2
(4
(6
(8
(1

8, {Po,o,(),po,l,l,p1,0,0,p1,1,1}), (9, {p0,0,0apO,l,Oapl,0,0apl,l,O})a
10, {p0,0,0, 20,1,05 P1,0,0, P1,1,0})» (11, {P0,0,0, P0,1,0: P1,0,0: P1,1,0}) }
se muestra en la figura [2.2,
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Figura 2.2: Ejemplo de modelo de Kripke.

2.1.5. Bisimulacién y bisimilaridad

En esta subseccién primero presentamos la definiciéon de un sistema de
transiciones etiquetadas ya que en particular los modelos de Kripke que pre-
sentaremos mas adelante son en esencia un sistema de transiciones etiqueta-
das. Enseguida presentamos la definicion de bisimulacion que nos da pauta
para poder hablar de sistemas de transiciones etiquetadas con el mismo com-
portamiento. Luego revisamos el concepto de bisimilaridad, que nos da una
manera de calcular sistemas de transiciones etiquetados minimos en tamano.
En nuestro trabajo necesitamos manejar modelos de Kripke minimos en ta-
mano para poder identificar los mundos con una férmula légica. Por tltimo
presentamos el algoritmo de bisimilaridad de Kanellakis y Smolka que ade-
cuamos e implementamos en este trabajo para calcular los modelos de Kripke
minimos bajo bisimulacion.
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2.1.5.1. Sistemas de transiciones etiquetadas

A continuacién presentamos la definicién de un sistema de transiciones
etiquetadas.

Def. Un sistema de transiciones etiquetadas, labeled transition system, o
LTS, por sus siglas en inglés, es una tripleta (Pr, Act, —) donde Pr es el
dominio del sistema de transiciones etiquetadas; Act es el dominio de acciones
o etiquetas; y — C Pr x Act x Pr es su relacién de transicion.

En la figura [2.3| se muestra graficamente un sistema de transiciones eti-
quetadas para una méaquina expendedora de café y té tomado de [12] donde
Pr = {P,, Py, P3, P}, Act = {1c, request — tea, request — coffee, tee, coffee}
y — =A{(Py, 1c, P), (Ps, request — tea, Py), (Ps, request — coffee, Py),

(Ps, tea, Py), (Py, coffee, Py)}.

Figura 2.3: Sistema de transiciones etiquetadas para una maquina expende-
dora de café y té.

2.1.5.2. Bisimulacién y bisimilaridad

Consideremos un sistema de transiciones etiquetadas (Pr, Act, —). Sean
P,Q € Pr. Escribimos P & @ cuando (P, ;,Q) € —. Para cada pu, & es
una relacion binaria en Pr.

Def. Una relacion de procesos es una relacién binaria sobre Pr.

Def. Una relacién de proceso R es una bisimulacion si, siempre que pRq
para cualquier p tenemos que:

1. Para toda P’ con P % P’ existe una Q' tal que Q 5 Q' y PR

2. Para toda Q' con Q & Q' existe una P’ tal que P %5 P’y PRy

Def. Bisimilaridad es la unién de todas las bisimulaciones.
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2.1.5.3. Algoritmo de Kanellakis y Smolka

Consideremos un sistema de transiciones etiquetadas (Pr, Act, —). Aho-
ra presentamos el algoritmo de Kanellakis y Smolka para el calculo de bisi-
milaridad.

Sea m = {By,..., B}, k > 0 una particién del conjunto de estados Pr.
El algoritmo de Kanellakis y Smolka estd basado en el concepto de divisores.

Def. Un divisor para un bloque B; € 7 es un bloque B; € 7 tal que para
alguna accién a € Act algunos estados en B; tienen transiciones hacia algtin
estado en B; y otros no.

Intuitivamente, la existencia de un bloque divisor B; para el bloque
B; indica una razon por la que se deben distinguir dos subconjuntos de
estados en B;: los que van a B; y los que no. Asi, el bloque B; da lu-
gar a dos bloques B} y B? refinando la particién 7 a una nueva particién
7' = {By,Bs,...,Bi_1, B}, B}, Biy1, ..., By}. La idea bésica del algoritmo
consiste en encontrar bloques divisores hasta que no haya refinacién posible.

Por ejemplo consideremos el sistema de transiciones etiquetadas mostrado

en la figura
5
S’l/ b\?a h

b b

t

Figura 2.4: Un sistema de transiciones etiquetadas.

Como primera particién podemos tomar a m = {{s, s1, S9,¢,t1}}.

P, es un bloque divisor para él mismo ya que algunos estados tienen
transiciones etiquetadas con a y otros no. Si dividimos Pr con Pr respecto
a la accién a obtenemos 7' = {{s,t}, {s1, s2,t1}}. Podemos observar que los
bloques de 7 no se pueden dividir mas con respecto a ninguna accién por lo
que podemos decir que los estados en el mismo bloque son bisimilares uno a
uno, mientras que los estados en diferentes bloques no lo son.

El algoritmo [I] que define la funcién SPLIT y el algoritmo [2| define el
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algoritmo KS para calculo de bisimilaridad de Kanellakis y Smolka que usa
SPLIT como subrutina.

Algoritmo 1 Funcién SPLIT
function spLIT(B, a, )

1:

2 Sea s € B

3 B1 < @

4. By«

5: for all t € B do

6 if s y t alcanzan los mismos bloques con la acciéon a then
7 B+ B; U {t}
8 else

9: By <+~ By U {t}
10: end if

11: end for

12: if By = () then

13: return {B;}

14: else

15: return {By, By}
16: end if

17: end function

2.1.5.4. Adecuacién del algoritmo de Kanellakis y Smolka

Teniendo en cuenta que un modelo de Kripke M = (W, R, L) es un sis-
tema de transiciones etiquetadas cuyos mundos (estados) estéan etiquetados
por la funcién L debemos particionar inicialmente el conjunto W con respec-
to a los etiquetamientos de los mundos para asegurar que dos mundos con
etiquetas distintas no resulten en el mismo bloque después del refinamiento
de la particién.

2.1.6. Modelos de acciones

En esta subseccién presentamos los modelos de acciones asi como un
caso de ejemplo. Los modelos de acciones nos brindan una forma de modelar
cambio en los modelos epistémicos. Particularmente nos interesa el cambio
en el conocimiento de los agentes al comunicarse. Los modelos de Kripke
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Algoritmo 2 Algoritmo de Kanellakis y Smolka
1: function KS((Pr, Act,—))
2 7« {Pr}

3 changed < true

4 while changed do

5: changed <+ false
6
7
8
9

for all B € 7w do
for all a € Act do
if sPLIT(B,a,m) = {By, B2} then
7w (m —{B})U{By, B2}

10: changed < true
11: end if

12: end for

13: end for

14: end while
15: end function

operados con un modelo de acciones por el producto modal restringido da
como resultado un nuevo modelo de Kripke que refleja el cambio epistémico
representado en el modelo de acciones.

Def. Sea L el lenguaje de logica epistémica proposicional sobre el conjun-
to de proposiciones P y A el conjunto de agentes sobre el que se define £. Un
modelo de acciones para logica epistémica es una estructura M = (S, ~, pre)
tal que

1. S es el dominio de acciones
2. ~ =|J~a4,a€ Acon ~, una relacién de equivalencia en S
3. pre: S — L una funciéon de precondiciones

Def. Sean M = (W, R, L), M' = (W' R, L") modelos de Kripke y

M = (S, ~, pre) un modelo de acciones. El producto modal restringido
M = M ® M se define de la siguiente forma:

s W ={(w,s) |lweW,seS, y M,wkE pre(s)}
n ((wq,$1), (we, $2)) € R < (wy,ws) € Ry (s1,82) € ~

= pe L'((w,s)) & pe Lw)
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2.1.6.1. Ejemplo

A continuacién presentamos un ejemplo de un modelo de acciones que
representa el siguiente escenario: Ana y Benito se encuentran en una mesa
tomando café. Ambos esperan saber si el valor de las acciones de la compania
X subieron. Esta informacién esta en una carta que esta en su poder. Benito
deja la mesa por un momento para ir al bano y cuando regresa sospecha que
Ana ley6 la carta. Ana no ley6 la carta pero Benito en ese momento no puede
distinguir entre tres escenarios: Ana leyé la carta y en efecto el valor de las
acciones subid, Ana leyo la carta y el valor de las acciones no subid, o Ana no
leyé la carta. Notemos que Ana puede distinguir entre las tres posibilidades.

Un modelo de acciones para el ejemplo presentado en el parrafo anterior
consiste en tres puntos de accion que podemos nombrar como p para cuando
en que Ana lee la carta y ve que las acciones subieron, np para cuando Ana
lee la carta y las acciones no subieron y t para cuando Ana no lee la carta.
Las relaciones entre los puntos de accién del modelo son la identidad para
Ana ya que distingue entre los tres escenarios y la universal para Benito
pues no puede distinguir entre ninguno. En cuanto a las precondiciones la
precondiciéon para np es —p, parap es py para t es T.

En la figura se puede visualizar el modelo de acciones, el modelo de
Kripke inicial y el modelo de Kripke que resulta. Debemos aclarar que el
etiquetamiento del modelo de Kripke inicial del 0 es (), mientras que el del
mundo 1 es {p}.

N S (0. np)

b —— (Lp)

) —— b —— 1

0,t) — a, b — (L.t

Figura 2.5: Modelo de acciones, modelo epistémico inicial y modelo epistémi-
co final del ejemplo. [3]

Notemos que en el modelo de Kripke que resulta, el del lado derecho, los
mundos (0,p) v (1,np) no estdn ya que p tiene como precondicién p y np
tiene como precondicion —p.
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2.2. Coémputo distribuido

En la segunda seccion tratamos temas relacionados al computo distribui-
do. Primero la perspectiva topoldgica del mismo y los mapeos portadores
con los que se modela la evolucion de los protocolos. Finalmente presenta-
mos el modelo de computo [terated Immediate Snapshots. En este trabajo
estudiamos un tipo particular de protocolos en el modelo mencionado donde
en cada iteracion los procesos solo escriben su entrada, lo que refleja la con-
currencia de los procesos pero hace mas sencilla la representaciéon grafica de
las estructuras. El contenido de esta seccién fue tomado de [9] y [2].

2.2.1. Perspectiva topologica del computo distribuido

Una forma de analizar el cémputo distribuido es a través de la topologia
combinatoria. En este enfoque se representan a todas las posibles ejecuciones
de un nimero determinado de procesos haciendo uso de complejos simplicia-
les. A continuacion presentamos definiciones formales respecto a los complejos
simpliciales.

Def. Dado un conjunto S y una familia A de subconjuntos de S, decimos
que A es un complejo simplicial sobre S si lo siguiente se satisface:

1. Xe A yY C X, entonces Y € A.
2. {v} e A Vwes.

Def. Sea A un complejo simplicial, y o € A. La dimensidn de o es |o|—1.
Def. Sean o, 7 simplejos de un complejo simplicial A, decimos que:

1. 7Tesuna cara de o siT Co
2. T es una cara propia de o si T C o

3. 0 es una faceta en A si no es una cara propia de ningin otro simplejo

en A

Def. Sea, A un complejo simplicial, decimos que A es puro si todas sus
facetas tienen la misma dimension.

En este trabajo es importante estudiar la evolucién del conocimiento que
tienen los procesos a lo largo de un protocolo. La evolucién de los complejos
simpliciales se define por medio de mapeos portadores a los que definimos a
continuacion.
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Def. Dados A, B complejos simpliciales, un mapeo portador
® : A — 28 manda cada simplejo o0 € A a un subcomplejo ®(o) de B
tal que Vo,7 € A, sic C 7 entonces ®(o) C P(7).

Def. Un m-etiquetamiento, o simplemente etiquetamiento, de un complejo
simplicial A es una funcién que asocia cada vértice de A a un elemento de un
dominio de cardinalidad m, en otras palabras, es una funcién ¢ : V(A) — D
donde |D| =m.

Def. Una m-coloracion, o simplemente coloracion, de un complejo sim-
plicial A de dimensién n es un m-etiquetamiento y : V(.A) — II inyectivo
en cada simplejo de A, es decir, que asocia un color distinto a cada elemento
del simplejo.

Def. Llamamos complejo simplicial cromdtico a un complejo simplicial
A junto con una coloracién y.

2.2.2. Iterated Immediate Snapshots

El modelo de cémputo Iterated Immediate Snapshots fue presentado por
primera vez en [2]. Dicho modelo es iterativo y en la iteracién ¢ los procesos
escriben y después leen lo que todos los demés procesos escribieron en esa
iteracién. La lectura se hace por medio de un snapshot que es una lectura
atomica de memoria. Este modelo se definié mediante los modelos Immediate
Snapshot y one-shot immediate snapshot que mencionamos enseguida.

El modelo Immediate Snapshot comprende ejecuciones dénde un niimero
maximal de escrituras es seguido de un nimero maximal de snapshots de
los mismos procesos. Es decir, todos los procesos que concurren en la ejecu-
ciéon primero escriben y después, terminadas todas las escrituras, hacen un
snapshot de la memoria. Este comportamiento se puede condensar en una
operacién WriteRead( Value) atémica.

Se dice que un one-shot immediate snapshot es un modelo Immediate
Snapshot que permite que cada proceso escriba solamente una vez en el
registro de memoria que le corresponde.

En el modelo [terated Immediate Snapshots se tiene una secuencia in-
finita My, M;, ... de memorias one-shot immediate snapshot, una para ca-
da iteracion de un protocolo. La ejecucion de un protocolo de informacion
completa, en donde los procesos escriben todo lo que han visto hasta el mo-
mento, comienza con que cada uno de los procesos P; realicen una operacion
WriteRead(/;) en la memoria My, donde I; es la entrada del proceso i. En



24 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

iteraciones posteriores se aplica la salida del snapshot de M;, como entrada
la memoria M;, .

Una ejecucion en este modelo es una secuencia infinita de particiones
ordenadas del conjunto de procesos F;.

2.2.3. Protocolos de estudio

Generalmente al estudiar el modelo de cémputo Iterated Immediate Snaps-
hots se estudian los protocolos de informaciéon completa. En este trabajo, por
simplicidad estudiamos protocolos en este modelo en los que en cada itera-
cion los procesos escriben en memoria solamente su entrada. La esencia que
captura este tipo de protocolos es la concurrencia de las ejecuciones. La me-
moria local de los procesos es infinita y en cada iteracion cada proceso sabe
lo que ha leido en cada una de las iteraciones. La memoria local infinita es
necesaria para que se pueda distinguir entre todas las posibles ejecuciones
pues las ejecuciones en este modelo son secuencias infinitas de particiones
del conjunto de procesos y se necesita recordar la lectura en cada iteracion.

2.2.4. Subdivisiones cromaticas

Un concepto importante en este trabajo son las subdivisiones cromaéticas,
yva que a lo largo de la ejecucion de los protocolos del modelo Iterated Imme-
diate Snapshots los complejos simpliciales evolucionan justamente por medio
de subdivisiones cromaticas.

Intuitivamente, una subdivision de un complejo simplicial A es un com-
plejo simplicial B construido dividiendo los simplejos ¢ € A en simplejos
mas pequenos.

En su versiéon combinatoria definimos a la subdivisiéon cromatica estandar
como sigue:

Def. Sea A un complejo simplicial cromatico cuya funcion de coloracién
es x. La subdivision cromdtica estandar Ch A de A es el complejo simplicial
con vértices de la forma (i,0;) donde 7 € 1,...,n, 0; no es una cara vacia de
A, e i € x(o;). Una (k + 1)-tupla (og,...,0x) es un simplejo de Ch A siy
solo si:

= La tupla puede ser indexada de forma que oy C --- C o y

» Para 0 <i,j <n,siie x(o;) entonces o; C 0
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El modelo de cémputo Iterated Immediate Snapshots produce subdivisio-
nes cromaticas del complejo simplicial en cada iteraciéon para protocolos de
informacion completa. Particularmente, nuestros protocolos de estudio fun-
cionan de la misma forma que los de informaciéon completa en la primera
iteracion. En la figura [2.6| se muestra la subdivision cromatica para tres pro-
cesos con entrada 0. Cada faceta del complejo simplicial esta etiquetada con
la ejecucién parcial para una iteracion de un protocolo.

Figura 2.6: Subdivision cromatica después de la primera iteracion para tres
procesos con entrada 0 en el modelo Iterated Immediate Snapshots.
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Capitulo 3

Transformaciones

En este capitulo se presenta primero una operaciéon de proyeccién sobre
procesos de complejos simpliciales que tiene como propésito trabajar con las
diferentes dimensiones representadas en el complejo simplicial. Luego presen-
tamos las transformaciones de conjuntos de simplejos en complejos simpli-
ciales con las caracteristicas senaladas en la seccién |3.1] a modelos de Kripke
y viceversa. Después damos ejemplos de ambas transformaciones. Por 1lti-
mo comentamos algunos detalles relacionados con las transformaciones que
presentamos.

Tomemos en cuenta los procesos que interactiian a lo largo de un proto-
colo, mismo que se describe por un conjunto de instrucciones. Decimos que
un bloque de instrucciones es una secuencia no vacia de instrucciones del
protocolo. Decimos que un proceso p esta vivo en un lapso de tiempo [ si p
se encuentra en posibilidad de interactuar con los demas procesos a lo largo
de [. Finalmente, decimos que un proceso esta muerto si no esta vivo.

En el capitulo [I] se mencionaron las transformaciones que se proponen en
[0] para transformar elementos en las categorias de complejos simpliciales a
elementos en la categoria de marcos de Kripke tomando en cuenta solamente
las facetas de complejos simpliciales croméaticos puros.

En este capitulo, a diferencia del trabajo en [5], tratamos las transfor-
maciones desde un punto de vista mas amplio en el sentido que podremos
representar cualquier conjunto de simplejos del complejo simplicial original
como un modelo de Kripke, pero también restringiendo el tipo de complejos
simpliciales que manejamos.

Las transformaciones se presentan desde un punto de vista de las logicas
multimodales. En casos particulares, la légica multimodal corresponde al de

27
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la l6gica epistémica. Cuando haya correspondencia con la légica epistémica,
podemos decir que un modelo de Kripke se construye a partir del conoci-
miento distribuido entre los procesos representados en el complejo simplicial.
En contraste, un complejo simplicial se construye a partir del conocimiento
de cada uno de los agentes en el modelo de Kripke.

3.1. Los complejos simpliciales que tratamos

Trataremos con complejos simpliciales cromaticos cuyos vértices se pue-
den identificar por medio de su color y su vista. Las vistas de los procesos
son necesarias desde el punto de vista de la légica pues ellas daran lugar a los
atomos proposicionales sobre los que trabajara el modelo de Kripke. Ademas,
tendremos como restriccién que las vistas de todos los vértices del complejo
simplicial tengan el mismo tamano, de tal forma que cada posicion da lugar
a una familia de proposiciones que describimos mas adelante.

3.2. Una diferencia de perspectiva

En [5] se propone construir los marcos de Kripke correspondientes a un
complejo simplicial cromatico puro a través de la dimensién mas alta, trans-
formando cada faceta del complejo en un mundo del marco de Kripke. Esa
forma de transformar es solo un caso posible en el que solamente se repre-
sentan las interacciones que se llevan a cabo entre todos los procesos. Esta
forma de transformacion es 1til en modelos de cémputo asincronos donde no
se puede distinguir entre la “muerte” de un proceso o simplemente un retraso
del mismo.

En este trabajo, a diferencia de [5], proponemos formas de tratar con
cualquier dimension del complejo simplicial. Si se quiere obtener un modelo
epistémico, se proponen proyecciones sobre procesos del complejo simplicial,
para después transformar las facetas del complejo simplicial proyectado en
un modelo de Kripkeﬂ En otro caso, la transformaciéon que proponemos to-
ma cualquier subconjunto del complejo simplicial y construye el modelo de
Kripke que le corresponde.

1Las proyecciones nos dan la posibilidad de reducir el tamafno del modelo de Kripke
segun nuestras necesidades de andlisis.
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Observemos que solo algunos modelos se podran analizar epistémicamen-
te pues si se representan distintas dimensiones del complejo simplicial en el
modelo de Kripke, la relacion de accesibilidad deja de ser reflexiva desde el
punto de vista de algin agentd’] Lo anterior da entrada a la posibilidad de
hacer anélisis usando una légica distinta a la logica epistémica, que capture
la esencia de lo que un agente a ve condicionando a que el proceso corres-
pondiente al agente a haya participado en la interaccion modelada, es decir,
que siendo w el mundo que representa el escenario mencionado wRawﬂ

3.3. Proyecciones de complejos simpliciales

En los complejos simpliciales se representan multiples dimensiones. Cada
simplejo en el complejo simplicial tiene una dimensién igual a uno menos
que su cardinalidad, y cada uno representa una interaccion entre los procesos
correspondientes a los colores de los vértices que contiene.

En esta seccién presentamos un procedimiento para proyectar un complejo
simplicial con las caracteristicas mencionadas al principio del capitulo, a una
dimension inferior mediante un conjunto de procesos con el supuesto de que
solamente ellos estan vivos y que ningun otro ha ejecutado el bloque en el
que ellos concurren [

Para calcular los subcomplejos simpliciales de la forma mencionada pri-
mero se deben eliminar del complejo simplicial los simplejos que contengan
vértices con colores que no correspondan a los procesos vivos, pues supone-
mos que los demas estan muertos. Luego tenemos que eliminar del complejo
simplicial los simplejos que contengan vértices con vistas no compatibles con
el supuesto de que solo los procesos en el conjunto estan vivos y que ningin
otro ha ejecutado el bloque representado en el complejo simplicial. Final-
mente debemos hacer que el complejo simplicial sea puro, ya que todos los

2En la transformacién en se calcula la relacién de accesibilidad por medio del
conjunto de colores en la interseccién de los simplejos, por lo que si se toma un simplejo
o de dimensién menor a la del complejo simplicial C al que pertenece, |colores(o No)| <
colores(C).

3Si wR,w figura en el modelo de Kripke, quiere decir que el agente a participé en la
interaccion de los procesos que representa w.

4La proyeccién sobre procesos vivos de un complejo simplicial y la proyeccién sobre
agentes de un modelo de Kripke que se presenta en [4.4.2[ estan relacionadas con el calculo
de la estructura inducida por mapeos portadores en dimensiones inferiores, lo que se explica

en 1
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procesos que prevalecen se suponen vivos.

3.3.1. Vistas compatibles para el modelo Iterated Im-
mediate Snapshots

La nocion de vistas compatibles con el supuesto de que solamente un
conjunto de procesos estan vivos en un lapso de tiempo puede variar de-
pendiendo de las reglas que siga el modelo de cémputo representado. En el
modelo [lterated Immediate Snapshots, donde cada proceso escribe en una
posicion de la memoria en cada iteracidn, el concepto de vista compatible co-
rresponderia a vistas en donde el renglon y las columnas correspondientes a
la ultima iteracion de procesos supuestamente muertos tengan valor L.

Recordemos que en el modelo de computo mencionado, en cada iteracion
los procesos hacen una escritura en una posicion especifica para cada iteracién
y proceso, por lo que podemos representar la memoria usada en un protocolo
de este modelo como un arreglo bidimensional de k£ renglones y n columnas.

En el algoritmo [3|se presenta el procedimiento para decidir si una vista es
compatible con el supuesto de que solo un conjunto de procesos terminan la
ejecucion del bloque de instrucciones de la tltima iteracion ejecutada de un
protocolo en el modelo Iterated Immediate Snapshots en un lapso especifico
de tiempo.

Como entrada recibe:

» Vista, la vista a revisar como un arreglo unidimensional de tamano
(k+1)x N, donde k es el nimero de iteraciones ejecutadas del protocolo

= N, el nimero de procesos que participan en el protocolo

= Columnas, el conjunto de columnas en las que los procesos vivos escri-
ben

Como resultado obtiene:

= true, en caso de que Vista en las posiciones correspondientes a la tltima
iteracion y las columnas ¢ ¢ Columnas tengan valor L

= false, en otro caso
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Algoritmo 3 Algoritmo para decidir si una vista es compatible, en nuestros
protocolos de estudio, con el supuesto de un conjunto exclusivo de procesos
Vivos.

1: function VISTACOMPATIBLEIIS( Vista, N, Columnas)

2: tam < tamano de Vista

3: r < tam/N — 1

4: for c€{0,1,.... N — 1} — Columnas do
5: if Vista[r x N+ c¢] # L then

6: return false

7 end if

8: end for

9: return true

10: end function

3.3.2. Proyeccién de complejos simpliciales sobre agen-
tes vivos para el modelo Iterated I'mmediate Snap-
shots

En esta subseccién presentamos el algoritmo (], que calcula las proyec-
ciones de un complejo simplicial que representa las ejecuciones de nuestros
protocolos de estudio en el modelo [terated Immediate Snapshots sobre un
conjunto de procesos que terminan la ejecucion de la ultima iteracion repre-
sentada. Suponemos que el conjunto de procesos dados son los tnicos que

han ejecutado dicho bloque.
Como entrada recibe:

= C, el complejo simplicial a proyectar
= N, El nimero de procesos que participan en el protocolo

s VivosRColumnas, una relacién de los procesos vivos presentados por
sus colores correspondientes y la columna en las que escribe cada uno

Como resultado obtiene:
= (', el complejo simplicial proyectado

Obviamos la existencia de varias funciones ya que su definicion es sencilla.
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Algoritmo 4 Algoritmo para proyectar un complejo simplicial sobre un con-
junto de procesos vivos.

1: function PROYECCIONIIS(C, N, VivosRColumnas)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

coloresVivos < colores(VivosRColumnas)
¢ {}
for all 0 € C do > Eliminar simplejos con procesos no vivos
coloresSimplejo < colores(o)
if coloresSimplejo — coloresVivos = () then
C'+ C'U{s}
end if
end for
C+C
¢ {}
columnasVivos < columnas(Vivos RColumnas)
for all 0 € C do > Eliminar simplejos con vistas incompatibles
vista < vista(o)
if VisTACOMPATIBLEIIS(vista, N, columnasVivos) then
C'+C'U{os}
end if
end for
cambio < true
while cambio do > Eliminar facetas de dimension menor

cambio < false
F <« {f € facetas(C") | dim(f) < |coloresVivos| — 1}

if F +# () then
C+C-F
cambio < true
end if
end while
return C’

29: end function




3.3. PROYECCIONES DE COMPLEJOS SIMPLICIALES 33

Teorema 3.3.1. Sea C un complejo simplicial cromdtico, cuyos vértices se
pueden identificar por medio de su color y su vista y en el que las vistas de
todos sus vértices tengan el mismo tamano. Si C' es una proyeccion generada
con el algoritmo[{] a partir de C, C' es un complejo simplicial cromdtico puro.

Demostracion. Demostramos que el algoritmo |4| calcula un complejos simpli-
cial cromético puro haciendo un seguimiento de las asignaciones de la variable

C'.

Después de la ejecucion del ciclo que comienza en la linea |4| del algoritmo
quedan en C’ todos los simplejos del complejo simplicial que representan
interacciones entre los procesos que se suponen vivos. Observemos que el
resultado sigue siendo un complejo simplicial pues si un simplejo o se agrega
a C' cualquier simplejo 0’ C o también serd agregado. Ademads notemos que
cualquier simplejo contenido en C’ es de dimensién menor a |coloresVivos|.

Después de la ejecucion del ciclo que comienza en la linea[13] del algoritmo
C' contiene todos los simplejos del complejo simplicial que representan
interacciones entre los procesos que se suponen vivos y que ademas cumplen
con la caracteristica de que todos sus vértices tienen vistas compatibles.
Notemos que C’ sigue siendo un complejo simplicial ya que si un simplejo o
no es agregado a C' es porque no tiene una vista compatible. Sin embargo,
cualquier ¢’ D ¢ tampoco serd agregado pues en su vista habra al menos el
mismo nimero de incompatibilidades que en la vista de o.

Como al inicio del ciclo que comienza en la linea del algoritmo
C’ es un complejo simplicial y ademéas en cada ciclo solamente se eliminan
facetas, al final del ciclo C’ sigue siendo un complejo simplicial. Més atn es
un complejo simplicial puro ya que el ciclo termina una vez que no haya
facetas de dimension menor a uno menos que el nimero de procesos que
se suponen vivos. Como todos los simplejos en C’' estaban contenidos en
el complejo simplicial de entrada, podemos concluir que C’' es un complejo
simplicial croméatico puro.

]
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3.4. Conjunto de simplejos a Modelo de Krip-
ke

En esta seccion presentamos el procedimiento para construir un modelo
de Kripke a partir de un subconjunto de simplejos de un complejo simpli-
cial. Primero damos una intuicién acerca del proceso, para luego presentar
algoritmos especificos para nuestros protocolos de estudio.

Sea C un complejo simplicial con las caracteristicas mencionadas en (3.1},
S C C un subconjunto de simplejos de C y A un subconjunto de colores
de vértices en S. El procedimiento para construir un modelo de Kripke
M = (W,R, L) a partir del complejo simplicial C y S consta de tres pa-
sos. Primero se construye W, un conjunto de mundos en biyeccién con cada
simplejo en S. Luego se construye R = |JR,, a € A de tal forma que
siendo wq,ws € W correspondientes a s, o € S respectivamente, wi R,ws
sii @ € colores(s; N s3). Finalmente se construye L, el etiquetamiento del
modelo de Kripke inducido por las vistas de los procesos representados en C.

3.4.1. Calculo de etiquetamiento para nuestros proto-
colos de estudio

Nuestros protocolos de estudio se representan como una iteracién de k
ciclos de tal forma que en cada iteracién cada proceso escribe en una posi-
ciéon de memoria especifica para cada iteracion y proceso y después lee una
fotografia de la memoria en ese instante. Ademas, los procesos que concurren,
primero hacen todos su escritura y después hacen todos su lectura. Asi que
podemos pensar que la memoria se puede representar légicamente como un
arreglo de k£ renglones, uno por cada iteracién por n columnas, siendo n el
nimero de procesos que participan en el protocolo.

Podemos pensar en una légica cuyo conjunto de atomos proposicionales
de la forma py ., con seméantica “En la iteracién £ el agente a escribié v en
su posicion correspondiente de memoria”, de tal forma que podemos generar
un etiquetamiento de la siguiente forma:

Dada la memoria representada por las vistas podemos suponer que la
vista representa el arreglo 16gico bidimensional de memoria en una secuencia
de (k 4+ 1) x n posiciones donde las primeras n son todas L a excepcién de
la posicién en la que escribe el proceso dueno de la vista que tiene su valor
de entrada y los k siguientes grupos de n, corresponden a los valores leidos
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en cada iteracion.

Comparando entrada por entrada, los valores de las vistas de los procesos
que interactian en el simplejo haremos una “fusiéon” de vistas para generar
después el etiquetamiento del mundo correspondiente como sigue: Si todas
las entradas en las vistas tienen el mismo valor, preservar el valor. Si hay
valores distintog’] preservar el valor distinto a Lff|

Una vez generada la fusion de vistas, el etiquetamiento para el mundo
correspondiente a cada simplejo o correspondiente al mundo w en el modelo
de Kripke serd L(w) = {pk.a.| La fusion de vistas de los vértices en el simplejo
correspondiente a w en la posicion k x n + col(a) tiene escrito el valor v}
comenzando con k = 0.

3.4.1.1. Fusion de vistas

A continuacién presentamos el algoritmo [5| para la fusién de vistas del
modelo Iterated Immediate Snapshots. Recordemos que en los complejos sim-
pliciales con los que trabajamos todos los vértices del mismo tienen vistas del
mismo tamano y que particularmente en el modelo de estudio, cada proceso
escribe valores en memoria disjunta para cada iteracién y proceso.

Como entrada recibe:

= Vistas, una lista con las vistas de los vértices contenidos en un simplejo

Como resultado produce:

= f, La fusién de las vistas que contiene los valores escritos y vistos
por al menos un proceso representado en el simplejo del que las vistas
provienen

El algoritmo [5 simplemente recolecta la informacion leida por todos los

procesos a los que pertenecen las vistas. Notemos que esta informacion es el
conocimiento distribuido de los procesos con las vistas contenidas en Vistas.

5Solo pueden variar a L cuando alguno de los procesos que interactian atn no ha
procesado la escritura al momento que se genera el snapshot.

6Notemos que L es un valor posible cuando se supone una falla en algin proceso
que evite la escritura respectiva, sin embargo no puede haber distintos valores pues cada
proceso escribe solo una vez y en una localidad distinta de memoria a los demas.
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Algoritmo 5 Algoritmo para fusion de vistas en nuestros protocolos de

estudio.
1: function FUusioNDEVISTASIIS(Vistas)
2: [ < longitud(cabeza(Vistas)) > Las vistas tienen el mismo tamario.

3: Sea f un arreglo de longitud [

4: for i < 1,/ do

5: values = {v|vista € Vistas A vista[i]| = v} — {L}
6: if wvalues = {v} then

7 f[l] — v

8: else

9: f[l] — L

10: end if

11: end for

12: return f

13: end function

3.4.1.2. Etiquetamiento para nuestros protocolos de estudio

A continuacién se presenta el algoritmo [0] para el etiquetamiento de un
mundo correspondiente a un simplejo dado.
Como entradas recibe:

= N, el nimero de procesos que interactian en el complejo simplicial
inicial

s [d, el identificador de mundo que se etiquetara
= Stmplejo, el simplejo correspondiente al mundo con identificador id
Como resultado obtiene:

» (Id, Etiqueta), una pareja con el Id de un mundo y su etiquetamiento
en el modelo de Kripke respectivo

El algoritmo [6] calcula primero la fusién de las vistas de los vértices del
simplejo y después para cada valor en la fusion de las vistas calcula la propo-
sicién que le corresponde en el etiquetamiento del mundo con identificador
Id.

Ahora presentamos el algoritmo [7] para etiquetar un modelo de Kripke.

Como entradas recibe:
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Algoritmo 6 Algoritmo para el etiquetado de un mundo a partir de un
simplejo en nuestros protocolos de estudio.

1: function ETIQUETADODEMUNDOIIS(N, Id, Simplejo)

2: vistas < vistas(Simplejo)

a < agente a tal que col(a) =1 mod n
FEtiqueta < Etiqueta U {pyq fi}

10: end for

11: return (Id, Etiqueta)

12: end function

3: f < FusioNDEVISTASIIS(vistas)
4: [ = longitud(f)

5: Etiqueta = ()

6: for i € {0,1,...,l—1} do

7: k<« |i/n]

8:

9:

= N, el nimero de procesos representados en el complejo simplicial inicial
= [dsSimplejos, la relacién de identificadores de mundos y simplejos
Como resultado obtiene:

= Ft, la funcién de etiquetamiento de mundos

Algoritmo 7 Algoritmo para calcular el etiquetamiento de un modelo de
Kripke correspondiente a un conjunto de simplejos de un complejo simplicial
para nuestros protocolos de estudio.

1: function ETIQUETADOIIS(n, IdsSimplejos)

2: Et <0

3 for all (Id, Simplejo) € IdsSimplejos do

4 Et < Et U ETIQUETADODEMUNDOIIS(N, Id, Simplejo)
5: end for
6
7

return Et
end function

El algoritmo [7] simplemente usa como subrutina el algoritmo [0 para cal-
cular el etiquetamiento de cada uno de los mundos identificados por cada Id
en los elementos (Id, Simplejo) de IdsSimplejos y regresa la unién de todos
los etiquetados.
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3.4.2. Conjunto de simplejos a modelos de Kripke

Presentamos el algoritmo|[§| para transformar subconjuntos de simplejos de
un complejo simplicial con las caracteristicas mencionadas en en modelos
de Kripke. Este algoritmo es especifico para nuestros protocolos de estudio
ya que usa el etiquetamiento presentado en el algoritmo [7]

Como entrada recibe:

= 1, el nimero de procesos que modela el complejo simplicial C

= S, simplejos de C que se modelaran.
Como resultado obtiene:

» M = (W, R, L), el modelo de Kripke correspondiente a los simplejos
en S

Argumentemos que el algoritmo 8] es correcto. Notemos que en el ciclo
de las lineas se construye el conjunto W y se biyecta con & por medio
de la funcién iRs. En el ciclo de las lineas [2I7 se crea la relacién del
mundo identificado por ¢d, con un mundo identificado por id,. La relacion
mencionada se construye para cada par posible de mundos en el ciclo de
las lineas [11H1&] por lo que al terminar el ciclo R contiene las relaciones
como se describieron al principio. En la linea [19| se construye la funcién de
etiquetamiento de los mundos. Por lo anterior el modelo de Kripke M =
(W, R, L) es el que correspondiente al conjunto de simplejos S.
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Algoritmo 8 Algoritmo para calcular el modelo de Kripke correspondiente
a un subconjunto de simplejos de un complejo simplicial.

1: function SIMPLEJOSAMODELO(N, S)

2 10

3 W<+ 0 > Mundos del modelo de Kripke
4: iRs < () > Relacion de id de mundos y simplejos
5: for all 0 € S do

6 W+ WU {i}

7 iRs < iRsU (i,0)

8 141+ 1

9: end for

10: R+ > Relacion de accesibilidad del modelo de Kripke
11: for all o € S do
12: for all 7 € § do
13: K< oNT
14: Sea id, tal que (id,, o) € iRs
15: Sea id, tal que (id,,T) € iRs
16: R <+ RU (id,, colores(k), id;)
17: end for
18: end for
19: L <+ ETIQUETADOIIS(n, i Rs)

20:  return M = (W, R, L)
21: end function
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3.5. Conjuntos de simplejos y modelos epistémi-
COoS

Recordemos que los modelos M = (W, R, L) de légica epistémica sobre
el conjunto de agentes A son de tal forma que cada R|a, a € A, es una
relacion de equivalencia, asi que para poder analizar epistémicamente un
modelo generado tenemos que asegurar la propiedad mencionada.

Particularmente si generamos un modelo de Kripke representando varias
dimensiones de un complejo simplicial, el modelo no es epistémico, ya que en
algunos mundos no figurarian algunos procesos de tal forma que la relacién
con respecto a algin agente deja de ser reflexiva.

Si solamente tomamos en cuenta simplejos que contengan vértices de los
mismos colored’] que modelan las interacciones entre todos los procesos de
un conjunto, el modelo que le corresponde serd un modelo epistémico. Por
ejemplo, podemos pensar en las facetas de alguna proyeccién del complejo
simplicial calculada por medio del algoritmo [4]

Es importante tomar en cuenta el modelo de computo y los protocolos
de estudio para seleccionar el conjunto de simplejos adecuado a analizar. Por
ejemplo, si en el modelo de computo que usamos, los procesos no mueren, los
unicos simplejos que deberemos tomar en cuenta para construir el modelo
de Kripke seran las facetas, pues en ellas se representan las interacciones en
las cuales todos los procesos participan en el protocolo. En contraste, en un
modelo de computo que admite un ntimero arbitrario de muertes explicitas,
debemos tomar en cuenta también simplejos de dimensiones inferiores.

A pesar de que en algunos modelos de computo sea necesario lidiar con
distintas dimensiones, tenemos la posibilidad de hacer andlisis epistémico en
una parte especifica del complejo simplicial. Por ejemplo, podriamos anali-
zar el caso en el que un proceso en particular muere en la ejecucién de un
protocolo y con ayuda de proyecciones como la del algoritmo |4| o cualquie-
ra definida a nuestra convenienciaﬁ7 seleccionando las facetas del complejo
proyectado para construir el modelo y analizarlo epistémicamente.

"No necesariamente todos los colores del complejo simplicial original.
8Podriamos borrar toda interaccién posible de un conjunto de procesos.
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3.6. Modelo de Kripke a conjunto de simple-
jos

En esta seccion, presentamos un procedimiento que a partir de un modelo
de Kripke M = (W, R, L), que representa ejecuciones de nuestros protoco-
los de estudio, sobre el conjunto de agentes A, construye el subconjunto de
simplejos S que representan sus mundos, asi como el complejo simplicial C
minimo que lo contiene. La transformacién de un modelo de Kripke a con-
juntos de simplejos debe ser el proceso inverso al presentado en la seccién
y partir del conjunto de simplejos calculado, construimos el complejo simpli-
cial mas pequeno que los contiene. Intuitivamente, lo que debemos hacer es
construir un simplejo por cada mundo en el modelo de Kripke, de tal forma
que cada simplejo tenga los vértices que debe y cada vértice tenga la vista
que debe.

Recordemos que en el proceso de etiquetado para un mundo del modelo
de Kripke se hacia una fusion de las vistas de los vértices contenidos en el
simplejo correspondiente para que a partir de ella se construyera el etiqueta-
miento del mundo en el modelo. Ahora debemos tratar de reconocer qué es
lo que el proceso correspondiente a cada agente podria ver. Particularmen-
te, la relacién de accesibilidad de mundos para cada agente del modelo de
Kripke modela la indistinguibilidad entre mundos para dicho agente, de tal
forma que la vista de un proceso en el simplejo correspondiente a un mundo
del modelo de Kripke se deberia poder construir a partir del etiquetamien-
to en comun que tuvieran los mundos accesibles desde el correspondiente al
simplejo especifico. En particular, cuando el modelo es epistémico, hay una
correspondencia con la modalidad K.

El célculo de las vistas para el modelo [terated Immediate Snapshots to-
mando en cuenta el etiquetamiento propuesto en el algoritmo [7| se puede
calcular de la siguiente forma:

Sea M = (W, R, L) un modelo de Kripke sobre el conjunto de n agentes
A, cuyos mundos se etiquetaron como se propone en el algoritmo [7, a € A
y w € W. La vista Vista, , correspondiente al proceso a en el simplejo
correspondiente al mundo w es de la siguiente forma:

Para cada k € {0,1,...,k} y para cada agente a’ € A

v M,'LU = Da(pk,a’,v)

1 en otro caso

Vistas[k x n + col(a’)] = {
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i

Presentamos el algoritmo [0 para calcular los simplejos que representa
un modelo de Kripke etiquetado por el algoritmo [7], asi como el complejo
simplicial mas pequeno que los contiene.

Como entrada recibe:

s K, el nimero de iteraciones que se representaran en el complejo sim-
plicial

= N, el nimero de procesos que modelara el complejo simplicial

» M = (W,R, L), el modelo de Kripke de referencia
Como resultado obtiene:

= S, el conjunto de simplejos que representa el modelo de Kripke

= C, el complejo simplicial mimino que contiene a S

Argumentemos que el algoritmo [J]es correcto. En el ciclo de las lineas
se crea la vista correspondiente a un agente a en una iteracion i respecto a
todos los agentes a’ de la ejecucién de uno de nuestros protocolos de estudio.
En el ciclo de las lineas se hace el proceso para todas las iteraciones del
protocolo, construyendo asi la vista completa para un agente a y agregandolo
al simplejo o. En el ciclo de las lineas se repite el proceso para todos los
agentes a, agregando a ¢ al conjunto S y a su conjunto potencia al conjunto
C. Todo el proceso se hace para cada mundo del modelo de Kripke M en el
ciclo de las lineas por lo que en el par (S,C) que se regresa en la linea
S es el conjunto de simplejos correspondientes a los mundos de M y C
es el complejo simplicial minimo que contiene a §.

9Sobrecargamos el uso de los corchetes para indicar las posiciones en la vista siendo
col(a’) la columna correspondiente al agente a’ comenzando en 0.
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Algoritmo 9 Algoritmo para calcular los simplejos que representa un modelo
de Kripke etiquetado por el algoritmo |7 asi como el complejo simplicial mas
pequeno que los contiene.

1: function SIMPLEJOS(K, N, M = (W, R, L))

2. S+ 0

3: C«+ 10

4: for all w € W do

5: o=10

6: for all a € Agentes do

7: Sea vista, una vista para el agente a de longitud (K +1) x N
8: for all i € {0,...,k} do

9: for all o’ € Agentes do

10: Sea v tal que po o € L(w)
11: if M,wE O,(pia) then
12: vistag[i X n + col(a')] < v
13: else

14: vistagli X n+ col(a’)] +— L
15: end if

16: end for

17 end for

18: o <+ o U{(a,vista,)}

19: end for
20: S+ Su{s}
21: C+ CUgp(0)
22: end for

23: return (S,C)
24: end function
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3.7. Ejemplos de transformacion

Como ejemplo mostraremos la transformacién de la proyeccién sobre los
procesos a (gris oscuro) y b (gris claro) de la subdivisién cromética de tres
procesos en el modelo [terated Immediate Snapshots que se muestra en la
figura y también la transformacién del modelo de Kripke al complejo
simplicial asi como los simplejos que modela el modelo de Kripke que se
muestra en la figura |3.1

3.7.1. Conjunto de simplejos a modelo de Kripke

Nuestro complejo simplicial de inicio, C, se muestra en la figura [3.1] del
cual solamente modelaremos S = facetas(C).

Primero asignamos un identificador a cada simplejo a modelar, para iden-
tificar los mundos correspondientes en el modelo de Kripke. En nuestro caso
transformaremos solamente las facetas del complejo simplicial, es decir, a las
aristas del mismo. Asi, los identificadores quedan como se muestran en la
figura [3.2]

El siguiente paso es construir los mundos que corresponden a los simplejos
a modelar, como se muestra en la figura[3.3] Cada uno de ellos tiene el mismo
identificador que en el complejo simplicial.

El siguiente paso es construir las relaciones entre los mundos construidos,
como se muestra en la figura [3.4] Observemos que los mundos 6 y 7, corres-
pondientes a las facetas 6 y 7 en el complejo simplicial estan relacionados
desde el punto de vista del agente a que es justamente el color del vértice
(gris oscuro) que ambas facetas tienen en comtun. La misma regla se usa para
construir las relaciones restantes.

Por tdltimo se construye el etiquetamiento de los mundos fusionando las
vistas de los procesos que se representan en los simplejos representados, en es-
te caso las facetas. Notemos que los mundos 6, 7 y 8 tienen el etiquetamiento
[0,1,1,0,1, L] correspondiente a las proposiciones {po 4.0, 20,15 Po.c,15P1.0,05
Pip1,Diel}- Esto es porque las vistas de los procesos a y b correspon-
dientemente: [0, L, 1,0,1, 1] y [L,1, 1, 1,1, 1] para el mundo mundo 6,
0,1,1,0,1, 1]y [L,1,10,1,1] para el mundo mundo 7,y [0, L, 1,0, L, 1]
y [L,1,L,0,1, L] para el mundo mundo 8, se fusionan todas de al etiqueta-
miento [0,1, 1,0,1, L]. Similarmente para los mundos {9,10,11}, {3,4,5} y
{0,1,2}. El resultado se muestra en la figura 3.5
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Figura 3.1: Proyeccién sobre los procesos a (gris oscuro) y b (gris claro) de
la subdivisién cromaética de tres procesos en nuestros protocolos de estudio.
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Figura 3.2: Complejo de la figura [3.1] con identificadores de sus facetas.
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Figura 3.3: Mundos en biyeccion a los simplejos identificados en la figura (3.2
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Figura 3.4: Relacion de los mundos en la figura (3.3
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Figura 3.5: Modelo de Kripke correspondiente al complejo simplicial de la
figura (3.1

3.7.2. Modelo de Kripke a conjunto de simplejos

Debido a que el algoritmo [9] actualiza en cada iteracién del ciclo que
comienza en la lineada S y C, mostraremos a detalle solo la primera iteracion;
luego solo mostraremos como van cambiando las variables S, y C hasta que
obtenemos el resultado (S,C).

A partir del modelo de Kripke en la figura [3.5 tomemos los mundos
w € W en el orden natural de su identificador. Tomemos en cuenta la figura
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que muestra la vecindad del mundo wy.

Figura 3.6: Vecindad del mundo 0 en el modelo de Kripke de la figura (3.1

Para construir el vértice del agente a:

Cuando la variable a representa al agente a, i = 0 y la variable a’ re-
presenta al agente a, v = 1 y como M wy F Dapo,a,1 entonces vista, =
P O A I I Y

Cuando la variable a representa al agente a, i = 0 y la variable a’ re-
presenta al agente b, v = 1 y como M,wy F Ugpop1 entonces vista, =
1,1, 1,1, 1 1]

Cuando la variable a representa al agente a, i = 1 y la variable a’ re-
presenta al agente a, v = 1 y como M,wy F O,pp,.1 entonces vista, =
1,1, 1,1, 1, 1].

Cuando la variable a representa al agente a, i = 1 y la variable a’ re-
presenta al agente b, v = 1 y como M,wy F Ugpop1 entonces vista, =
1,1, L,1,1,1].

En este punto agregamos al vértice correspondiente al agente a a o de tal
forma que
o+ {{a,[1,1, L,1,1, L])}.

Notemos que en la vista calculada para el agente a aparece el valor de
la entrada del proceso b. Atin cuando en el complejo simplicial original estas
situaciones no pasan, dicha situacién, lejos de ser un error, es normal pues
el agente a al haber leido el valor de b en la iteracién 1, sabe que ese valor
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también es el de su entrada.
Para construir el vértice del agente b:

Cuando a = b, i<~ 0y a' < a, v+ 1y como M, wy ¥ Oypg .1 entonces
vista, = [L, L, L, 1, 1 1]

Cuando a <= b, i <~ 0y a' < b, v < 1y como M, wy E Oypo 1 entonces
vista, = [L,1, 1L, L, 1, 1].

Cuando a <= b, i <1y a' < a, v+ 1y como M, wy ¥ Cypy 41 entonces
vista, = [L,1, 1, L, 1 1].

Cuando a <~ b, i+ 1y a' < b, v 1y como M,wy F Oypgp; entonces
vista, = [L,1, L, L 1, 1].

En este punto agregamos el nuevo vértice a o por lo que
o={{a,[1,1, L, 1,1, L]),(b,[L,1, L, L 1, L])}.

Luego, se agrega o a S 'y 29 a C actualizando las variables como se muestra
a continuacion.

S={{{a,[1,1, 1L, 1,1, 1]), (b, [ L, 1, L, L, 1, L])}}

y
C_{Q {< [1’17J—’1’ ) ]>}v{<b[ 1L J—717J—]>}7
{{a,[1,1 L,l,l,L]),( L L L LD

Tomando en cuenta la figura [3.7] al final de la iteracién del ciclo de las
lineas [4H22] en el que w = 1

o={(a,[1,1,1,1,1, 1)), (b, [1,1,L,1,1, 1))},

S ={{{a,[1,1, L, 1,1, L]), (b, [L,1, L, L 1, 1])},
{{a,[1,1 L,l,l,L]}, b,[1,1, L, 1,1, L)}}

y

C=1{0,{{(a,[1,1, L, 1,1, L}, {{(b,[L,1, L, L, 1, 1])},
{< ’[171’J_717]" ]>}7

{{a,[1,1, L, 1,1, L]), (b, [L,1, L, 1,1, 1])},
{{a,[1,1,L,1,1, L)), (b,[1,1 L,l,l,LD}}.
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Figura 3.7: Vecindad del mundo 1 en el modelo de Kripke de la figura [3.1]

Tomando en cuenta la figura [3.8] al final de la iteracion del ciclo de las
lineas en el que w = 2
o={la,[1,L, 1,1, 1, 1), (b 1,1, L1,1,1, L))}
S = {{< [ ’LJ-’LLJ-D’(()’ [J_,l,J_,J_,l ]>}a
{< [1 1 J_ 1717 ]>7<b7[ 717J_7 717J_]>}7
{(a, 1, J_ L1 L), (b, (1,1, L1, 1, L)}

y

C=1{0,{(a,[1,1, L, 1,1, L)}, {(b,[L, 1, L, L, 1, 1])},
{(b,[1,1, L, 1,1, L)}, {{a, [1, L, L, 1, L 1]},

{{a,[1,1, L,1,1, L]), (b, [L,1, L, 1,1, 1])},
{{a,[1,1, L,1,1,L]),(b,[1,1, L, 1,1, L])},

{{a,[1, L, L, 1, L, L]),(b,[1,1,L,1,1, L])}}.

Tomando en cuenta la figura [3.9, al final de la iteracion del ciclo de las
lineas [22] en el que w =3

o={{a,[1,0,L1,1,0, L]),(b,[L,0,L, L 0,L])},

S = {{<a 1,1, L, 1,1, L]), (b, [L,1, L, 1.1, 1])},
{{a,[1,1,L,1,1, L]),(b,[1,1, L,1,1, L
{{a,[1, L, 1,1, 1, 1]), 1,1
{{a,[1,0,1,1,0,L]),(b,[L,0, L, L0,
y
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Figura 3.8: Vecindad del mundo 2 en el modelo de Kripke de la figura |3.1].

Figura 3.9: Vecindad del mundo 3 en el modelo de Kripke de la figura |3.1].

Tomando en cuenta la figura [3.10} al final de la iteracién del ciclo de las
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Figura 3.11: Vecindad del mundo 5 en el modelo de Kripke de la figura [3.1]

Tomando en cuenta la figura |3.12] al final de la iteracién del ciclo de las

lineas 4H22| en el que w = 6

J <b7 [J_7 17 J‘? J‘? 17 J‘])}’
Y 17 17 J‘]>}7
L

)
b? [17 17

1, 4], (b, [L,1, L, 1,1, 1))},
1,1,1,1,1, 1]
1
0
0

)|
L
L
L
L
L
i

{(a,[0,1, 1,0
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Figura 3.14: Vecindad del mundo 8 en el modelo de Kripke de la figura 3.1}

Tomando en cuenta la figura [3.15] al final de la iteracién del ciclo de las

[ S R}
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Figura 3.15: Vecindad del mundo 9 en el modelo de Kripke de la figura [3.1]
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Tomando en cuenta la figura [3.16] al final de la iteracién del ciclo de las

lineas en el que w =10
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Figura 3.16: Vecindad del mundo 10 en el modelo de Kripke de la figura
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Figura 3.17: Vecindad del mundo 11 en el modelo de Kripke de la figura |3.1]

Observemos que S contiene las facetas del complejo simplicial en la figura

cuyas vistas difieren inicamente en las entradas de los procesos. Como ya

se comentd, esto es correcto y que por tanto, C es el complejo simplicial que se
representa en la misma figura, concluyendo asi el proceso de transformacién.
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3.8. Observaciones

3.8.1. Vistas de vértices y etiquetamientos de mundos

Una diferencia, a primera vista inquietante, entre las estructuras que usa
cada enfoque es la forma en la que cada una representa la informacion. Los
complejos simpliciales representan el conocimiento de los procesos por medio
de la vista de cada vértice. En contraste, los modelos de Kripke representan
la informacién de lo que los procesos ven a través de los etiquetameintos de
sus mundos.

Recordemos que en esencia los complejos simpliciales son conjuntos de
conjuntos, y que particularmente los vértices de los complejos simpliciales
que nos ocupan se pueden identificar por un color y una vista. Debido a
lo anterior, tener dos vértices con el mismo color y vista en un complejo
simplicial no tendria sentido pues realmente nos referimos mismo.

Por otro lado, en un modelo de Kripke los etiquetamientos de los mundos
que se generan a partir del complejo simplicial, corresponden a la acumula-
cién de la informacién de los agentes que corresponden a algin proceso del
complejo simplicial. Por ejemplo, en el modelo de cémputo Iterated Immedia-
te Snapshots, una ejecucion en la que los procesos a, b y ¢ tengan entradas
vy, Vg Y v3, respectivamente, y todos ellos terminen satisfactoriamente, sin
importar la forma en que concurran, dejardn en su memoria respectiva al
final de la iteracién, la misma informacién, la cual se plasmara en el etique-
tamiento de los mundos del modelo de Kripke.

El que haya mundos en un modelo de Kripke con el mismo etiquetamiento
es normal, ya que las relaciones de indistinguibilidad entre mundos desde la
perspectiva de cada agente le dan la capacidad de reconocer lo que cada uno
ve (si el modelo no es epistémico) o sabe. Por ejemplo, en el modelo de Kripke
de la figura [3.5] los mundos 0 y 1 y 2 tienen el mismo etiquetamiento. Sin
embargo, en el mundo 0, el agente b no sabe py,; ni p; 41, aunque dichas
proposiciones estén en el etiquetamiento del mundo 0, pues el agente b no
distingue entre el nundo 0 y el 6 y en el mundo 6, po 4,1 ¥ P1,q,1 son falsas. Por
otro lado, en el mundo 1, el agente b si sabe pg 41y P1,4,1 pues en los mundos
1 y 2, indistinguibles para el agente b, ambas proposiciones son verdaderas.

Atn cuando existe la diferencia mencionada en un principio, ésta simple-
mente es el resultado de que la informacién de los procesos en los complejos
simpliciales se representa en cada uno de los vértices mientras que en un
modelo de Kripke un mundo representa realmente a un conjunto de vértices,
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y por tanto expresa el conocimiento distribuido entre los procesos correspon-
dientes a los vértices de ese conjunto.

3.8.2. Las facetas de complejos simpliciales puros, ca-
racterizados en inducen modelos epistémicos

En esta seccién, se demuestra formalmente que el procedimiento en el
algoritmo [§ induce relaciones de equivalencia desde el punto de vista de
los agentes del modelo de Kripke que se genera si es que se parte de un
conjunto de simplejos donde todos ellos tienen la misma dimensién y los
mismos colores.

Teorema 3.8.1. Sea C un complejo simplicial cromatico cuyos vértices se
puedan identificar por medio de su color y su vista y que las vistas de todos sus
vértices tengan el mismo tamano. Sea M = (W, R, L) el modelo de Kripke
sobre el conjunto de agentes A que se genera con el algoritmo[§ a partir de
S C C un conjunto de simplejos con la misma dimension y colores. Cada
relacion R, con R =|J R,, a € A es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Demostraremos que cualquier relacion R,, a € A es reflexiva,
simétrica y transitiva.

1) R, es reflexiva

Como § solamente tiene como elementos simplejos de C con los mismos
colores y dimension, el modelo M producido por el proceso en el algoritmo
asegura que A = colores(S), Va € A)Vw € W,Vo € S, wR,w pues A =
colores(o) = colores(o N o).

2) R, es simétrica

Del segundo punto del procedimiento en w1 Rywy sii a € colores(sy N
sy) de tal forma que R, es simétrica pues la interseccién entre conjuntos es
simétrica.

3) R, es transitiva

Supongamos que existen wy,ws, w3 € W correspondientes a las face-
tas 01,090,053 € S tales que wyR,wy y weR,w3. Si wyR,ws entonces a €
colores(oy N o3) similarmente, si wy R,ws entonces a € colores(os N o3). No-
temos que al ser M el modelo correspondiente a S, el vértice v, de color a
en la interseccién o N oy v el vértice v, de color a en la interseccién oo N o3
es el mimso, de tal forma que v, € (o1 No3) por lo que a € colores(o; N o3)
y entonces wy R,ws. Por lo tanto R, es reflexiva.
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Por 1), 2) y 3), R, es una relacién de equivalencia Va € A. Por tanto M
es un modelo epistémico.

]

Como consecuencia podemos enunciar lo siguiente:

Corolario 3.8.2. Sea C un complejo simplicial generado con el algoritmo
[4. Si M es el modelo de Kripke generado con el algoritmo [§ a partir de las
facetas de C entonces M es un modelo epistémico.

Demostracién. Por el teorema [3.3.1]C es puro, por tanto sus facetas tienen la
misma dimension y colores. Por el teoremal3.8.1]las relaciones de accesibilidad
para cada agente que se generan con el algoritmo |8 son de equivalencia, por
lo que M es un modelo epistémico. O

3.8.3. Conjuntos de simplejos, modelos de Kripke y
bisimulacion

Es importante decir que cuando no se puede hacer diferenciacién entre
los etiquetamientos de los mundos de una componente conexa de un modelo
de Kripke, el proceso de bisimulacion puede compactar el modelo de Kripke
correspondiente a un complejo simplicial. Aun cuando el complejo simplicial
puede modelar diferentes interacciones de concurrencia entre los procesos,
desde el punto de vista epistémico, independientemente de la forma en que
se dan dichas interacciones, es conocimiento comtn que solo se puede escribir
un valor, de tal forma que si se supone que todos los procesos terminan la
ejecucion de la iteracién del protocolo, el modelo epistémico se reduce a un
solo mundo.

Por ejemplo, podemos suponer que hay una interacciéon concurrente en-
tre tres procesos en el modelo [terated Immediate Snapshots donde todos los
procesos escriben solamente el valor 0. El complejo simplicial y modelo de
Kripke correspondiente a las facetas del complejo simplicial se muestran en
las figuras y respectivamente. Observemos que todos los mundos
tienen el mismo etiquetamiento en el modelo de Kripke. Ademés, recordando
como es el mecanismo de reduccién bajo bisimulacion, solo podemos generar
una clase de equivalencia al inicio, pues todos los mundos tienen el mismo
etiquetamiento, por lo que todos los mundos se compactan en uno solo como
se muestra en la figura[3.20] Notemos que la reduccién del modelo de Kripke
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bajo bisimulacion deja de suceder a medida que el modelo de Kripke repre-
sente procesos que tienen méas de una posible entrada, ya que de esa forma los
etiquetamientos de los mundos son distintos y se puede crear una particion
inicial més fina para comenzar el proceso de minimizacién bajo bisimulacién.

Tomemos en cuenta el el algoritmo |8 Podriamos construir un ntimero ex-
ponencia][r_U] de posibles modelos de Kripke correspondientes a un solo comple-
jo simplicial siendo cualquier subconjunto de simplejos, los mundos posibles
de un modelo de Kripke. Cabe senalar que aunque todos ellos serian modelos
de Kripke, no todos ellos serian modelos validos para logica epistémica, ya
que las relaciones restringidas a cada agente deberian ser relaciones de equi-
valencia. Ademéas, muchos de ellos podrian no tener sentido de ser analizados
aun cuando puedan ser construidos. Pensemos en la proyeccion de la subdi-
visién cromética para tres procesos de la figura [3.21] Si modelamos solo las
facetas, suponiendo que no hay fallas, el modelo de Kripke correspondiente se
muestra en la figura [3.22] Otro modelo de interés que podriamos obtener es
si suponemos que alguno de ellos puede fallar, generariamos adicionalmente
cuatro mundos como se muestra en la parte superior de la figura |3.23]

Otro escenario es que también se tome en cuenta el caso en el que ambos
puedan fallar, que solamente agrega un mundo mas al modelo anterior como
se muestra en la figura[3.24] Es importante notar que todos los casos son mo-
delos generados con los simplejos de las facetas de las proyecciones sobre dos,
uno o cero procesos y consecuentemente los modelos no necesariamente son
modelos epistémicos, pues en el modelo se representan diferentes dimensiones
del complejo simplicial causando la pérdida de la reflexividad.

3.8.4. Vistas en el proceso de transformacién

Podemos pensar que el proceso de transformacién de simplejos a modelos
de Kripke es reversible. Sin embargo, hay ocasiones en que el etiquetamiento
inducido por la fusion de las vistas y las relaciones mismas que se inducen por
el complejo simplicial hacen que sea imposible reconstruir las vistas origina-
les de los simplejos a partir de los cuales construimos un modelo de Kripke.
Tomemos en cuenta el modelo de Kripke de la figura [3.19 En él todos los
mundos tienen el mismo etiquetamiento, y por tanto las vistas calculadas
por el algoritmo [9] serdn iguales para todos los vértices generados, incluso
el complejo simplicial que se genera a partir del modelo mencionado cons-

10FEn el tamafo del complejo simplicial.
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ta solamente de un simplejo cuyos tres vértices tienen la misma vista. Esta
situacion se puede evitar forzando a que en cada componte conexa pueda
haber una diferenciacion entre el etiquetamiento de mundos. Una condicion
suficiente, mas no necesaria para ello, es agregar a los vértices de los sim-
plejos que queremos modelar dentro de los simplejos a partir de los cuales
construiremos el modelo de Kripke.
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Figura 3.18: Complejo simplicial para una iteraciéon de nuestros protocolos
de estudio de tres procesos con entrada 0.
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Figura 3.19: Modelo de Kripke correspondiente a las facetas del complejo
simplicial de la figura [3.1§
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([12.11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0])

0,0,0 a,b.c

Figura 3.20: Modelo de Kripke en la figura [3.19 minimizado bajo bisimula-
cién.

Figura 3.21: Proyeccién de la subdivision cromatica para tres procesos sobre
los agentes a (gris oscuro) y b (gris claro).
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Figura 3.22: Modelo de Kripke correspondiente al complejo simplicial de la

figura [3.21]
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Figura 3.23: Modelos de Kripke correspondientes al complejo simplicial en la
figura [3.21], para el escenario donde se supone que un proceso puede fallar
del lado izquierdo y ambos del lado derecho.
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Figura 3.24: Modelos de Kripke correspondientes al complejo simplicial en la
figura [3.21], para el escenario donde se supone que un proceso puede fallar
del lado izquierdo y ambos del lado derecho.
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Capitulo 4

Mapeos portadores y modelos
de acciones extendidos

En este capitulo, trataremos complejos simpliciales puros, con las carac-
teristicas mencionadas en y los modelos epistémicos que pueden ser cal-
culados por el algoritmo |8 a partir de las facetas de los complejos simpliciales
mencionados, ya que analizamos la evoluciéon del conocimiento representado
en modelos de Kripke desde un enfoque de modelos de acciones. Presentamos
una extension de modelos de acciones que proveen la capacidad de agregar
nuevas proposiciones a los modelos modelos de Kripke a lo largo de su evo-
lucién. Después discutimos una relacion que percibimos entre los mapeos
portadores y los modelos de acciones extendidos y en seguida mostramos la
forma en que podemos construir un modelo de acciones extendido dada una
subdivisién cromatica. Después discutimos una diferencia importante que
entre los mapeos portadores y los modelos de acciones extendidos: el hecho
de que los mapeos portadores se pueden definir en cualquier dimensién del
complejo simplicial mientras que los modelos de acciones extendidos se defi-
nen solamente sobre el conjunto total de agentes representados. Por tltimo,
presentamos una proyeccion sobre agentes de un modelo de Kripke, que re-
sulta en la estructura de las definiciones del mapeo portador en dimensiones
inferiores.

5
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4.1. Modelos de acciones extendidos

Es importante tener un medio para modelar el cambio en los modelos
con los que trabajamos. El enfoque topoldgico del computo distribuido utili-
za mapeos portadores para modelar la evolucién de los protocolos. Por otro
lado, en el enfoque de la logica, tenemos la logica epistémica dindamica, cuyo
proposito es modelar la evolucién de conocimiento a través de transforma-
ciones en los modelos de Kripke.

Para modelar cambio en légica epistémica, partimos de los modelos de
acciones, que operados con un modelo de Kripke mediante el producto modal
restringido da lugar a un nuevo modelo de Kripke. Agregar proposiciones al
conjunto de proposiciones con el que se trabaja es necesario para modelar la
evolucion de los modelos de nuestro interés ya que a lo largo de la ejecucion de
un protocolo los procesos que participan en el mismo acumulan informacién.

Tomando como punto de partida las definiciones de modelo de acciones
y producto modal restringido de la subseccién [2.1.6] encontramos que los
modelos de acciones pueden modificar la estructura de un modelo de Kripke
pero no pueden agregar proposiciones a la logica, lo que desde nuestro punto
de vista es necesario. Para mostrar una relacién entre la logica epistémica
dindmica y los modelos de cémputo distribuido representados por complejos
simpliciales proponemos extender a los modelos de acciones de la siguiente
manera:

Def. Sea L el lenguaje de logica epistémica sobre un conjunto de propo-
siciones P y un conjunto de agentes A y sea P’ un conjunto de proposiciones
disjunto con respecto a P. Un modelo de acciones extendido es una estructura
M = (S, ~,pre, L) tal que

S es el dominio de acciones

s ~ =|Jn~,, a€ Acon ~, una relacién de equivalencia en S

pre : S — L, una funcién de precondiciones
» L:W — 2" una funcién de etiquetamiento
Def. Sean M = (W,R, L) y M’ = (W', R, L') modelos de Kripke y

M = (S,~,pre,L) un modelo de acciones extendido. El producto modal
restringido extendido M’ = M QM se define de la siguiente forma:
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» W ={(w,s) |l weW,seS, yM,wk pre(s)}
n ((wy, $1), (we, $2)) € RN < (wy,ws) € Ry (s1,82) € ~
» pe L'((w,s)) < pe L(w) op e L(s)

Se cambia la definicién de los modelos de acciones en los modelos de accio-
nes extendidos agregando en el cuarto punto una funcién de etiquetamiento
que justamente consta de las proposiciones que se pretenden agregar en el
etiquetamiento de los mundos del modelo M’ cuando una accién en parti-
cular se aplica. Para lograr lo anterior, se cambia la definicion de producto
modal restringido en el producto modal restringido extendido en su tercer
punto, construyendo el etiquetamiento del modelo de Kripke resultante, pre-
servando el etiquetamiento que se tenia en el mundo del modelo operado pero
también agregando el etiquetamiento del modelo de acciones extendido. Es
importante notar que M’ es un modelo que se puede analizar con el lenguaje
de légica epistémica proposicional sobre el conjunto de agentes A, pero el
conjunto de proposiciones sobre el que estd definido M" es P U P’.

4.2. Mapeos portadores y modelos de accio-
nes extendidos

Como ya se menciond, el enfoque topoldgico del computo distribuido usa
los mapeos portadores para modelar la evolucién de los complejos simpliciales
a lo largo de la ejecucién de un protocolo. Recordemos la definicién de mapeos
portadores:

Dados A, B complejos simpliciales, un mapeo portador ® : A4 — 28
manda simplejos ¢ € A a un subcomplejo ®(o) de B tal que Vo, 7 € A, si
o C 7 entonces ®(o) C P(7).

Desde el punto de vista de logica, en particular de logica epistémica, la
evolucion de los modelos de Kripke usa las logicas epistémicas dinamicas.
Por ejemplo: los anuncios publicos, las acciones epistémicas o los modelos de
acciones presentados en [3]. Particularmente, como ya se mencioné en
este trabajo toma como punto de partida los modelos de acciones para definir
los modelos de acciones extendidos, que es otra forma de légica epistémica
dinamica, que permite aumentar el conjunto de proposiciones con el que se
trabaja.
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En esta seccion presentamos una relacién entre los mapeos portadores y
los modelos de acciones extendidos. En este capitulo trabajamos con modelos
de Kripke correspondientes a las facetas de un complejo simplicial cromatico
y puro. Mas precisamente, senalamos que de forma similar en la que un
mapeo portador puede relacionar, desde el punto de vista de la estructura
de las facetas del complejo simplicial, dos complejos simpliciales A y B, los
modelos de acciones extendidos pueden ser operados por medio del producto
modal restringido extendido con el modelo de Kripke correspondiente a las
facetas del complejo simplicial A, M 4, para obtener el modelo de Kripke
correspondiente a las facetas de B, M.

4.3. Subdivisiones cromaticas y modelos de
acciones extendidos

Las subdivisiones crométicas de los complejos simpliciales son particular-
mente importantes para el modelo Iterated Immediate Snapshots. En este tra-
bajo estudiamos protocolos particulares en este modelo en los que la primera
iteracion corresponde a la primera en los protocolos de informacién comple-
ta. Intuitivamente, una subdivisiéon cromatica induce un complejo simplicial
cromatico B a partir de otro complejo simplicial A sustituyendo simplejos de
A por “divisiones” del mismo. Por ejemplo, tomemos un complejo simplicial
F con una sola faceta de dimension 2 y su subdivisién cromdtica & después
de una iteracién de nuestros protocolos de estudio mostrados en la figura[4.1]

A continuacién mostraremos una forma en la que podemos identificar los
mundos de un modelo de Kripke construido a partir de las facetas de un
complejo simplicial cromatico puro que represente una ejecucion acotada de
los protocolos que estudiamos y en el que todos los agentes pueden tener
mas de una posible entrada. Enseguida mostraremos la forma en la que una
subdivision cromatica se representaria como modelo de acciones extendido
para el caso especifico del mundo correspondiente a una faceta del complejo
simplicial. Finalmente, presentamos la forma en que podemos construir un
modelo de acciones extendido correspondiente a todas las facetas del complejo
simplicial.
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F:

Figura 4.1: Complejo simplicial F de dimension 2 con una sola faceta y su
subdivisién cromatica S después de la primera iteracion de nuestros proto-
colos de estudio para tres procesos con entrada 0.
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4.3.1. Identificacién de mundos

En este punto, lo que pretendemos es mostrar una manera en la que po-
damos seleccionar cada mundo, correspondiente a una faceta del complejo
simplicial para crear la estructura adecuada por medio de un modelo de ac-
ciones, faceta por faceta. Lo primero es mostrar que podemos identificar de
alguna manera a los mundos para que al operarlos con el modelo de acciones
extendido, podamos obtener el submodelo correspondiente al mundo “sub-
dividido™[f] Enunciamos el lema que nos da una propiedad suficiente y
necesaria para que podamos identificar a un mundo en un modelo de Kripke
mediante una formula de légica epistémica cierta a partir del mismo. Consi-
deramos que dicho lema es elemental, sin embargo no tenemos conocimiento
de que se haya presentado en algiin otro lugar.

Lema 4.3.1. M = (W, R, L) es un modelo de Kripke minimo con respecto
a bisimulacion si y solo si cada w € W puede identificarse con una formula
de légica epistémica ¢ tal que, M, w |= ¢.

Demostracion.

=)

Si W = {w}, w puede identificarse con la formula T. En caso de que
|W| > 1. Supongamos por contradiccién que existen dos mundos, wq,wy €
W, que no pueden identificarse entre si por ninguna férmula de logica epistémi-
ca ¢. Entonces, M,w; |= ¢ siy solo si M, ws = ¢. De lo anterior se sigue
que wy, wy estan en la misma clase de equivalencia bajo bisimulacion, lo cual
contradice que M sea minimo bajo bisimulacion.

Por lo tanto, si M = (W, R, L) es minimo con respecto a bisimulacién,
cada w € W se puede identificar por una formula de légica epistémica cierta
en w.

<)

Por contradiccion supongamos que existen dos mundos en wy,wy € W
tales que no pueden identificarse por ninguna férmula ¢ € L entre ellos.
Esto significaria que existe una bisimulacién en la que tanto w; como ws
pertenecen a la misma clase de equivalencia. De lo anterior se sigue que M
no es minimo con respecto a bisimulacion, lo cual es una contradicciéon ya
que por hipdtesis M es minimo con respecto a bisimulacion.

Nos referimos a la subdivisién cromética en complejos simpliciales representada como
modelo de Kripke.
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]

Figura 4.2: Modelos de Kripke Mz y Mg correspondientes a las facetas de
los complejos simpliciales F y S de la figura 4.1

Por ahora es suficiente con saber la existencia de las férmulas con las que
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podemos identificar los mundos. Agreguemos a nuestros complejos simplicia-
les adicionalmente a las mencionadas en la restriccién de que los procesos
tienen al menos dos posibles entradas. La caracteristica mencionada permite
identificar facilmente a los mundos que se generan en los modelos de Kripke
correspondientes a facetas de los complejos simpliciales por medio de lo que
ven con un valor distinto a L como lo que conocen. y lo que ven como |
como lo que no conocenﬂ

Consideremos el modelo de Kripke, Mg = (W, R, L) en la figura , que
representa la subdivision cromatica para tres procesos después de la primera
iteracion para nuestros protocolos de estudio cuyos procesos tienen entrada
0. Notemos que Ms, = Cfap.c} (P0,a,0 P0,6,05 Po,c0), POI lo que a partir de cada
mundo, w € W, Ms,,w = Ku(Po.0,0, 00,0, P0,c0) N Kp(D0,a,05 P0,6,05 P0,c0)
K (0,0, P0.b0, Po.c0)- Esto sucede pues todos los procesos correspondientes a
los agentes del modelo solamente pueden escribir en su memoria correspon-
diente el valor 0.

Consideremos ahora la figura 4.3} en la que se muestra el complejo simpli-
cial correspondiente al caso en el que el proceso ¢ puede escribir los valores
{0,1} en su memoria y la figura , con el modelo de Kripke correspon-
diente a las facetas del complejo mencionado. Notemos que en los mundos
{7,9,12,20,22,25}, mostrados en el centro del modelo, los agentes {a, b} ya
no saben qué valor escribi6 el agente c. De manera similar, a medida que
cada uno de los procesos tiene la posibilidad de escribir mas de un valor en
la memoria que le corresponde, el conocimiento de los agentes en el modelo
se acerca a lo que el proceso correspondiente lee.

2Suponemos que L es ajeno a los valores de entrada para los procesos.
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Figura 4.3: Subdivision cromatica después de la primera iteracion del modelo
Iterated Immediate Snapshots para tres procesos: a y b con entrada 0 y ¢ con
entrada en {0, 1}.
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Figura 4.4: Modelo de Kripke correspondiente a las facetas del complejo
simplicial de la figura (4.3

Regresando a nuestros protocolos de estudio; Si suponemos que los proce-
sos tienen entradas al menos binarias, podremos identificar a cada mundo con
una formula de légica epistémica que sea una conjuncion del etiquetamiento
del mundo y si cada uno de los agentes conoce o no el valor de la entrada
de cada uno de los procesos. Primero construimos la férmula a partir de una
faceta del complejo simplicial y después con la informacién ya codificada en
un modelo de Kripke.
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Sea

o={

U((Il, [/U(),al,ap .. 7UO,a1,an7 . 7Uk:,a1,a1) . 7Uk,a1,anD7
’U(ag, [Uo,az,a17 L 7vo,a2,an7 LI 7Uk‘,a2,a17 L 7vk,a2,anD7
U(am [’onan,al’ <5 V0an,ans -+ s Vkan,ary - - - >Uk,an,an])

}

una faceta de un complejo simplicial que representa k iteraciones de nuestros
protocolos de estudio para n procesos. En esta representacion las vistas de
cada vértice tienen los valores que han leido hasta la k-ésima iteracién. Las
variables vgq,;q; son las entradas de los procesos por lo que solamente las
V0,0;,0; tiemen valor distinto a L. Las variables vit 4;q;,% > 0 corresponden a
los valores que el proceso a; leyé del proceso a; en la iteracion it.

El mundo w,, que le corresponde a ¢ en el modelo de Kripke construido
a partir de las facetas de C, puede ser identificado por la féormula de légica
epistémica construida por el algoritmo[I0} La férmula que se construye consta
de la conjuncion de las proposiciones que representan las entradas de los
procesos, es decir po g, .a; A Poasas N Poan,an, ¥ adicionalmente para todo
valor en la vista del vértice, si el valor en la vista es diferente de 1 se agrega
una conjuncién a la férmula ¢, de la forma K, (Pit,aj,vo,aj,aj)- Notemos que
Sl Vit,a; a0 # L entonces a; leyé la entrada de a; en la iteracién it, pero
por las caracteristicas de nuestros protocolos de estudio vita;a; = v0,4;,0,
ya que los procesos siempre escriben su entrada. Intuitivamente la formula
puede identificar el mundo ya que cuando un proceso hace el snapshot puede
distinguir entre los mundos donde un procesos escribe sus distintas entradas si
y solo si el snapshot contempla la escritura del proceso mencionado y ademas,
a que la férmula incluye la conjuncion de las proposiciones que etiquetan al
mundo w,,.

Argumentemos que el algoritmo [10| es correcto. En la linea |2 se inicializa
¢ a T que es el neutro en la conjuncion. En el ciclo de las lineas se agrega
a ¢ las conjunciones con las proposiciones correspondientes a las entradas de
cada uno de los procesos. En el ciclo de las lineas se examina si el valor
del proceso a; en una iteracion it desde el punto de vista de un proceso a; es
distinto de L lo que implica que el proceso a; leyé la entrada del proceso a;
en la iteracion it. Si dicha condicién se cumple se agrega a ¢ una conjunciéon

con Ko, (Pita; ia,.0,)» €0 caso contrario con =Ky, (Dit,a;vo..... ) Recordemos
sy, y @50 »@3,%0,a5,a4
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Algoritmo 10 Algoritmo para calcular una formula que identifica a w,.
1: function PHi(o, k,n)

2 o T

3 for alli e {1,...,n} do > Entradas
4: ¢ <~ (b A pO,ai,voyai,ai

5: end for
6

7
8

9

for all it € {1,...,k} do > Tteraciones
for alli e {1,...,n} do > Procesos
for all j € {1,...,n} do > Vértice
: if Vit 4,4, # L then
10: ¢ — ¢ A Kai (pit,aj,vitﬁai,aj)
11: else
12: ¢ — ¢ A _‘Kai (pit7aj7'l)0,aj,aj)
13: end if
14: end for
15: end for
16: end for
17: return ¢

18: end function

que Si Vit,q;,0; 7 L entonces vigq;.q; = Vo,a;,q,- Esto se hace para cada proceso
a; en el ciclo de las lineas y todo lo anterior para cada iteracién en el
ciclo de las lineas [6H16] De lo anterior podemos decir que phi es la férmula
que se describié para identificar al mundo w, salvo por el T al principio, pero
como T es el neutro para la conjunciéon ¢ también identifica al mundo w,.

Similarmente, si ya se ha construido MC = (W, Re, Lc¢), el modelo de
Kripke sobre los agentes en el conjunto A = {ay, as, ..., a,} y correspondiente
al complejo simplicial C, podemos construir una férmula con con la misma
estructura que en el algoritmo [10| usando el algoritmo [11].

Argumentemos que el algoritmo[IT]es correcto. Tenemos que ¢ se inicializa
a T en la linea 2 Nuevamente notemos que T es el neutro de la conjuncién.
En el ciclo de las lineas se agregan a ¢ las conjunciones de las entradas
de cada proceso. En el ciclo de las lineas se evalda si en un proceso a;
conoce el valor que escribi6 el proceso a; en una iteracion it. Lo anterior se
ejecuta para cada proceso a; en el ciclo de las lineas [§{15] Finalmente todo lo
anterior para todo it en el ciclo de las lineas [Bj17] Por lo anterior la formula
que se construye tiene la estructura que buscamos.
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Algoritmo 11 Algoritmo para calcular una férmula que identifica a w € W
del modelo de Kripke M.

1: function PHI(w eWe, k,n, M¢ = <Wc, Re, LC>)

2: (b — T

3: for all py .., € L(w) do

4: QS < Qb A Po,a,v

5: end for

6: for all it € {1,...,k} do > Iteraciones
7: for all a;, 1 € {1,...,n} do > Procesos
8: for all a;, j € {1,...,n} do

9: Sea v tal que pgq;» € L(w)

10: if Mc,w = Ko(pr,a,,») then

11: ¢ PN Kai(pk,aj,v)

12: else

13: ¢ N _|KCL7; (pk,aj,v)

14: end if

15: end for

16: end for

17: end for

18: return ¢

19: end function

Tanto el algoritmo 10| como el [11{ toman como entrada

= k. el nimero de iteraciones del protocolo representadas

= 7, el numero de procesos que participan en el protocolo

Para el algoritmo se tiene como entrada adicional o, el simplejo que
corresponde al mundo w, en el modelo de Kripke construido a partir del
conjunto de facetas de C del que o es un elemento.

Para el algoritmo [L1] se toman como entradas adicionales el modelo de
Kripke M = (W, R, L) correspondiente al complejo C y un mundo w € W
que serda al que se identificara por la férmula ¢.
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4.3.2. Subdivisiéon cromatica de una faceta y su modelo
de acciones extendido

En esta seccién comenzaremos por ejemplificar los modelos de acciones
correspondientes a las subdivisiones crométicas para dos y tres procesos.
Luego explicaremos por qué los modelos de acciones extendidos expuestos
en los ejemplos tienen la estructura propuesta y por tultimo daremos una
generalizacién para la construccién de los modelos de acciones extendidos
dada la subdivisiéon cromatica de una faceta de un complejo simplicial.

Primero tomemos como ejemplo la subdivisién cromatica para dos pro-
cesos en el modelo [terated Immediate Snapshots. La figura muestra el
complejo simplicial Fj, correspondiente al caso en el que ambos procesos
tienen como entrada 0 antes de comenzar con la ejecucién del protocolo
y el complejo simplicial S; correspondiente a la subdivisién de F; después
de una iteracion del protocolo. La figura muestra el modelo de Kripke
Mz = Wg,Rz,Lr) vy Ms, = (Ws,, Rs,, Ls, ), correspondientes a las
facetas de F; y S; respectivamente.

Un modelo de acciones extendido Mg, = (S, ~1, Prey, Ly) tal que
Mz @ Mg, = S es mostrado en la figura [4.7 La funcién de precondicién

Pre; esta definida como sigue:
Preq(s) = true Vs € S;.

Observemos que salvo por Ls, de Mgs,,y Pre; y Ly de Mg,, Mg, v Mg,
son dos digraficas isomorfas.

.Fll

812

Figura 4.5: Complejo simplicial F; de dimensién 1 con una sola faceta y su
subdivision cromatica S; después de la primera iteracion de nuestros proto-
colos de estudio de dos procesos con entrada 0.
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Figura 4.6: Modelos de Kripke Mz, y Mg, correspondientes a las facetas de
los complejos simpliciales F; y S; de la figura 4.5

&

M31 .

Figura 4.7: Modelo de acciones extendido Mg, .

Ahora tomemos como ejemplo la subdivision cromatica para tres procesos
en el modelo Iterated Immediate Snapshots. La figura [4.§ muestra el complejo
simplicial F5 correspondiente al caso en el que los tres procesos tienen como
entrada 0 antes de comenzar con la ejecucién del protocolo y el complejo sim-
plicial Sy correspondiente a la subdivision de F» después de una iteracién del
protocolo. La ﬁgura muestra el modelo de Kripke Mz, = (Wx,, Rx,, Lx,)
y Ms, = (Ws,, Rs,, Ls,), correspondientes a las facetas de Fy y Sy respecti-
vamente.

Un modelo de acciones extendido Mg, = (Sa, ~a, Pres, Ly) tal que
Mz, @ Mg, = S, es mostrado en la figura La funcién de precondicion
estd definida como sigue:

Presy(s) = true Vs € Ss.

Recordemos que los modelos de acciones extendidos se operan con mo-
delos de Kripke a través del producto modal restringido extendido. La apli-
cacion del producto modal restringido extendido sobre M; y M hace que
Wy C Wy x S. Observemos que los modelos de Kripke Mz y Mz, constan
de un solo mundo, de tal forma que los modelos de acciones extendidos Mg,
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Mg, deben tener la misma estructura en cuanto a mundos y relaciones que
S1 v Sy respectivamente. Ademéas como Mz, v Mgz, tienen un solo mun-
do, podemos tener una precondicion constante true en ambos modelos de
acciones extendidos. Notemos ademas que la representacién de los modelos
de acciones extendidos en las figuras 4.7y usa como identificador de los
puntos de accién extendido del modelo, las diferentes formas de concurren-
cia de los procesos correspondientes a los agentes en el complejo simplicial
correspondiente.

4.3.2.1. Generalizacién

Consideremos a F,,, una faceta de un complejo simplicial que mode-
la k iteraciones de nuestros protocolos de estudio y a S, la subdivision
cromdtica de F,,. Ademds consideremos a Mz, = ({ox,},Rz,,Lx,) v a
Ms, = (Ws,, Rs,, Ls, ), los modelos de Kripke correspondientes a los con-
juntos de facetas de JF, y S, respectivamente sobre el conjunto de agentes
A,

Podemos generalizar la construccion de modelos de acciones extendidos
Ms, tales que Mg, @ Mz, = Mg, construyendo a Mg, = (S, ~, pre, L)
como sigue:

S es un conjunto de puntos de accién tal que | S| = | Ws, |

f:+Ws, — S es una funcién que biyecta los conjuntos Ws, y .S

(f(wr), Ags, f(wz)) € ~ < (wy, Ags,w2) € Rs,
w pre(s) =T Vse S

L(S) = {pk+1,a,v ‘ ac Ana Po,aw € L}'n (U}'n)}

De esa forma estamos copiando la estructura de Mg, a Mg, anadiendo
el etiquetamiento adecuado y una funcién de precondicién suficiente por ser
o, el inico mundo de Mz, .
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.FQ:

Figura 4.8: Complejo simplicial F5 de dimensién 2 con una sola faceta y su
subdivisién cromatica S; después de la primera iteracién del modelo Iterated
Immediate Snapshots para tres procesos con entrada 0.
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Figura 4.9: Modelos de Kripke M £, y M, correspondientes a las facetas de
los complejos simpliciales Fy y Sy de la figura [4.8]
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Figura 4.10: Modelo de acciones extendido Mg, .

4.3.3. Subdivision cromatica de las facetas de un com-
plejo simplicial y su modelo de acciones exten-

dido
A partir de ahora pensemos en un complejo simplicial C que contenga
todas las facetas correspondientes a las posibles ejecuciones del protocolo
después de k iteraciones y el modelo de Kripke M¢ = (We, Re, L¢) corres-
pondiente a las facetas de C. Similarmente consideremos a S, la subdivisién
cromdtica de C, y Mg = (Ws, Rs, Ls), el modelo de Kripke correspondiente
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a las facetas de S.

En seguida analizaremos céomo juntar las ideas en 4.3.1] y 4.3.2.1] para
construir un modelo de acciones extendido Mg que, operado con el modelo
de Kripke M mediante el producto modal restringido extendido, dé como
resultado M.

En se presentd el procedimiento para construir un modelo de ac-
ciones extendido que operado con un modelos de Kripke de un solo mun-
do genera el modelo de Kripke que representa las facetas de la subdivisién
cromatica de una sola faceta. Necesitamos construir un modelo de acciones
extendido Mg = (S, ~, Pre, L) tal que Mg = M Q Ms.

Tomemos en cuenta que lo que queremos es modelar las subdivisiones
cromaticas de C en cada iteracion de nuestros protocolos de estudio. En4.3.1
mostramos una forma de identificar los mundos de un modelo de Kripke
reducido bajo bisimulacién y en se describié como construir un modelo
de acciones extendido para una sola faceta de C.

El modelo de acciones extendido Mg debe corresponder en estructura con
M, salvo por Pre, L'y Lgs.

Esto lo logramos construyendo un submodelo de acciones extendido para
cada una de las facetas de C usando como identificador, adicionalmente al
propuesto en [£.3.2] la férmula de precondicién que identifica a la faceta en
C. Los identificadores de los puntos de accién extendidos serfan de la forma
¢, — C'onc donde Conc define el orden y concurrencia de los procesos por
ejemplo '{a}{b}{c}', '{a,b}{c}", 0 {a,b,c}'f]

Con lo anterior tendriamos tantos submodelos de acciones extendidos
como facetas en C', pero todos ellos desconectados entre si. Para completar
a Mg presentamos los algoritmos [12]y [13]

El algoritmo [12] calcula el conocimiento que obtiene un agente después de
la aplicacion de una acciéon. En dicho algoritmo supondremos que Conc es
una lista de conjuntos de agentes a la que le podemos aplicar las funciones
valor vy stguiente. La funcién valor obtiene el conjunto de agentes que se
tienen en la cabeza de la lista, mientras siguiente obtiene la cola de la lista.

Como entrada recibe:

» M, = (S,,~,, Pre,, L,), el modelo de acciones

s [d = ¢ — Conc, el identificador del punto de accion

3El apéstrofe se agrega por limitaciones del lenguaje Prolog.
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= a, el agente del cual se quiere calcular el nuevo conocimiento
Como resultado obtiene:

s 'K, el conjunto de proposiciones nuevas que conocera el agente a des-
pués de aplicar la accién definida por el punto de accién identificado
por Id en S,

Algoritmo 12 Algoritmo para calcular el nuevo conocimiento que tendra
el agente a después de aplicar la accién definida por el punto de accion
identificado por Id.

1: function CALCULOFK(M, = (S,, ~,, Pre,, L,), [d = ¢ — Conc, a)

2: [ < Conc

3 Agentes < ()

4 repeat

5 Agentes < Agentes U wvalor(l)

6: [ + siguiente(l)

7 until a € Agentes

8 return FK = {p; .. | ag € Agentes A poagn € Lo(1d)}
9: end function

El algoritmo simplemente recorre la lista C'onc hasta encontrar al
conjunto que contiene al agente a. Por la semantica de Conc, al terminar
la iteracion el agente a lee los valores escritos por todos los agentes que
ejecutaron antes que €l y al mismo tiempo, que son justamente los que se
agregan al conjunto Agentes en el algoritmo y por tanto F'K es el conjunto
de proposiciones nuevas que el agente a conocera después de aplicar el punto
de accién identificado por Id.

Para construir el modelo de acciones extendido Mg presentamos el algo-
ritmo [13] que usa como subrutina el algoritmo [I2 Intuitivamente el algoritmo
crea un modelo de acciones extendido que en principio es la union de los sub-
modelos de acciones extendidos para cada faceta de C. Después relaciona los
submodelos de acciones extendidos cuyas facetas correspondientes son adya-
centes en Me. Por 1ltimo, anade las relaciones que hacen falta entre puntos
de acciones de diferentes submodelos de acciones extendidos.

Como entrada recibe:

= M¢, el modelo de Kripke correspondiente a C
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s SubModAccExt, los submodelos de acciones extendidos correspondien-
tes a las subdivisiones de las facetas de C

Como resultado obtiene:

» Mg, el modelo de acciones extendido tal que M @ Ms = Mg
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Algoritmo 13 Algoritmo para construir el modelo de acciones extendido Mg
a partir del modelo de Kripke M¢ y los submodelos de acciones extendidos
M, Vo € facetas(C).
function CONSTRUCCIONMAE(M¢, SubModAccExt)
: SS A UaEfacetas(C) SU

1:

2

3 ~S o€ facetas(C) T

4 PT@S — UaGfacetas(C) Preo

5 LS — Uaefacetas((,’) Ly

6: for all M,,, = (S, ~o.,, Prées,, Ls,) € SubModAccExt do
7 Sea s € S, un punto de accién de M,

8

9

¢ < Pre(s)
: Sea w € W¢ el mundo identificado por ¢ en Me¢, w
10: for all a € Agentes do > Conocimiento por agente en Mg
11: Kaw = {pi,ag,v|MC7 w ): Ka(pi,ag,v)}
12: end for
13: Vecindad = {w'" € We|(w,w") € Re} — {w}
14: for all v’ € Vecindad do
15: for all a € Agentes do > Conocimiento por agente en M, w’
16: Ko, = {Piagw|Me, W' B Ko(Piagw)
17: end for
18: Sea M, , € SubModAccExt el correspondiente a w’
19: for all (s,,,5,,,) € Sq, X 55, do
20: Label = ()
21: for all a € Agentes do > Nuevo conocimiento
22: FK,;, = CALCULOFK(M,,,ss,,a)
23: FK,,, , = CALCULOFK(M, ,, s, ,,a)
24: if K., UFK,,, =K,, UFK,,, , then
25: Label < Label U {a} ’
26: end if
27: end for
28: if Label # () then
29: ~sir~s U{(ss,, Label, s, ,), (5o, ,, Label, s, )}
30: end if
31: end for
32: end for

33: end for
34: return Mg = <Sg, ~g, Preg, L5>
35: end function
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4.4. Tratamiento de dimensiones inferiores

En esta seccién, discutimos una diferencia que hay entre los mapeos por-
tadores y los modelos de acciones extendidos. En seguida presentamos las
proyecciones de modelos de Kripke sobre un conjunto de agentes del mismo.
Por tultimo comentamos céomo las proyecciones obtienen las definiciones de
los mapeos portadores en dimensiones inferiores.

4.4.1. Diferencia entre mapeos portadores y modelos
de acciones extendidos

Como se menciond anteriormente, existe una diferencia a primera vista
importante entre los mapeos portadores y los modelos de acciones extendidos.
Mientras que los mapeos portadores se pueden definir para cualquier simplejo
de un complejo simplicial y por ello en cualquier dimensién del mismo, los
modelos de acciones extendidos, al ser una logica epistémica dinamica, buscan
que los modelos de Kripke sean modelos epistémicos, lo que implica que los
modelos de acciones extendidos estan definidos solamente sobre el conjunto
total de agentes del modelo, correspondientes a una sola dimensién en el
complejo simplicial.

Recordemos que un mapeo portador ® : A — B manda cada simplejo
o € Aaunsubcomplejo ®(c) de BtalqueVo,7 € A, sioc C 7, entonces
d(o) C P(7).

Como los mapeos portadores son mondtonos, la informacién que existe
en dimensiones inferiores del complejo simplicial deberia poder ser obtenida
de alguna forma desde modelo de Kripke correspondiente a las facetas del
complejo. Esta idea la concretamos en [£.4.2] donde presentamos una pro-
yeccién de modelos de Kripke sobre agentes, misma que podemos usar para
obtener la definicién de los mapeos portadores en dimensiones inferiores para
un conjunto de procesos.

4.4.2. Proyecciones sobre agentes

Proponemos una proyeccién sobre un subconjunto de agentes de un mo-
delo de Kripke que tiene como contraparte la proyeccion de complejos sim-
pliciales presentada en Sea M = (W, R, L) un modelo de Kripke que
represente las facetas de un complejo simplicial con las caracteristicas en
.1} Intuitivamente el proceso consiste en cambiar el etiquetamiento de los
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mundos del modelo de Kripke de tal forma que las proposiciones correspon-
dientes a la escritura de la ultima iteracién en agentes no proyectados cambie
de Pragv @ Prag 1, donde k es el nimero de la tltima iteracion, ag es cual-
quier agente no proyectado y v es la entrada del agente ag en cada mundo.
Luego debemos eliminar a los agentes no proyectados de R. Por iltimo debe-
mos hacer una reduccion del modelo de Kripke mediante bisimulaciéon para
eliminar la redundancia que se crea en el modelo de Kripke al cambiar el
etiquetamiento de los mundos.

Presentamos el algoritmo [14] que formaliza la intuicién de proyeccién de
modelos de Kripke sobre un subconjunto de agentes del mismo.

Como entrada recibe:

= M, el modelo de Kripke a proyectar

= Agentes, el subconjunto de agentes sobre los que se proyectara M
Como resultado obtiene:
» M ggentes, €l modelo de Kripke M proyectado sobre Agentes

Argumentemos que el algoritmo [14]es correcto. Podemos observar que en
el ciclo de las lineas se hace el cambio en el etiquetamiento para repre-
sentar que los agentes a ¢ Agentes no escribieron en la tltima iteracién y que
en la linea (13| se agrega el etiquetamiento modificado para el mismo mundo
que estaba originalmente en L a L'. Como L’ se inicializa a () en la linea , al
final del ciclo de las lineas el etiquetamiento representado en L’ contiene
el nuevo etiquetamiento de los mundo de M en la forma deseada. Respecto a
la relacién de accesibilidad tenemos que en el ciclo de las lineas se pro-
cesa a cada tripleta en la relacion agregando a R’ inicamente a las relaciones
(wy, Ags', we) tales que (wy, Ags,wy) € R N (Ags' < Agsn Agentes) # 0y
como R’ se inicializa a () en la linea , al final del ciclo de las lineas
R’ C R contendra a todas las relaciones de accesibilidad como las deseamos.
Finalmente en la linea 21| se procesa el modelo de Kripke (W, R, L") bajo
bisimulacion para eliminar la redundancia creada por el reetiquetamiento de
los mundos y el resultado se guarda en M ggentes, PoOr lo que al final de la
ejecucion M ggentes tendrd la proyeccion de M sobre Agentes.
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Algoritmo 14 Algoritmo para proyectar un modelo de Kripke M sobre
Agentes.

1: function PROYECCIONMK (M = (W, R, L), Agentes)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

L'+
for all (id, Et) € L do > Cambio de etiquetado
k < el nimero de la ultima iteracién que representa M
Et'
for all p;,, € Et do
if i =k ANa ¢ Agentes then
Et' < Et' U{pka 1}
else
Et' « Et' U{pian}
end if
end for
L'+ L'u{(id, Et")}
end for
R + 0
for all (w, Ags,wy) € R do > Cambio en la relacién
Ags’ <+ Ags N Agentes
if Ags’ # () then R’ + R U {(wy, Ags’,ws)}
end if
end for
M agentes  MINBISIMULACION((W, R/, L'))
return M jgentes

23: end function
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4.4.3. Definiciones de mapeos portadores en dimensio-
nes inferiores

Ahora mostraremos como la proyeccién presentada en nos permite
obtener la estructura de los mapeos portadores en dimensiones inferiores.

Tomemos en cuenta el complejo simplicial que corresponde todas las eje-
cuciones de uno de nuestros protocolos de estudio cuyos procesos tienen en-
tradas binarias y el modelo de Kripke correspondiente a sus facetas. EL
complejo y el modelo de Kripke mencionados son muy grandes. Solamente
para dimensionar su tamaino estdn representados en las figuras y
respectivamente.

La proyeccién del complejo simplicial de la figura dado el supuesto
de que solamente los procesos a y b, coloreados con gris oscuro y gris claro
respectivamente, siguen vivos se muestra en la figura [4.13] y el modelo de
Kripke que le corresponde a sus facetas de la proyeccién se muestra en la
figura [4.14]

Por otro lado, la proyeccién del modelo de Kripke en la figura sobre
los agentes a y b se muestra en la figura Las clases de equivalencia
que resultan de la bisimulacion del modelo en la figura después del
reetiquetamiento de los mundos estan dadas por la siguiente particion:
{103,102, 101, 99, 97, 90, 89, 88, 86, 84 }

{100, 96,94, 87,83, 81}
{98,95,93,92,91, 85,82, 80, 79, 78}
{77,76,75,73,71,64, 63,62, 60,58}
{74,70,68,61,57,55}
{72,69,67,66,65,59, 56,54, 53,52}
{51,50,49,47,45, 38,37, 36, 34, 32}
{48,44,42,35,31,29}

{46,43, 41, 40, 39, 33, 30, 28,27, 26}
{25,24,23,21,19,12,11, 10, 8,6}
{22,18,16,9,5, 3}
{20,17,15,14,13,7,4,2,1,0}

Observemos que los modelos de Kripke en las figuras N son iso-
morfoéﬂ. Ademas ambos corresponden a la subdivision croméatica para dos
procesos con entradas en {0, 1} salvo por la memoria que corresponderia al

4La tinica diferencia entre los modelos son los identificadores, pues en la figura al
ser una reduccién bajo bisimulacion, el identificador es la clase de equivalencia calculada.
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proceso, o etiquetamiento del agente, c. Lo anterior describe la estructura
inducida por la funcién de mapeo portador aplicada a los simplejos de di-
mensién de dimensién 1, cuyos vértices corresponden a los procesos a y b
en el complejo de entrada. Es decir: si A : C — 2¢ es un mapeo portador
y Mg es el modelo de Kripke correspondiente a las facetas de C’, entonces
PROYECCIONMEK (M, Agentes) es isomorfo al modelo de Kripke correspon-
diente a las facetas de |J A(o).

o€CAcolores(o)=Agentes
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Figura 4.11: Complejo simplicial de la subdivisién crématica para tres pro-
cesos con entrada binaria.
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0,14 b,¢

SO (83)
H 00,1, )Da,b,c
0,0,1 /

00,1, [abc

Figura 4.12: Modelo de Kripke correspondiente al complejo simplicial en[£.11]
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Figura 4.13: Proyeccién del complejo simplicial de la figura [4.11]| sobre los
procesos a v b.
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Figura 4.14: Modelo de Kripke correspondiente a las facetas del complejo
simplicial de la figura [£.13]
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(74D
0,1,

0,1,

(1103])
0,0,

0,0,

(11001
0.0,

0,0,

(198D
0,0,"_,

0,0,

([48])
1,0,

(f46])
1,0,"_, s
1,0, 10,

Figura 4.15: Proyecciéon del modelo de Kripke en la figura sobre los
agentes a y b.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo mostramos una relacién entre el enfoque de las logicas
modales y el enfoque topoldgico del computo distribuido. Por simplicidad
estudiamos un tipo particular de protocolos en el modelo [terated Immediate
Snapshots. En dichos protocolos, los procesos escriben tinicamente su entra-
da en cada iteracién, pero tienen memoria local infinita donde guardan lo
que leen en todas las iteraciones que ejecutan. Analizamos ejecuciones aco-
tadas de nuestros protocolos de estudio representadas en modelos de Kripke,
desde el enfoque de las 16gicas modales, y en complejos simpliciales, desde
el enfoque topoldgico del cémputo distribuido. Propusimos algoritmos pa-
ra transformar nuestras representaciones en modelos de Kripke a complejos
simpliciales y viceversa. Luego analizamos una relacion entre los mapeos por-
tadores y los modelos de acciones extendidos desde la forma en que ambos
definen la evolucién de las estructuras correspondientes.

Mas precisamente, disenamos algoritmos para transformar modelos de
Kripke a conjuntos de simplejos y viceversa. Expresamos los algoritmos desde
el punto de vista de las logicas modales. A pesar de que en dichos algorit-
mos el calculo del etiquetamiento de los mundos, en los modelos de Kripke,
y el calculo de vistas de los vértices, en los simplejos, se disenaron especifi-
camente para nuestras representaciones en las estructuras mencionadas, las
transformaciones se pueden adecuar para representar protocolos de informa-
cién completa representando la informacion leida en la iteracién ¢ como un
contenedor de ¢ niveles, donde el contenedor de nivel 0 guarda la entrada de
un proceso y uno de nivel k + 1 guarda la referencia a otro de nivel k.

Después de que analizamos la forma en que los mapeos portadores y los
modelos de acciones extendidos definen la evolucién en las estructuras co-
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rrespondientes a cada enfoque, encontramos una diferencia entre los mapeos
portadores y los modelos de acciones extendidos. Los modelos de acciones
extendidos describen la evolucién de los modelos de Kripke sobre el conjunto
total de agentes mientras que los mapeos portadores pueden definirse sobre
cualquier simplejo. Propusimos proyecciones sobre modelos de Kripke pa-
ra recuperar la definicién de los mapeos portadores sobre simplejos que no
representan a todos los procesos, tomando como punto de partida que los
mapeos portadores preservan contencion.

Un observacién que obtuvimos es que los modelos de acciones extendi-
dos podrian no ser una logica epistémica dindmica adecuada para calcular
modelos de Kripke correspondientes a subdivisiones cromaticas de complejos
simpliciales, pues su tamano y estructura corresponde al del modelo de Krip-
ke que se quiere obtener. Consideramos que un trabajo a futuro importante
es proponer una logica epistémica dindmica que no aumente el tamano de
sus representacion al mismo ritmo que los modelos que se quieren estudiar,
ya que ello resultaria en una légica epistémica dindmica mas préactica en su
uso.

También dejamos como trabajo futuro disenar una légica modal, con una
semantica similar a la légica epistémica proposicional, que permita que las
relaciones de accesibilidad de los agentes en los modelos de Kripke pierdan la
propiedad de ser reflexivas. Si disenamos una légica modal que permita di-
cha caracteristica, podriamos verificar modelos correspondientes a cualquier
conjunto de simplejos del complejo simplicial. Lo anterior es de utilidad para
estudiar modelos de computo cuyas ejecuciones se representan en complejos
simpliciales no necesariamente puros.



Apéndice A
Implementacion

En este apéndice, ofrecemos una version literaria de los predicados en
la implementacién, en lenguaje Prolog, que desarrollamos en este trabajo.
En la seccién describimos la representacién de las estructuras con las
que trabajamos. En la seccion presentamos el predicado para proyectar
complejos simpliciales sobre procesos vivos. En la seccién exponemos el
predicado de transformacion de conjuntos de simplejos a modelos de Kripke.
En la seccién mostramos el predicado para transformar un modelo de
Kripke a un conjunto de simplejos. En la seccién mencionamos el predi-
cado para calcular la proyeccion de un modelos de Kripke sobre un conjunto
de agentes. En la seccion exhibimos el verificador de modelos epistémicos
que implementamos. Por ultimo, en la seccién enunciamos los predicados
generadores de graficas para representar complejos simpliciales y modelos de
Kripke y modelos de acciones extendidos con los que generamos la mayoria
de las figuras de este trabajo.

A.1. Representacion

A.1.1. Complejos simpliciales

Recordemos que los complejos simpliciales son un conjunto de simplejos
y que cada simplejo es un conjunto. Por lo anterior, representamos los com-
plejos simpliciales como listas de listas de vértices, donde cada una de ellas
es un conjunto.

Los vértices de los complejos simpliciales que tratamos se identifican por
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su color y su vista, de tal forma que representamos su estructura con el
término v(Color,Vista). Los colores pueden ser cualquier conjunto de ato-
mos en Prolog. Por ejemplo, en este trabajo usamos el conjunto {a, b, ¢} para
denotar que un complejo simplicial se colorea con los procesos a, b y c. Las
vistas en nuestra implementacién son listas de lo que un proceso ve, repre-
sentadas de una forma convenientd'} Por ejemplo en el complejo simplicial de
los nifos lodosos de la figura[A.1]1a vista [0,’_",0,’_"] corresponde a que
el proceso a tiene como entrada el valor 0 y después de la iteracion ve que €l
escribi6 su entrada, pero no vio nada escrito en la memoria correspondiente
al proceso b. El atomo ’_’ en esta representacién corresponde a la ausencia
de informacién.
La siguiente lista representa el complejo simplicial de la figura [A.T}

1,

[v(b,[’_?,0,0,01)],

[v(a,[0,’_7,0,01)]1,
[v(a,[0,’_7,0,_1),v(b,[’_,0,0,0])],
[v(a,[0,’_?,0,01),v(b,[’_",0,0,0])],
[v(a,[0,’_7,0,01),v(b,[’_?,0,’_7,01)],
[v(a,[0,’_7,0,’_"]D1,
[v(b,[’_?,1,0,11)],
[v(a,[0,’_7,0,11)1],
[v(a,[0,’_7,0,7_1),v(b,[’_?,1,0,11)],
[v(a,[0,’_7,0,11),v(b,[’_",1,0,11)],
[v(a,[0,’_7,0,11),v(b,[’_",1,°_7,1])],
[v(b,[’_?,0,1,01)],

[v(a,[1,’_7,1,01)],
[v(b,[’_?,0,’_,01)],
v(a,[1,’_7,1,7_°1),v(b,[’_?,0,1,001)],
[v(a,[1,’_7,1,0]),v(b,[’_?,0,1,00)],
[v(a,[1,’_7,1,01),v(b,[>_?,0,’_",01)],
[v(a,[1,’_7,1,°_°]D1,
[v(b,[’_’,1,1,11)],
[v(a,[1,’_7,1,11)1,
[v(b,[’_?,1,’_7,11)]1,
[v(a,[1,’_7,1,°°1),v(p,[’_7,1,1,11)],

Lo conveniente depende de cémo se calcule el etiquetamiento de los modelos de Kripke.
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[V(a: [13,_Js1,1]),v(b; [’_,31,1’1])] )
(v(a,[1,”_7,1,1D),v(b,[’_7,1,” 7, 1])]

Figura A.1: Complejo simplicial para la subdivisién cromatica de 2 procesos
después de una iteracion.

A.1.2. Modelos de Kripke

Recordemos que un modelo de Kripke M = (W, R, L) sobre el conjunto
de proposiciones P y los agentes Agentes es una estructura que consta de 3
elementos: W, un conjunto no vacio de mundos, R C W x 249¢mes » T}/ la,
relacién de accesibilidad de los agentes a los mundos y L : W — 2P una
funcién de etiquetamiento.

En nuestra implementacion, representamos los modelos de Kripke con
el término model( Worlds, Edges) donde Worlds es una lista de mundos y
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su respectivo etiquetamiento y Fdges es una lista de flechas entre mundos
etiquetadas por un conjunto no vacio de agentes englobados.

Cada elemento de la lista Worlds es representado con el término w(Id, Label).
El Id es un identificador del mundo y Label es el etiquetamiento del mundo.
En nuestro caso, al estudiar un modelo iterado con memoria compartida,
representamos el etiquetamiento con el estado de la memoria representado
como una lista de tamano (k + 1) x n donde k es el niumero de iteracio-
nes ejecutadas y n es el nimero de agentes que participan en el protocolo.
Los primeros n elementos de la lista corresponderan a los valores de entrada
de cada uno de los agentes antes de iniciar la ejecucién del protocolo y las
siguientes corresponderan a los valores escritos en memoria compartida.

Cada flecha es representada por el término edge(1dS, Ags, IdT"), donde
IdS corresponde al identificador del mundo de origen, IdT al mundo de
destino y Ags C Agentes es el conjunto de agentes con el que esta etiquetada
la arista.

Por ejemplo, la siguiente representacion corresponde al modelo de Kripke

de la figura [A 2}

model (
[
w(11,[0,0,0,01),
w(10,[0,0,0,01),
w(9,[0,0,0,01),
w(8,[0,1,0,11),
w(7,[0,1,0,11),
w(6,[0,1,0,11),
w(5,[1,0,1,01),
w(4,[1,0,1,01),
w(3,[1,0,1,01),
w(2,[1,1,1,11),
w(l,[1,1,1,1]),
w(0,[1,1,1,1])

edge(11,[a,b]l,11),
edge(11, [b],10),
edge(11, [a],8),
edge (10, [b],11),
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edge (10, [a,b],10),
edge (10, [a],9),
edge (9, [a],10),
edge (9, [a,b],9),
edge (9, [v],3),
edge(8,[a],11),
edge (8, [a,b],8),
edge(8, [b],7),
edge(7, [b],8),
edge(7,[a,b],7),
edge(7,[a],6),
edge(6,[a],7),
edge(6, [a,b],6),
edge (6, [b],0),
edge (5, [a,b],5),
edge(5, [b],4),
edge(5,[a],2),
edge (4, [b],5),
edge (4, [a,b] ,4),
edge(4,[al,3),
edge (3, [b],9),
edge (3, [a] ,4),
edge(3, [a,b],3),
edge(2, [a],5),
edge(2,[a,b],2),
edge(2, [b],1),
edge(1, [b],2),
edge(1,[a,b],1),
edge(1,[a],0),
edge (0, [b],6),
edge (0, [a],1),
edge (0, [a,b],0)
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Figura A.2: Modelo de Kripke para la subdivision cromatica de 2 procesos
después de una iteracion.

A.1.3. Modelos de acciones extendidos

Recordemos que los modelos de acciones extendidos sobre el conjunto
de agentes Agentes son una estructura M = (S, ~ pre, L), donde S es un
conjunto no vacio de puntos de acciones, ~ C S'x 2495 x G eg la relacién de
indistinguibilidad de acciones de los agentes, pre es la funcién de precondicion
y L es la funcién de etiquetamiento.

Representamos los modelos de acciones extendidos con el término
extended_action_model (EAPs,Es). La variable EAPs es una lista de ele-
mentos englobados por el término eap(Id,Pre,Label), donde Id representa
el identificador del punto de accion, Pre su funciéon de precondicion y Label
su etiquetamiento. Es es una lista de arcos entre puntos de acciones etique-
tados por un conjunto de agentes A C Agentes. Por ejemplo, la siguiente
representacion corresponde al modelo de acciones extendido de la figura[A.3]



A.2. PROYECCIONES DE COMPLEJOS SIMPLICIALES SOBRE PROCESOS VIVOS117

cuya funcién de precondicién pre esta definida como sigue:
pre('ba’) = pre(a,b’) = pre('al) = true

extended_action_model(

[
eap(’{b}{a}’,1,[0,01),
eap(’{a,b}’,1,[0,0]),
eap(’{a}{b}’,1,[0,0])

1,

[
edge(’{a}{b}’, [a,b], {a}{b}’),
edge(’{a,b}’, [a,b], {a,b}’),
edge(’{b}{a}’, [a,b], {b}{a}’),
edge (’{a}{b}’, [b],’{a,b}’),
edge(’{a,b}’, [b],’{a}{b}’),
edge (’{b}{a}’, [a],’{a,b}’),
edge(’{a,b}’, [a],’{b}{a}’)

]

(b1 N,y b (@b N\, @ Clo}al) Ny

Figura A.3: Ejemplo de modelo de acciones extendido.

Notemos que la representacion grafica del modelo de acciones extendido
no muestra la funcién de precondicion. Eso se decidié debido a que la férmu-
la de precondicion de los mundos puede ser arbitrariamente grande, lo que
saturaria la imagen.

A.2. Proyecciones de complejos simpliciales
sobre procesos vivos

Para obtener las proyecciones de un complejo simplicial de n proce-
sos sobre algin subconjunto, como se presenté en la seccién [3.3] se imple-
mento el predicado proy_complex(Complex,ProcsCols,NComplex). La va-
riable Complex denota el complejo simplicial a proyectar. La variable ProscCols
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representa una lista de elementos de la forma Proc=>Col, donde Proc es un
proceso y Col es la posicion en la que Proc escribe médulo n. Finalmente, la
variable NComplex denota el complejo proyectado. Por ejemplo, para obtener
el complejo simplicial de la figura a partir del complejo simplicial de la
figura podemos llamar al predicado proy_complex de la siguiente forma:

proy_complex (Complex000, [a=>0,b=>1],Complex00_)

En la llamada anterior la variable Complex000 debe estar unificada con
una representacién del complejo simplicial de la figura [A.4] El predicado
calculara una representaciéon del complejo simplicial proyectado y la unificard
con la variable Complex00_.
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Figura A.4: Complejo simplicial para una iteracién del modelo Iterated Im-
mediate Snapshots de tres procesos con entrada 0.

Figura A.5: Proyeccién del complejo simplicial en la figura sobre los
agentes a y b.
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A.3. Conjuntos de simplejos a modelos de Krip-
ke

Para transformar conjuntos de simplejos a modelos de Kripke implemen-
tamos el predicado simplices_to_model (Simplices,Model), donde Simplices
es una lista de simplejos y Model es el modelo de Kripke calculado a partir
del algoritmo [§|

Muchas veces es deseable obtener el modelo de Kripke correspondiente
a las facetas de un modelo de Kripke. Implementamos también el predicado
complex_to_model (Complex,Model) para obtener la representacion del con-
junto de facetas de un complejo simplicial. El predicado complex_to_model
calcula las facetas del complejo simplicial y llama a simplices_to_model
para calcular el modelo de Kripke que le corresponde a las facetas.

Por ejemplo, para calcular el modelo de Kripke de la figura[A.2] correspon-
diente a las facetas del complejo simplicial de la figura podemos llamar
al predicado complex_to_model(Complex,Model) con la variable Complex
unificada con la representacién mostrada en la subsecciéon y el predi-
cado complex_to_model calculara una representacion del modelo de Kripke,
la unificara la variable Model y se evaluara a true.

A.4. Modelos de Kripke a Conjuntos de sim-
plejos

Para calcular los simplejos correspondientes a los mundos de un modelo
de Kripke y el complejo minimo que los contiene podemos utilizar el predi-
cado
model_to_simplices_and_complex(Model,Simplices,Complex). A partir
de la variable Model unificada con una representacién del modelo de Kripke,
dicho predicado calcula los simplejos correspondientes a los mundos del mo-
delo de Kripke y los unifica la variable Simplices. Posteriormente calcula el
complejo simplicial minimo que contiene a los simplejos y lo unifica con la
variable Complex.

Ademas, se definieron los predicados model_to_simplices(Model,Simplices)
y model_to_complex(Model,Complex) para obtener inicamente el conjunto
de simplejos o el complejo simplicial minimo que lo contiene.

Por ejemplo, para obtener el complejo simplicial de la figura [A.T] con la
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variable Model unificada con una representacién del modelo de Kripke de la
figura[A.2] podemos llamar al predicado de la siguiente forma:

model_to_complex(Model,Complex)

El predicado model_to_complex llamara al predicado
model_to_simplices_and_complex y unificard el complejo simplicial calcu-
lado con la variable Complex.

A.5. Proyecciones de modelos de Kripke so-
bre agentes

Para calcular las proyecciones sobre agentes de los modelos de Kripke, se
implement¢ el predicado model_proy (Model,AgentsWithPosition,NewModel).
A partir de la variable Model unificada con alguna representacion del modelo
de Kripke de la forma expuesta en y la variable AgentsWithPosition
unificada con una lista que contiene a los agentes sobre los que se esta proyec-
tando asi como su columna correspondiente médulo n, el predicado construye
la representacién del modelo de Kripke y la unifica con la variable NewModel.

Por ejemplo, si la variable Model esta unificada con una representacion del
modelo de Kripke de la figura que es un modelos de Kripke muy grande,
y la variable AgentsWithPosition estd unificada con la lista [a=>0,b=>1].
Al llamar al predicado como sigue:
model_proy(Model,AgentsWithPosition,NewModel) en el intérprete de Pro-
log se calcula la representacién del modelo de Kripke en la figura y la
unifica con la variable NewModel.
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Figura A.6: Modelo de Kripke correspondiente al complejo simplicial en la

figura
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Figura A.7: Proyeccién del modelo de Kripke en la figura[A.6|sobre los agentes
ayb.
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A.6. Verificador de modelos epistémicos

Debido a que la légica epistémica es de particular importancia, en este

trabajo implementamos un verificador de modelos epistémicos.
Consideremos un modelo epistémico sobre un conjunto de agentes Agentes.
La sintaxis con la que trabaja el verificador es la siguiente:

mc:=0]1
» p:=p(Index) | p(Index,Value) | p(N Agents, Round, C' Agent, V alue)

pore | => plp <=> ¢

En la sintaxis anterior ¢ corresponde a las constantes 0 para | y 1 para
T. La p corresponde a los posibles atomos proposicionales. Las férmulas
not @, @ and p, Y or ¢,  => @, p <=>  corresponden a las de
légica proposicional. La férmula k(a, ¢) representa K,(p) con a € Agentes.
La férmula e(A, ) representa F4(p), con A C Agentes. La férmula c(A, @)
representa Cy(p). Finalmente la férmula d(A, ¢) representa D4(p) con a €
Agentes.

La representacion del etiquetamiento de mundos consiste tinicamente en
los estados de memoria vistos como un arreglo unidimensional. Debido a
lo anterior tenemos distintas representaciones de atomos proposicionales. El
atomo p(Index) se evalia a verdadero si y solo si la posiciéon Indez-ésima
del arreglo tiene valor 1. El dtomo p(Index, Value) evalia a verdadero si
y solo si la posicion Index-ésima del arreglo tiene valor Value. El dtomo
p(NAgents, Round, CAgent, Value) se evalia a verdadero siempre que en un
protocolo en el que participan NAgents agentes, el agente que escribe en la
columna C'Agent de la memoria, escribe el valor Value al ejecutar la iteracion
Round del protocolof]

Consideremos el modelo de Kripke M de la figura[A.2]y supongamos que
la variable Model esta unificada con su representacién. Podemos hacer, entre
otras, las siguientes preguntas:

Para evaluar M, 8 = K}(p14,1), preguntamos
valid(k(b,p(2,1,1,1)),8,Model). Como es de esperar el intérprete evaltua
a true.

2Realmente se evalia p(Index, Value) con Index = NAgents x Round + CAgent.
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7- sample_model (Model),valid(k(b,p(2,1,1,1)),8,Model),!.
Model = ...

Para evaluar M, 8 = K,(p1.1), preguntamos
valid(k(a,p(2,1,1,1)),8,Model). Como el mundo 8 y el mundo 11 son
indistinguibles por el agente a, y p1 .1 no estd en el etiquetamiento del mundo
11, el intérprete evalia a false.

7- sample_model (Model) ,valid(k(a,p(2,1,1,1)),8,Model),!.
false.

Para evaluar M, 8 |= C{q4(P1,,1), Preguntamos
valid(c([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model). Como M,8 = = K,(p11), el intérpre-
te evalua a false.

7- sample_model (Model) ,valid(c([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model),!.
false.

Para evaluar M, 8 |= =C/4 1 (p1,5,1), Preguntamos
valid(not c([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model). Como M,8 ¥ Ciap}(Pip,1), €l
intérprete evalia a true.

7- sample_model (Model) ,valid(not c([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model),!.
Model = ...

Como tltimo ejemplo, para evaluar M, 8 |= Dy, ) (p1,5,1) preguntamos
valid(d([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model). Recordando que en los modelos de
Kripke que tratamos el etiquetamiento de los mundos es el conocimiento dis-
tribuido de los agentes correspondientes a los procesos del complejo simplicial,
la consulta se evalia a true.

7- sample_model (Model) ,valid(d([a,b],p(2,1,1,1)),8,Model),!.
Model = ...
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A.7. Predicados generadores de graficas (Graph-
viz)

Finalmente mostraremos el uso de los predicados con los que genera-
mos las graficas que representan complejos simpliciales, modelos de Kripke y
modelos de acciones extendidos que implementamos en este trabajo. Los pre-
dicados que implementamos generan cédigo en lenguaje DOT, mismos que
se transforman usando los disenos circo, dot, fdp, neato, osage, patchwork,
sfdp o twopi del paquete en Graphviz.

En este trabajo encontramos que el diseno sfdp genera una mejor repre-
sentacion de nuestros modelos por lo que usamos dicho diseno para generar
todas las figuras del trabajo.

A.7.1. Complejos simpliciales

Para generar el cédigo DOT correspondiente a un complejo simplicial
generamos la representacion grafica para las facetas del complejo. Es impor-
tante senalar que Graphviz representa graficas y por tal motivo los simplejos
de dimensién mayor a 1 no se muestran como superficies. De esta forma, las
iméagenes producidas para complejos simpliciales de dimensiones superiores
pueden no ser lo mas adecuadas.

El predicado para representar complejos simpliciales graficamente es
generate_complex(Complex,Columns,Colors,Program,DFile,PFile). La
variable Complex es la representaciéon del complejo simplicial. La variable
NColumns es el nimero de columnas en las que se pintara la vista. La va-
riable Colors es una lista de elementos de la forma (proceso => color)
que relaciona un color distintorf] a cada proceso del complejo simplicial. Por
ejemplo, para generar la imagen de la figura[A.T|teniendo la variable Complex
unificada con la representacién mostrada en la subseccién [A.1.1] llamarfamos
al predicado como sigue:

generate_complex(
Complex,
3,
[a=>gray60,b=>gray80,c=>gray100],

3Los colores vélidos se pueden consultar aqui: https://www.graphviz.org/doc/info/
colors.html.


https://www.graphviz.org/doc/info/colors.html
https://www.graphviz.org/doc/info/colors.html
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sfdp,
’complex.dot’,
’complex.png’

A.7.2. Modelos de Kripke

A diferencia de los complejos simpliciales, los modelos de Kripke son
graficas, de tal forma que Graphviz es adecuado para representar modelos de
Kripke sobre cualquier nimero de agentes.
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Figura A.8: Modelo epistémico correspondiente al de la figura [A.2]

El predicado para generar las imagenes de modelos de Kripke es
generate_model (Model,Columns,Program,DotFile,PngFile). La variable
Model debe estar unificada con una representacion del modelo de Kripke de
la forma descrita en la subseccién [A.1.2l La variable Columns serd el niimero
de columnas en las que se pintara el estado de memoria correspondiente al
etiquetamiento. La variable Program es el diseno de Graphviz con el que se
generard la grafica. La variable DotFile es el archivo DOT a generar. Por
ultimo, la variable PngFile es el nombre del archivo png a generar. El predi-
cado genera una grafica no dirigida ya que en los modelos que estudiamos las
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relaciones de accesibilidad son siempre simétricas. Por ejemplo, para generar
la imagen de la figura teniendo la variable Model unificada con la repre-
sentaciéon mostrada en la subseccién llamariamos al predicado como
sigue:

generate_model (Model,3,sfdp, ’model.dot’, ’model.png’) .

Recordemos que las relaciones de accesibilidad de los modelos de Kripke
correspondientes a conjuntos de simplejos son siempre simétricas y transiti-
vas. Ademas, cuando los modelos son epistémicos, sus relaciones de accesibi-
lidad cumplen también con ser reflexivas. Usualmente al tratar con modelos
epistémicos, la representacion elimina la reflexividad y la transitividad de
las relaciones para que el modelo no se sature visualmente. Para generar las
iméagenes correspondientes a modelos de Kripke se implementé el predicado
generate_simplified_model (Model,Columns, Program,DotFile,PngFile)
con los mismos parametros de generate_model. Por ejemplo, para generar
la imagen de la figura [A.§] teniendo la variable Model unificada con la re-
presentacion mostrada en la subseccién llamariamos al predicado como
sigue:

generate_simplified_model(
Model,
3,
sfdp,
’model .dot’,
’model .png’

A.7.3. Modelos de acciones extendidos

Recordemos que los modelos de acciones extendidos son estructuras del
tipo M = (S, ~, pre, L), donde S es el conjunto de puntos de acciones, ~ es
la relacion de indistinguibilidad de agentes sobre puntos de accion, pre es la
funcién de precondicion y L es la funcion de etiquetamiento que relaciona a
cada punto de accién la nueva informacién que se tendra después de aplicar
la accién correspondiente.

Para la representacion grafica de los modelos de acciones extendidos de-
jamos de lado la funcion de precondicion pre, pues la férmula epistémica
asociada a cada punto de accién no tiene limite en tamano, lo que podria
saturar la imagen generada. Ademas, consideramos de mayor importancia
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la nueva informacion que los modelos de acciones son capaces de aportar al
nuevo modelo de Kripke.

Para generar los modelos de acciones extendidos, tenemos el predicado
generate_extended_action_model (AModel,Cols,Prog,DotFile,PngFile).
La variable AModel es una representacion del modelo de acciones extendido
como se describe en la subseccién [A.1.3] La variable Cols representa las co-
lumnas en las que se pintan las nuevas proposiciones del etiquetamiento. La
variable Prog es el diseno de Graphviz a utilizar. La variable DotFile es
el archivo auxiliar en lenguaje DOT. Por tltimo, la variable PngFile es el
archivo en el que se guardard la imagen generada. Por ejemplo, para gene-
rar la imagen de la figura con la variable ActionModel unificada con la

representacion del modelo de acciones extendido mostrada en la subseccién
llamamos al predicado como sigue:

generate_extended_action_model (
ActionModel,
2,
sfdp,
‘’mae.dot’,
‘mae.png’
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