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Introducción

Un problema general de la geometŕıa de variedades consiste en encontrar maneras de caracterizar
a algunos de estos objetos. En el caso de las técnicas del llamado análisis geométrico, se busca
aplicar técnicas del análisis, particularmente del análisis funcional. Una de estas técnicas consiste
en la introducción del operador laplaciano y el estudio de sus valores propios, el llamado espectro
del laplaciano.

En esta tesis se presenta un resultado en esta dirección, el teorema de Lichnerowicz-Obata,
(véase [12] y [13]), el cual establece una cota para el primer valor propio no nulo del laplaciano, y,
lo más importante desde el punto de vista geométrico, también establece que si se alcanza dicha
cota, la variedad en cuestión es una esfera.

Para exponer de manera adecuada este resultado, requeriremos otros resultados importantes en
śı mismos, como son la fórmula de Bochner-Lichnerowicz (véase [4]) y las llamadas fórmulas de
Minkowski (véase [12]).

En cuanto a la estructura de esta tesis, encontraremos cuatro caṕıtulos. A continuación, veremos
una descripción de cada uno de estos caṕıtulos y sus secciones.

En el primer caṕıtulo, aparecen los conceptos y resultados que, aunque no forman parte estric-
tamente del objetivo propuesto, son fundamentales para poder llevarlo a cabo.

El caṕıtulo dos está dedicado a construir herramientas que nos permitan trabajar con funciones
en una variedad. En la primera sección definiremos operadores asociados a la métrica, en particular
definiremos al laplaciano en una variedad. La sección 2.2 tiene como objetivo dar las primeras
propiedades del laplaciano en una variedad. En la tercera sección se definen los conceptos básicos
de curvatura. Por último, en la sección cuatro daremos una expresión para el laplaciano en términos
de la curvatura media, la cual nos será de gran utilidad en el caṕıtulo cuatro.

En el tercer caṕıtulo se aborda el problema del espectro del laplaciano en Rn. En las primeras
dos secciones se definen algunos conceptos del análisis funcional que serán de gran ayuda. En la
tercera sección enunciaremos el teorema espectral (3.20), el cual será de vital importancia para
construir dicho espectro. En la cuarta sección abordaremos el problema de Dirichlet y daremos una
expresión para el espectro bajo estas condiciones.

El cuarto y último caṕıtulo, dividido en seis secciones, tiene como objetivo demostrar el teorema
de Lichnerowicz-Obata. Para ello, en la primera sección estudiaremos los valores propios del lapla-
ciano y daremos una caracterización para el primer valor propio. Una vez hecho esto, en la segunda
sección demostraremos las fórmulas de Minkowski, necesarias para dar las estimaciones del primer
valor propio no nulo del laplaciano, las cuales se darán en la tercera sección. En la cuarta sección es-
tudiaremos los valores propios del laplaciano en la esfera y daremos la caracterización de los mismos.
Por último, en las dos secciones restantes, demostraremos las fórmulas de Bochner-Lichnerowicz,
las cuales nos ayudarán a probar el teorema de Lichnerowicz-Obata.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Campos vectoriales

Definición 1.1 (Campo vectorial).
Un campo vectorial X en una variedad diferenciable M , es una correspondencia que asocia a cada
punto p ∈ M un vector X(p) ∈ TpM . El campo es diferenciable si el mapeo X : M → TM es
diferenciable.

Si consideramos una parametrización ϕ : U ⊂ Rn →M , podemos escribir a X como

X(p) =

n∑
i=1

xi(p)∂i, (1.1)

donde cada xi : U → R es una función en U y {∂i} es la base asociada a la parametrización ϕ,
i = 1, . . . , n. X es diferenciable, si y sólo si, las funciones xi lo son para cualquier parametrización
elegida. Al conjunto que consiste de campos vectoriales diferenciables en M lo denotaremos por
X(M).

Podemos pensar que un campo vectorial es un mapeo X : C∞(M)→ C∞(M) dado por

(Xf)(p) =

n∑
i=1

xi(p)∂if(p), (1.2)

donde C∞(M) es el conjunto de funciones diferenciables en M .

Lema 1.2.
Dados X,Y ∈ X(M), existe un único campo vectorial Z tal que, para toda f ∈ C∞(M)

Zf = (XY − Y X)f. (1.3)

Demostración.
Primero probemos que si Z existe, entonces es único. Sean p ∈M y x : U →M una parametrización
en M , entonces podemos escribir a X y Y como

X =

n∑
i=1

xi∂i, Y =
∑
j=1n

yj∂j ,

9
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entonces para toda f ∈ C∞(M) sucede que

(XY )f = X

 n∑
j=1

yj∂jf

 =

n∑
i,j=1

xi∂iyj∂jf +

n∑
i,j=1

xiyj∂i∂jf,

(Y X)f = Y

(
n∑
i=1

xi∂if

)
=

n∑
i,j=1

yj∂jxi∂if +

n∑
i,j=1

xiyj∂i∂jf,

aśı Z está definido por

Zf = XY f − Y Xf =

n∑
i,j=1

(xi∂iyj − yi∂ixj)∂jf,

lo cual prueba la unicidad de Z.
Para probar la existencia, definamos Zα en cada vecindad coordenada ϕα(Uα) mediante la expresión
anterior; por unicidad Zα = Zβ en ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) 6= ∅, lo cual nos permite definir Z en toda la
variedad.

El campo vectorial Z recibe el nombre de corchete y lo denotaremos por

[X,Y ]f = XY f − Y Xf. (1.4)

Proposición 1.3.
Sean X,Y, Z ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M), entonces

a) [X,Y ] = −[Y,X].

b) [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Identidad de Jacobi).

c) [fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Demostración.
La prueba de a) es inmediata.
Para probar b) observemos que

[[X,Y ], Z] = [XY − Y X,Z] = XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X;

[[Y,Z], X] = [Y Z − ZY,X] = Y ZX − ZY X −XY Z +XZY ;

[[Z,X], Y ] = [ZX −XZ, Y ] = ZXY −XZY − Y ZX + Y XZ.

Por lo que es fácil ver que [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.
Por último para probar c), hagamos el cálculo directo

[fX, gY ] = fX(gY )− gY (fX) = fgXY + fX(g)Y − gfY X − gY (f)X

= fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.



1.2. MÉTRICAS RIEMANNIANAS 11

1.2. Métricas riemannianas

Definición 1.4 (Métrica riemanniana).
Dada una variedad diferenciable M , se define una métrica riemanniana g en M como el mapeo que
asocia a cada p ∈M , un producto interno gp : TpM×TpM → R que satisface la siguiente propiedad:
Si U es cualquier conjunto abierto en M y X,Y ∈ X(U), entonces la función g(X,Y ) : U → R dada
por

g(X,Y )(p) = gp(X|p, Y|p), (1.5)

es diferenciable en U .

Definición 1.5 (Variedad riemanniana).
Una variedad riemanniana (M, g), es una pareja donde M es una variedad diferenciable y g es una
métrica riemanniana.

Observación 1.6.
Cuando sólo es una métrica riemanniana la que consideramos, la denotaremos por 〈 , 〉 en lugar de
g( , ).

Sea x : U → Rn una carta de una variedad riemanniana M . Entonces para cada p ∈ U , la matriz
G(p) dada por

G(p) = (gij(p)), gij = 〈∂i, ∂j〉, (1.6)

es simétrica definida positiva y las funciones gij : U → R, i, j = 1, . . . , n, son de clase C∞ en U .
Inversamente, dada cualquier variedad M de dimensión n, y una carta x : U → Rn de M , éstas
determinan de manera local una métrica riemanniana en U , especificando una función de clase C∞
de U , al espacio de matrices simétricas positivas definidas de n× n. Dada la matriz G denotamos
a la inversa G−1 como

G−1 = (gij). (1.7)

1.3. Conexiones

Definición 1.7 (Conexión).
Una conexión af́ın en una variedad diferenciable M , es un mapeo ∇ : X(M)× X(M)→ X(M), que
asocia a cada pareja X,Y ∈ X(M) otro campo ∇XY ∈ X(M), que satisface las siguientes propie-
dades:

1. ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z.

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y .

donde X,Y, Z ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M).

Esta definición nos permite mostrar que la noción de conexión af́ın es una noción local. Sean
X,Y ∈ X(M) como en (1.1)

X =

n∑
i=1

xi∂i, Y =

n∑
j=1

yj∂j , (1.8)
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entonces

∇YX = ∇ n∑
j=1

yj∂j

n∑
i=1

xi∂i =

n∑
i,j=1

yj∇∂jxi∂i =

n∑
i,j=1

yj
(
xi∇∂j∂i + ∂j(xi)∂i

)
.

Reescribiendo ∇∂j∂i como

n∑
k=1

Γkij∂k tenemos

∇YX =

n∑
i,j=1

yj

(
xi

n∑
k=1

Γkij∂k + ∂j(xi)∂i

)
=

n∑
i,j,k=1

yjxiΓ
k
ij∂k +

n∑
j,k=1

yj∂j(xk)∂k

=

n∑
j,k=1

yj

(
n∑
i=1

xiΓ
k
ij + ∂j(xk)

)
∂k.

Finalmente lo escribiremos como

∇YX =

n∑
j,k=1

yj

(
∂j(xk) +

n∑
i=1

xiΓ
k
ij

)
∂k, (1.9)

lo cual prueba que dado un punto p ∈ M , la conexión ∇YX(p) depende de xi(p), yj(p) y de la
derivada de X en la dirección de Y (p), además podemos concluir que las funciones Γkij : U → R son
diferenciables; a estas funciones se les conoce como śımbolos de Christoffel.

Ahora que hemos probado que la conexión es una noción de carácter local, usaremos este hecho
para definir una “derivada a lo largo de una curva” usando una conexión ∇.

Proposición 1.8.
Sea M una variedad diferenciable con una conexión ∇. Entonces existe una única transformación
que asocia a cada campo vectorial X a lo largo de una curva α : I → M otro campo vectorial

denotado por
DX

dt
a lo largo de α, llamado derivada covariante de X, tal que

a)
D

dt
(X + Y ) =

DX

dt
+
DY

dt
.

b)
D

dt
(fX) = f

DX

dt
+
df

dt
X, con f una función diferenciable en I.

c) Si V = Y (α(t)), entonces
DV

dt
= ∇α′(t)Y .

Demostración.
Supongamos primero que existe tal transformación. Podemos expresar a V y α como

V =

n∑
i=1

vi∂i, α′ =

n∑
j=1

a′j∂j ,
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donde vi = vi(t), ∂i = ∂i(t) y aj = aj(t). Por a) y b) tenemos

DV

dt
=

n∑
i=1

dvi
dt
∂i +

n∑
i=1

vi
D∂i
dt

;

por c) y la definición (1.7)

D∂i
dt

= ∇α′(t)∂i = ∇∑
j a
′
j∂i

=

n∑
i,j=1

a′j∇∂j∂i;

entonces
DV

dt
=

n∑
i=1

dvi
dt
∂i +

n∑
i,j=1

a′jvi∇∂j∂i;

haciendo un cambio de ı́ndice y renombrando las componentes de α′(t) como a′j =
dxj
dt

tenemos que

DV

dt
=

n∑
k=1

dvk
dt

+

n∑
i,j=1

dxj
dt

viΓ
k
ij

 ∂k. (1.10)

Puesto que la expresión (1.10) sólo depende de aj , vi y los śımbolos de Christoffel, podemos concluir
la unicidad de la derivada covariante y al dar la expresión de ésta hemos probado su existencia.

Armados con este “nuevo” operador, el concepto de campo paralelo surge de manera natural.

Definición 1.9 (Campo paralelo).
Sea M una variedad con una conexión ∇. Un campo vectorial V a lo largo de una curva α : I →M ,
es llamado paralelo cuando DV/dt = 0, para toda t ∈ I.

Consideremos V un campo paralelo. Por (1.10) tenemos lo siguiente

0 =
DV

dt
=

n∑
k=1

dvk
dt

+

n∑
i,j=1

dxj
dt

viΓ
k
ij

 ∂k;

el sistema de n ecuaciones diferenciales en vk determinado por

dvk
dt

+

n∑
i,j=1

dxj
dt

viΓ
k
ij = 0, (1.11)

posee una única solución siempre que tengamos una condición inicial vk(t0), de esta forma V es
único.

Proposición 1.10 (Transporte paralelo).
Sean M una variedad diferenciable con una conexión ∇, α : I → M una curva diferenciable en
M y vo ∈ Tα(t0)M . Entonces existe un único campo vectorial V paralelo a lo largo de α, tal que
V (t0) = v0. V (t) es llamado el transporte paralelo de v0 a lo largo de α.
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1.4. Conexiones riemannianas

Definición 1.11 (Conexión compatible).
Sea M una variedad riemanniana con una conexión ∇. Diremos que la conexión es compatible con
la métrica 〈 , 〉, cuando para cualquier curva suave α : I →M y cualquier par de campos vectoriales
paralelos P y P ′, el producto interno 〈P, P ′〉 es constante.

Proposición 1.12.
Una conexión ∇ en una variedad riemanniana M es compatible con la métrica si y sólo si, para
cualesquiera campos vectoriales V y W a lo largo de una curva diferenciable α : I →M

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉
. (1.12)

Demostración.
Supongamos que ∇ es compatible con la métrica.
Sea {P1(t0), . . . , Pn(t0)} una base ortonormal de Tα(t0)M con t0 ∈ I. Por la proposición (1.10)
podemos extender cada vector Pi(t0) a lo largo de α, como ∇ es compatible con la métrica entonces
〈Pi(t), Pj(t)〉 = 0 para toda t ∈ I si i 6= j, es decir {P1(t), . . . , Pn(t)} es una base ortonormal de
Tα(t)M para toda t ∈ I, por lo que podemos escribir a V y W como

V =

n∑
i=1

viPi, W =

n∑
i=1

wiPi,

donde vi y wi son funciones diferenciables en I, entonces

DV

dt
=

n∑
i=1

dvi
dt
Pi,

DW

dt
=

n∑
i=1

dwi
dt

Pi,

pues
DPi
dt

= 0 por la definición de campo paralelo. Aśı,

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉
=

n∑
i=1

(
dvi
dt
wi +

dwi
dt

vi

)
=

d

dt

n∑
i=1

viwi =
d

dt
〈V,W 〉.

De manera inversa, si (1.12) se cumple, es inmediato ver que ∇ es compatible con la métrica.

Corolario 1.13.
Una conexión ∇ en una variedad riemanniana M es compatible con la métrica, si y sólo si,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X(M). (1.13)

Definición 1.14 (Conexión simétrica).
Una conexión ∇ en una variedad diferenciable M es simétrica si

∇XY −∇YX = [X,Y ] para todas X,Y ∈ X(M). (1.14)
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Observación 1.15.
Si en la definición anterior tomamos X = ∂j y Y = ∂i entonces

∇∂j∂i −∇∂i∂j = [∂j∂i − ∂i∂j ] = 0;

por otro lado

∇∂j∂i −∇∂i∂j =

n∑
k=1

{
Γkij − Γkji

}
∂k,

por lo que podemos concluir que si la conexión ∇ es simétrica entonces Γkij = Γkji.

Teorema 1.16 (Levi-Civita).
Sea M una variedad riemanniana, entonces existe una única conexión ∇ (de ahora en adelante
llamada conexión de Levi-Civita) que cumple con ser simétrica y compatible con la métrica.

Demostración.
Supongamos primero la existencia de∇. Sean X,Y, Z ∈ X(M), como∇ es compatible con la métrica
tenemos que

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉;
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉;
Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉;

entonces
2〈∇YX,Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉

−〈[Y,Z], X〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[X,Y ], Z〉. (1.15)

Esto prueba la unicidad de ∇ determinada por la métrica.
Para probar la existencia definamos ∇ como en (1.15), entonces ∇ está bien definida y cumple con
ser simétrica y compatible con la métrica.

A la expresión (1.15) se de conoce como la fórmula de Koszul y a la conexión ∇ dada por ésta
fórmula como la conexión de Levi-Civita (o riemanniana).

Ahora que hemos probado que dada una variedad riemanniana M existe una única conexión
riemanniana, podemos dar una expresión explicita para los śımbolos de Christoffel asociados a esta
conexión.

Proposición 1.17.
Sea M una variedad riemanniana y ∇ su conexión riemanniana. Los śımbolos de Christoffel Γkij
están dados por la expresión

Γkij =
1

2

n∑
m=1

gkm {∂igmj + ∂jgim − ∂mgij} . (1.16)

Demostración.
Como ∇ es compatible con la métrica, entonces si en (1.13) hacemos X = ∂j , Y = ∂i y Z = ∂m
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tenemos

∂j〈∂i, ∂m〉 = 〈∇∂j∂i, ∂m〉+ 〈∂i,∇∂j∂m〉

=

〈
n∑
k=1

Γkij∂k, ∂m

〉
+

〈
∂i,

n∑
k=1

Γkmj∂k

〉

=

n∑
k=1

{
Γkijgkm + gikΓkmj

}
,

es decir

∂jgim =

n∑
k=1

{
Γkijgkm + gikΓkmj

}
.

Entonces

∂igmj =

n∑
k=1

{
Γkmigkj + gmkΓkji

}
;

∂jgim =

n∑
k=1

{
Γkijgkm + gikΓkmj

}
;

∂mgij =

n∑
k=1

{
Γkimgkj + gikΓkjm

}
;

de manera que

∂igmj + ∂jgim − ∂mgij =

n∑
k=1

2Γkijgkm.

Como la matriz (gkm) tiene inversa dada por (gkm), podemos multiplicar ambos lados de la expresión
anterior por 1

2g
km y sumar sobre el ı́ndice m, aśı

Γkij =
1

2

n∑
m=1

gkm {∂igmj + ∂jgim − ∂mgij} .



Caṕıtulo 2

Operadores en una variedad

2.1. Cuatro operadores importantes

En lo que sigue M es una variedad riemanniana y ∇ es su conexión de Levi-Civita.

Definición 2.1 (Campo gradiente).
Sea f ∈ C∞(M), el campo gradiente de f en M denotado por grad f , está definido por

〈grad f,X〉 = X(f), ∀X ∈ X(M). (2.1)

Proposición 2.2.
Sea M una variedad riemanniana. El gradiente cumple las siguientes propiedades:

a) grad(f + h) = grad f + gradh.

b) grad(fh) = f gradh+ h grad f .

para todas f, h ∈ C∞(M).

Definición 2.3 (Divergencia).
Sea X ∈ X(M). Definimos la divergencia de X con respecto a la métrica riemanniana, denotada
por divX, como

divX = tr(Y 7→ ∇YX), (2.2)

donde tr denota la traza del mapeo.

A partir de esta definición resulta sencillo obtener una primera expresión para la divergencia de
un campo, pues por (1.9) sabemos que

∇YX =

n∑
j,k=1

yj

{
∂jxk +

n∑
i=1

xiΓ
k
ij

}
∂k,

entonces

divX = tr(Y 7→ ∇XY ) =

n∑
j=1

{
∂jxj +

n∑
i=1

xiΓ
j
ij

}
. (2.3)

17
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Proposición 2.4.
Sean X,Y ∈ X(M) y f ∈ C∞(M). La divergencia cumple las siguientes propiedades:

a) div(X + Y ) = divX + div Y .

b) div(fX) = 〈grad f,X〉+ f divX.

Ahora que hemos dado la definición de los operadores grad y div y algunas de sus propiedades,
de manera natural surge pensar en el operador laplaciano.

Definición 2.5 (Laplaciano).
Sea f ∈ C∞(M). El laplaciano de f se define como

∆f = div(grad f). (2.4)

Notemos que el laplaciano es un operador de C∞(M) en C∞(M).

Proposición 2.6.
Sean f, h ∈ C∞(M), el laplaciano cumple las siguientes propiedades:

a) ∆(f + h) = ∆f + ∆h.

b) ∆(fh) = f∆h+ h∆f + 2〈grad f, gradh〉.

Demostración.
La prueba surge del uso directo de las proposiciones (2.2) y (2.4);

∆(f + h) = div(grad(f + h)) = div(grad f + gradh)

= div(grad f) + div(gradh) = ∆f + ∆h.

Por otro lado,

∆(fh) = div(grad(fh)) = div(f gradh) + div(h grad f)

= f div(gradh) + 〈grad f, gradh〉+ hdiv(grad f) + 〈gradh, grad f〉
= f∆h+ h∆f + 2〈grad f, gradh〉.

Definición 2.7 (Hessiano).
Dada una función f ∈ C∞(M), se define el operador hessiano como

Hess f : X(M)× X(M) → C∞(M)
(X,Y ) 7→ Hess f(X,Y ) = 〈∇X(grad f), Y 〉.

El operador laplaciano puede expresarse en función del operador hessiano de la siguiente forma

∆f = div(grad f) =

n∑
i=1

〈∇Ei
(grad f), Ei〉 =

n∑
i=1

Hess f(Ei, Ei) = tr(Hess f).

Proposición 2.8.
El operador hessiano es simétrico. Es decir, para cualesquiera X,Y ∈ X(M) se cumple que

Hess f(X,Y ) = Hess f(Y,X).
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Demostración.
Por el teorema (1.16) se tiene que, para cualesquiera X,Y ∈ X, f ∈ C∞(M) se satisface

Hess f(X,Y ) = 〈∇X(grad f), Y 〉 = X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉
= X (Y (f))− (∇XY ) (f).

De manera análoga
Hess f(Y,X) = Y (X(f))− (∇YX)f.

Finalmente, por el teorema (1.16) sabemos que

X (Y (f))− (∇XY ) (f) = Y (X(f))− (∇YX)f.

Por tanto Hess f(X,Y ) = Hess f(Y,X).

2.2. Fórmulas de Green

Dada M una variedad riemannniana orientable, con la métrica riemanniana está asociada una
teoŕıa de integración, en la cual

1. La función f es medible si para toda carta x : U → Rn en M , f ◦x−1 es medible en la imagen
de U en Rn.

2. Para cada cubierta {xα : U → Rn : α ∈ I} de M , dada por cartas con partición de la unidad
subordinada {φα : α ∈ I}, la medida riemanniana de M está dada por la densidad

dV =
∑
α

φα
√
gαdx

1
α · · · dxnα, (2.5)

donde dx1
α · · · dxnα es la densidad de la medida de Lebesgue en xα(Uα) ⊆ Rn y gα es el determi-

nante definido por (1.6) por la carta xα : U → Rn. El punto es que la densidad
√
gαdx

1
α · · · dxnα

en el dominio de U es independiente de la transformación x. La partición de la unidad es en-
tonces el medio con el cual la medida está definida globalmente en M .

A partir de este punto M denota una variedad riemanniana orientable.

Teorema 2.9 (Teorema de la divergencia (I)).
Sea X ∈ X(M) un campo con soporte compacto, entonces∫

M

(divX)dV = 0. (2.6)

Teorema 2.10 (Teorema de la divergencia para variedades con frontera).
Sea (M, g) una variedad riemanniana con frontera y sea N el campo normal unitario exterior sobre
la frontera de M . Sea X ∈ X(M) con soporte compacto, entonces∫

M

divX =

∫
∂M

〈X,N〉. (2.7)
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Proposición 2.11 (Fórmulas de Green I).
Sean f, h ∈ C∞(M) tales que el campo h grad f tiene soporte compacto. Entonces∫

M

{h∆f + 〈gradh, grad f〉} dV = 0; (2.8)

si suponemos que el campo f gradh también tiene soporte compacto, tenemos∫
M

{h∆f − f∆h} dV = 0. (2.9)

Demostración.
Basta ver que por la proposición (2.4) se tiene que

div(h grad f) = h∆f + 〈gradh, grad f〉 , div(f gradh) = f∆h+ 〈gradh, grad f〉.

Sustituyendo estas expresiones en el teorema de la divergencia se obtienen fácilmente (2.8) y (2.9).

2.3. Curvatura

Definición 2.12 (Curvatura).
El tensor de curvatura R de una variedad riemannianaM es la transformaciónR : X(M)× X(M)→ X(M)
dada por

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, ∀Z ∈ X(M).

Proposición 2.13.
Sean X,Y, Z,W ∈ X(M), el tensor R cumple las siguientes propiedades:

a) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z.

b) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )W,Z〉.

c) R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0 (identidad de Bianchi).

d) 〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X,Y 〉.

Definición 2.14 (Tensor de Ricci).
Sean X,Y ∈ X(M), se define el tensor de Ricci como

Ric(X,Y ) = tr (〈R(X, ·)Y, ·〉) =

n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉,

donde {E1, . . . , En} es un sistema de referencia ortonormal local.

Definición 2.15 (Curvatura escalar).
Se define la curvatura escalar como la traza del tensor de Ricci, es decir,

S = tr(Ric) =

n∑
i=1

Ric(Ei, Ei),

donde {E1, . . . , En} es un sistema de referencia ortonormal local.
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2.4. Hipersuperficies

Definición 2.16 (Hipersuperficie).

Decimos que una variedad Mn es una hipersuperficie inmersa en M
n+1

cuando existe una aplicación
diferenciable

ψ : Mn →M
n+1

,

tal que su diferencial dψp es inyectiva para todo punto p ∈M .

Observemos también que en las hipersuperficies podemos, al menos localmente, considerar un
campo vectorial diferenciable N normal y unitario. De esta manera se define el operador de forma
A de la hipersuperficie como el endomorfismo de Weingarten asociado a N (incluso aunque M
no admita un normal unitario global, A está globalmente definido salvo el signo). Aśı, dados dos
campos tangentes X,Y ∈ X(M), la fórmula de Gauss está dada por

∇XY = ∇XY + 〈AX,Y 〉N. (2.10)

Además como N es unitario, entonces ∇⊥XN = 0 y la fórmula de Weingarten queda como

∇XN = −AX. (2.11)

Otra fórmula destacable es la fórmula de Codazzi. En el caso particular que la curvatura sea
constante, la ecuación está dada por (

∇XA
)
Y =

(
∇YA

)
X, (2.12)

donde (∇XA)Y = ∇X(AY )−A∇XY .
Por otro lado la función curvatura media se define como

H =
tr(A)

n
.

Por último, si tenemos una inmersión ψ : M → Rn+1, se cumple la fórmula de Laplace-Beltrami :

∆ψ = nHN. (2.13)

Una prueba de esta igualdad se puede encontrar en [16].

Proposición 2.17.

Sea Mn una hipersuperficie inmersa en una variedad M
n+1

. Sean también F ∈ C∞
(
M

n+1
)

y

f = F ◦ ψ = F |M , donde ψ : M →M
n+1

es la inmersión. Entonces, para todos X,Y ∈ X(M) y N
el campo normal unitario, se cumple lo siguiente:

a) gradF = grad f +
∂F

∂N
N .

b) ∇XgradF = ∇X grad f + 〈A(grad f), X〉N +X

(
∂F

∂N

)
N − ∂F

∂N
AX.

c) HessF (X,Y ) = Hess f(X,Y )− ∂F

∂N
〈AX,Y 〉.
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d) HessF (X,N) = 〈AX, grad f〉+

〈
X, grad

(
∂F

∂N

)〉
.

e) ∆F = ∆f − nH ∂F

∂N
+ HessF (N,N).

Demostración.

a) Observemos que, dado un punto p ∈M , se tiene que

gradF (p) =
(
gradF (p)

)T
+
〈
gradF (p), N(p)

〉
N(p). (2.14)

Al ser M una hipersuperficie, sabemos que(
gradF (p)

)⊥
= λN(p),

y multiplicando la ecuación (2.14) por N(p) se tiene que λ =
〈
gradF (p), N(p)

〉
.

Para calcular
(
gradF (p)

)T
, sea v ∈ TpM un vector fijo pero arbitrario, entonces

〈grad f(p), v〉 = v (f(p)) =
d

dt

∣∣∣∣ f(α(t)),

donde α : (−ε, ε) → M es una curva con α(0) = p y α′(0) = v. Sin embargo, f(α(t)) se puede
escribir de la siguiente manera:

f(α(t)) = (F ◦ ψ) (α(t)) = F (β(t)),

con β = (−ε, ε) → M
n+1

una curva que cumple las condiciones β(0) = p y β′(0) = v. De esta
forma

〈grad f, v〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(α(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (β(t)) =
〈
gradF (p), v

〉
,

donde grad f(p), v ∈ TpM y gradF (p) ∈ TpM
n+1

. Por tanto, grad f(p) =
(
gradF (p)

)T
como

queŕıamos demostrar.

b) Consideremos X,Y ∈ X(M). Entonces por el inciso (a) y usando las fórmulas de Gauss y
Weingarten se tiene que

∇XgradF = ∇X(grad f) +∇X
(〈

gradF,N
〉
N
)

= ∇X(grad f) +∇X
(
∂F

∂N
N

)
= ∇X(grad f) + 〈A(grad f), X〉N +X

(
∂F

∂N

)
N +

∂F

∂N
∇XN

= ∇X(grad f) + 〈A(grad f), X〉N +X

(
∂F

∂N

)
− ∂F

∂N
AX.

c) Como debemos multiplicar lo obtenido en el inciso anterior por un campo tangente, de dicha
fórmula sólo nos interesa la parte tangente pues la otra parte se anulará. Es decir

HessF (X,Y ) =
〈
∇X(gradF ), Y

〉
= 〈∇X(grad f), Y 〉 − ∂F

∂N
〈AX,Y 〉

= Hess f(X,Y )− ∂F

∂N
〈AX,Y 〉.
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d) De forma análoga al inciso anterior, tenemos que multiplicar la fórmula del inciso b) por un
campo normal, por lo que la parte tangente de la fórmula se anulará.

HessF (X,N) =
〈
∇X(gradF ), N

〉
= 〈AX, grad f〉+X

(
∂F

∂N

)
= 〈AX, grad f〉+

〈
X, grad

(
∂F

∂N

)〉
.

e) Sea {E1, . . . , En} una base ortonormal local de TM . Entonces {E1, . . . , En, N} es una base

ortonormal local de TM
n+1

. Basta usar la fórmula c) y que el operador laplaciano se puede ver
como la traza del hessiano.

∆f =

n∑
i=1

Hess f(Ei, Ei) =

n∑
i=1

HessF (Ei, Ei) +
∂F

∂N
trA

=

n+1∑
i=1

HessF (Ei, Ei)−HessF (N,N) +
∂F

∂N
nH

= ∆F −HessF (N,N) +
∂F

∂N
nH.

La siguiente proposición nos da información acerca del cuadrado de la función distancia eucli-
diana.

Proposición 2.18.
Sea M una hipersuperficie inmersa en Rn+1 mediante la inmersión ψ : M → Rn+1. Dado un vector
fijo a ∈ Rn+1, sea F : Rn+1 → R definida por

F (x) = 〈x− a, x− a〉.

Además, consideremos f = F ◦ ψ. Entonces

a) gradF (x) = 2(x− a).

b) ∆F = 2(n+ 1).

c) grad f(p) = 2(ψ(p)− a)T .

d) ∆f(p) = 2n (1 +H〈ψ(p)− a,N〉).

Demostración.

a) Sea Z ∈ X(Rn+1), entonces

〈gradF,Z〉 = Z(F ) = Z (〈x− a, x− a〉) = 2 〈∇Z(x− a), x− a〉 = 〈Z, 2(x− a)〉.

b) Sea {E1, . . . , En+1} una base ortonormal local de Rn+1 y sea x ∈ Rn+1. Entonces

∆F (x) =

n+1∑
i=1

〈
∇Ei
∇F,Ei

〉
=

n+1∑
i=1

〈
2∇Ei

(x− a), Ei
〉

=

n+1∑
i=1

〈2Ei, Ei〉 = 2(n+ 1).
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c) Sea X ∈ X(M), entonces

〈grad f,X〉 = X(f) = 2
〈
∇X(ψ − a), ψ − a

〉
= 〈X, 2(ψ − a)〉.

Ahora, si tenemos en cuenta que X es tangente, se tiene que

grad f(p) = 2 (ψ(p)− a)
T
.

d) Por estar trabajando en una hipersuperficie, sabemos que la parte normal de ψ− a a lo largo de
M está dada por

(ψ − a)⊥ = 〈ψ − a,N〉N.

Aśı, si tomamos X ∈ X(M) y usamos las fórmulas de Gauss y Weingarten se tiene que

X = ∇X(ψ − a) = ∇X(ψ − a)T +∇X(ψ − a)⊥

= ∇X(ψ − a)T +
〈
AX, (ψ − a)T

〉
N + 〈ψ − a,N〉∇XN

= ∇X(ψ − a)T +
〈
AX, (ψ − a)T

〉
N − 〈ψ − a,N〉AX.

Igualando partes tangentes

∇X(ψ − a)T = X + 〈ψ − a,N〉AX (2.15)

para todo X ∈ X(M). Entonces, por el inciso anterior

∇X grad f = ∇X
(
2(ψ − a)T

)
= 2X + 2〈ψ − a,N〉AX.

Aśı, si tomamos una base ortonormal local de M {E1, . . . , En} se tiene que

∆f =

n∑
i=1

〈∇Ei
grad f,Ei〉 =

n∑
i=1

〈2Ei, Ei〉+

n∑
i=1

〈2〈ψ − a,N〉AEi, Ei〉

= 2

n∑
i=1

〈Ei, Ei〉+ 2〈ψ − a,N〉
n∑
i=1

〈AEi, Ei〉

= 2n+ 2〈ψ − a,N〉nH = 2n (1 + 〈ψ − a,N〉H) .

Proposición 2.19.
Sea M una hipersuperficie inmersa en Rn+1 mediante la inmersión ψ : M → Rn+1. Dado un vector
a ∈ Rn+1 fijo, sea F : Rn+1 → R definida por

F (x) = 〈x− a,N〉,

con N el campo normal unitario. Consideremos además f = F ◦ ψ, es decir,

f(p)〈ψ(p)− a,N(p)〉.

Entonces
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1. grad f = −A
(
(ψ − a)T

)
.

2. ∆f = −n
〈
gradH, (ψ − a)T

〉
− nH − f |A|2.

Demostración.
Sea X ∈ X(M), entonces:

〈grad f,X〉 = X(f) = X (〈ψ − a,N〉) = 〈∇X(ψ − a), N〉+ 〈ψ − a,∇XN〉
= 〈X.N〉+ 〈ψ − a,−AX〉 = −〈A(ψ − a), X〉 .

Si X es un campo tangente, se tiene la prueba del primer inciso.
Para el segundo inciso, primero haremos uso de la ecuación (2.15) y la ecuación de Codazzi para

calcular ∇X grad f .

∇X grad f = ∇X
(
−A(ψ − a)T

)
= −

[
(∇XA)

(
(ψ − a)T

)
+A

(
∇X(ψ − a)T

)]
= −

[(
∇(ψ−a)TA

)
(X) +A (X + 〈ψ − a,N〉AX)

]
= −

(
∇(ψ−a)T

)
(X)−AX − 〈ψ − a,N〉A2X.

Aśı

∆f =

n∑
i=1

〈∇Ei
grad f,Ei〉

= −

[
n∑
i=1

〈(
∇(ψ−a)TA

)
(Ei) +AEi + fA2Ei, Ei

〉]
= −

[
tr
(
∇(ψ−a)TA

)
+ tr(A) + f tr

(
A2
)]

= −
[
∇(ψ−a)T (tr(A)) + nH + f |A|2

]
= −

[
∇(ψ−a)T (nH) + nH + f |A|2

]
= −

[
(ψ − a)T (nH) + nH + f |A|2

]
= −n

〈
gradH, (ψ − a)T

〉
− nH − f |A|2.

Proposición 2.20.
Sea M una hipersuperficie inmersa en Rn+1 mediante la inmersión ψ : M → Rn+1. Sean a, c ∈ Rn+1

fijos tales que |a| = 1 y sea F : Rn+1 → R dada por

F (x) = 〈x− c, a〉.

Consideremos por último f = F ◦ ψ. Entonces se cumple lo siguiente:

a) grad f = aT .

b) |grad f |2 = 1− 〈a,N〉2.

c) ∆f = nH〈a,N〉.
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Demostración.

1. Sea X ∈ X(M) un campo tangente, entonces

〈grad f,X〉 = X(f) = ∇X (〈ψ − c, a〉) =
〈
∇Xψ, a

〉
+
〈
ψ − c,∇Xa

〉
= 〈X, a〉,

por lo que grad f = aT .

2. Observemos que podemos escribir a a como a = aT + 〈a,N〉N , es decir, puede expresarse
como

a = grad f + 〈a,N〉N. (2.16)

Entonces, usando el hecho que |a| = 1 se tiene que

|grad f |2 = 1− 〈a,N〉2.

3. Usando la ecuación (2.16) y las fórmulas de Gauss y Weingarten se tiene que

0 = ∇Xa = ∇X (grad f + 〈a,N〉N) = ∇X(grad f) +∇X (〈a,N〉N)

= ∇X(grad f) + 〈AX, grad f〉N +X (〈a,N〉N)N − 〈a,N〉AX.

Igualando partes tangentes en la expresión anterior se tiene que

∇X(grad f) = 〈a,N〉AX, ∀X ∈ X(M).

Aśı
∆f = nH〈a,N〉.



Caṕıtulo 3

El laplaciano en Rn

Antes de iniciar este caṕıtulo, supondremos que el lector está familiarizado con con conceptos
como medida de Lebesgue, integral de Lebesgue y espacios de Hilbert. En lo que sigue daremos sólo
algunas herramientas que nos serán de gran utilidad más adelante.

3.1. Espacios Lp

Sea Ω un subconjunto abierto de Rn, sea el conjunto M(Ω) definido por

M(Ω): = {f : Ω→ R : f es medible } ,

y consideremos la relación de equivalencia dada por

f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) c.t.p x ∈ Rn,

Al conjunto de clases de equivalencia lo denotaremos por

M(Ω): = M(Ω)/ ∼ .

Definición 3.1.
Sea p ∈ [1,∞), definimos el espacio Lp(Ω) como

Lp(Ω): = {f ∈M(Ω): |f |p es integrable en Ω} .

Para f ∈ Lp(Ω) definimos la norma ‖·‖p dada por

‖f‖p = ‖f‖Lp(Ω) : =

(∫
Ω

|f |p
)1/p

.

Definición 3.2.
Definimos al espacio L∞(Ω) como

L∞(Ω): = {f ∈M(Ω): existe c ∈ R tal que |f(x)| ≤ c para casi todo x ∈ Ω} .

En este espacio, la norma está dada por

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(Ω) : = ı́nf {c ∈ R : |f(x)| ≤ x para casi todo x ∈ Ω} .

27
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Los dos resultados siguientes serán de vital importancia para más adelante probar que los
espacios de Sobolev son espacios de Banach. Una demostración de ambas se puede encontrar en [5].

Proposición 3.3 (Desigualdad de Hölder).
Sean p, q ∈ [1,∞] tales que 1

p + 1
q = 1. Si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω), entonces fg ∈ L1(Ω) y

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Proposición 3.4 (Desigualdad de Minkowski).
Sea p ∈ [1,∞]. Si f, g ∈ Lp(Ω), entonces f + g ∈ Lp(Ω) y se cumple que

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Las siguientes definiciones nos ayudarán a construir los espacios de Sobolev.

Definición 3.5.
Un subconjunto abierto ω de Rn está compactamente contenido en Ω si su cerradura ω es compacta
y ω ⊂ Ω; denotaremos esto por ω ⊂⊂ Ω. Definimos

L1
loc(Ω): = {f ∈M(Ω): f1ω es integrable para todo abierto ω ⊂⊂ Ω} .

Definición 3.6 (Soporte).
Sea f una función de clase C∞ en Ω. El soporte de f es la cerradura en Rn del conjunto

sop(f) = {x ∈ Ω: f(x) 6= 0}.

Definimos también el conjunto

C∞c (Ω): = {f ∈ C∞(Ω): sop(f) es compacto }.

Definición 3.7.
Sea u ∈ L1

loc(Ω). Decimos que u es débilmente diferenciable en Ω si existen v1, . . . , vn ∈ L1
loc(Ω)

tales que ∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
+

∫
Ω

viϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

para toda i = 1, . . . , n.
vi se llama la i−ésima derivada débil de u en Ω y se denota por

Diu = vi.

Además, el gradiente débil de u es el operador grad: Ω→ Rn dado por

gradu : = (D1u, . . . ,Dnu) .

Notemos que si v, w ∈ L1
loc(Ω) son tales que satisfacen

−
∫

Ω

viϕ =

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

wiϕ

entonces v = w c.t.p en Ω. Es decir, para cada i = 1, . . . , n la función vi cumple con ser única.
La siguiente proposición nos dice que, al igual que en análisis real, la derivada débil es lineal.
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Proposición 3.8.
Sean u, v ∈ L1

loc(Ω) débilmente diferenciables y sean λ, µ ∈ R, entonces λu + µv es débilmente
diferenciable y

Di(λu+ µv) = λDiu+ µDiv ∀i = 1, . . . , n.

Demostración.
Sea ϕ ∈ C∞c (Ω), entonces para cada i = 1, . . . , n, se tiene que∫

Ω

(
(λu+ µv)

∂ϕ

∂xi
+ (λDiu+ µDiv)ϕ

)
=

λ

∫
Ω

(
u
∂ϕ

∂xi
+ (Diu)ϕ

)
+ µ

∫
Ω

(
v
∂ϕ

∂xi
+ (Div)ϕ

)
= 0.

Aśı λu+ µv es débilmente diferenciable y Di(λu+ µv) = λDiu+ µDiv.

3.2. Espacios de Sobolev

Definición 3.9 (Espacio de Sobolev).
Sea p ∈ [1,∞]. El espacio de Sobolev W 1,p(Ω) se define como

W 1,p(Ω): = {u ∈ Lp(Ω): u es débilmente diferenciable en Ω, Diu ∈ Lp ∀i = 1, . . . , n} .

Para u ∈W 1,p(Ω) definimos

‖u‖W 1,p(Ω) : =


(
‖u‖pp + ‖D1u‖pp + · · ·+ ‖Dnu‖pp

)1/p

si p ∈ [1,∞),

máx {‖u‖∞ , ‖D1u‖∞ , . . . , ‖Dnu‖∞} si p =∞.

Proposición 3.10.
W 1,p(Ω) es un espacio vectorial y ‖·‖W 1,p(Ω) es una norma en W 1,p(Ω) para todo p ∈ [1,∞].

Demostración.
Como Lp(Ω) es un espacio vectorial, por la linealidad de la derivada débil se sigue que W 1,p(Ω) es
un espacio vectorial. Probaremos ahora que ‖·‖W 1,p(Ω) es una norma para este espacio.

Sea u ∈ W 1,p(Ω). Si u = 0 entonces Diu = 0 para todo i = 1, . . . , n y, en consecuencia,
‖u‖W 1,p(Ω) = 0. De manera inversa, como ‖u‖p ≤ ‖u‖W 1,p(Ω), si ‖u‖W 1,p(Ω) = 0 entonces
u = 0 en Lp(Ω).

Para cualquiera u ∈ W 1,p(Ω), λ ∈ R, ‖λu‖W 1,p(Ω) = λ‖u‖W 1,p(Ω) es consecuencia directa de
la definición.

Si p ∈ [1,∞), aplicando primero la desigualdad de Minkowski en Lp(Ω)y después la desigual-
dad del tŕıángulo para la norma ‖·‖, obtenemos que, para cualesquiera u, v ∈ W 1,p(Ω), se
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tiene que

‖u+ v‖W 1,p(Ω) =

(
‖u+ v‖pp +

n∑
i=1

‖Diu+Div‖pp

)1/p

≤

((
‖u‖p + ‖v‖p

)p
+

n∑
i=1

(
‖Diu‖p + ‖Div‖p

)p)1/p

≤

(
‖u‖pp +

n∑
i=1

‖Diu‖pp

)1/p

+

(
‖v‖pp +

n∑
i=1

‖Div‖pp

)1/p

= ‖u‖W 1,p(Ω) + ‖v‖W 1,p(Ω).

La demostración de la desigualdad para el caso p =∞ es análoga.

Con esta norma, es intuitivo pensar que W 1,p(Ω) sea un espacio de Banach. Para demostrar
esto requerimos del siguiente lema.

Lema 3.11.
Sean p ∈ [1,∞] y {uk} una sucesión en W 1,p(Ω) tal que uk → u en Lp(Ω) y Diuk → vi en
Lp(Ω) para cada i = 1, . . . , n. Entonces u es débilmente diferenciable en Ω, vi = Diu para todo
i = 1, . . . , n, y uk → u en W 1,p(Ω).

Demostración.
Sea ϕ ∈ C∞c (Ω). Entonces ϕ, ∂ϕ∂xi

∈ Lq para todo q ∈ [1,∞]. Tomando q de modo que 1
p + 1

q = 1 y
usando la desigualdad de Hölder, se tiene que∣∣∣∣∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
−
∫

Ω

uk
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ ≤ ‖u− uk‖p ∥∥∥∥ ∂ϕ∂xi
∥∥∥∥
q

→ 0 cuando k →∞,∣∣∣∣∫
Ω

viϕ−
∫

Ω

(Diuk)ϕ

∣∣∣∣ ≤ ‖vi −Diuk‖p‖ϕ‖p → 0 cuando k →∞.

Por tanto ∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
+

∫
Ω

viϕ = ĺım
k→∞

(∫
Ω

uk
∂ϕ

∂xi
+

∫
Ω

(Diuk)ϕ

)
= 0

para cada i = 1, . . . , n. Esto prueba que u es débilmente diferenciable en Ω y que vi = Diu. En
consecuencia, u ∈W 1,p(Ω). Además se tiene que

ĺım
k→∞

‖uk − u‖pW 1,p(Ω) = ĺım
k→∞

‖uk − u‖pp +

p∑
i=1

ĺım
k→∞

‖Diuk −Diu‖pp = 0 si p ∈ [1.∞).

Análogamente, ĺım
k→∞

‖uk − u‖W 1.∞(Ω) = 0 si p =∞.

Teorema 3.12.
W 1,p(Ω) es un espacio de Banach para todo p ∈ [1,∞].
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Demostración.
Sea {uk} una sucesión de Cauchy en W 1,p(Ω). Entonces las sucesiones {uk} y {Diuk} son de Cauchy
en Lp(Ω). Como Lp(Ω) es completo, se tiene que uk → u en Lp(Ω) y Diuk → vi en Lp(Ω) para cada
i = 1, . . . , n. Del lema anterior se sigue que u ∈ W 1,p(Ω) y uk → u en W 1,p(Ω). Esto demuestra
que W 1,p(Ω) es completo.

Definición 3.13.
Si p = 2, denotaremos

H1(Ω): = W 1,2(Ω) y ‖u‖H1(Ω) : = ‖u‖W 1,2(Ω).

En este caso la norma está inducida por el producto escalar

〈u, v〉H1(Ω) : =

∫
Ω

uv +

n∑
i=1

∫
Ω

(Diu)(Div) =

∫
Ω

uv +

∫
Ω

gradu · grad v.

Por tanto, H1(Ω) es un espacio de Hilbert.

Teorema 3.14.
C∞c (Rn) es denso en W 1,p(Rn) para todo p ∈ [1,∞).

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [5].

Definición 3.15.
Sea p ∈ [1,∞). El espacio de Sobolev W 1,p

0 (Ω) es la cerradura de C∞c (Ω) en W 1,p(Ω). Para el caso
p = 2 lo denotaremos por

H1
0 (Ω): = W 1,2

0 (Ω).

W 1,p
0 (Ω) es un espacio vectorial cerrado de W 1,p(Ω), por tanto W 1,p

0 (Ω) es un espacio de Banach
y H1

0 (Ω) es un espacio de Hilbert.

3.3. Valores propios del laplaciano

Definición 3.16 (Valor propio).
Sea H un espacio de Hilbert y sea T : H → H un operador. Decimos que un escalar λ ∈ R es un
valor propio de T si existe x ∈ H\{0} tal que Tx = λx. Al vector x se le conoce como vector propio
asociado a λ.

Notemos que λ ∈ R es un valor propio de T si y sólo si Nuc(T − λId) 6= {0}, es decir, si y sólo
si T − λId no es inyectivo.

Proposición 3.17.
Sea T : H → H un operador autoadjunto, entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos de T son ortogonales.

Demostración.
Sean λ, µ ∈ R valores propios distintos de T y sean x, y ∈ H\{0} sus vectores propios asociados
respectivamente. Entonces:

λ〈x, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 = µ〈x, y〉.

Como λ 6= µ entonces 〈x, y〉.
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Si λ ∈ R es un valor propio de T y x ∈ H\{0} su vector propio asociado, se tiene que

‖T‖‖x‖ ≥ ‖Tx‖ = |λ|‖x‖,

aśı ‖T‖ ≥ |λ|. Es decir, si T tiene al menos un valor propio λ, este cumple |λ| ≤ ‖T‖.
En general un operador T en un espacio de Hilbert H, no necesariamente posee valores propios.

Para garantizar la existencia de al menos un valor propio, debemos pedir dos condiciones sobre T :
T debe ser autoadjunto y compacto, esto último significa que para cada sucesión {Xn}n∈N acotada
en H, la sucesión {Txn}n∈N tiene una subsucesión convergente en H.

Teorema 3.18.
Sea T : H → H un operador compacto y autoadjunto, entonces, al menos uno de los escalares ‖T‖
o −‖T‖ es un valor propio de T .

Demostración.
Si ‖T‖ = 0 el resultado es claro. Supongamos entonces que ‖T‖ 6= 0.
Como ‖T‖ = sup {|〈Tx, x〉| : ‖x‖ = 1}, entonces existe una sucesión {xn}n∈N en H con ‖xn‖ = 1
para toda n ∈ N tal que

ĺım
n→∞

|〈Txn, xn〉| = ‖T‖;

sin pérdida de generalidad podemos suponer que 〈Txn, xn〉 > 0 para toda n ∈ N.
Primero notemos que Txn − ‖T‖xn → 0.

‖Txn − ‖T‖xn‖2 = ‖Txn‖2 + ‖T‖2‖xn‖2 − 2‖T‖〈Txn, xn〉
≤ 2‖T‖2 − 2‖T‖〈Txn, xn〉 → 0.

Luego, usando la compacidad de T , como {xn}n∈N es una sucesión acotada (pues ‖xn‖ = 1 para
todo n ∈ N) entonces existe una subsucesión {Txnm}m∈N ⊂ {Txn}n∈N tal que ĺım

m→∞
Txnm = y ∈ H.

Entonces
‖‖T‖xnm

− y‖ ≤ ‖‖T‖xnm
− Txnm

‖+ ‖Txnm
− y‖ → 0.

Aśı xnm
→ 1
‖T‖y, y por la continuidad de T se tiene que

y = ĺım
m→∞

Txnm
=

1

‖T‖
Ty.

Luego Ty = ‖T‖y. Además y 6= 0, pues

‖y‖ = ĺım
m→∞

‖‖T‖xnm‖ = ‖T‖.

Por lo tanto si T tiene al menos un valor propio λ se tiene que |λ| = ‖T‖.

Proposición 3.19.
Si V es un subespacio T−invariante, entonces V ⊥ es T ∗−invariante. Es decir, si T es autoadjunto
entonces V ⊥ es T−invariante.

Demostración.
Sea v ∈ V ⊥. Para todo u ∈ V se tiene que Tu ∈ V . Entonces

0 = 〈Tu, v〉 = 〈u, T ∗v〉.

Aśı T ∗v ∈ V ⊥.
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Ahora enunciaremos un teorema conocido como “El teorema espectral”, el cual será de vital
importancia para construir lo que más adelante llamaremos el espectro del laplaciano.

Teorema 3.20 (Teorema espectral).
Sea T : H → H un operador compacto y autoadjunto. Entonces, existe un sistema ortonormal
{xn}n∈N de vectores propios de T y una sucesión {λn}n∈N de sus correspondientes valores propios
tal que para cada x ∈ H se tiene que

Tx =
∑
n

λn〈x, xn〉xn.

Los valores propios se pueden ordenar de modo que la sucesión {|λn|}n∈N sea decreciente y si es
infinita, converge a cero.

Demostración.
Hagamos H1 = H y T1 = T . Entonces, aplicando el teorema (3.18) al operador T , existe un valor
propio λ1 y un vector propio x1 asociado a él, tales que ‖x1‖ = 1 y |λ1| = ‖T1‖. Vamos a buscar el
siguiente vector propio en {x1}⊥.

Definamos H2 = {x1}⊥ y T2 = T |H2
. Por la proposición (3.19), se tiene que T2 ∈ L(H2).

Como T es compacto y autoadjunto, entonces T2 también lo es. Si ‖T2‖ 6= 0 volvemos a aplicar el
teorema (3.18) y obtenemos que existe λ2 ∈ R y x2 ∈ H2\{0} con ‖x2‖ = 1, tal que Tx2 = λ2x2 y
|λ2| = ‖T2‖ y aśı, |λ2| ≤ |λ1|.

Tomemos entonces H3 = {x1, x2}⊥ y T3 = T |H3
y repitamos este proceso una cantidad nume-

rable de veces o bien hasta llegar a {Hn} = {0} para algún n ∈ N. Aśı, tendremos una sucesión
finita o numerable {λn}n∈N de valores propios, tal que |λn| ≥ |λn+1| para toda n ∈ N, y un conjunto
{xn}n∈N de vectores propios ortogonales asociados a los λn. Veamos que en caso de que la sucesión
sea infinita, entonces {λn} → 0.

Si suponemos que la sucesión no converge a cero, entonces como {|λn|}n∈N es una sucesión
decreciente de números reales positivos, existe un ε > 0 tal que |λn| > ε para toda n ∈ N.
Sean n 6= m, entonces

‖Txn − Txm‖ = ‖λnxn − λmxm‖ =
√
λ2
n + λ2

m > |λn| > ε.

Como T es un operador compacto, la sucesión {Txn}n∈N debeŕıa tener una subsucesión convergente
y por tanto de Cauchy, lo cual es imposible debido al cálculo anterior. Por tanto la sucesión converge
a cero.

Para la representación del operador.

Sea x ∈ H, definamos yn = x−
n∑
k=1

〈x, xk〉xk.

Si existe n ∈ N tal que Tn = 0, entonces

0 = Tnyn = Tx−
n∑
k=1

〈x, xk〉Txk = Tx−
n∑
k=1

λk〈x, xk〉xk.

Aśı

Tx =

n∑
k=1

λk〈x, xk〉xk.
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Supongamos que Tn 6= 0 para todo n ∈ N. Entonces∥∥∥∥∥Tx−
n∑
k=1

λk〈x, xk〉xk

∥∥∥∥∥ = ‖Tnyn‖ ≤ ‖Tn‖‖yn‖ = |λn|‖yn‖ = |λn|

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, xk〉xk

∥∥∥∥∥
= |λn|

(
‖x‖2 −

n∑
k=1

〈x, xk〉2
)1/2

≤ |λn|‖x‖ → 0.

T∗v∗ = µv∗,

Una vez enunciado usaremos dos resultados de análisis funcional. El primero es consecuencia
del teorema (3.20).

Teorema 3.21.
Sean (V, 〈 , 〉V ) y (H, 〈 , 〉H) dos espacios de Hilbert reales separables de dimensión infinita, tales
que:

a) V es denso en H,

b) V ↪→ H con inyección compacta, es decir que todo compacto de V es relativamente compacto en
H.

Sea a(·, ·) una forma bilineal continua y simétrica sobre V , verificando la condición de coercitividad

∃α > 0 tal que a(v, v) ≥ α‖v‖2V ∀v ∈ V.

Entonces existe una sucesión creciente de números reales positivos

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ · · · , tal que ĺım
n→0

λn =∞,

y existe una base ortonormal de H, {em} formada por elementos de V , tal que

a(em, v) = λm〈em, v〉H ∀v ∈ V, ∀m ∈ N.

Además, el conjunto
{

1√
λm
em

}
constituye una base ortonormal de V si sobre este espacio se con-

sidera el producto escalar definido por la forma bilineal a(·, ·).

Demostración.
Aplicaremos el teorema (3.20) a un operador lineal, el cual se construirá como sigue:

Dado que la inyección V ↪→ H es continua, existe C > 0 tal que

‖v‖H ≤ C‖v‖V ∀ v ∈ V.

Por tanto, para cada f ∈ H, la transformación v 7→ (f, v)H es un funcional lineal continuo sobre V
y existe un único uf tal que

a (uf , v) = (f, v)h, ∀ v ∈ V, uf ∈ V.
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Consideremos entonces la aplicación S : H → V definida por

Sf = uf ∀ f ∈ H,

aśı

‖Sf‖V ≤
C

α
‖f‖H ∀ f ∈ H.

Definimos al operador T como la composición de S con la inyección de V en H. T es entonces, un
operador lineal compacto, además, dado que a(·, ·) es simétrica y coercitiva, deducimos que T es
autoadjunto y positivo. En efecto, tenemos por una parte que

(g, Tf)H = a(ug, uf ) = a(uf , ug) = (f, Tg)H ∀ f, g ∈ H,

mientras que
(Tf, f)H = a(uf , uf ) ≥ ‖uf‖2V ∀ f ∈ H.

El operador T es también inyectivo puesto que, si Tf = 0, entonces

(f, v)H = a(uf , v) = 0 ∀ v ∈ V,

y entonces f es ortogonal a V (que es denso en H), de donde se deduce que f = 0.
Por el teorema (3.20), el conjunto de los valores propios de T puede escribirse como una sucesión

{µ̄n} de números reales positivos que decrece estrictamente a cero. Consideremos una subsucesión
{µn}, donde hemos contado a cada µ̄n tantas veces como indica su multiplicidad y hagamos

λn =
1

µn
∀n ≥ 1.

Entonces {λn} es una sucesión que tiende a +∞.
Eligiendo una base ortonormal en cada uno de los espacios Nuc (T − µ̄nI), conseguimos una

base ortonormal {en} de H. Es claro que los en ∈ V . En efecto, cada en cumple que Ten = µnen
para algún n, con µn 6= 0. Teniendo en cuenta las definiciones de T y de los λn, obtenemos además
que

a(en, v) = λna(Ten, v) = λn(en, v)H ∀n ≥ 1.

Por tanto, para terminar la demostración del teorema, solo queda probar que

{
1√
λn
en

}
es una

base ortonormal de V para el producto escalar a(·, ·).
Es inmediato ver que los

1√
λn
en son ortonormales para este producto escalar.

Por otra parte si v ∈ V y
a(en, v) = 0 ∀n ≥ 1,

entonces

(en, v)H =
1

λn
a(en, v) = 0 ∀n ≥ 1,

de donde v = 0. Esto prueba que el subespacio generado por los
1√
λn
en es denso en V para la norma

inducida por el producto escalar a(·, ·). Aśı

{
1√
λn
en

}
es efectivamente una base ortonormal.
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El siguiente resultado es una consecuencia del teorema anterior. Una demostración de éste se
puede encontrar en [5].

Teorema 3.22 (Alternativa de Fredholm).
Sea T : H → H un operador compacto en el espacio de Hilbert H. Entonces:

a) La ecuación u − Tu = F posee una y sólo una solución u ∈ H para cada F ∈ H si y sólo si la
única solución a la ecuación homogénea es u = 0.

b) Si la ecuación homogénea u− Tu = 0 posee soluciones distintas de cero, entonces dada F ∈ H,
la ecuación

u− Tu = F,

posee soluciones si y sólo si F es ortogonal a todas las soluciones v ∈ H de la ecuación homogénea
adjunta

v − T ∗v = 0.

3.4. El espectro del laplaciano con condición de Dirichlet

Consideremos el siguiente problema de valores propios

−∆u = λu en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

(3.1)

donde Ω ⊂ Rn es un abierto acotado no vaćıo y λ ∈ R.

Definición 3.23 (Espectro).
Se dice que λ ∈ R es un valor propio del problema de Dirichlet (3.1), si éste posee una solución
débil no nula. En este caso diremos que la solución u es una función propia asociada al valor propio
λ.

Al conjunto de todos los valores propios del problema de Dirichlet se le denomina el espectro del
laplaciano.

Observemos que si u es una función propia, entonces también lo es ku para toda k ∈ R\{0}.

Teorema 3.24.
Si Ω ⊂ Rn es un abierto acotado no vaćıo, el espectro del problema de Dirichlet está formado por
una sucesión creciente {λm} de números reales positivos, tales que

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ · · · , y ĺım
m→0

λm =∞.

Además existe una base ortonormal {em} de L2(Ω), formada por funciones propias asociadas a los

valores propios de λm. Por último
{

em√
λm

}
es una base ortonormal del espacio H1

0 (Ω) dotado del

producto escalar
〈u, v〉H1

0 (Ω) = 〈∇u,∇v〉L2(Ω).

En consecuencia, para toda f ∈ L2(Ω). la solución débil del problema de Dirichlet

−∆u = f en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

(3.2)
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está dada por

u =

∞∑
j=1

1

λj
〈f, ej〉L2(Ω)ej ,

donde la serie converge en H1
0 (Ω).

Demostración.
Sean V = H1

0 (Ω) y H = L2(Ω) del teorema (3.21), por el teorema de Rellich-Kondrachov (ver [9])
se tiene que V se inyecta de forma compacta en H.

Sea a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R definida por

a(u, v) =

∫
Ω

(gradu) · (grad v).

Entonces por el teorema (3.21) se tienen la sucesión y la base.
Para probar la última parte del teorema, en primer lugar, gracias a que {em} forma una base

ortonormal en L2(Ω), u puede escribirse como

u =

∞∑
j=1

〈u, ej〉L2(Ω)ej .

Entonces, usando que u es solución del problema de Dirichlet, se tiene que

λj〈u, ej〉L2(Ω) = a(u, ej) =

∫
Ω

(gradu) · (grad ej) =

n∑
i=1

∫
Ω

(∂u)(∂ej) =

n∑
i=1

〈∂iu, ∂iej〉L2(Ω)

= −
n∑
i=1

〈∂iiu, ej〉L2(Ω) = −〈∆u, ej〉L2(Ω) = 〈f, ej〉L2(Ω).

Aśı 〈u, ej〉L2(Ω) =
1

λj
〈f, ej〉L2(Ω) y por tanto

u =

∞∑
j=1

1

λj
〈f, ej〉L2(Ω)ej .

Ahora que conocemos el espectro para el problema de Dirichlet, veamos qué condición cumple
cada función propia asociada a los valores propios.

Teorema 3.25.
Sea ej una función propia asociada al valor propio λj. Entonces ej ∈ C∞(Ω) para toda j ∈ N.

La demostración de esta proposición no se ha incluido, puesto que va más allá de los objetivos
de esta tesis.

En Rn podemos definir el cociente de Rayleigh como sigue.
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Definición 3.26 (Cociente de Rayleigh).
Sea u ∈ H1

0 (Ω) tal que u 6= 0. Definimos el cociente de Rayleigh como

R(u) =
‖gradu‖2L2(Ω)n

‖u‖2L2(Ω)

=

∫
Ω

|gradu|2∫
Ω

u2
. (3.3)

Proposición 3.27.
Si ej es una función propia asociada al valor propio λj, entonces λj = R(ej). Además se tiene que

λ1 = mı́n
u∈H1

0 (Ω),u6=0
R(u),

λk = máx
u∈span{e1,...,ek−1}⊥,u 6=0

R(u).
(3.4)

Demostración.
La primera parte de la proposición es consecuencia directa del teorema (3.24). Por otro lado sea
u ∈ H1

0 (Ω), entonces nuevamente por el teorema (3.24) se tiene que

u =

∞∑
j=1

〈u, ej〉L2(Ω)ej ,

donde la serie es convergente en H1
0 (Ω), aśı

‖gradu‖2L2(Ω)n =

∞∑
j=1

|〈u, ej〉L2(Ω)|2‖grad ej‖2L2(Ω)n =

∞∑
j=1

λj |〈u, ej〉L2(Ω)|2

≥ λ1

∞∑
j=1

|〈u, ej〉L2(Ω)|2 = λ1‖u‖2L2(Ω).

por lo que λ1 ≤ R(u) para toda u ∈ H1
0 (Ω), y como λ1 = R(e1) se sigue que

λ1 = mı́n
u∈H1

0 (Ω),u 6=0
R(u).

Para probar la segunda igualdad, sea u ∈ span{e1, . . . , ek−1}, entonces u =

k∑
j=1

akek. Aśı

R(u) =
‖gradu‖2L2(Ω)n

‖u‖2L2(Ω)

=

k∑
j=1

λja
2
k

k∑
j=1

a2
k

≤

k∑
j=1

λka
2
k

k∑
j=1

a2
k

= λk.

Nuevamente, como λk = R(ek) se sigue que

λk = máx
u∈span{e1,...,ek−1}⊥,u6=0

R(u).
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Corolario 3.28.
Sea Ω′ ⊂ Ω y denotemos por λ1(Ω) y λ1(Ω′) los primeros valores propios del problema (3.1) en Ω
y Ω′ respectivamente. Entonces

λ1(Ω) ≤ λ1(Ω′).

Demostración.
Sea u ∈ H1

0 (Ω′), consideremos ũ la extensión por cero de u fuera de Ω′. Entonces ũ ∈ H1
0 (Ω), y aśı

H1
0 (Ω′) ⊂ H1

0 (Ω). El resultado se sigue de aplicar la proposición (3.27).





Caṕıtulo 4

El laplaciano en variedades

4.1. Valores propios del laplaciano

Definición 4.1 (Espectro de una variedad).
Diremos que un número real λ es un valor propio del laplaciano si existe una función f ∈ C∞(M)
distinta de cero tal que

∆f + λf = 0.

En este caso diremos que f es la función propia asociada al valor propio λ. Al conjunto de todos los
valores propios del laplaciano lo llamaremos espectro de la variedad y lo denotaremos por Spec(M).

Definición 4.2 (Espacio propio).
El conjunto de todas las funciones propias asociadas a un mismo valor propio λ es un espacio
vectorial real denotado por Eλ(M), al que llamaremos espacio propio asociado a λ. Llamaremos
multiplicidad de λ a la dimensión de Eλ.

Proposición 4.3.
El operador laplaciano es autoadjunto en la norma definida en L2(M).

Demostración.
Sean f, h ∈ C∞(M), por el teorema de la divergencia y la proposición (2.4), se tiene que

0 =

∫
M

div(f gradh) dV =

∫
M

(〈grad f, gradh〉+ f∆h) dV.

Entonces ∫
M

〈grad f, gradh〉 dV = −
∫
M

f gradh dV.

De manera análoga se tiene que∫
M

〈grad f, gradh〉 dV = −
∫
M

h grad f dV.

Entonces ∫
M

f gradh dV =

∫
M

h grad f dV.

41
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Proposición 4.4.
Los subespacios propios asociados a valores propios distintos, son ortogonales entre śı.

Demostración. Sean λ, µ ∈ R dos valores propios distintos del laplaciano y sean f, h las funciones
propias asociadas a cada valor propio, es decir f ∈ Eλ y h ∈ Eµ. Por la proposición (4.3) se tiene
que

−λ
∫
M

fh dV =

∫
M

h∆f dV =

∫
M

f∆h dV = −µ
∫
M

fh dV,

aśı

(λ− µ)

∫
M

fh dV = 0,

y como λ 6= µ, entonces ∫
M

fh dV = 0.

Proposición 4.5.
Todos los valores propios del laplaciano son no negativos.

Demostración.
Sea λ un valor propio del laplaciano y sea f ∈ Eλ. Entonces por la proposición (2.6) se tiene que

∆(f2) = 2f∆f + 2|grad f |2 = −2λf2 + 2|grad f |2.

Ahora, usando el teorema de la divergencia, tenemos

0 =

∫
M

∆(f2) dV = 2

∫
M

(
|grad f |2 − λf2

)
dV.

Aśı

λ =

∫
M

|grad f |2 dV∫
M

f2 dV

≥ 0.

Los siguientes resultados son consecuencia de los teoremas (3.21), (3.22) y la proposición (3.27).

Teorema 4.6.
El espectro del laplaciano se puede ordenar de la siguiente forma:

SpecM = {λ0 = 0 < λ1 < λ2 < . . . < λm < . . .},

donde la sucesión tiende a infinito pero sus multiplicidades son finitas. Además L2(M) es la suma
directa de los subespacios propios.
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Teorema 4.7 (Caracterización del primer valor propio). Sea λ1 el primer valor propio no nulo del
laplaciano y f ∈ C∞(M) una función tal que

∫
M
fdV = 0. Entonces

λ1 ≤

∫
M

|grad f |2 dV∫
M

f2 dV

,

donde la igualdad se da si y sólo si ∆f + λ1f = 0.

4.2. Las fórmulas de Minkowski

Proposición 4.8 (Primera fórmula de Minkowski).
Sea M una hipersuperficie inmersa, compacta y sin frontera, con la inmersión ψ : M → Rn+1,
entonces ∫

M

(1 +H〈ψ − a,N〉) dA = 0. (4.1)

donde a ∈ Rn+1 es un punto fijo y N es el vector normal unitario.

Demostración.
Basta aplicar el teorema de la divergencia para variedades sin frontera (2.9) al laplaciano de f =
〈ψ−a, ψ−a〉, el cual gracias a la proposición (2.18) sabemos que es ∆f = 2n (1 +H〈ψ − a,N〉).

Proposición 4.9 (Segunda fórmula de Minkowski).
Sea M una hipersuperficie inmersa, compacta y sin frontera, con la inmersión ψ : M → Rn+1,
entonces

n(n− 1)

∫
M

H dV +

∫
M

(n2H2 − |A|2)〈ψ − a,N〉 dA = 0, (4.2)

donde a ∈ Rn+1 es un punto fijo y N es el campo normal unitario.

Demostración.
Sean f1 y f2 las funciones dadas por

f1 = 〈ψ − a,N〉, f2 = 〈ψ − a, ψ − a〉.

Por la proposición (2.19) sabemos que

∆f1 = −n
〈
gradH, (ψ − a)T

〉
− nH − f1|A|2

= −n
2
〈gradH, grad f2〉 − nH − f1|A|2.

Por otro lado, usando las proposiciones (2.4) y (2.18), se tiene que

div (H grad f2) = 〈gradH, grad f2〉+H∆f2 = 〈gradH, grad f2〉+ 2nH(1 + f1H),

entonces

∆f1 =
n

2
(2nH(1 + f1H)− div(H grad f2))− nH − f1|A|2,
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y por tanto

∆f1 +
n

2
div (H grad f2) = n(n− 1)H + f1

(
n2H2 − |A|2

)
.

Finalmente, basta aplicar el teorema de la divergencia para variedades sin frontera (2.9) a la expre-
sión anterior.

Proposición 4.10 (Fórmula del volumen).
Sea M una hipersuperficie compacta e inmersa en Rn+1, con la inmersión ψ : M → Rn+1 de tal
forma que M sea la frontera de un dominio Ω con cerradura compacta Ω. Sea N el campo normal
unitario a lo largo de M . Entonces

V (Ω) = − 1

n+ 1

∫
M

〈ψ − a,N〉 dV, (4.3)

donde a ∈ Rn+1 es un punto fijo y V (Ω) es el volumen (n+ 1)-dimensional de Ω.

Demostración.
Sea x ∈ Rn+1, definamos F (x) = 〈x − a, x − a〉. Aplicando el teorema de la divergencia para
variedades con frontera, se tiene que∫

Ω

∆F dV = −
∫
M

〈gradF,N〉 dV.

Entonces, aplicando la proposición (2.18),

2(n+ 1)V (Ω) = −2

∫
M

〈ψ − a,N〉 dV.

4.3. Estimaciones del primer valor propio

Definición 4.11 (Centro de masa).
Sea M una hipersuperficie inmersa en el espacio euclidiano con la inmersión ψ : M → Rn+1. Se
define el centro de masa de M como

c =
1

A(M)

∫
M

ψ dA,

donde A(M) es el volumen n−dimensional de M .

Proposición 4.12.
Sea M una hipersuperficie inmersa en el espacio euclidiano con la inmersión ψ : M → Rn+1.
Entonces, si suponemos que M tiene centro de masa c, se cumple∫

M

(ψ − c) dA = 0.
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Demostración.
Como c es el centro de masa, entonces∫

M

(ψ − c) dA = cA(M)−
∫
M

c dA = cA(M)− cA(M) = 0.

Lema 4.13.
Sea M una hipersuperficie inmersa en el espacio euclidiano con la inmersión ψ : M → Rn+1 y con
centro de masa c. Entonces,

λ1 ≤
nA(M)∫

M

|ψ − c|2 dA
, (4.4)

donde la igualdad se da, si y sólo si, la hipersuperficie es igual a una esfera Sn(c, r) con r > 0.

Demostración.
Sea F : Rn+1 → R definida por F (x) = 〈x − c, a〉, con a ∈ Rn+1 un vector fijo de norma igual a
uno. Consideremos además f = F ◦ ψ, es decir, f(p) = 〈ψ(p)− c, a〉. Usando la proposición (4.12)
tenemos ∫

m

f dA =

∫
m

〈ψ − c, a〉 dA =

〈∫
M

(ψ − c) dA, a
〉

= 0.

Entonces, si consideramos fi = 〈ψ−c, ei〉 con {ei} la base canónica de Rn+1, estas funciones también
cumplen que ∫

M

fi = 0,

para toda i ∈ {1, . . . , n+ 1}. Por el teorema (4.7) se tiene que

λ1 ≤

∫
M

|grad fi|2 dA∫
M

f2
i dA

.

Usando ahora la proposición (2.20) se tiene que

λ1 ≤

∫
M

(
1− 〈ei, N〉2

)
dA∫

M

f2
i dA

=

A(M)−
∫
M

N2
i dA∫

M

f2
i dA

,

donde Ni = 〈ei, N〉, entonces

λ1

∫
M

f2
i dA ≤ A(M)−

∫
M

N2
i dA.

Sumando todas las coordenadas se tiene que

n+1∑
i=1

(
λ1

∫
M

f2
i dA

)
≤
n+1∑
i=1

(
A(M)−

∫
M

N2
i dA

)
,
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aśı

λ1

∫
M

n+1∑
i=1

f2
i dA ≤

n+1∑
i=1

A(M)−
∫
M

n+1∑
i=1

N2
i dA,

por lo que

λ1

∫
M

|ψ − c|2 dA ≤ (n+ 1)A(M)−A(M) = nA(M).

Ahora, por el teorema (4.7), sabemos que la igualdad se dará si para toda i, fi es una función propia
del primer valor propio no nulo del laplaciano. Esto es equivalente a decir

∆(ψ − c) + λ1(ψ − c) = 0,

de donde, usando la fórmula de Laplace-Beltrami (2.13), se tiene que

nHN + λ1(ψ − c) = 0. (4.5)

Ahora, sea X ∈ X(M). Usando la fórmula de Weingarten se tiene que

0 = ∇X (nHN + λ1(ψ − c)) = nX(H)N − nHAX + λ1X,

de donde, igualando partes normales obtenemos que X(H) = 0 para todo X ∈ X(M) y aśı podemos
deducir que H es constante.

Por otro lado, si en lugar de igualar partes normales igualamos las partes tangentes, se tiene
que

−nHAX + λ1X = 0,

para todo X ∈ X(M), por lo que podemos deducir que H 6= 0, pues de lo contrario el campo X
también lo seŕıa lo cual no tiene sentido.

Entonces, usando el hecho de que H es constante en la ecuación (4.5), se tiene que

|ψ − c|2 =
n2H2

λ2
1

.

Por lo tanto, M es una esfera S(c, r) con r = nH/λ1 como se queŕıa probar.

Teorema 4.14.
Sea M una hipersuperficie compacta e inmersa en el espacio euclidiano con la inmersión ψ : M →
Rn+1. Entonces, el primer valor propio no nulo del laplaciano, λ1, cumple lo siguiente:

a) λ1 ≤
n

A(M)

∫
M

H2 dA.

b) λ1 ≤
nA(M)

n2(n− 1)2

(∫
M

H2 dA

)2

∫
M

S2 dA.

c) λ1 ≤
nA(M)2(∫

M

〈ψ − c,N〉 dA
)2 .
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Donde -como antes- c es el centro de masa de la hipersuperficie y S es la curvatura escalar. Además,
en cualquiera de las desigualdades la igualdad se da, si y sólo si, M es una esfera Sn(c, r) con r > 0.

Demostración.

a) Primero observemos que

H〈ψ − c,N〉 ≤ |H〈ψ − c,N〉| ≤ |H||ψ − c|. (4.6)

Ahora, consideremos la desigualdad (4.4) y multipliquemos ambos lados por la integral de cur-
vatura media al cuadrado. Aśı, usando la desigualdad de Schwarz junto con la primera fórmula
de Minkowski y la observación anterior tenemos que

nA(M)

∫
M

H2 dA ≥ λ1

(∫
M

|ψ − c|2 dA
)(∫

M

H2 dA

)
≥ λ1

(∫
M

|H||ψ − c| dA
)2

≥ λ1

(∫
M

H〈ψ − c,N〉 dA
)2

= λ1

(
−
∫
M

dA

)2

= λ1A(M)2.

b) Nuevamente consideremos la desigualdad (4.4), pero esta vez multiplicaremos por la integral de
la curvatura escalar al cuadrado y usaremos la segunda fórmula de Minkowski.

nA(M)

∫
M

S2 dA ≥ λ1

(∫
M

|ψ − c| dA
)(∫

M

S2 dA

)
≥ λ1

(∫
M

|S||ψ − c| dA
)
≥ λ1

(∫
M

S〈ψ − c,N〉 dA
)2

= λ1

(
−n(n− 1)

∫
M

H dA

)2

= λ1n
2(n− 1)2

(∫
M

H dA

)2

.

c) De manera análoga a las dos pruebas anteriores, usaremos la desigualdad (4.4), y multiplicaremos
por A(M).

nA(M)2 ≥ λ1

(∫
M

|ψ − c| dA
)
A(M) = λ1

(∫
M

|ψ − c|2 dA
)(∫

M

dA

)
≥ λ1

(∫
M

|ψ − c| dA
)2

≥ λ1

(∫
M

〈ψ − c,N〉 dA
)2

.

En los tres casos, la igualdad es consecuencia directa del lema (4.13).

Corolario 4.15.
Si ψ : M → Rn+1 es un encaje de manera que M = ∂Ω con Ω un dominio con cerradura compacta,
entonces

λ1 ≤
nA(M)2

(n+ 1)2V (Ω)2
.
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Demostración.
Si aplicamos la fórmula del volumen (4.10) a la última desigualdad del teorema anterior, se tiene
que

nA(M)2 ≥ λ1

(∫
M

〈ψ − c,N〉 dA
)2

= λ1(n+ 1)2V (Ω)2.

La igualdad ocurre si y sólo si, Ω es una bola y M es una esfera.

4.4. Los valores propios del laplaciano en la esfera

Proposición 4.16.

Sea Mn una hipersuperficie en M
n+1

y sea F ∈ C∞(M
n+1

). Sea α(t) una curva en M tal que
α(0) = p y α′(0) = v. Entonces

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(F (α(t))) = gradFp(v, v) =
〈
gradF (p), α′′(0)

〉
.

Demostración.
Sean F y α como en el enunciado, entonces sabemos que se cumple lo siguiente:

d

dt
(F (α(t))) =

〈
gradF (p), α′(0)

〉
.

Derivando la expresión anterior tenemos

d2

dt2
(F (α(t))) =

〈
∇α′(t)gradF (α(t)), α′(t)

〉
+
〈
gradF (α(t)), α′′(t)

〉
= HessFα(t) (α′(t), α′(t)) +

〈
gradF (α(t)), α′′

〉
.

Finalmente, evaluando en t = 0 y usando las condiciones iniciales de la curva α, obtenemos el
resultado.

Teorema 4.17.
Sean F ∈ C∞(Rn+1) y f = F |Sn(r), entonces para todo punto p ∈ Sn(r) se cumple

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp)− 1

r2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp).

Demostración.
Sabemos que en la esfera Sn(r) se cumple que N(p) = p/r para todo p ∈ Sn(r). Entonces

AX = −∇XN = −∇X
(p
r

)
= −1

r
X,

por lo que A = −In/r y por tanto H = −1/r.
Usando la proposición (2.17), con estos valores, se tiene que

∆f(p) = ∆F (p) + nH
〈
gradF (p), N(p)

〉
−HessF (N(p), N(p))

= ∆F (p)− n

r2

〈
gradF (p), p

〉
− 1

r2
HessF (p, p).
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Ahora calculemos
〈
gradF (p), p

〉
y HessF (p, p). Primero

〈
gradF (p), p

〉
= p(F (p)) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (α(t)),

donde α : (−ε, ε)→ Rn+1 con α(0) = p y α′(0) = p. Si tomamos la curva α(t) = p+ tp, se tiene que

〈
gradF (p), p

〉
= p(F (p)) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ pt).

Para calcular HessF (p, p) basta usar la proposición (4.16) tomando la curva α(t) = p+ tp.

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(F (p+ tp)) = HessFp(p, p) +
〈
gradF (p), α′′

〉
= HessFp(p, p).

Aśı, dado p ∈ Sn(r) tenemos

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2

〈
gradF (p), p

〉
− 1

r2
HessF (p, p)

= ∆F (p)− n

r2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp)− 1

r2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp).

Ahora vamos a imponer condiciones sobre F . Supongamos que F ∈ C∞(Rn+1) es una función
homogénea de grado k ≥ 0 con k ∈ N, es decir, tal que F (λx) = λkF (x) para todo λ ∈ R. Entonces,
si calculamos los términos de la fórmula dada por el teorema (4.17), se tiene que

F (p+ tp) = (1 + t)kF (p),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(1 + t)kF (p) = k(1 + t)k−1F (p)
∣∣
t=0

= kF (p) = kf(p), y

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp) = k(k − 1)(1 + t)k−2F (p)
∣∣
t=0

= k(k − 1)F (p) = k(k − 1)f(p).

Por tanto, el laplaciano de f está dado por

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2
kf(p)− 1

r2
k(k − 1)f(p) = ∆F (p)− k(n+ k − 1)

r2
f(p).

Aśı

∆f +
k(n+ k − 1)

r2
f = ∆F.

Si ahora pedimos que F sea armónica además de homogénea tendremos que para todo k ≥ 0,
f = F |Sn(r) cumple

∆f + λkf = 0 con λk =
k(n+ k − 1)

r2
.

Con esto ya sabemos cómo calcular los valores propios del operador laplaciano en la esfera y con
ello, podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.18.
Los valores propios λk con k ≥ 0 del operador laplaciano en la esfera se pueden escribir como

λk =
k(n+ k − 1)

r2
,

y sus funciones propias asociadas son la restricción a Sn(r) de los polinomios armónicos homogéneos
de grado k en n+ 1 variables.

4.5. Fórmulas de Bochner-Lichnerowicz

Teorema 4.19.
Sean X ∈ X(M) y f ∈ C∞(M), se verifican las siguientes fórmulas:

div(∇XX) = |BX |2 +X(divX) + Ric(X,X), (4.7)

1

2
∆|grad f |2 = |Hess f |2 + 〈grad f, grad(∆f)〉+ Ric(grad f, grad f), (4.8)

donde BX es el endomorfismo dado por

BX : X(M) → X(M)
Y 7→ ∇YX

y |BX |2 = tr
∣∣B2

X

∣∣
Demostración.
Para demostrar la primera fórmula, debemos calcular los términos de la igualdad uno a uno. Sea
{E1, . . . , En} un sistema de referencia ortonormal local. Entonces para el primer término se tiene
que

div(∇XX) =

n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉 .

Para el segundo término notemos que si X = grad f , entonces BX es autoadjunto, pues

〈BX(Y ), Z〉 = 〈∇Y (grad f), Z〉 = Hess f(Y, Z) = Hess f(Z, Y )

= 〈∇Z(grad f), Y 〉 = 〈BX(Z), Y 〉 ,

ya que, por la proposición (2.8) sabemos que el hessiano es un operador autoadjunto. Aśı

|BX |2 = tr(B2
X) =

n∑
i=1

〈
B2
X(Ei), Ei

〉
=

n∑
i=1

〈BX(BX(Ei)), Ei〉

=

n∑
i=1

〈
∇BX(Ei)X,Ei

〉
=

n∑
i=1

〈
∇∇Ei

XX,Ei
〉
.

Para el tercer término tenemos que

X(divX) = X(tr(BX)) = X

(
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

)

=

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉 .
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Para el último término, usando la definición del tensor de curvatura se tiene que

Ric(X,X) =

n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =

n∑
i=1

〈
∇[X,Ei]X − [∇X ,∇Ei ]X,Ei

〉
=

n∑
i=1

〈
∇∇XEi

X −∇∇Ei
XX −∇X(∇Ei

X) +∇Ei
(∇XX), Ei

〉
=

n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 −

n∑
i=1

〈
∇∇Ei

XX,Ei
〉
−

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉

+

n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉 .

Ahora, sumaremos lo obtenido en cada uno de los términos.

Por un lado

div(∇XX)−X(divX)

=

n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉 ;

mientras que

Ric(X,X) + |BX |2

=

n∑
i=1

〈∇∇XEiX,Ei〉 −
n∑
i=1

〈
∇∇Ei

XX,Ei
〉
−

n∑
i=1

〈∇X(∇EiX), Ei〉

+

n∑
i=1

〈∇Ei(∇XX), Ei〉+

n∑
i=1

〈
∇∇Ei

XX,Ei
〉

=

n∑
i=1

〈∇∇XEiX,Ei〉 −
n∑
i=1

〈∇X(∇EiX), Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei(∇XX), Ei〉 .

Para que se cumpla (4.7), tendŕıa que suceder que

n∑
i=1

〈∇∇XEiX,Ei〉 = −
n∑
i=1

〈∇EiX,∇XEi〉 .

En efecto, primero observemos que por la fórmula de Koszul se tiene que 〈∇XEi, Ej〉 = −〈Ei,∇XEj〉,



52 CAPÍTULO 4. EL LAPLACIANO EN VARIEDADES

entonces.
n∑
i=1

〈∇∇XEi
, Ei〉 =

n∑
i=1

〈
∇∑n

j=1〈∇XEi,Ej〉Ej
X,Ei

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

〈∇XEi, Ej〉
〈
∇Ej

X,Ei
〉

= −
n∑
i=1

n∑
j=1

〈Ei,∇XEj〉
〈
∇Ej

X,Ei
〉

= −
n∑
j=1

〈
∇Ej

X,

n∑
i=1

〈Ei,∇XEj〉Ei

〉

= −
n∑
j=1

〈
∇Ej

X,∇XEj
〉

= −
n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉 .

Para demostrar (4.8) hagamos X = grad f en (4.7), aśı

div (∇grad f (grad f)) = |∇(grad f)|2 + grad f(div(grad f)) + Ric(grad f, grad f).

Ahora, comparemos término a término. Para el primer término, notemos que

1

2
∆ |grad f |2 =

1

2
div
(

grad |grad f |2
)

= div

(
1

2
grad |grad f |2

)
.

Ahora necesitamos calcular grad |grad f |2. Para ello, sea Y ∈ X(M), entonces〈
grad |grad f |2 , Y

〉
= Y

(
|grad f |2

)
= Y (〈grad f, grad f〉) = 2 〈∇Y (grad f), grad f〉

= 2 Hess f(Y, grad f) = 2 Hess f(grad f, Y ) = 〈2∇grad f (grad f), Y 〉 .

Aśı
grad |grad f |2 = 2∇grad f (grad f),

y por tanto
1

2
∆ |grad f |2 = div (∇grad f (grad f)) ,

Para el segundo término, retomemos la notación BX que usamos para probar (4.7). Aśı

|∇(grad f)|2 = |Bgrad f |2 = tr
(
B2

grad f

)
=

n∑
i=1

〈
B2

grad f (Ei), Ei
〉

=

n∑
i=1

〈Bgrad f (Ei), Bgrad f (Ei)〉 =

n∑
i=1

|Bgrad f (Ei)|2

=

n∑
i=1

|∇Ei
(grad f)|2 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

〈∇Ei
(grad f), Ej〉Ej

∣∣∣∣∣∣
2

=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Hess f(Ei, Ej)Ej

∣∣∣∣∣∣
2

=

n∑
i=1

n∑
j=1

(Hess f(Ei, Ej))
2

= |Hess f |2 .

Para el tercer término, se tiene que

〈grad f, grad(∆f)〉 = grad f(∆f) = grad f(div(grad f)).
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4.6. El teorema de Lichnerowicz y Obata

Una de las principales aplicaciones de la fórmula de Bochner-Lichnerowicz es el teorema de
Lichnerowicz y Obata. En este resultado se da una cota inferior para el primer valor propio no nulo
del operador laplaciano y también se ve que la igualdad se da en el caso de estar trabajando con
una esfera.

Proposición 4.20.
Sean a1, a2, . . . , an ∈ R, entonces

n∑
i=1

a2
i ≥

1

n

(
n∑
i=1

ai

)2

,

donde la igualdad se da si, y sólo si a1 = a2 = · · · = an.

Demostración.
Para probar la desigualdad basta tomar los vectores v = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn y W = (1, . . . , 1) y
aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir, que 〈v, w〉2 ≤ |v|2|w|2. La igualdad se da cuando
los vectores v y w son colineales.

Esta proposición se puede aplicar en matrices.

Proposición 4.21.
Sea B una matriz autoadjunta en Rn, entonces

tr
(
B2
)
≥ 1

n
(trB)

2
,

donde la igualdad se da si, y sólo si, B = λIn con λ ∈ R.

Demostración.
Tomando a B, la matriz del enunciado, sabemos que ésta es diagonalizable (por resultados de álgebra
lineal), por lo que podemos considerar que es de la forma B = diag{b1, . . . , bn}. Aśı, aplicando la
proposición (4.20) a los elementos de la diagonal obtenemos el resultado.

Lema 4.22.
Para todo f ∈ C∞(M) se tiene que

|Hess f |2 ≥ 1

n
(∆f)

2
,

donde la igualdad se da si, y sólo si, Hess f = φ〈 , 〉 con φ ∈ C∞(M). En este caso, necesariamente
φ = ∆f/n.

Demostración.
Usando la proposición (4.21) con B = Hess f (en su forma matricial) , como el hessiano visto de
esta forma es autoadjunto, podemos aplicar la proposición (4.21). Para ello, primero calcularemos

tr
(
B2
)

y (trB)
2
.

tr
(
B2
)

= |B|2 = |Hess f |2 .
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trB = tr (Hess f) =

n∑
i=1

Hess f(Ei, Ei) =

n∑
i=1

〈∇Ei(grad f), Ei〉 = tr (X 7→ ∇X(grad f))

= div (grad f) = ∆f.

De esta manera, obtenemos los que queŕıamos demostrar, es decir,

|Hess f |2 ≥ 1

n
(∆f)

2
.

Ahora, para la igualdad, podemos suponer directamente que B es diagonalizable. Aśı

B = λI ⇒ Hess f = λI ⇒ ∆f = tr (Hess f) ⇒ λ =
∆f

n
.

Entonces, la igualdad se dará si, y sólo si,

Hess f =
∆f

n
〈 , 〉.

Ahora vamos a ver la demostración propuesta por Obata en [13]. Para ello necesitamos enunciar
un teorema que aparece en dicho art́ıculo. No incluimos aqúı la demostración del teorema porque
es bastante técnica y sobrepasaŕıa los objetivos de esta tesis.

Teorema 4.23 (Obata).
Para que una variedad riemanniana completa M de dimensión n ≥ 2 admita una función no
constante f con Hess f = −k2f donde k es constante, es necesario y suficiente que la variedad sea
isométrica a una esfera Sn(r) de radio r = 1/k.

Teorema 4.24 (Lichnerowicz-Obata).
Sea Mn una variedad riemanniana compacta. Supongamos que existe una constante c > 0 que
satisface la desigualdad Ric(X,X) ≥ (n−1)c|X|2, con X ∈ X(M). Entonces, el primer valor propio
no nulo del laplaciano cumple λ1 ≥ nc. Además. la igualdad se da si, y sólo si, M es isométrica a
una esfera Sn(r) de radio r = 1/c.

Demostración.
Sea f ∈ C∞(M) tal que ∆f +λ1f = 0 con λ1 el primer valor propio no nulo del laplaciano, es decir,
f es la primera función propia no constante. Vamos a usar la fórmula de Bochner-Lichnerowicz
(4.8), la proposición (2.6) y el lema (4.22) para calcular el laplaciano de la función

g = |grad f |2 +
λ1

n
f2,
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obteniendo lo siguiente:

∆g = ∆ |grad f |2 +
λ1

n
∆f2

= 2 |Hess f |2 + 2 〈grad f, grad(∆f)〉+ 2 Ric (grad f, grad f) +
λ1

n
∆f2

= 2 |Hess f |2 + 2 〈grad f, grad(∆f)〉+ 2 Ric (grad f, grad f) +
λ1

n

(
2f∆f + 2 |grad f |2

)
= 2 |Hess f |2 − 2λ1 |grad f |2 + 2 Ric (grad f, grad f) +

λ1

n

(
−2λ1f

2 + 2 |grad f |2
)

= 2 |Hess f |2 + 2 Ric (grad f, grad f) + 2

(
−λ1 +

λ1

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

= 2 |Hess f |2 + 2 Ric (grad f, grad f) + 2

(
−λ1n+ λ1

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

≥ 2 |Hess f |2 + 2(n− 1)c |grad f |2 + 2

(
−λ1(n− 1)

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

= 2 |Hess f |2 + 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

≥ 2 (∆f)
2

n
+ 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

=
2λ2

1

n
f2 + 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|grad f |2 − 2λ2

1

n
f2

= +2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|grad f |2 .

Ahora, supongamos que c − (λ1/n) > 0. Entonces, como M es compacta, por el teorema de la
divergencia (2.9), se tiene que

0 =

∫
M

∆g ≥ 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)∫
M

|grad f |2 > 0,

Al suponer que c − (λ1/n) > 0 hemos llegado a una contradicción, por tanto se cumple que c −
(λ1/n) ≤ 0, y esto es equivalente a decir que λ1 ≥ nc.

Para caracterizar la igualdad haremos uso del teorema (4.23). Por el lema (4.22) sabemos que

Hess f =
∆f

n
〈 , 〉.

Aśı, usando el hecho de que f es la primera función propia del laplaciano, si λ1 = nc, entonces

Hess f = −λ1f

n
= −cf = −

√
c
2
f.

Es decir, hemos encontrado una función f que cumple la hipótesis del teorema de Obata (4.23) y
por tanto M es isométrica a la esfera Sn(r) con r = 1/

√
c.
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