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1. Introduccion.

En este trabajo estudiamos teoria de dispersion para la ecuaciéon matricial de Schrodinger
discreta. En particular, definimos la matriz de dispersion a traves de las soluciones de Jost,
probamos que el limite de la matriz de dispersién en los umbrales existe y encontramos una
expresion para el limite relacionando a este con la existencia o no de soluciones acotadas para
los umbrales (half-bounded states), este dnalisis sera de gran utilidad para el desarrollo del
Teorema de Levinson, este ultimo relaciona el nimero de estados acotados (bounded states)
con el cambio de argumento del determinante de la matriz de dispersién. Este problema ha
sido tratado anteriormente por ejemplo, para el caso escalar discreto por Hinton, Klaus and
Shaw [2] y el presente trabajo puede verse como una generalizacién del mismo en el caso
vectorial, o bien como una discretizacién del caso vectorial continuo que ha sido tratado por
Aktosun, Klaus y Van Der Mee [I].

Los Hamiltonianos que aqui analizamos son operadores tridiagonales tambien llamados ope-
radores de Jacobi, estos son analogos discretos de los operadores de Sturm-Liouville y muchas
de las técnicas ocupadas para estos se pueden trasladar despues de unas adecuadas modifi-
caciones. Mas atn, estos operadores son frecuentemente usados para modelar fenomenos de
bajas energias en fisica de estado solido. Aqui nos centraremos en la situacién de rango corto,

es decir, el potencial V(n) satisface la condicion de dispersién ), [[nV (n)| < cc.

1.1. Moédelo.
La ecuacién estacionaria matricial de Shrodinger de dimensién uno es la siguiente

Hip = B, (1.1)

donde H = —% + V, es un operador autoadjunto densamente definido en L?(R,CL).
La ecuacion (|1.1)) modela a una particula (cudntica) que se desplaza en el eje real y el hecho
de que es matricial se pude asociar a grados de libertad del sistema como por ejemplo el spin.
Si le imponemos a H la condicién de dispersién V' € Li(R;CE*E)) lo cual significa que la
funcién (1 + |z|)||V(z)|| es integrable sobre R, para la ecuacién (L.1)), con E € R, podemos
encontrar soluciones fundamentales acotadas (en cada direccién), que no estan en L*(R, CF) a
las cuales llamamos eigenvalores generalizados, estas soluciones son de utilidad para estudiar
problemas de dispersién. Resultados importantes que se asiocian con las soluciones de (|1.1)),
son por ejemplo el Teorema de Levinson y problema de dispersién inverso.

El analogo discreto de esta ecuacion, es una ecuacion de diferencias matricial simetrica de

segundo orden, que esta dada por
Hu = Fu, (1.2)

donde H : I1*(Z,CY) — I?(Z,C¥) es un operador tal que
(Hu)(n) = —u(n — 1) + 2u(n) —u(n + 1) + V(n)u(n),

y las matrices V(n) € My, .(C) son autoadjuntas.
Notemos que si el operador %(la derivada discreta) es tal que

d

~u(n) = u(n+1) — u(n),



entonces P
—d—u(n —1)=—u(n—1)+2u(n) —u(n+1),
n
de esta observacién podemos notar la razén de su analogia al caso continuo. Sin perdida de

geralidad y con el fin de facilitar la notacién vamos a considerar el operador
Hou(n) =u(n+1) +u(n —1),

que es un operador unitariamente equivalente al de segunda derivada discreta, igual que en
el caso continuo consideraremos al operador H = Hy 4+ V bajo la condicién de dispersion

Y Inl|V(n)] < oo. (1.3)

nez

Para la ecuacién (L.2), con E € oq.(H) \ {—2,2} = (—2,2), podemos encontrar soluciones
fundamentales acotadas, que no estan en [(Z, Cl) conocidas como soluciones de Jost, que
seran el ingrediente para la construccion de la matriz de dispersion y que seran fundamentales
para el analisis de la misma.

En el trabajo presente estudiamos el limite a bajas energias de la matriz de dispersién de la
ecuacion (|1.2). Este limite es de mucha importancia y tiene varias aplicaciones, en particular
es el elemento clave para demostrar el problema inverso para la matriz de dispersién a bajas
energias, es decir, recuperar el potencial V' conociendo el limite a bajas energias de la matriz de
dispersién, en un trabajo futuro presetaremos el problema inverso asi como otras aplicaciones
como en particular el teorema de Levinson (el cual fue realizado para el caso discreto escalar
(L =1) en [2]). El resultado analogo (El limite a bajas energias de la matriz de dispersion)
para el caso vectorial continuo fue elaborado en [IJ.

Para la ecuacion con la condicién existen soluciones particulares (ver Lema 3.3),
conocidas como soluciones de Jost, tales que satisfacen lo siguiente

ui(n) =2"14o0(1), n — 400,

ul/z(n) =z "140o(1), n - —o0.

donde z € D2\ {0} es tal que E = 27! 4+ 2 y 1 denota la matriz identidad en M (C),
dichas soluciones son holomorfas (con respecto a z) en D? \ {0} y continuas en D? \ {0}.
Para estas soluciones existen matrices M, (z), M_(z) (ver Observacion 3.8) tales que para

ze Sh\ {1,-1},
u’(n) = u® (n)My(z) + u’*(n)N,(z), n € Z. (1.4)

Ademds M, (z) es invertible para z € S\ {1, —1}(ver Observacion 4.4) por lo que multi-
plicando por M, (z)~! en (1.4) obtenemos

wi (n) My ()~ = u® (n) + u*(n) N, (2)M,(2)"", n e Z.
Y por lo tanto se tiene, para z € S'\ {1, -1}, que

2"My(2)7 + o(1), n — 400

ui(n)MJr(z)’l - { 2"1 4+ 27"Ny(2)My(2)" +0(1), n— —oco (1.5)
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Figura 1: Representacién esquematica del proceso de dispersién

Podemos interpretar la ecuacién anterior como sigue. Se envia una onda plana z" desde —ooc.
Al interactuar con el potencial V', una parte de esta onda es reflejada produciendo la onda
2Ny (2)My(2)"t y 2" M, (2)7" que es la onda que se transmite hacia +oo.

Por lo que acabamos de explicar, M (z)~! se le conoce como coeficiente de transmicién y
—N,(2)M(2)"! como coeficiente de refleccién.

Estos coeficientes determinan la matriz de dispersion, que esta dada por

0= (20 70 )

para z € S'\ {1, —1}. Donde T4 (z) = M. (z)~! son los coeficientes de transmisién y Ry (z2) =
— N4 (2)Mx(z)! son los coeficientes de refleccion, ademas M. se puede extender analicamente
a D?\ {1, —1,0}(ver Definicién [4.2). Entonces Ty (z) se puede definir como T’y (z) = M, (2)7%,
para las z € D? \ {1, —1,0} tales que M (z) es invertible. En el caso que z = e’ represente
una onda viajando a la derecha, entonces u® y ui/ “ son soluciones entrantes y u% y u®1/z
son salientes. En este caso la caso la matriz de dispersén expresa las soluciones entrantes en

terminos de las salientes
(w7 w) = (uy o) S(2). (1.6)

. . . . 1
Fig. muestra como la matriz de dispersién conecta las ondas entrantes u
1/z

2 z
y uZ con las

salientes u7 y u

1.2. Resultado Principal.

En este trabajo probamos que los coeficientes de dispersion, T4 (z), Ri(z) que definiremos
mas adelante (ver seccién 4) son continuos en 1, —1, es decir, probamos que lim, ,; Ty (2) y
lim,_,; R4 (z)(donde el limite es tomado sobre D?) existen, ademas encontamos una expresion
para dichos limites.

Como vemos mas abajo (Proposicién ,

My (2) = ——W(u,u3)

22 —1

y
W(u?,u?y) — Wiub,ul), 2 — 1.

Si Ay = W(ul,ul) es invertible (caso génerico) tenderemos que M (z) es invertible en una
vecindad del 1y
22 -1

Ty(2) = My(2)" = .

W2, uz)™ =0, z— 1.



Este resultado queda establecio en (seccion 6. Teorema [6.1]).

Si Ay no es invertible (caso exepcional) , el andlisis es mas complicado, pero como vemos
dicho anélisis depende de la existencia de soluciones acotadas (half-Bounded states) para la
ecuacion

u(n — 1)+ V(n)u(n) + u(n + 1) = 2u(n).

En este caso probamos que existe una matriz Z tal que
T, (z) =7Z+o(1).

Este resultado esta establecido en la seccion 8 Teorema 8.9.

El trabajo esta dividido de la siguiente forma, en la primera secciéon se prueban resultados
y definiciones basicas que se ocuparan a lo largo del trabajo las cuales estan basados en
el contenido de ([, [2], [3], [4]). En la seccién 3 se construyen soluciones particulares y se
demuestran algunas propiedades que cumplen. En la seccion 4 se definen los coeficientes y la
matriz de dispersion y se demuestran algunas de sus propiedades. En la seccion 5 se consideran
los dos casos en los cuales es importante dividir el andlisis. En la seccién 6 y 8 se encuentra una
expresion para lim, ,; T’ (2), en el primer caso (caso genérico) y el segundo (caso exepcional)
respectivamente. En la seccién 7 se llevan a cabo estimaciones importantes que se usaran en
el analisis del caso exepcional.



2. Resultados Preliminares.

En esta seccion presentamos propiedades generales bésicas que ocuparemos en el desarrollo
del trabajo.

Una expresién de diferencias simetrica de segundo orden (e.d.s.), es una transformacién
lineal de la forma

71 (Mpxr(C))* = (M. (€))7,
7(u)(n) = B(n — Du(n — 1) + A(n)u(n) + B(n)u(n + 1),

donde A(n), B(n) € Mprx.(C) son autoadjuntas y B(n) es invertible para cada n € Z.
Dada 7 como antes, tenemos asociada la ecuacion de autovalores dada por

7(u) = Fu, (2.1)
la cual estudiaremos para u € (C™)%, Mym(C)”, E € C.

Observacion 2.1. Notemos que por la relacion de recurrencia, las soluciones de (2.1)) quedan
determinadas por dos valores consecutivos, es decir, para M, N € Mxm(C),E € C yn € Z
existe una tnica solucion de [2.1), u¥, tal que uf(n) = M y uf(n+1) = N, pues

u”(j = 1) = B(j — )7 ((E — A" () = B(j)u"(j + 1)),
u(j+1) = B(j) " (B — A())u"(j) — B(j — 1)u"(j — 1)),
lo que inductivamente nos permite determinar los valores de u®(n) para cualquier n € Z.
Lo observacién anterior induce la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Dada 7 e.d.s. E € C definimos la matriz de transmicion asociada a 7 como
T,F L — MQLX2L<C)

B B(n)"Y(E — A(n)) —B(n)"'B(n—1
O ]

E
. . B . B o _ [ uw(n)
Por la observacién [2.1{si u” es solucién de (2.1)) y &%(n —1) = (u By — 1)) , entonces

TE (n)8" (n — 1) = (),

TE (n)"'®"(n) = 0" (n + 1),

T

donde
0 1

TP (n)™" = (_B(n ~1)7'B(n) B(n—1)"\(E - AW)) '

A continuacion, tenemos unas proposiciones y definiciones que nos seran de ayuda mas ade-
lante.



Proposicién 2.3 (Suma de Abel ,Integracion por Partes). Para u,v € (Mpx(C))%, se tiene
que

n

> uli)(0(i +1) = v(j)) = uln)o(n + 1) — u(m — Lo(m) + Z(U(J’ — 1) —u(j))v(j)-

j=m

Demostracion. Desarrollar de ambos lados.
O

Definicién 2.4. Dadas u,v € (Mpx1(C))% y 7 e.d.s definimos el wronskiano de u y v con
respecto a T como

W (u,v,7) : (Mpxr(C))* = (Mpxr(C))”
W (u,v,7)(n) =u(n)"B(n)v(n + 1) —u(n + 1) B(n)v(n).

Proposicién 2.5 (Formula de Green). Dadas u,v € (Mpyr(C))%, I,n € Z y 7 e.d.s. se tiene

que
n

Z((Tu)*v —u*(1v))(7) = W(u,v,7)(l — 1) — W(u,v,7)(n).

i=l

Demostracién. Como B(j), A(j) son matrices autoadjuntas se tiene que

D (u)v() =Y uli — 1) B(i — Do(5) + (i) AG)e(d) + ui + 1)*B(i)v())
j=l J=l
y ademas

> uj)ro(y) = Zu B(j =D = 1) +u()"AG)v(G) +u(f) B(j)v(i +1)

j=1
restando estas dos ecuaciones obtenemos

n

> ulj—1)*B(j — Do(j) — u(f)* B(j — 1o(j — 1)

G+ 1 BGIG) —u() BGIG +1)

= ZW(U,U,T)(j —1) = W(u,v,7)(j) = W(u,v,7)({ = 1) = W(u,v,7)(n).

O

Observacion 2.6. Notemos que por la Proposz'cz’dn si B €C yu,ve (Mpxr(C))Z son
tales que B
Tu = Fu,7v=FEv

entonces la sucesion W(u,v,T) es constante, denotaremos W (u,v,7) = W(u,v,7)(n). Mas
adelante ocuparemos esta observacion en varias ocaciones sin mencionarla.
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A continuacién estableceremos lo que sera el andlogo del operador laplaciano en el caso
discreto, con el cual, trabajaremos a lo largo del texto. Denotaremos (?(Z, CF) al espacio de
Hilbert que consiste en el conjuto de las sucesiones u : Z — C* tales que Y, _, [[u(n)||? < oo,

donde ||| denota la norma en CE(||z[|> = 2F, |#:]?), equipado con el producto interior

(u,v) =32 enluln), v(n)).

Consideremos la siguiente expresion de diferencias, 7y, con B(n) = I, A(n) = 0, es decir
(rou)(n) =u(n+1) +u(n —1),
la cual tiene asociada la ecuacion de autovalores
u(n+1)+u(n—1) = Eu(n) (2.2)

Esta ecuacién a su vez tiene asociado un operador acotado autoadjunto como vemos a conti-
nuacion.

Definicién 2.7. El operador lapalaciano discreto Hy : 1*(Z,CE) — 1?(Z,CF) esta dado por
(Hou)(n) =u(n+1) +u(n—1).
Notemos que como para una sucesion u € 12(Z, CL) tenemos que
D luln+ 1) +un =D <4 [lu(n)]® < oo,
nez nez

el operador esta bien definido y es acotado.

Proposicién 2.8. El operador laplaciano es un operador autoadjunto, tal que oups(H) =
Oess(H) = 0(H) = [-2,2] en particular o,(H) = (.

Demostracién. Sean u,v € [*(Z, CF) entonces W (u,v)(n) — 0,n — oo, y por la Proposi-
cién tenemos que

n

> (How)™v — u*(Hov))(j) = W(u,v)(I = 1) = W (u,v)(n)

i=1

tomando limites obtenemos que Hj es autoadjunto. Para el espectro de Hy consideremos la
transformada de Fourier F : [*(Z,CF) — L?([0, 1],CF) y su inversa F~! que estan dadas por

Fu)r) =3 mum),  FLf)n) = / eI (),

ne”Z

y que es unitaria, entonces tenemos que
FHoFY)(r) = (e72™ + e*™) f(r) = 2cos(2mr) f (1)

de donde Hj es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion por 2cos(27r), de
donde obtenemos el resultado deseado.



O

Por la Proposicion sabemos que la ecuacién (2.2)) no tiene soluciones en [*(Z,CL) si

consideremos V' € My, 1(C))Z tal que para cada n € Z, V(n) es una matriz autoadjunta que
satisface ), [n[||V(n)|| < oo entonces sabemos que el operador de multiplicacién

Ty : 1(Z, Mpx(C)) — I*(Z, Mpx1(C))

dado por Ty f(n) = V(n)f(n), es acotado, autoadjunto, ademas se tiene que o4s(H + Ty ) =
Oess(H + Ty) = [—2,2]. Tambien se puede probar que el espectro putual de H + T es finito
y contar sus elementos en terminos del cambio da argumento del determinante de la matriz
de dispersién (Teorema de Levinson). Vamos entonces a establecer la ecuacién de diferencias
que estudiaremos a lo largo del trabajo. Consideremos la ecuacién de diferencias de segundo
orden
u(n + 1)+ V(n)u(n) +u(n — 1) = Eu(n), n € Z.

donde F € C y V(n) son matrices autoadjuntas que satisfacen la condicién de dispersion
S InlllV(n)|| < oo, la solucién u puede estar en (Myyr(C))% o bien en (CL)Z. Esta

n=—oo

ecuacién tiene asociado un operador lineal (Laplaciano discreto), dado por
(Ho +V)u(n) =un+ 1)+ V(n)u(n) +u(n — 1),

donde (Hou)(n) = u(n+ 1) + u(n — 1).
y denotaremos Wy(u,v)(n) = W(u,v,79)(n) = u(n)*v(n + 1) — u(n + 1)*v(n), la matriz
de transferencia asociada la denotaremos Ty(E) = T, (F) donde

F1 -1
TF =Ty(E,n) = ( — >

Proposicién 2.9. Para E € C existe solucion u de (2.2) tal que
up(n) = 2"1, (2.3)
para alguna z € C.

Demostraciéon. Notemos que si tal ug existe se tiene que

1 () = (™) = () = () == ()

por lo que z es un autovalor de TF y por lo tanto raiz de su polinomio caracteristico que es
Pr,(x) = (22 — Ex + 1)L, si tomamos z una raiz de dicho polinomio y definimos u(E,0) =
1,u(E,1) = 21, tendremos la solucién necesitada. a

Notacién 2.10. Por la proposicion anterior sabemos que para E € C las raices del polinomio
caracteristico de Ty, Pr(x) = (22 — Ex + 1)V = (2 — 2)l(x — 27Y)%, nos daran soluciones
de tales que uf(n) = 2"1, notemos que z + 2= = E, por lo que con la intencién de
parametrizar dichas soluciones con respecto a "z”, denotaremos para z € D*\ {0}, ui a la
solucion de tal que ug(n) = z"1, es decir, uf es solucion de

ug(n—1) +uj(n+1) = (z + %) ug(n). (2.4)

8



Definicién 2.11. Consideremos V : Z — Mpx1(C) tal que V(n) es autoadjunta para toda n

y
Y nllV(n) < co.

ne’l

Definimos (tyu)(n) = (1ou)(n) + V(n). Notemos que Ty es una e.d.s. de sequndo orden tal
que A(n) =V (n) y B(n) =1 y tiene asociada la ecuacion de diferencias

u(n+ 1)+ V(n)u(n) + u(n — 1) = Eu(n),

que siguiendo la Notacion podemos escribir como
1
u(n+1)+V(n)u(n) +un—1) = (z + ;) u(n). (2.5)

Denotaremos W (u,v) = W(u,v,7v) = u(n)*v(n + 1) —u(n + 1)*v(n).

Observemos que por las condiciones impuestas a V', 7, 'se comporta’ como 7o enn — +00'y
‘se comporta’ como en n — 400, por lo cual podemos pensar que existen soluciones
de que asintoticamente 'se comportan’ como ug(z). Dichas soluciones se conocen como
soluciones de jost, y en la siguiente seccion las construimos y estudiamos algunas de sus
propiedades.



3. Eigen-funciones generalizadas (estados de dispersién).

A continuacién construiremos soluciones particulares de (2.5) con un comportamiento
asintdtico especial. Como mas adelante veremos dichas soluciones nos ayudan a describir el
comportamiento asitético de todas soluciones.

3.1. Soluciones de Jost.

Comenzaremos esta seccién con un lema técnico que utilizaremos para construir las solu-
ciones particulares conocidas como soluciones de jost.

Lema 3.1 (Ecuacion de Volterra). Sea U C C abierto,
K :UxNU{0} x NU{0} = Mp..(C),
K:NU{0} x NU{0} = R,
tal que satisfacen
= para j >n € NU{0}, K(.,n,j) es continua en U (holomorfa en U),
» para E€U,j >neNU{0}, |[K(E,n,j)| < K(nj),
= K(n+1,5) < K(n,j), j >n,
= K(n,.) € I'(N,R).

Entonces para g : U — I1®(NU {0}, Mp,(C)) con g(.,n) continua en U (holomorfa en U) y
acotada eziste f: U — (N U {0}, Mp«1(C)) tal que

f(E.,n)=g(E,n)+ ZKETL] E,j). (3.1)
j=n+1
Ademas f(.,n) es continua en U (holomorfa en U) y satisface
1/ (K, n)||<8up||9EJ IeXp<Z K(n, j ) (3-2)
j=n—+1
Demostracién. Sea F € U, para h € [*(NU {0}, M. (C)) definimos para cada n € N,
= Y K(E,n,j)h(j).
j=n+1
Notemos que K (E, h)(n) esta bien definido, ya que
Y AKEn DG < D IEE 2 DIIRGI < 1hleo Y K(n,j) < oo
J=ntl Jj=n+1 j=n+1
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luego >, .| K(E,n, j)h(j) converge en (Mpx(C),||.[]).
Ademas

IK(E, h)(n)]| < ([Pl ZK(OJ)

por lo que
IK(E, D)oo = sup({|K (B, h)(n)]| : n € N}) < ||| ZK(UJ)-
luego K(E,h) € 1°(N, M;,.(C)) y
K(E,.) : I®°(N, My« (C)) — I®(N, M (C))

es un operador lineal, continuo. )
Para cada E € U definimos recursivamente fo(E) = g(E), fj+1(E) = K(E, f;(E)). Su-

pongamos
E):=> fi(E), (3.3)
j=0

existe en [®(N, My, 1,(C)), entonces puesto que K (E,.) es lineal y continuo se tiene que

o0

K(E, [(E) =D _K(E.[(E ny 9(B) =D _fi(E) =

7=0

que es precisamente (i3.1]).
Con la finalidad de probar que (3.3 existe probemos que E;io | fi(E)]|ee < 00.
Demostraremos

()| < SPizn I9(E, (i f%<n,z'>> , (3.4

|
J: i=n+1

con lo que se tendria (3.2) y ya que g es acotada con respecto a E y n,

5B < 5 (Z k(o,w) . (3.5)

con lo que se tendria que » 27 [|fi(E) [l < Cexp(3_2, K(0,7)) < o.
(3.4) se demuestra por induccién sobre j. Es claro la desigualdad para j = 0 y el paso

11



inductivo se sigue de lo siguiente:

(B )l = 1K (E, ENm < D IKE ) f(E,0)]

i=n+1
A (B, 1 A
S K(n,i)suplZzHg( )|l (Z K(z’,l)>
et J: I=i+1
. j
Supz>n Hg E Z H ( <
< Z (n,i) | D K(n.D)
i=n-+1 I=i+1
H E )| S (s N
su i X |
< e o2 - (z &n z>> - (Z KW))
i=n+1 =i e
_ SUDi>, lg(E, )| Z K(n i)
Gror \ &)

donde para la cuarta desigualdad estamos ocupando que

(Z K(n, z>> - (Z f((n,z)) =K(ni) [ > (Z K(n, z)) (Z K(n, 1)>

I=it+1 I=i I=i+1
y para cada ¢ € {0,...,5}

( | nz)> (Z f((n,z)> > (Z f<<n,z>> .

Ya que VE € U(|K(E,n,i)| < K(0,7)) y [3.5) se tiene que para cada n € N la conver-
gencia en

I[]e
=

fiv1(E,n) Z K(E,n,i)f;(E, ),

i=n+1

es uniforme y por induccién se concluye que f;(.,n) es continua en U(holomorfa en U), ya
que fo(.,m) = g(.,n) y K(.,n,i) lo son. Por (3.5 para cada n € N la convergencia

= ij(E,TL),
=0

es uniforme, y por lo anterior se tiene que f(.,n) es continua en U (holomorfa en U). Esto
concluye la prueba. a

Observacion 3.2. Si en el anterior lema cambiamos el dominio NU {0} por Z= U {0} se da
un resultado analago para la ecuacion

f(En)—gEn—l—ZKEn] ,7), n€Z uU{0}.

j=—o0
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pues basta definir §(n) = g(—n), K(E,n,j) = K(z,—n,—j) y K(n,§) = K(=n, —j), y definir
f(E,n) = f(E,—n) para la f que te da el lema anterior.

Lema 3.3 (Soluciones de Jost). Ezisten funciones uy : D2\ {0} — (Mpxr(C)%, u_ :
C\D? = (Mp«1(C))? tales que para z € D?\ {0}, uZ es solucion de (2.5) y para z € C\ D?,
u® es solucion de (2.5) y satisfacen

u (n) = 2"(1 +o0(1)), 2 € D2\ {0}, n — +oo,

u”(n) =z"(14o0(1)), z€ C\D?, n - —o0, (3.6)

Ademds para cada n, las funcidnes uy (n),u_(n), son holomorfas en D*\ {0}, C\ D* y con-
tinuas en D2\ {0}, C\ D? respectivamente y satisfacen las ecuaciones

w? (n) = 2"1 — ‘Z si(j —n)V(uz(j), n € Z,
o (3.7)
u’(n) =2"1+ Z sg(j —n)V(j)u(j), n€Z,

donde

z _ 1fz2 (Z_n - Zn)]' 2 7& 1
So(n) - { (il)n+1n1 s = +1

Demostracién. Encontraremos u y, de manera analoga obtenemos u_ usando la observacion
-2l Con la finalidad de ocupar el lema anterior sean

g(z,n) =1, z € D? n e NU{0},

K(z,n,j) = =2Y""s5(j —n)V(j),z € D? j > n e NU{0}

K(n,j) =1 = nl|lVG)ll n,j € NU{0}.

Se tiene para j > n si 22 # 1 que
z

1 — 22
= l2l[L+2"+ .+ () IV )
< e (11 + 2]+ + (20 [V Q)
< i =nllVO)I = K(n,j),

1K (z,m,5)]| = (0 = V)

ysiz=1-1
1K (z,m, )l = 127 "s5(n = HV I < 17 = nlIVG) < K(n, 5),
y como para toda j >n € NU {0},
K(z,n,7) = 2(1+ 22+ ...+ (DU HV())

13



es continua en D? y holomorfa en D? las hipotesis del lema anterior se satisfacen, por lo que

existe 1, : D? — [®(NU {0}, M1«1(C)) que satisface
Be(mm) =1— 3 209G (- )V ()i (=), n e NU{0),
j=n+1

con (., n) holomorfa en D? y continua en D2
Definimos para z € D? \ {0}

B 2"y (z,n) n € NU{0}
wim) = { (=Vin+ 1) +2+)uiln+ ) —ui(n+2) neZ”

(3.8)

De la definicion es claro que u. satisface (3.6)),y paran € Z, u(n) es holomorfa en D*\ {0}
y continua en D%\ {0}, ademas para n € NU{0}, u% (n) satisface (3.7)) y u3 (n) satisface (2.5)

para n € Z~, para probar que u; satisface (3.7) y (2.5) para n € Z notemos que

(z“—ll ~Y s l)V(j)Ui(j)) - (1 =3 S0 - OO

j:n ]=TL+2

o0

= ("ML= Y (s5( - n 1) 55 —n = D)V()L() — s5(DV (n)ud(n)

Jj=n+1

~(++3) 7= 3 (o4 2) -V O ) - Ve o

j=n+1

_ (z n 1) (znl - Y s - n)v(j)ui(j>> — V(n)ui(n).

z
j=n+1

1
en donde estamos ocupando que uj(n) = 2"1y sj(n) = == (ug (n) + ué(n)) son soluciones

de (2.4)). De lo anterior tenemos que para cadan € Ny z € D?\ {0} se tiene que
1
i (n = 1) (4 D) = (2 — V) ()
lo que prueba que u? (n) satisface (2.5)) para n € N. Tambien haciendo n =0
=) S+ DV L) =
=0

(=V(0) + 2+ 27 )i (0) — ui(1) = ui(-1)

que prueba que u(z, —1) satisface (3.7) e inductivamente lo probamos para n € Z~.

14
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3.2. Soluciones para los umbrales

1
Notemos que para z € S'\ {1, —1}, uZ% y uZ son ambas soluciones de la misma ecuacién y
como veremos mas adelante sus columnas son Li. por lo que formaran una base del espacio de
soluciones de en (C*)Z por lo que podremos determinar el comportamiento asintotico
de cualquier solucién de , escribiendola en terminos de estas soluciones.
1

Para z = 1,—1 se tiene que ui = ui por lo cual necesitaremos encontrar otra solucién
de (2.5) con z = 1, con la finalidad de tener una base para el espacio de soluciones y cono-
cer el comportamiento asintdticos de todas soluciones. El siguiente lema tiene dicho proposito.

Lema 3.4. Eristen vy ™" € (Mp(C))? tales que
vi(n)+vi(n+1)=(2-V(n))vi(n), n€Z, (3.10)
yvl(n) = £n(1+o(1)), n — +oo,
vit(n) + ot (n+1) = —(2 = V(n)vil(n), n € Z, (3.11)
yvit(n) = £(=1)""n(1+0(1)), n — Foo.

Demostracién. Encontraremos v} y v! se obtiene de manera analoga.
Sea N € N tal que

o0

Y LlVEI < 1/2.

j=N

Para cada n,j € [N, 00) definimos

, iV(g), j=n+1
K = 2
(.) {%Wﬁ,NSjgn
entonces
1K (n, )N < L3IV ()])- (3.12)

Sea v € [*°([N,00), Mp«1(C)) definimos para n € [N, 00)
(Kv)(n) = K(n,j)v(j),
j=N
que esta bien definida ya que v es acotada y (3.12]), ademas notemos que para cada n € [NV, 00)

I(K) @) < D IE D)@ < Tolle D VG < 172000,
j=N j=N
asi se tiene que

K]l < 1/2[v]ls
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por lo que

K : loo<[N, OO),MLxL((j)) — loo<[N, OO),MLX[,(C))

es un operador lineal y acotado tal que || K[| < 1, entonces que existe o' € [*([N, 00), M 1(C))
tal que

i'(n) =1+ (KoY)(n) = 1 + Z K(n, j)o'(j)

g N (3.13)
14 27 (N[ VNG,
+ = Z] VTG + 3 IV H)TG)
j=N Jj=n+1
(Teorema [A.1] con X = I=([N, 00), M1 (C)), T = K,y =1.)
Definamos
ol (n) = nol (n), n € [N, o)
P @2=-Vn+1)vh(n+1) —vi(n+2), ne(—oo,N).
y notemos que de la definicién y (3.13) tenemos para n € [N, 00) que
vi(n) =nl+n > Vvi()+ > iVvi(). (3.14)
j=n+1 j=N
por (3.14) tenemos para n € [N, 00)
vi(n+1)—vi(n) =1+ ZV i) +V(n+1vi(n+1)
j=n+2

—1+ ‘Z VLG + (n+ 1)V (n+ 1ok (n+ 1)
=1+o0(1), n— oo,

donde 77 ., 7V (j)05(j) — O pues es convergente y el tercer sumando pues 0} es acotada y
nV(n) — 0, luego la sucesién de los promedios converge a 1, es decir,

n

AGCRRIRIIEE SECEDEHURS

j=1

— 1, n — oo,

que es precisamente v} (n) = n(1 + o(1)),n — oo. Es claro de la definicién que v} satisface
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(3.10) para n € (—oo, N], ademas si n € (N, 00) entonces por (3.14) tenemos que

vi(n—1)+vi(n+1)=

2n1 + (Qn Z V(i)vi(G) — (n+1D)V(n+ Doi(n+1)+ (n— 1)V(n)vi(n)>

j=n+1

<2Z;v ++1D)V(n+Doi(n+1) - nV(n)vi(n)>

=2 <n1+n Z V(j ~|—Z]V ) V(n)vy(n)

Jj=n+1

— (2 - V(n)vl(n).

que prueba que vi satisface (3.10]). v;l se encuentra de manera analoga resolviendo la siguiente
ecuacion de sumas

vt (n) = (-1)" (nl +n Z V(j )+ Z]V )

Jj=n+1

3.3. Propiedades de las Eigen-funciones generalizadas

Como antes mencionamos las soluciones particulares previante construidas, tienen la fi-
nalidad de describir el comportamiento asintético de todas las soluciones de (2.5). En esta
seccién establecemos dicho resultado.

Proposiciéon 3.5. Las columnas de ul. y vl y las de ul' y vyt son Li. por lo cual forman
una base para el espacio de soluciones de ([2.5) en (C*)Z.

Demostracién. La prueba se hard para ul, v} y es analoga para las matrices restantes. Sean

oy, B; € C tales que
L

> (ajule; + Bjvle;) =0

J=1

entonces para cada n € N se tiene que

Z aj(ej+o(1)) = Zﬁjn(ej +0(1)), n — oo,

Jj=1

diviendo entre n y tomando limite obtenemos 3; = 0 , sustituyendo y tomando limite obte-
nemos «; = 0. O
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Observacion 3.6. Notemos que por la proposicion anterior existen M, N € My« (C) tales
que
ul (n) =ul ()M + vl (n)N, n € Z.

ademas ||ul (n)M|| < C y ||[vL.(n)N|| < C|n| para n € Z~ y ||ul(n)|| < C para n € N, donde
C es una constante que no depende de n. Lo anterior puede escribirse como

[ul ()] < C(1 +max(0, —n)), n € Z. (3.15)
Analogamente

|ut (n)|| < C(1+méx(0,n)), n € Z,

luz' ()]l < C(1 + méx(0, —n)), n € Z, (3.16)

|lu=t(n)|| < C(1+ max(0,n)), n € Z.

1
Proposicién 3.7. Sea z € S'\{1, -1} , entonces las 2m columnas de uZ yuz son linealmente
independientes por lo cual forman una base del espacio de soluciones de ([2.5)).

Demostracion. Sean «;, 3; € C tales que

L
1
> (ojuie; + Buie;) =0

i=1

entonces para cada n € N se tiene que

0=> (o

L
=1
L
Z a;2" + f;z7")ej +o(1), n — oo.

=1

"(ej +o(1)) + B;27"(e; + o(1)))

.

.

pues como |z| =1, a;z2F"0(1) — 0, n — oco.

Entonces para cada j € {1,2,...,L} y n € N se tiene que a;2" + ;27" 4+ o(1) = 0. Luego
a;z*" + B; — 0, n — 0o, si a; # 0 entonces (2%)" — —ﬂj&j_l, n — oo, esto es imposible pues
22 #1,asi aj =0 = f; = 0. Lo que concluye la prueba. a

Observacién 3.8. Por la afirmacion anterior para z € S'\ {1, -1} y t(z) € (My,.(C))*
solucion de ([2.5), existen tnicas M,*(2), Ny*(2) € My, (C) tales que para cualquier n € Z,

Con lo que t(z) es acotada.
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4. La matriz de dispersion

Notemos que por la Observacién 3.8 en particular tenemos que para la solucién ¢(z2) = u7,
existen tnicas matrices que denotaremos M, (z), N, (z) tales que

wi(n) = u* (n)M(2) + u*(n)No(2), n€Z, (4.1)
y para u® existen tinicas matrices que denotaremos M_(z), N_(z) tales que
u*(n) = u/*(n)M_(2) + > (n)N_(z), n € Z. (4.2)

Estos coeficientes definaran la matriz de dispersién. En las siguiente proposicion se da una
expresion para estos.

Proposicién 4.1. Sea z € S\ {1, =1}, para M+(z), N.(z) se tiene que

ui(n) =2"My(2)+ 2 "Ni(2) +o(1), n = —oo0,

ul_/z(n) =z "M _(2)+ z"N_(z) + o(1), n — +oo. (4:3)
Ademas tienen las siguientes expresiones
M, (z) = 222_ W (w2113 (4.4)
M-(2) = - _2Z2W <u1+/2,u1_/2) , (4.5)
Ny(2) = : _ZZQW (ul_/z,ui> : (4.6)
N_(2) = ZQZ_ - (uj,ui/z) . (4.7)

Demostracién. Sea z € S'\ {1, -1}, por (£.1) y (3.6) tenemos que para n € Z

i (n) = w2 ()M (2) + u*(n) N, ()
= 2"(1+ 0(1)) M (2) + 2" (1 + 0(1)) N, (2)
=2"M,(z)+ 2" "Ny(2) +o(1), n - —o0.

donde estamos ocupando que z"0(1) = o(1) pues |z| = 1, analogamente

ul*(n) = ui*(n)M_(2) + ()N _(2)
=2 "(1+o0(1))M_(2)+ 2" (1 +0o(1))N_(2)
=2"M_(2)4+ 2"N_(z) + o(1), n — oo.
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que prueba (4.3)). Para probar (4.4)) notemos que por (4.3) y (3.6 tenemos que

W (u® 1) (n) = 27"(1+ 0(1)) (2" M (2) + 2" 'No(2) + o(1))
— 27" 1+ 0(1)) (2" My (2) + 27" Ny (2) + o(1))
= (1+0(1))(2My(2) + 2" Ny (2) + (1))
— (1 +0(1)) (27 My (2) + 27" 7Ny (2) + (1))

_ (2_1) My (2) + (1), n— —o0,

por la Observacion sabemos que el wronskiano es constante(con respecto a n), tomando
limite n — —oo obtenemos el resultado deseado para M, (z). Los otros coeficientes se calculan

de manera analoga. a
Notemos que (4.4) y (4.5)) se pueden extender a D?\ {0,1, —1} de la siguiente manera,

Definicién 4.2. Sea z € D*\ {0, 1, —1}, definimos

z z
M+(Z) = 22 _ 1W(U1_/ 7u+)7 (48)

M_(2) = ——W(u,u"?). (4.9)

1 — 22

A partir de estos coeficientes definiremos la matriz de dispersién, antes probaremos algunas
propiedades que cumplen.

Proposicion 4.3. Para los coeficiente definidos anteriormente se tienen las siguientes pro-
piedades:

M_(z) = M, (2)*, z€D*\ {1,—1,0}. (4.10)

N_(2) = —N,(2)*, z€S"\ {1,-1}. (4.11)

M, (2)*M;(2) = Ny(2)*Ny(2) +1, z € S"\ {1,-1}. (4.12)
M_(2)*M_(z) = N_(2)*N_(2) +1, z € S"\ {1, -1}. (4.13)
My (271" Np(2) = Ny (271) My (2), z€S"\ {1,-1}. (4.14)
M_ (27" N_(2) = N_(7")" M_(2), z€S"\ {1,-1}. (4.15)

Demostracién. Ocuparemos W (f, g)* = —W (g, f) que es claro de la definicién, para (4.10))
de la definicién tenemos,

N\ ¥ z z Z \*
M, (2) :Z2_1W( uY ’u+) - _

z

S Wi u) = M(2),
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para ([4.11) de (4.5)) v ya que z € S! tenemos que,

—NAz)"Z‘(LW(uI_/z,ui))*: LW ) = N_(2),

22 —1 1 — 22

donde estamos ocupando que

Z z
z22—-1 1—22

Para (4.12), si z € S'\ {1, =1} por (8.6), v (n)" = 27"(1 4 o(1)),n — oo, de donde
1 1
(1+0(1)) = (z - —) 1+ 0(1), n — oo,

W ) (n) = 21+ (1)) — - Z

tomando limite n — oo, obtenemos W (uZ,uZ) = (z — 1)1, ademas por ([4.3)
ui(n)" =2 "Mi(2)" + 2"Ny(2)" +o(1), n = —o0,
de donde

W) ) = (2= 1 ) (M) Mae) = N )N () + of1) > o

tomando limite obtenemos

Wit ) = (= 1) LML) - Moo )

igualando las expresiones obtenidas para W (u7 , u7 ) tenemos (4.12), (4.13)) se obtiene de forma
analoga.

Para (4.14]), usando (3.6) como antes obtenemos W(ui/ “,u?) = 0y usando (4.3
z z 1 * *
W (50) = (5= ) O (020 Nalo) = N 1/ M 2),

igualando las expresiones obtenemos (4.14)), analogamente se obtiene (4.15). O

Observacion 4.4. Notemos que para toda z € S'\ {1, -1}, M (z) y M_(z) son invertibles
pues si z € SY\ {1, -1} y £ € CE\ {0} entonces por (4.12) se tiene que,

HM+(Z)§HZ = (M1 (2)§)" M, (2)§ = §* My (2)" M (2)§
= (N4 (2)"Ni(2) +1)§ = & N4 (2)" Ny (2)€ + €€
= [INy(2)€]1 + [1€]1> > 0

por lo que ker(M, (z)) = {0}. Analogamente por (4.13) se prueba para M_(z).

Definicién 4.5. Sea z € D2\ {1, —1,0} tal que M (), M_(2) son invertibles, definimos los
coeficientes de transmicion como

To(2) =M (2)7", T_(2) == M_(2)", (4.16)
y para z € St \ {1, =1} definimos los coeficientes de refleccidn
Ry (2) = =Ny ()M (2)™", R_(2) == -N_(2)M_(2)"", z€ S"\ {1,-1}. (4.17)
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Notemos que por la observacion anterior los coefientes de refleccién y transiciéon (coefi-
cientes de dispersién) siempre estan definidos para z € St \ {1, —1}. La matriz de dispersién,
sera la que tiene como entradas los coeficientes de dispersion.

Definicién 4.6. Para z € S'\ {1, -1}, definimos

S(z) = ( gi((zz)) %8 ) . (4.18)

Notemos que por la proposicion se tiene que S(z) es unitaria y por (4.10)) tenemos que
T (2)" = T-(2), (4.19)
siempre que M_(z) sea invertible, y por (4.14) y (4.15)) para z € S*\ {1, —1} tenemos que

R_(2) = R_(2)", Ry(2) = Ry(2)".
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5. El caso génerico y el caso excepcional

El objetivo ahora es demostra que T4 (2) existe cuando z — 1, —1 sobre D? y encontrar una
expresion para Tl (£1). Basado en el trabajo realizado sobre el caso continuo vectiorial en [I] y
en el caso discreto escalar [2] sabemos que es necesario distinguir en dos caso, que dependen de
la existencia de soluciones acotadas de en z = 1. Como veremos a continuacion, al igual
que en caso vectorial continuo, la existencia de dichas soluciones depende de la invertibilidad
de la matriz de W (ul,ul).

Recordemos que por Lema , para z = 1 existen soluciones ul que satisfacen

2—Vn)ui(n) =ul(n+1)+ul(n—1), (5.1)

ademas vl (n) =1+ o(1), n — +oo, y

() =1= > (j=n)V(j)ui(i), n€Z,
j=n+1
1 (5.2)
ul(n) =14 Y (j-n)V(u'(j), nez
j=—00
Definicién 5.1. Definimos Ay = £W (uk,u})
De la definicién es facil ver que
Observacién 5.2. Como u?.(n),u*(n) son continuas en D*\ {0} se tiene que
Ay =W (u! tin W (w02} = lim L1 5.4
=Wl u) = lim W (uf ) = lim =0 (2) (5.4
1 !
A= -—W(ub,ul) = —llE}W <u+, ) zilgr% . M_(z) (5.5)

donde el limite es tomado en D?.

Si A, es invertible es facil ver a partir de la Observacion que

Im Ty (2) = im M, (2) ' =0, 2 — 1.

z—1 z—1

Si no es invertible entonces el objetivo sera estudiar el comportamiento de la convergencia
1)z . . .
de W (u,/ Z,ui) en la 'parte no invertible’ de A, es decir, ker(A;) que como veremos a

continuacién consistira en las soluciones acotadas de (2.5)) para z = 1.

Lema 5.3. Siu € (CL)Z es solucion de (2.5)) para z =1 entonces las siguientes expresiones
son equivalentes

(i) u es o(n),n — 4o00.
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(ii) u es acotada en +oo.
(iii) u converge n — +00.
Ademas u es o(1) n — +oo, sii u=0.

Demostraciéon. Por el lema se tiene que para cualquier solucion u € (CF )Z de (j3.6]) para
z = 1 existen a, 8 € CF tales que
u = v}ra + ufr B.

De donde si u es o(n), n — 400, entonces

0= lim u(n)/n =«
n—oo

luego u = u}rﬁ de ahi que u sea acotada en 400 y ademas converge a (3, esto es i —>
(13) y (ii7), es claro (it) = (i) y (ii) = (i). Si ademas u es o(1) tomando el limite
n — 0o, 8 =0 de donde u = 0. O

Observacion 5.4. En lema anterior es valido si se cambia 400 por —oo.

Lema 5.5. Se tiene que
ul (n) =n(Ay +o(1)), n — —o0.

ul (n) =n(—A_ +o(1)), n — oo.
Demostracién. Por (5.2) para n € Z~ tenemos que,

Ay =W, ul)(n)

= <1+ S (j—n)ul_(j)*V(j)) (1 - i-n- 1)V(j)ui(j)>

- (1 + > (G-n- 1>u1_<j>*V<J>> (1 -3 —n)V(ﬁui(j))
Jj=—00 j=n+1
= 2. VOG) = 2w @VE) Y (G- mV (i) + (1), n— —oo,

y tomando el limite cuando n — —oo,

A=Y V(ul(), (5.6)

j=—o0

en donde estamos ocupando (3.15)), analogamente ocupando (5.2) y (3.16])

A== V(). (5.7)

j=—o00
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Por (5.2]) tenemos que

uh(n 1) —ul(n) == 37 (—n—DVELG)+ Y G -n)V(E)ull)
= Y VEELG) = A= > V()ul ()

luego ul (n + 1) — ul(n) — A4 cuando n — —oo, entonces la sucesion de los promedios
converge a Ay es decir

(1) —uh (1) = 2 S+ 1) — () - A

n
y como
Loy
—(u3 (1)) =0
~(u (1))
entonces .
uy (n
+(n) — AL, n— —o0.
n
que es el resultado deseado. O

Definicién 5.6. Definimos
N = {¢ € C" : ul€ es acotada},

M = {x € C" : u' x es acotada}.
LLamaremos el caso genérico si N = {0} y el caso excepcional cuando N # {0}.

Lema 5.7. Ker(A,) =N y Ker(A_) = M ademas dim(N') = dim(M) , por lo que el caso
genérico ocurre sii Ay es invertible.

Demostracién. Si { € Ker(A,) entonces por el lema anterior tenemos que ul (n)§ =
o(n), n — —oo, como u(n)¢ es solucién de (2.5)),para z = 1,se tiene de el lema que
es acotada en —oo, y como ul (n)§ = £+ o(1), n — 400, es acotada en +oo, por lo cual
€€ N.Si& e N entonces por el Lemal[5.5

1
0— lm Y

n——oo n

FANES

de donde ¢ € Ker(A;). La prueba de Ker(A_) = M es analoga y dim(N) = dim(M) se
sigue de ((5.3)). a
Con lo anterior podemos estudiar la continuidad de los coeficientes de dispersion en el caso
excepcional y el generico.
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6. Limite a bajas energias de la matriz de dispersion
para el caso genérico.

Teorema 6.1. Supongamos que el caso genérico ocurre, es decir N = {0}, entonces

Ty(s) = 2 Z_l(A;l +o(l)), T_(z) = = Z_l(A:l +o(1)), = — Len D7,

Ri(z)=1+0(1), R(2)=1+0(1), z— len S".

Demostracién. Como A, es invertible y por (5.4) tenemos que existe U C D? vecindad de

1 tal que para cuaquier z € U\ {1}, 1_;2 M., (z2) es invertible es decir T, (z) existe para z € U
Y .

, _ A-l

llg% o 1T+(z) = A"

De donde se obtiene el resultado deseado para T (z), para T_(z) como A_ es invertible
por (5.5) para cuaquier z € U \ {1} , M_(z) es invertible luego por (4.19)) y (5.3)) se tiene que

=gty on) = 22

z z

Por definicién y (4.6)) se tiene para z € S*\ {1, -1} que

T (2) =T (2)" = (AZ' +0(1)).

Ri(2) = =N ()Te(2) = W (uF,03) A3+ —=o(1),

de donde por la definicién de Ay y la continuidad de u* (1) y u* (1) se tiene que
Ri(z) =1, z =1,

es analogo para R_(z). O
El teorema anterior muestra que si el caso genérico ocurre entonces 7% (1) = 0, la siguiente
seccién muestra que el regreso tambien es cierto.
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7. Estimaciones para el caso exepcional.

Antes de comenzar el analisis de los coeficientes de disperciéon cuando z — 1 suponiendo
el caso excepcional, estableceremos unas estimaciones que seran necesarias para dicho analisis.

7.1. Estimaciones Preliminares

Cuando el caso excepcional ocurre tenemos que N, M tiene al menos un elmento no tri-
vial. Y se puede definir un mapeo natural entre ellos.

Definicién 7.1. Sea £ € N, puesto que uif es una solucion acotada en —oo por el Lema
y la Observacion converge cuando n — —oo. Asi definimos I'¢ como

Ié = lim ul (n)é.

n——oQ
Lema 7.2. T' es una biyeccion entre N' y M.

Demostracién. Sea £ € Ny y = I'{, notemos que

lim ul (n)€ —ul(n)x =0

n——oo
de donde por la observacion [5.4] tenemos que
ul (n)¢ =ul(n)x, n€Z. (7.1)

De esto ultimo se deduce que u! x es acotada por lo cual x € M que prueba que Im(T') C M
y tambien prueba la inyectividad. Para la suprayectividad sea xy € M y & = lim,,_,oo u' (n)x
analogo al procedimiento anterior podemos ver que ul (n)§ = u' (n)x,n € Z de donde I' = x.

(I

Observacién 7.3. De la ecuacion (7.1)) podemos encontrar una expresion para T, tomando
n € Z tal que u! (n) sea invertible por (7.1)) se tendria que

L= (it (n) "l ()] (7.2)

N
Sabemos que existe n € N tal que ul (n) es invertible (pues ul (n) — 1, n — +00), sin
perdida de generalidad supondremos que ul (1) es invertible y denotaremos

Q =l (1) ul (1), (7.3)
notando que por lo antes mencionado
Q,=r"

Notacién 7.4. Para z € D2\ {0} denotamos



Como ya mencionamos antes queremos estudiar W(z) — A, cuando z — 1 en la parte
no invertible de A, para asi conseguir una expresién para W (z)~! cuando z — 1 que nos
permitira conocer T (z) ya que de la definicién de T tenemos que

Ty(2) = Wi(z)™". (7.4)
siempre y cuando W (z)~! sea invertible.

Para lo anterior las siguientes funciones que definimos seran relevantes.

Notacién 7.5. Para z € D'\ {0} detonamos
F(z) =l (0) w2 (1) — ul (1) u?(0), (7.5)

G(z) = u?(0) ul (1) — u!*(1) ul (0). (7.6)

Estan funciones son importantes ya que por el siguiente Lema , W (z) se puede escribir
en terminos de ellas y ademés son el wronskiano de una solucion particular que definiremos
a continuacion.

Lema 7.6. Para z € D'\ {0} se tiene que
W(z) = u* (1) (uh (1)) F(2) + G(2)ub (1) "z (1),

Demostracién. Sea z € D'\ {0} de la definicién, calculando el wronskiano en n = 1, tenemos
que _ ,
W (z) = u!(0) w7 (1) — u!*(1)*u%(0), (7.7)

ademas ya que

W (ul,ul)(n) = (1+0(1))(1+0(1)) — (L +0(1))(1 +o(1)), n — 00
=o0(l), n = 0.

tomando limite n — 0o, y recordando que por la observacion [2.6| el wronskiano es constante,

tenemos que
0= W(ul,ui)(1) = ui (0)"ul (1) — ul (1)*ul (0),

y por la observaciéon , u'y (1) es invertible entonces

de donde
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sumando la anterior ecuacién a ([7.7]) obtenemos

como se queria probar. O

Definicién 7.7. Para z € D'\ {0} definimos ®* € (My.(C))* como la sucesién que es
solucion de (2.5)) y tal que ®*(0) = wl(0) y ®*(1) = wl(1), en particular, notemos que
dt(n) =ul(n), neZ.

De la definicién anterior es facil ver que
F(z) = W(0%,u3), (7.8)

G(z) = W', &°). (7.9)

Con esta escritura queda mas claro que F' estudia el comportamiento asintético de la soluciéon
®*enn—>o00y Genn— —o0.

El siguiente lema que es variacion de parametros nos ayuda a calcular de manera explicita
a las funciones F'y G.

Lema 7.8. Sea z € D?\ {0,1, —1} entonces para n € N se tiene que
n—1 Zn_J . Zj_n

V(5)®*(j), (7.10)

z—z1 z+1 — z—z1
J:

y para n € Z~ U {0}

SN s Z—2n+l +1 0 P B ) )
¥(n) =T e ey Y T T v(ge(), (7.11)

zZ— 2z 1 z—z"
+ j=n+1

donde ¢; == ul (1) — ul(0) y ¢ :=u}(0).

Demostracién. Sean
Zh ="
Si(n) = —1

z—z"1
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L=+l + 2"

z+1
notemos que son soluciones de ademas 51(0) = 0,51(1) = 1y S5(0) = 1,5(1) =
1 entonces por el Teorema (A = —(z+2YH1,B(n) = =V(n),E(n) = ®*(n),C =
ul(0), D = ul (1)) se da y (7.11)). Ademas notemos que por se tiene que

¢ = vaui(j) = va@l
Cz—l—Z]V —1—Z]V

Sa(n) :=

(7.12)

O

Con el fin de obtener una expresién explicita de F' y G multipliquemos ([7.10) por 2" para
obtener

e Z2n -1 ZQn + 2 n—1 ZQ(nfj) -1 N
SOn) =t e - ) T VH)FY(), (7.13)
j=1

Entonces tenemos que

[z ®*(n)|| < C <1 + i IIV(j)IIHZj@Z(j)II) ,

J=1

donde C' es una constante que no depende de n. Entonces por la desigualdad de Gronwall
(Lema[A3] o = C, u, = ||2"®*(n)]|| , w, = C||V(n)|)) obtenemos que para n € N,

[z ®%(n)]| < Cexp(i ClV(n)l]) < Cexp (Z CIIV(H)H) : (7.14)

=1 =1

Por lo tanto 2"®*(n) es acotada para n € N. Utilizando esto en (7.13) para z € D? \ {0}
tal que |z| < 1 tenemos que

1 z 1 = N .
an)z(n) = _Z _ 2_101 + o 102 + y— o1 jZV(j)ZJ(I)Z(]) + 0(1)7 n — oo. (7'15)

y analogamente tenemos que 2z "®*(n) es acotada para n € Z~. Entonces para z € D?\ {0}
tal que |z| < 1 se tiene que

—n 4 ]' 1 zZ
S() = et 0 Z_z_lj;v 20 () +o(1),  n— —co. (7.16)

Ocupando las ecuaciones ({3.6]) ,(7.8) podemos calcular F'y G de la siguiente manera
F(2) = W(®*,u?)(n) = ®*(n)* 2" (1 + 0(1)) — ®*(n + 1)*2"(1 + o(1))
= (2"®*(n))"2(1 +0(1)) — ("1 @*(n +1))"27 (1 + o(1)), n — o0o.
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Tomando el limite y ocupando ([7.15]) tenemos que

2

z z -
F(z):_z_z_101+z+1 Z_z—lzzjcb
271 1 21 S
x * I®* (VY (i
+Z—Z7161 Z"—lCQ y o1 ;Z (J) (])

=—c+(z—1)c; + sz@z(j)*v(j)a 2] < 1.

j=1
Analogamente obtenemos para G la siguiente expresion

G(2) = W(u? ®*)(n) = 27"(1 + o(1))®*(n + 1) — 27" 1(1 4 0(1))®*(n)

= 2(14 0(1))z" "V (n + 1) — 2741 + o(1)) 2 "®*(n), n — —oo.

Tomando el limite

Z z z
G(Z):z—z_lcl+ +12‘|— _2_1'

- e - —— Y V()I()

z—z"1 z+1 z—z"1

Z —
:cl+

02+ Z V(j)z7®*(j), |2| < 1.

j=—00
Por la ecuacion ([7.17) podemos escribir a F' como

F(z) ==+ (z—=1Decs+ A1(2) + Aa(2), |2 < 1.
donde

o0

=A@ - NGV (), As(z) =) AO)V().

j=1 j=1

(7.17)

(7.18)

(7.19)

Y podemos obtener una expresién similar para G ocupando ([7.18)). Con el fin de estimar
Ai(2),2z = 1, necesitamos una estimacién para 27 (®*(j) — ®'(j)), 2 — 1 que es la que desa-

rrollamos a continuacién en los siguientes lemas.

Lema 7.9. Eziste U C D? vecindad de 1 y C € R tal que

n) — ¢'(n)
-1

Ve e U\ {1}¥n e N (Hq’z(

< On\zw) |
VzeU\{l}VvneZ" (HCIDZ(n) — <I>1(n)H < |z|”|n|C’) )
Ademads

Vn € Z (Z"(@%(n) — ®'(n)) = o(2 — 1), z — 1),
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Demostracion. A traves de la prueba C' denotara una constante que no depende de z y n.
Sean € Ny ze D'\ {1,-1,0}, definamos

n—1

=Y ve'm)

y como ¢! = u + es acotada en N tenemos que

nllda(n)]| < Zn!\V(J’)III\®1(n)!\ < CZJ’HV(J')H < CZ]‘HV(J')H =C. (7.23)

Definamos tambien

Pin(z) =2 41— (24 12" = (- D(ET -1 (" 4+ 1)

pan(z Zz 20 el = (2= 1)ga(2),

n/2-1 _ n— e
an(2) = EaG J(r Hii(l V(O —1) + (n/2)2"72(2 = 1), nes par
Uz 1)22071 (2020 — 1), n es impar

Notemos que de la definicién se tiene que

Ipra(2)| < 2 P14 |2 +1 < 4

- 7.24
Pon(2)] < 3 24D 42" < 20, (7.24)

=1

n/2—1
@< D Uz + PV 4+ 1) + (n/2)]22 (12 + 1)
I=1
n/2—1
< Z Al+n=n(n/2) <n(n-1),
=1

y si n es impar

(n—1)/2
gn(2)] < Z |z 4+ 1||Z|2(l_1)(|z|2(n—2l) +1)

=1
(n—1)/2

< Z Al=mn-1)(n-1)/2+1) <n(n-1),
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de donde obtenemos,

pl’”<zl) =2 =122+ 1 < 20— 1)
Z _
(2) (7.25)
P2.n\Z
: =g, < —1).
202 = Jgu(2)] < nln— 1)
y ademas para 1 < 7 < n — 1 se tiene
n—j n
ij2,nfj(z) . pQ,n(Z) _ 22(lfl)+j . (Tl - j)Znil . Z Z2(l71) + nznfl
=1 =1
n—j A n
_ (22(l—1)+g B 22(1—1)) . Z L2(-1) +jzn—1
=1 I=n—j+1
n—j n
= (27— 1) ,20-1) Z (22(1—1) B zn—l)
=1 l=n—j-+1
Jj— n—j n
= (z-1) Z i L20-1) _ Z men(2(1—1),n—1)(_1)t(l,n) (Z|2(1—1)—n+1\ . 1)
i=0 =1 I=n—j+1
j—1 n—j n [2(1—1)—n|
_ (Z . 1) Zi ZQ(Z—I) o (Z . 1) Z (_1)t(l,n)zm1’n(2(l—1),n—1) Z Zi,
i=0 =1 l=n—j+1 i=0

asi para 1 < 7 <n —1 se tiene que

ij2,n—j(z) - p2,n(2)
z—1

Sj(n—j)Jrl:anH!?(l—1)—n+1\ (7.26)

< j(n—j)+jn <2jn

la ultima desigualdad se da ya que 1 <! < n implica —n <2(l—1) —n+1<n.
Por ultimo para ¢ € {1,2} es claro que

pin(2) =0(z—1), z = L (7.27)
Por se tiene que
®'(n) =1- Z(j —n)V(5)®'(j)
=13 VRN +n D V()P'()
1= VO Y VO G) + YV GP)
AU S (L SURD S e N L)



donde para la ultima igualdad estamos ocupando (7.12)), y por ([7.10]) tenemos que

ZZn—l 41 o n—1 Zn—j — yi—n
d*(n) = 27! — V(7)®*(J),
(n) =z et ; — V(0
2n—1 n -n n -n n—1
O i SN A I A I
: z+1 C2t z—z71 1(n>+z—z—1 2(n) ]Z:;
2n—1 n -n
_np1? +1 St
: z+1 2t z—z1 2(n)
n—1
an_zjn L oM T . .
- Z V(7)®*(j) + ZFVU)(I’I(J),
j=1
por lo que para z € D?\ {0,1, -1} y n € N se tiene que
2n—1 1 n __ ,—n
n—1 i ;
2N =T . .
=) V(@) — @)
Pl
n—1 n—j j—n n__ ,—n
z z N 1
Y (A - T ) vOe)
7j=1
—n+1
= Zz+ . (" +1-2"N 2+ 1))

z(" 7 —
_Zywl V@) - 2'0))
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entonces

j_ Pra(2) + da(n)2pap(2)

1
X R R -
=3 = (s (2) ~ paal2) VOV

se tendria por (7.28), (7.23), (7.25), (7.26) y que ®' es acotada en N que, paran € Ny
ze U\ {1}

(@ (n) — B'(n)) H 3

=~ C2
z—1

p?,n(z)
-1

2(® () @1( ))H

+llda(n)]]

pl,n(z)
z—1

+Zn—j IV (5)
5
j=1

< Cn+n(n—1)|dx(n)]

03 IVG @Z@_‘f’ ) H +nczj||V<j>||

<n<C’+ZHV (@ H)

de donde por el lema de Gronwall(teoremal|A.3|u,, = ||Zn((bz(g”_)l_)§l("))” ywe =n||lVin)||ya=C)
obtenemos que paran € Ny z € U \ {1}

Zn(@z(?__l@ (n)) ‘ < nCexp (ZQ|W(])H> :

j=1

Zp2,n—' p2n
e OO

que es ([7.20). Ademas ocupando induccién sobre n, ((7.28) y ([7.27)) tenemos que para n € N
2"(®*(n) — ®*(n)) = o(z — 1), z — 1.

La prueba de la segunda parte es analoga, sean € Z~ y z € D?\ {0, 1, —1} entonces por (j.2))
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tenemos que

®'(n) = _J-nZH(j - n)V(j)®'(j)
=1- g(y —m)V(j)2'(j) — J_X:;l(J —n)V ()2 (5)
=1- éyV(y)‘Pl(J) + ng‘/(j)@(]) - ;Ho —n)V(j)®'(j)
=y + ey — i (7 =V ()2 ()

y por ([7.11]) tenemos que

- _ 0
Zh =z | z
2t ———— + E

- z+1 ,
Jj=n+1

d*(n) =

Z—Z

por lo tanto

n

z
= Z+ 1p1,—n+1(2)62 - Zn+1p2,—n(2)01
0 ' j—n—1
- > ( > Z”) V(G)(®*(5) — @'(4))
j=n+1 1=0
O .
= > T a2V ()P ().
j=n+1
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Entonces

(@) — 9 (0)) = —<prwa(2)es — 2paae)es
- ':zn;rlz ( 12:; ZZZ) V(])Z_]((I)z(]) - (I)l(j)) (729)
- Z 2 s (2)V (52 (3).

entonces para z € U\ {1} y n € Z~ U {0} ya que ®'(j) < C|j| para j € Z~ y (7.24) se
tiene que

l27(@%(n) = @' ()| < nC+n Y VI (@) — ()],

j=n+1

Luego por el lema de Gronwall(teorema [A.3 u, = Hzfn(@(zl(fl)_fl(”)”' ,wy, = InV(n)||y a=C)

se tiene que paran € Z~ y z € U \ {1}

I27"(2%(n) = @' (n))|| < nCexp ( > jV(J’))

j=—00
Ademas ocupando induccién sobre n, (7.29)) y (7.27) tenemos para n € Z~ U {0}
I27"(@%(n) — @' (n))[ = o(z = 1), 2 — 1.
Lo que concluye la prueba. O

Lema 7.10. Sea £ € N entonces existe U C D? vecindad de 1 y C' € R tal que

z _Hl
W2 e U\ {1}¥n € Z- U {0} (H (@*(n) q; <”)>5H < 0\z|n\n\) , (7.30)
Y
ademas
Vn € Z~ U{0} (7 (®*(n) — @' (n))é =o(z — 1), z = 1). (7.31)
Demostracién. Sea £ € N, notemos que por el Lema , y (7.12)) se tiene que
0=2.8= > V(')

j=—o00

= Y v+ ZV(J')@I(J')&

j==o0

= ) V()G +eré

j=—00
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de donde

0
af=— > V(' (). (7.32)
j=—00
Sea z € D'\ {—1,1,0} y n € Z~ entonces por y se tiene que
(@) — ) € = —onn(E)et — (et
0 j—n—1
- Dz ( . z”) V(5)z (@) = @1(5))s
j=n+1 1=0
0
= Y T (V)P ()E
Jj=n+1
=7 j_ 1p1,7n+1(2)02§ + 2p2,-n(2) Z V()P (5)¢
Jj=—00
Z ( ZZ - D) )2 (P%(j) — @1(j))¢
j=n+1
0
— Z 2(27pajon(2) = P2, (2))V ()P (5)E,
j=n+1

Sea U C D? vecindad de 1 tal que si 2 € U entonces

como ||®1(7)¢|| < C para n € Z, por (7.25)), (7.26]) y lo anterior se tiene para n € Z~ U {0} y
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z € U que

el 3 v | LS
Jj=n+1
Hnle 32 LIVG)]

0
< [n|C+Clnl Y LNV

#inl 3 i) [0
j=n+1
+ale 3 VO

< [nlC+|nf Y V)

j=n+1

Al |
1

z —

— [m(@E(n) =2t (n))E]|
(z—1)n

y por el lema de Gronwall (Teorema [A.3|u,, yWy = IRV (n)||y a=C) se

tiene que para z € U\ {1} y n € Z~ U {0} que

SIS < e ( > |j|||v<j>||> .

z .
j=—o00

(7.31)) se sigue directamente de ([7.22)). O

7.2. Resultado principal de la seccién (Estimacién asintotica de
F(z) y G(z))
En esta seccion desarrolamos las estimaciones para F'y G. Antes de comenzar probamos
el siguiente Lema.
Lema 7.11. Para £ € N se tiene que

[e.o]

FEé=¢— > jViul (e (7.33)

j=—00
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Demostracién. Sea £ € N entonces se tiene que

D G- mVGul (= Z VERLGIE = Y V()ui()E
= > VUG —n (A+— 2 V(j)ui(j))f
= D VOWLGE+n Y VHLGE

en donde estamos ocupando ([5.6)) para la segunda igualdad y N' = ker(A,) para la tercera,
y ya que ul (j)€ es acotada, tenemos que

S vVEELGEl < > VI < e > Vo)l

j=n+1 j=n+1 j=—00
y
HnZV €||<CZ!J\HV D=0, n— —oo.
j=—o00 J=—00
por lo cual
, B _ . N 1/
m ‘ZH(J VGl (NE= D V(i ()
j=n J=—00

entonces usando (5.2)) y la definicion de I' tenemos que

o= Jim b =€ = Jim 30 (=mV ()
Jj=n+1

(7.34)

[e.e]

=&— ) VL (e

j=—o00

O

Proposicién 7.12. Sean F(z) y G(z) definidas como antes, entonces cuando z — 1 (en D?)
se tiene que

(¢) F(z) = (z = 1)1+ o0(z = 1),
(b) G(z) = Ay +o(1).
(¢) Para § € N se tiene que

G(z){=(z—1)I¢+o(z—1).
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Demostracién. Durante toda la prueba z € D? \ {0,1,—1}. Comencemos con el inciso a).

Para obtener una expresion similar a ([7.19)) para |z| = 1 notemos que (3.6]) y (7.8) implican
que para n € N,

F(z) = W(Q%,u)(n) = (" (2)" + 2" (2)" + (1)) (z"" 1 + o(1))

= (#7"au ()" + 2" B (2)" + 0(1))(2"1 + o(1))

donde
(2) LR fj V() (5)
(@] VA = — C C A
1 1 1 > .
_ B V(NG
Bi(z) = p (e Sl ;1:2 V(5)2*(4),

notemos que aqui estamos ocupando que ®* es acotada, que sucede cuando |z| = 1. Tenemos
entonces que

1 z 1 =
_ -1 * * 2/ o\ % .
P (=) (- e e S0 vo)
=—c+(z—1Dcs+ Zzhbz(j)*‘/(j).
=1

De lo anterior y tenemos que para 0 < |z| < 1,
F(z)=—c+ (z = 1)cs + A1(2) + Aa(2),
donde
Ai(z) =D (@) =@ (G))V(),  Ax(z) =) FN) V().

j=1 j=1

Ocupando ([7.12)) escribamos As(z) de la siguiente manera

[e.9] o0

A2(z) = Y @G V() + (== 1) (Zy@l@)*vm) +F(2),
=i+ (= (1= 65) + F(2),

donde



que como ®!(j)* es acotada, se cumple lo siguiente
F(z)=o0(z—-1), z = 1.

Ademas por - y -, Ay (z o(z — 1), z — 1. Juntando todo lo anterior tenemos el
inciso a).

Para el inciso b) procedemos de manera analoga. Si |z| = 1 entonces por y se
tiene para n € Z~,

G(z) = W', &%) (n) = (1 + o(1) (2" a_(2) + 2~ " VB_(2) + o(1))

— 2 (L 4 o(1) (" (2) + 2 B-(2) + (1))

donde

0
1 1 1 it Nz
a(2)= e+ et T j;ooz V()
1 z 1 0
B_(z) := LA + s 127 1 j:zoozjV( 7)2*(4),

entonces por lo anterior y por ([7.18]) tenemos que para 0 < |z| < 1,

Por (5.6) v (7.12) tenemos que
0
> VR = Ay e,

j=—o0

ocupando esto y las cotas obtenidas ([7.21]) y (7.22)) obtenemos lo siguiente

> V()2 Z V(j Z V()2 (D%(5) — D(H))

+ 20 TS DVEIRG) = Ay — e+ o(l).

Con lo que obtenemos el inciso b).
Por ultimo para el inciso (¢), sea £ € Ny notemos que para 0 < |z| < 1 tenemos que

G2)e = a6 + 2 Lot £ BL(2)E + Balo)e
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donde
Z V(5)=7(@°() = ®'(7)), Z V(j)z el
j=—00 j=—00

Como ®'¢ es acotada en Z~ podemos escribir By(z)¢ de la siguiente manera

0

D= Y V(R HE—(z—1) > V(PG +G(2), (7.35)

j:—oo ]:—OO

donde
G(z)= Y (27 =1+ (2= DHV(H)'(j)E,

j=—o0

que es o(z — 1), pues 1€ es acotada. Ademas por (7.33)) y (7.12)) tenemos

D AVE)@N()E) = —T¢ - Zyv >5>=—F5+<1—2jvu><blu>>s

j=—00 j=1 j=1

= T+t
Tambien ocupando las ecuaciones (5.6)), (7.12) y el Lema obtenemos
0
D VR = (Ay — )¢ = —art.
j=—o00
Sustituyendo lo anterior en ([7.35]) tenemos
By(2)§ = —ai§ + (2 = (I — 2€) +o(z — 1).

Ademas ocupando las ecuaciones (7.30) y ([7.31)) obtenemos que B;(2)€ = o(z — 1), z — 1.
Juntando lo anterior tenemos el inciso c¢. Con lo que concluye la prueba. O

Definicién 7.13. Para z € D? definimos
Z(z) = QF(2) + G(z). (7.36)
Recordemos que por el Lema [7.6] se tiene para z # 0 que

W(z) = u*(1)"(uh (1)) P (2) + Gl2)ul (1) ui (1)

entonces

donde



Por la Proposicién se tiene que O4(2),05(2) =o0(z — 1), z — 1.
En la siguiente seccién veremos que Z(z) es invertible en una vecindad U \ {1} C D? de 1,
por lo que para una vecindad V' \ {1} € D* de 1, W (z) es invertible y

W(z)™ =ui(1) i (1)Z(2) (1 + (01(2) +©2(2)Z(2) )"

Por lo anterior el andlisis de Z(2)™!, 2 — 1, es importante y lo desarrollaremos en siguiente
seccién. Antes, notemos que de la Proposicién [7.12] se sigue de inmediato la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 7.14. Sea Z(z) definida como antes, entonces cuando z — 1 (en D?) se tiene
que

(a) Z(z)=A1 +o(1),
(b) Para & € N se tiene que

Z(2)=(z-1T+Q)+o0(z—1).

Demostracién. Se sigue directo sustiyendo en (7.36]) las ecuaciones obtenidas en la Propo-
sicién [7.121 O
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8. Caso excepcional

Basados en [I], con el fin de estudiar la convergencia de Z(z)~!, z — 1, encontraremos
en Z(z) los elementos de matriz que dominan cuando z — 1, y para facilitar el andlisis los
agruparemos en un bloque. Acontinuacion establecemos la notacién que usaremos.

8.1. Notacion

A continuaciéon establecemos la notacién usada.
Asumamos A, tiene r bloques de jordan B, indexados por a € {1,...,r} cada uno con-
sistentes de n, vectores u,;, j € {1,...,n,} tales que

0, J=1

Ua(j—1); 1< j < Ny, (81)

O
donde E, es un eigenvalor de A, . Asumamos que el eigenvalor 0 tiene multiplicidad algebraica
v y multiplicidad geometrica p = dim(N) > 1, asi > % _, n, = v. Consideramos la base
0 ={uaj: € {l,....r},j € {1,..n,}} ordenada con el orden lexicogréafico (uy; < ug, <=
a<pBéba=pyj<i)ydemaneraque E, =0, a € {1,...,u},asi f = {ua : a € {1, ..., u}}
es una base de ker(A) = N. Denotaremos S := [1]} la matriz de cambio de coordenandas
donde v = {ey, ..., e, } es la base canonica de C* | es decir,

S = |:U11 urm},

W11
-1
STt=1| .. |,
wrnr

Wi U = 0(i,m)d(j, ). (8.2)

donde

Observacion 8.1. Sea s € {1,...,u} entonces para o € {1,...,r} y j € {1,....,n.} por (8.1)
se tiene que
ansnsuocja .] =1

Wen. Ay Ui = .
ste kT { Eozwsnsuaj +wsn5ua(jfl)a 1< J S Nea

St o # s por Wsp Uaj = 0 y sia = s como s € {1,...,u}, E, = 0 en cualquier caso
Eowgen uqj = 0. Tambien si s # a entonces por , Wen, Ua(j—1) = 0 y 80 s = a entonces
J—1 < n, por lo que tambien Wy, Uaj—1) = 0, en cualquier caso we, Uaj—1)y = 0. Por lo tanto
para s € {1,...,u} se tiene que

Va € {1,...,L}Vj € {1,...,na Hwsn, At ua; = 0),

es decir
Vu € O(wg, Aru = 0), (8.3)

como 6 es una base de CL entonces wy, Ay = 0, luego por (5.3)), A_wy;, = 0 de donde
{w,, :se{l,...,u}} es una base de ker(A_) = M.
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Notacién 8.2. Para M € My, (C) denotaremos

M=S"'MS.
Tambien denotaremos
M(i,x) = e;*M,
M(*,i) = Me;,

es decir, la i-ésima fila y columna respectivamente de M, notemos que con esta notacion
tenemos que B
M; ;= S (i, %) MS(x,7),
notemos para cada i € {1,..., L} existe un unico B(i) € {1,...,r} tal que
ng + ... + NB@H)-1 < 1 <ng+..+ NB(i),
donde ng =0, y si P(i) :=1i— (ng + ... + npu-1) se tiene que
S(*,1) = up@)pG),
S, *) = wpg) P,
en otras palabras, B(i) denota el bloque de jordan en el que se encuentra la i — esima columna
y P(i) la posicion que ocupa en ese bloque jordan.

Lo anterior nos permite denotar los elementos de matriz de M de la siquiente manera:
Parai,j € {1,...,L}

M;; = S7 (i, %) MS(%, j) = wrypey Mupg)r) (8.4)

Notemos que exactamente z columnas de Z(z) = A, +o(1) son o(1), z — 1(Z(2)(*,n0 +
.t ns1+1),s €{l,...,u}, que son precisamente las columnas de A, que son eigenvectores
asociados al 0 lo que implica que A+(>x<,n0 + ...+ ns1 + 1) = 0), las columnas restantes
tienen al menos un elemento que converge a algo distinto de 0 cuando z — 1, tambien exis-
ten exactamente  filas que son o(1) cuando z — 1(Z(2)(ny + ... + ng, %), s € {1, ..., u}, pues
A4 (ny+...+n,, %) = 0). Con la finalidad de estudiar los elementos de estas columnas y filas es
conveniente permutar las columnas y filas de Z (z) de manera que agrupemos los elementos de

matriz de dichas filas y columnas que son los que determinaran el comportamiento asintotico

de Z(2)71.

Definicién 8.3. Definimos mp,mo : {1,...,v} — {1, ...,v} permutacidones tales que

o+ + 1, T=1,..,pu
m(r) = { T — i+ a, T={pu+1,..v} (8.5)
B ny—+ ...+ n,, T=1,..,u
ma(7) = { T—p+a—-1, 7={pu+1,..v} (8.6)

donde a € {1, ..., u} es el unico entero tal que
ng+ ...+ Ng—1 —a+J=7— L.
para algin j € {2,...,na} yno = 0.
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Definicién 8.4. Sean 111,11y € M, (C) tales que

f:Q(l)
II; = [fm(l) fm(,,):|, II, =
f7r2(1/)
donde {fi,..., f,} es la base canonica de C”. Y sean

1_[1 OI/X(L*IJ) :| P2 _ |: H2 01/><(qu)

P = ,
! |: O(L—U)Xl/ Iqu 0(L—1/)><z/ IL*I/

Definimos B
Z(2) = P Z(2)P, = P,S™'Z(2)SPy, (8.7)

Yy lCL partimas como
_ | Alz) B(2)

donde A(z) € Mx,(C) y D(2) € Mip—pyx(L-p)(C).

8.2. Anadlisis asintético de Z(z) por bloques

Proposicién 8.5. Existen matrices A € M, (C), C € Mp_,x,(C) y D € Mp_,x1—u(C)
tales que para z — 1 en D? se tiene que

(a) A(z) = (z — DA + oz — 1),
(b) B(z) = o(1),
(¢) C(z) = (2 = 1)C+o(z — 1),
(d) D(z) =D + o(1).

Ademas A y D son invertibles.

Demostracién. Para el inciso (a), tomemos s,p € {1,...,u} y observemos que por (8.4),
B3, B0, E7). ) se tiene que
A(2)sp = Z(2)sp = Pa(s, *)Z Py (*,p)
fr(v)
* . 0
= ([0, -, 0) Z(2) -
0
= 622(5)2(2>6ﬂ'1(l)) = 621+...+nsZ(z)eno+---+npf1+1

= Z(Z>n1+...+ns, no+...4np_1+1

= ’LUB(nl+...+nS)P(n1+...+ns)Z(Z)UB(n0+...+np,1+1)P(n0+...+np,1+1)
= Wen, Z(2)Up1,
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como p € {1,...,u}, upn € N entonces por la proposicién inciso (b) y lo anterior tenemos
que

A(2)sp = Wsn, Z(2)upr = (1 = 2)wen, (T + Q" )up + o(z — 1),
definimos A € M« (C) como
A= We (T + Q%)up, s,p € {1, ..., u},
y por lo de antes tenemos que

A(z) = (z = DA +o(z - 1),

como dice el inciso (a), para el inciso (c) de manera analoga para s € {l,...v —pu}l yp€
{1, ..., u} entonces por (8.4), (8.F)), . . se tiene que
Jrav)
- 0
C(2)sp = Z2()tmp = (Fra(sa 00-20) Z(2) |
0

G:TQ(S+M)Z<Z)€n1+---+np71+1 = Z(Z)frz(eru), no+...dnp_1+1
= WB (o (s+12)) Pma(s+1)) Z (2)UB(no .ty -1 +1) Plng+.trp1 1)

= WB (s (5+1)) P(ma(s+)) 2 (2) U,

y analogamente para s € {v —u +1,...,L —pu} y p € {1,...,u} tenemos que

Jriw)
- 0
C(Z)S,p = Z(Z)(s+u),p - (07 ey 079;-#—1/) Z(Z)

0
= €S+uZ<z)€n1+---+np—l+1 = Z(Z)s-i-u, no+...4+np_1+1

= wB(S+ﬂ)P(S+H)Z(Z>UB(nO+---+np71+1)P(n0+---+np71+1)

= WB(s4p)P(s+u) Z (Z)upl )

donde {gi, ...,z } es la base canonica de CE”, como p € {1, ..., u} entonces u,; € N luego
por la proposicién inciso (b) y lo anterior para p € {1,..., u} tenemos que

)y = (2 = DWB(ra(sp)) Plra(stp)) (T 4+ 2 )ups + 0(z — 1), sed{l,..,.v—u}
P (z = Dwpstpmpsp) (T + Q)up +0(z — 1), se{v—pu+1,.,L—u}

definimos C € M _,, como

Cs — { wB(7r2(8+u))P(7r2(s+u))<F + Q*)uplw ERS {17 V= :u}7p € {17 7:“/}
P wB(s+u)P(s+u)<F+Q*)up17 S € {V—M+1,...,L—M},p€ {1,...,,[1,},
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y por lo anterior tenemos que

C(z) = (= 1)C+o(z - 1),
que es el inciso (c).
Para el inciso (b) sea s € {1,...,u} si p € {1,...,v — u} entonces

fm(p+u)
- 0
B(Z)Svp = Z(Z)Sv ptu — (f;2(8)7 07 23 0) Z<Z)

e:rQ(S)Z(Z)eﬂ'l (1) = Enattne 2 (2)€m (o)
= wB(n1+...+ns)P(n1+.-.+7‘Ls)Z(Z>UB(7T1(Z7+N))P(TF1 (p+1))

= Wen, Z(2)UB(r1 (p+-p)) P (1 (p+11))
= Won, AL UB (r (p ) P(m (pr)) T 0(1) = 0(1),

donde para la penultima igualdad estamos ocupando la proposicién inciso (a) y para la
ultima (8.3)), sip € {v —pu+1,...,L — u} entonces

B(2)sp = Z(2)s, prn = (f:2(s), 0,..., 0) Z(z)

Ip+p—v
= G;Q(S)Z(Z)epw = €n1+...+nsZ(Z)@p+u
= wB(nl—',-...-I-ns)P(n1+.-.+ns)Z(Z)UB(I?+M)P(IJ+M)
= Wen, Z(2)up (p+) P(p+1)
= Wen Ay UB ) Ppp) T 0(1) = 0(1),
por lo que
Vse{l,...,utpe{l,...L — pu}(B(2)sp = 0(1)),

que es el inciso (b). De manera analoga se prueba el inciso (d), donde D = diag(I,—,, By+1, ..., B:)
por lo que claramente D es invertible.

C1
Por ultimo para probar que A es invertible, sea | : € ker(A) entonces para s €
Cu
{1,..., u} tenemos que
C1 1
0=A(s,*x) | : | = ZAS,pcp
Cu p=1
= Zwsns (T'+ Q" uype, = wep, (I'+ Q) (Z cpu1p>
p=1
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Como & = >V | cyui, € N, se tiene por el lema que I'é € M, por la observacion
{wp, :ne{l,..,u}} es una base de M entonces se tiene que

I

r¢ = Z Qswy,

s=1

para algunas «, € C, asi que por lo anterior

12
0= @ywe, (I + Q)¢
s=1

= (P (I + Q)¢ = (TE)'TE + (IE)" ¢
= ITE]” + uy (1) (ul (1)) ul (1) (u (1) 7)€
= [rel® + l1€l®

donde para la cuarta igualdad estamos ocupando ((7.2) y (|7.3)). De esto obtenemos que & =0
de donde »77_ cpu1, = 0 y por la independencia lineal de {uy,}, ¢, =0, p € {1,..., u}. Con
lo que ker(A) = {0} y concluimos la prueba. O

Proposicién 8.6. Eriste una vecindad U C D? de 1 , tal que Z(2) es invertible para z €

UN{1}y

7 (A7 +o(1)) (z=1)lo(1)
Z(z) ™t = .z — 1. (8.9)
~D7ICA™! +0(1) D! +0o(1)
Con lo que para z € U \ {1},
2y - - ! 1 ({ Aol X ] +0(1)) Lzl (8.10)

donde la convergencia es en D?.

Demostracion. Notemos que por la Proposicion existe U; C D? vecindad de 1 tal que
D(z) es invertible si z € U;. Ademas para z € U; se tiene por la descomposicién de Schur que

b TP 20| oo i |21 ot ]

2() = { Ig B(z)D(z)7! ] [U(z) 0 ] { I, 0 } (8.11)

donde U(2) = A(z) — B(2)D(2)'C(2).
Por la proposicion tenemos que
B(2)D(2)'C(2) (D +o(1))(C(z —1) +0o(z — 1))
(D)(C(z—1)4+o0(z—1))=0(z—1), 2z — 1,

o
0
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por lo que
U(z) =(z—1A+o0(z—1), z =1,

luego ﬁu (2) = A, z — 1 y como A es invertible, existe U C U; vecindad de 1 tal que

1
z—1

U(z) es invertible para z € U.
Por lo que U(z) es invertible para z € U \ {1} y

U z—1) = A

luego
U(z) ' = . i : (A +0(1)),z— 1. (8.12)

Asi por obtenemos que para z € U \ {1}, Z(z) es invertible y,
o 1, 0 U(z)™! 0 I, —B(z)D(2)™!
27 = { —D(2)C(z) I, ] { 0 D) ] { I, 1
_ [ Uz)™ U(z)"'B(2)D(z) " }
—D(z)7'C(2)U(2) D(z)7'C(= ) (2)7'B(2)D(2)"' +D(2)7! |
por la proposicion y obtenemos para z € U \ {1} las siguientes ecuaciones

U() T BEIDE) T = (A 4 o(1)) o(1)(D + o(1))
(8.14)

(8.13)

1

z —

~D(2) (U z) = (D +0(1))((z — 1)C +o(z — 1)) (

= —(D7' +0(1))(C + o(1))(A™! + 0o(1))
= -D'CA ! +0o(1).

LA o))
(8.15)

D(2)'C(2)U(2) 'B(2)D(2) ' + D(2) !
=D +0(1)((z—1)C+o(z — 1))
+ D™ +o(1)
=D +0(1))(C+o(1)) (A +0(1)o(1) (D! +0(1)) + D! + 0(1).
=D +0(1)

de (8.13), (8.12), (8.14), (8.15) y (8.16) obtenemos con lo que concluimos la prueba. O

— (A7 +0(1))o(1)(D™ + o(1))

(8.16)

Proposicién 8.7. Erxiste U C D? vecindad de 1 tal que para z € U \ {1}, Z(z) es invertible

Y
207 = ! (Z+o(1)), 21, (8.17)

donde
Z = SPl’ZPQS_l, (8.18)

51



con

At 0
2[5 0] 619
Donde la convergencia es en D?.
Demostracién. Se sigue directamente de la proposicién y la definicién de Z(z). O

8.3. Analisis asint6tico de W (z)

Proposicion 8.8. Eziste una vecindad U C D? de 1 tal que si z € U\ {1}, W(z) es invertible

Yy se tiene que
1
W(z) = o (Z+o0(1)), z— 1. (8.20)

Donde la convergencia es en D?.

Demostracién. Como u? (1) es invetible y u(., 1) es continua existe U; C D? vecindad de 1,
tal que u7 (1) es invertible para z € U;. Definamos para z € U;

O1(2) :== U F(2) (v (1) 'l (1) — 1),
02(2) = (w2 (1) (uh (1)) " = ) F(2)uz (1) "l (1),

por el lema [7.6] tenemos que

= P (1) (! (1)) F () (1) 7l (1)~ Q°F(2) + Q°F(2) + G(2)
= uMF (1) (u (1)) P (2)r (1)l (1) — O F(2) + Z(2)

— A1) (W (1)) () (1)l (1) - @ F () (1)l (1)
P (1) (1) — QFF(2) + Z(2)

+ U F(2) (v (1)l (1) = 1) + Z(2)
= 0(2) + O1(2) + Z(2),

luego sustituyendo en la anterior ecuacion tenemos que
W (z) = (Z(2) + 01(2) + O2(2)) ul (1) 'z (1). (8.21)
Por la continuidad de u7 (1) y u” (1) se tienen las siguientes convergencias

ui (1)l (1) = 1, w0 Wk (1)) = ut (1) (W (1)) = @7,
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donde estamos ocupando ([7.3]), por lo anterior y la Proposicién se tiene para z €
Ur\ {1} que

O1(2) = QF(2)(ui (1) 'ul (1) — 1)
=Q"((z—1)14+o0(z—1))o(1) =0(z — 1), z — 1,

(8.22)

D
[V
~—~
I
~—
I

(u_/ (Wl (1)) = Q) Flz)ui (1) "Mk (1)
)

— o(1)F()(1 + o<1 ) = o(1)(F(2) + o(1)F(2)) = o(1) F(2)
=o(l)z—1D1+o0(z—1)=0(2—1), z— 1.

Sabemos por la Proposicion que existe Uy C U; vecindad de 1 tal que Z(z) es invertible
para z € Uy \ {1} por lo que

Z(Z) + @1(2) + @2(2) = (1 + (@1(2) + @2(2’))2(2)_1)2(2),

y por y tenemos que
14+ (01(2)+6:2)Z() ' =140(z—1)(z—1)" Z+o(1) =1+0(1), z— 1. (8.23)

Por lo anterior existe una U C Us tal que si z € Uy \ {1}, Z(2)+O1(2) +O2(2) es invertible
por lo que ocupando esto en ({8.21)) tenemos que si z € U \ {1} entonces W (z) es invertible y
lo siguiente

W(z)™" = ui () "l (D(Z(2) + 61(2) + 6a(2))
= ui ()i (D Z(2) (1 + (O1(2) + 62(2)) Z(2) )
— (1+0(1))(z = 1) "M(Z + o(1))(1 + o(1))
1

= ——=(Z+o(1), 2> 1.

donde estamos ocupando (8.17)) y (8.23|) para la tercera igualdad. O
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9. Resultado principal

Teorema 9.1. Supongamos que el caso excepcional ocurre, es decir N # {0}, entonces los
coeficientes de dispersion cumplen que

7}@):1i2Z+0ﬂ%Zjﬁ)zlizzﬁ+dm,z%lenD{ (9.1)
Im(T% (1)) = ker(Ay), ker(T%:(1)) = Im(A4),
Im(7T_(1)) = ker(A_), ker(7T_(1)) = Im(A_),
Ri(z) = =1+ TT.(1) +o(1) (

Demostracion. De la Proposicién tenemos que existe U C D? tal que W (z) es invertible

para z € U \ {1} y por (7.4) y (8.20]) se sigue que

To(z) = W) = St L (Z 4 o)
zliza+qn%z%L

que es la primera igualdad de (9.1)), por lo anterior y (4.19).

1+z

T(z)=T+(Z)*=< E Z+0(1)>*

_1+Z

Z"+o(l), z—1,

de donde se obtiene (9.1). Para (9.2)), notemos que (8.4)), (8.5) se tiene que para s € {1, ..., u}

Asen sy =S ALS(x,m () = ST AUB( () P (5))

—1 —1
= 5 A4 UB(ng+..Ans 1 +1) Plnottns_1+1) = O Dyug = 0.

donde para la ultima igualdad ocupamos (8.1]), por lo tanto {ex, 1y, ..., €r, ()} €s una base de
ker(A,) por (8.19) y como P, es invertible se tiene que

Im(ZP,) = ZR[CY] = Z[CY] = ({ey, ..., eu}),

juntando lo anterior tenemos que

I(PZP2) = P[({er, o)) = {em (1), em (1)}) = ker(A.),

de donde )
ImT, (1) = Im(SP,ZP,S™') = ker(SA,S™!) = ker A4,
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lo que nos da la primera igualdad. Para la segunda igualdad notemos que como {ex, 1y, ..., €x,(u) }
es una base de ker(A,) entonces

{A+€i ) ¢ 7T1[{1, ,ILL}]} = {A+€i ) ¢ {1,”1 + 1, N + ...+ Ny—1 + 1}}
es una base de Im(A ) luego

Im(A) = ({Avei i {1,ny + 1, ong 4+ .. +nyu g + 131
= ({e; i ¢ {ng,...,ni + ...+ nut},

ker(Z) = ({eyri:i € {1,...,L — pu}}),

luego por la definicion de P, y como P es invertible se tiene que

ker(P,ZP;) = ker(ZP,) = Py [ker(Z)]
=Py [({epsi i € {1, .., L — p}t})]
={e i ¢ {n,....m+..+n,}}
= Im(A-i-)a
de donde
ker(T, (1)) = ker(SP,.ZP,S™!) = Im(SALS™!) = Im(A,),

con lo que obtenemos la segunda igualdad.

Para (9.3)), ocupando (5.3)), (9.1), (9.2) y ocupando que para cualquier matriz M ker(M) =

Im(M*)* tenemos que

ker(A_) = Im(A* )+ = Im(A,)*"
— ker(T, (1)) = In(T (1)7) = Im(T_(1)).

Im(A_) = ker(A* )+ = ker(A,)*
= Im(T;(1))* = ker(T, (1)*) = ker(T_(1)).
Para ([9.4]), tomemos U C D? vecindad de 1 tal que M (z) es invertible para z € U \ {1}, por
la ecuacién ({.1)) tenemos que si z € (ST NU)\ {1} y n € Z entonces
L (n) (M (2)) 7" = (n) + u(n) Ny (2) (M (2)) 7
= ul ()T (2) = u> (n) + u*(n) Ry (2),
sea n € Z~ tal que u! (n) es invertible(que existe ya que por (3.6) u!(n) — 1, n — —o0),

por la continuidad de u_(n) existe U; C S! vecindad de 1 tal que si z € U; entonces ul “(n)
es invertible y ocupando la ecuacién anterior tenemos

ul_/z(n)_lui(n)T+(z) — ul_/z(n)_luz (n) = Ry(2), z€ Uy \ {1}, (9.7)
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asi por la continuidad de u_(n) la ecuacion (9.7)) y teniendo que lim,_,; 7', (z) existe se obtiene
lo siguiente

h’n% Ri(z)=ul(n) "l (n)Ty(1) =1 =TT, (1) — 1,

2—

donde para la segunda igualdad estamos ocupando ([7.2) y que por (9.2) y el lema para
cualquier £ € CF, T, (1)€ € ker(A,) = N. Lo anterior da la primera igualdad de (9.4), la

segunda igualdad se obtiene de manera analoga ocupando (4.2). Para probar (9.5) ocupando
la ecuacién (9.4) tenemos que

ker(R, (1) + 1) = ker(I'T% (1)) = ker(74.(1))

pues por el Lema se tiene que I' es invertible.
Por ultimo, ocupando los Lemas|[5.7]y7.2]y las ecuaciones (9.3)) y (9.4]) tenemos lo siguiente

Im(R, (1) +1) =Im(I'T (1))
= MIm T (1)] = I'lker(A4)]
=TN] =M =ker(A_) = Im(T_(1)).

que es la primera igualdad de . Y de manera analoga podemos obtener la segunda. O
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A. Apéndice

Teorema A.1 (Ecuacién de Volterra). Sea X wun espacio de Banach y T : X — X un
operador lineal tal que ||T|| < 1 entonces para cualquier y € X existe x € X tal que

r=y+Tx.

Demostracién. Como T' € B(X) que es una algebra de Banach y ||T'|] < 1 tenemos que
I — T es invertible hagamos x = (I — T')~!'y y claramente satisface la ecuacién solicitada. O

Teorema A.2. Sean A, B(n) € Mp«1(C) y consideremos la ecuacion de diferencias
X(n—1)+AX(n)+ X(n+1) =B(n)X(n),necZ (A.1)

donde X € (Mpxr(C))Z.
Supongamos que existen Sy, Sy € (Mpxr(C))? soluciones de

X(n—1)+AX(n)+X(n+1) =0, (A.2)
tales que S1(0) =0, S1(1) =1 y So(1) =1, S1(1) = 1. Entonces para C; D € My (C) la
solucion E de - ) tal que E(0) = C y E(1) = D satisface paran € N

E(n) = Si(n)(D = C) + S3(n)C + > Si(n — §)B()E()), (A.3)
=1

Y para n € Z~ U {0}
E(n) = S1(n)(D — C) 4 S2(n)C — ZSln— VE(5), (A.4)

Demostracion. Denotemos
H(n) := Si(n)(D —C) + S3(n)C

y notemos que es soluciéon de (A.2). Definamos recursivamente G : Z — My, (C) como
G0)=C,G(1)=Dy

n) + Z Si(n—5)B(j)G(j), n <0

claramente G satisface (A.3) y ( } si probamos que G es solucién de (A.1)) como G(0) = E(0)
y G(1) = E(1) por la observa(non G = FE con lo se concluiria la prueba.
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Sea n > 2 entonces

Gn+1)+Gn—1)=H(n—-1)+H(n+1)

+3 Si(n+1—j)B( +ZSl n—1-3j)B()G()

7j=1

= —AH(n) + Z Si(n+1—4)B()G(j) + S1(0)B(n + 1)G(n + 1)

7=1

+ 2510 = 1= ))BG)GG) = Si(-1)B(n)G(n)

= —AH(n) + Z Si(n+1—=74) +51(n—1-7)B()G0) = Si(=1)B(n)G(n)

7j=1

— —AH(n +Z —AS1(n—j)B(j)G(j) + B(n)G(n)

= —AG(n) + B(n)G(n),

donde ocupamos que S1(0) = 0y S1(—1) = —1 que se deduce de la recursién. y para
n<-—1
Gn+1)+Gn—1)=H(n—-1)+H(n+1)
0 0
= D Siln+1=7)BGGG) = Y Siln—1-§)BHIG()
j=n+1 j=n—1

0

= —AH(n) = Siln+1—j)B()G(j) + S1(1)B(n)G(n)

Jj=n

=D Sin—1-)BEHGG) = Si(0)B(n — )G(n—1)

0

= —AH(n) = Y (Siln+1=3)+ Si(n - 1= j)BGH)G() + Si(1) B(n)G(n)

j =n

— _AH(n Z —ASi(n — j)B()G(j) + B(n)G(n)

= —AG(n) + ( )G(n),
Notemos que S1(2) = —Ay S2(2) = —A — I, que se deduce de la recursién entonces
H(2)=52)(D—-C)+ S(2)C=-AD—-C)—AC-C=—-AD-C
entonces

G(2)+G(0) = H(2)+S1(1)B(1)G(1) + G(0) = H(2) + B(1)G(1) +C = —AG(1) + B(1)G(1)

o8



Y Si(—1) = -1y 5(2) = —A — I, que se deduce de la recursion entonces
H(-1)=5(-1)(D-C)+ S(-1)C=-1(D-C)—-AC—-C =—-D — AC,

entonces

G(—1)+G(1) = H(-1)-51(-1)B(0)G(0)+G(1) = —D—AC+B(0)G(0)+D = —AG(0)+B(0)G(0).

Lo anterior prueba que G es solucion de . O

Teorema A.3 (Lema de Gronwall). Sean (u,)nen, (W )nen sucesiones no negativas de nume-
ros reales y o € R tales que para toda n € N

n—1

i=1

entones para toda n € N se tiene que

n—1
U, < aexp (Z wi>
i=1

Demostracion. Notemos que

1

1+3 (Hu " w,>> we < [[0+w) (A5)

=1 =1 i=1

donde el producto vacio se define como 1 y la suma vacia como 0. Probaremos por induccién

sobre n que
n—1

U, < H(l + wy,) (A.6)

=1

para n = 1 es claro, y el paso inductivo se deduce de lo siguiente ocupando (A.5)),

aH(1+wn) 2a+ozz (1:[(1+w1)> wy

i=1 i=1 =1

n
> a+ 5 UpWy = Upt1
=1

con lo que se tiene (A.6), notemos que para z € Rt 1+ 2 < exp(z) ocupando esto y (A.6]) se

tiene que
n—1 n—1 n—1
Up, < aH(l + wy,) < aHexp(wn) = aexp <Z wn> :
i=1 i=1 i=1
que es lo que se quiera probar. O
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