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Introduccion

Este trabajo de investigacion es el resultado de mi oposiciéon a algunos elementos muy presentes en la
historia, pero sobre todo en la divulgacién de las ciencias y matemadticas: el realismo, que es la posiciéon
en filosofia de las matematicas que propone que las matematicas y sus objetos existen independientemente
de nosotros. Tal posicion tiene su correlato en historia de las matematicas, en el presentismo (Barabashev
1997), el cual propone que el desarrollo matematico puede estudiarse con los elementos y herramientas
disponibles hoy en dia, ya que lo que se ha desarrollado en matematicas anteriormente, es al menos similar a
lo que conocemos actualmente. Esta posicién muchas veces se menciona despectivamente como una posiciéon
Whig en historia y filosofia. Cuando un fil6sofo o historiador de la ciencia asume esta posicién se concibe
la historia como una sucesion directa de pasos dirigidos especificamente a una meta y se considera que
dichos pasos deben ser vistos desde la perspectiva de la meta lograda (Alvargonzélez 2013). Uno de los
problemas de tener una posicién Whig es que parece sostener que la historia y el desarrollo del pensamiento
humano estdn determinados para obtener lo que se tiene hoy en dia, lo que es problemdtico porque propone
una teleologfa en el desarrollo de diversas disciplinas humanas. Considero que las posiciones Whig pueden
ayudar a poner en un lenguaje contemporaneo los problemas que en otro momento histérico fueron parte
importante del desarrollo del pensamiento humano; pero considero también que un estudio académico
y de investigacién en historia, historiografia y filosoffa deberia, al menos, suspender el juicio acerca de la
posibilidad de que el desarrollo de las disciplinas humanas tenga una teleologfa, o desarrollo y/o avance que
sea posible estudiar sin méas desde el presente. Una posicién Whig para estudiar la historia puede ser ttil para
entender de manera méds sencilla un concepto desarrollado hace cientos de afios, lo que ha hecho que diversos
historiadores y filésofos consideren que es la Gnica herramienta que puede dar cuenta del desarrollo del
pensamiento humano; por ejemplo con una posiciéon Whig es posible estudiar el inicio de la matematizacion
de la fisica propuesta por Galileo, con la ventaja de la notacién algebraica moderna, ya que la notacién de
Galileo y la notacién algebraica contemporanea se consideran la misma; y de ahf realizar un estudio de las
ventajas del sistema fisico-matematico de Galileo sobre el sistema metafisico-fisico Aristotélico!”). Pero una

de las posibles fallas de una posicién Whig es que al utilizar un sistema de notacién diferente al utilizado

'Si bien el sistema cientifico en aquella época se consideraba Aristotélico, esto no quiere decir que todos los cientificos sostuvieran
las ideas presentes en el libro de la Fisica de Aristételes.

IX
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por Galileo, podriamos no considerar las limitaciones del sistema propuesto por Galileo, confundiendo
un limite dado por la expresividad de un lenguaje, con una posicién que consideremos extra cientifica, o
desinterés por parte del pensador del Renacimiento. Otra de las desventajas es que al estudiar los textos
originales de los pensadores de un momento histérico distinto al nuestro, como la Antigiiedad, por ejemplo,
podriamos no entender la argumentacion principal, el objeto de una argumentacién o los principios de los
que parten. Para la época en que se desarroll6 la polémica propuesta por Berkeley, discutida en esta tesis, por
ejemplo, un recurso muy utilizado era Dios. Acudir a Dios como un principio del que parten las propiedades
fisicas, es un argumento recurrente en la modernidad. Spinoza, Descartes y Newton nos dicen que Dios
pone las leyes del universo. Desde una posicién Whig Dios es: a) una forma de decir las leyes del Universo,
sin tener problemas con la Inquisicién; b) un reducto de la Edad Media que se estaba remplazando; c) un
viejo atavismo que los pensadores de la modernidad, aun cuando investigaban el mundo fisico, no estaban
dispuestos a dejar, porque no podian concebir a un mundo sin Dios, aun cuando éste ya no fuera una entidad
teoldgica. Pero esto es parcialmente cierto para Spinoza y Descartes; mientras que para Newton es totalmente
equivocado. Spinoza y Descartes tienen un pensamiento mucho més cercano al contemporaneo, en donde
una entidad teoldgica no tiene cabida en el mundo empirico. En el sistema cartesiano una vez creado el
Universo y el mundo, un Dios como el propuesto desde la teologia ya no es necesario y cuando Descartes
se refiere a Dios después de la creacién del mundo, se refiere a las reglas que rigen la experiencia empfrica.
Muy probablemente Descartes estd tratando de evitar a la Inquisicién; pero este Dios no es un reducto
medieval ni un atavismo, es una nueva concepcioén a la que se le estd tratando de dar un nombre, el cual
parece tener un parecido con algunas de las propiedades de un Dios basado en la tradicién judeo-cristiana,
el cual al momento de crear el mundo crea sus reglas y condiciones de posibilidad. Utilizar el concepto de
Dios da dos ventajas a Descartes, a saber, evitar las complicaciones con las diversas iglesias que existian en
aquella época, y llevar el concepto de las reglas del Universo y condicién de posibilidad del mundo a otros
interlocutores. Dios pasa de ser una figura de salvacion a ser un garante del conocimiento y la experiencia
humana. Esto, si bien parece obvio, considero que no es tan facil de entender sin estudiar el contexto en
que Descartes trabaja, ni las discusiones que el fil6sofo sostuvo con sus contempordneos. Considero que la
polémica que desata Berkeley acerca del Célculo fluxional, desarrollado por Newton, es un buen ejemplo de
los problemas de sostener una posiciéon Whig en historia y filosoffa. Vox populi, Newton inicia tajantemente
con la separacién entre la teologia y el desarrollo cientifico. Pero esto sélo es cierto en parte: Newton si
separa el mundo fisico del teolégico y metafisico, pero no de manera tajante. Esto se debe a que, desde la
perspectiva de Newton, somos capaces de entender el mundo de la experiencia empirica, y para encontrar
este conocimiento no necesitamos a Dios como explicaciéon primaria. Sin embargo Dios tiene dos papeles:
permite garantizar que algo que se investigue con la experiencia sea cierto, de manera parecida a la propuesta
cartesiana; e interviene de manera constante para garantizar el mundo y sus condiciones de posibilidad.
Esto es completamente diferente a la propuesta cartesiana, en donde Dios se puede dejar de lado después de

que este cre6 al mundo; aqui Dios es necesario en todo momento, porque de El emana el espacio, y, con él,
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sus propiedades. Estas propiedades estdn basadas en la propia interpretacién de Newton de las Escrituras
Sagradas de la tradicién judeo-cristiana. El concepto de Dios en Newton es completamente diferente al de
la propuesta cartesiana. La idea de que Newton ha dejado de lado a Dios se da porque en la investigaciéon
desarrollada posteriormente a él dejé de lado el elemento metafisico-teolégico, dejando intacta la parte en
donde Newton dice que somos capaces de investigar el mundo y que nuestra investigacién refleja algo
real del mismo a partir de la experiencia empirica. Sin este componente obtenido fuera de la metodologia
Whig, podemos equiparar las nociones cartesiana y newtoniana de Dios, lo cual es un error; y, mas comun,
podemos decir que Newton nunca utiliz6 a Dios como elemento en su investigacion, lo cual también es
un error. Considero ademds que dejando de lado la posicion Whig, podemos entender mejor las criticas de
Berkeley al Célculo de Newton y el por qué de los cuestionamientos lanzados en The Analyst. Berkeley esta
estudiando al Célculo de Newton desde la perspectiva de que las propiedades de una fluxién vienen dadas
de la metafisica de Newton, y es a partir de esta perspectiva que lanza sus ataques, lo cual busco sustentar
en este trabajo. El texto de The Analyst comtinmente se considera como un ataque de un hombre que no
entiende la matemaética y que yerra al realizar el estudio del Célculo de Newton; pero esto muchas veces se
estudia desde la perspectiva actual, en donde, gran parte de las problematicas mostradas por Berkeley se
han resuelto de diversas maneras y el principal problema, considero, es que no se estudia desde los textos
de Newton. Esto hace que los juicios emitidos sobre el texto de Berkeley puedan equivocarse. Considero
que, entre otras razones, la metodologia Whig surge de la necesidad de estudiar los fenémenos del pasado,
acortando las distancias entre el pensamiento desarrollado antes del sigo XX y el mundo contemporaneo;
sin embargo, como dice Berkeley, los estudiosos “han confundido la utilidad de la regla con la verdad” The
Analyst§10. Asi, si bien, tener en lenguaje contemporaneo los escritos de diversos pensadores a lo largo de
la historia facilita su acceso, el obviar que dichos escritos estan hechos para un publico diferente nos puede
llevar a tener conclusiones equivocadas, como la conclusién de que Newton desarrollé su sistema fisico sin
metaffsica oponiéndose a las diversas religiones que se profesaban en la Europa moderna. En palabras de
Raymundo Morado, “el Renacimiento empezé cuando nos dimos cuenta de que los comentadores de los
clasicos grecolatinos y los cldsicos grecolatinos hablaban de cosas diferentes”". Una metodologia Whig mal

llevada puede convertirnos en aquellos comentadores que los cientificos tanto desprecian.

La presente tesis se compone de tres capitulos, el primero es un estudio preliminar de la matemaética durante
el Renacimiento y la edad moderna, hasta la publicacién del libro de La Géométrie, el cual marca el inicio
del uso del édlgebra, en un principio aplicada a la geometria, tal y como la conocemos. Hasta antes de la
publicaciéon de La Géométrie el método matemadtico, o mas bien geométrico, més utilizado era la técnica
andlisis-sintesis, que bédsicamente consistia en una investigaciéon geométrica, que se explica en la seccién
1.4.4. Las pruebas matematicas utilizaban los axiomas de la Geometria, definiciones de la Geometria, y las
nociones comunes de Euclides, para obtener una conclusién, utilizando la 1égica aristotélica. El libro I de

los Elementos de Euclides era considerado como el canon que una prueba matematica debia alcanzar. Es por

"No hay referencia de este dicho porque Raymundo Morado lo dijo en una clase de Légica.
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esto que el libro La Géométrie de Descartes marca un antes y un después en la matematica, ya que ésta pasa
de un modelo sintético de pruebas, al método de pruebas analiticas, que alcanza su esplendor en la llamada
aritmetizacion de las matemdticas, en la cual puede utilizarse un lenguaje especialmente disefiado para realizar
las pruebas matematicas. Uno de los temas que se deja de lado son los aportes de Pascal y Fermat, quienes
también contribuyeron a las matematicas mostradas en esta investigacién, pero debido al tiempo y el espacio
de esta tesis, estos aportes se han tenido que omitir. En la primera parte del segundo capitulo, se presenta
brevemente la metafisica de Newton y la dependencia de dicha metafisica newtoniana de Dios. En palabras
de Newton todo proviene de Dios, éste es un ser activo en el universo, que constantemente interviene en
el mundo y establece las condiciones de posibilidad del universo. Para Newton el espacio es una emanacion
de Dios. Esta metafisica muchas veces se olvida por dos razones: 1) el propio Newton nunca facilité todos
sus escritos; y 2) los cientificos posteriores a €l eliminaron su metaffsica conscientemente. Sin embargo en
diversos escritos ptiblicos, Newton habla de Dios y de cémo éste rige el Universo, por lo que consideré que
era importante tener una seccién especifica para explorar algunos de estos supuestos metafisicos que dan
pie al concepto de fluxén o fluxién. La segunda parte del capitulo dos se refiere brevemente a la posicién
de Berkeley con respecto a la metafisica de Newton y un estudio més detallado del texto The Analyst. Este,
a su vez, también se divide en dos. En la primera parte menciono las criticas que, desde mi punto de vista,
considero mds importantes del texto completo y en la segunda parte de esa seccién exploro algunos de los
puntos tratados por Berkeley en The Analyst, comparandolos con las secciones anteriores y el capitulo 1. En
los capitulos 1 y 2 incluyo mis propias traducciones de algunas citas de interés para el texto, con algunas
excepciones, como el texto The Analyst para el que me baso en la traduccién hecha por el Dr. Robles, como
se verd en la introduccién del capitulo 2. Uno de los problemas con las citas incluidas fue la traduccion; y es
que algunos textos son tan antiguos que tanto la redaccion como las grafias utilizadas difieren en algunos

77
S

casos fuertemente de las reglas y grafias actuales, como el simbolo [ para indicar la intermedia, por lo
cual la redaccion de los textos puede ser poco legible. En esos casos se decidié incluir el texto original a pie
de pagina. Finalmente en el capitulo 3 doy mis conclusiones y mencioné lo que queda para un futuro trabajo

de investigacion.
Para las citas y referencias utilizé un formato parecido al APA (Autor(es) afio[, parte referida]), con excepcién
de algunos trabajos filoséficos para los cuales estableci algunas abreviaturas que cito a continuacién:

» De gravitatione et aquipondio fluidorum serd abreviado como Gravitatione y citado como (Gravitatione 130)

donde 130 es el ntimero de pédgina de la edicién editada por Hall y Boas Hall (Newton 1962).

» [ntroductio ad Quadraturam Curvarum serd abreviado como Quadrature. Como el texto no contiene

"Por ejemplo, para representar los niimeros naturales, von-Newman utiliza los siguientes elementos, {, }, @, mediante la siguiente
cadena 0 = @,1 = {@},2 = {3,{@}},3 = {,{3},{2,{@}}},.... Esta representacion se utiliza para realizar pruebas aritméticas y
puede diferir de otras representaciones. Debido a la manera en que estdn construidos los naturales, hemos prescindido de casi todos
los elementos presentados en el libro I de los Elementos de Euclides. Las pruebas se dan utilizando las reglas del lenguaje y algunos
axiomas que se incluyen con el fin de recrear los ntimeros naturales.



XIII

secciones, se utilizard la abreviatura como cita.

Philosophie naturalis principia mathematica, abreviado como Principia. Dado que solo se utilizan algunas

partes de los Principia se citara (Newton 1687), en vez de la forma canénica habitual.

An Essay Towards a New Theory of Vision abreviado como TV, y citado como (TV §3), donde §3 es el

nimero que le asigna Berkeley al extracto citado.

A Treatise Concerning The Principles of Human Knowledge, abreviado como PHK, citado como (PHK
Introduction §2), donde Introduction es el nombre de la seccién en inglés y §2 es el ntimero que el

propio Berekeley le asigna al extracto citado.

El analista abreviado como The Analyst y citado como (The Analyst §3), donde §3 es el nimero que el

propio Berkeley le asigna al tema abordado.

A Treatise of Human Nature abreviado como Treatise y citado (Treatise §1 §§1 §§§1), donde § es el libro,

§§ la parte del libro correspondiente y §§§ la seccién correspondiente.
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Capitulo 1

Antecedentes Historicos

Once we begin to realise just how much our own
view of mathematics has changed over the
years, it should come as no surprise to learn
that mathematics itself is also constantly

changing.

(Gardiner 2002, Pag. 14)

1.1. Introduccidon

En este primer capitulo se estudiardn algunos componentes de la practica matemaética anteriores al desarrollo
del célculo, tanto de Newton como de Leibniz. El objetivo es entender el contexto bajo el cual Newton inicia
su trabajo. Si bien se puede considerar a muchos trabajos mateméticos de nuestra época como sucesores
directos de la matemdtica de aquella época, la forma de trabajar difiere bastante de la actual. En esa época,
se consideraba que la disciplina matemdtica por antonomasia era la geometria euclidiana y la forma de
trabajar de los matematicos era el método sintético. La geometria euclidiana sigue de cerca la definicién de
ciencia aristotélica, definida en los Analiticos Posteriores, que se compone de definiciones, primeros principios
y axiomas (principios propios). El conocimiento se establece siguiendo las reglas de la 16gica aristotélica

deductiva a partir de las definiciones, primeros principios y axiomas.

En la primera seccién del capitulo se vera el concepto intuitivo de método sintético o sintesis, si bien se buscé
una definicién de sintesis, solo se encontr6 una pequeia referencia en el trabajo introductorio de Heat a la
reconstruccién de los Elementos de Euclides (Euclides 1956). En la siguiente seccién se estudiara el desarrollo

de la geometria hasta la aparicion del libro cartesiano de La Géométrie. Esta seccion estard basada en el libro

1
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de Bos (Bos 2001), quien retine el trabajo anterior al libro cartesiano y algunas apreciaciones a La Géométrie. Ya
que el objetivo final de este trabajo consiste en evaluar las criticas de Berkeley al cdlculo de Newton, considero
que es mejor utilizar dicho libro como canon histdrico, que profundizar en dicho periodo el cual merece
un trabajo aparte. En la siguiente seccion se estudiara el desarrollo del dlgebra desde su (re)introduccién
con el Liber Abaci'") hasta La Géométrie. Cabe destacar que si bien algunos historiadores consideran a Viéte el
primero en utilizar el dlgebra en el estudio de la geometria de una forma muy parecida a la actual, es el trabajo
de Descartes el que finalmente dio validez y forma al algebra en la época Moderna y cuya notacién se sigue
utilizando hoy en dia en la preparacién basica del alumnado. Los estudios realizados por Descartes son el
punto de partida de los dos célculos, el de Newton y el de Leibniz. Las tiltimas secciones son breves pero no
por ello menos importantes, nuevamente parto de un texto que resume el periodo anterior al calculo, (Jullien
2015a), que nos permite vislumbrar la forma de trabajar de los matematicos de aquella época, en especial de
los matematicos ingleses. Un trabajo importante en la época, fue el desarrollo de la teoria de los indivisibles
quejunto ala geometria cartesiana son los antecedentes del calculo. Los indivisibles, también conocidos como
infinitesimales, son postulaciones de objetos matematicos infinitamente pequefios que pueden tener medida
o magnitud® y con la cual pueden guardar relaciones matematicas con otros objetos mateméticos, como la
proporcion. Finalmente se hard notar la importancia de la teologia en la Ilustracién inglesa. A diferencia de la
[lustracién en el continente [europeo], los ingleses estaban interesados en unir la teologfa con el naturalismo.
Un ejemplo de esta teologia naturalizada, es el pensamiento de Henry More, quien considera que Descartes
se equivoca al eliminar a Dios, o al menos minimizar su participacién al momento de la creacién, en la
investigacién de los fenémenos naturales. Si bien la filosoffa de More es mucho més compleja y en muchos
aspectos retoma a Descartes, quiero puntualizar que More si retoma una concepcién metafisica/teolégica de
Dios en la Filosofia Natural, 1o que hace que tanto la propuesta de More, como la de Descartes tomen caminos

opuestos con respecto a la forma de realizar ciencia.

1.2. El método sintético

Una de las caracteristicas mas importantes de la practica matemaética de los siglos anteriores al siglo xv, es
el uso del método sintético o sintesis. La sintesis es aquel procedimiento que parte de principios y procede
en orden a fin de obtener un resultado (Heat 1956, Pag. 136). El método sintético mds conocido aparece en
el Libro I de los Elementos de Euclides (Euclides 1956), el cual parte de definiciones, postulados y nociones
comunes, que se verdn en la siguiente seccién. En el libro I se derivan una serie de proposiciones que

prueban una propiedad matematica de la geometria plana; y otras propiedades del espacio se derivan en los

El libro Liber Abaci, escrito en el siglo xm, es considerado el primer libro de dlgebra en Europa del fin de la Edad Media y principios
del Renacimiento. El libro retoma el dlgebra desarrollada anteriormente por los drabes y la introduce a Europa. Desde la publicacién
del Liber Abaci hasta nuestros dias el dlgebra nunca ha dejado de estudiarse.

2Algunas definiciones desechan la magnitud como parte de las propiedades del infinitesimal/indivisible, pero permiten calcular
medidas y relaciones de otros objetos matemaéticos.



1.2. EL METODO SINTETICO 3

siguientes libros, asi como otras propiedades matematicas fuera de la geometria. En la actualidad, la palabra
"sintético"puede significar muchas cosas diferentes, entre las cuales estan (aunque no se limitan a), un objeto
o sustancia producida por los humanos, un resumen, una investigaciéon hecha a partir de conocimientos
considerados de amplia difusion para, a partir de ellos, establecer una relacién de dichos temas con un
conocimiento o asunto particular. En esta tesis, el término sinfesis se tomard en el sentido descrito por Heat.

Un ejemplo de derivacion® sintética es la proposicién L.1:

& &
Figura 1.1: Proposicién 1.1 de Euclides

Dado un segmento de linea construya un tridgngulo equildtero.

Sea el segmento af el segmento de linea dado.

Con centro en a y radio af trace el circulo fyé [Postulado 3].

Con centro en f y radio Ba trace el circulo aye [Postulado 3].

Trace el segmento de recta ay [Postulado 1].

Trace el segmento de recta fy [Postulado 1].

Dado que a es el centro del circulo fy0 entonces, af es igual a ey [Definicién 15].

Dado que f es el centro del circulo aye entonces, af es igual a fy [Definicién 15].

Dado que cosas iguales a una misma cosa, af3, son iguales una a la otra, ay es igual a fy [Nocién Comtn 1].

3Se utiliza el término derivacion, en vez de deduccion, ya que el segundo término se refiere al uso contemporéneo de deducir
en matematicas, el cual se refiere a encontrar una expresién, que puede ser una propiedad matemadtica, a partir de las reglas de
lenguaje y que no necesariamente parte de definiciones, o principios establecidos previamente. Un ejemplo de esto son las distintas
reconstrucciones de la l6gica clasica, que esta en parte basada en la l6gica aristotélica, la cual puede utilizarse solo a partir de axiomas,
que se podrian interpretar como un principio en el método sintético, pero dichos axiomas no necesariamente definen los objetos de
los que se habla o establecen una interpretacién del objeto a que se refieren, para mds informacién cf. (Shapiro y Kouri Kissel 2018).
También se puede establecer una deduccién a partir de los simbolos y sus reglas de conjugacién. Un ejemplo de esto es:

Sea A un conjunto formado por las letras mintsculas del alfabeto en inglés A = 4,b,c, ... y B el conjunto de
los nimeros naturales representados en notacién indo-ardbiga B = -0, ...,-2,-1,0,1,2,..., c0. Una férmula
bien formada es:

1. Todos los elementos del conjunto A y B.
2. Todas las férmulas de la forma A, AA, AAA como x, xx, xxx.
3. Todas las férmulas del tipo A5 BA L]
Se puede definir el dlgebra a partir de sus reglas de conjugacién, sin que el sistema matematico incluya axiomas. Si bien el ejemplo
anterior solo es una muestra, y se parece a la geometria euclidiana, en el sentido de que parte de una serie de reglas; difiere en otro
aspecto, al evitar pronunciarse sobre los objetos y tratar de explicitar todas las reglas que usa. A esta forma de trabajar muchas veces

se le asocia con el término analitico y con éste se asocia el término deduccién. Uno de las objeciones a las derivaciones sintéticas es que
no todas las reglas o axiomas que se usan en la prueba matematica se explicitan. Esto se vera en el ejemplo mostrado més adelante.
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Y dado que que las tres lineas a5, ay y py son iguales entre si entonces, el tridngulo ayf es equilatero y se
construy6 dado el segmento de linea af, que es lo que se habia pedido construir. Proposicién .1 (Euclides
1956)

Como se vera en la siguiente seccién, en la época de Berkeley, la geometria euclidiana era el pardmetro a
seguir para la practica matematica. El algebra, a pesar de contar ya con resultados importantes, solo era
utilizada como una pequefia parte de la practica matemética. Sin embargo esto cambiard con el tiempo,
el método sintético dejara de utilizarse como pardmetro en la pfactica matematica y se sustituird por los
métodos que se basan en las reglas del lenguaje y axiomas que evitan suponer la naturaleza de los objetos
matematicos, o al menos no asumen la ontologia de los objetos matematicos (Weir 2015). Esta practica se
asocia con el término analitico, la llamada aritmetizacion de la prictica matemdtica y la filosofia de la matematica
llamada formalismo(*). Es a partir de la edad Moderna que se empieza a cuestionar el método sintético, una
de las criticas que se le hardn es que no incluye todas las reglas que se necesitan para derivar un resultado.
En el ejemplo de la proposicién 1.1 de Euclides, se asume que dados dos circulos que no son concéntricos y
cuya distancia entre sus centros no supere la suma de sus radios, existe al menos un punto de interseccién.
Si bien esto se podria considerar obvio, el problema radica en que es el diagrama y no las definiciones,
postulados y nociones comunes quien proporciona esta informacién. Pero dado que solamente utilizando
las definiciones, postulados y nociones comunes, es como se puede probar algo, la falta de una regla que
indique que dados dos circulos que no son concéntricos y cuya distancia entre sus centros no supere la suma
de sus radios, existe al menos un punto de interseccién, se volvera un problema en la época Moderna. El
descubrimiento del calculo por ambos autores, Newton y Leibniz, y sus problemas de justificacién o sus
pruebas matematicas, junto al descubrimiento de las geometrias no-euclidianas, hizo que los matemaéticos

dejaran de lado al método sintético.

1.3. La geometria

Cuando hablamos de geometria, en especial desde el siglo xv1 hasta el xvii, nos referimos a la geometria
euclidiana. Dicha geometria era considerada como la forma mds acabada de realizar matematicas y parte
importante de la practica matematica (Bos 2001, Cap. 1). Se puede decir que la geometria gozaba de un
estatus especial dentro y fuera de la practica matematica, ademds de ser modelo de razonamiento para

diversas actividades que ahora podemos catalogar como cientificas®.

“Existen tres filosofias de las matematicas importantes, el logicismo, el intuicionismo y el formalismo que se describi6 en el parrafo
que originé esta cita (Horsten 2019). El logicismo considera que la matematica puede reducirse de manera casi completa a la l6gica
clésica o alguna de sus extensiones. El intuicionismo considera que la matematica es la actividad de construir los objetos matematicos y
se asocia con la matematica constructivista; esta filosofia de las matematicas rechaza la l6gica cldsica, ya que considera que no se puede
probar algo a partir de una reduccién al absurdo, y que todos los métodos matematicos deben ser finitos (Horsten 2019). En general
se considera que el formalismo se asocia con una filosofia instrumentalista de las matematicas; el logicismo con una filosofia realista
de las matematicas y el intuicionismo tiene su propia concepcién sobre la existencia o no de los objetos matematicos, generalmente
asociada a la filosofia transcendental kantiana (Horsten 2019). Se considera que la filosofia matemaética que asumen los matemaéticos de
facto es el formalismo.

5En Inglaterra, en la época Moderna, siglos xvi y xvir, habfa una preferencia por los métodos geométricos para hacer pruebas
matematicas. En (Guicciardini 2003, Pag. 37) se comenta que varios matemadticos y/o filésofos naturales, tenian una preferencia
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La geometria euclidiana tiene como elementos varias definiciones, dentro de las que destacan los 3 objetos
basicos de la geometria el punto, la linea y el circulo, 5 postulados y 5 nociones comunes® (Euclides 1956, Libro
D).

Los 3 objetos bésicos'®) de la geometria se definen como:

= Def 1. El punto es lo que no tiene partes.
» Def 2. La linea es lo que no tiene anchura.

= Def 15. Circulo es aquella figura plana que es contenida por una linea (Euclides dixit) tal que todas las

lineas que caen en un punto [llamado centro] de la figura son iguales entre si(?).
Los postulados de la geometria euclidiana son:

1. Se puede dibujar una linea de un punto a cualquier otro.

2. Extender indefinidamente un segmento de recta dado.

3. Describir un circulo con cualquier centro y cualquier distancia.
4. Los angulos rectos son iguales entre si.

5. Que si una recta al incidir sobre otras dos rectas hace que los dngulos interiores de un mismo lado
sean menores que dos dngulos rectos, al prolongar indefinidamente las dos lineas, éstas coincidiran

del lado en que los dngulos son menores que dos rectos.

Las nociones comunes son:

1. Las cosas iguales que son iguales a una misma cosa son iguales una a la otra.

2. Siaiguales se afiaden iguales, los totales son iguales.

inusitada por la geometria euclidiana (“a geometrical bias”). Mencién especial merecen los llamados Fluxionistas analiticos quienes
estudiaron y trataron de importar los trabajos desarrollados en el continente europeo al célculo inglés; pero su trabajo fracasard a la
postre (Guicciardini 2003, Cap. 6). Gucciardini comenta que aunque la idea de que Inglaterra se aislé completamente al desarrollo
matemaético es exagerada, hay que reconocer que habia un grupo importante de pensadores que tenian una actitud chauvinista sobre el
tema (Guicciardini 2003, Introduction).

SExiste un debate acerca de si se deben considerar a las nociones comunes como primeros principios en el sentido aristotélico (cf.
(Acerbi 2013)).

7En el primer libro de Euclides se presenta de la misma forma: definiciones, postulados y nociones comunes.

8En el sentido en que son las tnicas figuras o medios de construccién, la regla no graduada y el compds, que son aceptados en una
prueba geométrica.

9Es importante hacer notar que: 1) Las definiciones de punto, linea y circulo se dan en términos de sus propiedades, que actualmente
se consideran propiedades topolégicas; en vez de hacerlo por los medios por los cuales son producidas: regla y compds. Esto ya era
conocido por los matematicos de la época cf. (Euclides 1576). 2) Que Euclides no distingue la linea de la curva en el sentido popular de
ambas definiciones, en general decimos que algo es lineal solo si esta en linea recta. Para figuras que contengan arcos o semicirculos
decimos que son curvos. En matematicas las curvas tienen otra definicién que se vera mas adelante. 3) Estos eran los medios o figuras
adecuadas para resolver los problemas matematicos. 4) Es importante mencionar que estas definiciones no siempre son usadas en las
pruebas presentadas y varias veces parecen tener un fin clarificador.
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3. Siaiguales se le quitan iguales, los restantes son iguales.
4. Cosas que coinciden con otra cosa son iguales entre si.

5. El total es mayor que la parte.

Gran parte del desarrollo matematico de los siglos xv1 y xvir basaba sus soluciones en la aplicacién de la
geometria euclidiana. Es importante hacer notar también que los matematicos consideraban tinicamente
validas las pruebas que se podian realizar mediante una regla sin graduar y compds. Sin embargo en ese
mismo periodo Descartes habra de publicar un libro que cambiaréa tanto a la filosofia como a las matematicas
y las ciencias empiricas, en especial a la fisica, La Géométrie. Este libro es producto de 20 afios de investigacion
por parte del fil6sofo francés (Bos 2001, Pag. 381) que incluia un capitulo introductorio llamado Le Discours
de la méthode'”) en donde expone su forma de trabajar tanto para la filosofia como para las mateméticas.
El libro de La Géométrie es para las matemaéticas el inicio de la geometria analitica que posteriormente dara
inicio al calculo tanto de Newton como de Leibniz. Después del trabajo de Descartes, el dlgebra se consolida
como parte de la matematica. Para la filosofia el Discours muestra el proceder del filésofo para resolver
diversos problemas filos6ficos a los que se enfrenta. Probablemente es junto al texto de las Meditationes de
prima philosophia"") uno de los textos més estudiados del pensador francés. La historia de la ciencia también

ha tenido especial interés por el Discours ya que lo considera como el origen del método cientifico.

1.3.1. La geometria antes de Descartes

Como se ha mencionado, la geometria es parte del quehacer matematico y fuente de exactitud (Bos 2001, Pag.
3). De acuerdo al historiador Bos una posible interpretacién de la exactitud para esa época es que “proveia de
un canon aceptable de procedimientos a la practica de resolucién de problemas” (Bos 2001, Pag. 5), en este
caso utilizar la geometria y restringirse a las figuras basicas permitidas. Los matematicos modernos querian
saber cudndo una entidad matemaética era conocida o dada. Se puede considerar que:

las figuras geométricas eran “conocidas” o “dadas” si podian construirse a partir de elementos que se consi-

deraron dados desde el principio; de manera similar, un problema se consider6 resuelto si la configuracién
requerida se construy6 geométricamente (Bos 2001, Pag.3)

Una dificultad que enfrentaron los matematicos modernos, al igual que los matemaéticos antiguos, es ponerse
de acuerdo sobre qué significa construir y qué medios son los adecuados para realizar dicha construccién.
Asi surge la pregunta ;qué medios o figuras se pueden utilizar para resolver y construir las soluciones
matematicas? La respuesta mas obvia es el punto, la linea y el circulo utilizando la geometria euclidiana. Sin

embargo desde la antigiiedad se sabe que muchos problemas quedan sin resolverse utilizando tinicamente

19Originalmente el libro de Descartes inclufa como apéndices, o ejemplos de aplicacién del Método, los textos de La Dioptrique, Les
Meétéores y La Géométrie.

El titulo original es Meditationes de prima philosophia, in qua Dei existentia et anime immortalitas demonstrantur, Meditaciones metafisicas
en las que se demuestran la existencia de Dios y la inmortalidad del alma.
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los elementos anteriores (Bos 2001, Pag. 4). Asi los tres problemas clasicos de la geometria: la duplicacién del
cubo, la triseccién del angulo y la cuadratura del circulo, ademds de muchos otros, quedaban sin resolverse

de manera exacta.

Esto derivo en tratar de entender qué significa construir. Los matematicos en los siglos xv1 y xvi1 parecen
estar de acuerdo en que una construccién adecuada utiliza la geometria euclidiana y considera como sus
objetos al punto, la linea (recta) y el circulo (Bos 2001, Pag. 4). La utilizacién de otros medios serd parte de la
discusién de los matematicos para entender a qué se refiere que un objeto sea construido [geométricamente] y

por lo tanto exacto.

Es importante tener en cuenta que tanto los matemdticos antiguos, como los de la modernidad, conocian
la respuesta, mas no la solucién, a los problemas irresolubles por la geometria euclidiana, anteriormente
mencionados(?). Arquimedes trabaj6 tanto los problemas clasicos de la geometria, como otros. Su respuesta
utiliza, ademds de lo elementos basicos de la geometria, figuras o lineas especiales para solucionarlo!'?). Asf
los matematicos se encontraron con un dilema. Por un lado si aceptaban otras figuras geométricas, se podian
resolver muchos problemas matematicos de la geometria, a costa de redefinir que son la exactitud y practica
matematica. Por otro lado, si continuaban con la practica y exactitud aceptada hasta entonces, los problemas

clasicos continuarian irresolubles desde el punto de vista de la geometria euclidiana.

Esta problemadtica aument6 con la publicacién de la traduccién al latin de los trabajos de Pappus en el afio
1588 (Bos 2001, Pag. 37). Se calcula que los libros de Pappus se escribieron en algiin momento del siglo 1v
A.C., contenian diferentes tépicos desde astronomia hasta geometria clasica'*) (Cuomo ef al. 2000, Pag. 2,5).
La primera publicacién de los trabajos de Pappus se realiza a partir del trabajo de Federico Commandino
(Cuomo et al. 2000, Pag. 7); existian 8 libros hechos por Pappus de los cuales se ha perdido el primero,
la primera parte del libro segundo y la dltima parte del libro octavo (Jones 1986, §2.1) (Sefrin-Weis 2010,
§1.2). El trabajo realizado por Pappus permiti6 a los matematicos de la época reconocer, definir y entender
de manera comun los problemas geométricos (Bos 2001, Pag. 37). Una de las aportaciones de Pappus fue
utilizar curvas'® cénicas!'®) como método de solucién de problemas geométricos que no se podian resolver
utilizando tnicamente la linea y el circulo. Sin embargo las curvas cénicas no pertenecian a la practica
matematica aceptada, como lo eran la linea y el circulo. A partir de entonces se volvié necesario discutir

acerca de qué elementos son necesarios para construir una solucién a un problema geométrico. Bos comenta:

12Aqui se entenderd como respuesta a una construccién matematica que resuelve el problema pero que no es aceptada por los
matematicos. Solucién serd aquella respuesta que cuenta con una prueba matematica y es aceptada por los matematicos. Ejemplo de
respuesta es la cuadratura del circulo, los mateméticos podian cuadrar los circulos pero no estaban de acuerdo si era una solucién. Una
solucion es la proposicién I del libro I de Euclides, que cuenta con método de construccién, prueba y era aceptada por los matematicos.

13Utilizaba cénicas y la espiral de Arquimedes (Bos 2001, Pag. 71,86).

4 Aunque los autores no lo explican, la geometria cldsica probablemente se refiere a los problemas que surgieron en la matematica
griega antigua como la duplicacién del cubo, la triseccién del dngulo, entre otros; ademds de los problemas que se podian resolver con
geometria euclidiana.

15Una curva es cualquier linea continua, las lineas rectas son curvas sin curvatura.

16Una curva o seccién cénica es una linea generada por la interseccién de un cono con un plano, més adelante se vera este concepto
a profundidad.
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Después de 1590, y en gran medida por el texto de Pappus, la resolucion geométrica de problemas se
convirtié en un subcampo de la geometria reconocible y bien definido con una comprensién compartida
de sus primeros objetivos y métodos principales. Y, aunque al principio no hubo una opinién comtin sobre
la legitimidad de los medios de construccién mas alld de lineas rectas y circulos, las discusiones sobre este
tema fueron mucho mas claras y objetivas de lo que habian sido antes. Tres temas fueron de particular
importancia en este proceso de clarificacién: la clasificacién de problemas de Pappus, el uso de curvas
[conicas] en construcciones y construcciones a partir del neusis. (Bos 2001, Pag. 37)

La clasificacién de Pappus de los problemas geométricos
Pappus clasifica de tres formas los problemas geométricos:

1. Problemas planos: aquellos que se pueden resolver con las figuras geométricas basicas.
2. Problemas sélidos: aquellos que se responden utilizando un sélido ideal que intersecta un plano‘'”).

3. Problemas de lineas o lineares: aquellos que necesitan una linea especial para encontrar la respuesta.

Los problemas sélidos en geometria se pueden responder mediante las secciones cénicas. Otra forma de
responder los problemas sélidos es mediante el uso de un instrumento especial llamado neusis. El dispositivo
nesusis consiste en una o mas reglas graduadas que permiten encontrar un punto entre dos curvas llamadas
directriz y captriz, dado un punto llamado polo, y una distancia dada o determinada. Un extremo del neusis
debe seguir a la directriz girando alrededor del polo y cuando la distancia dada intersecte a la captriz se ha
encontrado el punto buscado. Dado que este procedimiento solo se utilizé en la época Moderna no encontré
ejemplos de su uso. Esto se debe a dos factores, falta de tiempo y algunas limitaciones de mi formacién
profesional. Una imagen del neusis se puede encontrar en las figuras 1.5a y en 1.5b. Los problemas de lineas
o lineares son aquellos que necesitan una linea generada especialmente para poder resolverse. Se consideraba

que esta linea era mecdnica debido a que necesitaba movimiento para su realizacién %),

La clasificacién de Pappus''?) permitia catalogar a los distintos problemas y en cierta medida ordenarlos por
dificultad y validez de las construcciones. Los problemas planos eran los aceptados dentro de la practica
matemadtica de la época y los problemas de lineas o lineares eran los mas cuestionados. Esto se debe a que las
figuras geométricas que se consideraban parte de la matematica sélo eran la linea y el circulo, y sus medios
mecénicos, la regla no graduada y el compds. Al utilizar otro tipo de figuras geométricas, como las conicas o
las curvas mecdanicas los matemaéticos tenian duda de si se podian considerar tanto a las cénicas como a las

curvas mecanicas como matematicas.

17Un sélido ideal no necesariamente es un sélido platénico, como se vera mas adelante, las c6nicas son la interseccién de un plano
con un cono ideal. Sin embargo el cono no se cuenta como un sélido platénico

181 a discusién sobre si se debian aceptar los métodos de construccién propuestos por Pappus se centr en los problemas sélidos. Los
métodos para resolucién de problemas lineales no se aceptaron hasta tiempo después. Descartes también dird que las lineas especiales
no son geométricas y las clasificard como mecanicas. Tema que se vera en la seccién siguiente.

19En (Meskens y Tytgat 2017, Cap. 1 §2) se comenta que esta clasificacién corresponde a la jerarquia de Platén sobre la abstraccién de
las figuras geométricas, siendo los problemas planos los mas abstractos.
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Las secciones cénicas

Uno de los métodos de resolucion de problemas en Pappus es utilizar las llamadas curvas o secciones cénicas
o simplemente cénicas. Una cénica es el resultado de intersectar un plano con un cono ideal. Dado que el
cono se considera un sélido, los problemas que se resolvian mediante cénicas se llamaron problemas sélidos.

Existen 3 c6nicas basicas: la elipse, la pardbola y la hipérbola®”).

(a) Elipse (b) Pardbola (c) Hipérbola

Figura 1.2: Cénicas

Dentro de los problemas que no se podian resolver mediante linea y circulo®") est4 el problema de la
proporcionalidad dados dos segmentos. El problema es el siguiente: Dados dos segmentos de recta a,b con
a > b encuentre otros dos segmentos x, y que cumplan con la siguiente propiedad a : x = y : b. Para resolverlo
Menaechmus*?) utiliza la parébola y la hipérbola. Se construye la parabola con latus rectum a; y la hipérbola
debe ser equilatera y pasar por un rectingulo tomando como la base a a y la altura como b. El punto donde

se intersectan las cénicas nos da los segmentos de recta que buscamos*).

Otros instrumentos de construccién

Se considera que la geometria es la ciencia de la regla y el compds®®. Pero al descubrirse problemas que no
pueden resolverse tinicamente con linea y circulo se crearon otros instrumentos que permitieran dibujar

otras curvas, entre ellas las cénicas (Meskens y Tytgat 2017, Cap. 2 §4).

20E1 circulo también puede considerarse como una seccién cénica si el plano corta perpendicularmente al eje del cono.

210 como comtinmente se dice mediante regla y compés.

2ZMenaechmus, también conocido como Menecmo, fue un matematico griego discipulo de Eudoxo fundador de la astronomia griega.
A Menaechmus se le considera como el matematico que defini6 las secciones cénicas como la interseccién entre un cono y un plano.
Posteriormente Apolonio les dio el nombre por el cual las conocemos hoy en dia (Torretti 2014).

ZParte de este trabajo de investigacion es verificar la informacién de la fuente de la que se habla. Este ejemplo de uso de cénicas
para resolver la proporcionalidad mean proportion esta en el capitulo 2 del libro de Bos (Bos 2001, Pdg. 38-39). Sin embargo encontré
un error dados los datos proporcionados por el mismo autor. En la nota 7 hay una discrepancia entre los datos proporcionados por la
nota y la figura ilustrativa del problema. Existen dos soluciones dadas por Menaechmus la primera utiliza una parabola horizontal y
una hipérbola equilatera positiva, en geometria analitica. La segunda solucién es la interseccién de las pardbolas vertical y horizontal
con latus rectum a y b respectivamente. Para el ejemplo mostrado en la figura se utilizé una parabola horizontal y? = ax? donde a es el

primer segmento dado y latus rectum de la pardbola; y una hipérbola equilatera positiva y = k_ab

¥ = - donde b es el otro segmento dado

(McKinney a) (McKinney b) (Sangaku 2018-04-27). Esta solucién se puede consultar también en el trabajo de Arquimedes Sobre la esfera
y el cilindro con comentarios de Eutocio (Arquimedes 2004, Pag. 297-298).

24Existe un debate acerca de si se debe considerar a los medios como mateméticos o solo a las propiedades de los elementos que

representan, en este texto se toma la segunda postura.
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Figura 1.3: Solucién de Menaechmus a la proporcionalidad

Figura 1.4: Instrumentos para realizar cénicas y raices ctbicas.

El hecho de que se necesitara mds instrumental para crear estas curvas llevé a cuestionar si se debia permitir
el uso de los instrumentos en la practica matemaética o no. Entre méas complejo era el instrumental que se
necesitaba para dibujar o construir una curva, se lleg6 a considerar que estaba méas alejado de la practica
matematica. Es por esto que la espiral, cisoide o cuadratriz se mantuvieron en el estatus de figuras mecénicas

al menos hasta después de la publicacién del trabajo de Descartes (cf. (Bos 2001, Cap. 29 §4)).

De entre los instrumentos més aceptados para responder un problema se encontraba el neusis (Meskens y
Tytgat 2017, Cap. 2 §5), que permite establecer una distancia y girarla con respecto a un punto. Tanto Pappus
como Viete utilizan el neusis para resolver distintos problemas geométricos mas all4 de la linea y el circulo

(Bos 2001, Cap. 3) (Bos 2001, Cap. 10).
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I (directriz) -~ -

-

m (captrix)
K’

m

S’

a (given length)

(b) Otro tipo de neusis

Figura 1.5: El neusis

Las lineas mecdnicas

Para resolver los problemas lineares o de linea se necesitan crear lineas especiales a fin de encontrar la
respuesta a un problema geométrico. Hoy en dia las matematicas consideran a estas lineas como parte de

las matemaéticas. En aquel momento se rechazaban por las siguientes razones:

1. Se necesitaba un mecanismo o procedimiento especial para ser generadas.

2. Conceptualmente combinaban dos tipos de movimiento, en especial uno rectilineo y otro circular®®.

Las lineas mecénicas se utilizaban para cuadrar el circulo, en especial la cuadratriz*® (Bos 2001, Pag. 42).

Los métodos aproximativos

Ademas de los métodos anteriormente vistos para la construccién de curvas consideradas mecdnicas existian
una serie de métodos que describian parcialmente una curva, los cuales se les puede denominar como
métodos aproximativos. Estos son una serie de técnicas de construccién de una curva o la obtencién de una
propiedad matematica que se da a partir de otras curvas o propiedades que no la describen, construyen o

dibujan completa y/o continuamente. Para la época se conocen al menos dos métodos aproximativos: los

BTanto Pappus como Descartes argumentan en contra de las curvas que necesitan movimiento para definirse (Pappus 1982, Libro
IV Proposiciones 31 y 33) (Bos 2001, Cap. 24 §2) (Descartes 1637, Pag. 317-319)

26La cuadratriz es una curva considerada en la época Moderna como mecanica, ya que dicha curva se obtiene mediante la interseccién
de uno de los extremos de un dngulo rectdngulo, con una paralela del otro extremo del d4ngulo; la curva completa se obtiene girando
el extremo que intersecta a la paralela del otro extremo y moviendo la paralela hasta que ambas rectas se unan al extremo opuesto del
angulo, que no se mueve. Una construccién de la cuadratriz se puede observar en la figura 1.6a y en la figura 1.7.
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O D A

(a) Cuadratriz (b) Espiral de Arquimedes

Figura 1.6: Las curvas mecanicas (Bos 2001, Pag. 40-43)

métodos de construccion a partir de puntos y los métodos de comprensiéon que incluyen a la inscripcién y
circunscripcién de poligonos. Los métodos aproximativos no se aceptaban como genuinamente geométricos

pero ofrecian una ayuda préctica (Bos 2001, P4g. 6)*).

El método de construccién a partir de puntos

El método de construccién a partir de puntos se aplica a la construccién de curvas. El método consiste en
encontrar una serie de puntos que forman una figura geométrica dada y después trazar la curva deseada. El
método se asemeja al juego de unir puntos. Existe un problema, no hay seguridad de que entre un punto y
otro la curva que estamos construyendo, siga la ruta que estamos estableciendo. Este método era conocido
para la época y en algtin momento Clavius describié su funcionamiento y lo defendi6 (Euclides 1654, Pag.
648) (Bos 2001, Cap. 9). Clavius traza la cuadratiz al dividir una linea vertical en partes iguales y dividir
un angulo recto, un cuarto de circulo, en las mismas divisiones. Los puntos de la cuadratriz se obtienen
cuando la perpendicular de las divisiones se intersecta con las bisecciones del dngulo recto. Tiempo después
considerd que no era posible conciliar las construcciones de puntos con la geometria (Bos 2001, Pag. 164)

(Clavius 1606, Pag. 320-323)%%).

27Su uso parece ser heuristico, ya que tanto las curvas como el método de comprensién son solo probables. En el caso de las curvas no
se tiene seguridad que entre los puntos obtenidos exista otro punto que no sea representado. Con el método de compresién obtenemos
las propiedades de un objeto, pero solo como una desigualdad. A la heuristica se le ha cuestionado que genere conocimiento verdadero,
what ever that means.

2El trabajo de (Euclides 1654) es una copia comentada por Clavius sobre el trabajo de Euclides. Una préctica comun por parte de
los matematicos en la Grecia antigua y en la época Moderna era comentar un trabajo matemaético previo; algunas veces ademas de los
comentarios se traducia un trabajo. Las copias comentadas a veces se ponen como doble autoria, pero considero que esto es incorrecto.
Aqui se dejaréa el autor original y en el titulo o en una nota se incluird el comentarista. El trabajo de (Euclides 1654) parece ser anterior al
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Figura 1.7: Construccién de una cuadratriz

El método de inscripcién, circunscripcién y exhaucién

El método de inscripcién, circunscripcién y exhaucion sirve para encontrar una propiedad geométrica como
el drea o una razén de proporcién o constante. Este método consiste en utilizar poligonos regulares de los
cuales ya sabemos los datos que queremos saber y aplicarlos a una figura geométrica de la cual desconocemos

las propiedades que queremos saber. La forma en que utilizan los poligonos es la siguiente:

= Método de inscripcién: Consiste en construir el poligono regular mas grande posible sin que este sea
mas grande que la figura geométrica de la cual queremos determinar sus propiedades. Este método

permite establecer una relacién de desigualdad: propiedad desconocida > propiedad conocida.

= Método de circunscripcién: Consiste en construir el poligono regular més pequefio posible sin que este
sea mas pequeio que la figura geométrica de la cual queremos determinar sus propiedades. Permite

establecer la siguiente desigualdad: propiedad conocida > propiedad desconocida.

» Método de exhaucién: Es la combinacién de los dos anteriores. Establece que propiedad conocida; >

propiedad desconocida > propiedad conocida, ).

Estos métodos se usaron para determinar las propiedades del circulo, en especial el drea y el valor de n

de (Clavius 1606). Sobre la cuadratriz en (Euclides 1654, Pag. 648) habla sobre la maravillosa naturaleza de la linea cuadratriz. En (Clavius
1606, Pag. 320-323) ya nada més menciona el nombre de la cuadratriz para hablar del mismo tema.

29E] método de inscripcién a veces se llama método de agotamiento; al método de circunscripcién se le llama también método de
comprension. Robles utiliza el término comprension para referirse a la exhaucién (Robles 1993).
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(Meskens y Tytgat 2017, Cap. 6 §6) (Robles 1993). Para lograr una mayor precision se puede variar tanto el
nimero de lados de los poligonos como el tamario de los mismos. En el caso del circulo, Arquimedes hizo

una variacién en el ntimero de lados (Meskens y Tytgat 2017, Cap. 6 §6) (Robles 1993).

A partir del estudio del método de exhaucion se logré conocer el drea de figuras geométricas mas alla del
circulo y la linea. Diversos pensadores, como Kepler y Cavalieri establecieron diferentes métodos para el
calculo de areas, basados en los métodos anteriormente descritos, mediante el uso de los infinitesimales y/o

indivisibles®?).

Fermat, Pascal, Roberval entre otros utilizardn tanto el concepto de infinitesimal como el de poligonos
regulares, especificamente el rectingulo para el cdlculo de 4reas de una curva. Ellos pensaban en las areas
como si estuvieran formadas por un ntimero infinito de rectangulos [infinitesimales] cuya suma de areas
daba el drea que se queria conocer. Este método inicia practicamente los célculos de Newton y Leibniz

(Robles 1993, Pag. 237).

1.3.2. Situacién general de la geometria

Como se mencioné anteriormente, la geometria era el interés principal de los matematicos de la época.
Sin embargo, como ésta era aplicada, variaba considerablemente, cada autor tenia su propia definicién de
exactitud y debatia con los demaés las bondades de su propio método y las debilidades de los otros métodos.
En la primera seccién de (Bos 2001) se muestran los argumentos y contra-argumentos de los matemaéticos y

sus posturas®!).

Diversos matematicos sostenian que se debian utilizar solo las figuras clasicas de la geometria en cualquier
construccién, como Kepler (Bos 2001, Cap. 11); otros consideraban que se debian incluir algunos instrumen-
tos, como el neusis, e incluir ayuda del 4lgebra para resolver los problemas geométricos, como Viete (Bos
2001, Cap. 10); los que sostenian que las cénicas eran los instrumentos adecuados para resolver los problemas

geométricos clasicos, Pappus argumentara a favor; y aquellos que pensaban que se podian utilizar las lineas

30Una definicién de infinitesimal y/o indivisible es aquella entidad con métrica que es menor a todas las demés pero diferente de
cero. Un problema con este concepto es que los matematicos de la época entendian de manera diferente estos conceptos e incluso
consideraban que eran dos entidades diferentes. Un estudio mas completo puede consultarse en (Jullien 2015a) .

31Especiﬁcamente Bos discute a Clavius, Viete, Kepler, Molther y Fermat. Clavius cambiard de opinién sobre los métodos de
construccién mas alla de la linea y el circulo. Asumira una posicion en que la exactitud y la constructibilidad se dan siguiendo las reglas
de la geometria euclidiana y utilizando tnicamente el circulo y la linea (Bos 2001, Cap. 9 §4). Viete sostendra que las construcciones
de la geometria euclidiana hechas con el circulo y la linea son defectuosas y abogara por la inclusion del uso del neusis mediante un
postulado. Sin embargo Viete no desarrollard un argumento para escoger el uso del neusis sobre el método de las cénicas; ni tampoco
desarrollara su método (Bos 2001, Cap. 10 §5). Kepler se pronunciard en contra de la utilizacién tanto del dlgebra en la geometria,
como de la utilizacién de otras figuras o elementos geométricos mds alld del circulo y la linea. Considera que no hay manera de unir
los problemas planos con los sélidos; para Kepler la autoridad méxima en geometria euclidiana estd en Euclides y Proclo. Molther
argumentard a favor de utilizar el neusis, ya que considera que hay una idealizacién de la prictica, derivada de abstraer los medios de las
figuras geométricas. Asi como una linea y un circulo necesitan movimiento para generarse, pero que en la prictica geométrica esto no
se considera, el uso del neusis, aunque se base en movimiento también se puede abstraer solo al resultado. Sin embargo no desarrolla
mds su argumento (Bos 2001, Pag. 199 y Cap. 12 §5). La idealizacién del movimiento o la practica también fue defendida por Rivault
(Crippa 2014, Pag. 238) y por Snellius (Bos 2001, Pag. 218). Fermat considera que el andlisis, que se verd en la seccién 1.4.4, dlgebra e
infinitesimales, son un tépico separado de la geometria euclidiana (Bos 2001, Cap. 13 §2).
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especiales, como Molther (Bos 2001, Cap. 12)%2).

El debate se centraba en estos puntos:

s ;Qué era una figura geométrica basica? Se discutia si se debian aceptar, ademds de la linea y el circulo,

las secciones cénicas.

» ;Qué método de construccién se considera adecuado para construir una respuesta matemaética y des-
pués considerarla como una solucién matematica? Se discutia que instrumentos se podian utilizar
ademas de la regla sin graduar, y el compas. Los que estaban a favor del uso de otros instrumentos
ademads de la regla y el compds, comentaban que se aceptaba el circulo aun cuando se movia angular-
mente el compds para producir la linea de la circunferencia; por lo cual el movimiento no era pretexto

para descartar un instrumento de construccién de curvas.

» ;Qué entendemos por exactitud en matematicas? Se hablaba de las reglas de construccién que eran

necesarias para determinar si una respuesta era adecuada para ser una solucién®?.

De estos debates surgi6 el trabajo de Descartes que marcard la practica matematica durante mucho tiempo.

1.3.3. La Géométrie de Descartes

El trabajo de Descartes fue publicado en 1637 e impacté a la practica matematica de la época al mismo tiempo
que a la filosoffa®*). Este trabajo permiti6 incluir nuevas figuras geométricas como las cénicas a la practica

matematica, y que se considerara al dlgebra como una teoria o rama matematica por si misma.

De acuerdo a Bos, el éxito de Descartes sobre otros trabajos parecidos®”; es que él parte desde un lugar
muy diferente de sus contemporaneos, desde el principio tiene una postura filoséfica clara que le permite
estudiar a las matemaéticas y a las ciencias de manera sistematica. Considera que su trabajo en La Géométrie

es una nueva ciencia y que ésta se caracteriza por utilizar la minima expresién posible en un problema

32Bos comenta que Molther tuvo muy poco impacto en matematicas, sin embargo al parecer Mersenne lo conocia (Bos 2001, Cap. 12
Nota 17). Es posible que Descartes lo conociera ya que Mersenne y Descartes tuvieron un intenso intercambio epistolar cuyo resultado
puede verse a lo largo de la seccion I de (Bos 2001).

3 A los matematicos en esa época les interesaba mas la construccién que las pruebas matematicas tal y como las conocemos hoy
en dfa. Un ejemplo de que los matemaéticos estaban mas interesados en los resultados es el llamado iiltimo teorema de Fermat, del cual
Fermat solo anot6 el resultado, mas no la prueba de éste.

34Los trabajos de Descartes en filosofia se consideran un antecedente necesario para estudiar y practicar filosofia, tanto su variante
analitica, como en otras tradiciones como la continental.

%Vigte y Fermat trabajaron el dlgebra. Viéte utiliza el dlgebra como herramienta de anélisis en la geometria (Bos 2001, Pég. 180) (cf.
secciones 1.4.3 y 1.4.4). Fermat ademads trabajé los problemas de Pappus y tenian propuestas similares a las de Descartes (Bos 2001,
Cap. 10y 13).
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matemético®® ) (Bos 2001, Cap. 15 §3)©®) (Bos 2001, Cap. 18)*”) (Bos 2001, Cap. 28 §2)*".
Con el libro de La Géomeétrie Descartes logra lo siguiente:
» Clarificar el objetivo general de la resolucién de problemas mediante la unificacién, ordenacién y
extension de los procedimientos de construccién de respuestas mas alla de las lineas y circulos (Bos

2001, Cap. 28 §2) y dandoles la posibilidad de convertirlos en soluciones aceptables por la practica

matematica.

» Entender la relaciones entre los problemas geométricos, las ecuaciones y las construcciones, para

establecer procedimientos en el anélisis algebraico!*!) (Bos 2001, Cap. 28 §2).
» Establecer una nueva interpretacién de lo que significaba construccion exacta (Bos 2001, Cap. 28 §2).
» Crear un sistema geométrico de resolucién de ecuaciones (Bos 2001, Cap. 26).

» Generalizar la solucién al problema de Pappus. El problema de Pappus es identificar una curva de
modo que todos los puntos de la curva satisfagan una relacién especifica con un niimero de lineas y

angulos dados (cf. (Bos 2001, Cap. 23)).

= Encontrar que los locus, plural loci, o lugares geométricos en Pappus eran ecuaciones algebraicas*?) y

que se podian describir mediante movimientos aceptables en geometria*>) (Bos 2001, Cap. 28 §3).

» Encontrar que el problema de encontrar el lugar geométrico, locus o loci dado por tres o cuatro lineas

se podia resolver mediante cénicas (Bos 2001, Cap. 23) (Descartes 1637, La Géométrie, Livre Second).

3% Esto se puede ver en especial en la regla veintiuno en Régles pour la direction de I'esprit y en la parte dos del Discours de la méthode.

%Considero que es una interpretacién posible ya que Descartes es un gran filosofo. Si bien se puede argumentar que el talento
filoséfico de Descartes no es suficiente para que sus estudios sean una nueva ciencia, hay que recordar que para aquella época ciencia
era aquello que cumplia con el modelo geométrico, o se hacfa a ld Euclides. Descartes puede estar considerando que sus estudios en
geometria y dlgebra estan hechos a ld Euclides.

%Bos comenta: “Las mateméticas de Descartes eran las matematicas de un filésofo. Desde la primera etapa documentada en su
carrera intelectual, las matematicas fueron una fuente de inspiracién y un ejemplo para su filosofia, y, a la inversa, sus preocupaciones
filoséficas influyeron fuertemente en su estilo y programa en matematicas” (Bos 2001, Pag. 228).

%Bos analiza el trabajo hecho en Régles, el siguiente texto es de la seccién 2: Las siguientes reglas (16-21) describen en términos
generales la técnica de traducir un problema en una ecuacién. Descartes explicéd los pasos sucesivos de este proceso: usar simbolos
cortos para denotar los elementos de un problema que deben tenerse en cuenta (16); ignorar si los términos son conocidos o desconocidos
y encontrar sus interrelaciones (17); usar las cuatro operaciones de suma, resta, multiplicacion y division al anotar estas interrelaciones
como ecuaciones (18); buscar ecuaciones, tantas como palabras desconocidas (19); aplicar (20) un procedimiento adicional (Descartes
sefialé que explicaria este procedimiento més adelante, pero la versién existente de las Reglas no contiene tal explicacion, lo mas
probable es que preveia un método para probar si la ecuacién era reducible); reduzca las ecuaciones a una sola del grado mas bajo
posible (regla 21) ... Y aqui las Reglas se rompen. La secuela que uno esperaria, es decir, las reglas para derivar la solucién del problema
a partir de la ecuacioén a la que se lleg6 en la Regla 21, estan ausentes.

40Cita de Bos:“En la geometria, Descartes propuso el siguiente canon de construccién [...]: las construcciones deberian realizarse
mediante las curvas geométricas mas simples posibles. Para ser aceptable, las curvas tenian que ser algebraicas; la simplicidad se midié
por el grado. Las construcciones estindar de Descartes mostraron cémo, en principio, las construcciones adecuadas podian lograrse
para cualquier problema, es decir, para cualquier ecuaciéon con una variable desconocida” (Bos 2001, Cap. 28 §2).

“1Para entender qué es el andlisis algebraico cf. seccién 1.4.4.

42Los coeficientes de la ecuacién son enteros.

43Recuérdese que parte importante de la discusion anterior a Descartes fue qué instrumentos se podian utilizar para dibujar figuras
geométricas basicas. El circulo es una curva que tiene movimiento angular pero que aun asi es aceptable. Después del trabajo de la
geometria, toda curva algebraica es aceptable, aun cuando se aplique el concepto de movimiento a dicha ecuacién.
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= Establecer las bases de los sistemas coordenados modernos*?). Descartes entré en contacto con los
problemas de Pappus mediante un intercambio epistolar con Golius (Bos 2001, Cap. 19 §1) (Domski
2017, §3). Golius le envi6 el primer problema que consiste encontrar la relacién solo con dos lineas
que se intersectan que no sean co-lineales, y un par de dngulos. A partir de este problema se puede
encontrar una relacion tal que se pueden describir varias curvas. A las lineas dadas se les llama ejes
coordenados y a la generalizacién de las lineas se le llamaré sistema coordenado*?). El sistema de
coordenadas serd parte importante del desarrollo y conceptualizacién del célculo, tanto del calculo de

Newton, como el de Leibniz.

El libro de La Géométrie es uno de los libros més importantes dentro de las matemaéticas, resume parte del
conocimiento de las practicas matematicas de la Grecia antigua y sienta las bases de la practica matematica

como la conocemos hoy en dia.

1.3.4. Los limites de La Géométrie

Si bien La Géométrie estableci6 la relacién entre diversas curvas y su lugar en la geometria, no todas las
curvas fueron aceptadas como verdaderamente geomeétricas, tanto por Descartes como por sus lectores. Toda
curva no-algebraica fue considerada como fuera de la matematica. Esto incluye a las curvas trascendentes,
trigonométricas, logaritmicas y exponenciales entre otras. Asi quedan fuera la espiral o la cuadratriz, entre

otras curvas.

Las curvas que no se aceptaron se clasificaron como mecénicas y se consideraba que tenian al menos dos
movimientos y que no era posible encontrar una ecuacién o relacién posible que pudiera dar cuenta de sus

puntos (Bos 2001, Cap. 29 §2-5).

Una de las consecuencias de este pensamiento es que existié6 un grupo de los llamados constructores de
ecuaciones (Bos 2001, Cap. 29 §3). Se trata de diversos autores que seguian una metodologia que servia para
encontrar dos curvas algebraicas, dadas ciertas condiciones como un punto de interseccién. Los constructores
de curvas en vez de asumir la metodologia de Descartes, quien utilizaba los circulos como una posible
solucioén, preferian asumir que las curvas tenian el mismo grado o casi el mismo grado. Bos considera que
después de la publicacién de La Géométrie la construccion de curvas tuvo una fuerte influencia de los trabajos
de Viéte y su metodologia. Un representante importante de este movimiento es Newton, quien desde mi

(46

perspectiva utiliza el analisis de Viete*); pero con la notacién y metodologias cartesianas para trabajar, tema

que se verd en el siguiente capitulo.

44Los sistemas coordenados se conocian al menos desde Apolonio, sin embargo el trabajo de Descartes permitié relacionar ecuaciones
con curvas (Grant y Kleiner 2015).

45Los ejes coordenados pueden estar en cualquier angulo. Al sistema de ejes coordenados ortogonales, es decir perpendiculares, se
les conoce como sistemas coordenados cartesianos.

6Para saber qué es el analisis de Viéte cf. secciones 1.4.3 y 1.4.4.
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Hay que aclarar que aun cuando Descartes utiliza el dlgebra para su sistema, el énfasis cartesiano se da en la
geometria. Las soluciones a los problemas presentados en La Géométrie se presentan de manera geométrica

y durante afios continuard ain como la practica matematica mas importante.

Finalmente el trabajo de Descartes sentard las bases de lo que Bos llama la desgeometrizacion de las matematicas
y los propios matemaéticos exploraran las curvas més alla de las curvas algebraicas. La desgeometrizacion de
las matematicas se refiera al hecho de que las pruebas dejan de realizarse con geometria euclidiana y se utiliza
la investigacién en dlgebra posterior a Descartes para realizar pruebas matematicas*”). Esto desembocara en

la matemaética que conocemos hoy.

1.4. El dlgebra

El 4lgebra es una rama matematica que permite la generalizacién de distintas operaciones dadas ciertas
reglas. Existen diferentes tipos de algebra que dan distintas teorias matemaéticas. Para la época Moderna se
trataba de una generalizacion de la aritmética que permitia el cdlculo de ciertas cantidades desconocidas. El
algebra desarrollada en el Renacimiento y la edad Moderna, puede considerarse como el antecedente del

algebra que se estudia actualmente en la educacién media.

Las operaciones matematicas que ahora se conocen con el nombre de dlgebra se estudiaron al menos desde
la época de Mesopotamia y los egipcios (Alten ef al. 2013, Cap. 1), si no es que antes. Los griegos también
conocfan las operaciones algebraicas pero en un principio se realizaban mediante la geometria (Turchin 1977,
Pag. 186-188). El libro de Diofanto y sus ecuaciones diofantinas pueden considerarse un primer inicio del

algebra formal para algunos historiadores de las matematicas (Alten et al. 2013, Cap. 2 §6).

Generalmente se considera que el trabajo de Al-Juarismi*®), conocido como Compendio de célculo por complecion
y comparacién, es uno de los primeros trabajos en &lgebral*”) que utiliza el lenguaje como herramienta
matematica, en vez de las figuras geométricas. Para mostrar cémo se podia calcular una ecuacién Al-Juarismi

utilizaba el lenguaje, indicando como cuadrados y raices, los términos actuales de x* y x.

“La mitad de un cuadrado y cinco raices son igual a veintiocho dirhems”[. . . ] Su primer procedimiento debe
ser completar el cuadrado, para que su cantidad sea un solo cuadrado. Esto se hace doblando las cantidades.
Entonces doble [el cuadrado], también lo que se afiade y a lo que es igual. Ahora tiene un cuadrado y diez
raices igual a cincuenta y seis dithems. Ahora divida las raices, la mitad es cinco. Multiplique esto por si
mismo, el producto es veinticinco. Afiada esto a cincuenta y seis, la suma es ochenta y uno. Extraiga la raiz
de esto, es nueve. Substraiga de esto la mitad de las raices, que es cinco; el resto es cuatro. Esta es la raiz que
buscabas, el cuadrado es dieciséis y la mitad es ocho. (Khuwarizmi 1831, P4g. 10)

4 Considere por ejemplo el teorema de Pitdgoras. Antes de la desgeometrizacién de las matematicas se consideraba al teorema de
Pitagoras como la relacién entre areas a partir de los lados del tridngulo. Actualmente consideramos que es una ecuacién que nos da la
relacién entre los lados de un triangulo rectangulo.

48También conocido c6mo Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi o Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al-Jwarizmi.

49Como extensién de la aritmética.
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a b
q b
a at ab C
b ab b’
(a) El binémio (a + b)* = a® + 2ab + b? (b) Teorema de Pitagoras: a* + b* = ¢*

Figura 1.8: Operaciones algebraicas mediante geometria

El ejemplo en notacién moderna es el siguiente:

2

%+5x:28
[x;+5x]:[28]*2
x* +10x = 56

x=V25+56=81-5
x=9-5

x=4

El trabajo de Al-Juarismi se dedicé a la ensefianza del dlgebra aplicada, generalmente al comercio, utilizando
el sistema posicional de numeracién decimal creado por los hindtes y estudiado ampliamente por los arabes,
lo que daria forma al sistema actual de numeracién utilizado para la aritmética, conocido como el sistema

indo-arabigo.
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A partir del trabajo desarrollado por los arabes, el dlgebra se considerard como una conocimiento técnico
de los mercaderes, lo que posteriormente impedira su uso como una herramienta matematica. Actualmente
consideramos que estas aplicaciones al comercio son un antecedente directo del dlgebra y de una practica
matematica reconocida, para la época esto estd muy lejos de considerarse como una préctica matematica

aceptable®”).

1.4.1. El adlgebra antes de La Géométrie

El inicio del dlgebra en Europa renacentista se da basicamente por la publicacién del libro Liber Abaci de
Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci en el afio 1202. Este escrito estd basado en los textos
aritméticos y algebraicos de los drabes. Incluia la informacién basica del sistema de numeracién indo-
ardbigo y algunos problemas aritméticos y algebraicos relacionados con el comercio, asi como algunas

reglas de manipulacién algebraica (Alten ef al. 2013, P. 215) (Katz 2017, 342).

Las nueve figuras indias son:

9,8,7,6,54,3,2,1.

Con estas nueve figuras y con el signo 0 que los arabes llaman “zephir” cualquier niimero es escritol. . . ]
Un ntimero es una suma de unidades, o una coleccién de unidades, y por la adicién de ellas los ntimeros

incrementan por pasos sin parar. Primero, se componen las unidades que van del 1 al diez. Segundo, se
componen las decenas que van del once al cien]. . . ]

(Pisano 2012, Pag. 17 (P4g. 2 de la edicién original))
Fue principalmente el comercio lo que permiti6 al dlgebra y la aritmética indo-ardbica evolucionar en Europa.
Los mercaderes se interesardn por tener mejores sistemas que les permitan realizar calculos aritméticos
complicados; y les permitan resolver problemas relacionados con el comercio, como el calculo de ganancias,

el cobro de mercancias, entre otras cosas (Katz 2017, Pag.342).

Un ejemplo de esto lo tenemos en el Liber Abaci, el cual para ensefiar la regla de tres simple y compuesta

utiliza ejemplos de comercio.

Cien rollos son vendidos en XL libras, y es buscado cudnto valen 5 rollos; los tres niimeros conocidos
se ponen en las posiciones [...], dos de los cuales son de la misma clase, a saber los 100 y los 5 rollos.
Verdaderamente el otro [ndmero], a saber 40, es de otra clase, a saber el precio y es el precio de los dichos
100 rollos, entonces [. .. ] los 100 rollos y las 40 libras se escriben en una linea, claramente escribiendo 100
después [de las 40 libras]; seguidamente se escriben los 5 rollos debajo de los 100 rollos [...] multiplique
los nimeros diagonalmente opuestos, a saber 5 por el 40, habra 200 eso se divide por el 100, el cociente es 2
libras por el precio de 5 rollos.

(Pisano 2012, Pag. 128-129 (Pag. 84-85 de la edicién original))

0La razén por la cual no se considerard al 4lgebra como aceptable se vera en la seccién 1.4.4. Por otro lado se considera que el
trabajo de Al-Juarismi es un antecedente del dlgebra por que tiene similitudes con el trabajo de Fibonacci quien es considerado el primer
estudioso del dlgebra en el continente europeo.
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Libras Rollos
40 100
*
*
5

Cuadro 1.1: Regla de tres por Fibonacci

Elinterés por estos problemas hace que existan diversos manuales que van evolucionando cada vez mas hasta
crear tratados algebraicos que ademads de incluir temas vistos por los drabes, crean conocimiento propio. Se
empieza a desarrollar la notacién algebraica, la teoria de ecuaciones, los simbolos aritméticos, las potencias,
entre otras cosas (Katz 2017, Cap. 12 §1.2). Algunos de los algebristas que contribuyeron al establecimiento
del dlgebra en la época Moderna fueron Nicolas Chuquet que fue uno de los primeros algebristas que utilizé
simbolos para representar algunas operaciones aritméticas como la raiz o la suma y resta (Katz 2017, Cap.
128§2.1) (Alten ef al. 2013, Cap. 4 §5.1); y Robert Recorde que trabaj6 con los simbolos de + — =°!) y desarroll6
la teoria de las potencias (Katz 2017, Cap. 12 §2.2). Chuquet, en su libro Triparty, trabaja la suma vertical,
con la barra horizontal como signo de igual; un simbolo para indicar raices R, especificamente R? para raices
cuadradas (Chuquet 1881, Pag. 103); ademds de introducir el concepto de ntimero negativo en Europa (Katz

2017, Pag. 391), if.

Uno deberia conocer también que cada una de estas diversidades antes dichas, son nameros simples,
primero, segundo u otros niimeros; o segundas, terceras, cuartas u otras raices; son siempre entendidas
[estas diversidades] como positivas; a menos que expresamente sean notadas con esta palabra, menos.
Como en: 112° m12" mR*12°, etcétera™ ), (Chuquet 1881, Pag. 153) (Flegg, Hay y Moss 1985, 147)

El texto estd dividido en tres partes que tratan sobre los ntimeros, las raices y los primeros términos o las reglas
de los primeros términos (Flegg, Hay y Moss 1985, Pag. 26). Dentro de sus escritos, que parecen ser dedicados
a la ensefianza del dlgebra, también cuenta con un libro de Aritmética Comercial dedicado a los comerciantes

(Flegg, Hay y Moss 1985, Cap. 8) tal como lo era él Liber Abaci.

70830
60730
30520

162080
Figura 1.9: Ejemplo de suma (Chuquet 1881, Pag. 42).

Al mismo tiempo que el dlgebra se desarrollaba, la notacién fue cambiando. Los simbolos de adicién + y

5110s simbolos de + y — ya se habian introducido.

528e introduce a continuacién el texto original: “Lon doit aussi scauoir que vne chascune des differances dessusdictes soient nombres simples
pmiers secondz ou aults ou racine seconde tierce quarte ou aults sont tousiours entendues estre plus si non quelles soient expssement notees de
ceste diction. moins. come.” El francés utilizado no es exactamente igual al francés contemporaneo, para méas informacién véase la §IV
(Chuquet 1881, §IV (Pag. 32-36)).

53Cita original “One should also know that each one of the diversities aforesaid, be they simple, first, second or other numbers, or second, third,
fourth or other roots, are always understood to be plus unless they be expressly marked with this apellation minus, as ”
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substraccion - fueron introducidos por Johannes Widmann (Mazur 2014, Pag. 82). Tiempo después Simon
Stevin también utiliza los operadores + y — en su libro de aritmética Le primer livre D’Arithmetique (Stevin
1634, Pag. 11)°Y). Stevin también desarrollé una forma de notacién decimal (Katz 2017, P4g. 416). Chistopher
Clavius también utilizaria los signos de +y —. Ademas los libros de Clavius fueron los libros utilizados por
Descartes para el estudio del dlgebra (Alten et al. 2013, Pag. 257).
N 6o
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(a) El simbolo de la suma + y de la resta - (Widmann (b) El uso de + y — en Clavius (Clavius 1612, Pag. 64).
1508, Pég. 60).

Figura 1.10: Los simbolos de + y -.

Robert Recorde introduce también el simbolo de igualdad =, para indicar que los términos antes y después

del simbolo son idénticos.

Y para evitar el tedioso trabajo de repeticiéon de estas palabras: es igual a: estableceré, como en mi trabajo,
un par de paralelas [. .. ],= ,dado que no hay 2 cosas que puedan ser mas iguales. (Record circa 1557, Cap.
“The rule of equation, commonly called Algebers Rule.”)

Para esa época ya se le daba el nombre de ecuaciones a la biisqueda de las incégnitas que resolvieran una
operacién general en el algebra®). También se habia desarrollado al menos la suma y resta algebraica de

polinomios. El procedimiento es similar al nuestro, sumando o restando algebraicamente los coeficientes

que sean del mismo tipo de elemento®®).

(57) (58)

En adicionar o substraer los ntimeros compuestos, simples'””’, o mezclados'”™”’, es necesario que “las
variables””) sean de la misma denominacién y se correspondan entre si; siempre recuerde, cuando hay

a1

54En varios idiomas romances las grafias “u” y “0” muchas veces se intercambiaban, esto se debe a que en latin la grafia “u” se
consideraba que era una diferente graffa para una misma letra “v”. El titulo del libro D’Arithmetique sigue esta convencién antigua.

S5Véase por ejemplo (Clavius 1612, Cap. 9).

%Se le llama suma algebraica al hecho de respetar la operacién aritmética de dos elementos del mismo tipo: Sea a = 7x2 y b = —4x2
resuelva a + b. Como a y b son monomios del mismo tipo se pueden sumar; sus coeficientes son 7y — 4 por lo que aritméticamente
corresponde a una resta cuyo resultado es 3. La respuesta es la suma [algebraica] de a+b = 3x2. Se dice que se realiza una resta algebraica
si se invierten los signos del segundo operador de acuerdo a las leyes de los signos: Sea a = 7x? y b = —4x? resuelva a — b. Como a y b
son monomios del mismo tipo se pueden restar; sus coeficientes son 7 y — 4, sin embargo debemos cambiar el signo de —4 ya que de
acuerdo a la ley de los signos () * (-) = +, por lo que aritméticamente corresponde a una suma cuyo resultado es 11. La respuesta es
la resta [algebraica] dea — b = 1122,

5”Monomio.

%8 Polinomio.

9El término utilizado es Cossiques que se refiera a un elemento desconocido en este caso de la ecuacién algebraica, proviene del
italiano cosa (Pisano 2012, Pag. 5.) (Hoyrup 2002). Enfasis mio.
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algtin defecto: ponga entonces cero con marca +, representard el numero faltante®”. (Clavius 1612, Pag. 65)

| Exemples deladdition
. 8 Nc ’o’- Q. N- i (‘e- No ) VI

7]

6 ~ 8 7 + 8-~ 3 7+~ 8 — 3

7 + 10 3 +~ 9 — 8 4 +— 18 — &
13 +~ 18, 10 +~ 17 -—13, $1 +— 19 — .8,
| enm— pregalin o oam— - : S —

-3

Figura 1.11: Suma de polinomios en Clavius

Con respecto a la resolucién de ecuaciones y teoria de ecuaciones, existieron diversos algebristas que desa-
rrollaron distintos métodos para resolver ecuaciones de hasta cuarto grado. Dentro de estos destacan Luca
Pacioli, Gerolamo Cardano, Tartaglia, Lodovico Ferrari, entre otros. Quienes en sus distintos trabajos esta-
blecen los métodos de resolucién de ecuaciones hasta tercer y cuarto grado(®") con métodos generales(*?). El
trabajo de estos pensadores se concentré en el libro de Cardano llamado Ars Magna o Artis Mangee'®®, el cual
recoge el desarrollo algebraico desarrollado en dicha época y pensamiento nuevo, como lo son la resolucién
con métodos generales de tercer y cuarto grado, debido sobre todo al trabajo de Tartaglia y de Lodovico
Ferrari(®). Cardano, Ferrari y posteriormente Bombelli empiezan a trabajar con los nimeros complejos'®,
lo que permitié resolver ecuaciones que antes parecfan no tener solucién (Alten ef al. 2013, Cap. 5 §1) (Katz

2017, Cap. 12 §2).

Cardano en su trabajo de Ars Magna postula que se pueden resolver problemas que parecen imposibles con
la adopcién de las raices de ntimeros negativos. Utiliza el siguiente ejemplo: Divida 10 en dos partes, el producto
de las cuales sea 30 0 40 (Cardano 1545, Cap. XXXVII) (Cardano 1993, Pag. 219). La ecuacién equivalente en la

notacién actual es: x(10 - x) = 40 (Bos 2001, Pag. 234). Cardano nos dice que las raices de dicha ecuacién son:

60Cita original “En adioutant ou soubtraidt les nombres Composés, Diminués ou Meslés, faut que les nombres Cossiques de la mesme dénomination
respondent I'vn a I'autre; reserué toutesfois quand il y a quelque defaillance: car pour lors Zéro auec la marque + representera la place”. El francés
utilizado por el traductor puede diferir del francés contemporaneo.

61Cuando se dice grado de la ecuacion se refiere a cuando en una ecuacién polinémica se ordenan los términos de las mismas empezando
por la potencia mds alta. Asf una ecuacién de primer grado, o lineal, es de la forma ax + b = 0, una ecuacién cuadrética ax> +bx+c=0,
ctibica ax3 + bx% + cx + d = 0, etcétera.

62Un método general de resolucién de ecuaciones permite encontrar las raices de la ecuacién tnicamente con los coeficientes de la

misma, como x = =~k P—dac Vzbz"“”CA Solo es posible encontrar métodos generales de ecuaciones hasta ecuaciones de cuarto grado. La prueba
de que mads alla del cuarto grado no existe un método general fue desarrollada independientemente por Abel y Galois.

%Dependiendo de la edicién y de la traduccién del libro se puede encontrar bajo alguno de estos nombres.

®4Tartaglia habia compartido un método de resolucién de ecuaciones de tercer grado con Cardano, pero pidi6 que no se publicara.
Lodovico Ferrari posteriormente desarroll6 un método més general, que abarcaba més casos, a partir del método de Tartaglia y también
desarrollé métodos para las ecuaciones de cuarto grado. Tartaglia y Cardano mantuvieron una amarga disputa por la decisién de este
altimo de publicar la investigacién de Tartaglia. Probablemente la disputa se debi6 a que en aquella época los matematicos se retaban
a duelo, lo que significaba beneficios econémicos y académicos a corto y largo plazo como dinero y/o puestos de trabajo. Sin su carta
fuerte Tartaglia qued6 en desventaja. (Alten ef al. 2013, Cap. 5 §1) (Katz 2017, Cap. 12 §2)(Gindikin 2007, Pag. 3-5).

%5Un ntimero complejo sirve para representar raices cuadradas de los nimeros negativos, mediante dos ntimeros reales de la forma
(a+bi) 6 (a+bj); donde a representa la parte real del niimero complejo y son los ntimeros reales que conocemos; y bi es la parte imaginaria

del niimero complejo, tiene la caracteristica de quei = /-1y 2 = -1.
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(5+ /25-40)(5- /25 -40) = (5 + v/=15)(5 - /=15) = 25 + 15 = 40697,

1.4.2. Diofanto y las ecuaciones diofantinas

Asf como la geometria tuvo un renacimiento con la publicacién de los textos de Pappus y la reconstruccién
de los trabajos de Apolonio, el 4lgebra también se vio afectada por el descubrimiento por parte de los
matematicos modernos del tratado de Aritmética de Diofanto. Diofanto fue un matematico griego que vivio
80 afios. Poco se sabe de su vida y del periodo en que desarroll6 su trabajo. Se cree que su trabajo influy6
a los matematicos drabes y de ahi paso a los matematicos del renacimiento como Fibonacci. Sin embargo
el conocimiento de la existencia de un tratado especifico para la aritmética y el dlgebra por parte de los
griegos se desconocia. Fueron los matematicos Bombelli y Simon Stevin quienes difundieron su trabajo, que
finalmente en 1585 se publicaron los primeros cuatro libros. De los trece libros originales del tratado sélo se
han encontrado 6 libros. Un aspecto importante del libro Aritmética es que cambi6 los trabajos algebraicos
posteriores sobre todo en la notacién algebraica. Desde Bombelli, se traté de usar los simbolos de las potencias
con el principio aditivo de Diofanto*®(®), asi como se realizaron los trabajos con un lenguaje formal, propio

del tratado diofantino (Bashmakova 1997, Cap. 8).

Hasta antes de la publicacién de los problemas diofantinos, los matematicos usaban simbolos o palabras
que no necesariamente expresaban que las potencias se podian sumar. Si bien existian los conceptos como
bicuadritico x* = (x*)?, las potencias mayores a tres se expresaban con nombres propios, generalmente las
impares. Asi la potencia 5, x°, se expresaba con la palabra surdo o sursolido (cf. (Clavius 1612, Cap. 2)), también

llamada primer inexpresable (Bashmakova 1997, Pag. 48).

Con el trabajo desarrollado por Diofanto, los matemaéticos encontraron por primera vez evidencia de que el

algebra era una rama propia de la matematica principalmente por tres razones:

a) Los matematicos griegos conocfan del tema.
b) Los problemas algebraicos eran independientes del comercio y los sistemas contables”?.

c) Se puede expresar como un sistema formal.

Aunado a esto, de la misma manera que Pappus tiene una nueva forma de hacer andlisis, también llamado

6En notacién original 5.5.R.17.15&5.17.R.11.15. El simbolo de menos puede ser m con barra 77 6 m con tilde 7. De acuerdo a (Cajori
1993, Pag. 117-118) la notacién en la edicién de 1545 no lleva tilde o barra. Gracias al Dr. Fuentes por la observacién.

67El resultado de 15 se debe a que es un producto notable donde dados dos binomios con los mismos elementos, x, a , pero el segundo
término con signos contrarios, a, —a , el producto de dichos binomios es el cuadrado de cada uno de los términos (x+a)(x-a) = x2—a?.

98El principio aditivo de las potencias, al parecer propuesto por Diofanto, es aquel que nos dice que dados dos elementos algebraicos
con el mismo componente, al multiplicarse se suman sus potencias, mas adelante se definird con exactitud lo que significa el principio
aditivo.

®Viete utiliza solo una parte del sistema diofantino de potencias (cf. seccién 1.4.3).

7OMas adelante se vera el por qué esto es un problema.
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andlisis de Pappus; Diofanto tiene su propio andlisis diofantino. Bashmakova comenta:

Pero la “Aritmética” de Diofanto contenfa una segunda serie de ideas, mucho mas profundas, el andlisis
dioféntico. Durante mucho tiempo estas ideas fueron completamente desconocidas. La situacién paraddjica
que prevalecié en Europa en los siglos xv y xvi fue que los académicos utilizaron y desarrollaron el algebra
derivada de Diofanto, pero no sabfan nada sobre sus obras. (Bashmakova 1997, Pag. 48)

Diofanto habla del sistema de potencias:

“Es”, observa Diophantus, “a partir de la suma, resta o multiplicacién de estos nimeros o de las proporciones
que se relacionan entre si o de sus propios lados, respectivamente, que se forman la mayoria de los problemas
matematicos” (Diofanto de Alejandria Circa siglo IV A.C., Pag. 130)

Un ejemplo de la notacién usada por Diofanto:

Definiciones:

Sovope A (a2).

x0Boc” KY ()

Suvapodivos ATA - (x*)

SuvapoxiBoc AKY  (x°)

x0BoxiPoc K'K - (x°)7? (Diofanto de Alejandria Circa siglo IV A.C., Pag. 130) (Mazur 2014, Pag. 106)

1.4.3. El adlgebra de Viete

Despusés de la publicacién del trabajo de Diofanto la comunidad matematica empez6 a cambiar su postura
respecto al algebra. Uno de los matematicos que retomé la tarea de Diofanto fue Viéte, quien publica su
libro dedicado al tema del algebra con el titulo de Introduccién a la nueva dlgebra’®, mejor conocido por
los historiadores como isagoge, Arte analitico, Nueva dlgebra o Algebra nova. Para Viete el trabajo de Diofanto
estd incompleto, y/o perdido, y pretende restaurarlo. Viéte intenta crear, o més bien recrear, un método de
andlisis que pudiera no dejar ningtin problema sin resolver (Bos 2001, Pag. 146). Viete propone un nuevo

sistema de andlisis dividido en tres partes (Viéte 1630, 2):

1. Fase Zetética: Consiste en pasar del problema original a su equivalente algebraico (Bos 2001, Pag. 146).

2. Fase Poristica: Existen diversas interpretaciones de esta fase, pero la mds plausible es que se trata
de la transformacion algebraica. Es la fase intermedia que trataba las técnicas de transformacién de

igualdades y las proporcionalidades algebraicas (Bos 2001, Pag. 147).

3. Fase Exegética: Fase que consiste en establecer una solucién mediante geométricos, principalmente,

dadas las transformaciones anteriores (Bos 2001, Pag. 147).

"Dada la tipografia la letra %, kapa, puede confundirse con la siguiente letra y, Ji o Chi.
72Obsérvese que para definir x%, reitera simbolos, lo que a la postre derivo en las reglas de la multiplicacién de potencias.
73In artem analyticem isagoge seorsim excussa ab Opere restituteemathematicae analyseos, seu Algebra noua.
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El trabajo de Viéte puede considerarse como el primer tratado de un algebra simbélica”*. La Nueva dlgebra de
Viéte es un paso importante para el establecimiento del dlgebra como disciplina matemaética propia, permite
manipular simbolos y obtener resultados de acuerdo a las reglas de operacion establecidas para dichos
simbolos; utiliza dichos simbolos de manera general, ya sea de manera numérica o geométrica; ademds de
concentrarse en su aplicacion a las matematicas mismas, ya que no incluye ejemplos fuera de los geométricos

o de las ecuaciones. Con su Nueva dlgebra Viéte logra:

» Establecer un sistema reconocido como algebraico, ya sea como extensién de la aritmética; o como un

sistema algebraico contemporaneo.

» Utilizar simbolos para representar los elementos de un sistema algebraico, en especial los elementos

desconocidos que buscamos determinar identificindolos por letras (Viéte 1630, Pag. 23).

» Utilizar el dlgebra como una forma de relacionar ecuaciones con problemas geométricos, que después
dard la idea a Descartes de utilizar el dlgebra para relacionar los problemas de Pappus y sus soluciones,
loci, con ecuaciones en especial las ecuaciones cuadraticas que se relacionardn con las cénicas, método

empleado por Pappus para resolver problemas geométricos.

Aun asi, el trabajo de Viete todavia pone limites al dlgebra, en primer lugar, esta destinada a ser parte del
andlisis de aquella época, y no se consideraba una rama propia de las matematicas (cf. seccién 1.4.4). El propio
Viete no consideré que su trabajo fuera ttil més alld de encontrar los elementos que le permitieran resolver
o establecer un sistema de solucién para problemas geométricos, su principal preocupacién. Lo anterior
hace que el sistema desarrollado por Viete solo reduzca el problema original a otro problema geométrico
previamente resuelto. Probablemente debido a esto Viete utiliza un sistema de palabras para indicar las
potencias, en vez de simbolos como Diofanto, limitando la expresividad y utilidad del sistema. Ademaés
utiliza tinicamente los simbolos de + (mds), — (menos) y — (barra de cociente) (Bos 2001, Pag. 153) (Viéte

1630, Cap. II-V). La siguiente tabla presenta las reglas de multiplicacién de potencias en el sistema de Viete:

Algo multiplicado por si mismo produce el cuadrado (x?).

Algo por el cuadrado hace el cubo (x%).

Algo por el cubo hace el cuadrado cuadrado (x*).

Algo por el cuadrado cuadrado hace un cuadrado ctibico (x°).

Algo por el cuadrado ctibico hace un cubo ctbico (x°). (Viéte 1630, Pag. 15)

Viete conserva de Diofanto el sistema de suma de potencias, el cubo ctibico es la multiplicacién de un cuadrado

ctibico por si mismo, pero elimina los simbolos asociados a las potencias. Como se verd mds adelante es

"4Desligada de la préctica del comercio y en la que la naturaleza de sus objetos es general y puede interpretarse de manera geométrica
y/o numérica. De acuerdo a Panza, existen dos interpretaciones de la Nueva dlgebra: a)como la teoria de las ecuaciones polinémicas,
lo que haria al dlgebra una extension de la aritmética; y b) como el sistema de manipulacién y trasformacién de simbolos referentes
tanto a la aritmética como a la geometria. Panza considera que Bos solo considera la primera interpretacién. Siguiendo la segunda
interpretacién dada por Panza a la Nueva dlgebra, ésta seria entonces un sistema algebraico contemporaneo, ya que se pueden combinar
elementos de una estructura cualquiera, pero dada, dados sus simbolos y reglas de operacién. Para mas informacién puede consultar
(Bos 2001, Cap. 8 82, §3 y §4) y (Panza 2007, §1, §2 y §4).
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la aplicacién de simbolos y el principio aditivo lo que permite entender de mejor forma las leyes de los

exponentes.

1.4.4. Situacién general del dlgebra antes de La Géométrie

Se considera que la publicacién del Ars Magna de Cardano, en el afio de 1545, resume el saber algebraico
de la época; y contiene conocimiento nuevo, como la resoluciéon de ecuaciones de tercer y cuarto grado.
Sin embargo en muchos aspectos, el estudio del dlgebra se consideraba como un estudio separado de las

matematicas. Se les designaba con el nombre de algebristas a personas como Cardano.

Algunos matematicos usan el dlgebra para realizar andlisis, como Viéte. En aquella época el analisis era una
serie de técnicas de investigacion que buscaba encontrar si algtin supuesto era verdadero. Se puede decir
que el andlisis formaba parte del instrumental mental de los pensadores de la época. De acuerdo con, (Panza

2007, §2) el método de anélisis-sintesis consiste de los siguientes pasos:

1. Empezar por una hipétesis, asumida, para obtener y/o establecer las condiciones bajo las cuales

hacemos a la hipétesis verdadera.

2. Argumentar por qué las condiciones a las cudles llegamos son las que nos dan por verdadera la

hipétesis, y no otras.

3. A partir de las condiciones dadas en 1y 2, establecer un camino, por el cual vamos de las condiciones
a la hipétesis. También en este paso se puede argumentar por la imposibilidad de la hipétesis en 1,
dadas las condiciones obtenidas en 1 y 2. En general si se quiere argumentar por la negacién de la

hipétesis en 1 se recurre a una reduccién al absurdo, reductio ad absurdum’>.

A partir de la publicacién de los trabajos de Pappus y de Viéte algunos historiadores consideran que los
matematicos ahora tenfan a su disposicién dos tipos de anélisis, el andlisis de Pappus y el andlisis de Viéte. E1
primero permitia una nueva clasificacion de los problemas a resolver y el uso de cénicas para realizar el
andlisis; y el segundo el uso del dlgebra. Atin asi, tanto las cénicas como el dlgebra no tenian un estatus de
validez matematica, se consideraba que eran parte de la heuristica matemdtica, pero no necesariamente parte

de la prueba.

Una forma de entender el porque atin cuando una cénica o una ecuacion algebraica se usaba dentro de la

prueba, pero no formaba parte de la matematica, es ver otro ejemplo en filosofia de la l6gica. En 16gica”®

una prueba puede estar dividida en pruebas méas pequenas, conocidas como subpruebas. Una subprueba
prueba puede estar dividid prueb peq d bpruebas. U bprueb

75Muy probablemente este proceso se ve reflejado en la prueba por reduccién al absurdo sobre la irracionalidad de /2.
76Existen varios tipos de légica, sin embargo en varias de ellas existen los elementos de los que se hablara a continuacion.
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es parte de la prueba, pero lo que esté dentro de la subprueba no puede utilizarse fuera de ella. Del mismo
modo, el analisis es una parte de la prueba, ejemplificado en las cénicas y el dlgebra, pero no puede utilizarse
en la sintesis. Dado esto las cénicas y el dlgebra son parte de la heuristica matematica, y como tal son parte

de las pruebas matemaéticas, pero estos elementos estan fuera de la matematica en si.

Un ejemplo de como se utilizan las subpruebas es el siguiente: Dado A , pruebe que podemos deducir que

A implica que no ocurra no A, A - --A.

1.A

3.A Reit: 1

4. An-A AlIntro: 2,3

5.1 1Intro: 2,3
6. --A - Intro: 2-5

Tanto -A como A A -A son invalidas fuera de la llamada subprueba légica, su alcance deductivo esta
tinicamente dentro de la subprueba légica, que va de las lineas 2 a la 577). Del mismo modo solo se podia
usar una ecuacion en el andlisis, pero era invalido en la sintesis. Es por esto que Viéte utiliza el dlgebra como

un camino de un problema geométrico desconocido a un problema ya resuelto.

Encontrar propiedades matematicas con cénicas y/o ecuaciones algebraicas solo era una parte de una prueba
matematica, pero eso no indicaba que fueran por si mismos elementos matematicos. Se consideraba que la
verdadera prueba se da por medio de la sintesis, que consiste en el proceso opuesto, mas no inverso, del
andlisis. En la sintesis ya se tienen los elementos bésicos que nos permiten deducir una prueba matematica

y se busca deducir las propiedades de ciertos objetos dados los elementos bésicos disponibles.

Considere la prueba de Euclides 1,I, construir un tridngulo equildtero, suponiendo que la construccién es el

77Esta prueba 16gica se puede considerar como la siguiente: Suponga A; ahora suponga 10 A, —=A; de ahi se deduce una contradiccién,
1,por AynoA, An-A;porlo que es el caso que no ocurre que, no A, =-A.
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andlisis, nos aseguramos que la construcciéon de los lados mida lo mismo mediante el circulo; sin embargo
la sintesis, se da mediante el uso de la nocién comiin 1, cosas que coinciden con otra son iguales entre si. En
dado caso que la construccion, el andlisis, se diera por otros medios, la parte de la sintesis seguirfa siendo la
misma. Por ejemplo utilizando el teorema de Pitadgoras, en su forma algebraica para determinar la altura del
tridngulo que permite obtener como hipotenusa el lado dado. En ambos casos la prueba se puede establecer

por la nocion comiin 1; independientemente de cémo se hayan obtenido los lados faltantes del tridngulo.

£z W) tex®
U= (e

(a) Construccién de un triangulo equilatero. (b) La altura adecuada para que los lados faltantes
mida igual que a.

Figura 1.12: El uso de la nocién comiin 1 utilizando el método constructivo y el método algebraico.

Parte de las razones que explican el rechazo a considerar al algebra como una herramienta matematica por
si misma, o parte de la matematica, probablemente se deban al antiguo sistema de divisién del estudio entre
las llamadas artes liberales y las artes serviles. Se consideraba que las artes liberales daba conocimiento y eran
aptas para el estudio mas profundo. En contraste con las artes serviles que son mecénicas y cuyo estudio se da
por parte de los artesanos, siervos y/o esclavos. Asi, aun cuando en el Ars Magna se incluyen elementos que
ahora consideramos matemadticos, en su época se consideraban més bien como un elemento que estaba fuera
de la propia matematica’®). Y es que desde la introduccién del dlgebra el comercio fue parte importante del
estudio del dlgebra, que se consideraba propio de las artes serviles. Asi probablemente el dlgebra forma parte

de las artes serviles al estar ligada al comercio.

Para que el dlgebra se considere como una rama de las matematicas, es necesario que ademads de utilizarse
en las demostraciones matematicas, y en este caso aparte del anélisis, los objetos y fenémenos del algebra se

conviertan en objetos de estudio de las matematicas.

Otro impedimento para considerar el dlgebra como parte de las matematicas es su uso como ciencia de los
niimeros; en contra de la geometrfa, considerada como la ciencia de la medida o de la métrica. Para aquella

época tanto ntiimero, como medida o métrica eran considerados elementos diferentes y muchas veces no

78Dado el planteamiento anterior surge la pregunta: ;Puede considerarse esto como un antecedente de la discusién sobre la divisién
de las matemaéticas entre puras y aplicadas?
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compatibles. Esto se puede ver en la divisién de las ciencias propuesta por Boecio o Boethius en la cual la
aritmética tiene la caracteristica ser discreta; mientras que la caracteristica de la geometria es ser continua

(Omodeo 2014, Table 1).

Antes de continuar con la siguiente seccién mencionaré que el dlgebra practicada en la época Moderna es
una extensién de la aritmética. Sin embargo en la época Moderna no se consideraba de esta forma. Existian
dos formas de aritmética, la escoldstica basada en los trabajos de Boecio o Boethius y la aritmética prictica
practicada por los comerciantes y basada en los libros de Al-Juarismi (Heeffer 2017). Asi, aun cuando la
aritmética es parte de la curricula de las universidades, el adlgebra o la aritmética prictica no lo era y se

ensefaba en otros centros de estudio (Heeffer 2017).

La ciencia de la medida vs. la ciencia de los niimeros

Para la época Moderna la geometria es considerada como una ciencia de la medida"’"). Esto se debe a que
trabajaba con segmentos de recta y/o figuras planas y espaciales que pueden guardar una relacién de
medida entre si. Como ejemplo se puede decir que dados dos segmentos de recta, se puede obtener un

tercero con la medida de los dos segmentos anteriores, en notacién algebraica c = a +b.

Asf dados los elementos geométricos mas aceptados, linea y circulo, se puede establecer una serie de
relaciones entre las construcciones formadas en la geometria, como adicién y substraccién, multiplicacién y
segmentacion, asi como una relacién de proporcién entre figuras. Sin embargo muchas de las operaciones
geométricas implican un cambio de dimensién. Mientras que la adicién y substraccién de figuras geométricas
se puede realizar sin cambio de dimensién, por ejemplo se puede producir una linea més larga o corta de
acuerdo a la operacion; para la multiplicacién de segmentos de linea recta se necesita crear un rectangulo. As{
muchas operaciones que ahora consideramos como correspondientes o iguales a las aritmético-algebraicas,
en aquella época no se consideraban iguales, ya que lo producido eran figuras geométricas, que si bien tenian

magnitud, muchas veces estas no se podian expresar mediante los ntimeros®").

Aun cuando existia el problema de las relaciones entre figuras geométricas las cuales daban relaciones no
conmensurables®?), como la diagonal de las figuras geométricas como el rectdngulo, se consideraba que esto

era un problema propio de las relaciones establecidas por las figuras y no por la figura geométrica obtenida.

79También puede considerarse como la ciencia de la métrica, si se desea separar o clasificar diferentes medidas

80Considérese por ejemplo la figura 1.8, en el cual hacemos el cuadrado de una suma (a + b)2. El resultado de utilizar lineas es
una figura cuadrada. Ahora si consideramos niimeros lo que obtenemos es otro ntmero. Asi (2 + 3)? = 25, lo cual a prima facie no
parece poder asociarse con un 4rea. Hasta la introduccion de las unidades cuadradas, entre otros instrumentos matematicos, no habia
correspondencia directa entre utilizar métodos geométricos y algebraicos. Asi, si introducimos metros en la suma (2m + 3m)? = 25m?
parece que los metros cuadrados son el equivalente numérico al drea de cualquier superficie. Descartes es uno de los matematicos que
permiten relacionar el dlgebra con las operaciones geométricas como el cuadrado de una suma.

81Por conmensurabilidad en geometria se entiende que dadas dos figuras geométricas existe una tercera que es comun a las otras
dos. Dicho de otra forma dos figuras son conmensurables si una tercera es submiiltiplo a la vez de las dos anteriores. En el caso de
la diagonal no se puede establecer un tercer segmento de recta que pueda ser una medida o submuiltiplo de los segmentos que la
originaron.
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Se puede volver conmensurable si se utilizan multiplos o submultiplos de la figura obtenida y se establecen

nuevas relaciones a partir de estos nuevos elementos geométricos.

Piense en la diagonal de un rectangulo c = Va? +b?, ésta es conmensurable con su mitad 5 ya que ambas

expresiones pueden tener como término comin £, ya que %€ = £y %< = ¢. En dado caso que Va2 + b2

fuera parte del andlisis y dicha expresién no fuera necesaria en la sintesis, si en la sintesis no existe ningtin

procedimiento que produzca inconmensurabilidad, ¢ serfa conmensurable con todos los elementos de la

sintesis a partir de ese momento.

Ejemplo: Dados dos segmentos de recta, produzca un tercer segmento conmensurable con la diagonal del

rectdngulo producido por los dos segmentos de recta originales:
Construccion:

1. Produzca el rectangulo a partir de los segmentos dados.

2. Trace la diagonal.

3. Silos lados del rectangulo son solucién a una ecuacién diofantina cuadratica® entonces:
a) Solucién: Los lados son conmensurables con la diagonal.

4. Divida la diagonal en partes iguales.

5. Solucién: Cada una de las partes de la diagonal es conmensurable con la diagonal.

/

Figura 1.13: Diagonal conmensurable con sus divisiones.

Prueba:

Sabemos que la diagonal es conmensurable con los lados si éstos son solucién a una ecuacién diofantina
e inconmensurables en caso contrario. Si la diagonal y los lados son inconmensurables, la diagonal puede
establecer una proporcién con sus divisiones uniformes de acuerdo a la siguiente regla:

division 1

diagonal ~ n

82Una ecuacién diofantina tiene la siguiente propiedad x" + y" = z", donde x, y,z son ntimeros naturales # 0 y 7 la potencia. Fermat
encontré que no hay solucién cuando n > 2. A esta propiedad se le conoce como el iiltimo teorema de Fermat y fue probado hasta 1995.
Para una ecuacién diofantina cuadratica una solucién es 3 y 4 ya que se cumple que 32 + 42 = 52,
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Donde 7 es el ntimero de divisiones. Y dado que 2 es conmensurable, entonces las divisiones y la diagonal
son conmensurables, siendo una de las divisiones el tercer segmento buscado. Q.E.D.

En el caso de los ntimeros, la irracionalidad del ndmero permanece en toda operacién aritmética. Una vez

introducida una expresién irracional, es muy posible que ésta se acarree hasta la solucién final.

Otra caracteristica de las inferencias en geometria, es el concepto de lo dado. Lo dado son diversos elementos
en geometria que se consideran que se han establecido con anterioridad, como por ejemplo un segmento de
linea. En general se considera que hay tres formas de entender lo dado en geometria (Sidoli 2018), sobre todo

en los trabajos de Euclides:

» Dado en magnitud: Es cuando se ha establecido una figura geométrica con una magnitud. Como ejemplo
podemos considerar en los Elementos LI 1a primera proposicién que dice dado un segmento de recta, lo

que indica que se ha dado a un segmento una magnitud.

» Dado en posicion: Es cuando se ha establecido una figura geométrica en relacién con otra. Ejemplo trazar

una linea sobre dos lineas paralelas dado un dngulo « (Sidoli 2018, Nota al pie 8).

= Dado en forma y/o especie: Cuando se ha establecido algtin elemento de una figura geométrica. Ejemplo

construir una figura geométrica dados sus dngulos internos.

De acuerdo con (Sidoli 2018, Pag. 2) lo dado puede aparecer en cualquier parte del problema. Desde mi
perspectiva lo dado tiene un papel preponderante y cambiante de acuerdo al problema a resolver en geometria.
Por ejemplo una vez probada la proposicién LI de Euclides, se puede decir que se nos ha dado en especie un
tridngulo equildtero ya que puede variar la magnitud, pero el resultado es el mismo, un tridngulo cuya
caracteristica es que sus lados son iguales. Asf aun sin tener explicitamente lo dado, se puede considerar
como dado si se tiene los elementos geométricos que lo generan y se ha hecho una construccién y su prueba

correspondiente antes(®?).

En contraste, una ecuacién algebraica se tiene que manipular de diversas formas y su solucién puede variar
de una ecuacion a otra. Si bien se cuenta con métodos generales para las ecuaciones de hasta grado 4, x*, el
resto de las ecuaciones tiene que ser resuelta mediante las leyes generales del dlgebra y cada ecuacién puede
utilizar solo algunas de las leyes del algebra. Existen ecuaciones que por su complejidad utilizan métodos
heuristicos para resolverse. Esto es una gran diferencia con las soluciones propuestas por la geometria, en
las cuales independientemente de los elementos dados, una vez resueltos los problemas parece que siempre

tienen la misma solucién.

83Después de la publicacién de los trabajos de Pappus, se encontré que hacia referencia a otros autores y suponfa que el lector ya
conocia otras obras que contenian diversos métodos con los que Pappus realizaba muchos procesos intermedios; varios matematicos
de la época trabajaron en encontrar tanto los supuestos, andlisis, de los problemas dados por visto; asi como su solucion, sintesis. El
trabajo mds famoso de reconstruccién son Las cénicas de Apolonio. Teniendo en cuenta este aspecto, el trabajo de Viéte sobre el dlgebra
cobra mas sentido ya que puede estar tratando de reconstruir ciertos aspectos de la Aritmética de Diofanto no disponibles para el lector
de la época Moderna.
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Asi, para los matematicos antiguos calcular la altura de un tridngulo dadas las magnitudes de sus lados
mediante Aritmética y dlgebra es mdas complicado: por un lado hay mds operaciones que realizar; involucra
operaciones sobre las cuales el estatus matematico se ha cuestionado, como la raiz cuadrada; y su relacién

con la altura geométrica no es directa (Bos 2001, P4g. 131).

Algoritmo para calcular la altura de un tridngulo dados sus lados:

1. Calcule la semisuma de sus lados: s = %

2. Calcule el producto de las restas de la semisuma, por cada uno de los lados y a su vez multiplique el

resultado por la semisuma: s(s —a)(s —b)(s - ¢)

3. Calcule la raiz del producto anterior y duplique el resultado: 2/s(s —a)(s - b)(s - ¢)

.. . 2\/5(5-a) (s-b) (5—¢)
4. Divida lo anterior entre el tercer lado: M

Para construir la altura de un tridngulo mediante métodos geométricos solo se necesita trazar una perpen-
dicular de uno de los lados al vértice opuesto. La altura es el segmento de recta de la perpendicular del
lado al vértice opuesto. En ambos casos solo se necesita utilizar los elementos mds basicos y aceptados de la

geometria, regla y compas, o circulo y lineas (Bos 2001, Pag. 131).

e - -

Figura 1.14: La altura de un tridngulo.

La solucién geométrica parece exacta y mas sencilla, se puede decir que dado el tridngulo, se ha dado la altura;
en contraste con la solucién aritmético-algebraica, que ademas introduce un elemento que genera ntimeros

irracionales. El método algebraico puede considerarse como heuristico, variable e impreciso.

El papel que juega el concepto de lo dado, en geometria no parece tener un simil en las manipulaciones

algebraicas. Desde la perspectiva de un matematico de aquella época utilizar un método donde solo existen
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unos cuantos métodos generales de resolucién de ecuaciones, no parece la mejor idea, mds aun cuando
existen procedimientos equivalentes que cuentan con la exactitud de los procedimientos de Los Elementos ya
que se producen mediante el circulo y la linea. Y si no se pueden producir de esta manera, algunas veces

podemos probar su validez mediante la linea y el circulo.

En dado caso de que atin no se pudiera probar mediante el circulo y la linea, y se tuviera que recurrir
ya sea al neusis o a las cdnicas; se puede argumentar que la magnitud producida por los procedimientos
geométricos es mds exacta que los procedimientos algebraicos; ya que con la magnitud producida por el pro-
cedimiento geométrico siempre se pueden establecer relaciones de conmensurabilidad con otros elementos

del procedimiento geométrico.

En cambio los procedimientos algebraicos introducen elementos que se consideran inexactos, ya que no se
puede establecer una relacién de proporcién entre ellos. Atin cuando conservemos el valor de un irracional,
manteniendo las raices de una ecuacién como \/ﬁm + (33/100) fiorinis (Heeffer 2017) el ma-
tematico argumentard que dicho valor no es exacto porque no puede representarse como una proporcién

mediante la linea y el circulo.

Una de las dificultades de adoptar al dlgebra como un método matemadtico es la propia naturaleza del
ndmero, como se conocia en aquella época. Para los matematicos y estudiosos de la época, los ntimeros
servian para contar y estaban asociados a la nocién de multitud®*). A los nimeros se les consideraba como
elementos discretos, que presentaban saltos entre un elemento y el que sigue, aun cuando las fracciones

también eran consideradas ntimeros(Bos 2001, Pag. 120)(*).

Esto contrasta ampliamente con nuestra visién actual de considerar a un ntimero y a la magnitud como
iguales, una forma de ver a los ndmeros y las magnitudes como iguales es expresarlos mediante las rectas
numeéricas, que permiten asignar valores a magnitudes arbitrarias, todavia falta el trabajo de Descartes para
que los ejes coordenados modernos formen parte de la matemaética y con ella la representacién de los valores
negativos en una ecuacién. Sin un eje en donde expresar los conceptos algebraicos de negativo y el cero en
magnitudes, no parece directa la asociacién entre magnitud y niimero. ;Cémo se puede expresar el faltante

de una cosa utilizando magnitudes, que por definicién son positivas?

Resumiendo, se puede decir que la aceptacion del dlgebra en las matemaéticas era cuestionada por las razones

que se exponen a continuacion:

84La multitud nos sirve para contar los elementos de un conjunto de cosas que queramos contar. La forma mas sencilla de contar es
determinar si un conjunto es mas grande, igual o menor a otro. Si los elementos de un primer conjunto se toman uno a uno y se acaban
los elementos del segundo antes del primero, el primero es mayor al segundo; si se acaban al mismo tiempo son iguales; y si se acaban
primero los del primer conjunto, ese conjunto es menor al otro.

85Una forma de entender por qué a los ntimeros se les consideraba discretos aun cuando las fracciones formaban parte de los ntimeros,
es pensar que no se podia expresar con ntimeros los irracionales como /2, pero en geometria al menos se podian construir o expresar.
Una forma de definir a los irracionales es como los hoyos entre dos racionales, pero todavia estaba en discusién si los irracionales debian
aceptarse como ntimeros y cudl era su relacién con los ntimeros enteros y racionales.
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» El 4lgebra se consideraba como un estudio fuera de la matemaética ya que principalmente se aplicaba
al comercio. Adicionalmente por algtn tiempo el comercio fue considerado propio de los siervos, y por

lo tanto dicho conocimiento estaba fuera de la ciencia.

» El resultado de las operaciones geométricas con magnitudes, muchas veces significaba cambiar de
dimension, de la linea al plano y del plano al espacio. Los resultados de una operacién aritmética y/o

algebraica parecen permanecer en un mismo nivel, 6 x 8 = 48.

» Sibien se podia usar dlgebra para ciertas partes de una investigacién matematica, como en el andlisis;
esto no significaba que formara parte de una prueba matematica. Para la sintesis se podia usar otro

camino que evitara el dlgebra.

» Lanaturaleza aparentemente diferente entre la concepcién de ntimero y magnitud. Para aquella época
los niimeros eran elementos discretos que no podian expresar todos los valores posibles de una
magnitud. Aun cuando los radicales y las raices se trabajaron desde el libro de Al-Juarismi, todavia
se seguia discutiendo si se podian entender estos elementos como ntimeros. Las diagonales y otros
elementos inconmensurables no tenfan correlato con los ntimeros, aun cuando ya se estaba formando

el concepto de irracional ®®).
= Se desconocia que el dlgebra pudiera expresar figuras geométricas, tales como la linea y = mx + b.

= Se consideraba a la geometria como una ciencia exacta y sintética; en contra de la aritmética y dlgebra
que parecian ser heuristicas e imprecisas, ya que no podian expresar la inconmensurabilidad, o al

menos no se habia aceptado como niimero a los irracionales.

Es el conjunto de los puntos anteriores lo que no permitfa considerar al dlgebra como una practica aceptada

en la matematica y su uso se limitaba a ciertas fases de la investigacién matematica como el anélisis.

1.4.5. Impacto del trabajo de Descartes

El trabajo de Descartes, si bien no fue el primero ni el tinico que relacioné el algebra con la geometria
euclidiana y la resolucién de los problemas de Pappus, si fue el primero en establecer una relacién directa
entre estas dos disciplinas y permitié considerar al dlgebra como una disciplina matematica por derecho
propio. Esto se debe a que Descartes si crea un método general de resolucién de ecuaciones, e incluso cuenta
con algunos métodos para resolver algunas ecuaciones de grado 6. Su dlgebra permite analizar los problemas

de Pappus y el sistema cartesiano algebraico permite reducir una ecuacién dada a su minima expresién, que

86Si bien ya se conocia la prueba de la irracionalidad de /2, esto no necesariamente se refiere a un ntimero, sino a la capacidad
de encontrar un submdltiplo com@in con la unidad. La prueba puede referirse a la inconmensurabilidad de /2, que para esa época
no necesariamente significaba lo mismo que irracionalidad, ya que inconmensurabilidad se asociaba a magnitudes e irracionalidad a
nameros y la asociacion ntimero-magnitud era la excepcién en esa época (Bos 2001, Pag. 120).
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es obtener el grado minimo de una ecuacién cualquiera (Bos 2001, Cap. 20 §3 y Cap. 21) (Alten et al. 2013,
Cap. 5 §2.2).

A partir del trabajo cartesiano los pensadores de la época veran en el dlgebra una aplicacién del pensamiento
que no requiere a la experiencia sensible para trabajar y poco a poco se ird considerando superior a los
métodos geométricos, ya que estos al depender en varias ocasiones del sentido de la vista, creerdn que
pueden ser objeto de errores propios de la percepcién. Berkeley y Hume considerardn que las leyes del

dlgebra son de alguna manera superiores a los métodos geométricos.

Berkeley dird que los gedmetras realizan la mismas operaciones que los algebristas, ya que para el fil6sofo
irlandés, cuando un gedmetra estd razonando sobre una figura geométrica, no habla sobre la que esta en
el diagrama propiamente dicho, ya que éste no tiene las propiedades de la geometria euclidiana, sino a las
constricciones propias de sus elementos. El geémetra no atiende a dichas constricciones del diagrama, sino
a las reglas de la geometria para derivar un teorema sobre dicho diagrama (PHK Introduction §12-16). Para
Berkeley una linea al ser desprovista de su particularidad y utilizarse de manera general, se convierte en un
signo:

12 [...] Para hacer esto sencillo por ejemplo, suponga a un gedmetra que estd demostrando el método, de

cortar una linea en dos partes iguales. El dibuja, por ejemplo, una linea negra de una pulgada de longitud,

lo cual en sf mismo es una linea particular, lo cual es, sin embargo, de un significado general, dado que

asi es usada ahi, ella [la linea] representa cualquiera de todas las lineas particulares; por ello lo que se

demuestra para ella, es demostrado de todas las lineas, o en otras palabras, una linea en general. Y como

esa linea particular se convierte en general, siendo hecha un signo, entonces el nombre linea que es tomado
absolutamente es particular, por hacerse un signo es hecho general. [... ]*”). (PHK Introduction §12)

Berkeley ademds considera que la aritmética es el estudio de los signos (PHK Part I §122). Dados estos
argumentos podemos considerar que Berkeley no ve diferencia entre un signo geométrico, representado por
una linea y signo aritmético-algebraico representado por letras'®) y nimeros. En resumen, Berkeley niega que

haya alguna superioridad por parte de la geometria, al menos fehaciente, sobre el dlgebra.

Hume, otro fil6sofo empirista escocés, va un poco mds alld, considera que el dlgebra es superior a la geometria,
porque la geometria se debe atener a las apariencias, es decir para Hume nos debe ser aparente, al sentido de
la vista, la conclusién de un teorema para que éste sea valido y dado que las apariencias nunca nos pueden
aportar seguridad, la geometria entonces también tiene esa debilidad. Para el filésofo:

[...] el dlgebra y la aritmética son las tinicas ciencias en las que podemos llevar a cabo una cadena de
razonamiento en cualquier grado de complejidad o dificultad, y aun asi preservar la exactitud y certeza

perfectas [. .. ] (Treatise §1 §Sir §88r)

La publicaciéon de La Géométrie supone un cambio en varios aspectos de la practica matematica. Desde mi

perspectiva, este trabajo hace que el dlgebra logre lo siguiente:

87Cita original “12 [... ] To make this plain by an example, suppose a geometrician is demonstrating the method, of cutting a line in two equal
parts. He draws, for instance, a black line of an inch in length, this which in it self is a particular line is nevertheless with regard to its signification
general, since as it is there used, it represents all particular lines whatsoever; for that what is demonstrated of it, is demonstrated of all lines or, in
10 other words, of a line in general. And as that particular line becomes general, by being made a sign, so the name line which taken absolutely is
particular, by being a sign is made general. [. .. ]” En la traduccion se trat6 de respetar la redaccion original del autor.

88 Especificamente Berkeley habla del 4lgebra y su uso de letras para marcar cantidades en (PHK Introduction §19).
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= Que el dlgebra tenga una notacién comun para su desarrollo. Si bien todavia falta el desarrollo de los
signos de agrupacion, (), y utiliza un signo de igualdad diferente >, a partir de su libro, los simbolos
como +, - serdn ampliamente aceptados. También se considerara a las tltimas letras del alfabeto como
variables y a las primeras como constantes. La multiplicacién se indicara juntando simbolos xy = x * y
y la division se representard con la barra de cociente —. Los exponentes ahora se indicaran con un
superindice numérico x*>. También utiliza el simbolo de raiz o radical que utilizamos actualmente VAR
Casi todas las notaciones cartesianas han sobrevivido hasta la actualidad cuando se estudia el dlgebra

que es extension de la Aritmética.

» Utilizar el principio aditivo de Diofanto para las potencias. Como se ha comentado anteriormente,
los antiguos algebristas indicaban las potencias con nombres, sin embargo esto dificulta entender
cémo funcionan los exponentes. Con el principio aditivo ensefiar a multiplicar potencias es mucho
mas facil. Los matematicos pueden simplemente seguir usando las leyes de la Aritmética que ya se

conocen. El principio aditivo de Diofanto se aplica de la siguiente forma: Multiplique x* por x°. Solucién

2 3

X2 % x 2+3

= x**3 = x°. Prueba: sabemos que x* = xx y x* = xxx, al aplicar la operacién multiplicacién se tiene

5-2 _ .3

5
que xx * xxx = xxxxx = x°, entonces x> » x> = x°. En el caso de la divisién es mas claro que % = x x

ya que 22 a] eliminar los términos comunes, que son dos, nos queda xxx = x°.

= Asociar las cénicas con ecuaciones cuadraticas, lo cual las introdujo plenamente a ambas a la practica
matematica. Si bien ya se habl6 de este tema en secciones anteriores, el punto aqui es que dada la
ecuacién de una cénica se puede construir independientemente de sus medios de construccién y/o
trazado. Ademas se puede dar un valor arbitrariamente preciso de un ntiimero y la ecuacién dara de
vuelta otro ntimero asociado a la cénica®). Después del trabajo cartesiano las ecuaciones aseguran
que para cada valor de una de las variables de la conica existe otro asociado que satisface la ecuaciéon
correspondiente, siempre y cuando se respete el dominio de una de las variables y se ponga a la otra
variable en relacién con la anterior. Asi, una cénica es el resultado de asociar una ecuaciéon con una
figura geométrica, pero que no precisa de ningdn instrumento para ser manejada, por lo que deja de

ser contingente.

» Mostrar que los métodos algebraicos forman parte de las pruebas matematicas y no solo son una

herramienta del analisis.
» Establece la teoria de ecuaciones como un campo de estudio matemaético.

» Pone a disposicién de los mateméticos herramientas que les permitirdn crear los siguientes desarrollos

matematicos: la geometria analitica, el cilculo y el andlisis matematico clasico.

89La idea original de que un elemento matematico se acepta por una precisién arbitraria se desarroll6 en la disertacién doctoral del
Dr. Fuentes Guillén, el cual expone la tesis de que el concepto de limite tom¢é su forma contemporanea al renunciar a su fundamento
geométrico y optar por una formulacién basada en la precisién arbitraria (Fuentes Gullén 2017). Considero que lo mismo se aplica para
el caso de las cénicas. El debate que hubo a principios del siglo XIX en torno a los infinitesimales, que se verdn a continuacién, derivé
en formulaciones de tales elementos alternas a la habitual y el abandono de las caracteristicas geométricas sintéticas. Dentro de los
matematicos que estudiaron los infinitesimales de la época Moderna estan Bolzano, Cauchy entre otros.
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1.5. Los indivisibles.

El concepto de infinitesimal y /o indivisible(®”, se refiere a la medida o cantidad infinitamente pequefia pero
diferente de cero. En otras palabras dado un elemento con magnitud, al afiadirle un infinitesimal, lo que se

obtiene es la magnitud original, pero los valores de los sumandos ambos difieren de cero.
Ejemplo: Sean a y b dos sumandos, se dice que b es infinitesimal sic=a+b,c#0,c=aya,b+0.

De acuerdo con (Jullien 2015b, Pag. 4), existen dos tipos de indivisibles: a) heterogéneos, son aquellos que son
menores a cualquier unidad de medicién o métrica posible; y los b) homogéneos, aquellos que su unidad de
métrica o medicién es la menor posible del elemento a ser medido. Sin embargo, si bien se puede identificar
definiciones de infinitesimales y /o indivisibles homogéneos y heterogéneos en diversos autores, los mismos
parecen hacer uso de ambos conceptos indistintamente a lo largo de sus diversos trabajos e incluso en el
mismo trabajo. Ademads de la clasificaciéon como homogéneo/heterogéneo de los infinitesimales/indivisibles,
la cantidad de ellos también se discutia, los infinitesimales/indivisibles son muy grandes, humanamente,

pero finitos, o son infinitos.

El concepto de infinitesimal y/o indivisible ya se estudiaba por parte de los filésofos griegos, en especial
Aristételes y Demdcrito. Para la filosofia aristotélica, la materia, el tiempo y el espacio son continuos, por lo
que no pueden estar conformados por infinitesimales y/o indivisibles’!). Para algunos filésofos drabes que
tenian puntos en comtin con Demécrito, el espacio, el tiempo y las figuras geométricas estdn compuestas por
una cantidad finita o infinita de &tomos, representables como puntos geométricos y el movimiento se da por
saltos de un 4tomo espacial, o indivisible espacial, a otro en un instante indivisible de tiempo. Cada uno de

estos saltos eran discontinuos, es decir el objeto se paraba entre salto y salto (Celeyrette 2015, Pag. 19 y 20).

El uso de los indivisibles supone un problema para la geometria euclidiana, ya que ésta sigue el llamado

2) el cual se puede formular de diversas formas, pero cuyo resultado es el mismo,

Axioma de Arquimedes
prohibe los infinitesimales y /o indivisibles, asi como los elementos extremadamente grandes o infinitos. En
una de sus formulaciones, dice que el resultado de una suma y/o el producto de dos magnitudes diferentes
de cero, puede ser mas grande que las magnitudes originales y siempre es mas grande que cero. Dada la
definicién del infinitesimal y /o indivisible, puede ser que el producto o la suma de una cantidad indivisible

con otra, sea igual o menor a las magnitudes originalmente dadas o cero*®.

Existen al menos dos problemas con los infinitesimales. El primero, precisamente, es no cumplir con el

axioma de Arquimedes. El segundo es la cantidad o momento en que se alcanza la divisién que convierte

PPuede ser que para algunos matematicos e historiadores no necesariamente signifique lo mismo.

91Pero esto no significa negar su existencia.

92Que no es de Arquimedes, si no de Eudoxo de Cnido.

93 Dependiendo de la definicién que usemos en nuestro infinitesimal y /o indivisible, puede ser que el producto de dos infinitesimales
sea cero: Sea a, b dos infinitesimales, que tienen la propiedad a,b # 0, el resultado del producto a * b es 0, que es menor a un infinitesimal.
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una magnitud en infinitesimal. Se requiere una cantidad infinita para convertir una magnitud en un indivi-
sible/infinitesimal. Pero el infinito no es algo que pueda abordarse facilmente, este puede crear paradojas
como la paradoja de Galileo. Dicha paradoja consiste en asociar cada uno de los nimeros naturales con los
niimeros pares. Cuando el conjunto es finito habrd menos ntimeros pares que ntimeros naturales. Cuando el
conjunto es infinito habrd la misma cantidad de ndmeros naturales que ntimeros pares. Dada esta paradoja

los infinitesimales eran cuestionados.

Se puede ejemplificar la propiedad de Arquimedes realizando un rectangulo de una fraccién de un segmento

dado, independientemente de la longitud del segmento dado, el rectingulo puede ser muy pequefio, pero

+0.

/. pd

7
e
7

e

L L
L

N

AN

z
e

N\

d
e

N

Figura 1.15: Submultiplos.

El axioma de Arquimedes impide que las divisiones se vuelvan cero, por mas pequefia que sea la divisiéon de
un drea geométrica siempre es posible dividir dicha figura una vez mds, al menos teéricamente. El concepto
de infinitesimal viene de la suposicién de alcanzar en algtin momento o con algin procedimiento una
longitud en la que ya no sea posible seguir dividiendo una figura geométrica y/o magnitud. Una de las
consecuencias de ya no poder dividir una figura o magnitud es que no se pueda cuadrar®*) dicha figura o

magnitud.

Los detractores de los indivisibles/infinitesimales, utilizaron la geometria y el movimiento para indicar

los problemas que veian en ellos. Uno de los argumentos mds utilizados es el de dos circulos infinitesi-

%4Por cuadrar en geometria euclidiana se entiende encontrar un cuadrado con un drea equivalente al drea de la figura original.
Cuando se cuadra una linea es encontrar el cuadrado dado un segmento de recta. ; Asociar el nombre de cuadrado a la multiplicacién
de un ntimero consigo mismo viene de cuadrar una linea?
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males/indivisibles concéntricos de diferente tamarfio, unidos por una linea que va desde un extremo de la
circunferencia mayor al centro de los circulos. La linea toca dnicamente un infinitesimal en cada circunferen-
cia. Al aplicar movimiento a la linea surgen las siguientes preguntas: ;se mueven a la misma velocidad?, ;son
sus continuos del mismo tamafio?, ;se pasa por todos los infinitesimales/indivisibles en ambas circunferen-
cias?, entre otras preguntas. Las respuestas dependen de la forma de definir los indivisibles/infinitesimales,

sin embargo no todas las versiones son capaces de responder a todas las preguntas satisfactoriamente.

Figura 1.16: Rueda de Al-Ghazali.

Por ejemplo, si respondemos, tal vez por obviedad, que el continuo de la circunferencia mas grande es mayor,
¢cémo es posible que la linea recorra todos los infinitesimales de ambas circunferencias? Considerando
la opcién de decir que el continuo en ambas circunferencias es el mismo, ;como es posible tener dos
circunferencias de distintos tamafios con continuos iguales?, ;se puede considerar que los infinitesimales de

ambas circunferencias cambian de tamafio?

Los indivisibles/infinitesimales llegaron a la filosofia europea cerca del renacimiento con las discusiones
entre Henry of Harclay, Walter Chaton (quienes defienden los infinitesimales/indivisibles, pero sus versiones
difieren una de otra) y William of Ockham, quien considera que los infinitesimales no existen en el continuo
potencial y/o actual. Ellos discutieron la posibilidad de los infinitesimales/indivisibles y su naturaleza, ya
sea finita o infinita, o si los indivisibles son posibles en el mundo fisico y sus dificultades (Celeyrette 2015).
Para Harclay, la posibilidad de la existencia de los indivisibles/infinitesimales se da de la misma manera que
la posibilidad de la intervencién divina en el mundo fisico. Actualmente consideramos que la intervencién
divina es milagrosa e ilimitada, pero en la filosofia de aquella época se considera que la intervencién divina
estd limitada al primer principio. Basicamente el primer principio nos indica que Dios no puede contradecirse [a
si mismo]. Dios no puede darle propiedades contradictorias a un objeto, o crear propiedades contradictorias

(Celeyrette 2015, P4g. 23)*°).

%Esto no significa que un objeto no pueda tener propiedades contrarias entre si. Un ejemplo es la propiedad del frio o el calor, un
objeto esta frio o caliente, lo que el primer principio nos dice es que el objeto no puede tener la propiedad frio-caliente o que este frio y
caliente al mismo tiempo. La doctrina del primer principio es compatible con la omnipotencia de Dios.
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Para justificar el uso de los infinitesimales/indivisibles, los autores de la época deben superar tres dificulta-

des:

1. Mostrar que las objeciones hechas por la filosofia aristotélica estdn mal formuladas, o se aplican a otros

objetos y no a los infinitesimales/indivisibles.

2. Hacer compatibles los infinitesimales/indivisibles con la geometria euclidiana, o mostrar que la geo-

metria euclidiana puede seguirse aun sin la propiedad de Arquimedes.

3. En caso de justificar a los infinitesimales/indivisibles en el espacio/tiempo fisico, y que es producto

de la intervencién divina, mostrar que son compatibles con el primer principio de Dios.

Harclay abord¢ alguna de estas cuestiones, sin embargo sus detractores como Ockham y otros consideraron
que no habia superado estas dificultades, por lo que los infinitesimales/indivisibles casi no se estudiaron
después de que la visién de Ockham sobre los tratados aristotélicos se difundiera en Europa (Celeyrette

2015, Pag. 30).

1.5.1. Los infinitesimales/indivisibles de Cavalieri

Sibien el concepto de infinitesimal/indivisible ya se conocia en Europa, el uso por parte de los matematicos
comienza con Cavalieri. Cavalieri fue un matematico italiano radicado en Bolofia cerca de 1598, el cual
implement? los infinitesimales/indivisibles en las matematicas. El trabajo de Cavalieri le permitié calcular
los cubos de las secciones cénicas; asi como los voliimenes de las mismas, como los paraboloides (Andersen,
Giusti y Jullien 2015, Pag. 32). También le permitié6 comparar dos volimenes, aun cuando estos no son

regulares (Andersen, Giusti y Jullien 2015, Pag. 32).

Los infinitesimales ya se habfan trabajado por los matematicos griegos en especial por Arquimedes y
su trabajo en el método de compresién'’®). La principal aportacién de Cavalieri, fue convertir la prueba

infinitesimal /indivisibles de una prueba indirecta en una prueba directa.
El método de compresion por parte de Arquimedes consistia de los siguientes pasos:
1. El método de compresion, propiamente dicho: Como se ha mencionado anteriormente, consiste en

inscribir y circunscribir poligonos regulares alrededor de un objeto geométrico a determinar. En el

caso de Arquimedes los valores de 7 y el drea del circulo.

%Entendido 4 la Robles, el cual dice que el método comprime a la figura de la cual buscamos calcular el drea entre dos éreas ya
conocidas.
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2. Laprueba de reduccién al absurdo para probar laigualdad de una propiedad: Dado que el paso anterior
s6lo establece una desigualdad, se necesita probar que el valor o propiedad obtenida anteriormente

conduce a una igualdad.

Una de las desventajas de este método es que la prueba es indirecta, por la reduccién al absurdo; ademas
de que la complejidad de los calculos se incrementa, cada nuevo poligono tiene mas lados que el anterior.
El método debe ser hecho de esta forma, sin el calculo de los poligonos, es imposible saber las propiedades
que buscamos; sin la prueba al absurdo, no se tiene la seguridad que la propiedad que obtuvimos sea el caso

para el resto de las figuras geométricas del mismo tipo.

El método de Cavalieri también consiste en comparar dos continuos, mediante la comparacién de sus
indivisibles (Andersen, Giusti y Jullien 2015, Pag. 34). Dependiendo de la dimensién serd el indivisible a
comparar, en el caso de las figuras planas, se utilizan todas las lineas; y en el caso de los sélidos se comparan
todos los planos (Andersen, Giusti y Jullien 2015, Pag. 34,35). Para establecer la igualdad Cavalieri utiliza el
método de los algebristas, calculando una parte de un problema y suponiendo después el valor del resto del

problema (Andersen, Giusti y Jullien 2015, Pag. 38)*").

Sibien el método de Cavalieri también consiste en dos partes, primero establecer todas las lineas o todos los pla-
nos, y después el calculo de los algebristas; se vuelve mas sencillo trabajar con los indivisibles/infinitesimales.
En primer lugar Cavalieri muestra que no es necesario utilizar diferentes figuras geométricas para determinar
una propiedad matematica puede utilizarse la misma, esto permite que el cdlculo de la propiedad buscada
sea mucho maés sencillo. También utiliza técnicas algebraicas para determinar la igualdad buscada, lo que

convierte a este método en una prueba directa, en vez de una prueba indirecta por reduccién al absurdo.

A partir del siglo xvii el método de Cavalieri pasa a ser parte importante de la practica matemaética y
fue utilizado en el inicio del calculo como disciplina matematica, tanto por Newton como por Leibniz

(Muntersbjorn 2003) (Andersen, Giusti y Jullien 2015).

1.6. La Ilustracion inglesa y la teologia

Alrecuperarse los escritos de Newton en siglo xx, se observé que Newton trabajé principalmente en Teologfa,
alquimia entre otros estudios considerados actualmente como no-cientificos (Keynes 1956). El estudio de
la Teologia como justificacién del mundo fisico fue una corriente filoséfica estudiada en la Inglaterra de la

Tlustracion.

Cuando se piensa en el época de la Ilustracién generalmente se asocia con una divisién entre los pensadores

97Dependiendo del historiador serd la interpretacién matematica contemporénea del trabajo de Cavalieri, puede ser una integral, [,
un limite, lim, entre otras formas de notacién moderna, 3, 1im }, ... (Muntersbjorn 2003, P4g. 168).
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y el poder eclesidstico. Asi surge una imagen de que la filosofia y posteriormente la ciencia se distancian y
en algunos casos son opuestas al pensamiento religioso. Sin embargo, esto solo es asi para ciertas regiones

de Europa, particularmente en Francia (Gascoigne 2002, Introduction).

En la Inglaterra anglicana, la vida intelectual de los pensadores ingleses y escoceses formaba parte de un
estado clerical que defendia una filosofia y ciencia ligadas a la religion y la fe, especialmente la fe anglicana
(Gascoigne 2002, Introduction). Se puede considerar que de hecho la filosofia, y con ello la metafisica, y la

ciencia estan al servicio de la teologia practicada en Inglaterra en los siglos xvi1, xvin y parte del siglo xix.

Uno de los centros més importantes de la unién de la teologia con el pensamiento de la Ilustracién inglesa
fue Cambridge, que vio surgir a los llamados platonistas de Cambridge (Hutton 2013), algunos de los cuales
se les llamo hombres latitudinales®®. El latitudiniarismo se considera aquella actitud teoldgica que trata de
minimizar el dogma y la doctrina cristiano-catélica haciendo énfasis en la teologia naturalizada o natural®”)

(Henry 2016, §4) (Gascoigne 2002, Pag. 27).

Es decir que en el contexto de la Inglaterra moderna, una parte de la investigacion experimental nunca
estuvo destinada a ver el mundo como un mecanismo en el cual Dios se deja de lado, sobre todo aquella
que se apegaba al pensamiento de los platonistas de Cambridge. Mas bien la intencién de los pensadores
de la época fue mostrar los limites del mecanicismo. Fuera de estos limites se podia encontrar a Dios como

sustento del mundo y el conocimiento. Dios es el garante tanto de nuestro conocimiento como del mundo.

Muchos pensadores considerados platonistas de Cambridge y/o latitudinarios se opondrén al sistema
cartesiano de ciencia. Este rechazo se da principalmente porque el sistema cartesiano puede ser explicado
sin la necesidad de Dios. Si bien Dios es necesario para crear al mundo y ponerlo en movimiento, después
de este momento puede desaparecer sin afectar al mundo o la forma en que lo conocemos. Como analogfa
al sistema cartesiano, pensemos en un reloj, en el cual sigue funcionando su mecanismo una vez su creador
ha puesto en marcha dicho mecanismo. La postura cartesiana en la cual es posible prescindir de Dios es
completamente opuesta a la postura de los platonistas, como de los hombres latitudinales, en la cual si bien
el mundo puede ser explicado de manera mecénica, el filésofo y el filésofo natural no pueden prescindir de
Dios pues es el sustento de incluso las condiciones de posibilidad de la existencia del mundo, como lo son

el tiempo y el espacio (Gascoigne 2002, Introduction y Cap. 3) (Henry 2016, §3,§4,§6).

...Como ejemplo, cuando yo considero la distancia del Sol [a la Tierra], yo no concibo que su calor no
se ha puesto tan bajo como la Luna, o tan alto como las Estrellas fijas, [este] era un gran argumento de
Providencia, porque puede responderse, que es necesario que él [el Sol] debe estar entre esas dos distancias,
de lo contrario la Tierra no seria habitable, y entonces la humanidad podria haber esperado a un ser, hasta
que la agitaciéon de la materia haya forjado cosas en una més tolerable aptitud o postura para su produccién
[de la humanidad].

%En inglés latitude-men. Curioso nombre para un grupo que incluye una mujer como filésofa.

%Cuando en filosofia se utiliza la palabra natural o naturalismo, se refiere a investigar experimentalmente un campo de estudio. Asf
una teologfa naturalizada se refiere al hecho de establecer las propiedades de Dios mediante la investigacién experimental del mundo,
o estudiando simplemente la naturaleza (Henry 2016, §2).
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El Movimiento anual del Sol, o més bien la Tierra, no es simplemente cualquier argumento de la Divina
Providencia, pero es necesario como una pieza de madera siendo llevada por la corriente, o como pedazos
alrededor del remolino. Pero las Leyes de su Movimiento son tales que ellas muy manifiestamente nos
convencen de una Providencia;('" [...] (More 1662, Pag. 5)

La preocupacién de estos grupos por la metodologia cartesiana de la ciencia, que conocian ampliamente,
es que a partir del sistema cartesiano, los ateos podian tener un sistema que explicara al mundo, sin
la intervencién divina (Henry 2016, §2, §6). Henry More considerado dentro de la tradicién platonista
de Cambridge y latitudinario, serd uno de los primeros entusiastas del sistema cartesiano (Henry 2016,
§2) (Gascoigne 2002, Pag. 52). Su estudio del cartesianismo desatard un amplio debate sobre el papel del
mecanicismo y la Filosofia Natural; y el papel que juega la concepcioén cartesiana en la teologia protestante de
Inglaterra y més especificamente, en la teologia naturalizada estudiada por estos pensadores de la isla britdnica

(Gascoigne 2002, Cap. 3).

Se puede considerar que la forma de trabajar de Newton es el pinadculo de la teologia naturalizada practicada
en las tierras inglesas. En el siguiente capitulo se desarrollaré el papel de Dios en el sistema newtoniano y el

recurso de la teologia naturalizada newtoniana en el desarrollo de la matematica y la fisica de Newton.

1.7. Conclusiones

En este capitulo se estudié el momento histérico previo al desarrollo del calculo de Newton. De este periodo

podemos concluir:

(a) La geometria euclidiana es considerada la practica matemaética por excelencia y tendré este estatus

hasta tiempo después de la publicacién de La Géométrie.

(b) Elalgebra se convierte en un drea de estudio de la matematica después de la publicacién de La Géométrie,

sin embargo para algunos matematicos sigue siendo una herramienta para la geometria.

(c) La principal herramienta de investigacién de los matematicos es la técnica del Andlisis-Sintesis. El
analisis permite obtener los supuestos necesarios para resolver un problema; y la sintesis es la aplicacion

de dichos principios para resolver un problema.

(d) Se desarrolla ampliamente el andlisis. Para la época Moderna se conocen el andlisis de Pappus; el

analisis Diofantino y Viéte crea una serie de técnicas algebraicas que se pueden considerar como un

10Tncluyo cita original: “As for example, When I consider’d the distance of the Sun, I did not conceive that his not being plac’d so low
as the Moon, or so high as the fixed Stars, was any great argument of Providence, because it might be reply’d, that it was necessary
it should be betwixt those two distances, else the Earth had not been habitable, and so mankinde might have waited for a Being, till
the agitation of the Matter had wrought things into a more tolerable fitness or posture for their production. Nor simply is the annual
Motion of the Sun, or rather of the Earth, any argument of Divine Providence, but as necessary as a piece of wood’s being carried down
the stream, or straws about a whirl-pool. But the Laws of her Motion are such that they very manifestly convince us of a Providence;

[..1”
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analisis de Viéte. Posteriormente Descartes daré inicio a lo que se conocerd como andlisis matematico

clasico.

(e) Los infinitesimales se retomaran en la época Moderna, primero por la filosofia y después por los

matematicos, siendo uno de los antecedentes del célculo de Newton y Leibniz.

(f) En Inglaterra es comtn asociar la Teologfa con la experiencia fenoménica del mundo. Muchos pensa-

dores propondran estudiar tanto la Teologia como la Filosofia Natural desde una Teologia naturalizada.
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Capitulo 2

La critica de Berkeley al cdlculo de

Newton

Hay veces que hacer matemdticas es hacer filosofia.

Luis Ramirez Flores in memoriam

2.1. Introduccion

Una vez establecidos los antecedentes anteriores, se puede realizar el estudio de la critica de Berkeley
al calculo de Newton. Se veran algunos aspectos relevantes del sistema newtoniano. En primer lugar se
busca entender el papel de Dios en el sistema newtoniano. Después se estudiaran y discutirdn los elementos
principales, o al menos de los que sustentaran al trabajo en el cilculo de Newton. Para esta seccion utilizaré los
textos de Gravitatione (Newton circa 1684), Quadrature (Newton 1710) y Principia (Newton 1687). Finalmente
haré una breve introduccién a la filosofia de Berkeley, para después desarrollar las criticas vertidas en el
texto The Analyst. Para la seccién 2.3 utilizaré las traduccién del Dr. Robles The Analyst (Berkeley 1734), TV
(Berkeley 1707), PHK (Berkeley 1710) y los libros antes mencionados. De manera tangencial utilizaré el libro

de Hume Teatrise (Hume 2015).

47
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2.2. Newton

Newton sin duda es uno de los pensadores mas influyentes en el desarrollo de la fisica desde la época moder-
na hasta principios del siglo xx. Su forma de investigacién empirica ha sido mostrada por los historiadores,
divulgadores y filésofos de la ciencia como un adelanto al retrégrado sistema aristotélico de ciencia. Esto se

puede ver reflejado en el mito de que Newton eliminé a Dios de la cosmologia mecanicista (Davis 2009).

A partir de este pensamiento, las criticas hechas a los sistemas desarrollados por Newton se desecharon
rapidamente, hasta el punto en que hoy dichas criticas son practicamente desconocidas. Sin embargo, hay
distintas evidencias de que la forma descrita de trabajar de Newton en realidad es una reconstruccién. Los
filésofos franceses del siglo xvur crearon su propia vision de Newton (Davis 2009, Pag. 121). También esta
la incorporacién al continente europeo de los trabajos de Newton, donde se concentraron en los trabajos

matematicos eliminando su metafisica (Maronne y Panza 2014).

Es a partir de la recuperacién de los manuscritos newtonianos por parte de Keynes('?")

, que dicha recons-
truccién se comienza a cuestionar. Y es que, si una profesién se midiera a partir de las horas dedicadas a
un tema o proyecto; entonces Newton es un te6logo/alquimista’!’?. Para Newton el estudio de la ciencias
fisicas y matematicas ocupaba un papel importante en el entendimiento de la naturaleza y por lo tanto
de Dios mismo, pero esta verdad estd ligada a la naturaleza fisica del espacio. Para entender la naturaleza
divina, se debe recurrir a otro tipo de saberes, como la teologia y/o la alquimia (") Este interés por la

teologia/alquimia ha hecho que a Newton se le catalogue como el iiltimo de los magos''" (Keynes 1956).

En esta seccién se intentara estudiar y argumentar en contra de la interpretacién mas comtn, y en algunos
casos considerada canénica, de la metodologia newtoniana. El problema con esta interpretacion es que no
toma en cuenta la forma de trabajar de la época ni al propio Newton. Después de que se sitte la forma de

trabajo de Newton, podremos evaluar de mejor manera las criticas de Berkeley y su razén de ser.

2.2.1. Los elementos metafisicos en el trabajo de Newton y su interpretaciéon por los

filésofos

La fisica y matemadtica actual son producto de los trabajos realizados en la época Moderna. Esto ha hecho
suponer a diversos divulgadores, historiadores y filésofos de la ciencia que se puede analizar cualquier
periodo histdrico cientifico con los cdnones actuales de cientificidad. Determinados a encajar dichos canones,

suelen obviar el papel de distintos elementos metafisicos presentes en la practica matematica y de la Filosofia

101John Maynard Keynes el famoso economista. Para conocer las impresiones de Keynes sobre los escritos recuperados cf. (Keynes
1956).

102Ge calcula que Newton paso 24 afios investigando la alquimia (Marquina 2006, Pag. 100 y 101).

103Para un estudio extensivo de estas relaciones cf. (Marquina 2006) en especial el capitulo .

104En el sentido esotérico de la palabra.
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Natural presentes en la modernidad. Uno de estos elementos es Dios como garante del conocimiento y el

universo.

La interpretacién actual de los diversos historiadores, divulgadores y filésofos de la ciencia es que a falta de
una palabra mejor, los diversos pensadores de la época moderna consideraron que Dios se podia interpretar
como el sustento material y de las reglas que rigen al mundo fisico. Es decir que es el predmbulo para
una postura filoséfica realista no causada‘'®®). Dicha postura considera que el mundo material existe inde-
pendientemente de los humanos y su capacidad de percibir el mundo('’® Por ejemplo para el historiador
Richard S. Westfall, Newton no contribuye a las disputas deistas de la época, ya que sus escritos y tendencias
teoldgicas solo son conocidas por un circulo pequefio de seguidores (Westfall 2000, Pag. 114). Para Davis,
Westfall sigue viendo a Newton desde una perspectiva que Newton no tiene, si bien Newton no es deista,
Westfall mal entiende la caracteristica de la religion en Newton, ya que éste toma muchos escritos biblicos
literalmente (Davis 2009, Pag. 118). La separacién de la religién de la ciencia puede ser cierta para ciertos
pensadores modernos, como Spinoza o Descartes. Para dichos pensadores y en especial para Descartes, el
Dios cristiano y el Dios que sustenta su sistema metafisico son diferentes, o al menos a prima facie no puede
asumirse que son el mismo Dios. En Descartes el papel de Dios creador es indispensable en el momento de
la creacién. Pero después de ese momento el papel de Dios parece relegarse y el mundo puede funcionar sin
Dios. Sin embargo en el caso del desarrollo de la Filosofia Natural realizado en Inglaterra, esta interpretacién
puede ser errénea, ya que como se ha mencionado en el capitulo anterior, existen una serie de pensadores

(107), Newton puede considerarse

que consideran que el verdadero sustento del mundo es el Dios Cristiano
dentro de los pensadores que trabajaron con el concepto de Dios como sustento del mundo y de las reglas
que lo dirigen. Pero dado que la mecinica newtoniana o cldsica, es incausada y ateleoldgica se considera que
el sistema desarrollado por Newton también lo es. La recuperaciéon de los manuscritos newtonianos ha
permitido ampliar el entendimiento del papel de Dios en el sistema newtoniano, por lo que actualmente
se puede considerar que hay varias interpretaciones del papel que Dios juega en el sistema originalmente

desarrollado por Newton. Las tres interpretaciones son:

1. Newton se concentra en los topicos empiricos y matemdticos que se pueden resolver mediante métodos cientificos
modernos y/o contemporineos: Basada en el eslogan metodoldgico hypotheses non fingo, esta interpretacion

postula que Newton tenfa un agnosticismo metafisico acerca de la naturaleza del mundo material.

105Metafisica o teolégicamente

1% Existen diversas posturas realistas, la mayoria de ellas concuerda con la existencia del mundo externo. Aun asi pueden existir
posturas realistas que maticen la existencia del mundo externo. El realismo teorético sostiene que la ciencia puede hacer juicios
verdaderos o falsos. El realismo acumulativo sostiene que las tltimas teorfas cientificas son el caso limite de las teorias anteriores del
mismo dominio. El realismo progresivo sostiene que la ciencia progresa hacia la verdad, cosa que no es implicita en otros realismos. El
realismo minimo sostiene que una sentencia o proposicién es verdadera si es el caso de que las cosas sobre las cuales predica es el caso.
El realismo escolastico considera que hay algunas cosas en el mundo que son independientes a nuestras categorfas (Haack 1987). Estas
son solo algunas posturas realistas.

107 La interpretacién de qué es un Dios Cristiano varia de acuerdo a la postura teoldgica que se profese. Una posible interpretacién de
lo que es el Dios Cristiano es la Trinidad, elemento presente en la Iglesia Anglicana. Newton considera que el verdadero Dios cristiano
es uno solo. En términos practicos Newton esta en contra de la Trinidad en especial de la Trinidad desarrollada por la Iglesia Catélica
Apostolica Romana (de Pater 2005, Pag. 471) (Davis 2009, Pag 171) (Westfall 2000, Pag 110 y 111).
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Newton introduce ciertas nociones metafisicas pero son un remanente que no juegan un rol importante
en el trabajo newtoniano (Janiak 2010, P4g. 12). Se considera a ésta como la interpretacion clasica. El
problema es que a partir de la recuperacién de los manuscritos originales por parte del economista
Keynes, se descubrié que Newton dedicé més tiempo a la teologia y a la alquimia, por lo que su
dedicacién y extension de trabajos sobre estos temas no cuadra con la visién clasica. Esta visién parece
venir de la creacién de una mecdanica incausada, ateoldgica y ateleoldgica, que se desarroll6 a partir
de la interpretacién de los trabajos de Newton por parte de otros pensadores posteriores a Newton
como Euler (Maronne y Panza 2014), lo que a la postre se conoceria como mecdnica cldsica o mecinica

newtoniana.

. Newton convierte los a priori de la ciencia aristotélica y/o cartesiana en problemas empiricos (Janiak 2010,

Pag. 12): Bajo esta interpretaciéon, Newton ademds de resolver los problemas empiricos, debe discutir
algunas cuestiones metafisicas que sus predecesores consideraron importantes, y el por qué se puede
estudiar un sistema atendiendo tinicamente a la experimentacién empirica de la naturaleza y/o el
mundo material. Al estudiar de esta forma a Newton, se toman en cuenta sus escritos teolégicos y
alquimicos. Esta interpretacion tiene la ventaja de conservar el nexo cientifico que tienen algunos de
los escritos de Newton como el Principia con la fisica clasica. Un posible autor de esta interpretacion
es Marquina, quien propone que los escritos de Newton se pueden dividir de tres formas, la teologia
como el conocimiento de Dios; la fisica como el conocimiento del mundo y la alquimia que es un nexo
entre ambos mundos(Marquina 2006, Cap. Il y III). Dios, como sustento del mundo, es un componente
exclusivamente teolégico en esta interpretacién. Una de las debilidades de estudiar a Newton de
esta forma es el rechazo de Newton a la metafisica cartesiana. Este rechazo sé6lo se puede explicar si
revisamos la propia metafisica de Newton y el papel de Dios en el sistema newtoniano (Janiak 2010,
Pag. 13). Si bien esta interpretacion permite entender mejor la relacion entre los estudios y escritos de
Newton con su trabajo considerado cientifico, no deja de entender el trabajo de Newton en términos
de la ciencia como la conocemos hoy en dfa. Considerar que la ciencia realizada por Newton es la
misma que la ciencia contemporanea, o al menos que Newton realizaba fisica clasica, puede suponer
un problema ya que lo que Newton entendia por ciencia y lo que nosotros entendemos por ciencia

(108) Para Marquina, aun cuando existe un interés genuino por parte de Newton

puede ser diferente
en la teologia y en la alquimia, se puede identificar el programa cientifico de Newton (Marquina 2006,
Cap. V). Pero la pregunta pertinente es: ;Marquina ha identificado el programa cientifico de Newton
desde la perspectiva que sostiene Newton, o es una identificacién del programa cientifico de la fisica

clasica que tiene su origen en Newton?

198Considero que se puede defender que la ciencia como la entiende Newton y la nocién contemporénea de ciencia guardan diferencias
importantes. La diferencia mas importante es que la ciencia contemporanea no tiene un fin manifiesto, ni un componente teolégico.
Mientras que la ciencia en Newton es teoldgica, por estar fundamentada en Dios y teleoldgica ya que Dios es una parte de su sistema
y una de las finalidades de dicho Dios es lograr nuestra salvacién, lo cual es un fin. En las siguientes secciones se continuara con esta
linea de pensamiento.
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3. Las cuestiones metafisicas juegan un papel importante en el sistema newtoniano y la concepcion de Dios es
central en dicho sistema: El sistema metafisico newtoniano consta de dos partes interrelacionadas, pero
distintas. La primera es la concepcién de Dios como elemento activo en el mundo natural y/o material.
Esta concepcién metafisica es fundamental en el sistema y no estd sujeta a revisién empirica. Para
Newton es un hecho que el Dios Cristiano existe y es el sustento del mundo y de sus reglas. La segunda
parte concierne al mundo material que habitamos, que puede ser caracterizado por la investigacion
empirica y una teoria fisica que describa el mundo (Janiak 2010, P4g. 13). La metafisica del mundo
material siempre estd sujeta a revisién y debe establecerse después de la experimentacién (Janiak 2010,
Pag. 45y 47)1%). Si bien es la interpretacién menos conocida, puede dar cuenta por un lado del extenso

119); v por otro lado

trabajo newtoniano sobre diversos temas que ahora se consideran no-cientificos'
explica la forma en que Newton entiende y utiliza el concepto de Dios en el mundo fisico!!'!). Después
de estudiar estos principios, se puede comprender la metodologia de Newton. Este trabajo pretende
mostrar las ventajas de interpretar de esta manera el pensamiento de Newton, para también poder
entender mejor la postura de sus criticos!"'?). Huelga decir que esta interpretacién tiene sus propias
deficiencias, como la facilidad que implica pasar de una ciencia causada por Dios, a una ciencia
incausada en Newton, hecho que parece ser explicado por la primera interpretacién. Mi pretensiéon

no es defender filoséficamente esta postura, sino mostrar las ventajas de realizar un anélisis filoséfico

desde ella.

Dadas estas interpretaciones, se puede argumentar a favor y en contra de cada una de ellas''®). Considero
que la tercera interpretacién es la mejor para evaluar las criticas de Berkeley al trabajo de Newton por los

siguientes motivos:

1. Permite entender por qué Newton no trabajé mas en los fundamentos de su célculo fluxional. Esto se

da asi porque cree que Dios justifica su calculo y no necesita profundizar en algo ya dado y /o probado.

2. Permite entender por qué en especial en Inglaterra la critica de Berkeley fue difundida y respondida.

109Esta separacién también puede considerarse como una separacién entre la metafisica divina y la metafisica mundana, Janiak dixit.
Como su nombre lo indica, la metafisica divina permite entender la naturaleza de Dios y estd establecida a priori. La metafisica
mundana es aquella que habla del mundo fisico. Newton considera que también podemos estudiar a Dios mediante el estudio de la
metafisica mundana, que utiliza la experimentacién, para refinar la metafisica divina. De acuerdo con Janiak la teoria fisica de Newton
no presupone los elementos bésicos de su metafisica mundana, al menos en el sentido de establecer como falsos estos elementos bésicos
(Janiak 2010, Pag 45 a 47).

110Habra que analizar si para Newton estos estudios no forman parte de la ciencia, pero prima facie parece considerarlos dentro de la
ciencia.

M1 Cosa que se estudia en el presente capitulo.

112He de decir, sin modestia alguna, que estudiando a Newton habia llegado a una conclusién parecida por cuenta propia, pero la
clasificaciéon de Janiak es mas amplia y me permite contrastar entre otras interpretaciones ya establecidas previamente. Desde mi
perspectiva, Newton utiliza a Dios como sustento del mundo, como origen del mundo fisico y las leyes que lo rigen, postura que
también sostiene Janiak.

113Queda como trabajo a futuro evaluar cada una de las interpretaciones en diversos trabajos de Newton para decidir cudl se ajusta a
su obra completa de mejor manera. Aunque claro, ésta es una pretensién desde la filosofia analitica y no tiene porque llevarse a cabo
necesariamente.
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3. Berkeley estd mostrando los problemas del calculo fluxional, que no profundiza en sus justificaciones,

porque se ha considerado como ya probado.

2.2.2. El papel de Dios en el trabajo de Newton

Como se ha mencionado, yo optaré por la interpretacién que sostiene que Dios es un elemento esencial en
los trabajos de Newton. ;Entonces cudl es la razén de que Dios parezca no intervenir en el mundo fisico? La
principal razén de esto es la separacién de la fisica, o experiencia empirica, de la metafisica. La metafisica
de Newton aunque minima, contiene a Dios y su visién del espacio y tiempo, que no puede ser revisada por

la experiencia (Janiak 2010, Pag 13) (de Pater 2005, Pag 465).
Newton habla de Dios de la siguiente forma:

Asf, antes de que Dios hubiese decretado algo acerca de la creacién del mundo (si es que hubo algtn tiempo
en el que no lo hubiese hecho), la cantidad de la materia, el niimero de estrellas y todas las demds cosas
serfan indefinidas; fueron definidas una vez que el mundo fue creado. (Gravitatione 135)

10. 6. Finalmente, el espacio es eterno en duracién porque es un efecto emanativo de un ser eterno e
inmutable. (Gravitatione 137)

[...] debe considerarse que Dios, mediante la sola accién de pensar o querer [...] puede impedir que un
cuerpo penetre cualquier espacio definido por ciertos limites. (Gravitatione 139)

[...] ciertamente, lo que no puede existir independientemente de Dios, no puede entenderse, verdadera-
mente, con independencia de la Idea de Dios. (Gravitatione 144)

Este muy elegante sistema del Sol, planetas, y cometas no pudo surgir sin el disefio!’') y dominio de un

inteligente y poderoso ser [. .. ] El gobierna todas las cosas, no como el alma del mundo sino como el sefior
de todo. Y es por causa de su dominio que él es llamado Sefior Dios ITavtoxpatog [.. . ] El supremo Dios es
eterno, infinito, y un ser absolutamente perfecto [...] Y por su verdadera sefioria se sigue que el verdadero
Dios estd vivo, es inteligente, y poderoso; de otras perfecciones, él es supremo, o supremamente perfecto.
Fl es eterno e infinito, omnipotente y omnisciente, esto es, él dura de la eternidad a la eternidad, y él estd
presente de lo infinito a lo infinito, él gobierna todas las cosas, y él conoce todas las cosas que que pasan o
pueden pasar. El no es eternidad e infinitud, pero es eterno e infinito, €l no es duracién y espacio, pero ¢l
perdura y estd presente. El perdura siempre y estd presente en todos lados, y por existir siempre y en todo
lugar él constituye duracién y espacio. Dado que todas y cada una de las particulas del espacio son siempre,
y todos y cada uno de los momentos indivisibles de duracién estan en todos lados, ciertamente el creador y
sefior de todas las cosas no estara nunca o en ninguna parte. [. . . ] Se llega al acuerdo de que el supremo Dios
existe, y por la misma necesidad €l es siempre y en todo lugar [. .. ] Esto concluye la discusién de Dios y tratar
al Dios de los fenémenos es ciertamente una parte de la filosofia natural ¥, (Newton 1687, Pag 90 a 92)

141 a palabra design, se puede entender como disefiado, o bosquejado; pero también como creado especificamente para ser de esa
forma (cf. Cambridge Dictionary). Interesante eleccién de palabra, que puede interpretarse también como designio, ya que tienen la
misma raiz etimolégica latina designare.

115This most elegant system of the sun, planets, and comets could not have arisen without the design and dominion of an intelligent
and powerful being [. .. ] He rules all things, not as the world soul but as the lord of all. And because of his dominion he is called Lord
God Pantokrator [i.e. universal ruler] [...] The supreme God is an eternal, infinite, and absolutely perfect being [...] And from true
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Sobre el trabajo experimental, Newton comenta en el extracto quizas méas conocido del Escolio General de
los Principia:

Yo no he podido ser capaz de deducir de los fendmenos, las razones para estas propiedades de la gravedad,

y yo no invento hipotesis. Todo lo que no es deducido del fenémeno debe llamarse hipétesis; e hipétesis,

sean metafisicas o fisicas, o basadas en propiedades ocultas, o mecanicas, no tienen lugar en la filosofia
experimental(”(’). (Newton 1687, Pag. 92)

De las citas anteriores podemos decir lo siguiente:

= Dios define cémo es el mundo cuando lo crea.
» El tiempo es una emanacion divina. Dios es entonces la causa del espacio.

= En el espacio hay momentos indivisibles de duracién en todos lados.

= Todo debe entenderse a partir de la idea de Dios(''”).

= Dios es parte de la filosoffa natural.

» Sin embargo, en la filosofia experimental, solo se puede afirmar algo, si se ha deducido a partir de la

experimentacion.

Desde mi perspectiva Newton puede trabajar con el mundo empirico, porque Dios es garante del espacio,
tiempo, y de todas las demads creaciones. Newton puede alcanzar el conocimiento del mundo fisico porque
se nos ha hecho a imagen y semejanza de El, cf. Génesis 1:26 y (Gravitatione 141),. Newton a diferencia de
Descartes, no necesita resolver el reto escéptico, Dios es sustento de las reglas del universo y el mundo fisico,
como en Descartes. Pero a diferencia de Descartes, Newton considera que puede obtener conocimiento a
través de la experiencia empirica, ya que Dios garantiza tanto el conocimiento, como el acceso al mundo. Lo
anterior explica en parte por qué Newton nunca desarrolla un sistema como otros filésofos, como Descartes,

quien parte de algunos principios minimos para desarrollar un tratado filoséfico!'®).

lordship it follows that the true God is living, intelligent, and powerful; from the other perfections, that he is supreme, or supremely
perfect. He is eternal and infinite, omnipotent and omniscient, that is, he endures from eternity to eternity, and he is present from infinity
to infinity; he rules all things, and he knows all things that happen or can happen. He is not eternity and infinity, but eternal and infinite;
he is not duration and space, but he endures and is present. He endures always and is present everywhere, and by existing always and
everywhere he constitutes duration and space. Since each and every particle of space is always, and each and every indivisible moment
of duration is everywhere, certainly the maker and lord of all things will not be never or nowhere [. .. ]It is agreed that the supreme God
necessarily exists, and by the same necessity he is always and everywhere [. .. ] This concludes the discussion of God, and to treat of God
from phenomena is certainly a part of natural philosophy.”

1167 have not as yet been able to deduce from phenomena the reason for these properties of gravity, and I do not feign hypotheses.
For whatever is not deduced from the phenomena must be called a hypothesis; and hypotheses, whether metaphysical or physical,
or based on occult qualities, or mechanical, have no place in experimental philosophy”. Enfasis mfo. En latin la frase es la siguiente
“hipotheses non fingo” que se traduce como “fingir”. En una de las traducciones al inglés, Newton utiliza [feign], cf. (Koyré 1957, Cap.
X). Si bien “fingir”, “feign” y “fingo” parecen tener la misma raiz etimoldgica, feign tiene mads significados (Lexico Dictionaries 2019-
07-24) (Dictionary by Merriam-Webster 2019-07-24). Dentro de los significados més frecuentes se encuentran “inventar”, “imaginar”,
“pretender ser afectado por algo”, “dar una falsa apariencia”. Considero que debe usarse una palabra que denote la critica de Newton
a la metafisica y fisica de Descartes, e “inventar” parece una critica al sistema cartesiano sobre que sus resultados son invenciones, con
toda la intencién de engafiar a sus lectores, por parte de los autores cartesianos.

17para que algo pueda entenderse sin Dios, esto debe existir sin El, pero todo lo que existe depende de Dios, por lo cual nada puede
entenderse sin Dios.

18Janiak se pregunta por qué Newton no desarrolla un sistema filoséfico como Descartes (Janiak 2010, Pag. 1). El pérrafo anterior es
mi respuesta.
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Considero que Newton tiene la confianza de que el mundo existe y estd garantizado por Dios y que nos
es posible entender dicho mundo porque compartimos algunas propiedades de Dios, aunque todas las
propiedades que compartimos con El son finitas y limitadas. Asi cudndo investigamos, es posible entender
la obra del Creador, aun cuando nuestra investigaciéon no se ajuste completamente al fenémeno observado.
Los principios y derivaciones en los Principia, pueden desarrollarse en el mundo fisico y sus explicaciones
también. Sin embargo como justificacién dltima, Dios es el que garantiza que lo descrito por los Principia

suceda. Dios es el origen de las distintas propiedades y reglas del espacio y tiempo.

De acuerdo a la interpretacién sostenida en esta tesis Newton tiene una metafisica minima, que no es
revisable. Esta metafifsica minima, basada en Dios, permite entender el prefacio escrito por Newton en la
primera edicién de los Principios en 1687, donde habla de establecer los principios matemaéticos de la Filosofia
Natural, cf. (Newton 1687, Pag. 40). Dado que son principios matematicos, se puede interpretar que Newton
habla tinicamente de las leyes que describen el universo, sin que estas tengan un origen divino, tal como
lo proponen los primeros intérpretes de la metafisica de Newton. Sin embargo existen varios indicios de
que esto solo es una parte del trabajo newtoniano. Para Roger Cotes, editor de la segunda edicién y quien
realiza el prefacio de dicha edicién, Newton critica a Descartes (aunque no lo menciona por su nombre),
por proponer que el mundo surge por la perfecta y libre voluntad de Dios que gobierna todas las cosas,
pero al mismo tiempo sostiene que la filosofia debe ser atea, cf. (Newton 1687, Pdg. 57 y 58). Para Cotes,
todos los filésofos que no vean la bondad y sabiduria de Dios estdn ciegos; y locos aquellos que refutan estas

propiedades divinas y las estructuras creadas por Dios, cf. (Newton 1687, Pag. 58).

Si bien durante mucho tiempo se consider6 que el papel de Dios en el sistema de Newton era menor y
que el trabajo principal se habia desarrollado tinicamente de los principios geométricos y la investigacion
empirica que necesitaba para describir los fenémenos de la fisica ahi tratados, ahora sabemos que Newton
efectivamente crefa en un Dios Unico, en un Cristo Arriano(''?); y que los métodos de la ciencia y la teologia
son paralelos, o incluso puede que haya un solo método. Dios justifica el razonamiento inductivo en los
libros de la naturaleza y de los profetas (de Pater 2005). De este modo las secciones de los Principia en
los cuales se menciona a Dios, sobre todo en la primera y segunda versién, adquieren una relevancia atin

mads importante. Por lo que el desentendimiento de Dios como origen de la fisica y matematicas, dado lo

119E] arrianismo es una posicién teolégica que niega la Trinidad, en la teologia cristiana. El concepto de Trinidad sostiene que hay
un tnico Dios con tres personas o aspectos diferentes: Padre, Hijo, y Espiritu Santo. El arrianismo considera que Dios es tinico y que
no tiene personas o aspectos diferentes. En el arrianismo el hijo de Dios entonces no es Dios. El hijo al no ser Dios puede ser creado.
Bajo arrianismo se agrupan muchas creencias que niegan la Trinidad y tienen como dogma el Dios sin personas o aspectos. La iglesia
Catolica Apostélica Romana profesa el Credo afirmando el dogma de la Trinidad: “Creo en un solo Dios Padre todopoderoso, Creador
del Cielo y de la Tierra, de todo lo visible y lo invisible. Creo en un solo Sefior, Jesucristo, Hijo tinico de Dios, nacido del Padre antes de todos los
siglos: Dios de Dios, Luz de Luz, Dios verdadero de Dios verdadero, engendrado, no creado, de la misma naturaleza del Padre, por quien todo fue
hecho; que por nosotros, los hombres, y por nuestra salvaciéon bajé del cielo, y por obra y gracia del Espiritu Santo se encarné de Maria,
la Virgen, y se hizo hombre; y por nuestra causa fue crucificado en tiempos de Poncio Pilato; padecié y fue sepultado, y resucité al
tercer dia, segtin las Escrituras, y subi6 al cielo, y estd sentado a la derecha del Padre; y de nuevo vendré con gloria para juzgar a vivos
y muertos, y su reino no tendra fin. Creo en el Espiritu Santo, Sefior y dador de vida, que procede del Padre y del Hijo, que con él Padre
y el Hijo recibe una misma adoracién y gloria, y que hablé por los profetas. Creo en la Iglesia, que es una, santa, catdlica y apostélica.
Confieso que hay un solo bautismo para el perdén de los pecados. Espero la resurreccién de los muertos y la vida del mundo futuro.
Amén. ”.
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anteriormente expuesto, es erréneo.

Hypotheses non fingo y la metafisica en Newton.

Uno de los puntos fuertes de la primera interpretacion metafisica de Newton, es el hecho de que nuestro autor
considera que él no inventa hipétesis, lo que consideran que implica que Newton tenfa una posicién agndstica
acerca de la metafisica, limitdndose al tratamiento matemético y empirico de los fenémenos estudiados por
él. Esto es cierto solo de manera parcial, Newton tiene una metafisica; pero considera que no debe asumirse
principio alguno cuando hablamos del mundo o de la experiencia empirica. Esto va en contra de Descartes

que quiere una metafisica a priori, y de ella deducir las propiedades del mundo.

Newton piensa que para pronunciarse sobre una propiedad fisica debe haber evidencia empirica que la
sustente. Es por esto que Cotes considera que la forma de trabajar de Descartes y Leibniz es hipotética, ya
que no hay evidencia empirica independiente del fenémeno descrito (Janiak 2010, Pag. 18). Esto no quiere
decir que Newton no acepta hipétesis, o que no trabaje con ellas, sino que para pronunciarse sobre una

propiedad fisica, se debe antes tener evidencia fenoménica de tal propiedad.

De acuerdo a lo anterior, la interpretacién correcta del dicho newtoniano hypotheses non fingo seria que
Newton no quiere hablar de una explicacién causal de algiin fenémeno, sin antes tener acceso empirico a
dicha causa. En especial Newton no dara una explicacién causal de la gravedad en los Principia (Janiak 2010,
Pag. 19), dado que solo tiene acceso empirico a los fendmenos provocados por la gravedad, pero no a la
gravedad misma. Sin embargo puede decir que la gravedad es real (Janiak 2010, P4g. 16), dado que existe

evidencia empirica de la misma; pero no podemos decir lo mismo de la causa de la gravedad.

Si tomamos la primera interpretacién metafisica, puede surgir un problema, ya que como Newton solo
describe matemdticamente la gravedad, pero no da su causa, parece que la gravedad, actiia a distancia
(Janiak 2010, Pag. 17). De esta manera Newton podia encontrar el rechazo a su teoria si se consideraba que
ocurria dicho caso (Janiak 2010, Pag. 31). Ademds Newton mismo parece estar en contra de que la accién
a distancia ocurra (Janiak 2010, Pag. 39 y 173). Asf la primera interpretacién metafisica de Newton llega
a una contradiccién, por un lado no hay medio material que transmita la gravedad, por otro lado existe
un rechazo general, hasta ese entonces!'*”), de que los objetos acttien a distancia. ;Cémo resuelve entonces
esto Newton? Para Newton, Dios sostiene al mismo mundo fisico a través del espacio-tiempo, o mediante
las propiedades de Dios, y es erréneo considerar excluir a Dios del cosmos (de Pater 2005, Pag. 455,466).

Considera que puede descubrir las leyes del mundo fisico y sus propiedades establecidas por Dios en la

120 A1 establecerse la mecdnica newtoniana el hecho de que no hay medio de transmisién para la gravedad dej6 de ser un problema.
En el sistema de la mecanica newtoniana, la gravedad es ademas hiperluminica, ya que su efecto es inmediato en todo el universo.
Actualmente se esta trabajando para eliminar la accién a distancia en la gravedad y limitar su velocidad a la velocidad de la luz. En
fisica cudntica se busca una particula elemental llamada gravitén, que transmite la gravedad y en otras dreas de la fisica contemporanea
se trabaja en las ondas gravitacionales que es una perturbacién del espacio-tiempo dado un objeto masivo. En ambos casos hay un medio
de transmisién de la gravedad y la gravedad solo puede viajar a la velocidad de la luz.
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creacién con su Filosofia Natural, basada en principios matemadticos. Aun cuando desconocemos la causa
fisica de la gravedad, conocemos la causa metafisica de la misma, la cual es Dios. Y dado que Dios es infinito
y omnipresente, Dios puede intervenir y actuar sobre cualquier objeto localmente('*!) (Janiak 2010, Pag. 39).
La gravedad, entonces puede actuar a distancia, porque ésta esta sustentada por alguna propiedad de Dios,
o alguna causa fisica ain no conocida, pero también sustentada en Dios; y dado que Dios siempre actia
localmente, la gravedad acttia solo empiricamente a distancia, pero una vez que conozcamos la propiedad o

causa de la gravedad, ésta actuard ya sea causalmente o localmente.

Newton, si bien no inventa hipétesis, en el mundo fisico, considera que todo tiene origen en Dios. Esto es de
especial importancia para comprender mejor cémo trabaja Newton; pues desde esta perspectiva, la primera
interpretacion metafisica de Newton, dada por los intérpretes, es irrelevante. Pero como se ha visto, esto
choca con el hecho de que sin la intervencién divina, Newton no puede sostener la descripcién de la gravedad,

sin que ésta acttie a distancia.

Dado que Dios es el sustento del mundo fisico y sus descripciones, Newton puede estar seguro de que: a)
la gravedad no acttia a distancia, porque es una propiedad o fenémeno desconocido, que tiene su origen
en Dios, y dado que Dios siempre acta localmente la gravedad también acttia localmente; y b) que el

conocimiento obtenido es real, dadas las propiedades que Dios nos confiere.

Dios le permite a Newton tratar a los fendmenos fisicos de manera matematica, sin hacer alguna proclamacién
sobre su naturaleza fisica causal, lo cual requiere una metafisica mucho mads robusta, desde mi perspectiva,

como la de Descartes.

2.2.3. Laciencia en Newton

Otro punto fuerte de la primera interpretacién metafisica de Newton, es considerar los objetivos cientificos de
nuestro autor. Varios intérpretes de Newton, consideran que existe una separacién entre sus objetivos cienti-
ficos. Sin embargo esto solo es viable si consideramos la interpretacién de Newton por cientificos posteriores,
que como se comenté anteriormente, separaron definitivamente la metafisica basada en Dios, propuesta por
Newton, queddndose tinicamente con la parte en la cual Newton renuncia a hacer pronunciamientos sin

evidencia empirica sobre el mundo fisico.

Newton tiene una concepcién diferente de lo que es ciencia. Para Newton, un convencido arriano, la teologia
ha sido corrompida por la cabala, el platonismo('??) y el gnosticismo (de Pater 2005, P4g. 471). El problema
con la corrupcién de la teologia, es que también corrompe la concepcién de Dios. Y dado que Dios es la

fuente de la ciencia, al tener una concepcién errénea de Dios, la ciencia ha sido corrompida, transitivamente

121Ya que Dios esta presente en todos lados, puede actuar en lugares distantes sin que esto sea accién a distancia, porque todos estdn
contenidos en Dios mismo.
122Interesante aseveracion, ya que Newton al parecer estudi6 a los neo-platénicos y a los estoicos (de Pater 2005, Pag. 468).
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(de Pater 2005, Pag. 471). El monotefsmo es la tinica fuente de buena ciencia, con la cual se puede encontrar
y unificar todos los fenémenos naturales (de Pater 2005, P4g. 471). Y dado que el verdadero monoteismo
estd en el pasado, en este caso las sectas que siguen en parte a Arrio, la ciencia también debe encontrarse en
el pasado (de Pater 2005, Pag. 471). Newton considera que debe luchar en contra de Descartes por partida
doble, por un lado su interpretacién fisica y metafisica de la ciencia y el mundo que deja a un lado a Dios
en el mundo fisico, lo cual fue criticado tanto por Newton como un error, o corrupcién (de Pater 2005,
Pag. 471), como por otros pensadores ingleses en especial los platonistas de Cambridge('*?); ademas para
Newton los métodos desarrollados por Descartes se alejan de la practica geométrica sintética, que Newton
consideraba superior (de Pater 2005, Pag. 478). Para Newton la practica matematica de los griegos es un
modelo a seguir. Newton consideraba que el andlisis ayud6 a los antiguos a descubrir nuevas cosas en las
mateméticas; pero sus pruebas siempre fueron realizadas con la sintesis'**) (de Pater 2005, 478). Tanto las
matematicas, como la ciencia deben partir de definiciones, primeros principios/axiomas y postulados para
después probar sus propiedades mediante la sintesis tal como lo hacen los trabajos matematicos de los
griegos antiguos, en especial Euclides. La ciencia ademas debe incorporar al Dios Unico, ya que es fuente
de verdadero conocimiento, sostiene al universo al establecer tanto el espacio, como el tiempo (Janiak 2010,
Pag. 141 y 147)U1%). Para Newton tanto las leyes de la naturaleza, junto con su descripcién matematica son

(126

inconcebibles sin Dios, ya que El opera regularmente(’*®) en la naturaleza que ha creado (de Pater 2005, Pag.

479).

Si bien Newton considera que el método sintético de los antiguos es el mas indicado para realizar pruebas
matematicas, la geometria que utiliza es diferente a la geometria euclidiana. Puede considerarse que Newton
crea una geometria fluxional y/o fluyente, que ademds de la geometria sintética de los griegos incluye
nociones cinemadticas, es decir movimiento, junto a la nocién de lo infinitamente pequefio o infinitesimal
(Marquina et al. 1996, §3.3) (de Pater 2005, §6). Newton no formula una justificacién para todos los principios
de movimiento que utiliza, o al menos no lo justifica en los trabajos Gravitatione, Principia y Quadrature.

Esto puede deberse a que Newton considera que el origen de las mateméticas estd en Dios, o al menos

123¢f. §1.5 de este trabajo.

124 probable que también considerara que el andlisis cartesiano puede formar parte de las matematicas, pero no de las pruebas
matematicas.

125Para ver como Dios es la condicién de posibilidad del tiempo y el espacio cf. (Janiak 2010, Cap. 5)

126Ge puede cuestionar si realmente Dios opera regularmente, sin embargo considero que existen elementos para sostener que Dios
opera de manera regular o al menos permite establecer una regularidad en la naturaleza, yo me inclino por la primera opcién. Para
Newton el movimiento circular o las 6rbitas de los planetas se dan por las propiedades matematicas que tiene el espacio y/o la
matemadtica sintética. Esto se puede ver en en la Proposicién I, Teorema I, Seccién II del Libro I en donde describe el movimiento de un
cuerpo sujeto a una fuerza centripeta. En su demostracion utiliza el movimiento rectilineo que cambia cada cierto periodo de tiempo
creando distintos tridngulos en distintas posiciones. Finalmente supone que el nimero de tridngulos aumenta al infinito mientras que
su altura disminuye también al infinito convirtiéndose en la curva deseada, cf. el pasaje citado en los Principia y (Marquina et al. 1996,
Pag. 1056 y 1057). Este pasaje se puede interpretar de distintas formas, o bien Dios, a través de sus leyes mantiene sujeto al objeto para
que siga la trayectoria de la cénica, en vez de seguir la linea recta; o bien, son las propiedades del espacio y/o de la matematica las que
permiten tener un ntimero infinito de tridngulos de altura evanescente y que el movimiento se ajuste a la conica, pero dichas propiedades
tienen su fundamento en Dios, ya que Dios es quien permite que exista un ntimero infinito de tridngulos de altura evanescente, ya sea
en el espacio y/o en la matematica. En cualquier caso, Dios es quien permite que esto ocurra regularmente, o quien permite establecer
una ley de la naturaleza que es regular. Resumiendo Dios permite que la naturaleza sea regular o Dios interviene en el espacio a través
de sus leyes ya que el espacio es una emanacion de Dios. La posibilidad de crear figuras infinitas evanescentes y que el espacio sea una
emanacion de Dios se ve a lo largo de la seccién dedicada a Newton.
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de las propiedades que tiene Dios y como ha conformado el universo dadas dichas propiedades (de Pater
2005, §6). Nuevamente Newton considera que Dios tiene un papel fundamental en el universo, no solo a
nivel fisico, sino en el matematico. Su investigacién, tanto empirica, como matematica, tiene su origen y
fundamentacién en El. La matemadtica de Descartes, al no aceptar los movimientos mecanicos y realizar
parte de la prueba via el analisis ("*”); ha rechazado a Dios y el método de sintesis, desde la perspectiva de
Newton. Esta forma de realizar ciencia se puede ver en los escritos de Newton De Gravitatione et aequipondio
fluidorum y los Principia’®®). Asi, la ciencia para Newton es sintética, basada en la geometria fluyente,
euclidiana+Apolonio+Pappus+movimiento+infinitesimal, con origen y sustento en Dios, que ademds es

origen de todo en el universo incluyendo el espacio-tiempo.

2.2.4. Lametodologia newtoniana, invirtiendo a Descartes

Como se mostré en las secciones anteriores, Dios es parte fundamental del sistema newtoniano, es condicién
de posibilidad, tanto del espacio-tiempo, como de las mateméticas. El sustenta la creacién en un sentido
amplio y fuerte. Estos principios forman parte de la metafisica divina, que no es revisable. Aun asi, es
posible investigar empiricamente el mundo fenoménico, dicha investigacién empirica siempre es revisable.
Esta investigacién no debe adivinar hipétesis, sino avanzar a partir de la evidencia de la investigacién
realizada. Considero que uno de los aportes principales de Newton a la ciencia, es poder realizar una

investigacion empirica con relativamente una exigua metafisica.

Invirtiendo la investigacién empirica

Descartes es conocido por formular un sistema de investigacién que durante algtn tiempo fue uno de los
principales sistemas de investigacién cientifica, hasta que el sistema newtoniano y posteriormente el sistema

de la mecanica newtoniana suplantaron al sistema cartesiano.

El sistema cartesiano de investigacion partia de un lugar muy diferente al newtoniano. Por un lado Descartes
quiere partir de un sistema metafisico a priori de investigaciéon; la segunda interpretacién parte de la idea de
que Newton esta trabajando en convertir los a priori cartesianos en a posteriori newtonianos. Por otro lado, el
sistema cartesiano puede interpretarse como un sistema que considera que la explicacién tiene una posicién

superior en la justificacién de un fenémeno empirico, mas que la simple descripcién matemética. Uno de los

127En el sentido de an4lisis matematico clésico que se conoce hoy en dfa. Newton conoce el dlgebra y los métodos del anlisis cartesiano,
cf. Quadrature. Considero que el uso del andlisis matematico parece limitarlo en especial en las pruebas matematicas. Para las pruebas
prefiere la sintesis.

128 Aun cuando no existe evidencia directa de que Newton utilizé la definicién aristotélica de ciencia, Newton pudo establecer sus
criterios de ciencia basado en la definicién de Aristételes en los Analiticos. Dependiendo de la postura filoséfica que uno quiera asumir, se
puede decir que el sistema euclidiano es el ejemplo de ciencia aristotélica, dado que Newton utiliza el sistema euclidiano en los Principia,
se puede argumentar que Newton esta siguiendo la definicién aristotélica de ciencia dada en los Analiticos. Uno de los problemas que
presenta el estudio de Newton es que nunca revel6 las fuentes de su investigacion, excepto a Isaac Barrow.
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posibles motivos de esta postura, ademds de la metafisica a priori (que dichos a priori no tienen por qué ser
matematicos), es que Descartes considera que la descripcién matematica es limitada para dar cuenta de un

fenémeno (Nelson 2017).

Newton, por otro lado, considera que la descripcién matematica es suficiente para describir y dar por real un
fenémeno, como se vio en la seccién anterior. Al menos en la investigacion empirica, la metafisica es revisable,
minima, a posteriori y matematicamente describible; exactamente lo opuesto a lo descrito anteriormente. Asf,
Newton esta invirtiendo la investigacion cartesiana, que si bien la metafisica cartesiana es mecénica, la
investigacién no lo es, ya que debe partir de los principios de la metafisica; mientras que la metafisica
newtoniana, no es mecanicista, porque en su centro y origen se encuentra Dios. La investigacién si puede
considerarse mecanicista en el sentido contemporédneo de la palabra ya que trata de investigar de manera
matematica los fendmenos del mundo, sin asumir una causa fisica, pero dentro de una teorfa fisica. Para
Newton las propiedades del mundo fisico son determinadas por una teoria fisica, ya que no percibimos
sus propiedades reales, dichas propiedades deben ser determinadas por la teoria fisica después de una
investigacién empirica del fenémeno. Esta forma de investigacién se parece a la investigacién que se desarrolla

en los principios del siglo xx (Janiak 2010, Pag. 126)!*").

Usando la maquinaria de Descartes en el andlisis de Viéte

Con respecto a la investigacién mateméatica newtoniana, Newton considera que Descartes estd pervirtiendo
la investigacién matematica al usar el analisis matematico en las pruebas, en vez de la sintesis geométrica;
por lo cual Newton rechaza la forma de hacer matematicas de Descartes, pero no sus desarrollos matema-
ticos. Newton encuentra la relacién entre los problemas de las tangentes y el area bajo la curva mediante
las ecuaciones polinomiales interpretadas en un sistema cartesiano (Panza 2012, Pag. 220 y §3). Newton
también considera que las ecuaciones polinomiales son una via privilegiada para expresar las curvas, con
respecto al sistema cartesiano de coordenadas (Panza 2012, Pag. 252). Tanto el sistema coordenado, como la
representacién de ecuaciones que usa Newton son los sistemas cartesianos!'*”) y es con esos sistemas que

desarrolla parte del calculo fluxional.

Dado que Descartes empieza una nueva forma de hacer matemaéticas, en donde el anélisis matematico,
entendido como el estudio de un problema en donde el dlgebra es parte fundamental de él, Newton considera

que no puede utilizar dicha herramienta para realizar sus estudios matemaéticos, por lo que va a optar por

129De acuerdo a Janiak, Newton rechaza la filosoffa mecanicista sin invertirla: “Newton ocupa una posicién intermedia entre estos
extremos: rechaza la filosoffa mecénica sin invertirla, y sostiene que algunas de las propiedades de la materia son semi-técnicas, es
decir, explotables en los términos disponibles a través de la teoria fisica. Pero esas propiedades son semi-técnicas en el sentido de que
también estdn disponibles para nosotros a través de la experiencia perceptual ordinaria; ésta tltima debe simplemente hacerse mas
precisa. Desde el punto de vista de Newton, entonces, la imagen manifiesta de los cuerpos es a la vez incompleta e imprecisa, pero la
imagen cientifica de los cuerpos comienza con la imagen manifiesta, complementandola y haciéndola més precisa” (Janiak 2010, Pag.
127). Sin embargo considero que la forma de investigacion si se invierte por lo anteriormente expuesto.

130Recuérdese que a partir de la publicacién de La Géométrie los matematicos adoptaron la notacién cartesiana para representar
ecuaciones, dadas las propiedades que ésta presenta, como la posibilidad de hacer operaciones con potencias facilmente.
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regresar a lo antiguo utilizando el anélisis aristotélico cuando se trata de encontrar los principios o supuestos
que se necesitan para resolver un problema y el andlisis de Viéte cuando necesita resolver un problema
matemético (Panza 2012). Este tltimo método trataba de resolver un problema mediante ecuaciones, hasta
que era posible identificarlo con otro problema geométrico y resolverlo sintéticamente, justo lo que Newton
consideraba correcto para una prueba matematica. Aun asi, Newton utiliza la notacién cartesiana algebraica
en el analisis"*", ya que Viéte aun utiliza el viejo sistema de palabras para representar las potencias, lo cual

limitaria ampliamente a Newton.

De esta forma es posible explicar, por qué, por un lado, utiliza la notacién algebraica en el calculo fluxional,
pues considera que la notacién cartesiana puede expresar de mejor manera la naturaleza de la curva, en
este caso la naturaleza del fluxén; mientras que la explicacién del sustento se da de manera sintética con

geometria fluxional, como en el tratado de las curvas, Quadrature.

2.2.5. De Gravitatione y Quadrature, el movimiento, el punto, la divisibilidad infinita,

infinito en Newton

Como se coment6 en las secciones anteriores, la matematica de Newton es diferente a la practica matematica

aceptada hasta Descartes. Los elementos que diferencian a la matematica fluxional son:

1. Dios. El permite que existan los momentos indivisibles de duracién y la divisibilidad infinita.

2. Aprecio del método sintético: Newton considera que debe partir de principios y/o axiomas, definicio-
nes, y otros elementos definidos ya sea por Aristételes y/o en los libros de Euclides, Apolonio y otros;
para probar algo basado en alguna légica, generalmente la 16gica aristotélica, utilizando los elementos

anteriores o algo que ya hubiera sido probado, para probar los problemas que se le presenten.

3. Movimiento. Newton considera que el movimiento, lineas que se cortan entre si, tridngulos que se

encogen, entre otras cosas, forman parte de la matematica.

Newton utiliza el movimiento para justificar parte de la matematica en la que se basa el célculo fluxional.
Ademaés del movimiento, Newton utiliza una concepcién diferente de punto a la tradicionalmente utilizada

por la geometria euclidiana.

El punto y la linea en en geometria euclidiana pueden considerarse como lo que no tiene partes, Xnueiév éot,
ol pépog ov¥év; v lo que no tiene anchura, lpopuny 8¢ pfixog dmiatée; (Euclides 1956, Libro 1, Definiciones).

El término griego para punto con esta definicion es Xnueioy; y el término griego de linea es I'oapuun.

131Entendido como el estudio de las condiciones que debia tener un problema para ser resuelto por la sintesis.
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Pero para Newton, el punto y la linea pueden guardar alguna relacién de medida y/o magnitud con algtn
otro elemento geométrico’*>). Estos puntos con medida son producto del movimiento limite de un plano

intersectdndose con otro, linea con medida; o de dos lineas intersectdindose, punto con medida.

En el escrito de Gravitatione, Newton habla de las fronteras comunes que crean diferentes figuras geométricas

cuando se conjuntan mediante movimiento:

5. 1. Por doquier, el espacio puede distinguirse en partes cuyos limites comunes [terminos communes] usual-
mente denominamos superficies y éstas, por doquier, pueden distinguirse en partes, cuyos limites denomi-
namos lineas y, asimismo, éstas, por doquier, las podemos distinguir en partes que denominamos puntos. Y,
por tanto, las superficies no tienen profundidad, ni las lineas ancho, ni los puntos dimensiones, a menos que
se diga que los espacios bordeantes [spatia contermina] se penetran mutuamente en toda la profundidad de la superficie
entre ellos, esto es, a la que he dicho que es la frontera entre ambos o su extremidad comiin y lo mismo para lineas y
puntos. Mds aiin, los espacios estdn, por doquier, contiguos a los espacios y la extension estd, por doquier, situada junto
a la extension y ast, por doquier hay fronteras comunes a partes contiguas; esto es, por doquier hay superficies con
bordes divisorios de sélidos y, por doquier, lineas que se tocan, entre si, las partes de las superficies y, por doquier, hay
puntos en los que las partes continuas de las lineas se conjuntan. Y, por tanto, por doquier, hay todo tipo de figuras,
por doquier hay esferas, cubos, tridngulos, lineas rectas, y aquéllas de todas las figuras y magnitudes aun cuando no se
muestren a la vista™*?[. . .1 (Gravitatione 132 y 133)

En la cita anterior se puede observar que Newton conoce la definicién de Xnueiév y I'popu) tradicionales, que
no tienen partes, no tienen anchura; a menos que los bordes que generan dichas figuras geométricas se penetren, es
decir, que cuando dichas figuras son producto de un movimiento, sus propiedades cambian y pueden tener
una relacién de medida, magnitud y/o métrica. Es mas, en el escrito de Gravitatione parece ser que no solo
formarian un punto con medida, ni una linea con medida, sino todo tipo de figuras geométricas. Es decir el
movimiento genera figuras geométricas existentes, que no se muestran a la vista; pero que pueden tener una

relaciéon de medida, magnitud y/o métrica con otros elementos geométricos.

Estos limites comunes son muy parecidos a la concepcion pitagdrica de lo qué es un punto, que también tiene
medida y/o magnitud llamado povédoc. La o el povédoc se menciona en escritos anteriores a los Elementos de
Euclides (Euclides 1956). También forma parte de la filosoffa de los pitagéricos y neo-pitagéricos. Jamblico

escribe sobre la o el povédoc (Iamblichus 1988, P. 35):

Sobre la ménada

[1] La ménada es la fuente de niimero no espacial. Se llama ‘'ménada’ debido a su estabilidad, ya que
conserva la identidad especifica de cualquier niimero con el que se combina. Por ejemplo, 3x1 = 3, 4x1 =
4: vea como el acercamiento de la ménada a estos nimeros conserva la misma identidad y no produce un
nimero diferente.

Todo ha sido organizado por la ménada, porque contiene todo potencialmente: incluso si atin no son reales,
la ménada contiene, de manera seminal, los principios que estdn dentro de todos los ntimeros, incluidos
los que estdn dentro de la diada. Porque la ménada es par e impar y par impar [Ejemplo 1+1=2, par;
2+1=3 impar]; lineal y plano y sélido (ctbico y esférico y en forma de pirdmides desde aquellos con cuatro
angulos hasta aquellos con un niimero indefinido de éngulos); perfecto y sobre-perfecto'**) y defectuoso;
proporcional y arménico; primo no compuesto, y secundario; diagonal y lateral; y es la fuente de toda
relacién, ya sea de igualdad o desigualdad, [...] Ademas, es demostrable tanto el punto como el dngulo

132Es importante hacer notar que dicho punto por sf mismo no tiene medida, magnitud o métrica, pero que la relacién sintética y
algebraica con otros elementos geométricos se mantiene.

13%Enfasis mio.

134 gper-perfect. Habra que revisar el texto original, pero en este lugar solo tomo la traduccién del inglés.
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(con todas las formas de dngulo), y el comienzo, el medio y el final de todas las cosas, ya que, si [2] al
disminuirlo, limita la diseccién infinita de lo que es continuo, y si lo aumenta, define el aumento como el
mismo que los dividendos (y esto se debe a la disposicion de su naturaleza divina, no humana)"*. [...]
(Tamblichus 1988, P. 35)

Parece ser que tanto el limite que penetra a otras figuras, como la o el povédoc son principios de otras figuras
u objetos y por lo cual tienen alguna medida o métrica, en el caso de la o el povddoc, y una relacién de
medida, magnitud y/o métrica en los limites comunes. Dado que el proceso de movimiento puede convertirse
en un proceso infinito, Newton necesita dar cuenta de dicho proceso matematicamente. Newton conocia las
distintas técnicas matematicas con las cuales los matematicos de la época calculaban el drea de una figura

geométrica con indivisibles, que suponia un proceso infinito, como se vio en §1.4.

Sobre los procesos infinitos, que son parte del método de Newton, comenta en (Gravitatione 135):

6.[...] Afiddase quelos gedmetras conocen con precisién cantidades positivas y finitas de muchas superficies
infinitas enlongitud y, por esto, puedo, positiva y precisamente, determinar las cantidades sélidas de muchos
sélidos infinitos en largo y ancho y compararlos en sélidos finitos dados. Pero esto no es aqui pertinente.
(Gravitatione 135)

Estas ideas forman lo que es un fluxén o fluxién que se define en su tratado de Introductio ad Quadraturam
Curvarum (Newton 1710):
Aqui no consideraré a las Cantidades Matemadticas como compuestas por Partes extremadamente pequefias,
si no como generadas por un movimiento continuo. Las lineas se describen y al describir se generan, no por
una conjuncion continua"*® de Partes, sino por un movimiento continuo de Puntos. Las superficies se
generan por el movimiento de las Lineas, los Sélidos por el movimiento de las Superficies, los Angulos por

la Rotacién de sus lados [0 brazos], el Tiempo por un flujo continuo, y asi en el resto. Estas Génesis se basan
en la Naturaleza, [...] "> Quadrature

El texto mostrado empieza estableciendo que el concepto de fluxién o fluxén estd basado en el movimiento;
a fin de diferenciarlo del infinitesimal usado por el calculo de Leibniz. Este pasaje guarda relacién con lo
mostrado en la cita de Gravitatione, en el cual el movimiento genera distintas figuras geométricas. Newton
anade ademads el tiempo como elemento del fluxén o la fluxién. Continuando con la cita:

Y de esta manera, los Antiguos llevando lineas méviles y correderas a lo largo de las [lineas] inméviles en
una Posicién o Situaciéon Normal, nos han ensefiado las Génesis de los Recténgulos( 138), Quadrature

135411] The monad is the non-spatial source of number. It is called ‘monad’ because of its stability, since it preserves the specific
identity of any number with which it is conjoined. For instance, 3x 1 =3, 4x1=4: see how the approach of the monad to these numbers
preserved the same identity and did not produce a different number.

Everything has been organized by the monad, because it contains everything potentially: for even if they are not yet actual, nevertheless
the monad holds seminally the principles which are within all numbers, including those which are within the dyad. For the monad
is even and odd and even-odd; 2 linear and plane and solid (cubical and spherical and in the form of pyramids from those with four
angles to those with an indefinite number of angles); perfect and over-perfect and defective; proportionate and harmonic; prime and
incomposite, and secondary; diagonal and side; and it is the source of every relation, whether one of equality or inequality, [...].
Moreover, it is demonstrably both point and angle (with all forms of angle), and beginning, middle and end of all things, since, if you
[2] decrease it, it limits the infinite dissection of what is continuous, and if you increase it, it defines the increase as being the same as
the dividends (and this is due to the disposition of divine, not human, nature.)”

1% a traduccién utiliza “apposition” que de acuerdo al diccionario de inglés Oxford significa: poner o posicionar cosas lado a lado o
juntas.

13741 don’t here consider Mathematical Quantities as composed of Parts extremely small, but as generated by a continual motion. Lines are
described, and by describing are generated, not by any apposition of Parts, but by a continual motion of Points. Surfaces are generated
by the motion of Lines, Solids by the motion of Surfaces, Angles by the Rotation of their Legs, Time by a continual flux, and so in the
rest. These Geneses are founded upon Nature, [...]”

138 And after this manner the Ancients by carrying moveable right Lines along immoveableones in a Normal Position or Situation,
have taught us the Geneses of Rectangles
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En esta parte del texto hace referencia al origen de su método, considerando que el movimiento de un
rectdngulo esta dado ya por los los Antiguos, refiriéndose a los textos griegos sintéticos!'*”) Newton comenta

en Quadrature:

Los fluxones son casi como los Aumentos de los Fluentes, generados en partes iguales, pero infinitamente
pequefias del Tiempo; y para hablar exactamente, estan en la Proporcion Principal™™” de los incrementos
nacientes [. .. 1"V Quadrature

Newton presenta, a continuacién, una figura con la cual muestra el método de fluxiones:

H @ Rectangulo H
Linea gue se mueve
Primera Proporcién

O Fluxén o Fluxion

G D C

(a) Fluxién o Fluxén (b) Elementos de una Fluxién

Figura 2.1: La Fluxién o el Fluxén

El procedimiento para obtener la tangente de la curva mostrada es (Newton 1710)(142):

139Debe tenerse especial cuidado, porque aunque Newton considere que su método esta basado en los textos geométricos griegos
antiguos, estos no inclufan el movimiento, que estd presente en el pasaje. Véase por ejemplo §1.3 en especial §1.3.1. El problema es
justo que el trazado de cénicas dependia del movimiento, el cual es contingente. Si bien los griegos consideraron el movimiento en
sus soluciones, para la época inmediatamente anterior a Newton se consideraba que estas soluciones no seguian el riguroso trabajo
de Euclides que nunca utiliz6 el movimiento en sus soluciones. Véase también §1.4.5 en donde se detalla que atin cuando Descartes
da su carta de ciudadania matematica a las ecuaciones con coeficientes enteros, las demads curvas seguian considerdndose fuera de la
matematica, ya que dependian del movimiento. Utilizar el movimiento en la sintesis es un aporte exclusivo de Newton y de quienes
siguieron su método sintético para realizar pruebas. Pero al utilizar el movimiento como parte de la prueba matematica posiblemente
las curvas no-algebraicas se empezaron a ver dentro de la matemdtica y sus pruebas.

1400 Primera Proporcién “Prime Ratio”.

141“Fluxions are very nearly as the Augments of the Fluents, generated in equal, but infinitelysmall parts of Time; and to speak exactly,
are in the Prime Ratio of the nascent Augments”

#2Interpretacion mia. A continuacién pongo el texto original: “Fluxions, which I here make use of in the Quadrature of Curves.
Fluxions are very nearly as the Augments of the Fluents, generated in equal, but infinitely small parts of Time; and to speak exactly,
are in the Prime Ratio of the nascent Augments: but they may be expounded by any Lines that are proportional to ‘em. As if the Areas
ABC, ABDG be described by the Ordinates BC, BD, moving with an uniform motion along the Base A B, the Fluxions of these Areas
will be to one another as the describent Ordinates BC and BD, and may be expounded by those Ordinates; for those Ordinates are in the
same Proportion as the Nascent Augments of the Areas. Let the Ordinate BC move out of its place BC into any new one bc: Compleat
the Parallelogram BCED, and let the Right Line VTH be drawn which may touch the Curve C and meet bc and BA produced in T and
V; and then the just now generated Augments of the Abscissa AB, the Ordinate BC, and the Curve Line ACc, will be Bb, Ec and Cc;
and the Side of the Triangle CET, are in the Prime Ratio of these Nascent Augments, and therefore the Fluxions of AB, BC and AC are
as the Sides CE,ET and C T of the Triangle CE T and may be expounded by those Sides, or which is much at one, by the Sides of the
Triangle VBC similar to it. 'Tis the same thing if the Fluxions be taken in the ultimate Ratio of the Evanescent Parts. Draw the Right
Line Cc, and produce the same to K. Let the Ordinate bc return into its former place B C, and the points C and ¢ coming together, the
Right Line CK co-incides with the Tangent CH, and the Evanescent Triangle CEc in its ultimate form becomes similar to the Triangle
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1. Mover la linea BC a una nueva posicion bc. c debe estar sobre la curva.
2. Trazar un paralelogramo BCED.
3. Trazar la linea VTH, que debe de tener las siguientes caracteristicas:

a) Tocar C.

b) Encontrarse con bc.
4. Establecer una relacién de tridngulos similares CET y VBC.
5. Dibujar Ccy producir K.

6. Regresar bc a su posicion original. Esto permite que CK coincida con CH, y el tridngulo evanescente
CEc en su uiltima forma se vuelve similar al tridngulo CET., y las relaciones de CE, Ec, y Cc, puedan ser
establecidas. Los puntos C y ¢ entonces coinciden. Cuando esto ocurre, se ha calculado el fluxén y/o
la fluxién.

(143

Posteriormente, Newton muestra el método o técnica analitic ) para determinar la fluxién de x":

Dejar que la Cantidad x fluya uniformemente, y dejar que el Fluxén o la Fluxion de x" sea encontrada Al mismo

tiempo que al fluir la cantidad x se torna x+0, la cantidad cantidad x" se convertird en x + a" ") esto es, por

el Método de Series Infinitas:

X o+ 2_ " 00x"? + &c
Y los Aumentos:
oynox"" + nnz— " oox"? + &c
Son uno al otro como:
Tynx" + nnz— Dox"2 + &c

Ahora deje que esos Aumentos se desvanescan y la tdltima Proporcién sera la Proporcion 1 a nx" 1%

Quadrature

CET, and its Evanescent Sides CE, Ec and Cc will be ultimately to one another as are CE, ET and CT the Sides of the other Triangle CET,
and therefore the Fluxions of the Lines AB, BC and AC are in the same Ratio. If the Points C and ¢ be at any small distance from one
another, then will CK be at a small distance from the Tangent CH. As soon as the Right Line CK coincides with the Tangent CH, and the
ultimate Ratio’s of the Lines C E, Ec and Cd be found, the Points C and ¢ ought to come together and exactly to coincide. For errours,
tho” never so small, are not to be neglected in Mathematics.”

143En el sentido de que es expresada mediante 4lgebra.

144E] simbolo — se utilizaba como signo de agrupacién, el equivalente a los paréntesis ().

5L et the Quantity x flow uniformly, and let the Fluxion of x" be to be found. In the same time that the Quantity x by flowing becomes x + o,
the Quantity x” will become x¥ + 0", that is, by the Method of Infinite Series’s

1 nn-n

X" +nox" " + 5 00x"72 + &c

and the Augments

1 nn-n

oand nox"" + 5 00x"7% + &c

are to one another as
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Sobre las técnicas sintética y analitica que presenta Newton, y que considera que no son infinitesimales, hay

que hacer notar:

1. La técnica analitica de fluxién o fluxén no necesariamente refleja su caracteristica basica que es el

movimiento que sucede en el tiempo.

2. Los incrementos o aumentos o se comportan como indivisibles, aun cuando Newton considera que no
es asi. Esto ocurre porque, como comenté en el punto anterior, la técnica analitica no puede reflejar
el movimiento en el tiempo como quiere Newton; ademads las reglas que utilizan los incrementos o

aumentos son parecidas a la definicién de indivisible y/o infinitesimal (cf. la seccién 1.5 de este trabajo).

3. En la técnica sintética con movimiento, el fluxén o la fluxién se obtiene cuando los puntos C y ¢
se unen en uno solo, en un instante de tiempo, pero guardan relacién con los tridngulos asociados,
ya sea que dichos tridangulos también se unan a dichos puntos, o mantengan su tamario; lo cual se
puede considerar como un infinitesimal dependiendo de las reglas que se establezcan para obtener

una métrica y/o relacién con el método anteriormente mostrado(!4®).

Bajo la primera interpretacion, se puede argumentar, que la justificacion sintética y la técnica analitica, son

la aplicacién de un pre-limite matematico. En contra de esto se puede argumentar:

1. El limite es considerado una técnica analitica, lo cual es contrario a la preferencia de Newton por los

métodos geométricos-sintéticos.
2. El movimiento permite sustituir al limite.

3. Newton pone el resultado en ecuaciones, ya que considera que expresan correctamente la naturaleza

de la curva, pero esto no significa que utiliz6 las técnicas analiticas desarrolladas por Descartes.

Aun cuando tenga el movimiento para calcular un fluxén y /o fluxién, el proceso por el cual se genera es un

proceso infinito. Newton considera que puede realizar operaciones con el infinito:

Cuando los hombres argumentan en contra de la divisibilidad infinita de la magnitud, diciendo que si una
pulgada puede ser dividida en un niimero infinito de partes, la suma de esas partes sera una pulgada; y si
un pie se puede dividir en un ntimero infinito de partes, la suma de esas partes debe ser un pie, y dado que
todos los infinitos son iguales, esas sumas deben ser iguales, esto es, que una pulgada es igual a un pie.

1 nn-n

1and nx"" + 0x"2 + &¢

Now let those Augments vanish and their ultimate Ratio will be the Ratio of 1 to nx"1 ; and therefore the Fluxion of the Quantity x
is to the Fluxion of the Quantity x" as 1 to nx"~!.
146Para conocer cémo las distintas formas de calcular una fluxién o fluxén que se pueden considerar un infinitesimal y /o indivisible,
asi como otras técnicas de Newton que utilizan infinitesimales y/o indivisibles cf. (Malet y Panza 2015a).
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La falsedad de esta conclusién muestra un error en las premisas, y el error estd, en que todos los infinitos
son iguales. Existe otra forma de considerar a los infinitos, usada por los matemaéticos, y es, bajo determi-
nadas restricciones y limitaciones, donde los infinitos estdn determinados para tener ciertas diferencias o
proporciones de uno a otro. Asi el Dr. Wallis los considera a ellos en su Arithmetica Infinitorum, donde él
retine varias magnitudes infinitas de distintas proporciones: cuyo camino de argumentar es generalmente
aceptado por los matematicos, y no deja que todos los infinitos sean iguales"*”). Segunda carta a Bentley 17
de enero de 1692 6 1693 (Newton 1692 ¢ 1693, Pag. 99)

Los 6rganos de los sentidos no estan para habilitar al alma, para percibir las especies de cosas en su sensorio,
sino solo para transportarlas alld y Dios no necesita de dichos 6rganos, el estd en todos lados presente para
todas las cosas en si mismas. Y dado que el espacio es divisible in infinitum, y la materia no esta presente
necesariamente en todos lados, se puede permitir también que Dios puede crear particulas de materia, de
distintos tamarfios y figuras, y en varias porciones del espacio, y tal vez de diferentes densidades y fuerzas,
y de este modo variar las leyes de la naturaleza, y hacer mundos de distintos tipos, en distintas partes del
universo. "**) Cuestion 31 de la Optica (Newton 1721, Pag. 138 y 139)

La postura de Newton sobre el punto, la linea y el movimiento es la siguiente:

1. El movimiento es parte importante del razonamiento matematico en Newton.
2. Sepuede dividir infinitamente y sumar infinitamente. Las sumas de infinitos dan diferentes resultados.

3. Las mateméticas no pueden concebirse sin el movimiento y sin Dios ya que El es el origen de la materia,

espacio y las leyes de la naturaleza.
4. Por lo tanto el movimiento estd garantizado por Dios.
5. Newton considera que existen dos tipos de puntos y dos tipos de lineas:

a) El punto y la linea cuando son limites estaticos, los elementos que los producen son estaticos, no
tienen magnitud, ni anchura. Estos puntos y linea son lo que en Euclides se conoce como Xnpeidv
y Doagu,

b) El punto y la linea cuando son producto del movimiento, en un tiempo o instante de tiempo,
guardan relacién con los elementos que los originaron. Estos elementos se parecen al concepto de

povédog desarrollado por los neo-pitagéricos como Iamblico.

6. De acuerdo a Newton, el fluxén o la fluxién estd basado en el movimiento.

147434 when men argue against the infinite divisibility of magnitude, by saying that if an inch may be divided into an infinite number
of parts, the sum of those parts will be an inch; and if a foot may be divided into an infinite number of parts, the sum of those parts
must be a foot, and therefore since all infinites are equal, those sums must be equal, that is, an inch equal to a foot. The falseness of the
conclusion shows an error in the premises, and the error lies in the position, that all infinites are equal. There is therefore another way
of considering infinites used by mathematicians, and that is, under certain definite restrictions and limitations, whereby infinites are
determined to have certain differences or proportions to one another. Thus Dr. Wallis considers them in his Arithmetica Infinitorium,
where by the various proportions of infinite sums, he gathers the various proportions of infinite magnitudes: which way of arguing is
generally allowed by mathematicians, and yet would not be good were all infinites equal. ”

148The organs of sense are not for enabling the soul to perceive the species of things in its sensorium, but only for conveying them
thither; and God has no need of such organs, he being everywhere present to the things themselves. And since space is divisible in
infinitum, and matter is not necessarily in all places, it may be also allowed that God is able to create particles of matter of several sizes
and figures, and in several proportions to space, and perhaps of different densities and forces, and thereby to vary the laws of nature,
and make worlds of several sorts in several parts of the universe.”



2.2. NEWTON 67

7. El célculo del fluxén o de la fluxién estd basado en un infinitesimal, y por lo tanto estd sujeto a sus
mismas criticas; aun cuando Newton considera que el movimiento en el tiempo evite los problemas

del infinitesimal, o que este sea de otra naturaleza.

Aun cuando Newton consideré que la mejor forma de realizar matematicas era la via sintética, también

trabaj6é métodos analiticos, un ejemplo del método analitico para el calculo de la fluxién es el siguiente:

2. Ejemplo . Si la Relacién de las Cantidades que fluyen x y y sea x° — ax® + axy — y° = 0 primero disponga

los Términos segtn x, y luego segtn y y multipliquelos de la siguiente manera:

Mul. X° —ax® +axy - y° | -y +axy —ax’ +x°
31 g 2% o X 3 g ¥
porx.x.x.o y.v.o.o
hace 3xx* — 2axx + axy* -3yy* + ayx

La suma de los productos es 3xx* — 2axx + axy — 3yy* + ayx = 0, cuya ecuacién da la relacién entre las

fluxiones x y y. Si tomas x a gusto, la ecuacién x* — ax* + ax - y° = 0 dard y. Una vez determinado, sera

x 1y 3y* —ax: 3x% - 2ax + ay'"™) (Newton 1736, Pag. 21)
También Newton trabajara con los incrementos de las variables involucradas en la ecuacién a los que Newton
llamar4 o:
16. Por lo tanto sea cualquier Ecuacién x° —ax® + axy — y° = 0, y substituida por % + 0 para x, y § +o para y, y
se convertira:
3 o 2 .2 .3 3 2 . .2 5 . o 3 . 2 .2 33
x° + 3ikox” + 3% 00x + X707 — ax” — 2axox — ax 00 + axy + axoy + ayox + axyoo — y~ - 3yoy~ — 3y ooy — y’o° = 0.
17. Ahora por suposicion x° —ax® +axy — y° = 0, sera eliminada, y los Términos restantes serdn divididos por
0, ahf quedaréan 3xx? + 3%%0x + ¥°00 — 2axx — ax’o + axy + ayx + axyo - 3yy* - 3y°0y — 0o = 0. Pero mientras
0 es supuesto que es infinitamente pequerio, eso puede representar Momentos de Cantidades; los términos
que estan multiplicando por ellos [los momentos infinitamente pequetios 0] se volveran nada con respecto

al resto. Entonces los rechazo, y permanecen 3xx* — 2axx + axy + ayx — 3yy* = 0.7 (Newton 1736, Pag.
24y 25)

Se puede considerar que para Newton, el movimiento es una técnica matematica apropiada para la investiga-
cién de su célculo. Sin embargo, después la matematica ird en contra de esta nocién utilizando solo técnicas
analiticas para la justificacién de lo que se conoce como calculo Diferencial e Integral. Ademas Newton
considera que Dios es el origen de todo, incluso de las matematicas. Esto, como se ha mencionado antes, le

permite investigar la naturaleza via las matematicas.

2

1497 Example L. If the Relation of the flowing Quantities x and y be x> — ax? + axy — y° = 0 first dispose the Terms according to x, and

then according to y and multiply them in the following manner.

Mul. ¥® —ax? +axy -y | -y° +axy —ax? +x°
by%o%o%oO 3—;.%0000
makes 3%x? — 2axx + axy* -3yy? +ayxx

The Sum of the Products is 3xx? — 2axx +axy — 3yy* + ayx = 0, which Equation gives the Relation between the Fluxions x and y — 4. For
if you take x at pleasure, the Equation x> — ax” + ax — > = 0 will give y. Which being determined, it will be x : y :: 3y? —ax : 3x2 - 2ax +ay
15016. Therefore let any Equation x® — ax? + axy — y° = 0 be given, and substitute ¥ + o for x , and ¥ + o for y, and there will arise
x3 + 3xox? + 3%200x + ¥30° — ax? — 2axox — ax%00 + axy + axoy + ayox + axyoo — y> - 3yoy* - 3y%ooy — 730% = 0
17. Now by Supposition x> — ax? + axy — y> = 0 which there fore being expunged, and the remaining. Terms being divided by 0, there
will remain 3%x? + 3%20x + %300 — 2axx — ax?0 + axy + ayx + axyo — 3yy? — 320y — 00 = 0. But whereas o is supposed to be infinitely little,
that it may represent the Moments of Quan tities ; the Terms that are multiply’d by it will be nothing in respect of the rest. Therefore I
reject them, and there remains 3%x? — 2axx + aty + ayx — 3yy? = 0 as above in Examp. 1.
I51E] texto usado (Newton 1736) puede diferir de la notacién usual usada por Newton ya que no fue un trabajo que Newton considerara
que podia publicarse.

2
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Fases del método de fluxiones

A continuacién propondré una divisiéon del método de fluxiones, una interpretacién mia con el fin de mostrar
cémo considero que Newton usa su metafisica en el método de fluxiones. Desde mi perspectiva Newton
utiliza su metafisica para justificar el método de fluxiones o para algin procedimiento interno en dicho

método.

Las fases para el método sintético son:

1. Fase de relaciones: Dada una curva cualquiera, se propone una o varias figura geométricas que me
permiten establecer una relacién con dicha curva. En el caso del texto de Quadrature se utiliza un
tridangulo que es evanescente. Dicho tridngulo, me permiten establecer una relacién entre los lados
del tridngulo para encontrar la ecuacién de la recta que pasa por la hipotenusa del tridngulo que he

supuesto que es la tangente de la curva, para el caso mostrado en Quadrature.

2. Fase metafisica: Se disminuye la figura geométrica hasta quitarle una dimensién, de planos a lineas, de
lineas a puntos, conservando las relaciones geométricas establecidas en la fase de relaciones. Esta fase se basa
en la idea de que aun cuando un punto y/o linea haya perdido una dimensién, puede conservar sus
relaciones de proporcionalidad anteriores. Newton considera que las relaciones de proporcionalidad se
mantienen en un punto o linea si se establece a partir de otra figura que va disminuyendo continuamen-
te. Esto le permite establecer relaciones de proporcionalidad con un triangulo, y disminuirlo hasta que

a1%%). Dicho limite contermina le permite dos cosas a Newton: primero

se convierta en un limite contermin
asegurarse que la linea encontrada es una tangente, ya que el limite contermina es lo suficientemente
pequerio para ser equivalente al punto; y encontrar la ecuacién de la recta a través de las relaciones
establecidas por el tridngulo, para el caso presentado en el texto de Quadrature. Considero que esta
fase es metafisica porque se basa en las propiedades que Dios le da al espacio: el limite contermina;
la posibilidad de tener objetos infinitamente pequefios, figuras evanescentes; y la divisién infinita del

espacio.

3. Procedimiento matemdtico convencional: Se termina el procedimiento utilizando las técnicas matematicas

de la época.
Las fases para el método analitico:

1. Fase diferencias: Dada una ecuacién se propone un incremento cualquiera, o, para cada una de las

variables: en caso x el incremento es X + 0; en caso y el incremento es 7 + 0. Se sustituye en la ecuaciéon

152Recuérdese que para Newton los limites [geométricos] son las figuras geométricas consideradas basicas, como el punto y la linea.
Estos limites no tiene dimensién, ni forma a menos que se penetren mutuamente los espacios bordeantes, spatia contermina (Gravitatione 132-
133). Cuando me refiero a un limite contermina quiero sefalar que es aquel limite [geométrico], producto de la penetracion de espacios
bordeantes, y que le permite tener forma aunque no se muestre a la vista (Gravitatione 132-133).
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y se resuelve normalmente.

2. Fase metafisica: Se elimina el incremento o de dos formas: se considera que dicho incremento o # 0, lo que
permite trabajar con el incremento o en las multiplicaciones y divisiones; se considera al incremento
0 = 0 lo que permite eliminarlo si estd sumando o restando. Newton considera que dicho incremento o
se comporta de esta manera porque fluye hasta convertirse en cero. Mientras fluye se puede multiplicar y
dividir; y cuando deja de fluir se convierte en cero. De nueva cuenta esto se basa en la idea de que las

figuras geométricas pueden fluir o moverse.

3. Procedimiento matemdtico convencional: Se termina el procedimiento con las técnicas matematicas de la

época.

Tanto en la técnica sintética como en la analitica, Newton utiliza su propia interpretacién metafisica del
espacio y del infinito. Sin los limite contermina Newton no podria reducir las figuras geométricas y conservar
las relaciones geométricas. Y sin su propia interpretacién del infinito, Newton no podria hacer que las
cantidades fluyentes o evanescentes se comportaran como cantidades distintas de cero en la multiplicacién y
divisién; y como cero para las demads leyes de la aritmética. En ambos casos considero que esta parte del

método de las fluxiones es metafisico. Esta fase es donde sus criticos hardn las preguntas mas polémicas.

Desde mi punto de vista, Newton trabaja con lo que actualmente se considera isomorfismo y homemorfismo.
Elismomorfismo y homemorfismo son relaciones que se establecen entre al menos dos objetos matemdticos''>;
los objetos matematicos son isomorfos si no es posible distinguirlos, mas que por sus elementos contingentes,
dos circulos son isomorfos y solo pueden distinguirse por el radio dado; los objetos matematicos son
homemorfos si es posible establecer una relacién entre algunos elementos de los objetos, como lo son el
cuadrado y el circulo, en los cuales podemos hacer que todos los puntos del circulo puedan relacionarse con

todos los puntos del cuadrado. El homomeorfismo es mds amplio que el isomorfismo.

Newton considera que los limites especiales, limites contermina, son isomorfos con las figuras que las crearon,
en el caso del texto de Quadrature el tridngulo, por lo cual puede guardar todas las relaciones de proporcién
propias de un tridngulo. El limite contermina puede establecer una relacién de homomeorfismo con el punto,
y si no se distinguen entre el punto y la figura geométrica, se puede asumir homemorficamente que dicho

limite contermina no tiene magnitud.

Hay que sefialar que el texto de Gravitatione y Quadrature se separan con respecto al tema de la magnitud.
En el texto de Gravitatione los limites contermina tienen magnitud: “Y, por tanto, por doquier, hay todo

tipo de figuras, por doquier hay esferas, cubos, tridngulos, lineas rectas, y aquéllas de todas las figuras y

153Dependiendo de la postura matematica, se habla de la existencia de objetos matemdticos, como si el concepto circulo y los elementos
matematicos que lo conforman, como las ecuaciones, existieran, cf. (Linnebo 2018). Existen otras posturas que no aceptan, o son
agnosticas sobre, la existencia de los objetos matemiticos, cf. (Weir 2015). Esta tesis intenta escribirse de la segunda forma.
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magnitudes“w aun cuando no se muestren a la vista [...] ” (Gravitatione 133). En el texto de Quadrature
ya no menciona a la magnitud y se posiciona en contra de lo infinitamente pequefio: “Estaba dispuesto a
mostrar que en el Método de las fluxiones no hay necesidad de introducir Figuras infinitamente pequefias!'>)
en Geometria!"®)”. Considero que cuando esta en contra de lo infinitamente pequefio, se refiere aquello

infinitamente pequefo en magnitud.

En resumen, Newton considera que:

1. Las figuras geométricas pueden moverse o fluir.

2. Cuando disminuyen pierden dimensiones, del plano a la linea y/o el punto, pero conservan todas las
relaciones geométricas que establecieron antes de disminuir. Esto se basa en su propia interpretacion

metafisica del espacio y las matematicas.

3. Al conservarse sus relaciones geométricas puede trabajar con dichas figuras como si fueran figuras

geométricas o como puntos o lineas.

4. Que el concepto de fluir o evanescer se puede utilizar en la técnica analitica, digase algebra, y por lo

tanto puede comportarse como algo distinto de cero o como cero segtn convenga.

5. Que las fluxiones, cantidades evanecentes o fluyentes no se basan en lo infinitamente pequefio, ya que

esto podria confundirse con los infinitesimales, algo que Newton considera incorrecto en geometria.

6. Finalmente al no incluir lo infinitamente pequefio, y con ello respetar el axioma de Arquimedes, esta
de acuerdo con la geometria de los antiguos, cf. Quadrature, por lo que es vélido su método para las

matematicas.

Con estas consideraciones cerraré el estudio de la parte de Newton para proseguir con el texto de Berkeley. En
la siguiente seccion se presentaré la filosofia de Berkeley, quien en varios puntos estara en contra de Newton,

en especial en considerar a Dios como el origen y la justificacién del mundo fisico y las matematicas.

2.3. Berkeley

El Obispo de Cloyne, George Berkeley fue un fil6sofo irlandés que desarroll6 una filosoffa empirista. Con-
sidera que la experiencia sensible es la forma en que conocemos. Para Berkeley, la percepcién es finita, por

lo que existe un minimo que los sentidos pueden percibir. Toda sensacion, ya sea visible o tangible esta

154Enfasis mio.
155Enfasis mio.
156 “T was willing to shew, that in the Method of Fluxions there’s no need of introducing Figures infinitely small into Geometry.”
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compuesta por una cantidad inmensamente grande, pero finita, de minimos visibles, Minimum Visibile, o
tangibles, Minimum Tangibile. Considera, ademds, que la mente es el érgano que nos permite conocer. Al
haber un minimo en nuestra sensibilidad, y dado que nuestra mente crea conceptos, a partir de la repeticién,
nuestra experiencia siempre sera expuesta e identificara algo a partir de lo inmensamente grande pero finito;
impidiendo asf, la divisibilidad infinita (TV §54). Estos conceptos estardn presentes en varias de sus obras.
Su filosofia muchas veces se definird a partir del motto: esse est percipi aut percipere “ser es ser percibido o
percibir”. Algo importante en la propuesta de Berkeley, es que considera que las matemaéticas estan separadas
de la realidad. En (TV §14) menciona que la geometria es solo una hipdtesis que los matemaéticos introducen
para tratar geométricamente la Optica. Berkeley dice que durante siglos, y atin en su época se piensa que
las matematicas describen al mundo de algiin modo. La postura de Berkeley al respecto era bastante origi-
nal para su época, recuérdese por ejemplo, la famosa frase de Galileo: el libro de la naturaleza estd escrito en
caracteres matemiticos. Se puede decir, que la postura mantenida por Berkeley, es opuesta a varios tipos de
realismo matemdtico, en especial a aquellos que consideran que hay objetos matemiticos. Berkeley piensa que
no hay cosas fuera de la mente; estd en contra de las propuestas que consideran a las mateméticas como una
forma de conocer el mundo de manera exacta y real. Esto porque éstas solo son hipétesis para que el cientifico
pueda trabajar y su estatus no cambia, aun cuando el conocimiento nos permita dar cuenta de algo en la

experiencia empfrica.

Desde la postura de Berkeley Dios existe, pero éste no tiene el mismo papel que el Dios de Newton. En
primer lugar Berkeley es un obispo de la Iglesia de Inglaterra, lo cual hace que acepte la Trinidad; segundo,
aunque, tanto para Berkeley como para Newton, Dios es el sustento del mundo y de las leyes en él, para
Berkeley, Dios no interviene en el mundo como lo sostiene Newton. Dios es el sustento del mundo en el
que nuestras mentes perciben, pero lo percibido por ellas no tiene que corresponder con algo que de hecho
exista fuera de nuestra mente y mas bien las reglas que postulamos son hipétesis para entender los fenémenos
que percibimos. Es decir, las matematicas siempre estdn en nuestra mente, y ahi operan, no tienen ninguna
existencia fuera de ella; ademas las reglas de la naturaleza también estan en nuestra mente. Dios ha hecho el
mundo en que las mentes perciben, pero Dios no esta obligado a proveernos de las percepciones de lo que

es el mundo; y nuestras mentes tampoco tienen la capacidad de percibir lo que Dios hace.

Un punto importante que se contrapone a la postura de Newton, es que Berkeley considera que las leyes de
la aritmética’”) son utiles para computar, lo que se necesite computar. Esta postura puede considerarse mucho
mas abierta a la de Newton quien limitaba el uso del 4lgebra al andlisis matemético. Puede argumentarse
que, para Berkeley, el dlgebra puede usarse en la matematica siempre y cuando sea para computar algo.
La aritmética, desde el punto de vista de Berkeley, son simbolos y como tales se pueden comparar con las
palabras y/o el lenguaje (PHK I §122 e Introduction §19). Aun cuando Berkeley considera que el 4lgebra es

atil, limita su uso y considera que cuando un hombre estudia la aritmética por si misma, pasa el tiempo en

157Yo agregaria el dlgebra.
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razonamientos y controversias puramente verbales (PHK I §122).

Para Berkeley existe poca o ninguna diferencia entre los métodos geométricos y los métodos algebraicos,
porque para Berkeley decir que “tridngulo es definido por ser una superficie plana comprendida por tres lineas
rectas”, no nos dice nada de las otras caracteristicas del tridngulo, como su color o tamario (PHK Introduction
§18); de modo similar a como una letra en algebra no siempre sugiere una cantidad particular al manipularla
(PHK Introduction §19). Asi cuando el matematico trabaja de manera sintética, o analitica, el matematico
trabaja con las leyes a las cuales estd sujeto la figura, o letra, y no con el objeto mismo, o con una cantidad
estipulada. Ambas formas de trabajar dejan de lado algunas caracteristicas que se presentan cuando los
observamos, como el color y el grosor de las lineas en la geometria, y la cantidad en el dlgebra. Aun cuando
encuentra similitudes en la forma de trabajar tanto sintética como analitica, considera que el dlgebra puede
hablar de cosas sin significado y podemos caer en el error de querer estudiar las reglas de cosas sin significado

lo cual convierte a dicho estudio en algo puramente verbal (PHK I §122), como se mencioné anteriormente.

Considero que la renuencia de Berkeley a estudiar tinicamente las reglas del dlgebra se debe a que probable-
mente se dio cuenta de que dichas reglas no establecen ninguna ontologia o cualidad de los objetos de los
que habla. Por ejemplo la reconstruccién de los niimeros por von-Newman utiliza los siguientes elementos,
{,},2, mediante la siguiente cadena 0 = @,1 = {3},2 = {@,{@}},3 = {2,{2},{2,{2}}},.... Esta cadena no
habla de nada de lo que tengamos experiencia, solo hace referencia a si misma. Pero, ;cémo podemos estar
seguros que dicha cadena representa a los ntimeros? Probablemente Berkeley queria evitar este tipo de

preguntas.

Una ultima observacién pertinente, es que en matemaéticas, Newton y Berkeley son opuestos. Primero
porque Newton considera que Dios es el origen del universo y las matematicas y no pueden concebirse
sin EI; mientras que Berkeley considera que las matematicas solo estdn en nuestras mentes, Dios no tiene
porque pensar de la misma manera que nosotros. Segundo, mientras que Newton considera que el método
sintético es el 6ptimo para hacer una prueba matematica; Berkeley no se pronuncia sobre esto, es mas para
Berkeley probablemente la tinica diferencia significativa es que en geometria se conserva un significado a
través de las operaciones geométricas. Finalmente Dios no da sustento a las matematicas ni a la fisica, como
lo propone Newton, estas son hipétesis que los cientificos postulan para tratar de manera matemadtica un

fenémeno empfrico.

En resumen, Berkeley fundamenta las matemaéticas en las reglas del lenguaje que lo describen. Dado que
el lenguaje es una etiqueta a la cual le asignamos un significado y dado que en matemaéticas realizamos la
misma operacién de asignar a una etiqueta un significado, se puede considerar que las matematicas son un
lenguaje. Por ejemplo, la mente asocia nuestra repetida exposiciéon empirica a un drbol, que estd dada por una
multiplicidad de sensaciones, a un concepto y posteriormente a una etiqueta bajo las cuales agrupamos dicho

ctimulo de sensaciones. Con dichas etiquetas logramos articular un lenguaje con el cual podemos trasmitir
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ideas. Del mismo modo la repetida exposicién a los elementos u objetos que conforman las matematicas
nos permiten conocer las propiedades de dichos objetos al seguir las reglas mateméticas propuestas junto
a la experiencia empirica. Dicho de otra manera, mi percepcién de la linea me permite conocer el objeto
matematico linea y las definiciones, postulados y nociones comunes de la geometria euclidiana me permiten
derivar las proposiciones como la proposicién I.1; tal cual lo haria con el lenguaje y el concepto del drbol. Si
conozco el significado del arbol y conozco las reglas del lenguaje, puedo utilizar dicho concepto, arbol, en
una frase y darle significado. Para el caso del 4lgebra solo necesito las reglas del lenguaje para trabajar, las
etiquetas en este caso puede significar cualquier cosa, altura, peso, tamafio, etcétera. Sin embargo, al final,
toda etiqueta debe tener un significado, por lo que Berkeley dice que el dlgebra no se puede estudiar por si
misma, limitando el uso del dlgebra. Estudiar solo el comportamiento de las etiquetas, sin significado, no
tiene sentido, ya que solo se hablaria de la nada y hablar de la nada parece no tener sentido alguno, desde

la perspectiva de Berkeley.

2.3.1. La postura de Berkeley

En la siguiente seccién se mostrara la postura de Berkeley, con un poco mas de detalle, con respecto a la
metaffsica de Newton. La intencién es mostrar las principales diferencias entre las propuestas metafisicas

de Newton y Berkeley.

= Dios es el sustento del mundo: De la misma manera que Newton considera que Dios es el origen del

mundo, Berkeley comparte esta postura. Sin embargo el papel de Dios en la naturaleza es diferente:

Sobre todo, creo que podemos justamente concluir que los objetos propios de la visién constituyen
un lenguaje universal del Autor de la naturaleza, por lo cual estamos instruidos sobre cémo regular
nuestras acciones en orden a atender las cosas que son necesarias para la preservacién y el porvenir de
nuestros cuerpos, asi como para evitar cualquier cosa que nos dafie y destruya. Es por su informacién
que nosotros nos guiamos en todas las transacciones y preocupaciones de la vida. Y la manera en que
ellos significan y nos marcan a nosotros los objetos que estan a la distancia, es la misma manera que la
de los lenguajes y signos del nombrar humano, el cual no sugiere que las cosas signifiquen por alguna
semejanza o identidad de la naturaleza, pero solo por la habitual conexién que la experiencia lo ha
hecho para nosotros para observar entre ellas"™ (TV §147)

(159) permite a nuestros ojos ver mediante su poder y

En el texto anterior, Berkeley considera que Dios
sus reglas. En este punto Berkeley y Newton tendrian la misma postura. Para Berkeley lo que nosotros

consideramos que es el caso en la naturaleza, solo lo es por una conexién habitual ') que nuestra

138“Upon the whole, I think we may farly conclude that the proper objects of the vision constitute an universal language of the Author
of nature, whereby we are instructed how regulate our actions in order to attain those things that are necessary to the preservation
and well-being of our bodies, as also to avoid whatever may be hurtfull and destructive of them. It is by they information that we are
principally guided in all the transactions and concers of life. And the manner wherein they signify and mark unto us the objects which
are at the distance is the same with that languages and signs of human appointment, which do not suggest the things signified by any
likeness or identity of nature, but only by habitual connexion that experience has made us to observe between them.”

159Berkeley utiliza varios nombres que se consideran equivalentes entre ellos Autor de la naturaleza y Dios. De la misma manera que
Newton utiliza nombres como sefior Dios, supremo Dios, sefior de todo.

160La conexién habitual a la que se refiere Berkeley posiblemente sea un antecedente de la conexidn necesaria o tiltima planteada por
Hume. Para Hume dos fenémenos A y B, que se presentan a una mente humana y se dan uno después del otro en una conexién conjunta,
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mente hace; y aun cuando encontremos algo que explique dicha conexion habitual, esta explicacién no
necesariamente es la misma para Dios o una regla que Dios ha dispuesto para seguirse. En este punto
Newton y Berkeley empiezan a diferir, ya que si bien Newton también considera que los sentidos no
pueden captar todo lo que puede ser el caso (cf. seccién 2.2.5) considera que la explicacién a la que

llegamos da cuenta de las propiedades de Dios.

Para Berkeley las condiciones de posibilidad de nosotros como seres pensantes son totalmente depen-

dientes de Dios:

Es entonces claro, que nada puede ser mas evidente para cualquiera que es capaz de la tltima reflexién,
que la existencia de Dios, o un espiritu que esta intimamente presente en nuestras mentes, produciendo
en todas ellas toda una variedad de ideas o sensaciones, que continuamente nos afectan, de quien
tenemos absoluta y entera dependencia, en corto, en quien vivinos, nos movemos y tenemos nuestro ser
[...19Y (PHK 1 §149)

Dios nos provee de un lenguaje universal de la naturaleza, pero que solo provee informacién para

evitar el dafio y no sugiere algiin parecido o identidad con la naturaleza:

En general, creo que podemos concluir, que los propios objetos de visién constituyen el lenguaje
universal de la naturaleza, por el cual se nos instruye cémo regular nuestras acciones, para lograr esas
cosas, que son necesarias para la preservacion y el bienestar de nuestros cuerpos, como también para
evitar cualquier cosa que pueda ser hiriente y destructiva para ellos. Es por su informacién que nos
guiamos principalmente en todas las transacciones y preocupaciones de la vida. Y la manera en que
significan, y nos sefialan los objetos que estan a distancia, es la misma que la de los idiomas y los signos
del designar humano; que no sugieren las cosas significadas, por ninguna semejanza o identidad de
la naturaleza, sino solo por una conexién habitual, que la experiencia nos ha hecho observar entre
ellas™®? . (TV 147)

Dios es quien continuamente produce las sensaciones que percibimos, esto con el fin de permitirnos
actuar de acuerdo a las impresiones constituidas por un lenguaje universal creado por E11%%); pero
estas impresiones siguen las reglas del lenguaje humano caracterizado por signos, y no tienen una
relacién directa con la naturaleza. Esto va en contra de la suposicién de Newton de que podemos
acceder de cierta forma a la naturaleza porque Dios hizo las cosas de manera real y existen y nos hizo

a su semejanza para investigar la naturaleza.

terminan siendo asociados por la mente, si estos se repiten a dicha mente varias veces, haciendo de esta conexién conjunta algo necesario
en el sentido de que si se da A necesariamente se debe dar B (Morris y Brown 2019, §4, 85y §6), (Treatise §1 §§1 §881v), (Treatise §1 §§m §§8m),
(Treatise §1 §§mr §§8§1v), (Treatise §1 §§m §§§x1v). Un posible ejemplo es el de si hay fuego, necesariamente hay calor, sin embargo, ésta es
una inferencia invélida, ya que el fuego puede ser simplemente una idea y como tal, esta idea puede ser pensada de otra forma sin
contradiccién. Puedo pensar en un fuego que no queme o que no dé calor. De hecho, muchos mitos hacen uso de este recurso como el fuego
frio. Al no haber una contradiccion en fuego frio, como idea, la conexion necesaria o tiltima del fuego caliente se da solo por el habito de
asociar A, el fuego, con B, el calor. Pero un habito y una justificacion son dos cosas diferentes. El problema de la conexién necesaria o
iiltima forma parte del problema de la induccion, el cual considera que dada la repeticién de un fenémeno, no tenemos justificacién para
pensar que dicho fenémeno se repetird de la misma forma (Henderson 2019). Si bien es un tema aparte, en la filosofia analitica es de
especial importancia el problema de la induccion.

16141t ig therefore plain, that nothing can be more evident to any one that is capable of the least reflexion, than the existence of God,
or a spirit who is intimately present to our minds, producing in them all that variety of ideas or sensations, which continually affect us,
on whom we have an absolute and entire dependence, in short, in whom we live, and move, and have our being. [...]”

162“Upon the whole, I think we may fairly conclude, that the proper objects of vision constitute the universal language of nature,
whereby we are instructed how to regulate our actions, in order to attain those things, that are necessary to the preservationand well-
being of our bodies, as also to avoid whatever may be hurtful and destructive of them. It’s by their information that we are principally
guided in all the transactions and concerns of life. And the manner wherein they signify, and mark out unto us the objects which are
at a distance, is the same with that of languages and signs of human appointment; which do not suggest the things signified, by any
likeness or identity of nature, but only by an habitual connexion, that experience has made us to observe between them.”

163Ge puede considerar que cuando Berkeley habla del Autor de la naturaleza se est4 refiriendo a Dios.
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» La geometria y las matemdticas son herramientas humanas para entender el mundo, pero no tienen

una existencia real:

La verdad de esta afirmacién [de que las lineas y los d&ngulos no pueden ser percibidos por la vista]
serd mas evidente para cualquiera que considere que esas lineas y dngulos no tienen existencia real
en la naturaleza, siendo tnicamente una hipétesis formulada por los matemaéticos, y por ello son
introducidas en la 6ptica, para que ellos puedan tratar dicha ciencia en una forma geométrica''*. (TV

§14)
En esa época se crefa que habia una geometria Natural innata a los humanos. Esta geometria Natural
sigue las leyes de la 6ptica, que son geométricas, y permitia, mediante diversos reflejos internos, evitar
el efecto de la cdmara obscura en los ojos. Ademads se crefa que dado el dngulo en que la geometria
Natural mostraba una imagen a la retina, se podia calcular la distancia de un objeto. La cita de Berkeley
se refiere a que las leyes de la geometria nos ayudan a entender lo que pasa dentro del ojo, pero dicha

formulacién geométrica tiene tinicamente el estatus de hipétesis.

Para Berkeley se debe distinguir entre nuestras postulaciones, que pueden ser matematicas, y lo que
es el caso en la naturaleza. La 6ptica se nutre de la geometria, pero esto no significa que la geometria
pueda explicar todo, ni que lo que postulamos matematicamente necesariamente exista. Para la época
Moderna y en la actualidad, existen posturas filoséficas en matematicas que consideran que los objetos
matematicos, como los dngulos, son reales. Pero para Berkeley las matematicas son herramientas que

utilizamos para tratar ciertos fenémenos.

Una posible critica a Berkeley es decir que la geometria en la vision es hipotética, pero la geometria en
si misma es real. Berkeley podria responder que los angulos siguen siendo hipotéticos ya que estos se
trabajan de manera general, en vez de trabajarse de manera particular; es decir, supongo que trabajo
para encontrar propiedades de todos los dngulos, en vez de encontrar elementos distintivos del angulo
que tengo enfrente. Esto hace que dichos dngulos se trabajen a través de la experiencia y como tal, esta

experiencia estd en mi mente, no en el mundo. Esta critica se vera en las secciones subsecuentes.
Berkeley también negard que el niimero y/o cantidad sea una propiedad de los objetos:

Pero para una ilustracién mas completa de esta materia, se debe considerar que el niimero (que sin
embargo algunos lo reconocen [al niimero] entre las propiedades primarias) no es nada fijo y arreglado,
realmente existente en las cosas por si mismo. El es enteramente una criatura de la mente, considerado
[el nimero] ya sea como una idea por si misma, o como cualquier combinacién de ideas para darles un
nombre, y esto se hace pasar por una unidad. De acuerdo a lo cual la mente, combinando variadamente
esas ideas, hace que la unidad varfe: y la unidad, y entonces, el ntimero, el cual es solo una coleccién
de unidades, también varia. Podemos nombrar una ventana [como] uno, a una chimenea [como] uno,
a la casa en la cual hay muchas ventanas y muchas chimeneas tiene el derecho de llamarse uno, y
muchas casas hacen una ciudad. En esos casos es evidente que la unidad constantemente relaciona
representaciones particulares con los que la mente hace ideas, a las que agrega nombres, e incluye a
la unidad mds o menos en donde mejor se ajuste a sus propios fines y propésitos. Lo que sea que la
mente considere como uno, entonces, eso es una unidad [. .. ] (TV §109)

164“The truth of this assertion will be, yet, farther evident to any one that considers those lines and angles have no real existence in
nature, being only an hypothesis framed by mathematicians, and by them introduced into optics, that they might treat of that science
in a geometrical way.”

165“But for a fuller illustration of this matter it ougth to be considered that number (however some reckon it amongst the primary
qualities). It is entirely the creature of the mind, considering either an idea by itself, or any combination of ideas to which it gives
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La mente, considera Berkeley, es la que asigna a diferentes cosas nombres, incluidas las consideradas
propiedades primarias, incluso a la cantidad, porque esta no tiene un correlato directo con algtin objeto
fisico. Mas bien es un instrumento mental que nos permite contar. Esto también es una diferencia con
Newton que puede deducir propiedades de la naturaleza dada una experimentacién. Dado que la
naturaleza y la matemadtica tienen el mismo origen, y dada la formulacién matematica que describe un
fenémeno, podemos decir que el fenémeno es real, asi como la matematica que lo describe. En Berkeley;,
Dios nos afecta a todos con sensaciones, lo que hace algo perceptible para todos, pero lo que postulamos
y lo que es, no necesariamente tienen una identidad. Ademéas como las descripciones matematicas son
formulaciones hipotéticas hechas por la mente, la existencia de los objetos mateméticos se puede

cuestionar, cosa que no sucede en Newton.

16

= No hay superioridad entre la geometria y la aritmética y/o algebra('®®). La tinica diferencia es que en

el caso de la aritmética/algebra al ser un lenguaje que puede trabajar sin referencia a particulares, su
estudio puede volverse una controversia puramente verbal:

12 Para hacer esto sencillo, por ejemplo, suponga a un geémetra que estd demostrando el método de
cortar una linea en dos partes iguales. El dibuja, por ejemplo, una linea negra de una pulgada de
longitud, lo cual en si mismo es una linea particular, lo cual es sin embargo de un significado general,
dado que asi es usada ahi, ella [la linea] representa cualquiera de todas las lineas particulares; por
ello lo que se demuestra para ella, es demostrado de todas las lineas, o en otras palabras, una linea en
general. Y como esa linea particular se convierte en general, siendo hecha un signo, entonces el nombre
linea, que es tomado absolutamente, es particular, por hacerse un signo es hecho general.

[...]

19 Pero para dar una mejor cuenta de como las palabras producen la doctrina de ideas abstractas, debe
observarse que eso es una opinién recibida, que el lenguaje no tiene otro fin que el de comunicarnos
nuestras ideas, y que todo nombre significante se pone para unaidea. Siendo asf, y siendo con seguridad,
que esos nombres, de los cuales no han sido pensados del todo insignificantes, no siempre marcan ideas
particulares concebibles, en forma concluyentemente directa que ellas se propongan para nociones
abstractas. Entonces hay muchos nombres en uso entre los hombres especulativos, los cuales [los
nombres] que no siempre sugieren a otros determinadas ideas particulares, es algo que nadie puede
negar. Y con un poco de atencién, que no es necesario (incluso en el razonamiento estricto) que
nombres significativos que se proponen para las ideas, deban todo el tiempo que son usadas, excitar
el entendimiento de las ideas por las cuales se nombraron: en lectura y disertacién, los nombres son
en mayor parte usados como letras en dlgebra, en la cual una cantidad particular es marcada con cada
letra, y aun para proceder correctamente no es requisito en que cada paso cada letra sugiera a tus
pensamientos, esa cantidad particular que le fue asignada para representar( 1) (PHK Introduction §12

y §19)

one name, and so makes it pass for an unit. According as the mind variously combine its ideas the unit varies: and as the unit, so the
number, wich is only a collection of units, doth also vary. We call a window one, a chimney one, and yet a house in which there are
many windows and many chimney hath an equal right to be called one, and many houses go to making of one city. In these and the
like instances it is evident the unit constantly relate to the particular draughts the mind makes of its ideas, to which it affixes names,
and wherein it includes more or less as best suits its own means and purposes. Whatever, therefore, the mind considered as one, that
isanunit[...]”

166Cabe aclarar que en Berkeley parece no haber distincién clara entre aritmética y algebra, ya que los dos hablan de nombres que
pone la mente para referirse a algo, pero en ambos el referente siempre puede ser cambiado aleatoriamente. Dependiendo de la postura
filoséfica que se tenga, se puede considerar que la aritmética habla de los ntimeros en sf, y por lo tanto habria una referencia a objetos
existentes. Pero como vimos en el apartado anterior, la unidad es un nombre puesto por la mente, por lo que en tltima instancia, la
aritmética hablaria de los nombres impuestos por la mente y no de un objeto del cual se pueda obtener una experiencia. Aun suponiendo
que existen los ntiimeros, sin conceder que realmente existan, Berkeley puede decir que la aritmética habla de los ntimeros en si mismos;
y no de su uso en la experiencia, lo que hace a la aritmética solo una expresién, aunque tenga referencia, hable de si misma y no de
la experiencia de usar los niimeros. Especificamente en (PHK I §121), menciona que los teoremas y las verdades de la aritmética son
nombres, refiriéndose a los niimeros; y caracteres, probablemente haciendo referencia a las variables algebraicas. Si bien el nombre que
utiliza es aritmética, se puede estar refiriendo al dlgebra.

16712 By observing how ideas become general, we may the better judge how words are made so. And here it is to be noted that I do
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Berkeley considera, que la accién de ignorar la particularidad de una linea y utilizar los postulados de
la geometria, es etiquetar con un signo a la linea. Dicho signo sigue las reglas del lenguaje, del mismo

modo en que el dlgebra y la aritmética lo hacen.

En aritmética entonces, no consideramos las cosas sino los signos, los cuales sin embargo no son conside-
rados por si mismos, esto es porque ellos nos indican cémo actuar con relacién a las cosas, y a disponer
correctamente de ellas. Ahora de lo que antes hemos observado, de las palabras en general (Introduc-
cién. §19) sucede aqui igualmente, que las ideas abstractas son pensamientos que son significados por
un nombre numeral o con caracteres, mientras que ellos no sugieren ideas de cosas particulares en
nuestras mentes. No entraré en la presente [entrada] en una disertacién mads particular de este tema;
pero haré la observacion de que es evidente de lo que ha sido dicho, esas cosas que pasan por verdades
abstractas y teoremas concernientes a los nimeros, son, en realidad, [cosas que] hablan sobre un objeto
no distinto de cosas numerables particulares, excepto que solo son nombres y caracteres; los cuales
originalmente vinieron considerados, con ningtin otra consideracién sino por ser signos, o capaces de
representar aptamente, cualesquiera cosas particulares que los hombres necesiten computar. De esto
se deduce, que ese estudio de ellos por su si mismos seria tan de buen juicio como sabio, y con buen
proposito, como lo serfa si un hombre, negando el uso original o su intencién original y subordinando
el lenguaje, pasara su tiempo en impertinentes criticismos sobre palabras, o razonamientos puramente
verbales!"*®). (PHK I §122)

Desde mi perspectiva, Berkeley estd siguiendo la postura de que un universal existe solo si hay un
particular que sea instancia de dicho universal. Recordemos que en (PHK Introduction §12) el ma-
tematico trabaja con una linea particular, pero razona de manera universal. Sin embargo, considera
que esto no pasa en la aritmética/algebra. Dado que la aritmética y el dlgebra pueden ser sélo reglas
del lenguaje sin referentes no podemos acudir a la experiencia de un particular para encontrar las
propiedades que son universales. Y dado que Berkeley considera que todo estd en la mente, no existe

el mundo de las ideas, considera que el matematico no puede razonar sin referentes. En el caso de la

not deny absolutely there are general ideas, but only that there are any abstract general ideas: for in the passages above quoted, wherein
there is mention of general ideas, it is always supposed that they are formed by abstraction, after the manner set forth in Sect. 8 and 9.
Now if we will annex a meaning to our words, and speak only of what we can conceive, I believe we shall acknowledge, that an idea,
which considered in itself is particular, becomes general, by being made to represent or stand for all other particular ideas of the same
sort. To make this plain by an example, suppose a geometrician is demonstrating the method, of cutting a line in two equal parts. He
draws, for instance, a black line of an inch in length, this which in itself is a particular line is nevertheless with regard to its signification
general, since as it is there used, it represents all particular lines whatsoever; for that what is demonstrated of it, is demonstrated of
all lines or, in other words, of a line in general. And as that particular line be comes general, by being made a sign, so the name line
which taken absolutely is particular, by being a sign is made general. And as the former owes its generality, not to its being the sign of
an abstract or general line, but of all particular right lines that may possibly exist, so the latter must be thought to derive its generality
from the same cause, namely, the various particular lines which it indifferently denotes.

19 But to give a farther account how words came to produce the doctrine of abstract ideas, it must be observed that it is a received
opinion, that language has no other end but the comunicating our ideas, and that every significant name stands for an idea. This
being so, and it being with all certain, that names, which yet are not thought altogether insignificant, do not always mark out particular
conceivable ideas, it is straightway concluded that they stand for abstract notions. That there are many names in use amongst speculative
men, which do not always suggest to others determinate particular ideas, is what nobody will deny. And a little attention will discover,
that it is not necessary (even in the strictest reasonings) significant names which stand for ideas should, every time they are used, excite
in the understanding the ideas they are made to stand for: in reading and discoursing, names being for the most part used as letters are
in algebra, in which though a particular quantity be marked by each letter, yet to proceed right it is not requisite that in every step each
letter suggest to your thoughts, that particular quantity it was appointed to stand for.”

168Tn arithmetic therefore we regard not the things but the signs, which nevertheless are not regarded for their own sake, but because
they direct us how to act with relation to things, and dispose rightly of them. Now agreeably to what we have before observed, of words
in general (Sect. 19. Introd.) it happens here likewise, that abstract ideas are thought to be signified by numeral names or characters,
while they do not suggest ideas of particular things to our minds. I shall not at present enter into a more particular dissertation on this
subject; but only observe that it is evident from what hath been said, those things which pass for abstract truths and theorems concerning
numbers, are, in reality, conversant about no object distinct from particular numerable things, except only names and characters; which
originally came to be considered, on no other account but their being signs, or capable to represent aptly, whatever particular things
men had need to compute. Whence it follows, that to study them for their own sake would be just as wise, and to as good purpose, as
if a man, neglecting the true use or original intention and subserviency of language, should spend his time in impertinent criticisms
upon words, or reasonings and controversies purely verbal.”
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geometria euclidiana siempre hay un particular con el cual trabajamos y aunque una linea se vuelva
signo, dicho signo siempre hace referencia directa a un particular. Considero que ésta es la ventaja que
Berkeley le da a la geometria, que siempre hay un particular al cual podemos acudir para encontrar
una propiedad universal. Pero esta ventaja solo es epistemolégica y no metafisica, ya que si el dlgebra
conserva los referentes entonces parece que ambos procedimientos tienen el mismo estatus metafisico,

metodolégico y epistemolégico.

Para finalizar quiero destacar que, a pesar de que Newton y Berkeley parten del mismo principio: Dios es el
sustento del mundo; desarrollan una metafisica y ontologia diferentes. Newton tiene la seguridad de que el
mundo fisico existe y que es posible conocerlo matemdticamente. Es posible postular la existencia tanto del

169) Mientras que para Berkeley, la matematica solo

fenémeno fisico, como de la matematica que lo describe
designa nombres para algo que percibimos y el fundamento de las matemaéticas es entonces la mente humana
mediante las reglas del lenguaje. Atn cuando Dios es el sustento del lenguaje universal de la naturaleza, éste
solo puede ser captado por nuestra mente, a través de los sentidos, y por lo tanto este lenguaje siempre esta
mediado. Al estar mediado no podemos asegurar semejanza o identidad de lo que capta nuestra mente con
el lenguaje universal de la naturaleza sustentado por Dios. Esta es una diferencia importante con respecto

a Newton que considera que nuestra mente si puede asegurar una semejanza o identidad con el mundo

sustentado por Dios.

En resumen Berkeley considera que:

1. Dios es condicién de posibilidad de nosotros.
2. Eles el sustento del lenguaje universal de la naturaleza.

3. Pero dicho lenguaje siempre estd mediado por nuestras mentes, por lo cual no podemos asegurar una

semejanza o identidad con dicho lenguaje, sino solo una conexién habitual.

4. Alno haber identidad o semejanza con el lenguaje universal de la naturaleza, las matematicas solo son

hipotéticas.
5. Al ser hipotéticas las matematicas, éstas solo operan en nuestra mente.

6. Al operar en nuestra mente tanto la geometria, como la aritmética y el dlgebra son equiparables y el
matematico las utiliza de manera similar, como signos, razonando de acuerdo a lo que dicho signo

representa.

7. Pero dicho signo siempre debe hacer referencia a algo, ya que no puede establecerse una regla general,

si no hay un particular que represente dicha regla general.

169Habria que investigar si para Newton hay una identidad fuerte, en el sentido de que es lo mismo, entre la descripcién matematica
del fenémeno y el fenémeno fisico mismo.
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En las siguientes secciones abordaré las criticas mas importantes que Berkeley hace al cdlculo desarrollado

por Newton y Leibniz; concentrandome especificamente en la propuesta de Newton.

2.3.2. El Analista

La presente seccién se dividird en dos partes:

1. En la primera parte argumentaré que la critica principal de The Analyst al calculo de Newton es que
éste depende de la metafisica propuesta por Newton. Derivado de esta critica también se mostrara que
el fluxén es un concepto que puede llevar a contradicciones, ya que se utiliza de dos formas; la primera
forma de utilizarse es considerar que tiene magnitud y/o métrica medible, o en términos de Berkeley
que es finito el fluxion o finita la magnitud de éste; la segunda forma de utilizarlo es considerar que el fluxén
no tiene medida y/o métrica, pero que puede mantener relaciones de proporcionalidad. El problema
con este comportamiento es que no sabemos como puede tener dos comportamientos distintos sin que
ambos exploten'’?). Por tdltimo se mostrard que Berkeley considera que el método es adecuado y da
verdad, pero que mostrar el método para calcular las fluxiones y justificar las fluxiones son dos cosas

diferentes.

De las tres criticas mostradas, la segunda se ha considerado que es la principal del texto de The
Analyst, pero desde mi perspectiva depende de la primera critica; la primera critica se ha desechado y
considero que es la mas dificil de probar; y la tercera depende de las dos anteriores criticas. El principal
problema para estudiar el texto The Analyst, es que comunmente se considera que Berkeley ha atacado
a ambos célculos. Considero que Berkeley muestra que aunque ambos célculos funcionen, atin no
se ha entendido como es que esto sucede y se ha supuesto sus principios mediante la préctica y no
mediante un sistema cientifico que en ese entonces debia seguir los principios de ciencia aristotélica
mostrados en los Sequndos Analiticos; o los principios de la ciencia cartesiana mostrados en Le Discours,

Las meditaciones y los Principios de la filosofia’’!); ni en un sistema axioméatico como el de Euclides.

2. En la segunda parte mostraré la critica vertida en The Analyst al cdlculo de Newton in extenso. En esta

parte mostraré mis propias apreciaciones del texto, junto a fragmentos del texto original.

La intencién de la primera parte es mostrar de manera sucinta los argumentos principales de Berkeley sobre
el calculo de Newton; mientras que en la segunda parte mostraré los puntos de la critica de manera mas

detallada.

170ER légica se llama explosién al hecho de que dos elementos contradictorios como A, A, y no A, -=A, sean utilizados conjuntamente,
AynoA, An-Ay que de ellos se puedan introducir cualquier expresién arbitraria que no esté en las premisas. El problema de la
explosién en 16gica es que permite validar cualquier inferencia. Ejemplo: Cono y no como, entonces vuelo es una inferencia valida porque
como y no como ha explotado. Existen l6gicas que no explotan pero su comportamiento no se parece a la 16gica aristotélica que era la l6gica
principalmente utilizada por los pensadores de la época.

171Publicado como Principia Philosophiz.
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Las criticas vertidas en The Analyst

The Analyst (Berkeley 1734) es un escrito que irrumpié en la escena matemadtica de la modernidad post-
newtoniana con particular fuerza en Inglaterra (Guicciardini 2003, P. 38). Siendo principalmente filésofo,
Berkeley cuestiond la practica matemdatica moderna mas promisoria de aquella época, los cdlculos de Newton y
Leibniz. Historiadores, matemaéticos y fil6sofos desde entonces se han interesado particularmente por aquella
disputa, sin embargo no se han puesto de acuerdo en cuél fue la aportacién de Berkeley a las matematicas,

si es que la hubo.

Aun cuando se considera que The Analyst tuvo un impacto importante en la practica matematica inglesa

posterior a Newton, las criticas de Berkeley se han dejado de lado por las siguientes razones:

(a) Autoridad: Dado el éxito de la mecénica clasica, que se puede considerar como la aplicacién del
sistema newtoniano de investigacion fisica, sin su componente teolégico, se convirtié en canon de la
investigacion fisica. Este éxito ha llevado a considerar que la forma propuesta de entender ciencia dada
en la mecénica clasica, no solo es canon en fisica, sino en toda disciplina de investigaciéon que se precie
de ser cientifica; reemplazando asi a la definicion de la ciencia aristotélica y a la geometria euclidiana
como disciplina modelo en la investigacion cientifica. Asi, las criticas en contra del sistema newtoniano,
y con ello la critica de Berkeley se desestimaron. Considero que se puede reevaluar la pertinencia de

las criticas de Berkeley por dos razones:

1) Si bien el sistema newtoniano y la mecanica clasica comparten la forma de realizar investigacion
fisica, no tienen el mismo origen o sustento metafisico. Esta distincién, permite reevaluar la critica
de Berkeley, ya que los ataques al sistema newtoniano de investigacién experimental es a la

metafisica de Newton, y no al sistema de investigacién empirica y matematica.

2) El hecho de que algo funcione, no significa que se ha probado o justificado. Dado el éxito de
la forma de investigar del sistema newtoniano de investigacién empirica y matematica, se ha
considerado que las criticas en contra del sistema newtoniano estan fuera de lugar. Sin embargo
que algo funcione, y entender cémo funciona son cosas diferentes, punto que quiere destacar

Berkeley.

(b) Presentismo: En matematicas, el presentismo es la postura filoséfica que considera que las mateméticas
practicadas enla actualidad son las mismas, o al menos se puede considerar que tienen el mismo origen,
que las matematicas practicadas en la antigiiedad (Barabashev 1997). Pero como se mostré en el capitulo
anterior, la practica matematica y los estdndares de evaluacién de las pruebas en la modernidad, son
completamente diferentes a la practica contemporanea. Esto debe considerarse al estudiar las criticas
de Berkeley, quien estd dirigiendo sus criticas a la practica de su época y no puede saber como se

desarrollaréd dicha practica matemaética. En la actualidad, The Analyst puede haberse superado, pero
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eso no significa, que en la época moderna los matematicos hayan respondido a las criticas presentadas

por Berkeley.

Considero que existen tres criticas principales vertidas en The Analyst:

1. El concepto de fluxién depende de la metafisica de Newton.
2. La fluxién o el fluxén es un concepto contradictorio.

3. Que un método funcione, el algoritmo de las fluxiones, y que esté justificado, son dos cosas diferentes.

La primera critica: que la fluxién depende de la metafisica newtoniana, es quizd la critica mds olvidada
en el texto de The Analyst pero considero que esta critica es la mds importante. Para Berkeley el método
de las fluxiones esté ligado inherentemente a la metafisica de Newton (The Analyst §47, §48), pues éste
estd determinado a evitar el uso del término infinitesimal, como lo entendia la comunidad matemadtica de
esa épocal’?), en sus textos y utiliza su propia definicién plasmada en el texto de Quadrature. Desde la
perspectiva de Newton y sus seguidores, Newton utiliza las herramientas del andlisis disponibles para la
época, y demuestra las propiedades de la fluxién. Pero los primeros principios o principios propios obtenidos por
Newton no son utilizados de la misma forma que se usa en los distintos andlisis de la época. Estos supuestos
son supuestos y después desechados en las pruebas, ya sean éstas analiticas o geométricas (1’*). Para el calculo
de las fluxiones se supone un tridngulo con magnitud y después se desvanece la magnitud, pero se mantiene el
tridangulo y las relaciones de proporcion creadas cuando tiene magnitud. Se establece a priori por los matemaéticos,
que este método para encontrar un supuesto desechable forma parte del andlisis; pero la forma de hacer
andlisis para dicha época supone mantener la misma hipétesis, aunque la prueba final se haga mediante
una técnica matematica diferente a la utilizada en el andlisis. Pongo como ejemplo la proposicién LI de
Euclides, en la cual se construye un tridngulo equildtero; dado que un tridngulo equildtero por definicién
debe tener todos sus lados iguales, se hace el supuesto de que todos sus lados son iguales, la prueba se hace
pensando en probar que sus lados son iguales mediante la nocién comiin 3. En la fluxién se supone algo y en
la prueba se desecha la suposicién. Asi suponemos que la fluxién tiene magnitud, para después desechar
dicha suposicién. Considero que esto muestra que en vez de andlisis se realiza mediante un método que
es comparable con el método de chunk & permate!’’*). Este método se utiliza cuando se tiene informacién
contradictoria para trabajar mateméaticamente, pero este método es nuevo y se ha supuesto como igual al

método del andlisis. Ain cuando se puede interpretar que la critica de Berkeley es al método, considero que

172Newton estd inmerso en un ambiente que utiliza ampliamente el concepto de infinitesimal/indivisible. Newton especificamente
menciona al matematico John Wallis, ¢f seccién 2.2.5, que se considera que utiliza este concepto (Malet y Panza 2015b) y se considera
que su maestro Isaac Barrow también lo us6é (Malet 2015).

173Cf. seccién 2.2.5, este tema también se tratard a detalle mas adelante.

174G es el caso de que sea posible equiparar ambos métodos. Si bien trato de evitar los anacronismos, considero que es imposible no
hacerlos. Mi intencion es mostrar las similitudes entre el procedimiento de Newton y la técnica de chunk & permate que se vera en las
siguientes secciones
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en realidad trata de mostrar la dependencia metafisica del fluxén. En el caso de Newton, lo que le permite
realizar esta suposicién es que Dios puede garantizar que: las figuras geométricas en movimiento pueden
converger en una figura de dimensién menor, perdiendo una métrica y/o medida, sin perder relaciones
de proporcién que dichas figuras hayan establecido con otras figuras, y pueden converger todas las figuras

geométricas o solo algunas(!”?).

Como se mostro en la seccidn Fases del método de fluxiones, 2.2.5, Newton utiliza su metafisica en el método
de las fluxiones. En Gravitatione se nos ha dicho que los limites contermina producen todo tipo de figuras
geométricas; siguiendo esta suposicién en Quadrature ha establecido que el fluxén o la fluxién al llegar a la
velocidad naciente tiene como limite al tridngulo aunque éste no se muestre a la vista (Gravitatione 132 y 133). Asf,
Newton puede establecer relaciones que se pueden considerar como isomoérficas u homemérficas. Desde
esta perspectiva metafisica, Newton no tiene una contradiccion, ya que su metafisica le permite establecer

un tridngulo finito y desvanecerlo y /o evanescerlo, como lo hace en Quadrature. El proceso seria el siguiente:

1. Establecer una figura finita adecuada al procedimiento. En caso de las tangentes a una curva, un

tridngulo.

G D (Il

Figura 2.2: Estableciendo la figura geométrica.

2. Mover uno de los lados de la figura propuesta. Esto es con el fin de generar un limite contermina y crear

una figura geométrica que no se muestre a la vista.

3. Establecer una relacion entre la figura geométrica original y el limite contermina. Esto es posible porque,

desde mi perspectiva, Newton establece que la figura geométrica original y el limite contermina son

175Se puede argumentar que dado que todas las figuras geométricas convergen se pueden mantener relaciones de proporcionalidad
entre ellas; sin embargo al buscar la recta tangente en una curva, ésta no converge con los tridangulos que la formaron y dichos triangulos
si convergen en un punto.
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(a) Movimiento para generar el limite contermina (b) Limite contermina

Figura 2.3: Utilizando el movimiento en matematicas

isomorfos. De esta manera Newton puede relacionar el limite contermina y el resto de las figuras

geométricas o curvas que se estudian.

|euiblio eanbi4

Figura 2.4: Estableciendo la relacién de isomorfismo. Ahora se pueden utilizar las siguientes proporciones

limite contermina 4 figura original
figura original limite contermina

4. Establecer una relacién de homemorfismo entre un limite comtin, que es una linea si es el limite de
los planos y un punto si es el limite de las lineas, y el limite contermina. Aqui se asume que el limite
contermina no tiene magnitud y se elimina del procedimiento. Asi, Newton se asegura que se ha llegado

a encontrar el objeto deseado, ya sea una velocidad naciente o un fluxén, entre otros objetos posibles.

5. Resolver finalmente el problema planteado originalmente mediante ténicas matematicas convenciona-

les.
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G D (Il

Figura 2.5: Resolviendo el problema con técnicas matematicas usuales

Considero que los anteriores puntos muestran el procedimiento de encontrar una fluxién, y el uso de los
limites contermina para el cdlculo de Newton. El problema con el método mostrado es que no se explica bajo
qué principios usa Newton la fluxién, en el texto de Quadrature. Al faltar la explicacién hecha por Newton
en el texto de Gravitatione la justificacién del fluxén, fluxion, velocidades nacientes o figuras evanescentes es
incompleta. Asi, la critica vertida en The Analyst de que el método es obscuro, cf. (The Analyst §10, §32 y
§34), es correcta, ya que para entender el primer principio, principio propio o la idea clara y distinta de como se
desvanece un fluxén debe estudiarse en varias partes del corpus newtoniano, el cual no estaba disponible a
todo el mundo y algunos de los textos fundamentales para entender el concepto de fluxién o fluxén, como el
texto de Gravitatione, solo estuvieron disponibles mucho tiempo después de la muerte de Newton. Aun sin
contar con los textos completos de Newton acerca de las fluxiones o fluxones, Berkeley correctamente critica
que la metafisica de Newton es fundamental para el concepto utilizado para su célculo; y que sus seguidores
se confunden al negar dicha metafisica, cf. (The Analyst §47). Y debido a que la metafisica sustenta al fluxén
o a la fluxién, sustituir el concepto con algtin otro, solo agrega confusién, desde la perspectiva de Berkeley,
ya que en primer lugar Newton mismo estuvo en contra de incluir los infinitesimales en su propuesta (The
Analyst §38). Si los matematicos replantean la definicién de fluxén, sobre todo como infinitesimal, entonces
los matematicos no pueden utilizar la metafisica de Newton porque ésta esta disefiada especificamente para
utilizarse de manera sintética, como se vio en la seccién 2.2.4. Sin la metafisica newtoniana, la divisién
entre fenémeno fisico y matematico aumenta, pudiendo considerarse como dos elementos separados, en
vez de considerarse como uno solo; esto es porque una descripcién matematica puede ser insuficiente para
considerar que dicha descripcién ha dado cuenta de un fenémeno fisico ya que la confianza de Newton sobre
el vinculo directo entre la descripcién matematica y el fenémeno se da a través de Dios. Otro problema a
considerar es que cuando se cambia de definicién del fluxén a un concepto infinitesimal, las pruebas de los

infinitesimales son generalmente sustentadas mediante el analisis matemdtico,metodologia cartesiana que
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Newton quiere evitar, ya que ésta, al menos, suspende el vinculo entre un fenémeno fisico y Dios, y en un
caso extremo elimina directamente dicho vinculo. Dado que Newton considera que Dios es un ente activo
que emana el espacio (Gravitatione 139), utilizar una metodologfa que suspenda o elimine a Dios, es también

eliminar las condiciones de posibilidad del fluxén mismo.

Si bien esta critica se puede considerar poco importante dado el espacio que le ha dedicado Berkeley al doble
comportamiento del fluxén, el cual ocupa una buena parte del texto de The Analyst; sin embargo, desde mi
perspectiva, Berkeley estd mostrando los problemas mateméticos de eliminar la metafisica newtoniana del
concepto de fluxén. El texto de The Analyst, cierra con la observacion de que sin dicha metafisica, la teoria
de fluxiones se vuelve una teoria que aplica dos propiedades que pueden considerarse contradictorias: el
fluxén es una figura geométrica, que tiene partes, sin magnitud, pero sin la magnitud una figura geométrica
es indistinguible de un punto, el cual no tiene partes. Asi para Berkeley el problema es que el matematico
parece escoger la propiedad que més le convenga: el fluxén tiene partes y puede relacionarse si estamos
estableciendo relaciones de proporcién con otras figuras geométricas; y no tiene partes si queremos calcular
la tangente a la curva como lo muestra el texto de Quadrature. Esto da pie a la siguiente critica: los mateméticos
han renunciado a la metafisica newtoniana, pero no han investigado qué principios propios, primeros principios,
o axiomas pueden sustituir; dejando a los fluxones como elementos que se comportan de manera posiblemente

contradictoria.

La segunda critica importante en el texto de The Analyst es aquella del posible uso contradictorio del concepto
de fluxén o fluxién. Es la critica més detallada y larga en el texto de The Analyst. Para Berkeley, el concepto
de fluxén es contradictorio o posiblemente contradictorio, ya que en el texto de Quadrature, se establece
una figura geométrica, para después desvanecerla hasta hacerla un punto. Dependiendo de en qué parte
del método estemos, se considerara un tridngulo o un punto sin magnitud (The Analyst §14, §15, §26, §27,
§30, §34 y §35). Esta se considera como la critica mas importante del texto. La contradiccién se da, como se
vio en la seccién Las fases del método de fluxiones, porque una figura geométrica tiene partes, mientras que
el punto no; por lo cual, la fluxién generada por un tridngulo que se desvanece hasta llegar a un punto,
no puede establecer ninguna relacién con otros elementos establecidos sintéticamente para el célculo de la
fluxién, ya que no hay parte con la cual relacionar dichos elementos. También hay que considerar que todo
elemento de magnitud cero, como lo es el punto, no opera de forma habitual en la aritmética y el algebra;
el 0 se considera como el neutro!'”) aditivo y sustractivo, por lo cual no se puede establecer una diferencia
sumando o que representa el cambio en una variable, ya que al ser cero no hay aumento o cambio con la
variable original. En el texto de Quadrature, el sumar o, un aumento o diferencia con la ecuacién original, es
parte importante en el calculo de una fluxién mediante la técnica analitica. Recuérdese también que para
las operaciones multiplicacién y divisién *, / operar con cero, es igual a cero o un valor indeterminado, por

lo cual, todo elemento que multiplique o divida a la fluxién es cero o indeterminado; lo cual representa un

176En &lgebra un elemento neutro no altera a otros elementos dada una operacion. Ej. sean A, B dos elementos algebraicos, y * una
operacién binaria; se dice que B es un elemento neutro de *, si y solosi A x B = A.
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problema porque en varios procedimientos hechos con el fluxén se hacen multiplicaciones y divisiones, en

especial en la técnica analitica, pero tiene un valor diferente a cero o indeterminado.

El argumento de Berkeley en The Analyst sobre el doble comportamiento del fluxén se puede resumir de la

siguiente manera:

1. El método sintético para calcular es inadecuado debido a que:
a) “Nada es mds claro que ninguna conclusién adecuada puede extraerse directamente de dos
suposiciones inconsistentes”  (The Analyst §15).
b) Una suposicién es inconsistente si se supone algo y después su contrario A, -A.

c) El fluxén es una figura geométrica ya que puede establecer relaciones con otros elementos sinté-

ticos (The Analyst §34).

d) El método de las fluxiones me permite definir tangentes sobre una curva dada y con ello los

puntos que las conforman.

e) El fluxén es un punto porque permite obtener la tangente a la curva; y por definicién, la tangente
es la linea que corta en un punto a la curva, por lo cual el fluxén y un punto son equivalentes (The

Analyst §34).

f) El fluxén es una suposiciéon inconsistente, porque tiene la propiedad de tener partes, por ser una

figura geométrica; y no tener partes, por ser un punto, definicién del punto, A, -A.
g) Ninguna conclusién puede extraerse del método sintético del célculo de fluxiones, porque el
fluxén es una suposicién inconsistente.
2. El método analitico es inadecuado debido a que:
a) “Nada es mds claro que ninguna conclusién adecuada puede extraerse directamente de dos
suposiciones inconsistentes”  (The Analyst §15).
b) Una suposicién es inconsistente si se supone algo y después su contrario A, -A.

c) El fluxén tiene magnitud porque las operaciones aritmético-algebraicas estdn definidas, tienen

valor, y me permite operar con otros elementos algebraicos(177) (The Analyst §9, §13, §14 y §15).

d) El fluxén no tiene valor, es cero, porque eventualmente se desvanece (The Analyst §9, §13, §14 y
§35).

e) El fluxén es una suposicién inconsistente porque tiene la propiedad de tener valor y no tener

valor A, -A.

1775; el fluxén fuera cero, estaria indefinido para la divisién y las operaciones de suma y resta no me permitirfan tener una diferencia
con otros elementos algebraicos, por ser neutro para la suma y resta. En el caso de la multiplicaciéon no tendria valor.
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f) Ninguna conclusién puede extraerse del método analitico del calculo de fluxiones, porque el

fluxén es una suposicién inconsistente.
3. El método de las fluxiones también es inadecuado debido a que:

a) Todo elemento matematico debe partir de definiciones, nociones comunes y postulados.

b) El fluxén o la fluxién no es un elemento matemético porque no estd definido o no cumple con los
requisitos de las nociones comunes o de los postulados (The Analyst §35): “No son cantidades finitas,

ni cantidades infinitamente pequefias, ni siquiera nada”.

c) Entonces el método de las fluxiones no es matematico ya que no parte de definiciones, nociones

comunes y postulados.

Berkeley reconoce que el método de fluxiones es la llave con la cual los mateméticos encuentran los secretos
de la naturaleza (The Analyst §3), pero considera que los primeros principios o principios propios que utilizan
en el método de fluxiones se han supuesto (The Analyst §10), y no se han investigado, dado que el concepto
de fluxén en si mismo es contradictorio (The Analyst §12, §13, §14, §16, §27 y §35). Las conclusiones de este
método son tentativas, al ser una conjetura apoyada solo por evidencia empirica, al menos en matematicas.
Para Berkeley uno de los problemas es que si bien el método funciona, eso no quiere decir que se ha explicado
y entendido cémo lo hace y los principios bajo los cuales opera (The Analyst §33); de la misma forma en que
hacer un telescopio y entender cémo funciona un telescopio son cosas diferentes, aunque estén relacionadas,

siendo ésta la tercera critica de Berkeley.

La tercera critica que Berkeley hace, al menos al calculo de Newton es que los matemdticos han aceptado
un método que no estd probado matematicamente; y han aceptado dicho método solo porque ha dado
resultados en develar la naturaleza (The Analyst §3). Esto se debe a que gracias al calculo, tanto fluxional
como infinitesimal, es posible matematizar y analizar('’®) diversos fenémenos presentes en la experiencia
empirica. Es tal el poder descriptivo del llamado andlisis matemdtico cldsico que las herramientas desarrolladas
enla modernidad son aplicadas tanto en las matematicas como en la investigacion cientifica mas diversa, que
incluye la fisica, quimica, estadistica aplicada, ingenieria, entre otras actividades cientificas y /o cuantitativas;
y es parte fundamental de la investigacion cientifica actual. Ante tal éxito y promesa de avances no vistos
en las matematicas tal vez en cientos de afios, los matematicos aceptaron al cdlculo tal y como lo dejaron
sus creadores o descubridores!'””); sin investigar la 16gica del procedimiento, o los primeros principios que

los creadores del calculo utilizaron. Berkeley considera que los seguidores de Newton o quienes utilizan el

178En el sentido moderno y contemporéneo de la palabra.

179Recuérdese que para algunos filésofos de las mateméticas y matematicos, las matematicas existen independientemente de nosotros,
postura realista; por lo cual cuando se trabaja una nueva disciplina u objeto matematico consideran que se ha descubierto dicha
disciplina u objeto. Para otros filésofos y matemaéticos, las matematicas se crean, por ser una invencién humana sin correlato, necesario
o completamente innecesario, a alguna entidad existente independiente a nosotros, postura no-realista; para esta postura filoséfica las
matemaéticas necesitan un agente epistémico humano al menos para ser estudiadas, y en algunas posturas mas extremas la dependencia
es total, ya que son un producto de la mente humana y dependen de éste para su existencia.
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célculo fluxional aplican las reglas sin estudiar la metafisica newtoniana (The Analyst §32); pero esta metafisica
es necesaria para entender la teorfa de fluxiones (The Analyst §47). Por lo tanto, alguien que aplique el calculo
de Newton no puede ser cientifico, y el estudio de las propiedades del cdlculo de Newton no puede llamarse

ciencia (The Analyst §33). Exponiendo el argumento de Berkeley serfa de la siguiente forma:

1. La ciencia es aquella disciplina que se basa en:
a) Los primeros principios o los principios propios propuestos por Aristételes.
b) Axiomas, l6gica deductiva, y es presentada de manera sintética como lo es la geometria euclidiana.
c¢) Una idea clara y distinta como lo propone Descartes.

2. Elfin de la ciencia es deducir algo.

3. Un cientifico es aquel que estudia una disciplina cientifica.

4. Newton deriva la teoria de fluxiones de su metafisica (The Analyst §47), la cual se basa en:
a) El método sintético propuesto por Euclides, Pappus y otros matematicos cldsicos (cf. seccién 2.2).
b) Su propia concepcién de Dios (cf. seccion 2.2).

5. Los seguidores de Newton o no conocen la metafisica de Newton (The Analyst §47), o consideran que

pueden utilizar las fluxiones sin la metafisica de Newton (The Analyst §32).

6. Sin la metafisica de Newton el concepto de fluxén es posiblemente inconsistente (cf. critica de Berkeley

anterior).
7. No se puede deducir algo de un concepto inconsistente (The Analyst §15).
8. Entonces la teorfa de fluxiones sin la metafisica de Newton no es ciencia porque:

a) No puede deducir algo (cf. punto 8), y el fin de la ciencia es deducir algo (c¢f. punto 2).

b) No se basa en el método sintético propuesto por Newton y no se ha remplazado con alguna

alternativa de justificacién que se considere cientifica (cf. punto 1).

9. Por lo tanto ni la teorfa de fluxiones es ciencia (cf. punto 9); ni los fluxionistas son cientificos, ya que
estos aplican o estudian la ciencia, y la teoria de fluxiones no lo es (cf. punto 3), (The Analyst §33, §47 al

§50).

Berkeley esta poniendo el dedo en la llaga. Para los historiadores en matemaéticas, la época Moderna es una
fuente de descubrimiento importante que modelard la matematica por cientos de afios y que aun hoy dicta la
agenda de investigacion matematica. El problema es que los matemaéticos no estaban interesados en sustentar

la introduccién de objetos, conceptos, entre otros elementos matematicos; ni los procedimientos realizados
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con dichos elementos mateméticos'®”). Lo que ests diciendo Berkeley en este punto, es que una prueba
matematica depende de algo mds que una construccién sintética y la aplicabilidad de una investigacién per
se. Esto es un punto que los historiadores, fildsofos y matematicos tienen que conceder a Berkeley. Desde mi
punto de vista, Berkeley ha mostrado que las pruebas matematicas de la época, al menos para el calculo de
Newton, son laxas y carentes de justificacion; asi como los elementos usados en dichas pruebas. La historia le
dard la razén a Berkeley, los matematicos posteriormente daran nuevas definiciones a los célculos de Newton
y Leibniz, dando forma al calculo diferencial e integral, que se estudia actualmente, utilizando como base el

concepto matematico de limite.

Un importante aspecto, que habrd que investigar posteriormente con mds detalle es que la critica de Berkeley
al calculo de Newton, se dirige a los matematicos que aplican el calculo, y no a Newton mismo, ni a su
metafisica, al menos de la parte que conoce con respecto a la teoria de fluxiones!'*!). Para Berkeley son los
discipulos de Newton quienes estdn mas dispuestos a aplicar su método sin estudiar sus principios (The
Analyst §10, §17 y §47). De esta forma, para Berkeley, mientras Newton se muestra cauteloso con su método
de las fluxiones, son sus discipulos quienes lo usan incorrectamente. Esto un punto importante que pasa
desapercibido; y esto sucede por las distintas preconcepciones que se tienen del texto The Analyst. Para
distintos historiadores, matematicos y fildsofos, Berkeley es incapaz de entender la matemaética y fisica de
la época; considero que esto es falso. Berkeley es uno de los primeros fil6sofos en proponer que la mente es
quien finalmente invierte la imagen obtenida por los ojos, propuesta ampliamente discutida en su trabajo T'V.
También considera que los calculos disponibles en la época tienen fallas es su justificacién, por lo cual deberan
de cambiar de principios para ser integrados de manera adecuada a las matemaéticas; cosa que finalmente
pasé. Por tltimo quiero decir que es justamente porque entiende perfectamente cémo funciona el célculo de
Newton que Berkeley escribe el texto de The Analyst. Después de Newton, el calculo de fluxiones empez6
una vida propia alejada de Newton, a quien Berkeley llama el Gran Autor, lo que hizo que los calculistas d la
Newton trabajaran en el célculo de fluxiones sin estudiar la metafisica newtoniana; pero las reglas sintéticas
y analiticas del calculo de fluxiones dependen de la metafisica newtoniana y se derivan de ellas, desde la
perspectiva de Berkeley (The Analyst §47), punto con el que estoy de acuerdo con él. Asi, el trabajo posterior
a Newton carece de una justificacién que el autor original del calculo de fluxiones le dio; lo que deriva en
las criticas dos y tres mostradas anteriormente. Me parece importante sefialar que el texto estd centrado en
mostrar la falta de soporte matemaético del cdlculo de fluxiones; y aunque no quieran los matematicos deben
mancharse las manos con la metafisica newtoniana a fin de investigar sus principios o renunciar al calculo
de fluxiones como disciplina cientifica. Dado lo anterior considero que la primera critica: el fluxén depende
de la metaffsica de Newton, es la mas importante. Berkeley muestra que sin una adecuada justificacién

matematica, el calculo de Newton es inconsistente y por lo tanto aplicable solo a la experiencia empirica y

180Recuérdese el postulado I.1 de Euclides, la construccién sintética se da con el circulo y el postulado I; pero la prueba se da mediante
la nocién comiin 3. Parece ser que en la época hubiera bastado con la construccién del tridngulo mediante circulos y el postulado I; para
después asumir que la prueba de que se ha construido un tridngulo equilétero existe, sin mostrarla. Bos parece compartir la idea de
que esta situacién es comtin en la época Moderna.

181Considero que Berkeley estaria en contra del escrito de Gravitatione, pero ese escrito no estuvo disponible para él.
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de manera heuristica; en vez de ser un método matemaético de aplicacién general. Berkeley considera que
no es su intencién interpretar como verdadero o falso el célculo fluxional y sus principios, aunque sean
metafisicos (The Analyst §48); méas bien le interesa mostrar si el calculo de fluxiones cumple con los requisitos
para considerarse matematico, y ha mostrado que no cumple con dichos requisitos, aunque los matematicos

confien en que si lo es por su aplicabilidad tanto matemédtica como extra-matematica.

Considero que estas son las criticas mas importantes vertidas en The Analyst. En la siguiente seccién se
explicardn con mds detalle varios de los puntos utilizados en mi reconstruccién de las criticas de Berkeley,

con el fin de entender mejor las criticas mostradas en la presente seccion.

El Analista

The Analyst consta de tres secciones: empieza con un indice de temas a tratar, desde el cual ya se pueden
apreciar los puntos que Berkeley destacara sobre el tema. Sigue con el texto principal. Cierra con una serie de
cuestiones que Berkeley considera que estdn abiertas y que los matemaéticos deben responder. En esta seccién
se hard un resumen interpretativo de algunos puntos del cuerpo principal de The Analyst y las Cuestiones
que presenta al final. En este escrito Berkeley cuestiona las bases de los calculos tanto en su parte geométrica,
como en su parte algebraica. En esta exposicién me concentraré tinicamente en la parte geométrica del calculo
de Newton y las criticas vertidas por Berkeley acerca de este tema. Berkeley comienza el texto de The Analyst
hablando de que los matematicos o las mateméticas parten de principios mas evidentes para después hacer
deducciones:

Es una antigua observacién la de que la geometria es una excelente l6gica, y debe concederse que, cuando

las definiciones son claras, cuando los postulata no pueden refutarse ni negarse los axiomas, cuando de la

contemplacién y la comparacién de distintas figuras se derivan sus propiedades, mediante una perpetua y
bien conectada cadena de consecuencias [. . . ] (The Analyst §2)

Berkeley esta consciente de que, para los matematicos los cédlculos de Newton y Leibniz son el tema de
investigacién matemadtica o fisica de su época. Su intencién es decidir sobre la justificacién de los célculos de
Newton y Leibniz:

Pero lo que investigaré con mayor imparcialidad es si este método es claro u oscuro, consistente o inconsis-

tente, demostrativo o precario, asi someto mi investigacién a vuestro propio juicio, asi como al de Cualquier
lector sincero [.. . ] (The Analyst §3)

Berkeley reconstruye el concepto de fluxién o fluxén, para después lanzar su primer ataque. Berkeley
considera que no hay forma de entender la fluxién con la experiencia sensible. Berkeley sostiene una posicién
contraria a la de Newton. Newton considera que aun cuando existe un limite para la experiencia sensible,
se puede trabajar con el infinito dado que la materia es divisible in infinitum y el alma puede transportar
nuestro entendimiento, probablemente, a otro lugar, los fluxiones o las fluxiones, cf. Segunda carta a Bentley.
Para Berkeley existe un limite para nuestras percepciones el cual nos impide entender el funcionamiento de

una fluxién o fluxon:
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3 [...] Se supone que las lineas se generan por el movimiento de los puntos, los planos por el movimientos
de las lineas y los sélidos por el movimiento de los planos "**). Y, por cuanto las cantidades generadas en
tiempos iguales son mayores o menores conforme a la mayor o menor velocidad con la que se incrementan
y se generan se ha encontrado un método para determinar las cantidades a partir de las velocidades de sus
movimientos de generacién. A tales velocidades se les denomina fluxiones y a las cantidades generadas
se les denomina cantidades fluyentes. De estas fluxiones se dice que son casi como incrementos de las
cantidades fluyentes, generadas en las minimas particulas iguales de tiempo y que estdn, precisamente, en
la primera proporcién de los incrementos nacientes o en la tiltima de los incrementos evanescentes |. .. ]

4 [...]1Y de las ya fluxiones hay otras fluxiones, y tales fluxiones de fluxiones se denominan segundas
fluxiones, y las fluxiones de estas segundas fluxiones se denominan terceras fluxiones, y asf sucesivamente
[...] ad infinitum. Ahora bien, asi como nuestros sentidos se esfuerzan y se confunden con la percepcién
de objetos extremadamente mintsculos, asi también la imaginacién, facultad que se deriva de los sentidos,
estd muy presionada y perpleja para formar ideas claras de las minimas particulas de tiempo o de los
minimos incrementos generados de ellas y es un esfuerzo mucho mayor el comprender los momentos o esos
incrementos de las cantidades en statu nascenti [. .. ] La celeridad incipiente de una celeridad incipiente, el
aumento naciente de un aumento naciente, esto es, de una cosa que no tiene magnitud, tomados a la luz
que querdis, se encontrard que su concepcion clara es imposible, si no me equivoco. Para determinar si esto
es asi 0 no, apelo al juicio de cualquier lector pensante. [...] (The Analyst §3 y §4)

Berkeley considera que una vez alcanzado el limite de nuestras percepciones, los conceptos que desarrollemos
a partir de ahi yano tienen sentido, porque en dlgebra como en geometria, hacemos operaciones con simbolos,
y dichos simbolos deben ser significantes para evitar las disputas verbales iniitiles. Una vez que alcanzamos los
minimum, visibles o tangibles, los objetos matematicos que los representan dejan de tener un significante y
por lo tanto parece que la fluxién se ha convertido en una disputa verbal sin significado. Puede argumentarse
que los matemaéticos pueden hablar de elementos que no tienen referencia alguna a la naturaleza o a nuestras
percepciones. Sin embargo el problema que quiero destacar aqui, a partir de la critica de Berkeley, es que
aun cuando se pueda trabajar con dichos simbolos, estos tienen que ser explicados de manera cartesiana‘'®).
Berkeley les comenta a los seguidores de Newton que la definicién de fluxién o fluxén depende de que: a)
seamos capaces de entender el concepto; y b) aplicar sus reglas correctamente. Pero como el concepto es més
bien obscuro, al depender ampliamente de la metafisica newtoniana, no se cumple ni a), no es una idea clara; ni
b), debido a que a) no se cumple, no se estd seguro que pueda ocurrir b). Para Berkeley el estatus ontolégico
dado a los fluxiones o a las fluxiones, como reales, no corresponde con la certeza de sus principios. Las
mentes de la época los ven como algo concebido y dominado. Y como ya se han dominado, se puede seguir
construyendo fluxiones de orden superior'*"). Los seguidores de Newton consideran haber alcanzado una

verdad cartesiana, pero para Berkeley el calculo de Newton estd precedido por la confusién:

Ciertamente debe reconocerse que los mateméaticos modernos no reconocen estas propuestas como miste-
rios, sino como algo claramente concebido y dominado por sus mentes comprensivas. No tienen escriapulos
en decir que mediante el auxilio de esta nueva analitica ellos pueden penetrar en el infinito mismo, que
incluso pueden extender su vision mas alla [. .. ] Pero a pesar de todas estas aseveraciones y pretensiones,
puede preguntarse con justicia si asi como otras personas en otras investigaciones se engafian con frecuencia
con las palabras o términos, no se engafian y se dejan seducir maravillosamente también aquellas mediante

182Recuérdese que en Gravitatione el procedimiento para obtener el limite contermina es mover la figura con mayor dimensién a una
de menor dimensién, por ejemplo, de lineas que se mueven a puntos. El procedimiento que describe Berkeley es mds parecido a lo
que ahora se conoce como superficies de revolucién. Un ejemplo es el cono que se obtiene al girar una linea que no sea paralela a los
ejes coordenados. Si bien éste detalle puede ser menor, conviene hacer nota de él, ya que pueden estar hablando de procedimientos
diferentes y por lo tanto de efectos diferentes en matematicas.

1831 os principios propuestos deben ser ideas claras y distintas, como el juicio del cogito.

184Segunclas fluxiones, terceras fluxiones, etcétera.
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sus peculiares signos, simbolos o variables. Nada es mas facil que idear expresiones o variables para fluxio-
nes e infinitesimales [...] %, & X, [...], dx,ddx,dddx[...]. Ciertamente estas expresiones son claras y distintas
y la mente no encuentra ninguna dificultad para concebir que se contintian mds alla de cualesquiera limites
asignables, pero si descorremos el velo y vemos debajo; [. . . ] descubriremos un gran vacio, mucha oscuridad
y confusién, y si no me equivoco, imposibilidades y contradicciones directas [. .. ] (The Analyst §8)

Berkeley a continuacién critica la metodologia analitica’®”); utiliza como ejemplo el producto de dos

funciones!'*®), que en la época de Berkeley se entendia como el fluxén de un rectangulo AB:

La propuesta central en el método de las fluxiones es obtener la fluxién o el momento del rectdngulo o
producto de dos cantidades indeterminadas, por cuanto que de alli se derivan reglas para obtener las
fluxiones de todos los demas productos y potencias, sean cuales sean los coeficientes o los indices, enteros
o fracciones, racionales o irracionales. [...] Supéngase que el producto del rectingulo AB se incrementa
mediante un movimiento continuo y que se incremente mediante un movimiento continuo y que los
incrementos momenténeos de los lados A y B son a y b. Cuando los lados A y B eran deficientes o menores
por una mitad de sus momentos, el rectangulo lo era [A — 1a] x [B - 1b] esto es, AB — 3aB - 1bA + tab. Y
tan pronto como los lados A y B se incrementan en otras dos mitades de sus momentos, el rectdngulo se

convierte en [A + 1a] x [B + 1b] 0 AB + 1aB + $bA + ;ab. De este tltimo rectangulo sustrdigase el primero

y la direrencia restante serd aB + bA. Por lo tanto, el incremento del rectangulo, generado por la totalidad
de incrementos a y b es aB + bA Q.E.D. Pero esté claro que el método directo y verdadero para obtener el
momento o incremento del rectdngulo es tomar los incrementos ya aumentados con la totalidad de sus
incrementos y luego multipicarlos el uno por el otro, A +a por B + b, cuyo producto, AB +aB + bA +ab, es el
rectdngulo aumentado; de donde si le restamos AB, el residuo aB + DA +ab, sera el verdadero incremento del
rectdngulo, que excede en la cantidad ab al que se obtuvo mediante el método anterior, ilegitimo e indirecto.
Y esto vale para las cantidades a y b, grandes o pequefias, finitas o infinitesimales, [...] Tampoco podra
alegarse que ab es una cantidad excesivamente pequefia, puesto que se nos ha dicho que in rebus mathematicis
errores quam minimi non sunt contemnendil. .. ] (The Analyst §9)

Para Berkeley el problema con los incrementos nacientes, fluxiones o momentos evanescentes es que su
comportamiento parece ser arbitrario, o al menos convenir al matemaético para justificar su procedimiento.
Dado que cada incremento puede comportarse de dos formas: a) como un elemento finito, el cual puede
guardar relacién con otros objetos y permitir su existencia, como lo es Ab; y b) Como algo despreciable o
nada, como lo es ab; Berkeley manifiesta su preocupacién de que dicho comportamiento sea contradictorio,
y por lo tanto invalido como objeto de estudio. Esta critica corre aun cuando Dios sustente la fluxién, ya
que como se vio en la seccién 1.5 los objetos que dependen de Dios deben seguir el primer principio*). Y en
el caso de que no dependan de Dios, entonces se tiene que explicar como se puede utilizar una propiedad
que tenga un comportamiento aparentemente contradictorio. Newton puede argumentar que su incremento
naciente no tiene magnitud, pero si relacién con otras figuras, por lo que se evita el doble comportamiento.
Solo se conservan los momentos que guardan relacién con otro objeto y dado que 4 y b son dos momentos
evanescentes, ninguno tiene relacién con otro cuando se multiplican ab. Sin embargo puede argumentarse
que, como se vio en la seccién 2.2.5, estos momentos evanescentes dependen de la metafisica de Newton y
dicha metafisica puede rechazarse y con ella los principios que soportan a las fluxiones o fluxones. Mientras
que objetos como son la linea y el punto euclidianos, I'popur, Xnueioy, junto a los principios, postulados y
definiciones euclidianos parecen no refutarse, y por lo tanto tienen que ser aceptados, incluso algunos de

ellos como axiomas o principios propios aristotélicos o ideas claras y distintas cartesianas. Para Berkeley el hecho

185Entendida como las reglas algebraicas para calcular una fluxién o fluxén.
186En notacién del calculo diferencial e integral: d(uv) = ud(v) + d(u)o.
187La no contradiccién de los dichos de Dios, sus objetos, o cualquier cosa que dependa de EL
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de que los principios bajo los cuales se calcula una fluxién no sustentan la eliminacién de ab, y aunque ab
tenga una magnitud minima, esta no puede ser ignorada, bajo la propia metodologia newtoniana. Esto hace
que las fluxiones operen bajo principios oscuros, que no se conocen, pero que los fluxionistas trabajan como

si fueran verdades:

Nada mas que la oscuridad del tema pudo haber animado o inducido al gran autor del método fluxionario
a imponer a sus seguidores un razonamiento como éste a manera de demostracién, y nada mas que una
deferencia implicita a la autoridad pudo mover a estos tltimos a admitirlo. [...] Nada puede hacerse
hasta no eliminar la cantidad ab. A fin de hacer esto, se cambia la nocién de fluxién; se sittia bajo luces
diversas; las propuestas que deberian ser tan claras como primeros principios son confusas, y los términos
que deberfan usarse de manera fija son ambiguos. [...] Si una persona, por métodos no geométricos o
demostrativos, queda satisfecha de la utilidad de ciertas reglas que luego propondra a sus discipulos como
verdades indudables, las cuales se propone demostrar de una manera sutil y mediante la ayuda de nociones
sutiles e intrincadas, no es dificil concebir que esos discipulos, para evitarse el problema de pensar, estaran
inclinados a confundir la utilidad de la regla con la certeza de una verdad y aceptardn la una por la otra
[...]1(The Analyst §10)

Como se coment6 en la seccion 1.3, un problema que se ha considerado importante en la practica matematica
delaModernidad, es la falta de rigor en las pruebas y la preferencia por las construcciones geométricas. Desde
la perspectiva de Berkeley, Newton ha quedado satisfecho al poder encontrar la fluxién de un rectdangulo, y
dada su propuesta metafisica, ha considerado que hizo una prueba matematica cuando ha sido solicitada‘'*®).
Pero que funcionen las fluxiones y que su autor considere que ha probado las fluxiones, no significa que de
hecho se han probado dichos fluxones. Esto es un punto importante que debe tomarse en cuenta, ya que
muchas veces se ha considerado que bastan los resultados para probar algo. Pero en matematicas se empezé a
mostrar que apelar tinicamente a los resultados y a las intuiciones matematicas, puede llevar a crear certezas
donde solo hay una intencién deliberada para ajustar una teoria matematica a cierto tipo de fenémenos

(189 de las geometrias no-euclidianas.

matematicos. Uno de los ejemplos es el descubrimiento o creacién
Durante siglos se pensé que el quinto postulado de Euclides era el tinico posible para la geometria. Después
se probo que la negacién de este postulado!””) es consistente!’”") con al menos otros tres postulados de
Euclides'*?). En la Modernidad se consideraba que la geometria plana daba cuenta del espacio. Sin embargo
al encontrarse otras geometrias esta idea se empieza a dejar de lado. Se puede considerar que el quinto
postulado se hizo exprofeso para la geometria plana y del espacio y no por ser un primer principio. Aunado

al descubrimiento de las geometrias no-euclidianas, se considera que la justificacién del calculo es una de

las razones para abandonar las intuiciones y los resultados como método de justificacién en matematicas.

188E] texto de Quadrature puede considerarse como una prueba matematica por parte de Newton.

189Existen diversas posturas en filosofia de las matematicas que consideran que las matematicas se descubren, estas posturas son
generalmente realistas; la premisa es que los objetos matemdticos y sus propiedades existen de forma independiente a los humanos.
Otras posturas consideran que la matematica es una herramienta del pensamiento que se forma tinicamente con la mente humana
y como tal no puede existir sin los humanos, por lo que cada objeto matematico y sus propiedades son creaciones de los humanos;
generalmente estas posturas son anti-realistas. Entre estas dos posturas existen varios matices que pueden favorecer el descubrimiento
o la creacién de las matematicas.

190La versién mas famosa del postulado es la siguiente: dada una recta y un punto ajeno a ella, por dicho punto sélo pasa una linea paralela
a la primera. La negacién se puede hacer de dos formas: a) dada una recta y un punto ajeno a ella, por dicho punto pasan una infinidad de
lineas paralelas a la primera; y b) dada una recta y un punto ajeno a ella, por dicho punto no pasa ninguna linea paralela a la primera.

191No genera contradiccién.

192Existen geometrias en las cuales una linea recta no puede extenderse infinitamente que es la negacién del postulado toda recta puede
extenderse infinitamente.
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Para Berkeley las fluxiones son una aplicacién del concepto de infinitesimal. Esta interpretacién del fluxén
es posible, ya que como se vio en la segunda carta a Bentley, Newton conocia las técnicas infinitesimales
del Dr. Wallis, cf. secciéon 2.2.5. Newton considera que su fluxén no es infinitesimal debido a la metafisica
que lo sustenta. Pero lo anterior puede ser rebatido, ya que como se comenté con anterioridad, se puede
rechazar la metafisica de Newton. Para algunos matematicos contemporaneos, Newton si utiliza infinitesi-

males/indivisibles (cf. (Malet y Panza 2015a)). Para Berkeley, los fluxones son similares a los infinitesimales

por:

Los puntos o meros limites de las lineas nacientes son, sin duda, iguales en cuanto que ninguno tiene
mas magnitud que otro, pues un limite, como tal, no es ninguna cantidad. Si por momento queréis decir
algo mds que un mero limite inicial, esto debe ser o bien una cantidad finita, o bien un infinitesimal.
Pero, expresamente, todas las cantidades finitas estdn excluidas de la nocién de momento; por lo tanto, el
momento debe ser un infinitesimal. Y, ciertamente, aun cuando se ha empleado mucho artificio para escapar
o evitar la admision de cantidades infinitamente pequenias, parece que no ha tenido efecto. Hasta donde
puedo ver, no se puede admitir ninguna cantidad intermedia entre una cantidad finita y nada sin admitir
infinitesimales. Un incremento generado en una particula finita del tiempo es él mismo una particula finita,
y por tanto, no puede ser un momento; por consiguiente, debéis tomar una parte infinitesimal de tiempo.
[...1(The Analyst §11)

El texto del The Analyst contintia con la critica al doble comportamiento del fluxén o la fluxién; comporta-
miento que Berkeley considera como invéalido ya que una vez rechazados los principios que sustentan una
conclusién, debe rechazarse el resultado; pero los fluxionistas mantienen el resultado aun cuando se ha

rechazado el principio que los genera:

Del principio anterior, asi demostrado, se deriva la regla general para encontrar la fluxién de cualquier
potencia de una cantidad fluyente. Pero, como parece que hubo algtn escriipulo interno o conciencia
de defecto en la demostracién anterior, y cdémo encontrar la fluxién de una potencia dada es algo de
primera importancia, se juzgod, por tanto, que era adecuado demostrar lo mismo de una manera diferente,
independiente de la demostracién anterior. No obstante ahora procedo a examinar si este método es mas
legitimo y concluyente que el anterior, y para ello presento el siguiente lema: “Si, a fin de demostrar
cualquier proposicién, se supone una propuesta por virtud de la cual se alcanzan algunas otras propuestas,
y posteriormente lo supuesto se destruye o se rechaza debido a un supuesto contrario, entonces también
deben destruirse y rechazarse todas las propuestas alcanzadas hasta entonces que dependen de aquélla, de
tal manera que a partir de ese momento no se supongan mads ni se apliquen en la demostracién.”[...] (The
Analyst §12)

El procedimiento que analiza en (The Analyst §13 y §14) es el célculo del fluxén de x”, que se vio en la seccién
2.2.5. Berkeley sigue el procedimiento analitico hasta la division del momento evanescente o de la ecuacién

obtenida después de sustituir x por x + o (cf. 2.2.5). A partir de ahi critica al momento evanescente o:

14. [...] Hasta aqui he supuesto que x fluye, que x tiene un incremento real, que o es algo. Y todo esto he
procedido conforme a esa suposicion, sin la cual no habria sido capaz de dar ni siquiera un paso. A partir
de ese supuesto obtuve el incremento x”, fui capaz de compararlo con el incremento de x y encontré la
proporcién entre los dos incrementos. Ahora pido que se permita hacer una nueva suposicién contraria:
esto es, supondré que no hay ningtn incremento x o que o es nada, y esta segunda suposicién destruye la
primera, es inconsistente con ella, y por tanto, con cualquier cosa que la suponga. Sin embargo, os pido que
me permitéis retener nx""!, [... ] Todo esto me parece una forma muy inconsistente de argumentar que no
se permitiria en teologia.

15. Nada es mds claro que ninguna conclusién adecuada puede extraerse directamente de dos suposiciones
inconsistentes. Vos podéis, ciertamente, suponer cualquier cosa posible, pero posteriormente no podréis
suponer nada que destruya lo que supusisteis primero, o, si bien lo hacéis, habréis de comenzar de novo. [. . . |
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Por ese medio jamds podréis llegar a nuestra conclusion ni tener éxito en lo que el célebre autor denomina
la investigacién de las proporciones primera o tiltima de las cantidades nacientes y evanescentes, al instituir
el andlisis en las finitas. Lo repito nuevamente: vos estdis en libertad de hacer cualquier suposicién posible
y podéis destruir una suposicién por medio de otra; pero, entonces, no podréis retener las consecuencias,
[...]

16. [...] por tanto, vos nunca podréis llegar legitimamente, mediante ese método, a vuestra expresién de
una fluxién. [. .. ] Pero, a pesar de toda esa habilidad para encubrirla, la falacia sigue siendo la misma, pues,
sea que se haga antes o después, una vez que se hace el segundo supuesto o asuncién, en ese mismo instante
la primera suposiciéon y todo lo que se obtuvo a partir de ella se destruye y sale conjuntamente. Y esto es
universalmente verdadero, sea el tema que sea, a lo largo de todas las ramas del conocimiento humano; en
cualquiera de ellas, segtin creo, la gente dificilmente admitird un razonamiento como éste, que se acepta en
la matemaética como una demostracion. (The Analyst §14 a §16)

Algunos filésofos y mateméticos consideran que ésta es la critica mas importante de The Analyst. Berkeley
pregunta ;Cémo es posible que el mismo objeto matematico tenga dos valores de magnitud? Diversos pen-
sadores han tratado de responder esta pregunta de diversas maneras desde que The Analyst se publicé!'?).
Algunas de las mads recientes son (Brown y Priest 2004); (Vickers 2007) y la respuesta a Vickers en (Estra-

da Gonzélez y Martinez Ordaz 2017).

(Brown y Priest 2004) pueden explicar el método de las fluxiones con la técnica del chunk & permate. Dicha
técnica consiste en dividir en pequefios pedazos la informacién existente de una serie de proposiciones
inconsistentes, la técnica trabaja con unos cuantos pedazos de informacién a la vez, siendo estos pedazos
consistentes entre si (chunk). El resultado final se obtiene al dejar que las derivaciones permeen (permate)
sin que los principios a partir de los cuales trabajan se contradigan entre si. Esta técnica puede considerarse
similar a la técnica del andlisis, la cual encontraba los supuestos para hacer una derivacién, sin que se
tenga que aceptar todo lo establecido en el andlisis, sino tinicamente los principios obtenidos en el analisis.
(Vickers 2007) dice que solo al nivel de justificacién existen problemas; para (Vickers 2007) ademads el trabajo
de Bernuolli es inconsistente. Y para (Estrada Gonzélez y Martinez Ordaz 2017) antes de determinar que
un objeto matematico es inconsistente, se debe entender la l6gica del objeto matemédtico mismo; si bien
la 16gica clasica'® es la dominante, ésta no es la tnica para hacer mateméticas en la época. Haciendo a
un lado la critica comiin de que una reconstruccién no necesariamente recupera todos y cada uno de los
elementos necesarios para considerar una teoria matemaética igual a la reconstruccién propuesta he de decir

lo siguiente:

1. Si bien es plausible considerar el método de chunk & permate como una metodologia subyacente en
Newton, se puede argumentar que Berkeley justo apunta a que el método es oscuro, por no conocerse

sus elementos, ni los principios bajo los que opera. De demostrarse efectivamente que dicho método

199Existe una serie de escritos donde Berkeley y los seguidores de Newton como James Jurin o incluso el mateméatico Thomas Bayes
discuten la validez de los argumentos de Berkeley. Parte de la discusién se puede consultar en (Robles 2006). Una discusién posterior
se puede consultar en la nota 25 al Analista por parte del Dr. Robles (Berkeley 1734, Pag. 114-117).

194 Considero que esto es un anacronismo, ya que en esa época se utilizaba la 16gica aristotélica. La 16gica aristotélica y la 16gica clésica
son muy parecidas, pero difieren en algunos puntos importantes como la existencia de los universales a partir de los particulares. Para
la l6gica aristotélica solo existe el universal si hay al menos un particular. La légica clasica considera que el universal existe siempre
y cuando no se pueda dar un contraejemplo de un particular. Esto hace que la l6gica clasica acepte como verdadera la frase el rey de
Francia es calvo porque no hay un contraejemplo; si no hay rey de Francia no sabemos si es calvo o no lo es. En 16gica aristotélica no tiene
sentido la oracién el rey de Francia es calvo, si no hay un rey de Francia.
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fue utilizado por Newton, la critica de Berkeley sobre la oscuridad se haria efectiva, al ser un método
desconocido para la época. Esto es una diferencia importante con respecto a otros métodos analiticos
y/o sintéticos como los propuestos por Pappus, Viéte, Descartes, entre otros. Métodos que estaban
disponibles para su examinacién, confrontacién, aplicaciéon y prueba por parte de otros pensadores de

la época moderna.

. Berkeley y Vickers conincidirian en que el método de Bernoulli es inconsistente, por razones diferentes.

Sin embargo el texto de The Analyst es una critica a la justificacién y no al método, que considera
adecuado. Para la época todo método fluxional o infinitesimal estdn basados en conceptos similares,
desde la perspectiva de Berkeley, no se encuentra diferencia entre la fluxién y los infinitesimales en
su justificacién matemaética, todos los métodos de calculo, incluyendo a las técnicas desarrolladas en
Inglaterra como en el continente europeo, son inconsistentes en su justificacién, y no solo el método

de Bernoulli, como se propone en (Vickers 2007).

. En historia y filosofia de las matematicas, asi como en la matematica misma, existe toda una discusién

acerca de la légica que se puede aplicar en los métodos de deduccién y/o sintesis matematica. Dicha
discusién estd lejos de ser concluyente y siempre puede argumentarse que la interpretacién de qué
l6gica se usa en cualquier método o rama matemadtica es subjetiva. Dando por bueno que algunos
matematicos como Bernoulli hayan utilizado una légica diferente a la l6gica clasica y/o aristotélica,
Berkeley puede argumentar que uno de los problemas que encuentra es que los métodos de fluxiones
y los infinitesimales usan una logica que no se ajusta a la logica utilizada para realizar una prueba
matematica en la época. Pero si bien los matematicos pueden suponer cualquier cosa, deben explicar
los primeros principios bajo los cuales operan sus métodos. Para Berkeley los seguidores de Newton y
Leibniz no han explicado los primeros principios de ningtin método, ni de los métodos originales, ni de
sus propias interpretaciones. Un problema con lo propuesto por (Estrada Gonzalez y Martinez Ordaz
2017) es que el cambio de légica supone, en mayor o menor medida, renunciar a primeros principios,
como lo es renunciar al tercio excluso o tercio excluido. El tercio excluido es el primer principio de que solo
existen dos valores de verdad y que dada una expresién y su negacion, siempre es verdadera dicha
expresion o la negacién de ésta, en notacioén légica, A v -A = V. Tal como proponen (Estrada Gonzalez
y Martinez Ordaz 2017) el cambio de 16gica para evitar la contradiccién en el sistema de Bernoulli,
y probablemente en otros sistemas de cédlculo, implica renunciar explicitamente al fercio excluido, es
decir que dada una expresién y su negacion es falso que sea verdadera dicha expresién o su negacién,
Av -A = F. La légica que se obtiene es la llamada I6gica intuicionista. Pero el costo de aplicar una
légica intuicionista puede ser demasiado alto. Dado que la prueba por reductio ad absurdum basa su
funcionamiento en el primer principio del tercio excluido, ya que si no es verdadera una oracién tiene
que ser verdadera su falsedad; las pruebas por reductio ad absurdum ahora son invalidas, ya que ambas
expresiones pueden ser falsas. En dado caso que Bernoulli y otros apliquen una légica intuicionista

puede ser que no estén dispuestos a renunciar al primer principio del tercio excluido. Como posible contra-
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argumentacion, se puede decir que aun cuando se cambie la 16gica de la practica matematica, siempre
es posible realizar pruebas matematicas por reductio ad absurdum, u otras técnicas cldsicas. Sin embargo
lo que quiero destacar es que el principal problema no es si se cambia de l6gica, o si es posible recuperar
la practica matemaética con una légica diferente a la aristotélica, o clasica, dependiendo de la época, lo
cual puede ser posible; sino que la discusién acerca de los primeros principios que la 16gica debe seguir no
se ha dado. Dicha discusién es posterior a la critica de Berkeley; y dado que se ha asumido que la l6gica
correcta es la 16gica aristotélica, y posteriormente la 16gica cldsica, cambiar la 16gica para que el calculo
de Newton sea consistente no es valido. No se conocen los primeros principios de dicha l6gica, ni como
trabajar con ella. Tampoco se ha argumentado a favor o en contra de los primeros principios aristotélicos
en los que se basa la 16gica aristotélica y la 16gica clésica. Sin esta discusion y explicitaciéon de las reglas,
Berkeley puede argumentar que el método que se utiliza no se basa en la légica, porque no es légica
aristotélica, ni se puede deducir algo, porque no sabemos las reglas para inferir algo en dicha légica
y que el método es obscuro, ya que no se ha hecho ptblico para el escrutinio por otros pensadores,
critica que es constante en el escrito de The Analyst. Para Berkeley es importante que las herramientas
que el matemaético utiliza deben estar disponibles para el escrutinio ptblico, critica que parece afectar,

tanto al método de las fluxiones, como a la 16gica subyacente utilizada por los mateméticos.

Continuando con el texto, para Berkeley el hecho de que existan diversas formas y justificaciones en el calculo

fluxional, significa que Newton no estaba convencido del todo de su propia justificacién:

[...]Considerando los diversos artificios y sutilezas que usa el gran autor del método fluxionario, bajo cuan
diversas luces sitta sus fluxiones y de cudntas maneras distintas intent6 demostrar la misma propuesta,
estarfamos inclinados a pensar que él mismo sospechaba de la justeza de sus propias demostraciones y que
ninguna nocién le agradaba lo suficiente como para apegarse constantemente a ella. Al menos es claro que él
concedia estar satisfecho con ciertas cuestiones que, sin embargo, no podia intentar demostrar a los demas.
El que su satisfaccién surgiese de métodos tentativos o de inducciones, que con frecuencia las han admitido
los matematicos (por ejemplo el Dr. Wallis en su aritmética de Infinitos), es algo que no pretendo determinar.
Pero, cualquiera que haya sido la situacién con el autor, parece que sus seguidores se han mostrado mas
dispuestos a aplicar su método, que a ser cuidadosos al examinar sus principios. (The Analyst §17)

Berkeley retoma su critica al calculo de Newton a partir de (The Analyst §26), apartado en el cual nuevamente
examina el comportamiento del incremento o. Para Berkeley la razén principal de que el método fluxional

funcione es el axioma si de iguales se restan iguales, los residuos serin iguales:

26.1...]

Supéngase que AB = x,BC = y,BD = 0y que xx es igual al area ABC. Se propone encontrar la ordenada y
o BC. Cuando x, por fluir, se convierte en x + 0, entonces xx se convierte en xx + 2xo + 0o; el drea ABC se
convierte en ADH y el incremento de xx serd igual a BDHC, el incremento del &rea, esto es BCDF + CFH.
Y suponiendo que el espacio curvilineo es goo, entonces 2xo + 00+ = yo + qoo, que, dividiendo entre o, da
2x + 0 = y + go. Y suponiendo que se desvanece, 2x = y, [. .. ] debe reconocerse que el problema se resuelve
correctamente y que la conclusién a la que nos lleva este método es verdadera. Por tanto, se preguntara
(Coémo sucede que por eliminar 0 no aparece ningtin error en la conclusién? Respondo que la verdadera
razén de esto es claramente que al ser g unidad, qo es igual a 0 y por tanto,

2x+0-qo=y=2x
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por eliminarse las cantidades iguales go y o debido a sus signos contrarios.

27. Asi como, por un lado serfa absurdo eliminar o diciendo permitaseme contradecirme, permitaseme
destruir mi propia hipétesis [...] al mismo tiempo que retengo una cantidad que nunca podria haber
obtenido sino sélo suponiendo un incremento; asi seria igualmente erréneo, por otro lado, imaginar que en
una demostracién geométrica se nos permite admitir cualquier error, por pequefio que sea [. . . ]

28.[...] Por tanto esta claro que suponer que la cantidad algebraica rechazada es una cantidad infinitamente
pequeia o evanescente y que, por tanto, deberia haber producido un error si no hubiese sido que los
espacios curvilineos fueran iguales a ella y, al mismo tiempo, se restaron de la otra parte o lado de la
ecuacion, conforme al axioma: si de iguales se restan iguales, los residuos serdn iguales, pues esas cantidades que
los analistas dicen que pueden pasarse por alto o desvanecerse en realidad se restan [. .. ] (The Analyst §26 a

§28)
Dado que Berkeley considera que la verdadera razén de que los fluxones o las fluxiones funcionan es por la
nocién comun 3 si de iguales se restan iguales, los residuos serdn iguales, y por la aplicacién de las leyes de los
indivisibles/infinitesimales, cf seccién 1.5, que de acuerdo con Berkeley se interpreta como: dado un numero
cualquiera q y un indivisible/infinitesimal 0 su multiplicacién g * 0 siempre adquiere el minimo valor que es
0. De esta manera g * 0 = qo y o tienen el mismo valor go = o0 y pueden eliminarse debido a sus signos contrarios.

Para Berkeley este es un camino que puede explorarse para entender a las fluxiones (The Analyst §29):

[...]1Y, comprobando los miembros homélogos o correspondientes de ambos lados, encontramos que como
el primer miembro de la expresién es la expresion del area dada, asi el segundo miembro de la expresiéon
expresara el rectingulo o segundo miembro de la cantidad geométrica. Quizd esta pista puedan ampliarla
mas y aplicarla con buenos propésitos quienes tienen la tranquilidad y curiosidad acerca de tales asuntos.
(The Analyst §29)

Posteriormente indica que si los momentos se desvanecen o se pasen por alto, no estamos aplicando ni
geometria ni légica, por lo cual debemos deshacernos de las proporciones obtenidas por los momentos
evanescentes. El motivo principal de que no podamos tomar en cuenta los momentos evanescentes es que
estos dependen de la nocién de movimiento y como nuestra nocién del movimiento es solo espacio-temporal,

la mente no puede concebir el movimiento sin el tiempo y el espacio:

30. [...] podemos decir con seguridad que la conclusién no puede ser correcta si, a fin de obtenerla, ha
de desvanecerse o pasarse por alto cualquier cantidad [...] Y, por tanto, eliminar cantidades mediante los
principios captados de fluxiones o de diferencias no es ni buena geometria ni buena légica. Cuando los
aumentos se desvanecen, también se desvanecen las velocidades. De las velocidades o fluxiones se dice que
son prima y ultima, y, como los momentos son nacientes o evanescentes. Témese, por tanto, la ratio!"””
de las cantidades evanescentes; es la misma de las fluxiones. Pero nosotros no tenemos ninguna nocién
mediante la cual concebir y medir diversos grados de velocidad, ademds del espacio y tiempo o, cuando los
tiempos son dados, ademds del espacio por si solo. Nosotros ni siquiera tenemos una nocién de velocidad

195Proporcién.
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del tiempo y el espacio. Por tanto, cuando se supone que un punto se mueve en tiempos dados, nosotros
no tenemos nocién alguna de velocidades mayores o menores o de proporciones entre velocidades, sino de
lineas mas o menos cortas y de proporciones entre lineas, generadas en partes iguales de tiempo.

31. Un punto puede ser el limite de una linea; una linea puede ser el limite de una superficie; un momento
puede terminar el tiempo. Pero, ;cémo podemos concebir una velocidad con ayuda de tales limites? Esta
implica necesariamente tanto el tiempo como el espacio y no puede concebirse sin ellos. Y si las veloci-
dades de las cantidades nacientes y evanescentes, esto es abstraidas de tiempo y de espacio, no pueden
comprenderse, ;cémo comprender y demostrar o considerar sus rationes primae y ultimae? Pues considerar la
proporcién o ratio de las cosas implica que tales cosas tienen relaciones que guardan entre sf; pero, puesto
que no hay ninguna medida de la velocidad, excepto tiempo y espacio, al estar compuesta la proporcién
de las velocidades sélo de la proporcién directa de los espacios y la proporcién reciproca de los tiempos,
¢no ha de seguirse que es ininteligible hablar de investigar, obtener y considerar las proporciones de las
velocidades con exclusién de tiempo y espacio? (The Analyst §30 y §31)

Berkeley considera que a partir de las distintas formulaciones de la fluxién; este concepto es contradictorio;
o al menos se ha convertido en un término o simbolo que no puede concebirse. Berkeley en esta critica
retoma la definicién de velocidad que es: la razon de cambio de un objeto en el espacio con respecto al cambio en el
tiempo. Dado que un fluxén es en tltima instancia una velocidad naciente o evanescente, y para que sea naciente
o evanescente esta velocidad debe ocurrir en un instante infinitesimal de tiempo y espacio, el objeto que

genera la velocidad en realidad estd estatico o no puede medirse. Esto ocurre por:

1. Dado que un momento es un instante infinitesimal de tiempo, ese instante no tiene magnitud y por lo
tanto tampoco tiene razén de cambio, por lo que no hay medida que se pueda establecer. Por definicién
el infinitesimal, momento o fluxén de Newton no tiene magnitud, por lo cual no puede establecerse

una diferencia entre el inicio y el final del momento; siendo esto tltimo la razén de cambio en el tiempo.

2. Dado que un momento se manifiesta en el espacio como un limite, el limite tampoco tiene magnitud
y sin magnitud tampoco se tiene razén de cambio. De la misma manera que en el apartado anterior

(19) y no se puede establecer una

un limite por definicién no tiene una magnitud o ninguna magnitud
diferencia espacial entre el inicio y el final del limite, por lo tanto tampoco puede establecerse una

razén de cambio espacial.

3. Por lo tanto con el momento, fluxén o velocidad no puede establecerse una relacién de cambio la cual
determine el desplazamiento y el tiempo en el que ocurre, por lo cual es indistinguible de un objeto
estatico. Y dado que por definicién la velocidad es una razén de cambio en el espacio, dada una razén

de cambio en el tiempo, entonces el fluxén es contradictorio con el concepto que lo creé.

Newton considera que a pesar de no tener magnitud, la velocidad naciente o evanescente mantiene todas las
relaciones de proporcién; pero esto depende de la metafisica de Newton y no de un razonamiento valido,
o al menos explicado, en matematicas, explicaciéon que considera necesaria Berkeley. Considero que a pesar

de que Newton tiene la confianza de que Dios garantiza las velocidades evanescentes dadas las propiedades

191 a linea es el limite de las superficies; una superficie tiene dos dimensiones y se mide mediante dos magnitudes, mientras que la
linea tiene una sola dimensién y se mide con una sola magnitud. El punto es el limite de una linea; la linea tiene una dimensién, y el
punto no tiene dimensiones.
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espacio-temporales que se establecen en la creacién del universo, esto es un elemento extra matematico que
no necesariamente tiene un correlato matematico directo, aun cuando Dios parezca garantizarlo. Desde mi
perspectiva, Berkeley estd en lo correcto al criticar la nocién de velocidad evanescente ya que o bien es un
elemento contradictorio, determinar una velocidad instantdnea dado un objeto fijo; o si se puede establecer
una relacién de proporciéon con otros elementos geométricos, no se han explicado los primeros principios
aristotélicos y/o matemiticos por confiar en una metafisica, siendo esta metafisica rebatible. Dicha metafisica,
consideran los seguidores de Newton, no afecta al desarrollo de la teoria de fluxiones, pero para Berkeley,
ésta se presupone, aun cuando es oscura:

Y, por tanto, vos quiza sostendréis que los problemas pueden resolverse sin esas suposiciones inconcebibles,

y que, en consecuencia, la doctrina de las fluxiones se encuentra libre de tales dificultades. Mi respuesta es

que si en uso o en la aplicaciéon de este método no se consideran esos aspectos dificiles y oscuros, ellos sin

embargo, se presuponen; son fundamento sobre los que construyen los modernos, los principios sobre los
que proceden para resolver problemas y descubrir teoremas [. .. ] (The Analyst §32)

Hay que recordar, como se ha mencionado antes, que para Berkeley el fluxén o fluxién y los infinitesimales
parten del mismo principio y en cierta medida son indistinguibles cuando se hace uso de ellos; ya que siguen
las reglas de los infinitesimales ambos conceptos. Es por esto que no puede decirse que las fluxiones estan
libres de esta problemaética surgida a partir del estudio matemético de los indivisibles/infinitesimales. Por
lo cual estos hombres que se precian de ser matematicos y/o cientificos, nombrados como calculistas, han
dejado de ser cientificos 4 la Aristételes o Descartes!!””):

Pero, entonces, debe recordarse que en tal caso, aun cuando podéis pasar por artista, calculista, o analista,
no obstante no se os puede considerar con justicia un hombre de ciencia y demostracion. (The Analyst §33)

El texto de Berkeley practicamente termina con un estudio de varios aspectos de la metafisica y metodologia
de Newton sobre el calculo, utiliza ahora ampliamente las definiciones de fluxién mostradas en Quadra-
ture, para mostrar su doble comportamiento y la dependencia de ésta de la metafisica newtoniana, que

paraddjicamente varios de sus seguidores van a negar.

En (The Analyst §34) muestra sus objeciones a lajustificacién geométrica de Newton basada en las povésog neo-
pitagoricas, en la cual hay una medida que permite crear otras entidades como los ntimeros y especificamente
en Newton distintas figuras geométricas sin magnitud, pero si con una relacién o proporcién con otras
figuras, las cuales pueden ser relaciones o proporciones entre medidas o métricas como el 4rea o magnitud,
entre otras cosas, cf. seccién 2.2.5. Newton utiliza esto para determinar la tangente a la curva, que ahora se
considera como derivada. Para Berkeley el problema es que, sin su metafisica no hay forma de que el punto
guarde relacién o proporciéon de medida o magnitud con ninguna otra figura, ya que se estarian relacionando
proporciones entre algo que tiene alguna medida, magnitud y/o métrica con cero, algo que esté indefinido
en matematicas. Newton entonces, desde la perspectiva de Berkeley, no puede derivar mateméaticamente lo
que se propone metafisicamente. Asi, los fluxionistas estdn trabajando con un principio metafisico y oscuro,

pero sus seguidores son incapaces de ver esto:

197 A partir de Primeros principios o Principios propios sencillos; o con ideas claras y distintas.
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Si se dice que las fluxiones pueden exponerse o expresarse mediante lineas finitas que les son proporcionales,
lineas finitas que, en tanto que pueden concebir, conocer y razonar sobre ellas de manera distinta, de tal
manera pueden sustituirse por las fluxiones y sus relaciones o proporciones mutuas considerarse como las
proporciones de las fluxiones y es por cuyo medio la doctrina se hace clara y 1til, respondo que si, a fin de
llegar a estas lineas finitas, proporcionales fluxiones, se usan ciertos pasos que son oscuros e inconcebibles,
por més claramente que se conciban eses mismas lineas finitas debe reconocerse, sin embargo, que vuestro
proceder no es claro ni es cientifico vuestro método. [...]""" Por lo tanto, un punto se considera como
un tridngulo o se supone un tridangulo en forma de punto, cosa que parece imposible de concebir. Sin
embargo, hay algunos que, aun cuando se encogen ante cualesquiera otros misterios, no consideran que
haya dificultad con los propios; se ahogan con un mosquito y se tragan el camello. (The Analyst §34)

Para Berkeley aun cuando se encuentre la tangente mediante un procedimiento analitico''*”), se tiene un
comportamiento falaz, comportamiento ya analizado en (The Analyst §14 y §15), ya que se supone una cosa,

un incremento, para después suponer lo contrario:

Supoéngase que x es una abscisa de una curva y z es otra abscisa de la misma curva. Supéngase, también, que
las 4reas respectivas son xxx y zzz, que z — x es el incremento de la abscisa y que zzz — xxx es el incremento
del area, [...] Dividase, ahora, zzz — xxx entre z — x y el cociente serd zz + zx + xx; y suponiendo que z y x
son iguales, este mismo cociente sera 3xx [...] Pero en esto hay una falacia directa; pues, en primer lugar,
se supone que las abscisas z y x son desiguales, pues sin esta suposicién ningtn paso se podria haber dado
[...](The Analyst §35)

Los matemdticos que aplican la teoria de fluxiones, no se dan cuenta de que las fluxiones son solo una técnica

que se puede aplicar como un andamiaje, pero que dicho andiamiaje no responde qué es una fluxién:

El gran autor del método de las fluxiones sinti6 esta dificultad y, por tanto, se permiti6 esas finas abstracciones
y metafisica geométrica, sin las cuales vio que no podia hacerse nada conforme a los principios aceptados
[...] Ciertamente debe reconocerse que usé las fluxiones como el andamiaje de un edificio, como algo que
ha de hacerse de lado o eliminarse tan pronto como se encuentren lineas finitas proporcionales a aquéllas.
Asi pues, cualquier cosa que se obtenga mediante tales exponentes y proporciones ha de adscribirse a
las fluxiones, las cuales deben entenderse previamente. ;Y qué son estas fluxiones? ;Las velocidades de
incrementos evanescentes? ;Y que son estos mismos incrementos evanescentes? No son ni cantidades finitas,
ni cantidades infinitamente pequefias, ni siquiera nada [. . . ] (The Analyst §35)

Como se comento en la seccién anterior, para Berkeley, las fluxiones dependen de la “metafisica gométrica”
newtoniana; pero Newton no explic6 cémo es que la metafisica que proponia daba cuenta de la fluxién y sus

propiedades®’?, por lo cual, aun cuando obtuvieramos el resultado correcto, no hemos explicado qué es en

198En esta parte del apartado del texto de Berkeley describe la justificacién newtoniana del fluxén que ya se traté anteriormente, cf.
2.25.

19En el sentido de la matemadtica contemporanea

200Recuérdese que muchos escritos de Newton fueron ptiblicos hasta que Keynes los recuperd.
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si misma una fluxién, aunque tengamos la ilusién de que si se ha explicado una fluxién, porque se aplica y

obtiene.

Para Berkeley el error estd en que creemos entender algo porque aplicamos los signos algebraicos que lo
conforman; pero un signo algebraico esta vacio de contenido y puede aplicarse a cualquier cosa; por lo cual

entender las reglas de los stmbolos y entender su causa son dos cosas distintas:

a b d e

c
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36. Con demasiada frecuencia, los hombres se engafian a si mismos y a otros como si concibiesen y enten-
diesen cosas expresadas por signos, cuando en verdad no tienen ninguna idea, salvo sélo la de los mismos
signos. Y hay algtn fundamento para considerar que esto puede ser el caso actual. ... ]

37.Nada es més facil que asignar nombres, signos o expresiones a estas fluxiones y no es dificil computar y
operar mediante tales signos. Pero se encontrard que es mucho maés dificil omitir los signos y atin retener en
nuestras mentes las cosas que suponemos que significan. No es dificil considerar los exponentes, sean éstos
geométricos, algebraicos o fluxionarios. Pero formar una idea precisa de, por ejemplo una tercera velocidad,
en y por si misma, Hoc opus, hic labor. Ni, en efecto, es una cosa facil formarse una idea clara y distinta de
una velocidad, cualquiera que sea, en la que se excluya y se prescinda de cualquier longitud de tiempo y
espacio, asi como de cualesquiera variables, signos o simbolos. [. .. ] (The Analyst §36-37)
Asi, si no entendemos lo que es una fluxion, lo que se realiza es un trabajo de cémputo automatico al cual
se opone Berkeley, ya que para €l todo signo debe tener un significante; ya que si bien podemos olvidarnos
de su significado mientras operan los signos, debe haber un referente al finalizar la operacién. Pero no
sabemos qué es una fluxién, por lo cual no tenemos una idea de la primera fluxién, segunda fluxién, y
demas fluxiones, éstas parecen ser mas simbolos vacios que referentes validos, ya que no tenemos idea de

qué significan.

Ante la dificultad de entender el concepto de fluxén los matematicos utilizaron indistintamente las jus-
tificaciones de Leibniz y Newton, por lo cual suponen que las velocidades se generan con diferencias
infinitesimales, pero esto es un error que Newton evitd, al ser incompatible con la metafisica que desarrolla

Newton:

Quizé algunos podrian pensar que un método mas facil para concebir las fluxiones es suponer que son
velocidades en las que se generan diferencias infinitesimales. [...] Pero, para no mencionar la dificultad
insuperable de admitir o concebir infinitesimales, infinitesimales de infinitesimales, etc., es evidente que
esta nocién de fluxién no serfa consistente con la tesis del gran autor, quien sostuvo que no deberia pasarse
por alto la cantidad méas diminuta. (The Analyst §38)
La renuncia a la metafisica de Newton y utilizar la terminologia dada por Newton, parece hacer de las
fluxiones entidades inconsistentes. El propio Newton se resistia a utilizar algtin método analitico, como el
de diferencias infinitesimales, en sus pruebas. Para Newton primero debia haber un método sintético de

justificacién para poder desarrollar el método analitico. Considero que conciliar cualquier aproximacién

infinitesimal a las fluxiones es poco factible. Para Berkeley el problema no es fécil de resolver ya que las
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concepciones que se han realizado para entender un fluxén o una fluxién llevan al mismo problema: cémo

se concibe el cambio en un instante infinitamente pequefio en el tiempo/espacio:

39. A otros posiblemente puede parecer que nos hemos de formar una idea mas justa de las fluxiones
asumiendo los incrementos finitos, desiguales e is6cronicos KL, LM,MN®D etc., y considerandolos en statu
nascenti, también sus incrementos statu nascenti, [...] y asi sucesivamente, suponiendo que los primeros
incrementos nacientes son proporcionales a las primeras fluxiones o velocidades, que los incrementos
nacientes de los incrementos nacientes, a las segundas fluxiones [. .. ] y asi en adelante. [. .. ]

40. Y, en efecto pareceria que en la manera de obtener la fluxién segunda o tercera de una ecuacién, las
fluxiones dadas se considerarian més bien como incrementos que como velocidades. Pero el considerarlas
en ocasiones de una manera, en ocasiones de otra, por un tiempo en si misma, en otra en sus exponentes,
parece que ha ocasionado una parte no pequena de esas confusiones y oscuridad que se encuentra en la
doctrina de las fluxiones. [...]

41. Para una concepcién mds distinta de todo esto, puede considerarse que si el incremento finito LM" se
divide en partes isécronicas Lm, mn, no, oM, y el incremento MN en las partes Mp, pq, g, *N, isbcronas con las
primeras; en tanto que los incrementos totales LM, MN son proporcionales a las sumas de las velocidades
que los describen, incluso las particulas LM, Mp también son proporcionales a las respectivas velocidades
aceleradas que las describen. [.. . ]

42. Pero, a pesar de lo que se ha dicho, debe aun reconocerse que las particulas finitas Lm 6 Mp, por
mads pequefias que se tomen, no son proporcionales a las velocidades a y b, sino cada una a una serie de
velocidades que cambian a cada momento, o lo que es lo mismo a una velocidad acelerada, mediante la cual
se genera durante cierta diminuta particula de tiempo. Y debe reconocerse que los principios nacientes o
finales evanescentes de cantidades finitas, que se producen en momentos o partes infinitamente pequefias de
tiempo, son los tinicos proporcionales a las velocidades dadas; que, por tanto, a fin de concebir las primeras
fluxiones, debemos concebir el tiempo dividido en momentos, incrementos generados en esos momentos
y velocidades proporcionales a esos incrementos; que, a fin de concebir las fluxiones y tercera, debemos
suponer que los principios nacientes o incrementos momentéaneos, ellos mismos tienen otros incrementos
momentdneos, que son proporcionales a sus respectivas velocidades generadoras; |.. . ]

44. Asi pues, las fluxiones pueden considerarse bajo diversas luces y figuras, todas las cuales parecen
igualmente dificiles de concebir. Y, ciertamente, como es imposible concebir la velocidad sin tiempo o
espacio, o bien sin una longitud finita o una duracién finita, debe parecer que estd por encima del poder
humano comprender incluso las primeras fluxiones. [...] (The Analyst §39-44)

Para Berkeley sin una comprensién adecuada del concepto de fluxién o fluxén, tenderemos a considerar que

los simbolos son en si mismos las fluxiones:

Se pensaria que nunca seria excesiva demasiada precisién para hablar sobre un tema tan refinado. Y, sin
embargo, como se sugirié antes, con frecuencia podemos observar que los exponentes de las variables que
representan fluxiones se confunden con las fluxiones mismas [. .. ] (The Analyst §45)

Asi, Berkeley, nos dice que la fluxién ya no se distingue del simbolo que la representa ¥. Esto forma un
circulo vicioso en donde damos por sentado que hay una definicién porque se aplica; y se aplica porque se ha
definido. Pero claramente esto no puede utilizarse para fundamentar el fluxén, al menos no en matematicas.
Sin un criterio claro que distinga a las fluxiones unas de otras, las fluxiones se autoreferencian, pero esta

autoreferencia no me permite entender qué es una fluxién:

Facilmente pueden concebirse diversas series de cantidades y expresiones, geométricas y algebraicas, en
lineas, superficies y en especies que se contintien sin fin o sin limite. Pero no se encontrara tan facil concebir
una serie, sea de meras velocidades o meros incrementos nacientes, de aquella y que les corresponda. [. .. ]
Pero, ;quién puede concebir cémo la fluxién (sea velocidad o incremento naciente) de una ordenada ha de
ser ella misma una ordenada? [...] (The Analyst §46)

201Ge refiere a la figura anterior (The Analyst §36).



104 CAPITULO 2. LA CRITICA DE BERKELEY AL CALCULO DE NEWTON

Finalmente Berkeley apunta que la teoria de fluxiones basa su funcionamiento en la metafisica de Newton,
que sus reglas se derivan de dicha metafisica. Los matematicos han aceptado los resultados, pero abandonado
los principios de las fluxiones, sin embargo, esto no es un proceder matematico, ni cientifico:
En todo esto, la tendencia general, tltima, del autor es muy clara; no asi sus principios, que son oscuros.
Pero quiza esas teorias del gran autor no las consideran o estudian a fondo sus discipulos, quienes, como
se apunt6 antes, més bien parecen dvidos de operar que de saber, mas dispuestos a aplicar sus reglas y sus
formas, que a entender sus principios y penetrar sus nociones. Sin embargo, es cierto que, a fin de seguirlo
en sus cuadraturas, deben encontrar cantidades fluyentes, y, para ello, deben saber encontar fluxiones a
partir de cantidades fluyentes, y, a fin de encontrar fluxiones, primero deben saber qué son las fluxiones.
De otra manera, procederdn sin claridad y sin ciencia. Asi, el método directo precede al inverso, y en
ambos se supone el conocimiento de los principios. Pero, con respecto a operar conforme a las reglas y
mediante la ayuda de formas generales, de las que no se entienden los principios y las razones originales,
esto se considera como meramente técnico. Porque, aun cuando los principios sean por demds obscuros
y metafisicos, debe estudiarlos quienquiera que desee comprender la doctrina de las fluxiones. Ni puede

tener gedmetra algtin derecho de aplicar las reglas del gran autor sin considerar, primero, sus nociones
metafisicas de las que se derivan aquéllas [. .. ] (The Analyst §47)

Como se menciond anteriormente, el problema con abandonar la metafisica de Newton, es el doble compor-
tamiento de la fluxién que queda sin explicacién matemadtica; siendo su aplicacién y comprobacion la tinica
forma de justificacién. Pero esto no queda completamente explicado, al menos no en términos de ciencia
como se entendfa en la Modernidad. Para Berkeley el problema de la teoria o doctrina de las fluxiones es la
claridad y correccién, en términos de ciencia de la época Moderna. Considero que el texto de The Analyst
muestra la debilidad de las practicas matematicas de la época, en las cuales parece que se da méas peso
epistémico al uso matematico, como encontrar el drea bajo la curva, o, la tangente a una curva; que a una
prueba a partir de la definicién de ciencia de la época. Para Berkeley, son los propios mateméticos quienes
trabajan con la metafisica problemaética, y quienes tienen que encontrar una nueva propuesta para justificar
los problemas de la doctrina de las fluxiones:

Vos posiblemente esperdis evadir la fuerza de todo lo que se ha dicho y ocultar principios falsos y razo-

namientos inconsistentes, [...] Con respecto al sentido llano y la verdad de lo que se ha presentado en

las observaciones anteriores, aplelo al entendimiento de cualquier lector inteligente y sin prejuicios. A éste

mismo apelo acerca de si las propuestas que se han comentado no son la metafisica mas incomprensible, y

que no es mia, sino vuestra. Que no se entienda que infiero que vuestras nociones son falsas o vanas porque

son metafisicas. Nada es verdadero o falso por esa razén. No cuenta mucho que una propuesta se denomine

o no metafisica. La cuestion es si la propuesta es clara u oscura, si es correcta o incorrecta, si esta bien o mal
deducida. (The Analyst §48)

El texto de The Analyst posiblemente no cumpli el cometido anterior. Si algo ha tenido el texto de The Analyst,
es que desde su publicacién, suscité una polémica fuerte entre los matematicos y filésofos que aun discuten
sobre la pertinencia del texto. Como se pudo observar anteriormente en esta seccién, la discusion se centré
en el doble comportamiento del fluxén. Sin embargo, considero que esa no es la critica principal del texto, en
especial para el cdlculo de Newton, sino la ausencia de justificacién matematica, ya sea sintética o analitica.
Como se mencioné en secciones anteriores, y en esta seccidn, la ausencia de la metafisica de Newton ha
hecho que se sigan las reglas de las fluxiones, pero que no se entienda la justificacién de las mismas. Sin
la justificacién, entonces no podemos decir que la doctrina de las fluxiones sea cientifica y/o matemaética.

También sin una justificacién, no hay manera de apelar a alguna propiedad o caracteristica que nos permita
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evitar el comportamiento doble y contradictorio del fluxén; y sin esta justificacién del doble comportamiento,
el cdlculo de Newton solo puede justificarse por sus aplicaciones, pero esto no lo hace matematico. Lo que
hace matematico a las proposiciones de la geometria euclidiana es la combinacion de postulados, definiciones y
nociones comunes que, aplicadas sintéticamente, me permiten deducir una propiedad o elemento geométrico
a partir de otros. Para Berkeley en el célculo de Newton, esto no se cumple, ya que no existe algo parecido
a los postulados, definiciones y/o nociones comunes que podamos examinar. Considero que es la critica
principal de la cual se derivan las otras criticas. Asi el método de las fluxiones ha probado su valia en la
experiencia empirica, pero no es suficiente para proponerlo como una herramienta matematica por derecho
propio. Tampoco lo es su aplicacién a otras dreas de las matematicas. Sin los requisitos de ciencia disponibles

para la época, el cilculo de Newton solo es una herramienta heuristica. Para Berkeley:

Aun cuando los incrementos momenténeos, las cantidades nacientes y evanescentes, las fluxiones y los
infinitesimales de todos los grados son en verdad entidades tan oscuras, tan dificiles de imaginar o concebir
distintamente que (para decir lo menos) no pueden admitirse como principios u objetos de una ciencia clara
y precisa; aun cuando esta oscuridad y esta incompresibilidad de nuestra metafisica haya sido, por si sola,
suficiente para acallar vuestras pretensiones de evidencia, si no me equivoco, se ha mostrado, ademads, que
vuestras inferencias no son més correctas que la claridad de vuestras concepciones y que vuestra légica es
tan inobjetable como lo es vuestra metafisica. Por tanto pareceria, en general, que vuestras conclusiones no
se alcanzan mediante un razonamiento correcto a partir de principios claros; en consecuencia que la labor
de los analistas modernos, por ttil que sea en los célculos y las construcciones matemaéticas, no habitta ni
califica a la mente para aprender con claridad y para inferir correctamente [. .. ] (The Analyst §49)

Prueba de la falta de una justificacién en el cilculo de Newton es que los calculistas britdnicos no pueden
sefalar un primer principio o un principio propio, con el cual entender al fluxén; ni explicar la l6gica subyacente
en el método o doctrina de las fluxiones, la cual no sigue las reglas de la logica aristotélica disponible en la
época, por lo cual el fluxén parece inconsistente. Estas fallas hacen que la doctrina de las fluxiones sea 1itil,

porque sirve como llave para develar los misterios de la naturaleza, pero no una ciencia clara.

Berkeley cierra The Analyst con una serie de cuestiones que considera abiertas. Para dar paso a las cuestiones,

Berkeley comenta:

Desde hace bastante tiempo habia sospechado que esta analitica moderna no era cientifica [. ..] Ni ahora
os hubiese molestado con este comunicado, después de tan largo abandono de estos estudios, sino para
impedir, hasta donde soy capaz, que os engafieis a vos mismo y a otros en asuntos de mayor importancia e
interés. Y, con el fin de que comprenddis con mayor claridad la fuerza y la intencién de las observaciones
anteriores y que las consideréis atin mas a fondo en vuestras meditaciones, afiadiré las siguientes cuestiones.
(The Analyst §50)

Por dltimo en esta seccién y capitulo, agruparé las cuestiones en apartados, las cuales son mi interpretaciéon

acerca de las cuestiones abiertas, dada la postura de Berkeley, mostradas en el texto de The Analyst:

1. ;El cdlculo de Newton, sigue todas las reglas y axiomas de la geometria euclidiana? Como se ha men-
cionado a lo largo de este capitulo, una forma de considerar que en matematicas se esta investigando
de manera correcta es, que el procedimiento realizado siga los principios y reglas de la geometria

euclidiana. Berkeley cuestiona que de hecho se sigan todos los principios de la geometria euclidiana,
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porque como también se coment6 en el capitulo 1 (cf. seccién 1.5) los infinitesimales/indivisibles, junto
con los fluxones, que es una critica vertida en The Analyst; no cumplen con el Axioma de Arquimedes,

entre otros principios de la geometria, ¢f. Cuestiones 1-3,7,31,40,53:

Cst. 1 ;No son el objeto de la geometria las proporciones de extensiones finitas y hay alguna necesidad
de considerar cantidades, sean infinitamente grandes o infinitamente pequefias?

Cst. 2 ;No es el fin de la geometria medir la extensién finita asignable y no fue esta finalidad practica
la que primeramente llevé a los hombres el estudio de la geometria?

Cst. 3 ;No ha creado dificultades innecesarias en la geometria e investigaciones equivocadas en esa
ciencia el confundir su objeto y su finalidad?

(The Analyst Cst. 1-3)
Berkeley comenta que solo lo finito estd contemplado en la geometria de Euclides, ya que sigue el
principio o axioma de Arquimedes. Lo infinitamente pequefio es contrario al axioma de Arquimedes; lo
infinitamente grande también porque, dependiendo de la nocién de infinito, se puede decir que la
suma de dos infinitos es el infinito mas grande o el mismo infinito, si ambos infinitos son iguales
Ro + Ro = Rg (Poonen 1998-99). Recuérdese que el axioma de Arquimedes nos dice que a +b = c y que
c>a,c>byenelcasode Xg =c=a+byc=ac=>b. Otro inconveniente es que solo lo finito puede
tener relaciones de proporcioén, ratio, como lo es poner en relacién dos lineas finitas. ;Cémo se ponen

en relacién dos lineas cuando al menos una es infinitesimal?

Berkeley, desde mi perspectiva, también comenta que la geometria se ha usado como fuente de in-
vestigaciéon matemaética y de justificacién; pero por lo que vemos en The Analyst la justificaciéon con
geometria puede no cumplirse. Mi interpretacién es que Berkeley esta diciendo que, aunque la geome-
tria sea considerada una ciencia, tiene un objeto y finalidad diferentes, que la del cdlculo de Newton,
ya que la geometria habla sobre los objetos que se pueden producir con los axiomas, definiciones y
nociones comunes en la geometria de Euclides, los cuales son finitos; y el cdlculo de Newton y Leibniz
hablan de otros objetos que pueden no ser geométricos o no cumplir con todos los axiomas, definiciones

y nociones comunes en la geometria de Euclides.

2. ;Elfluxén o fluxién tiene un origen metafisico, propio de Newton, del cual se derivan sus propiedades?
Una de las criticas importantes, desde mi perspectiva, es que el fluxén se deriva de la metafisica de
Newton (The Analyst §47). Por lo tanto sus propiedades y caracteristicas pueden ser metafisicas, cf. Cst.
8,51,56,58,59:

Cst. 8 ;No son las nociones de tiempo absoluto, lugar absoluto y movimiento absoluto de la metafisica
mas abstracta? ;Sera posible que las midamos, computemos o las conozcamos?

Cst. 51 ;Puede algo diferente de la metafisica y la 16gica abrir los ojos de los matematicos?

Cst. 58 ;Es realmente un efecto del pensamiento que los mismos hombres admiren al gran autor por
sus fluxiones y se burlen de él por su religién?

Cst. 59 Si ciertos virtuosi filoséficos de nuestra época no tienen religion, jserd por falta de fe? (The Analyst
Cst. 8,51,58)

La cuestién 58 se da por la critica en (The Analyst §47) donde nos dice que los matematicos usan la

doctrina de las fluxiones, sin entender la metafisica propuesta por Newton. Sin dicha metafisica la
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doctrina de las fluxiones tiene problemas. Los matematicos fluxionistas cuando aplican las fluxiones
tienen fe en dichas fluxiones, ya que dichas fluxiones no estan probadas mateméaticamente. Esto se
refuerza con la cuestién 59, donde expresamente indica que los matematicos tienen fe en algo que no
es cientifico®?). Como se ha comentado en las paginas anteriores, Berkeley efectivamente deduce que
los absolutos espacio-temporales de Newton son metafisicos, recuérdese que para Newton el espacio
absoluto es una emanacién de Dios, cf. seccién 2.2.5; por lo cual solo al volver a estudiar los principios

metafisicos de Newton podrd “abrir los ojos de los matematicos” %%,

3. ;Puede el calculo de Newton considerarse ciencia, si no cumple con el requisito de tener: Primeros prin-
cipios o principios propios, d la Aristételes; establecerse con axiomas, definiciones, y nociones comunes,
como lo es la geometria Euclidiana; o basarse en una idea clara y distinta como lo propone Descartes?,

cf. Cuestiones 4,15,16,33-37,41-47, 60,63,64,67:

Cst. 4 ;Puede decirse propiamente que los hombres proceden conforme a un método cientifico, sin que
se conciban claramente el objeto acerca del que tratan, la meta propuesta y el método mediante el cual
se le investiga?

Cst. 15 ;No es muestra de fanatismo en los matematicos el que declinen examinar los principios y
desenmaranar los métodos que se usan en matematicas?

Cst. 36 ;Puede haber ciencia en la conclusién cuando no hay ciencia en los principios? ;Y puede un
hombre tener ciencia en los principios sin entenderlos? Y, por tanto, jactGan como hombres de ciencia
los matemadticos de esta época, al preocuparse tanto en aplicar sus principios antes que entenderlos?
Cst. 41 ;No pueden los hombres dar demostraciones en los razonamientos mds generales y porciones,
asi como en geometria, y no estar obligados, en tales demostraciones, al mismo razonamiento estricto
que en geometria? Por tanto, ;no es el dlgebra una ciencia tan verdaderamente como lo es la geometria?
Cst. 63 Esos matemaéticos que gritan en contra de los misterios, ;han examinado jamés sus propios
principios? (The Analyst Cst. 4,15,36,41,63)

Para Berkeley la teoria de fluxiones carece de una justificacién, ya que los matematicos han ignorado
el origen metafisico de la doctrina de las fluxiones. Sin la metafisica de Newton, los fluxones son con-
tradictorios, como se mencioné anteriormente, porque no explica como pueden tener dos propiedades
contradictorias, sin caer en la contradiccién. Los matematicos tampoco han probado o establecido
nuevos principios de los cuales partan para justificar la doctrina de las fluxiones. Por lo tanto no puede
considerarse ciencia a las fluxiones. También critica a los matematicos por considerar al dlgebra como
una técnica, en vez de ciencia, dado que se aplica de la misma forma que la geometria. Para la época
se consideraba que la geometria era ciencia y el dlgebra no; dado que las pruebas se realizaban en
forma sintética, como en la geometria. Considera Berkeley que no hay diferencias importantes entre
ambas ramas matemadticas, cf. seccién 2.3.1. Por lo que cuestiona a los matematicos preguntdndoles si
son capaces de distinguir entre ciencia y técnica; porque aquello que utilizan como ciencia, el algebra,
no lo consideran ciencia; y lo que carece de las caracteristicas de ciencia, la doctrina de las fluxiones, si

lo consideran como ciencia.

202De acuerdo con la Real Academia Espafiola, fe es una confianza o creencia. En este caso Berkeley indica que la confianza que tienen,
al no ser cientifica, es pura fe, probablemente vana, en la teoria de fluxiones

203Para Berkeley, Newton se ha equivocado con respecto a la idea de que el espacio y el tiempo son absolutos, ya que, al menos el
movimiento, se mide por la variacién de distancia con respecto a un punto, u objeto seleccionado; aun cuando nos parezca absoluto
el movimiento, solo es absoluto porque hemos seleccionado un punto u objeto de referencia, que puede ser variado y tendriamos
movimientos diferentes (PHK I §112). Para consultar la critica de Berkeley al sistema newtoniano espacio-temporal ¢f (PHKI§110-117).
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4. ;Es posible concebir las fluxiones? Berkeley considera que no es posible concebir a las fluxiones porque

es un principio oscuro y que parte de una metafisica que no se ha explicado, por lo cual lo que digamos
de la fluxién puede ser incorrecto, cf. Cuestiones 5,9,10,12,22,24,29,31,54,64:

Cst. 5 ;No bastara que cada namero finito de partes pueda estar contenido en alguna magnitud finita
y no serd innecesario, asi como absurdo, suponer que la extensioén finita es infinitamente divisible?

Cst. 12 ;Serd posible que hubiésemos tenido una idea o nocién de extensién anterior al movimiento,
o que un hombre que nunca hubiese percibido el movimiento jamds hubiese sabido o concebido que
una cosa esta distante de otra?

Cst. 29 ;Podemos formarnos una idea o nocién de velocidad distinta de su medida y con exclusién de
ésta, como podemos hacerlo con el calor, excluyendo los grados que marca el termémetro con el que
se le mide? ;Y no se supone esto en los razonamientos de los analistas modernos?

Cst. 54 ;No pueden hacerse mediante cantidades finitas las mismas cosas que ahora se hacen mediante
cantidades infinitas, y no producird esto gran tranquilidad a la imaginacién y entendimiento de los
hombres?

Cst. 64 Esos matematicos que son tan delicados acerca de las propuestas religiosas, ;son estrictamente
escrupulosos en su propia ciencia? ;No se someten a la autoridad, ni aceptan cosas con base en
creencias, ni creen propuestas inconcebibles? ;No tienen sus propios misterios y, lo que es mas, sus
incongruencias y contradicciones? (The Analyst Cst. 5, 12, 54, 64)

Berkeley considera que la indivisibilidad infinita no es posible o concebible (Robles 2006, Pag. 124 Nota
67 al texto del Analista.), que es parte importante del concepto de una fluxién o fluxén, por lo cual
cuestiona que los mateméticos sean capaces de concebir tanto la fluxién como la divisibilidad infinita;
y es que no tenemos experiencia de lo que proponen los matematicos. Por lo cual abogara por una
matemdtica que solo tome en cuenta un proceso finito, el cual si se puede concebir, de acuerdo con
Berkeley. Berkeley también apunta a que la nocién de velocidad, o distancia propuesta en la doctrina
de las fluxiones tampoco es concebible; el problema es el siguiente, ;cémo concebimos una velocidad
cuando se ha alcanzado el limite de tiempo, para el cual todo esta estatico, cuando la velocidad se mide
con el cambio de distancia?; ;como concebimos una magnitud que es minima, cuando en geometria
una cantidad siempre puede volver a dividirse, aunque para nuestra percepcién dicha cantidad sea tan
pequetia que no es posible dividirla fisicamente?; ;c6mo entendemos un infinitesimal o fluxén si estos
parecen cambiar de propiedades a voluntad del matemético? Desde mi punto de vista, Berkeley nos
estd diciendo que los mateméticos no tienen idea o percepcién de las fluxiones o los infinitesimales.
Esto es porque han establecido el concepto a partir de las propiedades, y no las propiedades a través
del concepto. Si bien, como dice Hume es dificil concebir, més no imposible, que el fuego no caliente
(Treatise §1 §§4 §887), se puede argumentar que la fluxién es dificil de concebir, pero no imposible de
comprender; Berkeley podria argumentar que el problema no es imaginar un fuego frio, sino imaginar
el fuego a partir de su propiedad de ser caliente. Desde mi punto de vista, Berkeley apunta a que
no podemos tener una idea o percibir algo por sus propiedades, ya que podemos equivocarnos de
percepcién u objeto que originé una propiedad, del mismo modo que la propiedad de ser caliente es
comtin a muchas cosas, y no solo del fuego, como una hornilla de estufa que puede quemarnos aun
sin emitir luz, propiedad del fuego. Por lo tanto establecer un concepto a partir de sus propiedades

solo puede ser un concepto tentativo, ya que otros conceptos u objetos pueden cumplir con las mismas
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propiedades, pero ser diferentes conceptos entre si. Asi un objeto que tiene propiedades contradictorias,
desde la perspectiva de Berkeley, de tener relaciones de proporcién con otros elementos geométricos,
lo que solo sucede si hay magnitud, y no tener magnitud, es imposible de concebir porque primero
son elementos contradictorios; y segundo partimos de sus propiedades para entender el concepto, lo

que dificulta establecer el concepto de fluxién.

5. ¢La doctrina de las fluxiones utiliza la l6gica aristotélica; o define la 16gica que utiliza, si no utiliza
la 16gica aristotélica? La légica se puede considerar, bajo una interpretacién, como las leyes de la
razén. Si un argumento sigue las leyes de la l6gica y parte de premisas verdaderas, lo que se concluya
es verdadero. Para la época moderna se utiliza la 16gica aristotélica, que comienza a utilizarse con
Aristételes, posteriormente, sus comentaristas y estudiosos retinen varios tratados aristotélicos de
légica en un libro llamado Organon (Smith 2018). La légica también se desarroll6 en la Edad Media
y principios del Renacimiento, siglos XII y XIII, como con Pedro Hispano (Spruyt 2015), entre otros
pensadores. La llamada l6gica aristotélica sigue el principio de no contradiccién: no podemos utilizar al
mismo tiempo una oracién y su negacién. La l6gica ha sido parte importante del pensamiento clésico,
en especial en matemaéticas. Si una prueba matematica se basa en légica aristotélica y aceptamos las
premisas como verdaderas; la conclusién también es verdadera. Una prueba matemaética que sigue las
reglas de la légica aristotélica, permite que la prueba sea examinada bajo estas reglas de operacién y
que la conclusién se considere verdadera; siempre y cuando aceptemos las premisas. El principio de
no contradiccién también se usa para refutar una tesis o hipétesis, de modo que si suponemos algo
y probamos que llega una contradiccion, debe ser falso; y como solo hay cosas que son verdaderas o
falsas, lo contrario debe ser lo cierto. Sin embargo Berkeley considera que el fluxén, al poder establecer
relaciones de proporcién con otros elementos geométricos, tiene magnitud; y al comportarse como
punto, ya no tiene magnitud, tiene propiedades contradictorias. Por lo tanto Berkeley considera que
los matematicos deben explicar, si el fluxén es contradictorio, de lo contrario, “nada puede seguirse de

algo contradictorio” (cf. Cuestiones 23, 28, 40):

Cst. 23 ;Pueden ser verdaderas las inconsistencias? ;Han de admitirse, acerca de cualquier tema o en
cualquier ciencia, propuestas que nos parecen inaceptables [repugnant] y absurdas, y ha de concederse
el uso de infinitos como un pretexto y una justificacion suficientes para admitir tales propuestas en
geometria?

Cst. 28 ;No es el cambio de hipétesis o (como podemos denominarlo) la fallacia suppositionis un sofisma
que afecta en amplio grado los razonamientos modernos tanto en la filosofia mecénica como en la
compleja y refinada geometria?

Cst. 40 ;No es un caso o regla general que si uno y el mismo coeficiente divide a productos iguales, da
cocientes iguales? Pero, ;puede interpretarse tal coeficiente como 0 6 como nada? O bien, ;alguien dira
que si la ecuaciéon 2 x 0 = 5 x 0 se divide entre 0 serdn iguales los cocientes de ambos lados? Por tanto,
¢no puede ser un caso general para todas las cantidades y, sin embargo, no extenderse a las nadas, o
no incluir el caso de nada? ;Y no pudo haber llevado a los hombres a razonamientos falsos poner la
nada bajo la nocién de cantidad? (The Analyst Cst. 23,28,40)

Para Berkeley la cuestiéon es que con un elemento contradictorio, no podemos trabajar, dados los

principios de la 16gica, el principio de no contradiccion. Y si bien existen interpretaciones que permiten
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refutar a Berkeley, como se vio anteriormente cuando se explicé (The Analyst §16), el problema es que
el método con el que se obtienen los principios de la fluxién no se conoce; la l6gica utilizada no se
explica; o no se estudian los supuestos metafisicos de los cuales Newton parte (The Analyst §47). Sin un
método explicito que me permita evitar la contradiccién; sin una légica tolerante a las contradicciones,
explicada y puesta a prueba; y sin un estudio minucioso de los principios de los cuales Newton parte,

la fluxién se usa de manera contradictoria, y opuesta a toda l6gica conocida.

. ¢(Cémo se utiliza la geometria, como simbolo o como instancia geométrica? En la seccién 2.3.1 Berkeley

considera que tanto la geometria como el dlgebra son aplicaciones que utilizan simbolos y reglas de
simbolos para llegar a sus conclusiones, por lo cual no hay una diferencia sustancial, trascendente
o transcendental que las distinga. Esto se ve reflejado en las siguientes cuestiones, cf. Cuestiones
6,17-19,25,26,27,38,42:

Cst. 6 ;No han de considerarse los diagramas, en una demostracién geométrica, como signos de todas
las proposiciones finitas, de todas las extensiones o magnitudes del mismo sensibles e imaginables?

Cst. 18 ;No se sigue de que las proposiciones geométricas sean generales y de que, por tanto, sean
sustitutos o representantes generales las lineas de los diagramas, que no podemos limitar o considerar
el nimero de partes en las que son divisibles tales lineas particulares?

Cst. 42 ;No pueden los hombres razonar igual con variables que con palabras? ;No se dan las mismas
reglas de l6gica en ambos casos y no tenemos derecho a esperar y exigir las misma evidencia en los
dos? (The Analyst Cst. 6,18,42)

La razén principal de que Berkeley considere que la geometria y el dlgebra sean signos; es que ambas
trabajan con entidades que toman diversos valores, y hacen deducciones con los signos y las reglas con
las cuales trabajan. Aun cuando la geometria tiene a las figuras geométricas como referente, el signo
no solo representa a una figura en especifico, sino ademads representa a todas las figuras geométricas
del mismo tipo. Una linea en un diagrama euclidiano es la representacién de todas las lineas en la
geometria euclidiana, sea sensible o imaginable. Aun suponiendo, sin conceder, que la geometria sea
la ciencia del mundo de las formas, y no de las apariencias, mundo platénico; Berkeley, posiblemente,
seguirfa diciendo que la geometria euclidiana es un signo y no una instancia de la forma, ya que
cuando realizamos una deduccién, lo hacemos de la forma y no de la instancia. Esta critica puede
interpretarse como la preocupacion de Berkeley de que las matemaéticas se derivan solo de sus reglas;
en contraposicién de la postura que considera que el diagrama en s mismo es la prueba. La proposiciéon
de Euclides 1.10 es vélida porque ademés de la referencia sensible que nos da el diagrama, tenemos una
derivacioén sintética que valida la proposicién. Berkeley considera que los matematicos dejan de lado
el uso que ellos mismos le dan a la informacién proveniente de la experiencia, el cual dicta que, aun
cuando no tengamos una linea recta, podemos hablar de las propiedades de las lineas rectas, dados
los postulados de la geometria, sus definiciones y nociones comunes, que permiten obtener la validez

de la prueba.

Considero que estas son las preguntas principales de Berkeley, desde mi perspectiva, una vez que hemos visto
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Figura 2.6: Cortando a la mitad una linea recta. Comtinmente se acepta el diagrama como prueba de la
biseccién de la recta. Sin embargo en Euclides 1.10 la prueba de la biseccién de la recta no solo hace referencia
al diagrama, sino a postulados, proposiciones anteriores y otros elementos disponibles en la geometria
euclidiana. Mientras que un ingeniero o técnico se preocupa porque un diagrama sea visualmente exacto,
ya que del diagrama puede depender crear algo en el mundo empirico; el matematico puede prescindir de
la exactitud del diagrama, ya que lo que le interesa son las conclusiones que puede obtener dado un objeto
definido por los axiomas, postulados y definiciones bajo los cuales se rige el objeto. Para Berkeley la prueba
es la derivacién sintética puesta en Euclides 1.10.

la forma de trabajar de Newton y sus supuestos metafisicos-teolégicos; y la propia propuesta de Berkeley

acerca de estas cuestiones.

En el siguiente capitulo hago una recapitulaciéon de lo visto anteriormente y aquello que por cuestiones de

espacio y tiempo he tenido que dejar de lado.
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Conclusiones

La polémica desatada por el texto The Analyst contintia hasta el dia de hoy. Gran parte de la discusion se centra
en atacar a Berkeley, o defender a Leibniz y Newton, considerando que Berkeley: a) no era matematico; b) no
entendia el proceso y los objetos involucrados. Un posible ejemplo de esto es la discusién sobre qué l6gica se
aplica a objetos como la fluxién y los infinitesimales (Vickers 2007) (Brown y Priest 2004) (Estrada Gonzélez
y Martinez Ordaz 2017). Sin embargo creo que con lo mostrado en el capitulo anterior se puede sustentar lo

siguiente:

1. Sibien es cierto que Berkeley no es matemaético, domina con eficiencia varios temas matematicos y ha
estudiado l6gica aristotélica y lamatemética de ambos lados del canal de la Mancha. Berkeley reproduce
y cuestiona los procedimientos de la doctrina de las fluxiones y el Calculus Differentialis, disciplinas
que sirven de base al cdlculo diferencial e integral, calculo en el cual se deja de lado la geometria,
como justificacién, y el concepto de fluxién, asi como el concepto de infinitesimal. Conoce, ademas
la propuesta metafisica de Newton, reto considerable, dada la renuencia de Newton a compartir esa
informacién. Habria que afiadir la honestidad intelectual del pensador irlandés, ya que critica a ambos
calculos, cuando en Inglaterra, Newton es practicamente intocable. Basta decir que actualmente se
duda de la imparcialidad del juicio de prioridad hecho en la Isla Britdnica donde se declara creador del
calculo a Newton. Criticar el entendimiento de Berkeley al calculo de fluxiones puede convertirse en un
tiro al pie, ya que el método utilizado actualmente para estudiar el célculo es la unién de los calculos
de Newton y Leibniz, y la forma de trabajar es analitica®®); cuando claramente Newton se oponia a los
métodos analiticos, al menos como prueba matematica. ; Entendemos mejor el cdlculo de Newton que
Berkeley, solo por el hecho de obtener el mismo resultado con el célculo diferencial e integral? Esa es
una pregunta que dejo abierta, pero para la que desde mi perspectiva se puede esperar una respuesta
negativa. Considero que un error que se comete al estudiar The Analyst es asumir que las criticas
se dirigen a Newton. Considero que Berkeley se dirige a quienes han desarrollado la doctrina de las

(205)

fluxiones y no a Newton mismo'“*”’, pero esto no se prueba en esta tesis porque esta més alla del alcance

204Eg decir se utilizan simbolos y sus reglas de conjugacién y operacién para trabajar; de manera similar a como el dlgebra funciona.
205Newton publica pocos trabajos, con respecto a los que habia hecho, de matematicas y fisica. Para (Marquina et al. 1996) los textos de
Newton, como el Principia se dejan de utilizar en matematicas rdpidamente, probablemente alejandose asi de la metafisica de Newton.

113
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de la misma. Esto es algo importante ya que lo que podemos estudiar de la doctrina de las fluxiones
puede cambiar de acuerdo al autor estudiado; recuérdese que estudiosos como Euler trabajaron los
escritos publicados de Newton reemplazando varias cuestiones metafisicas y teolégicas que Newton
utiliz6 originalmente (Panza 2007), lo que puede significar que la comunidad matematica trabaje en los
problemas planteados por Berkeley y que se estudie el texto The Analyst desde esa posicién en la cual se
han superado los problemas presentados por Berkeley. Ademas apelar a que los calculos de Newton,
Leibniz y el célculo diferencial e integral son el mismo es erréneo ya que esto parte de una postura
filoséfica y no de una prueba matematica. Por ejemplo en 16gica, para determinar si 2 sistemas son
intercambiables, hay que realizar varias pruebas, como la prueba de si los sistemas son completos*’®),
y dado un sistema se procede a realizar dichas pruebas (Simons 1974). Un sistema incompleto puede
obtener los mismos resultados que uno completo, pero esto no quiere decir que sean intercambiables.
Lanzo la misma critica que lanz6 Berkeley, la matemaética se trata de pruebas, no de suposiciones y
hasta el momento solo hemos supuesto que los tres calculos son intercambiables porque ofrecen los

mismos resultados.

. Otra critica es que Berkeley no entendia el objeto de estudio de la doctrina de las fluxiones, sin embargo,

Berkeley estd consciente de que el fluxién tiene su fundamentacién en la metafisica de Newton, como
se vio en la seccién 2.3.2. ;Quién es el que se confunde, Berkeley al sefialar el uso generalizado del
fluxén; Newton al fundamentar la fluxién en su metafisica; o los matematicos que usan el concepto
de fluxiéon omitiendo la metafisica de Newton? Basar la doctrina de las fluxiones en el de Quadrature,
sin abrazar los supuestos metafisicos que dan sustento a la fluxién, es considerado por Berkeley un
error. La principal objecién es que despojado de un sustento o justificacién adecuado, la fluxién es
contradictoria. Dado que para la época, la l6gica aristotélica es dominante en la préctica matemadtica,
como se ha indicado en la seccién 2.3.2, es indispensable que toda argumentacién matematica siga
el principio de no contradiccién, cosa que Berkeley pone en tela de juicio. La fluxién es un elemento
geomeétrico que mantiene relaciones de proporcion, ratio, con otros elementos geométricos, lo cual solo
es posible si tiene magnitud; pero los tltimos pasos del calculo de fluxiones son suponer que la fluxién
ha alcanzado un limite o se ha evanecido, lo que significa, geométricamente, suponer que la fluxién
se ha convertido un punto; pero por definicién geométrica el punto no tiene partes, por lo cual no se
le puede asignar medida/métrica/magnitud alguna. Dada la postura metafisica de Newton tenemos
una explicacién de cémo se puede entender la evanescencia de la fluxion, pero algunos matematicos han
renunciado a la metafisica de Newton, por lo cual deben explicar por qué se evanece la fluxién, y por
qué puede mantener relaciones de proporcién o ratio con otras figuras geométricas, lo que implica tener
partes, y ser algo que no tiene partes al mismo tiempo. Una solucién que se ha propuesto es que el fluxén
es un elemento contradictorio, pero que sigue una légica diferente a la clasica, como (Estrada Gonzalez

y Martinez Ordaz 2017). Sin embargo, si bien como apuntan (Estrada Gonzdlez y Martinez Ordaz

206Gj se pueden derivar todos los teoremas de un sistema, dadas las reglas del lenguaje y/o su semantica
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2017)lal6gica clasica no es la tinica forma de realizar 16gica y argumentacién en matematicas, Berkeley
d dad d intuitiva la 16oi lasica(207)
puede argumentar, que dado que se usa de manera intuitiva la 16gica no-cldsica'*""’, sus principios no
estan claros; ni tampoco queda claro si la fluxién en realidad se ajusta a un objeto que pueda utilizar
una légica no-clasica. Y es que utilizar una légica no-clasica implica renunciar a algtn principio y/o
propiedad de la l6gica clasica, por lo cual los matematicos al renunciar a un principio de légica clasica
deben explicar la razén de la renuncia y cual es la forma de razonar con esta nueva logica, cosa que no

han hecho. En resumen:

a) Los matemaéticos fluxionistas han renunciado a los posibles principios que dan sustento a la
doctrina de las fluxiones. Sin estos principios, la fluxién es un elemento contradictorio y no

podemos deducir algo de un elemento contradictorio.

b) Aun cuando exista una légica que pueda trabajar con elementos contradictorios, se deben explicar
los principios, reglas y consecuencias de su uso, cosa que no han hecho los practicantes de la

doctrina de las fluxiones.

c) Porlo tanto no podemos decir que la doctrina de las fluxiones sea ciencia, en términos aristotélicos,
porque no hay principios que expliquen el fluxén, que es la base del sistema; ni l6gica en el método
delas fluxiones, ya que lalégica que utilizan no es la l6gica aristotélica y su l6gica solo es intuitiva y
por lo tanto no disponible a escrutinio, requisito indispensable para todo conocimiento exotérico,

como lo es la ciencia.

Finalmente presento algunos temas que se quedaron fuera de este trabajo y que pueden aportar algo a la

discusioén:

» El resto de la polémica desatada por Berkeley, como aparece en las respuestas de Jurin o Cotes.

» Una comparacién mas detallada de la filosofia de las matematicas entre Newton y Berkeley, aunque a
prima facie son bastante distintas ya que la posicion de Berkeley es que las matematicas son completa-
mente humanas, mientras que para Newton tienen un origen divino, o al menos pueden justificarse

fuera del humano.

207 A la l6gica clasica se le reconoce como una formalizacién de la 16gica aristotélica, aunque las dos tienen diferencias una con respecto a
otra. En matematicas se considera que algunas disciplinas matematicas siguen 1égica clasica aun cuando se hayan desarrollado mediante
l6gica aristotélica. Existen tres principios que sigue la l6gica clasica, no contradiccion, identidad, el tercero excluido. La no contradiccién
ya se explicé anteriormente, y es el principio que prohibe usar un elemento y, su contrario u opuesto —(A A -A). La identidad es
aquella propiedad que nos dice que un elemento es igual a si mismo, A = A. El tercero excluido es el principio que dice que solo hay
dos valores de verdad, la verdad y la falsedad A v —A. La légica cldsica cumple con monotonia y es la propiedad de que dada una
deduccién légica, si agregamos premisas, podemos deducir las mismas inferencias, ej. De A se sigue B, A - By De A y C se sigue B,
A A B — C. Muchas légicas no-clasicas niegan alguno de estos principios o no cumplen con la propiedad de monotonia. Ademds de
estos principios bésicos las 16gicas no-clasicas pueden también cuestionar: que de una proposicién y su negacion se siga todo, llamando
comunmente el principio de explosién, o explosién, que también ya se explicé anteriormente, A A -A — B,C,D, ... Existen diversas
razones metodoldgicas y filoséficas para atacar algunos principios y/o propiedades de la l6gica clasica; uno de los mas comunes es
capturar algtin fenémeno no previsto por la légica clésica. Un ejemplo de esto es negar el principio de identidad A = A, en fisica cuantica
si dos particulas se enlazan son indistinguibles entre si, pero son diferentes particulas; Sea X el enlace entre el fotén A y el fotén B, A # B, decimos
que X # X porque A + B. El estudio de las l6gicas no-clasicas se ha dado en los tltimos afios, es por esto que considero que apelar a las
l6gicas no clasicas, no resuelve de fondo las criticas de Berkeley



116 CAPITULO 2. LA CRITICA DE BERKELEY AL CALCULO DE NEWTON

» La filosoffa de la fisica de Berkeley y Newton, que puede ser similar ya que ambos estdn en contra
de establecer una fisica a priori, pero Berkeley estd mas cerca de Hume quien considera que solo las
mateméticas son un conocimiento certero, siendo la fisica solo altamente probable®’®), mientras que
Newton considera que podamos encontrar algo real con la fisica, a menos que la evidencia nos indique
lo contrario. Pero Dios nos asegura que es posible que los humanos seamos capaces de entender o
encontrar algo real en el universo ya que compartimos propiedades con El y El conoce todo lo real y

entiende todo, algo que no sucede con Berkeley.

» Un dltimo tema que dejé de lado fueron algunas criticas lanzadas en The Analyst por Berkeley referentes
a su propia filosofia de las matemadticas, que se caracteriza por rechazar el concepto de infinito utilizado

por Newton y Leibniz, y propone que las matematicas solo pueden ser finitas.

Con esto termino esta tesis, de un tema que da para varios doctorados.

Espero haber contribuido con este trabajo a defender que hay que estudiar el pensamiento de los autores en

su contexto y no solo desde nuestra perspectiva.

2081 5 fisica es humanamente certera, pero no completamente certera, puede ser revisada y cambiada; mientras que un teorema en
matematicas siempre sera teorema de las matematicas.
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