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Capítulo 1

Introdu

ión

A prin
ipios de la dé
ada de los setenta, po
o después de la apari
ión de las te
nologías robóti
as,

la investiga
ión sobre los sistemas robóti
os de múltiples brazos y el uso de dos o más robots para

realizar una tarea 
ooperativa tomó un gran auge. Los primeros trabajos in
luyen el realizado por

Fuji y Kurono en el 
ual se propone adoptar el 
on
epto de 
ontrol de 
umplimiento (
omplian
e


ontrol) para 
oordinar múltiples manipuladores a través de un ve
tor de tarea de�nido 
on respe
to

al objeto [2℄. Una 
ara
terísti
a interesante de [2℄ y usada en Takase et al. en [3℄ es que el 
ontrol

de fuerza�
umplimiento (for
e�
omplian
e 
ontrol) se implementó aprove
hando la retroalimenta
ión

de los a
tuadores sin ha
er uso de los sensores de fuerza�par. Sin embargo, la importan
ia de esta

té
ni
a en apli
a
iones prá
ti
as no fue re
ono
ida en ese momento, ya que los enfoques más usados

requerían de di
hos sensores. En [4, 5℄ se propuso un enfoque del 
ontrol de fuerza tipo maestro�

es
lavo para dirigir dos brazos robot que sujetaban un objeto y se señaló la ne
esidad del 
ontrol de

fuerza para robots 
ooperativos múltiples.

Con base en los resultados teóri
os obtenidos sobre robots de un solo brazo en la dé
ada de los o
henta

se renovó el interés sobre los sistemas robóti
os de múltiples brazos [6℄. Di
ho interés se enfo
ó en

de�nir el ve
tor de tareas 
on respe
to al objeto a manipular [7℄, en determinar la dinámi
a y el


ontrol de la 
adena 
inemáti
a 
errada formada por el robot de múltiples brazos y el objeto [8, 9℄

y resolver problemas de 
ontrol de fuerza tales 
omo el 
ontrol híbrido (posi
ión�fuerza) [10�13℄, lo

que formó una sólida base teóri
a para el 
ontrol de robots de múltiples brazos.

El interés de los sistemas 
ooperativos se debió prin
ipalmente a las limita
iones típi
as de un solo

robot o de los robots de un solo brazo. De he
ho, mu
has tareas que son difí
iles o imposibles de

eje
utar por un solo robot se vuelven fa
tibles 
uando dos o más manipuladores se emplean de manera


ooperativa [14℄. Por lo que el uso de los sistemas 
ooperativos ha aumentado debido a las ventajas

que estos ofre
en, ya que son 
apa
es de 
ompartir informa
ión y re
ursos, permiten la intera

ión


on un objeto de forma 
onjunta, tienen mayor toleran
ia a fallas, y 
on este tipo de sistemas se

pueden realizar tareas que 
on un solo robot serían imposibles de lograr [15℄.

De manera general, las tareas realizadas por los sistemas 
ooperativos se pueden 
lasi�
ar 
omo:

tareas 
ooperativas hombre�hombre, hombre�robot y robot�robot. Para que un sistema 
ooperativo

robot�robot reali
e una tarea es ne
esario estudiar las 
ara
terísti
as de las tareas realizadas por los

seres humanos, lo que permite modelar y reprodu
ir las intera

iones entre el sistema humano�robot

o el sistema robot�robot [15℄.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Un ejemplo de las tareas 
ooperativas realizadas por el sistema humano�robot son las apli
a
iones

médi
as, donde un sistema robóti
o es 
apaz de asistir al médi
o en una mi
ro
irugía donde se pre
isa

una manipula
ión �na que requiere la experien
ia del 
irujano. En apli
a
iones médi
as se usa un


ontrol de fuerza y posi
ión para obtener una manipula
ión segura y �rme [16℄.

Las tareas 
ooperativas robot�robot tienen un amplio rango de apli
a
ión en la industria ya que

permiten la eje
u
ión de tareas tales 
omo el traslado de materiales que ex
eden la 
apa
idad de


arga de un solo robot, el ensamblado y desensamblado de produ
tos, et
étera, siendo la prin
ipal

desventaja de los sistemas 
ooperativos el 
onsiderable aumento en la 
omplejidad de la plani�
a
ión,

el 
ontrol y la eje
u
ión de las tareas [15℄. En entornos donde trabaja un solo robot manipulador, la

variable 
ontrolada puede ser la posi
ión o la fuerza del efe
tor �nal del robot, o bien puede realizarse

un 
ontrol híbrido de posi
ión y fuerza. Teniendo en 
uenta esto y que los sistemas donde trabajan

dos o más manipuladores forman una 
adena 
inemáti
a 
errada enton
es se 
rea la ne
esidad de


ontrolar las fuerzas internas que a
túan sobre el objeto [17℄. La manera de parametrizar las fuerzas y

los momentos de restri

ión en el objeto según el modelo dinámi
o de todo el sistema 
ooperativo se

ha 
onsiderado 
omo un problema 
ríti
o; de he
ho, esta parametriza
ión 
ondu
e a la de�ni
ión de

variables de tarea para el 
ontrol y, por tanto, a una de las preguntas más fre
uentes en el 
ampo de la

robóti
a de brazos múltiples: 
ómo 
ontrolar simultáneamente la traye
toria del objeto, las tensiones

me
áni
as (fuerzas y momentos internos) que a
túan sobre el objeto, 
ompartiendo la 
arga entre

los brazos, e in
luso las fuerzas y los momentos externos sobre el objeto [14℄. La des
omposi
ión

de la fuerza es la 
lave para resolver estos problemas y ha sido estudiada por U
hiyama y Dau
hez

en [12, 13℄, en Walker et al. en [18℄, y por Bonitz y Hsia en [19℄.

El diseño de una parametriza
ión geométri
amente 
lara de las fuerzas y los momentos internos

que a
túan sobre el objeto es un problema importante; una solu
ión a esto se ha dado en Williams

y Khatib en [20, 21℄. Además, se han diseñado varios esquemas de 
ontrol 
ooperativo basados en

la parametriza
ión ade
uada de la fuerza y el uso apropiado del 
ontrol de movimiento y fuerza

[12, 13, 22�24℄ y el 
ontrol de impedan
ia/
umplimiento [25�27℄. Otros enfoques in
luyen el uso del


ontrol adaptable [28, 29℄, del 
ontrol 
inemáti
o [30℄, de la regula
ión del espa
io de tareas [31℄,

del 
ontrol del espa
io 
onjunto [32, 33℄ y del 
ontrol 
oordinado [34℄. Además, la de�ni
ión de la

orienta
ión del usuario del espa
io de tareas para el 
ontrol 
oordinado [31℄ y el desarrollo de medidas

de rendimiento signi�
ativos [35�37℄ se han investigado fru
tíferamente en los años noventa. Debe

tenerse en 
uenta que 
uando se realizan tareas 
ooperativas entre robots manipuladores y el hombre

se debe 
ontar 
on un número 
onsiderable de sensores externos e internos, a �n de evitar que el

usuario pueda sufrir algún daño físi
o. Es importante desta
ar que las tareas donde resulta ne
esaria

la interven
ión del ser humano son en su mayoría apli
a
iones donde se ne
esitan 
ualidades 
omo:

habilidad, inteligen
ia y jui
io, las 
uales son habilidades propias del ser humano [15℄. Referente a

los sistemas 
ooperativos se puede realizar la siguiente 
lasi�
a
ión:

Maestro�Es
lavo [38℄: este enfoque se utilizó en los primeros trabajos realizados sobre el

tema; 
onsiste en apli
ar el 
ontrol de posi
ión en uno de los manipuladores (maestro) y el


ontrol de fuerza en el resto de los robots (es
lavos). Los manipuladores es
lavos se limitan a

seguir el movimiento y la evolu
ión del manipulador maestro. Este enfoque tiene una imple-

menta
ión simple mediante algoritmos de 
ontrol sen
illos, pero no aprove
ha mu
has de las

ventajas introdu
idas por el uso de múltiples robots, 
omo por ejemplo: el reparto de la 
arga

entre manipuladores.
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Control Conjunto [17℄: en este enfoque se 
onsidera la 
adena 
inemáti
a 
omo un todo, para

ello se modela y se 
ontrola el sistema 
ompleto. El prin
ipal in
onveniente de este método es

que dentro de la 
adena 
inemáti
a se en
uentra el elemento a manipular el 
ual tiene 
iertas


ara
terísti
as y espe
i�
a
iones distintas, lo que ha
e perder generalidad y homogeneidad al

método. La prin
ipal ventaja de este esquema es que la 
oordina
ión ne
esaria se trata de forma

natural optimizando los 
riterios estable
idos.

Control de Impedan
ia [26℄: este esquema propor
iona a 
ada uno de los robots el 
ompor-

tamiento de un sistema físi
o 
ompuesto por una masa, un resorte y un amortiguador, Figura

1.1. En el 
aso de que no se apliquen fuerzas externas en el efe
tor �nal éste sigue su traye
toria

nominal, en 
aso 
ontrario el robot modi�
a di
ha traye
toria del mismo modo que lo haría

una masa sometida a di
has fuerzas y ligada a la traye
toria nominal mediante un resorte y

un amortiguador. Este esquema tiene la ventaja de que la informa
ión requerida del sistema es


asi nula, por lo tanto, es muy útil para sistemas po
o estru
turados o sistemas en los que se

dispone de muy po
a informa
ión sobre su estru
tura geométri
a.

PSfrag repla
ements

Traye
toria real

T

r

a

y

e




t

o

r

i

a

n

o

m

i

n

a

l

Figura 1.1: Traye
torias nominal y real de un robot, 
ontrol impedan
ia.

Control de Fuerzas [39℄: en este enfoque se trabaja dire
tamente sobre el modelo del objeto

manipulado des
ribiendo las diferentes fuerzas que ejer
en los diferentes manipuladores sobre

el 
uerpo lo que permite obtener la fuerza total que a
túa sobre el 
uerpo y por lo tanto la

traye
toria que seguirá.

Control Posi
ión/Fuerza o Híbrido [40, 41℄: 
onsiste en des
omponer el espa
io en las

fuerzas y las posi
iones que se pretenden 
ontrolar. En 
aso de manipula
ión donde intervienen

dos o más manipuladores lo que se bus
a es realizar esta des
omposi
ión 
ontrolando por un

lado la traye
toria del objeto manipulado y por otro las fuerzas internas que a
túan sobre el

mismo.
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Para llevar a 
abo tareas de manipula
ión 
ooperativa de forma exitosa, es 
ru
ial 
ontrolar la inter-

a

ión entre el sistema formado por l robots y el objeto, es de
ir, el sistema de 
ontrol debe garantizar

que la posi
ión real del efe
tor �nal de 
ada manipulador se desvíe lo menos posible de la posi
ión

deseada a lo largo de la traye
toria espe
i�
ada. Durante esta intera

ión, el medio ambiente estable-


e restri

iones sobre las traye
torias que pueden ser seguidas por 
ada efe
tor �nal [42℄, es de
ir, el

entorno de�ne el volumen donde se pueden eje
utar los movimientos de 
ada robot; este espa
io está

limitado por las 
ara
terísti
as me
áni
as del sistema 
ooperativo (movimiento restringido) [43℄. Por

lo tanto, el éxito en la eje
u
ión de la tarea depende de la exa
titud del planteamiento y fun
iona-

miento del 
ontrolador, por lo que es ne
esario 
ontar 
on un modelo matemáti
o pre
iso del sistema

manipuladores�objeto�entorno, lo que puede ser bastante 
ompli
ado.

1.1. Motiva
ión

Manipular un objeto usando un sistema 
ooperativo de robots manipuladores no es una tarea sen
illa

debido a que se ne
esita 
ontrolar de forma individual 
ada manipulador antes, durante y después del


onta
to 
on el objeto. A
tualmente existen varias propuestas de 
ontrol que le permiten al sistema


ooperativo 
umplir 
on la tarea asignada, sin embargo, todas ne
esitan de�nir la fuerza apli
ada

sin 
onsiderar las propiedades físi
as del objeto, es de
ir, la fuerza apli
ada por 
ada manipulador

es en todo momento la misma sin importar la forma, el material, el tamaño o el peso del objeto.

Por lo tanto, los experimentos que se realizan bajo este esquema solo manipulan el mismo objeto

ubi
ado en la misma posi
ión, la 
ual se 
onsidera 
omo 
ono
ida en la mayoría de los 
asos. La


apa
idad de manipular diferentes tipos de objetos no importando sus propiedades físi
as (tales


omo forma, material, tamaño o peso) es una 
ara
terísti
a deseable en los sistemas 
ooperativos;

motivo por el 
ual es fundamental realizar el estudio de estrategias de 
ontrol que permitan resolver

esta problemáti
a.

1.2. Ante
edentes

El primer trabajo que existe en los registros de la IEEE que expone el 
ontrol de robots 
ooperativos

data de 1985 y fue realizado por Joonhong y Chyung [44℄. En este artí
ulo se estudia el problema de


ontrolar dos brazos robot de una manera 
ooperativa 
uyo objetivo prin
ipal es mover un objeto al

sujetarlo en dos puntos diferentes ha
iendo uso de una estru
tura de 
ontrol de posi
ión que emplea

las rela
iones diferen
iales entre el objeto y los dos brazos [44℄. Un año más tarde, Clark et al.

presentaron una 
ompara
ión de leyes de 
ontrol usadas en un sistema de robots 
ooperativos del

tipo maestro�es
lavo, en este trabajo se realizaron simula
iones usando una 
arga útil 
on un resorte

de 
ompensa
ión, los resultados obtenidos mostraron la vin
ula
ión físi
a bidire

ional entre la salida

de posi
ión y la regula
ión de la fuerza dinámi
a [45℄.

En 1987, Arimoto et al. presentan un esquema de 
ontrol de movimiento 
ooperativo apli
able a

brazos robot o dedos robóti
os [46℄. Ese mismo año Joonhong y Chyung presentan una modi�
a
ión

a su trabajo previo al de�nir la traye
toria de los robots en 
oordenadas Cartesianas [47℄. Para 1988

se dio un gran aumento en la investiga
ión de los robots 
ooperativos, trabajos 
omo el realizado

por Yan�Ru Hu et al. donde se des
ribe un 
ontrol híbrido apli
ado a robots 
ooperativos [48℄; o el
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he
ho por Hayward et al. donde desarrollan un ambiente de programa
ión y 
ontrol de manipuladores


ooperativos [49℄; o la investiga
ión de Stark et al. donde apli
an el 
ontrol 
ooperativo en la tele�

robóti
a usando pro
esamiento de imagen [50℄.

El 
ontrol de fuerza apli
ado en un sistema 
ooperativo formado por dos manipuladores es presen-

tado por Peng�Yung en 1989 [51℄; y meses después Wen et al. abordan el 
ontrol de movimiento

presentando sus resultados en International Conferen
e on Roboti
s and Automation [52℄; en la mis-

ma 
onferen
ia es abordado por S
hneider et al. el 
ontrol de impedan
ia para la manipula
ión


ooperativa de objetos presentando resultados teóri
os y experimentales [26℄.

En la dé
ada de los noventa, se estudia la genera
ión de traye
torias apli
adas en sistemas 
oopera-

tivos [53℄, se estudia el uso de manos robóti
as 
on sensores para la manipula
ión de objetos [54℄, se

apli
a el 
ontrol dinámi
o de posi
ión/fuerza para manipular un objeto 
onsiderando sus restri

io-

nes [55℄, se tiene en 
uenta que los robots del sistema 
ooperativo tienen arti
ula
iones �exibles [56℄,

se apli
a el 
ontrol robusto [57℄ y el 
ontrol adaptable predi
tivo [58℄ en robots en movimiento 
oope-

rativo, o en ambientes dinámi
os [59℄, además se estudia el movimiento 
ooperativo realizado entre

un robot y un ser humano [60℄, así 
omo el agarre de un objeto usando dos robots manipuladores [61℄.

Además, se estudia el 
ontrol adaptable 
onsiderando restri

iones holonómi
as para maniobrar un

objeto de forma suave [62℄.

En 1999, Ca

avale et al des
riben un sistema 
ooperativo formado por dos manipuladores propo-

niendo que los robots reali
en roles 
omplementarios durante la eje
u
ión de las tareas, planteando

para uno de los robots un 
ontrol de posi
ión y para el otro un 
ontrol de fuerza/par 
on retroali-

menta
ión, 
on el objetivo de disminuir la in
ertidumbre en la plani�
a
ión de tareas [63℄. En 
uanto

a la interse

ión de las áreas de trabajo que se produ
e 
uando los robots operan 
ooperativamen-

te, en 1999 Chia

hio et al proponen un esquema para regular el espa
io de trabajo de dos robots

transportando 
oordinadamente un objeto rígido que sujetan 
on �rmeza [64℄.

El diseño de algoritmos de 
ontrol basados en el modelo depende dire
tamente de la exa
titud 
on la

que se des
ribe el sistema. Por lo que, realizar simula
iones sin el 
ono
imiento exa
to de la dinámi
a

de la planta lleva a errores tanto de diseño 
omo de implementa
ión, [65℄. Ya que los parámetros

propor
ionados por el fabri
ante son insu�
ientes, inexa
tos y en algunos 
asos inexistentes, [66℄, y


omo la medi
ión dire
ta de los parámetros físi
os en la mayoría de los 
asos no es posible debido a

la 
omplejidad de los me
anismos, la identi�
a
ión paramétri
a experimental es una forma e�
iente

de obtener una aproxima
ión del modelo [65℄. La validez de la estima
ión de los parámetros depende

de la 
alidad de la señal de entrada�salida y de la sele

ión de la traye
toria de referen
ia, la 
ual

debe ex
itar apropiadamente la dinámi
a del robot [67℄.

Por otro lado, para intera
tuar 
on su ambiente y 
umplir 
on la tarea deseada, los robots ne
esitan

una gran 
antidad de sensores, lo 
ual puede ser un problema debido al in
remento en los 
ostos [68℄.

Debe tenerse en 
uenta que los robots al ser equipados 
on sensores, dependiendo del tipo, pueden

introdu
ir in
ertidumbre ha
iendo que su 
ál
ulo requiera de una gran 
antidad de tiempo y de

re
ursos, independientemente de la tarea que se vaya a realizar [69℄. Por ejemplo, los sensores de

velo
idad son sus
eptibles al ruido y pueden 
ausar inestabilidad en el sistema, mientras que los

sensores de posi
ión propor
ionan una buena medi
ión del desplazamiento, por lo 
ual es 
onveniente

estimar la velo
idad. Asimismo, dado que mu
has estru
turas de 
ontrol requieren del uso de sensores



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de fuerza, el sistema está sujeto a la pre
isión de las medi
iones realizadas lo que puede generar

in
ertidumbre. A
tualmente, el problema de observa
ión de la fuerza ha sido resuelto de varias formas

tales 
omo la propuesta por Huang et al. en donde se usan transforma
iones no lineales, [70℄; o

mediante la apli
a
ión del 
ontrolH∞
tal y 
omo se expli
a en [71℄; o 
on la apli
a
ión de observadores

tipo Luenberger [72, 73℄, o usando 
ontrol de fuerza en lazo abierto [68℄; o 
on observadores de

fuerza/velo
idad lineales [74℄ u observadores basados en modos deslizantes [75℄.

Ya que en las tareas de manipula
ión la posi
ión y la fuerza en el punto de 
onta
to deben ser


ontroladas simultáneamente, Raibert y Craig (1981) propusieron el 
ontrol híbrido de posi
ión/fuerza

mediante la in
orpora
ión de una matriz de sele

ión de 
umplimiento (Complian
e Sele
tion Matrix )

que distingue los 
omponentes del 
ontrol de posi
ión a partir de los 
omponentes del 
ontrol de fuerza

en 
oordenadas Cartesianas [76℄, mientras que MaClamro
h y Wang (1990) propusieron una prueba

de estabilidad lo
al mediante la retroalimenta
ión lineal del 
ontrol 
uando la posi
ión 
onstante

del objeto y la fuerza de 
onta
to son 
ono
idas [77℄. Murphey et al. (2008) estudiaron el efe
to

del 
onta
to intermitente y las in
ertidumbres del entorno, 
on
luyendo que estos efe
tos pueden ser

aminorados mediante el uso del 
ontrol adaptable des
entralizado basado en el 
ontrol híbrido [78℄.

Por otro lado, Arimoto et al. en 1993 proponen el Prin
ipio de Ortogonaliza
ión, el 
ual separa

las señales de posi
ión de las de fuerza, 
onsiderándolas ortogonales entre sí, mediante el uso de

una matriz que sirve para proye
tarlas sobre un plano tangente a la super�
ie en 
ada punto de


onta
to instantáneo, es de
ir, 
uando se imprime una fuerza sobre una super�
ie rígida (restri

ión)

y al mismo tiempo existe un desplazamiento sobre ella, el ve
tor de velo
idad está 
ontenido en

el plano tangente al punto de 
onta
to, mientras que la apli
a
ión de la fuerza es perpendi
ular

al plano [79℄. El prin
ipio de ortogonaliza
ión está rela
ionado 
on dos tipos de 
ontrol: el 
ontrol

híbrido de seguimiento de traye
toria y el 
ontrol adaptable basado en el modelo. El primero supone

que el modelo dinámi
o in
luye las 
ara
terísti
as de fri

ión y está disponible, además 
onsidera

que las señales de posi
ión, velo
idad y momentum son medibles en tiempo real. Mientras que el


ontrol adaptable basado en el modelo se fundamenta en la parametriza
ión del modelo dinámi
o del

manipulador a través de un ve
tor de parámetros θ 
uyos 
omponentes son fun
iones des
ono
idas

o in
iertas de las masas y los momentos de iner
ia de los eslabones [79℄.

En el año 2000 se realizan experimentos preliminares de mi
ro
irugía usando 
ontrol de fuerza en

un sistema 
ooperativo humano�robot [16℄ y Wehai Chen et al. 
entran su trabajo en el 
ontrol


inemáti
o de robots redundantes para el rastreo de traye
torias en espa
io Cartesiano, proponiéndose

en este artí
ulo algunos algoritmos de interpola
ión apli
ables a un espa
io de trabajo �nito [80℄; en

Kato et al. se realizan pruebas de limita
ión de fuerza en un sistema 
ooperativo que transporta un

objeto [81℄. La estima
ión del movimiento en un sistema 
ooperativo humano�robot es estudiado por

Maeda et al. en el 2001 [82℄, y en ese mismo año Arteaga et al. presentan el diseño de un 
ontrol

robusto qué usando un observador lineal puede estimar la velo
idad arti
ular utilizando solamente

sensores de posi
ión (en
oders) [83℄.

En el 2002, el 
ontrol de robots 
ooperativos sin medi
ión de velo
idad se estudia en Arteaga et al. [84℄;

mientras que Okumura et al. estudian la opera
ión remota de un sistema 
ooperativo 
ompuesto por

dos robots [85℄. En el trabajo expuesto en 2002 por Tinós et al. se estudia 
ómo aumenta la 
apa
idad

de 
arga dinámi
a al trabajar 
on manipuladores 
ooperativos, siendo ésta una de las ventajas más
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importantes que ofre
en este tipo de sistemas [86℄. En 2003, en el trabajo de Parra et al. se presenta

la intera

ión hápti
a entre un robot PHANToM y un objeto virtual mediante el uso del 
ontrol de

fuerza, reprodu
iendo propiedades del objeto 
omo la rugosidad y la textura [87℄. Ese mismo año

Fonse
a et al. desarrollan un método de 
ontrol de fuerza y par teniendo en 
uenta la dinámi
a del

sistema, apli
ando éste 
ontrol a un sistema 
ooperativo formado por dos brazos robot [88℄.

En Gilgueng et al., se estudia un sistema 
ooperativo 
on tele�mi
romanipula
ión 
ompuesto por un

maestro (dispositivo hápti
o PHANToM), en este trabajo se 
onsidera que la diferente 
on�gura
ión


inemáti
a y el número diferente de grados de libertad entre el maestro y el es
lavo introdu
en un

problema de mapeo. Para solu
ionar el problema se usa la regula
ión de fuerza interna usando SMMS

(sistema de tele�mi
romanipula
ión maestro úni
o multi�es
lavo) [89℄.

En 2004, M. A. Arteaga y R. Kelly proponen un observador lineal junto 
on un esquema de 
ontrol

robusto, el 
ual garantiza que los errores de seguimiento y observa
ión sean uniforme y �nalmente

a
otados [90℄. Ese mismo año, el 
ontrol de la distribu
ión de 
arga en un sistema 
ooperativo móvil es

analizado por Tsuji et al. [91℄; mientras que el 
ontrol adaptable des
entralizado se examina en Sadati

et al. en una apli
a
ión de seguimiento de traye
torias 
on la inten
ión de eliminar las in
ertidumbres

del lazo 
errado [92℄; Sadati et al. desarrollan una varia
ión del 
ontrol des
entralizado pero ahora

apli
ado al 
ontrol de posi
ión/fuerza sin medi
ión de velo
idad [93℄.

El 
ontrol PD deslizante des
entralizado en el espa
io de trabajo 
onsiderando restri

iones Ja
obia-

nas es analizado por Gar
ia�Rodríguez et al. en el 2005, lo novedoso del enfoque radi
a en que no se

usa el modelo del robot y no es ne
esario el 
ono
imiento exa
to de la matriz Ja
obiana inversa [94℄.

Para el año 2006, Arteaga et al. proponen un 
ontrol Cartesiano de robots sin modelo dinámi
o

y observador, en este trabajo, un esquema de 
ontrol�observador se propone para lograr el segui-

miento Cartesiano exa
to sin el 
ono
imiento de la dinámi
a del robot manipulador [95℄. Basándose

en [95℄, Sadati et al. desarrollan un algoritmo de 
ontrol des
entralizado para sistemas 
ooperativos


on la �nalidad de 
ontrolar la posi
ión y las fuerzas ejer
idas sobre el objeto en la presen
ia de

in
ertidumbres en la dinámi
a de los robots [96℄.

El 
ontrol de sistemas 
ooperativos y la sin
roniza
ión de sistemas Lagrangianos se estudia en el 2007

por Soon�Jo et al. En este artí
ulo se presenta un mar
o de sin
roniza
ión que se apli
a dire
tamente

al 
ontrol 
ooperativo de sistemas multi�agente y la sin
roniza
ión de las os
ila
iones en la tele�

opera
ión [97℄. Ese mismo año Wenjie et al. 
onsideran un sistema 
ooperativo 
on restri

iones no

holonómi
as y desarrollan leyes de 
ontrol des
entralizadas variantes en el tiempo 
on la ayuda de

la teoría de grafos, sólo ofre
en resultados de simula
ión [98℄. En el 2011, R. Gar
ía Rodríguez et

al. proponen un neuro�esquema de 
ontrol por modos deslizantes para robots manipuladores, este

trabajo propone garantizar la 
onvergen
ia global de la fuerza y la posi
ión de seguimiento de errores

Cartesiano en el supuesto de que el Ja
obiano no se 
ono
e 
on exa
titud [99℄.

Debido a la evolu
ión de las tareas de manipula
ión 
ooperativa en 2012 Rahman et al. apli
an una

estrategia de 
ontrol basada en la per
ep
ión de peso bajo el siguiente supuesto: el peso debido a la

iner
ia puede ser diferente a la gravedad al levantar un objeto 
on asisten
ia elé
tri
a debido a que el

peso per
ibido es distinto del peso real [100℄. En 2014, Rugthum et al. proponen un nuevo algoritmo

adaptable para 
ontrolar un sistema 
ooperativo, este algoritmo 
ompensa las fallas del a
tuador y

garantiza la estabilidad asintóti
a del lazo 
errado a pesar de las in
ertidumbres [101℄.
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1.3. Formula
ión del problema

Para el desarrollo de este trabajo se 
onsidera 
omo 
aso de estudio un sistema 
ooperativo formado

por dos robots industriales, el CRS�A255 (5 GDL) y el CRS�A465 (6 GDL), Figura 1.2, 
uyo objetivo

es realizar la manipula
ión de un objeto de peso des
ono
ido siguiendo una traye
toria deseada.

PSfrag repla
ements

Figura 1.2: Sistema 
ooperativo bajo restri

iones geométri
as

Ya que 
ada manipulador debe mantener 
onta
to 
on el objeto se 
onsidera que 
ada robot lo sostiene

en un solo punto de 
onta
to lo que provo
a una redu

ión de los grados de libertad. De este modo,

solo se usan tres arti
ula
iones; mientras que las arti
ula
iones restantes se frenan me
áni
amente,

lo que restringe el movimiento del sistema a un plano.

Se supone que el objeto ha manipular es rígido y no sufre deforma
iones 
uando es sujetado, por lo

que se modela usando un 
onjunto de restri

iones holonómi
as homogéneas las 
uales restringen el

movimiento del robot en 
ada punto de 
onta
to (ci = 1 restri

ión). Debido a este he
ho se 
onsidera
que 
ada robot del sistema 
ooperativo tiene ni = 3 grados de libertad y ci = 1 restri

ión, donde

ni > ci para i = 1, 2. Por simpli
idad se supone n1 = n2 = n. Los grados de libertad perdidos

se 
onvierten en fuerzas de 
onta
to por lo que deben ser in
luidas en la dinámi
a de 
ada robot.

Sin embargo, 
on la de�ni
ión ade
uada de las restri

iones holonómi
as homogéneas la dinámi
a

del objeto no tiene que ser 
al
ulada explí
itamente. Desde luego, implí
itamente se debe tomar en


uenta sus dimensiones, ubi
a
ión, et
étera.

La ubi
a
ión del objeto (
entro de masa) se supone 
ono
ida en rela
ión al sistema de referen
ia

�jo 
olo
ado en la base del robot CRS�A465. Al ser 
ono
ida esta posi
ión los robots se desplazan a

través de una traye
toria de�nida desde su posi
ión ini
ial hasta la ve
indad del objeto (planea
ión de

la traye
toria), por lo que se puede suponer que las fuerzas apli
adas por los 2 robots son 
olineales,

tienen la misma magnitud, pero en sentido opuesto. Se 
onsidera que el efe
tor �nal de los mani-

puladores entra en 
onta
to 
on el objeto apli
ando la fuerza ade
uada para sujetarlo �rmemente,

por lo que se supone que 
uando los robots mueven el objeto, éste no rota. Además, se 
onsidera

que no existe movimiento relativo, lo que se 
umple de manera implí
ita al proponer regula
ión o

seguimiento de la fuerza 
al
ulada.
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La fuerza apli
ada es medible a través de los sensores de fuerza 
olo
ados en el efe
tor �nal de 
ada

robot. Además, se supone que la fuerza apli
ada en el punto de 
onta
to y su derivada pertene
en a

L∞. Así mismo, se supone que f1 y f2 están a
otadas. La posi
ión es medible a través de los en
oders

de los motores, mientras que la velo
idad y la a
elera
ión son 
al
ulables a través de diferen
ia
ión

numéri
a. También, se supone 
ono
ido el modelo del sistema 
ooperativo.

A través del uso del Prin
ipio de Ortogonaliza
ión se desa
oplan las 
omponentes de fuerza de las


omponentes de posi
ión y velo
idad, las 
uales, aunque estén desa
opladas, no pueden ser tratadas


omo problemas independientes, puesto que la fuerza apli
ada por los manipuladores es el resultado

del movimiento del manipulador, y los errores de movimiento son resultado de la fuerza de rea

ión

sobre los efe
tores �nales 
ausada por los manipuladores. Ahora bien, el desa
oplo de las señales se

realiza introdu
iendo una matriz de proye

ión en 
oordenadas arti
ulares. Esta matriz es de�nida


omo la proye

ión de la velo
idad y el error de posi
ión sobre el plano tangente a la super�
ie en 
ada

punto de 
onta
to instantáneo. Por lo tanto, las señales residuales del error de posi
ión y la velo
idad

se vuelven perpendi
ulares al ve
tor de fuerza, el 
ual es normal a la super�
ie en 
oordenadas

arti
ulares. Para preservar esta propiedad, la restri

ión es manipulada para obtener dos subespa
ios

ortogonales: el espa
io de fuerza y el de posi
ión. Estos subespa
ios dan origen a dos transforma
iones

que son usadas para obtener una representa
ión ade
uada que permita eliminar términos 
ruzados

en el análisis de estabilidad, de manera que puedan formularse 
ontroladores sen
illos 
on pruebas

de estabilidad simples, y 
on propiedades de 
onvergen
ia de posi
ión y fuerza.

Finalmente se 
onsidera que para errores q̃ lo su�
ientemente pequeños existe una η tal que ‖q̃‖ ≤ η.
Esto signi�
a que puede realizarse un análisis de estabilidad lo
al en una región lo su�
ientemente

pequeña alrededor de q̃ = 0. Asimismo, se propuso una ley de adapta
ión para estimar la masa del

objeto y se estable
ió una ganan
ia de adapta
ión γ muy pequeña debido a la dependen
ia de esta

a ∆m(0) la 
ual no 
onverge a 
ero. Teniendo en 
uenta que se ha supuesto que la fuerza apli
ada

en el punto de 
onta
to y su derivada están a
otadas, y satisfa
iendo las 
ondi
iones impuestas las

señales de error q̃, ˙̃q y ∆λ permane
en a
otadas y tienen 
onvergen
ia asintóti
a.

Hipótesis.
Es posible determinar el peso de un objeto 
uando se 
ono
e su posi
ión y la

fuerza apli
ada para levantarlo. Cono
iendo la masa del objeto es posible de-

terminar la fuerza que ne
esita ser apli
ada por los manipuladores para sujetar

el objeto sin dañarlo y seguir una traye
toria deseada.

Al
an
es.

Realizar la manipula
ión de un objeto de masa des
ono
ida apli
ando la fuerza

ade
uada para seguir una traye
toria sin dejar 
aer el objeto, garantizando que

los errores de posi
ión y fuerza tiendan a 
ero.

1.4. Contribu
iones

En este trabajo se presenta el estudio de la e
ua
ión dinámi
a de un sistema 
ooperativo formado por

2 robots manipuladores sujetando un objeto. Se desarrolla una estru
tura de 
ontrol posi
ión/fuerza

basada en [1℄ que mejora el término de fuerza usando una fun
ión tangente hiperbóli
a la 
ual

permite a
otar el error de fuerza y modular la amplitud de di
ha 
ota según se modi�que la ganan
ia
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(amplitud de la fun
ión tangente hiperbóli
a). Experimentalmente el uso de la fun
ión tangente

hiperbóli
a permitió usar ganan
ias más pequeñas, lo que provo
ó que la 
onvergen
ia del error

de fuerza fuera más suave y rápido en 
ompara
ión 
on la estru
tura propuesta en [1℄. Se realiza la

estima
ión de la masa, informa
ión que se usa para apli
ar la fuerza ne
esaria para manipular el objeto

sin dañarlo. Se presentan los resultados experimentales evaluando el desempeño de la estru
tura de


ontrol propuesta.

1.5. Organiza
ión de la tesis

En el Capítulo 1 se presentan los ante
edentes, la motiva
ión y las 
ontribu
iones de este trabajo.

En el Capítulo 2 se exponen los preliminares matemáti
os donde se in
luye una des
rip
ión del

modelo dinámi
o del sistema 
ooperativo, se de�nen sus propiedades, se des
ribe el prin
ipio de

ortogonaliza
ión y se realizan algunas suposi
iones sobre los manipuladores y el objeto. El desarrollo

de la ley de 
ontrol se muestra en el Capítulo 3, mientras que los resultados experimentales se exhiben

en el Capítulo 4. Finalmente, se presentan las 
on
lusiones y los apéndi
es de este trabajo.



Capítulo 2

Preliminares matemáti
os

En este 
apítulo se desarrolla la dinámi
a del sistema 
ooperativo y se presentan algunas de�ni
iones

y propiedades que sirven para el diseño de leyes de 
ontrol.

2.1. Sistema 
ooperativo polinómi
o homogéneo

Cuando un sistema 
ooperativo sostiene un objeto indeformable en c puntos independientes, un


onjunto de c restri

iones independientes es impuesto sobre 
ada punto de 
onta
to, Figura 2.1.

En este trabajo se 
onsidera un sistema 
ooperativo formado por 2 robots manipuladores de ni = n
grados de libertad, para i = 1, 2, y ci = 1 restri

iones originadas por el 
onta
to 
on el objeto a

manipular [102℄.

PSfrag repla
ements

robot 1

robot 2

o

b

j

e

t

o
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ión

restri

ión

Figura 2.1: Manipula
ión de un objeto usando robots 
ooperativos

11
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Debe tenerse en 
uenta que un manipulador al desplazarse libremente no tiene restri

iones de movi-

miento y por lo tanto no existen fuerzas de rea

ión produ
idas por su entorno. Si en esta situa
ión se

pudiera 
olo
ar en la muñe
a un sensor de fuerza ideal, sólo se registrarían fuerzas iner
iales debido a

la a
elera
ión del efe
tor �nal [69℄. En 
ambio, 
uando el manipulador tiene 
onta
to 
on su entorno,

uno o más grados de libertad se pierden, ya que no podrá moverse a través de la super�
ie, sino que

estará ejer
iendo una fuerza normal N sobre la super�
ie.

Para desarrollar las e
ua
iones que des
riben la dinámi
a de 
ada manipulador que forma parte del

sistema 
ooperativo, es ne
esario in
orporar un 
onjunto de restri

iones impuestas a nivel 
inemáti
o

por el objeto a ser manipulado, las 
uales restringen el movimiento de los robots en 
ada punto de


onta
to, por lo que 
ontrolar la fuerza 
on la que un manipulador intera
túa 
on el ambiente para

realizar una tarea puede tratarse en términos de restri

iones.

De�ni
ión 1. [68℄ Una restri

ión holonómi
a se de�ne 
omo aquella e
ua
ión algebrai
a que

apare
e en un sistema a nivel 
inemáti
o limitando la 
on�gura
ión geométri
a y el movimiento del

sistema siendo impuesta por el entorno.

�

La restri

ión holonómi
a se 
lasi�
a 
omo:

Restri

ión reonómi
a [102,103℄: una restri

ión se di
e reonómi
a si depende del tiempo,

es de
ir, la variable de tiempo t apare
e de manera explí
ita. Está restri

ión es variante en el

tiempo y está representada 
omo:

ϕi (qi, t) = 0 (2.1)

donde ϕi ∈ R es la restri

ión y qi ∈ R
n
es el ve
tor de 
oordenadas generalizadas de las

arti
ula
iones del i�ésimo manipulador. También se 
ono
e 
omo restri

ión rheo�holonómi
a.

Restri

ión es
leronómi
a [102, 103℄: una restri

ión es es
leronómi
a si es independiente

del tiempo, es de
ir es invariante en el tiempo y su representa
ión general está dada por una

fun
ión en el espa
io arti
ular 
omo:

ϕi (qi) = 0 (2.2)

donde ϕi ∈ R es la restri

ión y qi ∈ R
n
es el ve
tor de 
oordenadas generalizadas de las arti-


ula
iones del i�ésimo manipulador. También se 
ono
e 
omo restri

ión es
lero�holonómi
a.

De�ni
ión 2. [103℄ La 
oopera
ión es holonómi
a, si sobre un sistema 
ooperativo formado por

l manipuladores las restri

iones de movimiento son holonómi
as.

�
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De�ni
ión 3. [102℄ Las restri

iones de movimiento impuestas sobre el sistema 
ooperativo son

homogéneas si las restri

iones de movimiento de un sistema 
ooperativo dadas por (2.2) pueden ser

es
ritas de la siguiente forma:

ϕi (q1, q2, . . . , ql) =
l∑

i=1

ϕi (qi) = 0 (2.3)

donde ϕi (qi) depende sólo de las variables arti
ulares del i�ésimo robot.

�

Al in
orporar las restri

iones holonómi
as impuestas a nivel 
inemáti
o (e
ua
iones algebrai
as) en

la dinámi
a del sistema 
ooperativo (e
ua
iones diferen
iales ordinarias no lineales) se tiene 
omo

resultado un sistema de e
ua
iones diferen
iales algebrai
as [103℄.

Suposi
ión 1. [102℄ Si se 
onsidera que 
ada robot sostiene al objeto en un sólo punto de 
onta
to,

enton
es el número de restri

iones del sistema 
ooperativo será igual al número de manipuladores

que lo forman, es de
ir c = l.
�

El Ja
obiano de las restri

iones se 
al
ula diferen
iando (2.2) y está dado por

Jϕi
(qi) =

∂ϕi (qi)

∂qi

= ∇ϕi (qi) (2.4)

donde Jϕi
(qi) ∈ R

1×n
es una matriz ortogonal que se 
onsidera de rango 
ompleto porque se supone

que todas las restri

iones son independientes [102℄. ∇ϕi (qi) ∈ R
1×n

denota el gradiente de la

super�
ie del objeto ϕi (qi) ∈ R 
uya �nalidad es mapear 
ualquier ve
tor en R
n
sobre un plano

normal (PN) a un plano que es tangente (PT) al punto de 
onta
to (PC) des
rito por (2.2), tal y


omo se observa en la Figura 2.2, [102, 104℄.

PSfrag repla
ements

(PN)

(PT)

PC

Figura 2.2: Mapeo de un ve
tor en un plano normal
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Si las restri

iones de movimiento impuestas sobre 
ada robot del sistema 
ooperativo sólo dependen

de las variables arti
ulares del mismo robot y no de los restantes se di
e que las restri

iones son

homogéneas. Además, al no existir movimiento relativo entre el efe
tor �nal de 
ada manipulador

y el objeto se puede estable
er una 
onstante que rela
ione geométri
amente los efe
tores de los

manipuladores entre sí. Por ende, la posi
ión del efe
tor �nal de di
ho manipulador puede ser de�nida

en términos de las posi
iones de los manipuladores restantes. Además, la velo
idad del efe
tor �nal

de 
ada manipulador también puede ser expresada en términos de las velo
idades de los restantes;

ya que de no ser así se podría llegar al 
aso en el que se pierde el punto de 
onta
to entre alguno de

los manipuladores y el objeto [68℄.

Suposi
ión 2. [102,104℄ Si las restri

iones holonómi
as son homogéneas, se pueden es
ribir las

restri

iones de posi
ión, velo
idad y a
elera
ión de la siguiente forma:

ϕi (qi) = 0 (2.5)

ϕ̇i (qi) = Jϕi
(qi) q̇i = 0 (2.6)

ϕ̈i (qi) = Jϕi
(qi) q̈i + J̇ϕi

(qi) q̇i = 0 (2.7)

donde ϕi (qi) de�ne la super�
ie del objeto (restri

ión) y Jϕi
(qi) = ∇ϕi (qi) ∈ R

1×n
es el gradiente

de di
ha super�
ie.

�

Observa
ión 1. [102℄ Si se 
al
ula ade
uadamente la restri

ión holonómi
a es posible identi�
ar

los requerimientos que debe satisfa
er la traye
toria de los robot para garantizar que los manipuladores

permane
erán en 
onta
to 
on la super�
ie del objeto.

�

Usando la rela
ión de 
inemáti
a dire
ta, que está en fun
ión de las variables arti
ulares qi ∈ R
n
,

de�nida 
omo:

xi = fi (qi) =

[
pi (qi)
φi (qi)

]

(2.8)

donde pi ∈ R
3
el ve
tor de posi
ión del i�ésimo sistema de referen
ia

∑

i ubi
ado en el efe
tor

�nal del i�ésimo robot manipulador, φi ∈ R
3
es el ve
tor de orienta
ión del i�ésimo efe
tor �nal,

xi ∈ R
6
denota las variables de posi
ión y orienta
ión 
artesiana. Se pueden rela
ionar a nivel


inemáti
o las velo
idades 
artesianas y arti
ulares por el Ja
obiano analíti
o Ji (qi) ∈ R
n×n

del

i�ésimo manipulador de la siguiente forma:

ẋi =
∂xi

∂qi

q̇i =
∂fi (qi)

∂qi

q̇i = Ji (qi) q̇i. (2.9)

La restri

ión (2.2) puede expresarse en las 
oordenadas del espa
io de trabajo de la siguiente forma:

ϕi (xi) = 0, (2.10)
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y equivalentemente, el Ja
obiano de las restri

iones en el espa
io de trabajo se 
al
ula derivando

(2.10)

Jϕxi (xi) =
∂ϕi (xi)

∂xi

= ∇ϕi (xi) (2.11)

donde Jϕxi (xi) ∈ R
1×n

.

Suposi
ión 3. [105℄ La restri

ión ϕi (xi) es diferen
iable en qi, lo que des
ribe la rela
ión entre

el gradiente en espa
io arti
ular y el gradiente en el espa
io de tarea, lo que puede expresarse 
omo

∂ϕi (xi)

∂qi

=
∂ϕi (xi)

∂xi

∂xi

∂qi

= Jϕxi (xi)Ji (qi) = Jϕi
(qi) . (2.12)

�

2.2. Prin
ipio de ortogonaliza
ión

El prin
ipio de ortogonaliza
ión es propuesto 
omo una extensión del 
ontrol híbrido de robots

manipuladores bajo restri

iones geométri
as. Este prin
ipio tiene la �nalidad de desa
oplar las 
om-

ponentes de fuerza de las 
omponentes de posi
ión y velo
idad [79, 102, 104, 106℄, ya que 
uando se

imprime una fuerza sobre una super�
ie rígida (restri

ión) y se realiza un desplazamiento sobre

ella, el ve
tor de velo
idad queda 
ontenido en un plano tangente (PT) al punto de 
onta
to (PC),

mientras que la fuerza apli
ada es perpendi
ular a di
ho plano [105℄, tal y 
omo se observa en la

Figura 2.3.

PSfrag repla
ements
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to.
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El desa
oplo de las señales se realiza introdu
iendo una matriz de proye

ión en 
oordenadas ar-

ti
ulares. Esta matriz es de�nida 
omo la proye

ión de la velo
idad y el error de posi
ión sobre

el plano tangente a la super�
ie en 
ada punto de 
onta
to instantáneo. Por lo tanto, las señales

residuales del error de posi
ión y la velo
idad se vuelven perpendi
ulares al ve
tor de fuerza, el 
ual

es normal a la super�
ie en 
oordenadas arti
ulares [79℄. Para preservar esta propiedad, la restri

ión

es manipulada para obtener dos subespa
ios ortogonales: el espa
io de fuerza Ωi y el de posi
ión Θi,

(ver Figura 2.3). Estos subespa
ios dan origen a dos transforma
iones que son usadas para obtener

una representa
ión ade
uada que permita eliminar términos 
ruzados en el análisis de estabilidad,

de manera que puedan formularse 
ontroladores sen
illos 
on pruebas de estabilidad simples, y 
on

propiedades de 
onvergen
ia de posi
ión y fuerza [69℄. La matriz de transforma
ión Qi (qi) proye
ta
a un ve
tor al subespa
io de posi
ión Θi, mientras que la matriz Pi (qi) lo proye
ta al subespa
io de

la fuerza Ωi, (ver Figura 2.3).

Con base en el prin
ipio de ortogonaliza
ión se puede enun
iar la siguiente propiedad:

Propiedad 1. [1, 107℄ El ve
tor q̇i puede ser es
rito de la siguiente forma:

q̇i = Qi (qi) q̇i + Pi (qi) q̇i = Qi (qi) q̇i, (2.13)

donde Pi (qi) = J+
ϕi
(qi)Jϕi

(qi) ∈ R
n×n

y Qi (qi) = I − Pi (qi) ∈ R
n×n


on rango (Qi) = n − 1; I

es la matriz identidad; J+
ϕi
(qi) = JT

ϕi
(qi)

[
Jϕi

(qi)J
T
ϕi
(qi)

]−1 ∈ R
n×1

es la pseudo inversa de Moore�

Penrose. J+
ϕi
(qi) y Qi (qi) son ortogonales, es de
ir, Qi (qi)J

+
ϕi
(qi) = O y Qi (qi)J

T
ϕi
(qi) = O.

Obsérvese que ϕi (qi) = 0, enton
es Jϕi
(qi) q̇i = 0, Qi (qi) q̇i = q̇i y Pi (qi)J

T
ϕi
(qi) = JT

ϕi
(qi).

�

Suposi
ión 4. [102℄ Se puede 
onsiderar que existen 
onstantes �nitas positivas c0i y c1i tal que
satisfa
en

c0i , máx
∀qi∈Rn

‖J+
ϕi (qi) ‖ (2.14)

c1i , máx
∀qi∈Rn

‖Jϕi (qi) ‖ (2.15)

�

La Suposi
ión 4 es bastante razonables para robots 
on arti
ula
iones de revolu
ión, puesto que los

elementos de qi apare
en 
omo argumentos de fun
iones trigonométri
as (senos y 
osenos). Esta es

la razón de que (2.14) y (2.15) sean válidas.

Observa
ión 2. [105℄ De igual forma, el ve
tor ẋi puede expresarse 
omo:

ẋi = Qxi (xi) ẋi + Pxi (xi) ẋi = Qxi (xi) ẋi, (2.16)


on Qxi (xi) = I − J+
ϕxi

(qi)Jϕxi (qi) donde rango (Qxi) = n − 1; Pxi = J+
ϕxi

(xi)Jϕxi (xi). Una vez

más J+
ϕxi

(xi) y Qxi (xi) son ortogonales. �
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Se 
onsidera que la traye
toria deseada 
umple 
on la restri

ión (2.10), es de
ir, ϕxi (xdi) = 0, por

lo que el error de seguimiento se de�ne 
omo:

x̃i = xi − xdi

= Qxi (xi)xi + Pxi (xi)xi −Qxi (xdi)xdi − Pxi (xdi)xdi. (2.17)

He
ho 1. [105℄ Para errores lo su�
ientemente pequeños es posible obtener la siguiente aproxi-

ma
ión:

x̃i ≈ Qxi (xi) [xi − xdi ] = Qxi (xi) x̃i. (2.18)

donde Qxi (xi) ∈ R
n×n

proye
ta a x̃i ∈ R
n
en el sub�espa
io de la posi
ión Θi. Además, para (2.16)

se 
umple:

˙̃xi ≈ Qxi (xi) [ẋi − ẋdi ] = Qxi (xi) ˙̃xi. (2.19)

Esto signi�
a que un análisis de estabilidad lo
al puede realizarse en una región lo su�
ientemente

pequeña alrededor de x̃i = 0, donde (2.18) y (2.19) se satisfa
en. En la Figura 2.4(a), se observa el


aso donde el error de seguimiento es grande, mientras que en la Figura 2.4(b) se puede observar que

x̃i tiende a ser tangente a la super�
ie mientras se vuelve más pequeña [77℄.
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Debe tenerse en 
uenta que por simpli
idad para ilustrar esta suposi
ión se usan las 
oordenadas del

espa
io de trabajo. Sin embargo, se puede llegar a la misma 
on
lusión en 
oordenadas arti
ulares,

es de
ir, si existe una ηi lo su�
ientemente pequeña tal que si

‖q̃i‖ ≤ ηi (2.20)

enton
es

q̃i ≈ Qi (qi) q̃i (2.21)

˙̃qi ≈ Qi (qi) ˙̃qi, (2.22)

manteniéndose válido para errores q̃i lo su�
ientemente pequeños.

�

El uso del prin
ipio de ortogonaliza
ión permite desa
oplar la ley de 
ontrol en dos subespa
ios orto-

gonales: uno para la posi
ión y otro para la fuerza, los 
uales, aunque estén desa
oplados, no pueden

ser tratados 
omo problemas independientes, puesto que la fuerza apli
ada por los manipuladores es

el resultado del movimiento del manipulador, y los errores de movimiento son resultado de la fuerza

de rea

ión sobre los efe
tores �nales 
ausada por los manipuladores [102℄.

Suposi
ión 5. [102℄ Se asume que Qi (qi)Λi = ΛiQi (qi) donde Λi > O ∈ R
n×n

.

�

2.3. Dinámi
a

Un robot manipulador que intera
túa 
on su entorno puede ser modelado por un 
onjunto de

e
ua
iones diferen
iales algebrai
as no lineales que provienen de apli
ar la formula
ión de Euler�

Lagrange [108℄. Considérese un sistema 
ooperativo formado por l robots 
uyo objetivo es manipular

un objeto, por lo que la posi
ión del efe
tor �nal de 
ada uno de ellos queda geométri
amente res-

tringida [102℄.

Suposi
ión 6. [68, 102℄ El objeto manipulado es rígido y no sufre deforma
iones 
uando es

sujetado.

�

El 
uerpo a ser manipulado se debe modelar usando un 
onjunto de restri

iones holonómi
as homo-

géneas, e
ua
ión (2.3), las 
uales restringen el movimiento del robot manipulador en 
ada punto de


onta
to provo
ando una redu

ión de los grados de libertad de movimiento en el sistema 
oopera-

tivo debido a que el efe
tor �nal de 
ada uno de los manipuladores debe mantener el 
onta
to 
on el

objeto, por lo que no se puede mover en todas las dire

iones [102℄.

Suposi
ión 7. [68℄ Las restri

iones de movimiento impuestas sobre el sistema 
ooperativo son

holonómi
as y homogéneas.

�
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Los grados de libertad de movimiento perdidos se 
onvierten en fuerzas de 
onta
to por lo que deben

ser in
luidas en la dinámi
a de 
ada uno de los robots que forman el sistema 
ooperativo [109℄. Debe

tenerse en 
uenta que 
on la de�ni
ión ade
uada de las restri

iones holonómi
as homogéneas la

dinámi
a del objeto no tiene que ser 
al
ulada explí
itamente para 
ontrolar un sistema 
ooperativo.

Desde luego, implí
itamente se debe tomar en 
uenta sus dimensiones, peso, et
étera [102℄.

2.3.1. Modelo dinámi
o del sistema 
ooperativo

Considérese un sistema 
ooperativo formado por dos robots, 
ada uno 
on n grados de libertad y 1
restri

iones, donde n > 1 para i = 1, 2; 
uya tarea es manipular un objeto (Figura 2.5). Se asume

ni = n y ci = 1. En el 
entro de masa del objeto se en
uentra el sistema de referen
ia

∑

C 
uya

posi
ión en el mar
o de referen
ia de la base (sistema de referen
ia �jo)

∑

0 está dada por el ve
tor

pC ∈ R
n
, mientras que pi ∈ R

n
des
ribe la posi
ión de los puntos de 
onta
to entre los efe
tores y

el objeto, todo expresado en el sistema de 
oordenadas

∑

0. El sistema de referen
ia �jo al i�ésimo

efe
tor �nal del i�ésimo robot manipulador es

∑

i [13, 102℄. El modelo dinámi
o del sistema es

Hi (qi) q̈i +Ci (qi, q̇i) q̇i +Diq̇i + gi (qi) = τi + JT
i (qi)F i (2.23)

donde qi ∈ R
n
es el ve
tor de 
oordenadas arti
ulares generalizadas; Hi (qi) ∈ R

n×n
es la matriz de

masas e iner
ias, la 
ual es simétri
a y positiva de�nida; Ci (qi, q̇i) q̇i ∈ R
n
es el ve
tor de Coriolis y

fuerza 
entrípeta;Di ∈ R
n×n

es una matriz diagonal positiva semide�nida que des
ribe los 
oe�
ientes

de fri

ión vis
osa en las arti
ula
iones; gi (qi) ∈ R
n
es el par gravita
ional; τi ∈ R

n
es el ve
tor de

pares que a
túan en las arti
ula
iones, [110℄; Ji (qi) ∈ R
n×n

es el Ja
obiano analíti
o del manipulador

y F i ∈ R
n
des
ribe las fuerzas y momentos apli
ados por el efe
tor �nal en el punto de 
onta
to.

PSfrag repla
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Figura 2.5: Sistemas de referen
ia del sistema 
ooperativo
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El término JT
i (qi)F i es el par debido a la intera

ión 
on el medio, es de
ir, es la fuerza total

apli
ada por los efe
tores 
omo resultado de los torques en las arti
ula
iones, [42℄. Téngase en 
uenta

que el efe
tor �nal de estos manipuladores sostienen un objeto, por lo tanto, la posi
ión relativa

(efe
tores�objeto) no 
ambia durante la eje
u
ión del 
ontrol.

Suposi
ión 8. [102℄ Los brazos robots no entran en 
on�gura
iones singulares durante toda la

tarea. �

La fuerza F i está formada por dos elementos, JT
ϕxi

(qi)λi des
ribe la fuerza que permiten sujetar el

objeto y fi determina la fuerza que permite moverlo, por lo que está de�nida de la siguiente forma:

F i = JT
ϕxi

(qi)λi + fi (2.24)

donde λi ∈ R son los multipli
adores de Lagrange que representan la magnitud de la fuerza de


onta
to; Jϕxi (qi) ∈ R
1×n

des
ribe la dire

ión de di
ha fuerza (normal al punto de 
onta
to); y

fi ∈ R
n
es la fuerza iner
ial debido al movimiento del objeto.

Al sustituir (2.12) y (2.24) en (2.23) se tiene

Hi (qi) q̈i +Ci (qi, q̇i) q̇i +Diq̇i + gi (qi) = τi + JT
ϕi
(qi)λi + JT

i (qi) fi (2.25)

donde Jϕi
(qi) ∈ R

1×n
.

Por simpli
idad se 
onsidera que todos los robots tienen arti
ula
iones rota
ionales, lo que permite

enun
iar las siguientes propiedades:

Propiedad 2. [1, 107℄ Hi (qi) satisfa
e

λhi‖xi‖2 ≤ xT
i Hi (qi)xi ≤ λHi

‖xi‖2 ∀qi,xi ∈ R
n

(2.26)

donde λhi , mı́n
∀qi∈Rn

λmini (Hi (qi)), λHi
, max

∀qi∈Rn

λmaxi (Hi (qi)), y 0 < λhi ≤ λHi
< ∞.

�

Propiedad 3. [1,107℄ Con la apropiada de�ni
ión de Ci (qi, q̇i), la matriz

[

Ḣi (qi)− 2Ci (qi, q̇i)
]

es antisimétri
a.

�

Propiedad 4. [1, 107℄ El ve
tor Ci (qi,xi)yi satisfa
e Ci (qi,xi)yi = Ci (qi,yi)xi ∀xi,yi ∈ R
n
.

�
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2.3.2. Modelo del objeto

Sea un objeto de masa m 
uyo movimiento se produ
e por la apli
a
ión de las fuerzas F 1 y F2, tal y


omo se observa en el diagrama de 
uerpo libre des
rito en la Figura 2.6. La e
ua
ión de movimiento

del objeto en 
oordenadas arti
ulares se de�ne 
omo:

mJi (qi) q̈i +mJ̇i (qi) q̇i = F1 −F 2 (2.27)

donde m ∈ R es la masa del objeto.

PSfrag repla
ements

F1

F2m

Figura 2.6: Diagrama de 
uerpo libre

Suposi
ión 9. Cuando los manipuladores mueven el objeto, éste no rota, es de
ir, sólo se 
onsidera

el movimiento de trasla
ión del objeto.

�

2.3.3. Fuerza de 
onta
to

Los multipli
adores de Lagrange λi ∈ R representan la magnitud de la fuerza de 
onta
to, mientras

que Jϕxi (qi) ∈ R
n
des
ribe la dire

ión de di
ha fuerza, la 
ual es normal al punto de 
onta
to [102℄,

tal y 
omo se de�ne en (2.24).

Suposi
ión 10. JT
ϕx1

(q1) λ1 y JT
ϕx2

(q2) λ2 son 
olineales, tienen la misma magnitud pero en sentido

opuesto, tal y 
omo se observa en la Figura 2.6, es de
ir

JT
ϕx1 (q1) λ1 − JT

ϕx2 (q2)λ2 = 0. (2.28)

�

Para 
umplir 
on la Suposi
ión 10 es ne
esario realizar la etapa de planea
ión. Debe tenerse en


uenta que se 
ono
e la ubi
a
ión del 
entro de masa del objeto, no así su peso, el 
ual está referido

al sistema de referen
ia �jo 
olo
ado en la base del robot. Para llegar a la ve
indad del punto de


onta
to se realiza un 
ontrol en movimineto libre y de ahí se pro
ede a apli
ar la misma fuerza sobre

el objeto para sujetarlo.



22 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Suposi
ión 11. La fuerza apli
ada en el punto de 
onta
to (multipli
ador de Lagrange) λi y su

derivada

d

dt

(

λi

)

pertene
en a L∞. �

La validéz de la Suposi
ión 11 se debe a que la fuerza apli
ada por los manipuladores físi
amente

es �nita.

Condi
ión 1 (Condi
ión de no deslizamiento). Para que no exista deslizamiento, la fuerza de


onta
to debe 
umplir 
on

λ ≥ mg

2µ
(2.29)

donde µ es el 
oe�
iente de fri

ión estáti
o, g = 9.81
m

s2
.

�



Capítulo 3

Control de posi
ión/fuerza 
on estima
ión

de masa

En este 
apítulo se presenta un algoritmo de 
ontrol de seguimiento de posi
ión y fuerza empleando

un estimador de masa usado en un sistema 
ooperativo formado por dos robots manipuladores. Cabe

señalar que un algoritmo de 
ontrol de seguimiento de posi
ión en movimiento libre (sin restri

iones) es

usado 
on la �nalidad de mover los robots desde su posi
ión ini
ial hasta to
ar el objeto; mientras que el

esquema de 
ontrol propuesto es usado para manipular el objeto (movimiento restringido). Una vez que

termina la manipula
ión se vuelve a usar el algoritmo de 
ontrol en movimiento libre para llevar de regreso

a los robots a su posi
ión original. El 
ontrol propuesto garantiza 
onvergen
ia asintóti
a a 
ero de los

errores de posi
ión y fuerza. Las propiedades de estabilidad del sistema 
ooperativo en lazo 
errado 
on la

ley de 
ontrol propuesta se prueban por medio de un análisis de estabilidad basado en el método dire
to

de Lyapunov y en algunas propiedades del sistema 
ooperativo.

3.1. Control propuesto

Para el análisis del 
ontrolador de posi
ión/fuerza se asume n1 = n2 = n y ci = 1. Además, se de�nen

las siguientes variables auxiliares

∆λi , λi − λdi (3.1)

∆Fi ,

∫ t

0

∆λidτ (3.2)

∆m , m̂−m (3.3)

q̃i , qi − qdi (3.4)

si , q̇i − q̇ri (3.5)

donde qdi ∈ R
n
es la traye
toria deseada la 
ual es suave y a
otada satisfa
iendo ϕi (qdi) = 0, qri ∈ R

n

es la señal de referen
ia nominal, λdi > 0 es la fuerza deseada apli
ada por 
ada manipulador sobre

el objeto, (̃·) y ∆(·) representan el error de (·) y (̂·) es el valor estimado de (·).

23
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Se de�ne la siguiente señal de referen
ia nominal

q̇ri , Qi (qi) [q̇di −Λiq̃i] + ξiJ
+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi) (3.6)

donde ξi > 0, Λi > O ∈ R
n×n

, Pi (qi) = J+
ϕi
(qi)Jϕi

(qi) ∈ R
n×n

y Qi (qi) = I − Pi (qi) ∈ R
n×n


on rango (Qi) = n − 1; I es la matriz identidad; J+
ϕi
(qi) = JT

ϕi
(qi)

[
Jϕi

(qi)J
T
ϕi
(qi)

]−1 ∈ R
n
es la

pseudoinversa de Moore�Penrose.

Sustituyendo (2.13) y (3.6) en (3.5) se tiene

si = Qi (qi) q̇i −Qi (qi) [q̇di −Λiq̃i]− ξiJ
+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

= Qi (qi) [q̇i − q̇di +Λiq̃i]− ξiJ
+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

= Qi (qi)
[

˙̃qi +Λiq̃i

]

︸ ︷︷ ︸

spi

+
[
−ξiJ

+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

]

︸ ︷︷ ︸

sfi

(3.7)

donde spi y sfi son ortogonales.

Derivando (3.6) se obtiene

q̈ri , Q̇i (qi, q̇i) [q̇di −Λiq̃i]+Qi (qi)
[

q̈di −Λi
˙̃qi

]

+ξiJ̇
+
ϕi
(qi, q̇i) tanh (∆Fi)+ξiJ

+
ϕi
(qi) sech

2 (∆Fi)∆λi

(3.8)

donde Q̇i(qi, q̇i) ∈ R
n×n

se de�ne de la siguiente forma

Q̇i (qi, q̇i) =
∂Qi (qi)

∂qi

q̇i =









∂a11 (qi)

∂qi

q̇i . . .
∂a1n (qi)

∂qi

q̇i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂an1 (qi)

∂qi

q̇i . . .
∂ann (qi)

∂qi

q̇i









(3.9)


on ajk elementos de Qi (qi) , j, k = 1, . . . , n [1, 107℄, y J̇+
ϕi
(qi, q̇i) ∈ R

n
se de�ne de la misma forma

que Q̇ (qi, q̇i) en (3.9).

Ahora bien, 
onsiderando i = 1, 2 de (2.24) se obtiene

F1 =JT
ϕx1 (q1)λ1 + f1 (3.10)

F2 =JT
ϕx2 (q2)λ2 + f2. (3.11)

Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (2.27) se tiene

mJi (qi) q̈i +mJ̇i (qi) q̇i = f1 − f2 + JT
ϕx1 (q1) λ1 − JT

ϕx2 (q2) λ2. (3.12)
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Apli
ando la Suposi
ión 10 se puede redu
ir (3.12) a

mJi (qi) q̈i +mJ̇i (qi) q̇i = f1 − f2. (3.13)

Despejando f1 y f2 de (3.13) se tiene

f1 = −mJi (qi) q̈i +mJ̇i (qi) q̇i + f2 (3.14)

f2 = −mJi (qi) q̈i −mJ̇i (qi) q̇i + f1. (3.15)

Sustituyendo (3.14) en (2.25) para i = 1 se tiene

H1 (q1) q̈1 +C1 (q1, q̇1) q̇1 +D1q̇1 + g1 (q1) =+τ1 + JT
ϕ1

(q1)λ1 + JT
1 (q1)

[

mJ1 (q1) q̈1 +mJ̇1 (q1) q̇1

]

+ JT
1 (q1)f2. (3.16)

Sustituyendo (3.15) en (2.25) para i = 2 se tiene

H2 (q2) q̈2 +C2 (q2, q̇2) q̇2 +D2q̇2 + g2 (q2) =+τ2 + JT
ϕ2

(q2)λ2 − JT
2 (q2)

[

mJ2 (q2) q̈2 +mJ̇2 (q2) q̇2

]

+ JT
2 (q2)f1. (3.17)

Se propone la siguiente ley de 
ontrol para i = 1

τ1 =+H1 (q1) q̈r1 +C1 (q1, q̇1) q̇r1 +D1q̇r1 + g1 (q1)− JT
ϕ1

(q1) [λd1 − ξ1 tanh (∆F1)]− JT
1 (q1)f2

− JT
1 (q1)

[

β1 + m̂J1 (q1) q̈1 + m̂J̇1 (q1) q̇1

]

−K1s1, (3.18)


on β1 por de�nir.

Se propone la siguiente ley de 
ontrol para i = 2

τ2 =+H2 (q2) q̈r2 +C2 (q2, q̇2) q̇r2 +D2q̇r2 + g2 (q2)− JT
ϕ2

(q2) [λd2 − ξ2 tanh (∆F2)]− JT
2 (q2)f1

+ JT
2 (q2)

[

β2 + m̂J2 (q2) q̈2 + m̂J̇2 (q2) q̇2

]

−K2s2, (3.19)


on β2 por de�nir.
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Sustituyendo (3.1), (3.3) y (3.18) en (3.16) se puede 
al
ular la dinámi
a en lazo 
errado de la

siguiente forma

H1 (q1) ṡ1 +C1 (q1, q̇1) s1 +D1s1 =−K1s1 + JT
ϕ1

(q1) [∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)]

− JT
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

. (3.20)

Sustituyendo (3.1), (3.3) y (3.19) en (3.17) se puede 
al
ular la dinámi
a en lazo 
errado de la

siguiente forma

H2 (q2) ṡ2 +C2 (q2, q̇2) s2 +D2s2 =−K2s2 + JT
ϕ2

(q2) [∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)]

+ JT
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

. (3.21)

De (3.20) se despeja H1 (q1) ṡ1

H1 (q1) ṡ1 =−C1 (q1, q̇1) s1 −D1s1 −K1s1 + JT
ϕ1

(q1) [∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)]

− JT
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

. (3.22)

De (3.21) se despeja H2 (q2) ṡ2

H2 (q2) ṡ2 =−C2 (q2, q̇2) s2 −D2s2 −K2s2 + JT
ϕ2

(q2) [∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)]

+ JT
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

. (3.23)

El ve
tor de estados se de�ne 
omo

x =

[
xa

∆m

]

=









s1
s2
∆F1

∆F2

∆m









(3.24)

para (3.2), (3.22) y (3.23) donde ∆m, de�nida en (3.3), es el error paramétri
o 
uya dinámi
a está

dada por (3.57).

La idea prin
ipal del diseño del 
ontrolador es mostrar que, 
uando ‖xa‖ tiende a 
ero, los errores

de seguimiento q̃i, ˙̃qi y ∆λi también tenderán a 
ero.
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Se propone la siguiente fun
ión de�nida positiva

V =
1

2

[

sT1H1 (q1) s1+msT1 s1+2ξ1 ln [cosh (∆F1)]+sT2H2 (q2) s2+msT2 s2+2ξ2 ln [cosh (∆F2)]+γ∆m2

]

(3.25)

la 
ual, para fa
ilitar el análisis, se puede separar de la siguiente forma V = V1 + V2 + V3 tal que:

V1 =
1

2

[
sT1H1 (q1) s1 +msT1 s1

]
+ ξ1 ln [cosh (∆F1)] (3.26)

V2 =
1

2

[
sT2H2 (q2) s2 +msT2 s2

]
+ ξ2 ln [cosh (∆F2)] (3.27)

V3 =
1

2
γ∆m2

(3.28)

donde ξ1, ξ2 > 0 y γ > 0. Derivando (3.26)

V̇1 = sT1H1 (q1) ṡ1 +
1

2
sT1 Ḣ1 (q1) s1 + ξ1 tanh (∆F1)∆λ1 +msT1 ṡ1. (3.29)

Sustituyendo (3.22) en (3.29)

V̇1 =+sT1

[

−JT
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

−C1 (q1, q̇1) s1 −D1s1 −K1s1

+JT
ϕ1

(q1) [∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)]
]
+

1

2
sT1 Ḣ1 (q1) s1 + ξ1 tanh (∆F1)∆λ1 +msT1 ṡ1. (3.30)

A
omodando (3.30) y apli
ando la propiedad de antisimetría (Propiedad 3) se tiene

V̇1 =− sT1D1s1 − sT1K1s1 + sT1 J
T
ϕ1

(q1) [∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)] + ξ1 tanh (∆F1)∆λ1 +msT1 ṡ1

− sT1 J
T
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

. (3.31)

Usando la Propiedad 1 y (3.7) se obtiene

Jϕi
(qi) si = +Jϕi

(qi)Qi (qi)
[

˙̃qi +Λiq̃i

]

− ξiJϕi
(qi)J

+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

= −ξiJϕi
(qi)J

+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi) (3.32)
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omo J+
ϕi
(qi) = JT

ϕi
(qi)

[
Jϕi

(qi)J
T
ϕi
(qi)

]−1
se puede rees
ribir (3.32) de la siguiente forma

Jϕi
(qi) si =− ξiJϕi

(qi)J
T
ϕi
(qi)

[
Jϕi

(qi)J
T
ϕi
(qi)

]−1
tanh (∆Fi)

=− ξiJϕi
(qi)J

T
ϕi
(qi)J

−T
ϕi

(qi)J
−1
ϕi

(qi) tanh (∆Fi)

=− ξi tanh (∆Fi) . (3.33)

Sustituyendo (3.33) en el término de fuerza sTi J
T
ϕi
(qi) [∆λi + ξi tanh (∆Fi)] se tiene

sTi J
T
ϕi
(qi) [∆λi + ξi tanh (∆Fi)] =− ξi tanh (∆Fi) [∆λi + ξi tanh (∆Fi)]

=− ξi tanh (∆Fi)∆λi − ξ2i tanh
2 (∆Fi) . (3.34)

Sustituyendo (3.34) en (3.31) se tiene

V̇1 =− sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− sT1 J

T
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

+msT1 ṡ1. (3.35)

Sustituyendo (3.5) en (3.35) se tiene

V̇1 =− sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− sT1 J

T
1 (q1)

[

β1 +∆mJ1 (q1) q̈1 +∆mJ̇1 (q1) q̇1

]

+ sT1 [mq̈1 −mq̈r1] . (3.36)

De (3.13) se despeja mq̈i

mq̈i = J−1
i (qi)

[

f1 − f2 −mJ̇i (qi) q̇i

]

. (3.37)

Sustituyendo para i = 1 (3.37) en (3.36)

V̇1 =+sT1

[

J−1
1 (q1) [f1 − f2]−mJ−1

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 −mq̈r1 − JT
1 (q1)β1 −∆mJT

1 (q1)J1 (q1) q̈1

−∆mJT
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

]

− sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1) . (3.38)

De�niendo

JT
1 (q1)β1 = J−1

1 (q1) [f1 − f2]− m̂J−1
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 − m̂q̈r1 +KD1

s1. (3.39)
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Sustituyendo (3.3) y (3.39) en (3.38)

V̇1 =+sT1

[

J−1
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 + q̈r1 − JT

1 (q1)J1 (q1) q̈1 − JT
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

]

∆m

− sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− sT1KD1

s1. (3.40)

Se de�ne

Y1∆m =
(

J−1
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 + q̈r1 − JT

1 (q1)J1 (q1) q̈1 − JT
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

)

∆m. (3.41)

Así se tiene

V̇1 = −sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− sT1KD1

s1 + sT1Y1∆m. (3.42)

Derivando (3.27)

V̇2 = sT2H2 (q2) ṡ2 +
1

2
sT2 Ḣ2 (q2) s2 + ξ2 tanh (∆F2)∆λ2 +msT2 ṡ2. (3.43)

Sustituyendo (3.23) en (3.43)

V̇2 =+sT2

[

JT
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

−C2 (q2, q̇2) s2 −D2s2 −K2s2

+JT
ϕ2

(q2) [∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)]
]
+

1

2
sT2 Ḣ2 (q2) s2 + ξ2 tanh (∆F2)∆λ2 +msT2 ṡ2. (3.44)

A
omodando (3.44) y apli
ando la propiedad de antisimetría (Propiedad 3) se tiene

V̇2 =− sT2D2s2 − sT2K2s2 + sT2 J
T
ϕ2

(q2) [∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)] + ξ2 tanh (∆F2)∆λ2 +msT2 ṡ2

+ sT2 J
T
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

. (3.45)

Usando (3.34) en (3.45) se obtiene

V̇2 =− sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2) + sT2 J

T
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

+msT2 ṡ2. (3.46)
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Sustituyendo (3.5) en (3.46) se tiene

V̇2 =− sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2) + sT2 J

T
2 (q2)

[

β2 +∆mJ2 (q2) q̈2 +∆mJ̇2 (q2) q̇2

]

+ sT2 [mq̈2 −mq̈r2] . (3.47)

Sustituyendo para i = 2 (3.37) en (3.47)

V̇2 =+sT2

[

J−1
2 (q2) [f1 − f2]−mJ−1

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 −mq̈r2 − JT
2 (q2)β2 −∆mJT

2 (q2)J2 (q2) q̈2

−∆mJT
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

]

− sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2) . (3.48)

De�niendo

JT
2 (q2)β2 = J−1

2 (q2) [f1 − f2]− m̂J−1
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 − m̂q̈r2 +KD2

s2. (3.49)

Sustituyendo (3.3) y (3.49) en (3.48)

V̇2 =+sT2

[

J−1
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 + q̈r2 − JT

2 (q2)J2 (q2) q̈2 − JT
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

]

∆m

− sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2)− sT2KD2

s2. (3.50)

Se de�ne

Y2∆m =
(

J−1
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 + q̈r2 − JT

2 (q2)J2 (q2) q̈2 − JT
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

)

∆m. (3.51)

Así se tiene

V̇2 = −sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2)− sT2KD2

s2 + sT2Y2∆m. (3.52)

Se deriva (3.28)

V̇3 = γ∆m
d

dt

(

∆m

)

(3.53)

Se suma (3.42), (3.52) y (3.53) para analizar la dinámi
a 
ompleta del sistema de lazo 
errado

V̇ =− sT1D1s1 − sT1K1s1 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− sT1KD1

s1 + sT1Y1∆m+ γ∆m
d

dt

(

∆m

)

− sT2D2s2 − sT2K2s2 − ξ22 tanh
2 (∆F2)− sT2KD2

s2 + sT2Y2∆m. (3.54)
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Se realiza la siguiente asigna
ión

Kai = Di +Ki +Kdi. (3.55)

Fa
torizando (3.54) se tiene

V̇ =− sT1Ka1s1 − sT2Ka2s2 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− ξ22 tanh

2 (∆F2) +

[

Y T
1 s1 + Y T

2 s2 + γ
d

dt

(

∆m

)]

∆m.

(3.56)

Se propone la siguiente ley de adapta
ión

˙̂m = −1

γ

[
Y T

1 s1 + Y T
2 s2

]
(3.57)

puesto que m es 
onstante se tiene

d

dt

(

∆m

)

= ˙̂m.

Finalmente, sustituyendo (3.57) en (3.56) se obtiene

V̇ = −sT1Ka1s1 − sT2Ka2s2 − ξ21 tanh
2 (∆F1)− ξ22 tanh

2 (∆F2) ≤ 0. (3.58)

donde V̇ es negativa semi�de�nida, esto impli
a que el estado x, de�nido en (3.24), está a
otado.

Para probar que V̇ → 0 y 
on ello s1, s2,∆F1 y ∆F2 → 0 se usa el siguiente lema.

Lema 4.3 (Lyapunov�Like Lemma) [111℄ Si una fun
ión es
alar V (x, t) 
umple 
on las

siguientes 
ondi
iones

V (x, t) está a
otada por abajo

V̇ (x, t) es semi�de�nida negativa

V̇ (x, t) es uniformemente 
ontinua en el tiempo

enton
es V̇ (x, t) → 0 
onforme t → ∞.

�

Por el Lema 4.3 (Lyapunov�Like Lemma) de [111℄, V̇ → 0 
uando t → ∞, si (3.58) es unifor-

memente 
ontinua. Una 
ondi
ión su�
iente para que (3.58) sea 
onsiderada 
omo uniformemente


ontinua es que su derivada, es de
ir V̈ , esté a
otada.
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Bajo esta premisa se deriva (3.58) tal que

V̈ =− 2ξ21 tanh (∆F1)
[
1− tanh2 (∆F1)

]
∆λ1 − 2ξ22 tanh (∆F2)

[
1− tanh2 (∆F2)

]
∆λ2

− 2sT1Ka1 ṡ1 − 2sT2Ka2ṡ2. (3.59)

Para determinar que V̈ está a
otada supóngase que los errores son lo su�
ientemente pequeños, tal

que se 
umplen (2.20), (2.21) y (2.22) bajo la Suposi
ión 5, por lo 
ual (3.7) se puede rees
ribir de

la siguiente forma

˙̃qi +Λiq̃i = si + ξiJ
+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi) . (3.60)

Ya que V̇ , e
ua
ión de�nida en (3.58), es negativa semi�de�nida, y esto impli
a que el estado x,

des
rito en (3.24), está a
otado, se puede 
on
luir que el lado dere
ho de (3.60) también está a
otado,

y debido a que el lado izquierdo de (3.60) es un �ltro lineal estable de primer orden enton
es q̃i y

˙̃qi también están a
otados. Adi
ionalmente, qi y q̇i están a
otadas debido a que por diseño qdi y q̇di

están a
otadas.

Multipli
ando (3.60) por q̃T
i se obtiene

q̃T
i
˙̃qi = q̃T

i si + ξiq̃
T
i J

+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)−Λi‖q̃i‖2. (3.61)

Ya que la derivada de q̃T
i q̃i se puede representar 
omo

d

dt

(

q̃T
i q̃i

)

= 2q̃T
i
˙̃qi =

d

dt

(

‖q̃i‖2
)

= 2‖q̃i‖
d

dt

(

‖q̃i‖
)

(3.62)

se puede de�nir la siguiente rela
ión

q̃T
i
˙̃qi = ‖q̃i‖

d

dt

(

‖q̃i‖
)

. (3.63)

Sustituyendo (3.63) en (3.61) se tiene

‖q̃i‖
d

dt

(

‖q̃i‖
)

= q̃T
i si + ξiq̃

T
i J

+
ϕi
(qi) tanh (∆Fi)−Λi‖q̃i‖2. (3.64)

Considerando (2.14) y las siguientes rela
iones

ξ̄i , λmáx {ξi} (3.65)

λΛi , λmı́n {Λi} (3.66)

| tanh (∆Fi) | ≤ |∆Fi|, (3.67)
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se puede rees
ribir (3.64) de la siguiente forma

‖q̃i‖
d

dt

(

‖q̃i‖
)

≤ ‖q̃i‖‖si‖+ ξ̄i‖q̃i‖c0i|∆Fi| − λΛi‖q̃i‖2. (3.68)

Dividiendo (3.68) entre ‖q̃i‖ se obtiene

d

dt

(

‖q̃i‖
)

≤ ‖si‖+ ξ̄ic0i|∆Fi| − λΛi‖q̃i‖ = ρmáx i − λΛi‖q̃i‖ (3.69)

donde

‖si‖+ ξ̄ic0i|∆Fi| ≤ ρmáx i ∀t (3.70)

donde ρmáx i existe ya que V̇ ≤ 0 siempre que los errores satisfa
en (2.21) y (2.22). Lo que se bus
a


on (3.69) son las 
ondi
iones que deben 
umplir las ganan
ias para garantizar que el He
ho 1 se


umple, es de
ir que la proye

ión del error por Qi (qi) es tangente a la traye
toria. Nótese que (3.69)
es válida solamente si 
umple (2.20) donde ηi es una 
onstante positiva lo su�
ientemente pequeña.

Por simpli
idad se 
onsidera η1 = η2 = η.

La solu
ión de (3.69) se obtiene usando el Lema de Compara
ión de [112℄ de la siguiente forma

‖q̃i‖ ≤ ‖q̃i(0)‖e−λΛit +

∫ t

0

e−λΛi(t−τ)ρmáx idτ

≤ e−λΛit

(

‖q̃i(0)‖+
∫ t

0

eλΛiτρmáx idτ

)

≤ e−λΛit

(

‖q̃i(0)‖+
ρmáx i

λΛi

eλΛiτ

∣
∣
∣
∣

t

0

)

≤ e−λΛit

(

‖q̃i(0)‖+
ρmáx i

λΛi
eλΛit − ρmáx i

λΛi

)

. (3.71)

De (3.71) se puede 
on
luir

‖q̃i‖ ≤ e−λΛit

(

‖q̃i(0)‖ −
ρmáx i

λΛi

)

+
ρmáx i

λΛi

≤ η ∀t ≥ 0. (3.72)

Por lo tanto, (2.20) se 
umple si

‖q̃i(0)‖ ≤ ρmáx i

λΛi
≤ η, (3.73)
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lo que impli
a que

ρmáx i ≤ λΛiη. (3.74)

Por simpli
idad se bus
a que

‖xa‖ ≤ xamáx, (3.75)

lo que 
onlleva a

‖si‖ ≤ xamáx (3.76)

‖∆Fi‖ ≤ xamáx. (3.77)

Sustituyendo (3.74), (3.76) y (3.77) en (3.70) se obtiene

xamáx ≤
λΛi

(
1 + ξ̄ic0i

)η. (3.78)

Esto signi�
a que la 
ota de xamáx debe ser lo su�
ientemente pequeña para garantizar que (2.20) se


umpla. En este 
aso, si ‖xa‖ tiende a 
ero, es 
laro de (3.69) que ‖q̃i‖ también tenderá a 
ero, lo

que 
onlleva a la 
onvergen
ia a 
ero de ‖ ˙̃qi‖.

Sin embargo, para que este análisis pueda ser válido falta hallar ‖xa‖ tal que se garanti
e que (2.20)

se 
umpla. Para lo 
ual se 
onsidera la siguiente 
ota

1

2
∆F 2

i ≤ 2 ln (cosh (∆Fi)) ≤ ∆F 2
i . (3.79)

Nótese que V , des
rita en (3.25), satisfa
e

1

2

(

λh1‖s1‖2 +
1

2
|∆F1|2 + λh2‖s2‖2 +

1

2
|∆F2|2 + γ|∆m|2

)

≤

V

≤ 1

2

(

λH1‖s1‖2 + |∆F1|2 + λH2‖s2‖2 + |∆F2|2 + γ|∆m|2
)

, (3.80)

por lo que se pueden de�nir

ε1 = mı́n
∀q∈Rn

{

λh1,
1

2
, λh2

}

(3.81)

ε2 = máx
∀q∈Rn

{

λH1, 1, λH2

}

. (3.82)
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De tal forma que, de a
uerdo 
on (3.24) y (3.80), se tiene

1

2

[

ε1‖xa‖2 + γ|∆m|2
]

≤ V ≤ 1

2

[

ε2‖xa‖2 + γ|∆m|2
]

. (3.83)

Se observa que (3.83) siempre se 
umple, pero si V̇ ≤ 0 enton
es también se satisfa
e

1

2

[

ε1‖xa‖2 + γ|∆m|2
]

≤ V ≤ V (0) ≤ 1

2

[

ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2
]

. (3.84)

Puesto que

1

2
ε1‖xa‖2 ≤

1

2

[

ε1‖xa‖2 + γ|∆m|2
]

(3.85)

se puede rede�nir (3.84) de la siguiente forma

1

2
ε1‖xa‖2 ≤ V ≤ V (0) ≤ 1

2

[

ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2
]

. (3.86)

Como lo que se bus
a es una 
ota para ‖xa‖ 
uando V̇ ≤ 0, por simpli
idad se impone la siguiente


ondi
ión

1

2
ε1‖xa‖2 ≤

1

2

[

ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2
]

≤ 1

2
ε1x

2
amáx, (3.87)

donde xamáx satisfa
e (3.78). Como se observa, de (3.87) se obtiene

1

2
ε1‖xa‖2 ≤

1

2
ε1x

2
amáx

‖xa‖ ≤ xamáx. (3.88)

Dado que se supone que (3.88) es 
ierta para toda t, se propone la siguiente 
ondi
ión

1

2
ε2‖xa(0)‖2 ≤

1

4
ε1x

2
amáx (3.89)

lo que impli
a que

‖xa(0)‖ ≤
√

1

2

ε1
ε2
xamáx ≤ xamáx (3.90)

donde ε2 > ε1.
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De tal forma que, de (3.87), ∆m(0) debe satisfa
er

1

2
γ|∆m(0)|2 ≤ 1

2
ε1x

2
amáx −

1

4
ε2
ε1
ε2
x2
amáx

≤ 1

2
ε1x

2
amáx −

1

4
ε1x

2
amáx

≤ 1

4
ε1x

2
amáx. (3.91)

Esto impone la siguiente 
ondi
ión sobre la ganan
ia γ

γ ≤ 1

2

ε1x
2
amáx

|∆m(0)|2 . (3.92)

Se debe men
ionar que no hay forma de garantizar a priori que se 
umpla (3.92), así que a lo más γ
solo se puede ha
er muy pequeña.

Por otro lado, 
onsiderando la rela
ión de fuerza, des
rita en (3.13), se puede despejar q̈i de la

siguiente forma

q̈i =
1

m
J−1
i (qi) [f1 − f2] + J̇−1

i (qi) q̇i. (3.93)

donde Ji (qi) es de rango 
ompleto, existe y está a
otada. Además, se supone que f1 y f2 están

a
otadas, luego enton
es, q̈i está a
otada.

Por otro lado, dado que por diseño las señales deseadas están a
otadas, se tiene que λdi está a
otada,

y de la Suposi
ión 11 se 
onsidera que λi está a
otada, por lo que ∆λi está a
otada.

Considerando (2.14), (2.15) y el he
ho que qi, q̇i, q̈i, qdi, q̇di, q̈di, q̃i, ˙̃qi, si,∆Fi y ∆λi están a
otadas

impli
a que q̇ri, de�nida en (3.6), y q̈ri, de�nida en (3.8), están a
otadas, lo que a su vez signi�
a que

ṡi está a
otada. Lo que permite 
on
luir que V̈ , de�nida en (3.59), está a
otada.

Por el Lema 4.3 (Lyapunov�Like Lemma) se puede 
on
luir que V̇ , de�nida en (3.58), tiende a


ero 
uando t → ∞ ya que es uniformemente 
ontinua, puesto que su derivada V̈ , de�nida en (3.59),

está a
otada. Por lo tanto, s1 y s2 tienden a 
ero, lo que impli
a que q̃i y
˙̃qi también tienden a 
ero.

De igual forma ∆F1 y ∆F2 tienden a 
ero.

Para probar que ∆λi → 0 se usa el siguiente lema.

Lema 4.2 (Barbalat) [111℄ Si una fun
ión diferen
iable f (t) tiene un límite �nito 
onforme

t → ∞, y si ḟ (t) es uniformemente 
ontinua, enton
es ḟ (t) → 0 
onforme t → ∞.

�
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Por el Lema 4.2 (Barbalat) de [111℄, ∆λi → 0 
uando t → ∞, si ∆λi es uniformemente 
ontinua,

es de
ir, si su derivada

d

dt

(

∆λi

)

está a
otada. Partiendo de esta idea se deriva (3.1), tal que

d

dt

(

∆λi

)

=
d

dt

(

λi

)

− d

dt

(

λdi

)

. (3.94)

Se observa que (3.94) está a
otada ya que

d

dt

(

λdi

)

está a
otada por diseño y de la Suposi
ión 11

se tiene que

d

dt

(

λi

)

∈ L∞ está a
otada, por lo que

d

dt

(

∆λi

)

∈ L∞ está a
otada, de manera que se

puede 
on
luir que ∆λi tiende a 
ero 
uando t → ∞ ya que es uniformemente 
ontinua.

Teorema 1. Considérese la dinámi
a del sistema 
ooperativo dado por (2.25) en lazo 
errado 
on

la ley de 
ontrol des
rita en (3.18) y (3.19) y la ley de adapta
ión de�nida en (3.57), donde qdi

es una traye
toria deseada suave y a
otada en 
oordenadas arti
ulares; y 
uyas derivadas q̇di y q̈di,

también están a
otadas. Además, se supone que f1 y f2 están a
otadas. Considérese también (2.14),

(2.15), (3.65), (3.66), (3.67) y (3.79) tal que xamáx satisfa
e (3.78) siendo lo su�
ientemente pequeña

para garantizar que (2.20) se 
umpla. Además, teniendo en 
uenta la Suposi
ión 11 donde λi y

su derivada están a
otadas, y satisfa
iendo las 
ondi
iones impuestas (3.87), (3.88), (3.89), (3.90),

(3.91) y 
on una γ tal que se satisfa
e (3.92), enton
es si las siguientes 
ondi
iones se 
umplen

λmı́n (Kai) = δi (3.95)

|ξ̄1| =
√

δi (3.96)

las señales de error q̃i, ˙̃qi y ∆λi permane
en a
otadas y tienen 
onvergen
ia asintóti
a, es de
ir

ĺım
t→∞

q̃i = 0 (3.97)

ĺım
t→∞

˙̃qi = 0 (3.98)

ĺım
t→∞

∆λi = 0. (3.99)

�

La demostra
ión del Teorema 1 es dire
ta de todo el análisis realizado en el presente 
apítulo.
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En resumen, el Teorema 1 debe 
umplir las siguientes 
ondi
iones:

La 
ota de xamáx, de�nida en (3.78), debe ser lo su�
ientemente pequeña para garantizar que

‖q̃‖ ≤ η se 
umpla.

Para determinar la 
ota de ‖xa‖ 
uando V̇ ≤ 0, se impone la 
ondi
ión (3.87) donde xamáx

satisfa
e (3.78)

Dado que se supone que la 
ota ‖xa‖ ≤ xa es 
ierta para toda t, se propone la 
ondi
ión (3.89)

lo que impli
a (3.90) de tal forma que ∆m(0) debe satisfa
er (3.91). Esto impone la 
ondi
ión

(3.92) sobre la ganan
ia de adapta
ión γ. Sin embargo, no hay forma de garantizar a priori que

se 
umpla (3.92), así que a lo más solo se puede ha
er muy pequeña.



Capítulo 4

Resultados experimentales

En este 
apítulo se presentan los resultados experimentales que validan el desarrollo teóri
o del 
ontrolador

de posi
ión/fuerza y la estima
ión de la masa.

4.1. Des
rip
ión del sistema 
ooperativo

El sistema 
ooperativo está formado por dos robots industriales de la empresa CRS Roboti
s,

Figura 4.1. Los robots son el CRS�A255 (5 DOF) y el CRS�A465

1

(6 DOF).

PSfrag repla
ements

CRS�A255

CRS�A465

Objeto

Figura 4.1: Sistema 
ooperativo

1

Los datos té
ni
os de los robots se en
uentran en el Apéndi
e A

39
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Debe tenerse en 
uenta que sólo se usan las tres primeras arti
ula
iones de 
ada robot, mientras que

las arti
ula
iones restantes se bloquean me
áni
amente, es de
ir el sistema 
ooperativo experimental

está formado por dos manipuladores industriales, 
ada uno de ellos 
on ni = 3 grados de libertad

y 
on ci = 1 restri

iones originadas por el 
onta
to produ
ido al sujetar el objeto. Por lo tanto, el

número total de grados de libertad del sistema 
ooperativo es n =
∑2

i=1 ni = 6, 
on un número total

de c =
∑2

i=1 ci = 2 restri

iones. Además, 
ada arti
ula
ión es a

ionada por un motor de 
orriente


ontinua 
on 
odi�
adores ópti
os, 
uya dinámi
a se ha tomado en 
uenta en la implementa
ión

del 
ontrol�observador, tal y 
omo se expli
a en [113℄. Ambos manipuladores tienen un dispositivo

prote
tor de impa
to en el efe
tor �nal, y un sensor de fuerza de la mar
a JR3 In
.

2

, [114℄. Cada

efe
tor �nal tiene una herramienta inter
ambiable que se �ja en el sensor.

Los algoritmos de 
ontrol son eje
utados en una 
omputadora Intel Xeon E5462 
on un pro
esador

a 2.8 GHz 
on una tarjeta de adquisi
ión Compa
tRIO NI
RIO�9074 de la empresa National

Instruments 
on un tiempo de muestreo de 5 milisegundos. Los 
ontroladores son es
ritos enVisual

C ++ y se usan herramientas de LabWindows CVI. Las 
oordenadas generalizadas del sistema


ooperativo son la posi
ión, velo
idad y a
elera
ión; también las fuerzas que apare
en por el 
onta
to

del efe
tor �nal sobre el objeto rígido, y las fuerzas generalizadas de entrada o torques ejer
idos por

las arti
ula
iones [108℄.

4.2. Traye
toria deseada

La traye
toria deseada se genera 
on el propósito de guiar los movimientos del robot desde una


on�gura
ión a
tual a una posterior requerida. Comúnmente, las traye
torias se des
riben en el

espa
io opera
ional del robot y en seguida se utiliza la 
inemáti
a inversa para 
al
ular qdi, para

i = 1, 2 [115℄.

La traye
toria deseada es un 
ír
ulo en el plano yz de�nido 
omo

yd1 = yc1 + rsen (ω (t− ti)) (4.1)

zd2 = zc2 − r cos (ω (t− ti)) (4.2)

donde r es el radio, el 
entro del 
ír
ulo se de�ne 
omo (yc1, zc2), ti tiempo ini
ial, tf tiempo �nal,

ω es un polinomio de quinto orden que satisfa
e ω (ti) = ω (tf) = 0. Las derivadas de ω son 
ero

también en ti y tf [115℄.

4.3. Resultados experimentales

La tarea 
onsiste en tomar un objeto (grasping), seguir una traye
toria deseada apli
ando una fuerza

deseada y posteriormente, regresar el objeto en la posi
ión original. De esta manera, el movimiento

des
rito por el 
onjunto de robots se divide en dos partes: movimiento libre y movimiento restringido.

2

Los datos té
ni
os del sensor de fuerza se en
uentran en el Apéndi
e B
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El movimiento libre 
onsiste en llevar el extremo de 
ada manipulador a la posi
ión de 
onta
to (antes

del agarre), 
onsiderándose una fuerza 
ero, para lo 
ual se usa el algoritmo de 
ontrol de seguimiento

de posi
ión 
on un observador de velo
idad en movimiento libre (sin restri

iones) des
rito en [102℄.

Al realizar el 
onta
to 
on el objeto el movimiento restringido se realiza 
on el 
ontrol propuesto

en (3.18) y (3.19) y la ley de adapta
ión planteada en (3.57), es de
ir, en el movimiento restringido

(agarre del objeto) el efe
tor �nal se en
uentra en 
onta
to 
on la restri

ión o super�
ie y enton
es

se 
onsidera el movimiento 
on una fuerza apli
ada en el objeto. Una vez �nalizada la manipula
ión

se vuelve a usar el algoritmo de [102℄ para regresar los manipuladores a su posi
ión original.

Observa
ión 3. Los resultados presentados en este 
apítulo abar
an solamente los obtenidos al rea-

lizar el movimiento restringido 
uyo objetivo es sujetar el objeto de masa des
ono
ida y seguir una

traye
toria deseada. Los resultados del movimiento libre se reportan en [102℄.

�

En la Tabla 4.1 se muestran los valores usados en los experimentos.

Parámetro Valor Unidades

Centro de la traye
toria A255 (0.490, 0.550) [m℄

Centro de la traye
toria A465 (0.555, 0.550) [m℄

Radio 0.050 [m℄

Punto ini
ial de la traye
toria A255 (0.4900, 0.5027) [m℄

Punto ini
ial de la traye
toria A465 (0.5500, 0.5027) [m℄

Tiempo de eje
u
ión 18.000 [s℄

Masa del objeto 0.350 [Kg℄

Dimensiones del objeto 0.15 × 0.15 × 0.311 [m℄

Tabla 4.1: Parámetros usados en los experimento.

En los experimentos se 
onsidera que la ubi
a
ión del 
entro de masa del objeto es 
ono
ida no así

su peso. Los parámetros de la ley de 
ontrol y la señal de referen
ia se des
riben en la Tabla 4.2.

Parámetro A255 A465

Λi diag{150.00, 150.00, 20.000} diag{600.00, 600.00, 250.00}
Ki diag{8.0900, 8.0900, 0.8090} diag{14.562, 14.562, 3.2360}
KDi

diag{16.180, 16.180, 8.0900} diag{16.180, 16.180, 8.0900}
ξi 1.618 1.618

γ 0.007 0.007

Tabla 4.2: Ganan
ias

El esquema de 
ontrol ha sido programado 
on un tiempo de muestreo de 9 milisegundos. El expe-

rimento dura 18 segundos desde el momento que es sujetado el objeto. Antes, los robots están en

movimiento libre y no se tiene 
ontrol de fuerza; para ello se emplea el algoritmo de 
ontrol y el

observador de�nido en [102℄. Después de realizar la tarea los robots regresan a su posi
ión ini
ial en

movimiento libre.
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En las Figuras 4.2 y 4.3 se muestran los resultados experimentales para el seguimiento en 
oordenadas

arti
ulares de los robots A255 y A465, respe
tivamente.
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Figura 4.2: Seguimiento en 
oordenadas arti
ulares. Traye
toria deseada (−−−) y Traye
toria seguida
por el robot A255 (���)
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En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran los errores de seguimiento en 
oordenadas arti
ulares de los

robots A255 y A465, respe
tivamente.
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Figura 4.4: Error de seguimiento en 
oordenadas arti
ulares del robot A255
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Figura 4.5: Error de seguimiento en 
oordenadas arti
ulares del robot A465
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En las Figuras 4.6 y 4.7 se muestran los resultados experimentales para el seguimiento en 
oordenadas


artesianas de los robots A255 y A465, respe
tivamente.
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Figura 4.6: Seguimiento en 
oordenadas 
artesianas. Traye
toria deseada (− − −) y Traye
toria

seguida por el robot A255 (���)
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Figura 4.7: Seguimiento en 
oordenadas 
artesianas. Traye
toria deseada (− − −) y Traye
toria

seguida por el robot A465 (���)
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En las Figuras 4.8 y 4.9 se muestran los errores de seguimiento en 
oordenadas de los robots A255 y

A465, respe
tivamente.
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Figura 4.8: Error de seguimiento en 
oordenadas 
artesianas del robot A255
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Figura 4.9: Error de seguimiento en 
oordenadas 
artesianas del robot A465
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En la Figura 4.10 se muestra la traye
toria que siguen los robots en el plano yz.
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Figura 4.10: Traye
toria en el plano yz. Traye
toria deseada A255 (−−−), Traye
toria seguida A255
(���), Traye
toria deseada A465 (−−−) y Traye
toria seguida A465 (���)

La masa estimada m̂ se ilustra en la Figura 4.11.
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Figura 4.11: Masa estimada. m̂ = 0.2652 [Kg℄
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El error paramétri
o ∆m se muestra en la Figura 4.12.
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Figura 4.12: Error paramétri
o. ∆m = 0.0848 [Kg℄

En la Figura 4.13 se presenta la fuerza deseada y las fuerzas apli
adas por los robots sobre el objeto.
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(a) Fuerza apli
ada por el robot A255 (−−−) y fuerza deseada (���)
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Figura 4.13: Seguimiento de fuerza
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El error de fuerza se presenta en la Figura 4.14

PSfrag repla
ements

[N℄

t[s℄

3.0

2.0

1.0

0.0

−1.0

−2.0

−3.0
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0

(a) ∆λ1

PSfrag repla
ements

[N℄

t[s℄

3.0

2.0

1.0

0.0

−1.0

−2.0

−3.0
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0

(b) ∆λ2

Figura 4.14: Error de seguimiento de fuerza.

Como la estru
tura de 
ontrol propuesta está basada en [1℄ a 
ontinua
ión se realiza la 
ompara
ión

entre ambos 
ontroladores bajo las mismas 
ondi
iones. Desde un punto de vista prá
ti
o, se realiza la


ompara
ión del rendimiento de los 
ontroladores utilizando el valor es
alar estándar de la norma L2,

que es una medida objetiva de la 
urva de error numéri
o. La norma L2 mide el promedio 
uadráti
o

medio del error y está de�nida 
omo

L2

{

(̃·)
}

=

√

1

T

∫ t1

t0

‖(̃·)‖2dt. (4.3)

donde (̃·) representa una fun
ión de error del parámetro físi
o analizado (posi
ión, fuerza, et
étera),

y t, t0 ∈ R+ son los tiempos ini
ial y �nal, respe
tivamente. Un pequeño valor de L2 representa un

pequeño error de la variable analizada; por lo tanto, el valor más pequeño de L2 representa el error

más pequeño que indi
a el mejor rendimiento.
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La Figura 4.15 muestra el seguimiento de la fuerza y el error de ambas estru
turas de 
ontrol.
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(a) Control de [1℄. Fuerza apli
ada (���), fuerza deseada (− −−) y error de fuerza (���)
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(b) Control propuesto. Fuerza apli
ada (���), fuerza deseada (−−−) y error de fuerza (���)

Figura 4.15: Compara
ión entre el 
ontrol propuesto y el 
ontrol en [1℄ a nivel de fuerza.
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Como se observa en 4.15 el 
ontrolador propuesto tiene un mejor seguimiento de la fuerza deseada

en 
ompara
ión 
on el 
ontrol des
rito en [1℄.

En la siguiente �gura se presenta el índi
e de desempeño de los dos 
ontroladores sólo 
onsiderando

el error de fuerza.
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Figura 4.16: Índi
e de desempeño.



Con
lusiones

En el presente trabajo se ha diseñado una estru
tura de 
ontrol usando una modi�
a
ión del prin
ipio

de ortogonaliza
ión propuesto por Arimoto en [79, 116℄ sobre el algoritmo diseñado en [102℄. Di
ha

modi�
a
ión 
onsiste en in
orporar la fun
ión tangente hiperbóli
a en el término de fuerza y agregar

un término que 
ontenga la masa estimada.

Como 
aso de estudio se analizó un sistema formado por dos manipuladores, obteniendo 
omo primer

paso el modelo matemáti
o que des
ribe el 
omportamiento dinámi
o de un sistema 
uyo objetivo

es sujetar un objeto rígido sin fri

ión; di
ho modelo puede extenderse a l robots manipuladores. El

modelo dinámi
o de 
ada robot se obtiene usando el método de Euler�Lagrange. Una vez que los

manipuladores sujetan el objeto, sus variables arti
ulares son a
opladas 
inemáti
a y dinámi
amente


on el modelo dinámi
o del objeto para obtener una des
rip
ión 
ompleta del sistema 
ooperativo.

Para validar los resultados teóri
os del modelo dinámi
o en este trabajo se presenta un experimento

que pretende apli
ar una fuerza sobre un objeto de masa des
ono
ida y seguir una traye
toria deseada.

El resultado general puede ser 
onsiderado a
eptable. Sin embargo, por razones de seguridad los

experimentos se realizaron en lazo 
errado 
on el 
ontrolador, lo que los ha
e más 
on�ables.

La ley de 
ontrol que se propone en esta tesis es del tipo des
entralizado; es de
ir, toma en 
uenta

las restri

iones de movimiento en lugar de la dinámi
a del objeto a manipular. Se asume que la

dinámi
a de los robots es 
ono
ida, que a través de la diferen
ia
ión numéri
a se tiene a

eso a la

velo
idad y que se dispone de la medi
ión de las fuerzas de 
onta
to. A pesar del he
ho de que el

análisis de estabilidad es 
omplejo, el 
ontrolador no lo es. Para probar el esquema de 
ontrol se

realizaron varios experimentos. Los resultados fueron buenos tanto en seguimiento de traye
toria de

posi
ión/fuerza 
omo en el de regula
ión de fuerza.
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Apéndi
e A

Datos té
ni
os de los robots

A 
ontinua
ión se presentan las 
ara
terísti
as té
ni
as del sistema 
ooperativo ubi
ado en el Labora-

torio de Robóti
a de la Fa
ultad de Ingeniería en el Edi�
io de Posgrado de la Universidad Na
ional

Autónoma de Méxi
o.

El sistema 
ooperativo está formado por dos robots manipuladores de la empresa 
anadiense CRS

Roboti
s

r

on arti
ula
iones rota
ionales impulsadas elé
tri
amente por motores de 
orriente di-

re
ta a través de un sistema de engranaje armóni
o. Los robots son el CRS�A465 de seis grados

de libertad y el CRS�A255 de 
in
o grados de libertad, ambos robots 
uentan 
on transdu
tores de

posi
ión ópti
os (en
oders) en 
ada arti
ula
ión. A 
ada robot se le 
olo
a en el extremo �nal un

sensor de fuerza de la mar
a JR3

r

on un rango de fuerza máximo de 100 N. Adi
ionalmente, se

utilizan prote
tores 
ontra 
hoques y fuerzas ex
esivas.

A.1. Robot CR�A255

El robot industrial CRS�A255, Figura A.1, 
uenta 
on 
in
o grados de libertad formados por arti-


ula
iones rota
ionales denotados por q1, . . . , q5 y un peso total de 17 kilogramos. Tiene la 
apa
idad

de 
argar hasta 1 kilogramo y un al
an
e sin la garra de 56 
entímetros. El rango de trabajo y la

velo
idad máxima de 
ada arti
ula
ión se des
riben en la Tabla A.1, [117℄.

Tabla A.1: Cara
terísti
as de las arti
ula
iones

Arti
ula
ión Rango de trabajo Velo
idad máxima

q1 ±175◦ 210◦/segundos
q2 +110◦ 210◦/segundos
q3 −125◦ 210◦/segundos
q4 ±110◦ 675◦/segundos
q5 ±180◦ 1350◦/segundos
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El valor numéri
o de las 
onstantes se resumen en la Tabla A.2

Tabla A.2: Parámetros físi
os robot CRS�A255

Des
rip
ión Nota
ión Valor Unidades

Longitud eslabón 1 l1 0.2540 m

Longitud eslabón 2 l2 0.2540 m

Longitud eslabón 3 l3 0.0508 m

Distan
ia al 
entro de masa 1 lc1 0.1270 m

Distan
ia al 
entro de masa 2 lc2 0.1270 m

Distan
ia al 
entro de masa 3 lc3 0.0290 m

Masa 1 m1 21.500 Kg

Masa 2 m2 12.600 Kg

Masa 3 m2 1.0000 Kg

Iner
ia eslabón 1 I1 0.6500 Kg m

2

Iner
ia eslabón 2 I2 0.5000 Kg m

2

Iner
ia eslabón 3 I3 0.1400 Kg m

2

A
elera
ión de la gravedad g 9.8100 m/s2

La estru
tura físi
a del robot es rígida, es de
ir, 
ada eslabón es metáli
o y su�
ientemente duro lo

que evita que exista deforma
ión en sus eslabones [102℄.

Figura A.1: Robot CRS�A255

Los a
tuadores utilizados en 
ada arti
ula
ión son motores elé
tri
os de 
orriente dire
ta 
on un alto

par de arranque. Los robots 
uentan 
on un sistema de engranes a
oplado a la �e
ha de 
ada motor.

La medi
ión del desplazamiento arti
ular realizado por 
ada una de las arti
ula
iones se ha
e por

medio de en
oders de 
uadratura de alta resolu
ión [102℄.
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A.1.1. Cinemáti
a dire
ta

La 
inemáti
a dire
ta de un robot manipulador se des
ribe mediante una matriz que transforma las


oordenadas de la última arti
ula
ión (o de 
ualquier otro punto) 
on respe
to al sistema de referen
ia

�jo {x0, y0, z0} lo
alizado en la base del robot. Uno de los métodos para obtener la 
inemáti
a dire
ta

es el algoritmo de Denavit�Hartenberg, el 
ual, a través de la obten
ión de los parámetros θi, di, ai y
αi y la resolu
ión de la matriz de transforma
ión homogénea, permite obtener la 
inemáti
a dire
ta

del sistema [118℄.

La tabla de parámetros de Denavit�Hartenberg para el robot A255 es la siguiente:

Tabla A.3: Tabla D�H del robot CRS�A255 (Posi
ionamiento)

i θi ai di αi

1 q1 0 l1 90

◦

2 q2 l2 0 0

◦

3 q3 l3 0 90

◦

Las matri
es de transforma
ión son las siguientes:

0A1 =







cos (q1) 0 sen (q1) 0
sen (q1) 0 − cos (q1) 0

0 1 0 l1
0 0 0 1







(A.1)

1A2 =







cos (q2) −sen (q2) 0 l2 cos (q2)
sen (q2) cos (q2) 0 l2sen (q2)

0 0 1 0
0 0 0 1







(A.2)

2A3 =







cos (q3) 0 sen (q3) l3 cos (q3)
sen (q3) 0 − cos (q3) l3sen (q3)

0 1 0 0
0 0 0 1







(A.3)

La 
inemáti
a dire
ta de las tres primeras arti
ula
iones del robot CRS�A225 es:





x
y
z



 =





l3 cos (q1) cos (q2) cos (q3)− l3 cos (q1) sen (q2) sen (q3) + l2 cos (q1) cos (q2)
l3sen (q1) cos (q2) cos (q3)− l3sen (q1) sen (q2) sen (q3) + l2sen (q1) cos (q2)

l1 + l2sen (q2) + l3 cos (q2) sen (q3) + l3sen (q2) cos (q3)




(A.4)
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A.1.2. Cinemáti
a inversa

Para resolver el problema de la 
inemáti
a inversa es ne
esario 
onsiderar que las tres últimas arti
u-

la
iones de un robot de 5 grados de libertad se interse
an en un punto. De está forma, la 
inemáti
a

inversa se divide en dos problemas simples 
ono
idos respe
tivamente 
omo: 
inemáti
a de posi
ión

inversa y 
inemáti
a de orienta
ión inversa. Di
ho de otra manera, primero se en
uentra la posi
ión

d de la interse

ión de los ejes de la muñe
a llamado 
entro de la muñe
a y después se en
uentra su

orienta
ión R. La 
inemáti
a de posi
ión inversa del robot A255 se des
ribe por la e
ua
ión:

pmi
= di − diRiai (A.5)

donde pmi
= [pxi

, pyi, pzi]
T
es el ve
tor de posi
ión del 
entro de la muñe
a medido desde el origen

de la base del robot; di es el ve
tor de posi
ión del efe
tor �nal medido desde la base del robot; di
es la distan
ia entre la parte terminal del robot y el 
entro de la muñe
a 
onsiderando el tamaño del

último eslabón más el tamaño del efe
tor �nal; Ri determina la orienta
ión del sistema 
oordenado

de la última arti
ula
ión respe
to de la base; y a es el ve
tor unitario orientado en la dire

ión del

a
er
amiento del efe
tor �nal.

La e
ua
ión (A.5) da una rela
ión:





px
py
pz



 =





px − d6r13
py − d6r23
pz − d6r33




(A.6)

Nótese que la e
ua
ión (A.6) depende de las primeras tres variables arti
ulares θ1, θ2, θ3. Cono
idas
las 
omponentes del ve
tor p, se puede utilizar el enfoque geométri
o para 
al
ular las variables

arti
ulares θi1, θi2, θi3 este pro
edimiento se basa en la trigonometría. Para 
al
ular el valor de la

primer variable, se proye
ta el ve
tor pmi sobre el plano {x0, y0} (A.2).

PSfrag repla
ements

θ
x

y

z

Figura A.2: Proye

ión del 
entro de la muñe
a sobre el plano {x0, y0}
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De esta proye

ión se tiene que:

θ1 = arctan (Px, Py) (A.7)

θ2 y θ3 se 
al
ulan de la siguiente forma:

θ2 = arctan
(

D,±
√
1−D2

)

(A.8)

θ3 = arctan
(

px − d1,
√

p2x + p2y − arctan (a3 sen (θ3) , a2 + a3 sen (θ3))
)

(A.9)

donde

D =
P 2
x + P 2

y + (Pz − d1)
2 − a22 − d24

2a2d24
(A.10)

A.1.3. Modelo dinámi
o

El modelo dinámi
o del robot A255 se de�ne 
omo:





h11 h12 h13

h12 h22 h23

h13 h23 h33









q̈1
q̈2
q̈3



+





c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33









q̇1
q̇2
q̇3



+





g1
g2
g3



 =





τ1
τ2
τ3




(A.11)

donde:

h11 =−0.65 + 0.25 cos (2q2) + 0.05 sen (2q2 + 2q3) (A.12)

h12 =−0.00 (A.13)

h13 =−0.00 (A.14)

h22 =−1.10 (A.15)

h23 =−0.03 cos (q2 − q3) (A.16)

h33 =−0.57 (A.17)

c11 =−3.20− 0.25 sen (2q2) q̇2 − 0.05 sen (q2) q̇2 − 0.05 sen (q3) q̇3 (A.18)

c12 =− 0.25 sen (2q2) q̇1 − 0.05 sen (q2) q̇1 (A.19)

c13 =−0.05− sen (q3) q̇1 (A.20)

c21 =−0.25 sen (2q2) q̇1 + 0.05 sen (q2) q̇1 (A.21)

c22 =−1.80 (A.22)

c23 =−0.03 cos (q2)− q3q̇3 (A.23)

c31 =−0.05 sen (q3) q̇1 (A.24)

c32 =− 0.03 cos (q2)− q3q̇2 (A.25)

c33 =−1.20 (A.26)

g1 =−0.00 (A.27)

g2 =−0.00 (A.28)

g3 =−1.80 cos (q3) (A.29)
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Los términos disipativos 
orrespondientes a la fri

ión vis
osa y fri

ión de Coulomb están de�nidos


omo:

B0 =





0.2 0 0
0 3.5 0
0 0 3.5




(A.30)

Los parámetros presentados en este apéndi
e pueden 
onsultarse en [68, 102, 117, 119, 120℄.

A.2. Robot CRS�A465

El robot industrial CRS�A465, Figura A.3, 
uenta 
on seis grados de libertad formados por arti-


ula
iones del tipo rota
ional denotados por q1, . . . , q6. y un peso total de 31 kilogramos. Tiene la


apa
idad de 
argar hasta 2 kilogramos y un al
an
e sin la garra de 71.1 
entímetros. El rango de

trabajo y la velo
idad máxima de 
ada arti
ula
ión se des
riben en la Tabla A.4, [120℄.

Tabla A.4: Cara
terísti
as de las arti
ula
iones

Arti
ula
ión Rango de trabajo Velo
idad máxima

q1 ±175◦ 180◦/segundos
q2 ±090◦ 180◦/segundos
q3 ±110◦ 180◦/segundos
q4 ±180◦ 171◦/segundos
q5 ±105◦ 173◦/segundos
q6 ±180◦ 171◦/segundos

La estru
tura físi
a del robot es rígida, es de
ir, 
ada eslabón es metáli
o y su�
ientemente duro lo

que evita que exista deforma
ión en sus eslabones [102℄.

Figura A.3: Robot CRS�A465.
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Los a
tuadores utilizados en 
ada arti
ula
ión son motores elé
tri
os de 
orriente dire
ta 
on un

alto par de arranque. Los robots 
uentan 
on una transmisión de engranes a
oplada a la �e
ha de


ada uno de los seis motores. La medi
ión del desplazamiento arti
ular realizado por 
ada una de las

arti
ula
iones del robot se ha
e por medio de en
oders de 
uadratura de alta resolu
ión [102℄.

El valor numéri
o de las 
onstantes se resumen en la Tabla A.5

Tabla A.5: Parámetros físi
os robot CRS�A465

Des
rip
ión Nota
ión Valor Unidades

Longitud eslabón 1 l1 0.33 m

Longitud eslabón 2 l2 0.35 m

Longitud eslabón 3 l3 0.13 m

Distan
ia al 
entro de masa 1 lc1 0.14 m

Distan
ia al 
entro de masa 2 lc2 0.14 m

Distan
ia al 
entro de masa 3 lc3 0.07 m

Masa 1 m1 28.5 Kg

Masa 2 m2 16.6 Kg

Masa 3 m2 1.00 Kg

Iner
ia eslabón 1 I1 0.85 Kg m

2

Iner
ia eslabón 2 I2 0.70 Kg m

2

Iner
ia eslabón 3 I3 0.18 Kg m

2

A
elera
ión de la gravedad g 9.81 m/s2

A.2.1. Cinemáti
a dire
ta

La 
inemáti
a dire
ta de un robot manipulador se des
ribe por medio de una matriz que transforma

las 
oordenadas de la última arti
ula
ión (o de 
ualquier otro punto) 
on respe
to de un sistema


oordenado �jo {x0, y0, z0} lo
alizado en la base del robot. Para obtener la 
inemáti
a se utiliza la


onven
ión de Denavit�Hartemberg; usada 
omúnmente para sele

ionar la orienta
ión de los mar
os

de referen
ia que se 
olo
an en 
ada arti
ula
ión.

La tabla de parámetros de Denavit�Hartenberg para el robot A465 es la siguiente:

Tabla A.6: Tabla D-H del robot CRS�A465 (Posi
ionamiento)

i θi ai di αi

1 q1 0 l1 90

◦

2 q2 l2 0 0

◦

3 q3 l3 0 90

◦
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Las respe
tivas matri
es de transforma
ión para el robot A465 son:

0A1 =







cos (q1) 0 sen (q1) 0
sen (q1) 0 − cos (q1) 0

0 1 0 l1
0 0 0 1







(A.31)

1A2 =







cos (q2) −sen (q2) 0 l2 cos (q2)
sen (q2) cos (q2) 0 l2sen (q2)

0 0 1 0
0 0 0 1







(A.32)

2A3 =







cos (q3) 0 sen (q3) l3 cos (q3)
sen (q3) 0 − cos (q3) l3sen (q3)

0 1 0 0
0 0 0 1







(A.33)

La 
inemáti
a dire
ta de las tres primeras arti
ula
iones del robot CRS�A465 es:





x
y
z



 =





l3 cos (q1) cos (q2) cos (q3)− l3 cos (q1) sen (q2) sen (q3) + l2 cos (q1) cos (q2)
l3sen (q1) cos (q2) cos (q3)− l3sen (q1) sen (q2) sen (q3) + l2sen (q1) cos (q2)

l1 + l2sen (q2) + l3 cos (q2) sen (q3) + l3sen (q2) cos (q3)




(A.34)

A.2.2. Cinemáti
a inversa

Para resolver el problema de la 
inemáti
a inversa es ne
esario 
onsiderar que las tres últimas arti
u-

la
iones de un robot de 6 grados de libertad se interse
an en un punto. De está forma, la 
inemáti
a

inversa se divide en dos problemas simples 
ono
idos respe
tivamente 
omo: 
inemáti
a de posi
ión

inversa y 
inemáti
a de orienta
ión inversa. Di
ho de otra manera, primero se en
uentra la posi
ión

d de la interse

ión de los ejes de la muñe
a llamado 
entro de la muñe
a y después se en
uentra su

orienta
ión R. La 
inemáti
a de posi
ión inversa del robot A465 se des
ribe por la e
ua
ión:

pmi
= di − diRiai (A.35)

donde pmi
= [pxi

, pyi, pzi]
T
es el ve
tor de posi
ión del 
entro de la muñe
a medido desde el origen

de la base del robot; di es el ve
tor de posi
ión del efe
tor �nal medido desde la base del robot; di
es la distan
ia entre la parte terminal del robot y el 
entro de la muñe
a 
onsiderando el tamaño del

último eslabón más el tamaño del efe
tor �nal; Ri determina la orienta
ión del sistema 
oordenado

de la última arti
ula
ión respe
to de la base; y a es el ve
tor unitario orientado en la dire

ión del

a
er
amiento del efe
tor �nal.
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La e
ua
ión (A.35) da una rela
ión:





px
py
pz



 =





px − d6r13
py − d6r23
pz − d6r33




(A.36)

Nótese que la e
ua
ión (A.36) depende de las primeras tres variables arti
ulares θ1, θ2, θ3. Cono
idas
las 
omponentes del ve
tor p, se puede utilizar el enfoque geométri
o para 
al
ular las variables

arti
ulares θi1, θi2, θi3 este pro
edimiento se basa en la trigonometría. Para 
al
ular el valor de la

primer variable, se proye
ta el ve
tor pmi sobre el plano {x0, y0} (A.4).

PSfrag repla
ements

θ
x

y

z

Figura A.4: Proye

ión del 
entro de la muñe
a sobre el plano {x0, y0}

De esta proye

ión se tiene que:

θ1 = arctan (Px, Py) (A.37)

θ2 y θ3 se 
al
ulan de la siguiente forma:

θ2 = arctan
(

D,±
√
1−D2

)

(A.38)

θ3 = arctan
(

px − d1,
√

p2x + p2y − arctan (a3 sen (θ3) , a2 + a3 sen (θ3))
)

(A.39)

donde

D =
P 2
x + P 2

y + (Pz − d1)
2 − a22 − d24

2a2d24
(A.40)
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A.2.3. Modelo dinámi
o

El modelo dinámi
o del robot A465 se de�ne 
omo:





h11 h12 h13

h12 h22 h23

h13 h23 h33









q̈1
q̈2
q̈3



+





c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33









q̇1
q̇2
q̇3



+





g1
g2
g3



 =





τ1
τ2
τ3




(A.41)

donde:

h11 =−0.72899 + 0.36865 cos (2q2) + 0.36987 sen (2q2 + q3)− 0.162177 cos (2q2 + 2q3) (A.42)

h12 =−0.00000 (A.43)

h13 =−0.00000 (A.44)

h22 =−1.08725 + 6× 10−11 cos (2q2) + 0.739747 sen (q3) (A.45)

h23 =−0.36987 sen (q3) + 0.34077 (A.46)

h33 =−0.34077 (A.47)

c11 =− [−0.369 sen (2q2) + 0.1622 sen (2q2 + 2q3) + 0.37 cos (2q2 + q3)] q̇2

+ [0.185 cos (q3) + 0.1622 sen (2q2 + 2q3) + 0.185 cos (2q2 + q3)] q̇3 (A.48)

c12 =− [−0.369 sen (2q2)− 0.1622 sen (2q2 + 2q3)− 0.37 cos (2q2 + q3)] q̇1 (A.49)

c13 =− [0.185 cos (q3) + 0.1622 sen (2q2 + 2q3) + 0.185 cos (2q2 + q3)] q̇1 (A.50)

c21 =− [0.369 sen (2q2)− 0.1622 sen (2q2 + 2q3)− 0.37 cos (2q2 + q3)] q̇1 (A.51)

c22 =− 6× 10−11 sen (2q2) q̇2 + 0.37 cos (q3) q̇3 (A.52)

c23 =−0.37000 cos (q3) q̇2 + 0.37 cos (q3) q̇3 (A.53)

c31 =− [−0.185 cos (q3)− 0.1622 sen (2q2 + 2q3)− 0.185 cos (2q2 + q3)] q̇1 (A.54)

c32 =− 0.37000 cos (q3) q̇2 (A.55)

c33 =−0.00000 (A.56)

g1 =−0.00000 (A.57)

g2 =−24.70650 cos (q2) + 11.897 sen (q2 + q3) (A.58)

g3 =−11.89700 sen (q2 + q3) (A.59)
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A.3. Constantes me
áni
as y elé
tri
as de los motores

Para obtener el modelo dinámi
o general del sistema 
ooperativo se debe 
onsiderar la dinámi
a de


ada motor. Las 
ara
terísti
as de 
ada motor se de�nen en la TablaA.7.

Tabla A.7: Radio de los sistemas de engranaje

Motor Mar
a Modelo Radio

Motor 1 CMC MH3515 r1 = 100
Motor 2 CMC MH3515 r2 = 100
Motor 3 CMC MH3515 r3 = 100
Motor 4 CMC MH3515 r4 = 100
Motor 5 Tamagawa TS3253N r5 = 100
Motor 6 Tamagawa TS908N7 r6 = 100

Las 
onstantes elé
tri
as de 
ada motor según el fabri
ante se de�nen en la siguiente tabla:

Tabla A.8: Constantes elé
tri
as y me
áni
as de los motores

Momento Fri

ión Constante Constante Resisten
ia

Motor de iner
ia vis
osa me
áni
a elé
tri
a de armadura

Jm fm1
Ka Kb Ra

Motor 1 9.0376× 10−5 9.70996× 10−5 0.14234 0.14229 0.84

Motor 2 9.0376× 10−5 9.70996× 10−5 0.14234 0.14229 0.84

Motor 3 9.0376× 10−5 9.70996× 10−5 0.14234 0.14229 0.84

Motor 4 4.9000× 10−6 0.02234 5.3× 10−2
0.05340 2.70

Motor 5 4.9000× 10−6 0.02234 5.3× 10−2
0.05340 2.70

Motor 6 1.5680× 10−6 4.67920× 10−5 0.03920 0.05340 6.90

Las matri
es diagonales Dj ,Df ,Dk y Dn se de�nen respe
tivamente:

Dj =











9.0376× 10−5 0 0 0 0 0
0 9.0376× 10−5 0 0 0 0
0 0 9.0376× 10−5 0 0 0
0 0 0 4.9× 10−6 0 0
0 0 0 0 4.9× 10−6 0
0 0 0 0 0 1.568× 10−6











(A.60)
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Df =











0.0242080 0 0 0 0 0
0 0.0242080 0 0 0 0
0 0 0.0242080 0 0 0
0 0 0 0.234 0 0
0 0 0 0 0.234 0
0 0 0 0 0 0.00026949











(A.61)

Dk =











0.001694 0 0 0 0 0
0 0.001694 0 0 0 0
0 0 0.001694 0 0 0
0 0 0 0.0001943 0 0
0 0 0 0 0.0001962 0
0 0 0 0 0 0.0000562











(A.62)

Dn =











0.0001000 0 0 0 0 0
0 0.0001000 0 0 0 0
0 0 0.0001000 0 0 0
0 0 0 0.0000980 0 0
0 0 0 0 0.0001000 0
0 0 0 0 0 0.0000980











(A.63)

Las matri
es anteriores forman el modelo dinámi
o 
ompleto de los motores

Dj q̈ +Df q̇ +Dnτ = DkV (A.64)



Apéndi
e B

Sensor fuerza/torque JR3 de ejes múltiples

La empresa JR3 In
. fabri
a sensores de seis y do
e grados de libertad, ambos miden simultánea-

mente la fuerza y el momento a lo largo y alrededor de los tres ejes ortogonales. Los sensores de do
e

grados de libertad miden además las a
elera
iones lineales y angulares en los ejes x, y y z. Los sensores
JR3

r
se basan en una 
élula de 
arga triaxial y se fabri
an en aluminio, en a
ero inoxidable ó en

titanio. En la mayoría de los modelos los datos analógi
os se 
onvierten a formato digital mediante

sistemas ele
tróni
os in
luidos en el sensor. Op
ionalmente algunos modelos propor
ionan la salida

analógi
a en lugar de la digital [121℄. Los fabri
antes de los sensores JR3

r
estable
en a {x, y} 
omo

el plano horizontal medio del sensor, y al eje z 
omo su eje 
entral. El origen de este sistema de


oordenadas es el punto de referen
ia que el sensor toma para todas las medi
iones [121℄. El sensor

JR3

r
se divide en dos modelos: la serie M y la serie E [114℄.

Los sensores JR3

r
serie M in
luyen ele
tróni
a interna para una mayor inmunidad al ruido,

tienen la op
ión de salida digital para ser usada 
on una tarjeta de adquisi
ión de datos PCI

de JR3

r
In
., tienen la op
ión de salida analógi
a y una 
on�gura
ión ele
tróni
a de medio

puente [122℄. Las espe
i�
a
iones típi
as son:

• Exa
titud nominal: 1% del FS.

• Linealidad: 0.5% de FS dentro del rango y del 0.1% por debajo de 0.25 de FS.

• Resolu
ión: 250× 10−6
FS.

Los sensores JR3

r
serie E son de alta pre
isión diseñados para las apli
a
iones más exigentes.

La 
ara
terísti
a prin
ipal de este sensor es que poseen un puente 
ompleto en su 
on�gura
ión

ele
tróni
a, frente al medio puente de la serie M, lo que le propor
iona al sensor una alta

pre
isión [122℄. los sensores E poseen una salida analógi
a y una digital. Las espe
i�
a
iones

típi
as son:

• Pre
isión nominal: 0.25% FS.

• Linealidad: 0.5% de FS dentro del rango y del 0.1% por debajo de 0.25 de FS.

• Resolu
ión: 125× 10−6
FS

69
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En la Tabla B.1 se muestra el rango máximo en Fz para los sensores JR3

r
serie M [122℄.

Tabla B.1: Rango máximo de la fuerza en z para sensores JR3

r
serie M

Modelo Valor máximo de Fz

± 200 N

50M31 ± 580 N en a
ero inoxidable

± 400 N

67M25 ± 1200 N en a
ero inoxidable

± 400 N

90M31 ± 1200 N en a
ero inoxidable

± 800 N

90M40 ± 2000 N en a
ero inoxidable

± 800 N

100M40 ± 2000 N en a
ero inoxidable

± 2000 N

160M50 ± 6300 N en a
ero inoxidable

El sensor de fuerza empleado es el sensor JR3 modelo 67M25A 63N4 que se muestra en la

Figura B.1, 
uyas 
ara
terísti
as de opera
ión están indi
adas en [123℄. Es un dispositivo de aluminio

monolíti
o, 
ompuesto de galgas extensiométri
as que sensan las 
argas impuestas al sensor, para

produ
ir señales que representan los momentos y fuerza sobre tres ejes ortogonales. El sensor JR3

se orienta de tal forma que los ejes x y y se en
uentran sobre el 
uerpo del mismo y el eje z es

perpendi
ular al plano {x, y}. El punto de referen
ia para todos los datos de la 
arga es el 
entro

geométri
o del sensor.

Figura B.1: Sensor JR3 modelo 67M25A 63N4
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