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Capítulo 1

Introducción

En este capítulo se presenta la motivación de la tesis, el estado del arte, la de�nición del
problema de investigación y las aportaciones realizadas. Se incluye también una descripción
de la estructura de la tesis.

1.1. El motor de imán permanente sin escobillas

Los motores de imán permanente sin escobillas (MIPSE) han ganado gran popularidad
en los últimos años, en una gran variedad de aplicaciones que incluyen desde ventiladores
y bombas hasta vehículos eléctricos y robots. Esto se debe principalmente a que presentan
ciertas ventajas con respecto a motores convencionales, pues en comparación con otros tipos
de motores de características semejantes, los MIPSE son de menor tamaño, requieren menor
mantenimiento, tienen una alta e�ciencia, una mayor razón de par por inercia y, en algunos
casos, su control es más simple.

La principal peculiaridad de este tipo de motores es la forma de su fuerza contra-electromotriz,
la cual puede ser trapezoidal o sinusoidal. Esto se debe al arreglo, forma y magnetización de
los imantes permanentes y a la distribución de los embobinados.

Al no poseer escobillas, son controlados electrónicamente, por lo que se requiere de la
posición del rotor para llevar a cabo la correcta conmutación de las corrientes de fase. Gene-
ralmente, se usa el control de corriente con una señal Cuasi-cuadrada (Six-step) para lograr
un control constante del par.

En este método, dado cualquier instante de tiempo, solo dos fases están conduciendo,
con la peculiaridad de que cada fase conduce 120 grados en dirección positiva y 120 grados en
dirección negativa. Este esquema solo requiere la posición en intervalos de 60 grados eléctricos.
Sin embargo, en cada evento de conmutación se produce un rizo en el par.

Para ciertas aplicaciones tales como ventiladores o bombas, el rizo de baja frecuencia del
par es aceptable. No obstante, existe un número creciente de aplicaciones en donde es deseable
minimizar el rizo en el par, pues de lo contrario este puede producir rizos en la velocidad
angular, ruido y vibración, lo cual puede reducir la vida útil del motor, además de otros
efectos perniciosos en la calidad de acciones del seguimiento o posicionamiento.

Estas pulsaciones en el par pueden ser originadas por diferentes motivos, entre los cuales
se encuentran los eventos de conmutación, posición errónea, la modulación del ancho de pulso
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1. INTRODUCCIÓN

(PWM), par de carga variable, entre otras.

1.2. Estado del arte

1.2.1. Controladores

Como se mencionó antes, los MIPSE generalmente emplean control de corriente, lo cual
esencialmente asume que el par es proporcional a la corriente de las fases, aunque en realidad,
la relación entre ambos es no lineal. Por lo tanto, se han propuesto en la literatura una gran
cantidad de controladores con el �n de minimizar las pulsaciones del par. Entre las más des-
tacadas se encuentra el Control de campo orientado (FOC por sus siglas en inglés) Blaschke
(1972) y el control directo del par (CDP) Ozturk and Toliyat (2007), Takahashi and Noguchi
(1986), Depenbrock (1988),Ozturk and Toliyat (2011) y Hao and Toliyat (2003).

El primer método es usado comúnmente para controlar maquinas AC, en donde esencial-
mente se transforma dinámica del sistema en AC en aquella que se encuentra en las máquinas
DC. En el sistema en coordenadas d-q se realiza el control de ambas corrientes por medio de
simples PI. Posteriormente las señales de control regresan al marco de referencia original y son
alimentadas al inversor. Para este método es indispensable conocer la corriente en las fases y
la posición exacta, ya que las transformaciones antes mencionadas hacen uso de ellas.

El esquema de control directo del par fue propuesto por Takahashi and Noguchi (1986),
Depenbrock (1988) a mediados de los 1980. A �nales de 1990 se comenzaron a usar las técnicas
de CDP en motores de imán permanente. Recientemente la aplicación de CDP se extendió a
los MIPSEDC. El método consiste en el control simultáneo de la amplitud del par electromag-
nético y del enlace de �ujo, cuando el motor está bajo el modo conducción por dos fases.

El problema inherente de varias de las formas de control antes expuestas es el uso de las
trasformaciones al marco de referencia d-q o al α−β. Esto es debido a que las transformaciones
fueron diseñadas para máquinas con FCEM con forma sinusoidal. Esto se soluciona de manera
parcial en Lazor and Stulrajter (2014) en donde se propone el uso de transformaciones de Park
y Clark modi�cadas para motores MIPSE controlados con el esquema FOC, aunque falta aún
realizar la veri�cación experimental.

1.2.2. Observadores

Sin importar el esquema de control, todos los controladores necesitan cierta información
de la velocidad y posición para realizar el control de manera adecuada.

Para el esquema Six-step, basta con tener 3 sensores de efecto Hall con el �n de tener
un estimado de la velocidad y la posición angular en intervalos de 60 grados eléctricos. Para
métodos más so�sticados de control, es necesario contar con un estimado más re�nado de la
posición y la velocidad angular del rotor.
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1.3 Planteamiento del problema

Comúnmente se usan Encoders o Resolvers para registrar la posición y estimar la veloci-
dad, sin embargo, estos sensores son extremadamente caros, sin mencionar los costos extra por
el montaje, cableado y calibración de los mismos.

Por esta razón se han desarrollado una gran cantidad de estrategias de observación para
obtener un estimado de la posición y la velocidad angular del rotor. Muchas de ellas se basan
en la técnica de sensado de la fuerza contra-electromotriz Iizuka et al. (1985), Shao et al.
(2002), la cual estima la posición del rotor de manera indirecta a partir de la medición de los
voltajes y las corrientes.

Este método es utilizando principalmente cuando se controla el MIPSE a través de inver-
sores de fuente de voltaje de corriente controlada ya que en estos solo dos de las tres fases del
motor son excitadas al mismo tiempo. Esto permite medir la FCEM, la cual se usa como base
para estimar la posición.

Se tienen diferentes enfoques que utilizan la FCEM. El enfoque Zero-crossing Iizuka et al.
(1985) es el más simple de todos, y está basado en detectar el instante en que la FCEM cruza
por cero y donde en cada cruce se produce la siguiente conmutación.

El enfoque conocido como integración de la FCEM Becerra et al. (2002), en lugar de usar
el punto de cruce por cero de la FCEM para activar un timer, hace uso de un integrador
alimentado por la señal recti�cada de la FCEM, y la señal de salida es comparada contra un
umbral prede�nido. Aunque este es uno de los esquemas más populares para los MIPSE y
ha sido mejorado para un gran rango de velocidades, los estimadores basados en FCEM no
funcionan adecuadamente a velocidades bajas, debido a que la FCEM es muy pequeña como
para ser medida con exactitud.

En Ertugrul and Acarnley (1994), Stirban et al. (2012), la posición instantánea del rotor
se calcula de forma indirecta a través de la estimación del enlace de �ujo por medio de tablas
de comparación, esto utilizando la medición de voltaje y corriente de cada fase. En Hao and
Toliyat (2003) se propone el uso de lo que llaman un observador híbrido por modos deslizantes,
en el cual estiman la posición y velocidad con la medición de las corrientes y voltajes de cada
fase por medio de un observador por modos deslizantes. El inconveniente de este método es
que no funciona a velocidades bajas o cuando está detenido el rotor. Se soluciona el problema
agregando un simple observador que utiliza la señal de los sensores de efecto Hall.

Los nuevos trabajos se están enfocando no solamente a la estimación de la velocidad, sino a
que los observadores sean robustos a variaciones paramétricas o en el par de carga. Por ejemplo,
en Guerra et al. (2018) se presenta un controlador activo de rechazo de perturbaciones, el cual
hace uso del par de carga, por lo que en el articulo se diseña un estimador para la velocidad
y el par de carga. Para estimar el último se propone un modelo interno que representa su
dinámica.

1.3. Planteamiento del problema

El problema por resolver en la presente tesis está relacionado con el problema de observa-
bilidad para sistemas con entradas desconocidas. En donde el sistema a estudiar es el modelo
del motor de corriente directa sin escobillas.

3



1. INTRODUCCIÓN

La cuestión central por resolver es, diseñar, si es posible, un observador tolerante a cambios
en el par de carga (entrada desconocida). Esto con el �n de estimar los estados y el par de
carga, con el mínimo error de estimación posible, conociendo las entradas y las salidas de
manera especí�ca usando sensores de efecto Hall para la estimación de la posición.

1.4. Objetivo

A continuación, se presentan los objetivos principales que se tratan de alcanzar en este
trabajo:

Encontrar las restricciones sobre la entrada desconocida y las condiciones necesarias para
que sea posible diseñar un observador con entrada desconocida para el modelo del motor
de corriente continua sin escobillas.

Proponer de ser posible, un observador de la velocidad y par de carga para el modelo
del MIPSECD, utilizando sensores de efecto Hall, en lugar de un encoder.

Evaluar de manera experimental el desempeño del estimador.

1.5. Estructura de la tesis

En el Capítulo 2 se describe brevemente como está construido el motor y su principio de
funcionamiento. En seguida se describen el conjunto de ecuaciones que representan el modelo
matemático del motor de corriente continua sin escobillas. En el Capítulo 3 se introducen los
conceptos de observabilidad no lineal y observabilidad y detectabilidad para sistemas lineales
con entradas desconocidas. Posteriormente se usan estos conceptos para realizar el análisis
de observabilidad del modelo del MIPSECD. En el Capítulo 4 se presenta el acondicionador
de la posición usando sensores de efecto Hall y el estimador Luenberguer en cascada con
diferenciador por modos deslizantes de orden superior, así como la prueba de convergencia del
error de estimación. También se muestran los resultados de simulaciones. En el Capítulo 5
se describe la implementación experimental del esquema de estimación propuesto, además de
mostrar y discutir los resultados de los experimentos realizados. Finalmente, en el Capítulo
6 se encuentran las conclusiones, en donde se hace una recapitulación de lo realizado y los
resultados obtenidos. Se discuten dichos resultados y se proponen modi�caciones al esquema
propuesto.
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Capítulo 2

Marco teórico

En este capítulo se analizan en detalle las ecuaciones que describen la dinámica eléctrica
y mecánica del motor de imán permanente con fuerza contraelectromotriz trapezoidal. Se co-
mienza con una breve descripción de la construcción y el funcionamiento básico del MIPSEDC.
En seguida se presentan la deducción del sistema de ecuaciones que representan la dinámica
eléctrica del mismo, referenciadas con respecto al estator y se �naliza el capítulo presentando
las expresiones matemáticas de la dinámica mecánica.

2.1. Estructura del motor de imán permanente sin escobillas

DC

Figura 2.1: Motor MIPSE

Los MIPSEDC son un tipo de motores síncronos. Esto quiere decir que el campo magnético

5



2. MARCO TEÓRICO

generado entre el estator y el campo magnético generado en el rotor tiene la misma frecuen-
cia. Este tipo de motores pueden presentarse en diferentes con�guraciones, que dependen del
número de fases. Sin embargo, el más popular y mayormente usado es la con�guración de tres
fases. Por lo tanto, esta tesis se enfocará en el MIPSEDC de tres fases.

2.1.1. Estator

El estator de un motor MIPSEDC consiste en láminas de acero apiladas con embobinados
colocados en los espacios que están cortados a lo largo de la periferia interior del estator (ver
Figura 2.1).

Aunque el estator es muy parecido al de un motor de inducción, este se diferencia por la
forma en que están distribuidos los embobinados.

Gran parte de los MIPSE tienen tres embobinados en el estator conectados en estrella. Cada
uno de estos embobinados está construido con varias bobinas interconectadas para formar un
embobinado. Los embobinados están distribuidos en la periferia del estator para formar un
número par de polos.

Dependiendo de la interconexión de las bobinas a los embobinados del estator, se pueden
dar dos diferentes tipos de fuerza contraelectromotriz. Estos dos tipos son: motores con fuerza
contraelectromotriz trapezoidal y motores con fuerza contraelectromotriz sinusoidal. En la
Figura 2.2 se muestra la FCEM trapezoidal y en la Figura 2.3 se puede apreciar la FCEM
sinusoidal.

Fase A-B

Fase B-C

Fase C-A

Figura 2.2: MIPSE con fuerza contraelectromotriz (FCEM) trapezoidal.

6



2.1 Estructura del motor de imán permanente sin escobillas DC

Fase A-B

Fase B-C

Fase C-A

Figura 2.3: MIPSE con fuerza contraelectromotriz (FCEM) senoidal.

2.1.2. Rotor

El rotor de un MIPSEDC está hecho de imanes permanentes y la cantidad de pares de
polos que tiene puede variar desde 2 hasta 8, o más en algunos diseños especiales. Los pares
de polos están colocados alternando los polos norte y sur (ver Figura 2.1).

Basado en la densidad del campo magnético requerida en el rotor, se escoge el material
magnético adecuado para construir el rotor. Anteriormente se utilizaban imanes de ferrita
para construir imanes permanentes. Sin embargo, en la actualidad los imanes elaborados a
partir de aleaciones de tierras extrañas, están ganando gran popularidad. Esto debido a que
estos imanes tienen mayor densidad magnética por volumen que los imanes de ferrita. Esto
quiere decir que los motores con imanes permanentes construidos con tierras extrañas tienen
un mayor par que un motor con imanes de ferrita del mismo tamaño.

2.1.3. Sensores de efecto Hall

A diferencia de los motores con escobillas DC, la conmutación del MIPSEDC es controlada
electrónicamente. Para hacer rotar el motor los embobinados del estator deben ser energizados
en secuencia. Debido a esto, es importante conocer la posición del rotor con el �n de saber
cual embobinado debe ser energizado.

Comúnmente la posición del rotor es medida por medio de sensores de efecto Hall montados
en la parte estacionaria del motor, en este caso el estator.

El montaje de los sensores de efecto Hall en el estator, es un proceso complejo, debido
a que cualquier desalineamiento de estos sensores con respecto a los imanes del rotor, puede
generar un error en la estimación de la posición del rotor.

Se pueden emplear tres o más sensores de efecto Hall y estos se encuentran desfasados ya
sea a 60◦ o 120◦ con respecto a los otros sensores, dependiendo del fabricante. Basado en lo
anterior, se puede de�nir la secuencia de conmutación, que debería seguirse para controlar el
motor.

7



2. MARCO TEÓRICO

2.1.4. Secuencia de conmutación

En cada secuencia de conmutación se energiza uno de los embobinados con potencia positiva
(es decir la corriente entra al embobinado), otro embobinado es energizado de manera negativa
(es decir la corriente sale del embobinado) y el embobinado sobrante no se energiza.

De esta manera se produce un par debido a la interacción entre el campo magnético ge-
nerado por las bobinas del estator y el de los imanes permanentes. A �n de que el rotor siga
moviéndose, el campo magnético producido por los embobinados debe cambiar de posición a
medida que el rotor se mueve.

En esta técnica de conmutación es necesario entonces de�nir la secuencia correcta para
energizar los embobinados la cual depende de la posición en ciertos intervalos. Esta técnica es
conocida como �Six-step� la cual solo hace uso de la información proveniente de lo sensores de
efecto Hall.

Cada 60◦ eléctricos de rotación uno de los sensores de efecto Hall cambia su estado. Debido
a esto, son necesarios seis cambios de estado de los sensores para completar un ciclo eléctrico.
En sincronía con los cambios de estado cada 60◦ eléctricos, la conmutación de la corriente de
fase debe ser actualizada.

Sin embargo, un ciclo eléctrico no corresponde necesariamente a una revolución mecánica
del rotor. El número de pares de polos determina el número de ciclos eléctricos que debe
repetirse para completar una revolución mecánica. En la Figura 2.4 se muestra el estado de
tres sensores de efecto Hall con respecto a la corriente de fase, par y fuerza contraelectromotriz,
para un MIPSEDC con 2 pares de polos.
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2.1 Estructura del motor de imán permanente sin escobillas DC
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fase

Secuencia

Par 

FCEM 

Salida de

sensor de

efecto Hall 

A+

B-

B+

A+

C+

A

B

C

A

B

C

1 ciclo eléctrico 1 ciclo eléctrico

0 180 360 540 720

+

1

0

1

0

1

0

0

_

+

_

+

0

0

_

+

0

0

+

_

0

+

_

0

+

_

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (1) (2) (3) (4) (5) (6)

1 revolución mécanica

Figura 2.4: Estado de los sensores de efecto Hall, FCEM, Par electro-magnético y corriente en

las fases (Microchip, 2003).
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2. MARCO TEÓRICO

2.2. Ecuaciones de voltaje

Para el modelado de las ecuaciones que representan la dinámica del motor se considera que
el motor solo tiene un par de polos, las fases del motor MIPSE están conectadas en estrella y
se asume que:

Las inductancias propias y las mutuas de los embobinados permanecen constantes.

Las pérdidas en el núcleo y los efectos de saturación son despreciables.

Las ecuaciones de la parte eléctrica del motor según Chiasson (2005) quedan expresadas
como:

d

dt
λ1(is1, is2, is3) = −Rsis1 + us1

d

dt
λ2(is1, is2, is3) = −Rsis2 + us2

d

dt
λ3(is1, is2, is3) = −Rsis3 + us3

(2.1)

en donde Rs ∈ R es la resistencia del embobinado, is1, is2, is3 ∈ R son las corrientes en el
estator, us1, us2, us3 ∈ R son los voltaje de entrada en cada fase y λ1, λ2, λ3 ∈ R son los
enlaces de �ujo en el estator de�nidos de la siguiente manera:

λ1(is1, is2, is3) = +Lsis1 −Mis2 −Mis3 + epλ
(
θR
)

λ2(is1, is2, is3) = −Mis1 + Lsis2 −Mis3 + epλ
(
θR −

2π

3

)
λ3(is1, is2, is3) = −Mis1 −Mis2 + Lsis3 + epλ

(
θR −

4π

3

) (2.2)

en donde Ls es la inductancia propia y M es la inductancia mutua de los embobinados con
L = 7/3M , ep es la constante de la fuerza contraelectromotriz y λ(θR) es una función que
depende de la posición angular del rotor θR ∈ R y cuya derivada se expresa como:

∂λ(θR)

∂θR
= −e(θR) (2.3)

con e(θR) modelada de la siguiente manera:

e(θR) =



6θR
π

para− π
6 < θR ≤ π

6

1 para π
6 < θR ≤ 5π

6
−6(θR − π)

π
para 5π

6 < θR ≤ 7π
6

−1 para 7π
6 < θR ≤ 11π

6

(2.4)

Sustituyendo (2.2) en (2.1) se obtiene:
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2.3 Ecuación de movimiento

us1us2
us3

 =

 L −M −M
−M L −M
−M −M L

 d

dt

is1is2
is3

+Rs

is1is2
is3

− ep


e(θR)

e(θR −
2π

3
)

e(θR −
4π

3
)

ω (2.5)

con ω ∈ R como la velocidad angular de rotor.
Si se considera que las fases del motor están conectadas en estrella y las corrientes están

balanceadas, es decir:

is1 + is2 + is3 = 0, (2.6)

se puede llegar a la siguiente ecuación:

Mis2 +Mis3 = −Mis1 (2.7)

Ahora considerando λ1 de (2.2) es fácil de ver que:

λ1(is1, is2, is3) = +Lsis1 +Mis1 + epλ
(
θR
)
. (2.8)

Realizando el mismo procedimiento en λ2, λ3, las ecuaciones que describen la parte eléctrica
del motor (2.5) pueden reescribirse como:

us1us2
us3

 =

L+M 0 0
0 L+M 0
0 0 L+M

 d

dt

is1is2
is3

+Rs

is1is2
is3

− ep


e(θR)

e(θR −
2π

3
)

e(θR −
4π

3
)

ω. (2.9)

2.3. Ecuación de movimiento

El movimiento del rotor según Chiasson (2005), está de�nido por la ecuación:

J
dω

dt
+ τL + dω + µ sign(ω) = τe (2.10)

donde J ∈ R es el momento de inercia del motor, τL ∈ R es el par de carga aplicado al motor,
d ∈ R es la constante de fricción viscosa, µ ∈ R es la constante de fricción de coulomb y τe es
el par electromagnético.

Con el �n de obtener el par electromagnético, es necesario obtener la fuerza ejercida
−→
F ∈ R3

por el campo magnético del rotor
−→
BR(rs, θ− θR) ∈ R3 en la parte superior de un embobinado

(π/3 ≤ θ ≤ 2π/3). La Figura 2.5 ilustra la fuerza ejercida en el embobinado superior de la
fase 1, por el campo magnético del imán permanente en el rotor.
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2. MARCO TEÓRICO

Figura 2.5: Fuerza ejercida en el embobinado superior de la fase 1, por el campo magnético del

imán permanente del rotor.

Esta fuerza se de�ne de la siguiente manera:

−→
F s1 = is1l1BR(rs, θ − θR)θ̂, (2.11)

para la parte inferior (4π/3 ≤ θ ≤ 5π/3) la fuerza es:

−→
F s1 = is1l1BR(rs, θ − θR)θ̂, (2.12)

donde rs ∈ R es el radio de la super�cie interior del estator, l1 ∈ R es la longitud del rotor y
Ns ∈ R es el número total de vueltas del embobinado de la fase 1.

En tal caso, el par total en los lados axiales de los embobinados de la fase 1 producidos
por el campo magnético del rotor es:

τs1 =

∫ 2π/3

π/3

−→r ×
−→
F s1

Ns

π/3
dθ +

∫ 4π/3

5π/3

−→r ×
−→
F s1

Ns

π/3
dθ (2.13)

resolviendo (2.13) se llega a:

τs1 =



+τp
6θR
π
is1 para − π/6 < θR ≤ π/6

+τpis1 para π/6 < θR ≤ 5π/6

−τp
6(θR − π)

π
is1 para 5π/6 < θR ≤ 7π/6

−τpis1 para 7π/6 < θR ≤ 11π/6

(2.14)

en donde τp = ep. Del mismo modo se obtiene el par producido por las fases restantes, sin
embargo considerando (2.4) y que el par ejercido en el rotor por el campo magnético producido
por las corrientes del estator de la fase 1 es τ1 = −τs1, se llega a:
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2.3 Ecuación de movimiento

τ1(θR, is1) = −τpe(θR)is1

τ2(θR, is2) = −τpe(θR −
2π

3
)is2

τ3(θR, is3) = −τpe(θR −
4π

3
)is3

(2.15)

con

τe = τ1(θR, is1) + τ2(θR, is2) + τ3(θR, is3). (2.16)

Finalmente, el modelo matemático completo para efectos de control y observación del
MIPSEDC se puede escribir como:

L+M 0 0
0 L+M 0
0 0 L+M

 d

dt

is1is2
is3

 =

us1us2
us3

−Rs
is1is2
is3

+ ep


e(θR)

e(θR −
2π

3
)

e(θR −
4π

3
)

ω
is1 + is2 + is3 = 0

J
dω

dt
= τe − τL − dω − µ sign(ω)

dθR
dt

= ω

(2.17)

13



Capítulo 3

Análisis de observabilidad

El propósito de este capítulo es presentar las condiciones requeridas en el sistema, con el
�n de encontrar posibles soluciones al problema de observabilidad. Estas condiciones deben
expresar si es posible reconstruir x(t) conociendo únicamente la entrada u y la salida y en un
tiempo dado t. Se presentan los conceptos básicos de observabilidad y se investiga la observa-
bilidad del sistema no lineal. También se presentan las condiciones de observabilidad para un
sistema lineal invariante en el tiempo con entradas desconocidas y se estudia la parte mecánica
del modelo MIPSEDC considerando las condiciones antes mostradas.

3.1. Análisis de observabilidad del modelo no lineal

En esta sección se presenta el análisis de observabilidad del modelo no lineal del MIPSEDC,
que hace uso de las de�niciones de observabilidad presentadas en seguida.

Dado el sistema no lineal de la forma:

ẋ(t) =f(x(t), u(t))

y(t) =h(x(t))
(3.1)

en donde xxx ∈ X ⊂ Rn denota el vector de estados, uuu ∈ U ⊂ Rp el vector de entradas externas
conocidas, yyy ∈ Y ⊂ Rq es el vector de salidas medidas. Se asume que la función f es C∞ y
que el sistema es completo.

Para el posible diseño de un observador, debe ser factible recuperar información de los
estados por medio de las salidas medidas desde el tiempo inicial, es decir debe ser posible
distinguir entre varias condiciones iniciales, en otras palabras, no se pueden admitir estados
indistinguibles.

Con el �n de encontrar si es posible resolver el problema de observabilidad para un sistema
no lineal como (3.1),se introducen los siguientes conceptos, cuyas de�niciones se tomaron de
Besançon (2007):
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3.1 Análisis de observabilidad del modelo no lineal

De�nición 1. Indistiguibilidad. Un par (x0, x̃0) ∈ Rn×Rn es indistinguible para el sistema

(3.1) si:

∀u ∈ U, ∀t ≥ 0, h(Xu(t, x0)) = h(Xu(t, x̃0)) (3.2)

Un estado x es indistinguible de x0 si el par (x, x0) es indistinguible.

En general Xu(t, xt0) denotará la solución de la ecuación de estado en (3.1), bajo la inyec-
ción de una entrada u en [t0, t] y satisface Xu(t0, xt0) = xt0, mientras u será omitida para los
casos no controlados.

De�nición 2. Observabilidad [con respecto a xxx000]. Un sistema es observable [respecto a

x0] si este no admite ningún par indistinguible. (Respecto a cualquier estado indistinguible de

x0).

De�nición 3. Observabilidad débil [respecto a xxx000]. Un sistema es débilmente observable

[respecto a x0], si existe una vecindad U para cualquier x [con respecto a x0] tal que no existen

estados indistinguibles de x[con respecto a x0 ]en U .

De�nición 4. Observabilidad local y débil. [respecto a xxx000]. El sistema (3.1) es local y

débilmente observable [con resp. a x0] si existe una vecindad U para cualquier x [con resp. a

x0] tal que para cualquier vecindad V de x [con resp. a x0] contenida en U , no existen estados

indistinguibles de x [con resp. a x0] en V cuando se consideran intervalos de tiempo, para los

cuales las trayectorias permanecen en V .

De�nición 5. Mapeo de observabilidad. Espacio de observación. El espacio de ob-

servación para el sistema (3.1) es de�nido como el espacio vectorial más pequeño ( denotado

como oook(x0)) de funciones C∞ que contiene los componentes de h y es cerrado con respecto a

la derivación de Lie a lo largo de fu = f(., u) para cualquier u ∈ R constante.

oook(x0) =



h(x0)

Lfh(x0)

L2
fh(x0)
...

Lkfh(x0)


(3.3)
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3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

De�nición 6. Condición de rango de observabilidad [con resp. a xxx0]. Un sistema

satisface la condición de rango de observabilidad [con resp. a x0] si:

∀x, dim

(
∂ok(x0)

∂x

)
= n (3.4)

Teorema 1. Un sistema que satisface la condición de rango de observabilidad en x0 es local

y débilmente observable en x0. Más aún si el sistema satisface la condición de rango de obser-

vabilidad, es local y débilmente observable. Un sistema local y débilmente observable satisface

la condición de rango en un conjunto abierto y denso de X.

Si se considera la restricción obtenida en (2.6), es posible reducir un estado de la parte
eléctrica del modelo (2.9) para efectos del análisis de observabilidad, esto debido a que uno
de los estados es una combinación lineal de los otros dos. Por lo que el modelo del MIPSEDC
obtenido anteriormente se puede rescribir de la siguiente forma:


i̇s1
i̇s2
θ̇
ω̇

 =


Ls(−Ris1 + epe(θ)ω + us1)

Ls(−Ris2 + epe(θ − 2π
3 )ω + us2)

ω
1
J (τe − τL − dω − µ)

 (3.5)

en donde Ls =
1

L+M
y el término producido por la fricción de coulomb µ se considera

constante si la velocidad angular es positiva.
En este caso se consideran todos los parámetros conocidos y se tiene como salidas medidas:

h(x) = [is1, is2, θ]
T

Al aplicar la De�nición 5 antes expuesta al modelo, tomado en consideración la primera
derivada de Lie, se obtiene el siguiente mapeo de observabilidad:

ok(x0) =



h1
h2
h3
Lfh1
Lfh2
Lfh3

 . (3.6)
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3.1 Análisis de observabilidad del modelo no lineal

Se puede de determinar unívocamente a x0 a partir de y(t), es decir, el sistema es obser-
vable si para algún valor de k el mapa de observabilidad ok es inyectivo.
Ya que en general es difícil decidir si un mapa de observabilidad es inyectivo, se usa el criterio
de observabilidad presentado en la De�nición 6, el cual se basa en la linealización del mapa de
observabilidad.

La matriz de observabilidad que se obtiene al calcular el Jacobiano de (3.6) está dada por:

Ok(x) =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−RLs 0 βω
∂e(θ)

∂θ
βe(θ)

0 −RLs βω
∂e(θ − 2π

3 )

∂θ
βe(θ − 2π

3 )

0 0 0 1


(3.7)

Esta es de dimensión 6 × 4, debido a que se consideraron cuatro salidas medidas y a que
el modelo de la máquina es de quinto orden. Con β = Lsep.

Para determinar el rango de la matriz de observabilidad se hizo uso del teorema 2:

Teorema 2. Kreyszig and Kreyszig (2006) Considerando una matriz A = [ajk] de m×n tiene

rango r ≥ 1 si y solo si A tiene una submatriz r × r con determinante distinto de cero, por

añadidura el determinante de cualquiera submatriz cuadrada con más de r renglones contenida

en A es cero.

En particular si A es una matriz cuadrada de n× n, esta tiene rango n si y solo si:

det(A) 6= 0 (3.8)

Seleccionando la submatriz adecuada, se encuentra que la matriz de observabilidad es de
rango cuatro, lo que signi�ca que el sistema es local y débilmente observable,de modo que es
probable la existencia de un observador de los estados.

Ok1(x) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.9)

Comentario 1. Como es sabido (Scaglione et al., 2011), de no medirse la posición, la matriz

de observabilidad pierde el rango para velocidad angular ω = 0.
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3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

3.2. Observabilidad y detectabilidad para sistemas con entradas

desconocidas

La teórica clásica de observadores se encarga del problema de reconstruir los estados de un
sistema a partir de la información suministrada por todas las entradas y salidas del sistema.
Es ampliamente conocido que para sistemas lineales e invariantes en el tiempo la condición ne-
cesaria y su�ciente para construir un observador clásico, está determinada por las propiedades
de observabilidad o detectabilidad que el sistema posea.

En ciertos casos, la entrada no es completamente conocida debido, por ejemplo, a la di�-
cultad de medición de dichas entradas. En esta situación las condiciones de existencia de un
observador con entradas desconocidas son mucho más restrictivas.

Considerando el siguiente sistema LTI perturbado

ẋ = Ax+Bu+Dw(t), D 6= 0 (3.10)

y = Cx

con x ∈ Rn, y ∈ R como los estados del sistema y la salida respectivamente, w(t) es una
entrada desconocida, u ∈ R son las entradas conocidas y las matrices A,B,C,D son conocidas
y de tamaño adecuado.

Las condiciones para observabilidad y detectabilidad para sistemas LTI con entradas des-
conocidas han sido estudiadas extensamente en Hautus (1983), en donde se establece que las
condiciones necesarias y su�cientes para la existencia de un observador con entradas descono-
cidas son que el sistema sea fuertemente detectable*.

De�nición 7. s0 ∈ C es llamado un cero invariante de {A,D,C} si el rango(R(s0)) < n +

rango(D), en donde R(s) es la matriz de Rosenbrock del sistema (3.10).

R(s) =

sI −A, −D
C, 0

 (3.11)

De�nición 8. Hautus (1983). Un sistema (3.10) se llama fuertemente observable si para cual-

quier condición inicial x(0) y cualquier entrada w(t), y(t) ≡ 0 ∀t ≥ 0 implica también que

x(t) ≡ 0 ∀t ≥ 0.

Es decir {A,D,C} no tiene ceros invariantes.

De�nición 9. Hautus (1983). El sistema (3.10) es fuertemente detectable, si para cualquier

w(t) y x(0) resulta que y(t) ≡ 0 ∀t ≥ 0 implica que x(t)→ 0 cuando t→∞.
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3.2 Observabilidad y detectabilidad para sistemas con entradas desconocidas

Esto quiere decir que el sistema (3.10) es de fase mínima (todos los ceros invariantes de

{A,D,C} satsifacen Re{s} < 0 ).

De�nición 10. Hautus (1983). El sistema (3.10) es fuertemente detectable*, si para cualquier

w(t) y x(0) resulta que y(t)→ 0 cuando (t→∞) implica que x(t)→ 0 cuando (t→∞).

En el caso que D = 0 los conceptos de observabilidad fuerte y detectabilidad fuerte coin-
ciden con los conocidos conceptos de observabilidad y detectabilidad respectivamente. Recor-
dando la matriz de observabilidad como:

O =


C
CA
...

CAn−1

 (3.12)

El sistema (3.10) es observable (en la ausencia de la entrada desconocida w(t)) si y solo si
la matriz de observabilidad O es de rango completo (rango(O) = n).

En Isidori (1996) el grado relativo de un sistema con respecto a la entrada desconocida es
el número r tal que:

CAjD = 0, j = 1, ..., r − 2, CAr−1D 6= 0 (3.13)

En Hautus (1983) se presentan los siguientes teoremas así como sus respectivas demostra-
ciones sobre la observabilidad fuerte y detectabilidad fuerte en términos de grado relativo con
respecto a la entrada desconocida.

Teorema 3. El sistema (3.10) es fuertemente observable si y solo si la salida del sistema tiene

grado relativo n con respecto a la entrada desconocida w(t).

Teorema 4. El sistema (3.10) es fuertemente detectable si y solo si el grado relativo con

respecto a la entrada desconocida existe, y el sistema es de fase mínima.

Considerando solo la parte mecánica del modelo del motor, esta tiene la forma del sistema
(3.10), si se toma a τe/J como entrada conocida, la fricción de Coulomb como constante y a
w(t) = τL/J como una entrada desconocida, con:

A =

[
0, 1

0, − d
J

]
, B =

[
0
1

]
, C =

[
1 0

]
, D =

[
0
1

]
. (3.14)

Para investigar si la parte mecánica del motor de�nida como (3.14) es fuertemente obser-
vable, se requiere que el sistema sea observable. Esto quiere decir que el rango(O) = n. La
observabilidad signi�ca la existencia de un grado relativo r de la salida y con respecto a la
entrada desconocida. Obteniendo la matriz de observabilidad:
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3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

O =

[
1 0
0 1

]
(3.15)

Se encuentra que el rango(O) = 2, por lo tanto, el sistema es observable conD = 0. Por otro
lado es posible encontrar el grado relativo del sistema con respecto a la entrada desconocida
utilizando (3.13).

CAD 6= 0⇒ r = n = 2. (3.16)

El grado relativo de la entrada desconocida es igual a n, por lo tanto de acuerdo con el
teorema 3, el sistema es fuertemente observable, pero no es fuertemente detectable*.

Lema 1. El sistema (3.10) tiene un observador con entrada desconocida si y solo si es fuer-

temente detectable*.

Utilizando el lema 1 presentado en Moreno (2001) se encuentra que no es posible construir
un observador con entrada desconocida para el sistema (3.14), sin antes imponer alguna con-
dición sobre la entrada desconocida. Si se considera que la entrada desconocida es acotada y
que el sistema es fuertemente observable, es posible usar el esquema de estimación propuesto
en Fridman et al. (2007) para encontrar el estimado de la velocidad y el par de carga.
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Capítulo 4

Diseño del observador

En este capítulo se presenta un acondicionador de la posición usando sensores de efecto
Hall y un estimador Luenberguer en cascada con diferenciador por modos deslizantes de orden
superior, así como la prueba de convergencia del error de estimación a cero. Se �naliza el
capítulo mostrando los resultados de algunas simulaciones.

4.1. Estimador de la posición usando sensores de efecto Hall

Como se ha mencionado anteriormente, es necesario el conocimiento de la posición ya sea
en intervalos de 60◦ eléctricos, o de manera continua dependiendo de la técnica de conmuta-
ción que se utilice. Este problema se resuelve comúnmente utilizando sensores de efecto Hall,
encoders o resolvers. El problema del uso de encoders o resolvers para obtener la posición de
manera precisa es el precio, ya que estos suelen ser muy caros. En cambio, los sensores de
efecto Hall son baratos y es común que estén integrados en la carcasa del motor.

En el orden de las ideas anteriores, se propone un simple algoritmo el cual hace uso de la
información dada por los sensores de efecto Hall, con el �n de obtener la posición estimada
del rotor.

Esto se logra empleando un simple integrador saturado, con condición inicial variable. La
condición inicial del integrador se obtiene a partir del estado de los sensores de efecto Hall.
La condición inicial por seleccionar depende del posicionamiento y la secuencia de giro de los
sensores de efecto Hall. En la Figura 4.1 se muestra la relación existente entre la posición
angular y los estados del sensor de efecto Hall.
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Figura 4.1: Transiciones del sensor de efecto Hall y la posición angular eléctrica

Lo que quiere decir que cada vez que se produce un cambio en las salidas de los sen-
sores de efecto Hall, esta se compara con una secuencia prede�nida y una condición inicial
correspondiente es seleccionada (ver Tabla 4.1).

Tabla 4.1: Condiciones iniciales del integrador con respecto al estado de los sensores.

Estado del sensor de efecto Hall Condiciones iniciales

Ha Hb Hc θ0elec −θ0elec

0 0 1 5π
3 2π

0 1 0 π 4π
3

0 1 1 4π
3

5π
3

1 0 0 π
3

2π
3

1 0 1 0 π
3

1 1 0 2π
3 π

Aunque es posible obtener la posición eléctrica exacta en cada transición de los sensores,
si es que estos se encuentran correctamente posicionados, no es el caso con la velocidad.

Cabe agregar que es posible obtener una aproximación burda de la velocidad angular,
basada en el tiempo que pasa entre las transiciones de los sensores de efecto hall. Esto solo
es posible debido a que los tres sensores de efecto hall se encuentran separados entre sí una
distancia de π/3 radianes eléctricos, si es que están correctamente alineados. En particular se
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4.2 Estimador Luenberguer en cascada con diferenciador por modos deslizantes

tiene:

ω̂Hall =
∆θ

∆t
(4.1)

en donde ∆θ es constante con valor de π/3 [rad].

Así, el integrador es alimentado con el estimado de la velocidad ω̂Hall ∈ R, este mismo se
reiniciará cada que se detecte alguna transición de los sensores y posteriormente se establecerá
como condición inicial el valor que corresponda a la secuencia de giro. Como resultado se
obtiene la posición eléctrica enrollada θ̂enr ∈ R. La posición eléctrica enrollada θ̂enr ∈ R,
que es aquella que solo puede tener valores entre 0 rad al comienzo y 2π rad al �nal de
una revolución eléctrica, sin importar el numero de revoluciones dadas anteriormente. Para
motores con sólo un par de polos, una revolución eléctrica es igual a una mecánica. Pero no
es el caso con un motor con más de un par de polos. El modelo presentado en (2.17) hace uso
de la posición mecánica sin enrollar. Para convertir la posición eléctrica enrollada a posición
mecánica θ, simplemente se hace uso de la siguiente ecuación:

θ =
p

2
(θ̂enr + 2πk) (4.2)

en donde p ∈ R es el número de polos del motor y k ∈ R representa el número de revoluciones
eléctricas dadas. En la Figura 4.2 se muestra un esquema del algoritmo.

Figura 4.2: Representación del algoritmo.

4.2. Estimador Luenberguer en cascada con diferenciador por

modos deslizantes

Para el diseño del estimador, solo se consideró la parte mecánica del sistema (2.17), se asu-
me que se mide el vector de corrientes i = [is1, is2, is3]

T y que la posición angular θ se obtiene
del acondicionador de la señal proveniente de los sensores de efecto Hall antes presentado. El
objetivo del estimador es que garantice la estimación asintótica de los estados en presencia de
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4. DISEÑO DEL OBSERVADOR

un par de carga desconocido y de ser posible estimar el mismo.

De�niendo el vector de estados mecánicos de la siguiente forma:

x =
[
x1 x2

]T
=
[
θ ω

]T
, (4.3)

la parte mecánica del modelo se puede rescribir como:

ẋ1 = x2

ẋ2 = u− d

J
x2 − µJ + w(t) (4.4)

y = x1,

en donde x1, x2 ∈ R son los estados, u = τe/J es una entrada conocida, µJ = µ/J es el término
que representa la fricción de Coulomb con ω positiva, y es la salida medida, en este caso la
posición angular θ, w(t, x1, x2) ∈ R es una entrada desconocida acotada (|w(t, x1, x2)| ≤ K).
De manera especí�ca se tiene:

w(t) = − 1

J
τL. (4.5)

Antes de presentar el diseño del observador se debe tomar en cuenta la siguientes suposi-
ciones:

Suposición 1. El sistema tiene grado relativo n con respecto a la entrada desconocida w(t).

Suposición 2. La entrada desconocida w(t) es una función de Lebesgue acotada |w(t)| ≤
K+.

Suposición 3. La entrada desconocida es una función acotada, |w(t)| ≤ K+, con derivadas
sucesivas hasta de orden k acotadas por la misma constante K+

1 , es decir, la k-ésima derivada
es una función Lipchitz con constante no mayor a K+

1 .

La primera suposición implica que el sistema es fuertemente observable. La siguiente, es
útil para asegurar la convergencia del error de estimación a una región acotada alrededor del
origen y la última suposición es necesaria para la estimación de la entrada desconocida.

Las ecuaciones son entendidas en el sentido de Filipov (Filippov, 1988), para que sea posible
el uso de señales discontinuas en el observador.

El diseño del observador se realiza en dos partes, la primera es un observador Luenberger
que asegura la convergencia del error de estimación a una vecindad acotada alrededor del
origen, que considera la presencia de la entrada desconocida w(t) y la segunda parte usa un
diferenciador basado en un modos deslizantes de orden superior, el cual asegura la convergen-
cia del error de estimación a cero, en tiempo �nito en ausencia de ruido.

Debido a que el par (A,C) es observable, es posible asignar cualquier conjunto de eigenva-
lores estables a la matriz (A − LC), si se escoge un L ∈ Rn×1 adecuada. Como consecuencia
el par (A− LC,C) también es observable con una matriz de observabilidad no singular:
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4.2 Estimador Luenberguer en cascada con diferenciador por modos deslizantes

Õ =


C

C(A− LC)
...

C(A− LC)n−1

 (4.6)

entonces el observador propuesto en (Fridman et al., 2007), tiene la siguiente estructura:

x̃ = v + Õ−1z. (4.7)

1) Observador Luenberger. La parte lineal del estimador tiene la forma:

v̇1 = v2 + l1(y − v1)

v̇2 = u− d

J
v2 − µJ + l2(y − v1), (4.8)

en donde L = [l1, l2]
T son constantes de diseño.

Si se de�ne el error ē como ē1 = x1 − v1 y ē2 = x2 − v2,se obtiene la siguiente dinámica:

˙̄e1 = ē2 + l1ē1

˙̄e2 = − d
J
ē2 + l2ē1 − w(t), (4.9)

retomado la de�nición de las matrices A,B,C,D en (3.14) se llega a:

˙̄e = (A− LC)ē+Dw(t), (4.10)

ye = Cē.

La ganancia L se diseña de tal manera que la matriz (A-LC) sea Hurwitz. En consecuencia
el error de estimación (4.10) converge asintóticamente a cero (e = 0) en ausencia de perturba-
ción y es acotado en presencia de alguna una perturbación no desvaneciente (|w(t)| ≤ K).

2) Diferenciador por modos deslizantes. La parte no lineal del estimador está dada
por el diferenciador de orden (k− 1) propuesto en Levant (2003), con k = 3 y suponiendo que
la tercera derivada temporal del error ē1 del sistema (4.9) es Lipschitz |

...
ē1| < Lf .

ż1 = −αkL
1/k
f |z1 − (v1 − y)|(k−1)/k sign(z1 − (v1 − y)) + zk−1

żk−1 = −αk−1L
1/2
f |zk−1 − ż1|

1
2 sign(zk−1 − ż1) + zk (4.11)

żk = −α1Lf sign(zk − żk−1),

donde las ganancias α3 = 3,α2 = 1.5,α1 = 1.1 aseguran que los estados z1, z2 y z3 convergerán
en tiempo �nito a ē1, ˙̄e1 y ¨̄e1 si se escoge un Lf lo su�cientemente grande, en particular
Lf > |κ|K+.

25



4. DISEÑO DEL OBSERVADOR

Por lo tanto el observador propuesto para el sistema (4.4) tiene la siguiente estructura:

v̇1 = v2 + l1(y − v1)

v̇2 = u− d

J
v2 − µJ + l2(y − v1)

ż1 = −α3L
1/3
f |z1 − (v1 − y)|

2
3 sign(z1 − (v1 − y)) + z2

ż2 = −α2L
1/2
f |z2 − ż1|

1
2 sign(z2 − ż1) + z3 (4.12)

ż3 = −α1Lf sign(z3 − ż2)
x̂1 = v1 − z0
x̂2 = v2 + l1(y − v1)− z1,

donde x̂1 y x̂2 son los estados estimados de x1 y x2 respectivamente.

La estimación de la entrada desconocida w(t) es de�nida como en Fridman et al. (2007):

ŵ(t) =
1

κ
(zn+1 − (a1z1 + a2z2 + ...+ anzn))

sn − ansn−1 − ...− a1 = (−1)ndet(A− LC − sI),
(4.13)

con κ = (CAn−1D).
A partir de lo anterior, se puede tener un estimado del par de carga τL de la forma:

τ̂L = −J(z3 − (a1z1 + a2z2)). (4.14)

Proposición 1. Si las suposiciones 1 y 2 se satisfacen, el observador (4.12) estima de manera

exacta y en tiempo �nito el estado x.

Con ruido en la medición, tal que este sea Lebesgue-medible en el tiempo con una magnitud

máxima de ε, el observador estima en tiempo �nito el estado x, si se escogen las ganancias

α1, α2, α3 de manera adecuada y Lf lo su�cientemente grande. Con un ε lo su�cientemente

pequeño el error de estimación eOi = x̂i − x se encuentra en el orden de ε(k−i+1/n). Lo que

signi�ca que las desigualdades |eOi| ≤ γiε
(k−i+1/n) se mantienen, para algunas constantes

γi > 0 que dependen solo del observador y parámetros del sistema, además de la cota superior

de la entrada.

Prueba. Tome en consideración la parte lineal del observador. Retomando el error antes
de�nido como ē = x− v se tiene:

˙̄e = (A− LC)ē+Dw(t), (4.15)

ye = Cē.
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4.2 Estimador Luenberguer en cascada con diferenciador por modos deslizantes

Con el �n de analizar las propiedades de convergencia del observador, suponga que existe una
función candidata de Lyapunov de la forma V = ēTPeē con Pe = P Te > 0 como solución de la
ecuación algebraica de Lyapunov:

Pe(A− LC) + (A− LC)TPe = −Qe, (4.16)

calculando la primera derivada de V se obtiene:

V̇ = ēTPe((A− LC)ē+Dw) + ((A− LC)ē+Dw)TPeē, (4.17)

con Qe = QTe > 0, la primera derivada de V se puede rescribir como

V̇ = −ēTQeē+ 2(Dw)TPeē, (4.18)

por lo tanto V̇ es negativa semide�nida para todo error de estimación si se satisface la de-
sigualdad:

‖ē‖ > 2K+‖DTPe‖
‖Qe‖

. (4.19)

Esta desigualdad signi�ca que el observador lineal Luenberguer solamente puede asegurar la
convergencia del error de estimación a una región acotada alrededor del origen, en ausencia de
ruido.

Sin embargo, es común que se presente ruido en la salida y en este caso en la entrada u,
ya que esta se de�nió como τe(iii)/J en el sistema (4.4). Considerando de nuevo la dinámica
del error (4.15) y remplazando el ruido en la salida [−ε1, ε1] y en la entrada [−ε2, ε2] como el
segmento de todos sus posibles valores, se obtiene:

˙̄e ∈ (A− LC)ē+ L[−ε1, ε1] +B[−ε2, ε2] +Dw(t), (4.20)

ye ∈ Cē+ [−ε1, ε1],

empleando la función candidata de Lyapunov antes presentada, se obtiene la siguiente derivada:

V̇ ∈ēT (Pe(A− LC) + (A− LC)TPe)ē+ (ēTPeD +DTPeē)w(t)

+ (ēTPeL+ LTPeē)[−ε1, ε1] + (ēTPeB +BTPeē)[−ε2, ε2],
(4.21)

reescribiendo V̇ se llega a :

V̇ ∈ − ēTQeē+ 2(Dw(t))TPeē+ 2LTPeē[−ε1, ε1] + 2BTPeē[−ε2, ε2], (4.22)

para que V̇ sea negativa semide�nida para todo error de estimación se tiene que cumplir la
siguiente desigualdad:

‖ē‖ > 2(K+‖DTPe‖+ ‖LTPe‖ · 2‖ε1‖+ ‖BTPe‖ · 2‖ε2‖)
‖Qe‖

. (4.23)
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4. DISEÑO DEL OBSERVADOR

De igual manera que en la prueba sin ruido en la medición de las entradas y salidas, el
error de estimación converge a una región acotada alrededor del origen.

Si se introduce ẽ = (Cv − y) y se supone que ē y su derivada permanecen uniformemente
acotados, entonces también lo estará ẽ y su derivada. Ahora considere las funciones σ1 =
z1 − ē, σ2 = z2 − ˙̄e, σ3 = z1 − ¨̄e y una función del ruido Lebesgue-medible η ∈ [−ε, ε],
entonces cualquier solución de (4.11) satisface la inclusión diferencial siguiente si se escoge una
Lf lo su�cientemente grande:

σ̇1 ∈ α3L
1/3
f |σ1 + η|

2
3 sign(σ1 + η) + σ2

σ̇2 = α2L
1/2
f |σ2 − σ̇1|

1
2 sign(σ2 − σ̇1) + σ3 (4.24)

σ̇3 ∈ α1Lf sign(σ3 − σ̇2) + [−Lf , Lf ],

La prueba de la parte no lineal del esquema de estimación está basada en el siguiente lema:

Lema 2. Fridman et al. (2007) Suponga que α3 > 1 y α2, α1 son seleccionados lo su�ciente-

mente grandes. Entonces después de un tiempo �nito del proceso transitorio, cualquier solución

de (4.24) satisface las desigualdades |σi| ≤ µiL(i−1)/k
f ε(k−i+1)/k con i = 1, 2, . . . , k donde µi > 1

son algunas constantes positivas que dependen solamente de la selección de αi.

La prueba del Lema 2 es consecuencia directa del Lema 8 de Levant (2003) si se denota
σ̃ = σ/Lf obteniendo:

˙̃σ1 = α3|σ̃1 + Lf [−ε, ε]|
2
3 sign(σ̃1 + Lf [−ε, ε]) + σ̃2

˙̃σ2 = α2|σ̃2 − ˙̃σ1|
1
2 sign(σ̃2 − ˙̃σ1) + σ̃3 (4.25)

˙̃σ3 = α1 sign(σ̃3 − ˙̃σ2) + [−1, 1],

Si las suposiciones se mantienen, entonces Lf > sup|Cz − y(t)|(3), lo cual asegura la
convergencia en tiempo �nito de (4.11). Lo que establece las siguientes igualdades z1 = ẽ1, i =
1, . . . ., n, zn+1 = ˙̃en con ε = 0. Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.13) se puede llegar
a:

ŵ(t) =
1

κ
(zn+1 − (a1ẽ1 + a2ẽ2 + ...+ ẽnzn)) (4.26)

Ahora considere las siguientes ecuaciones homogéneas y que la salida del sistema es y = x1:

ẍ1(t) + a2ẋ1 + a1x1 = −τL
J

(4.27)

v̈1 + a2v̇1 + a1v1 = 0 (4.28)

sustituyendo en(4.26) se llega a la siguiente igualdad:
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ŵ(t) = (v̈1 − ẍ1)− (a2(v̇1 − ẋ1) + a1(v1 − x1)) (4.29)

con κ = 1. Tomando en cuenta (4.29), es fácil de ver, que al aplicar un par carga al sistema,
existe una diferencia entre las ecuaciones (4.27) y (4.28), la cual corresponde a el valor de
τL/J . Por lo tanto la expresión que representa el estimado del par de carga está dado por la
igualdad (4.14), dando por �nalizado la prueba de convergencia.

4.3. Simulación

La simulación se realizó considerando que el motor es controlado utilizando la técnica de
control por campo orientado (FOC por sus siglas en inglés). Aunque en general para este tipo
de motores se utiliza la técnica de control Sixstep, en este caso se optó por el FOC debido a
que el Sixtep produce un rizo signi�cativo en el par, el cual ocurre seis veces cada revolución
eléctrica.

En el control por campo orientado, las corrientes y voltajes del motor son manipuladas en
marco de referencia d-q del rotor.

Esto signi�ca que las corrientes deben ser transformadas del marco de referencia estático
de tres fases de los bobinados del estator a un marco de referencia d-q rotatorio para después
ser procesados por controladores PI.

De manera similar los voltajes que serán aplicados al motor tienen que ser transformados
del marco de referencia d-q del rotor al marco de referencia de tres fases del estator. Esto con
la �nalidad de lograr un control independiente del par y el �ujo.

En la Figura 4.3 se muestra un esquema del sistema controlado por FOC, junto con el
observador propuesto.
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4. DISEÑO DEL OBSERVADOR

Figura 4.3: Sistema de control de campo orientado del MIPSEDC con el observador en cascada.

Las simulaciones numéricas del sistema se realizaron en Simulink, utilizando los parámetros
del motor BLY344S-240V-3000 de Anaheim siguientes:

Tabla 4.2: Parámetros del motor

Parámetro Valor

J 0.0002618 [Kgm2]

d 0.000695 [Kgm2/s]

µ 0.196 [Nm]

R 1.2 [Ω]

L 0.00475 [mH]

ep 0.3455 [V/rad/s]

τp 0.3811 [Nm/A]

Voltaje max. 240 [V]

Par max. 2 [Nm]

Las ganancias del estimador fueron seleccionadas de tal manera que la matriz (A−LC) fuera
Hurwitz y buscando una ganancia Lf lo su�cientemente grande para que el error de estimación
converja al origen. Los valores de las ganancias utilizadas en la simulación se muestran a
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continuación:

Tabla 4.3: Ganancias del observador

l1 l2 Lf

7.3453 105.5004 400

Con la selección de este conjunto de ganancias, es posible encontrar la expresión que de�ne el
par de carga estimado. Utilizando la ecuación (4.14) se obtiene:

τ̂L = −J(z3 − (125z1 + 10z2)). (4.30)

En las siguientes subsecciones se describen tres pruebas y se discuten sus resultados. En
todas las simulaciones el paso de integración es de Ts = 0.01 ms, a menos que se indique lo
contrario. Se inyecta ruido en la medición del vector de corrientes i, haciendo uso del bloque
de Simulink AWGN (ruido gaussiano) con una desviación estándar de 0.001. Sin embargo, en
la simulación 3 se presentan tres grá�cas del error de estimación del par de carga con ruidos
diferentes, esto con el �n de mostrar el efecto del ruido en la estimación.

4.3.1. Simulación 1

En este caso se tiene como referencia de velocidad la siguiente función sigmoide: ωref =
100

1 + e−2(x−2.6)
con una aceleración máxima de 50 rad/s2 hasta llegar a la velocidad de 100

rad/s. La simulación se realizó sin agregar par de carga.
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Figura 4.4: Posición angular eléctrica enrollada real θenr en rojo y θ̂enr estimada en azul.
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Figura 4.5: Posicion angular real en rojo y estimado en azul.
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Figura 4.6: Velocidad angular real en rojo y estimada en azul.
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Figura 4.7: Error de estimación de velocidad eωy posición eθ.

Esta simulación pretende mostrar el funcionamiento del acondicionador de la señal pro-
veniente de los sensores de efecto Hall y el observador en velocidades cercanas a 0 rad/s. La
Figura 4.4 muestra la posición eléctrica enrollada θ̂elecr generada por el acondicionador de
señal en comparación con el valor real de la posición eléctrica θenr. Por su parte la Figura
4.5 presenta la posición angular mecánica desenrollada estimada θ̂ y la real θ. La Figura 4.6
ilustra el comportamiento de la velocidad angular estimada ω̂ y la real ω. Por último la Figura
4.7 muestra el error entre la posición angular estimada y la real eθ = θ − θ̂ y el error entre la
velocidad angular estimada y la real eω = ω − ω̂.

4.3.2. Simulación 2.

Este caso se realiza sin agregar par de carga. La referencia de velocidad es la función

sigmoide : ωref =
60

1 + e−2(x−2.5)
+ 40, con una aceleración máxima de 30 rad/s2 hasta llegar

a la velocidad de 100 rad/s.
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Figura 4.8: Velocidad angular real en rojo y estimada en azul.
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Figura 4.9: Par de carga real en rojo y estimado en azul.
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Figura 4.10: Error de estimación de velocidad eω y par de carga eτL

Esta simulación tiene como objetivo mostrar el funcionamiento del observador, sin ningún
par de carga, para posteriormente poder compararlo con la simulación que si la tiene.

En la Figura 4.8 se muestra la velocidad angular estimada ω̂ junto con la velocidad angular
real ω. En la Figura 4.9 se puede apreciar el par de carga estimado τ̂L y el real τL. Por último
la Figura 4.10 muestra el error entre la velocidad angular real y la estimada eω = ω−ω̂ además
del error entre el par real y el par estimado eτL = τL − τ̂L.

4.3.3. Simulación 3.

En este caso se simula una carga inercial acoplada al eje del motor. La carga en cuestión
es un volante de inercia con una masa de aproximadamente 400 gramos y un radio de 10 cm.
La inercia aproximada del volante de inercia junto con el acoplamiento es de 0.0024[kgm2]. La
referencia de velocidad es la misma que la simulación anterior.
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4. DISEÑO DEL OBSERVADOR
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Figura 4.11: Velocidad angular real en rojo y estimada en azul, usando sensores de efecto Hall.
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Figura 4.12: Par de carga real en rojo y estimado en azul.
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4.3 Simulación
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Figura 4.13: Error de estimación de velocidad eω.
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Figura 4.14: Error de estimación del par de carga eτL sin ruido y con ruido.

En la Figura 4.11 se muestra la velocidad angular estimada ω̂ junto con la velocidad
angular real ω. En la Figura 4.12 se puede apreciar el par de carga estimado τ̂L y el real τL.
La Figura 4.13 muestra el error entre la velocidad angular real y la estimada eω = ω − ω̂. Por
último la Figura 4.14 muestra tres errores de estimación entre el par real y el par estimado
eτL = τL − τ̂L,el primero no presenta ruido en la medición de las corrientes, en el segundo se
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4. DISEÑO DEL OBSERVADOR

inyectó un ruido con desviación estándar de 0.001 y el último tiene un ruido con desviación
estándar de 0.01.

4.3.4. Discusión de resultados

En la Figura 4.15 se ilustra el comportamiento del error relativo con respecto a la velo-
cidad angular. Es indudable que a mayor velocidad mejor es la estimación debido a que las
transiciones de estado de los sensores de efecto Hall son más frecuentes por lo que es posible
calcular un estimado más preciso de la posición angular.
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Figura 4.15: Error relativo de estimación con respecto a la velocidad angular ω.

En la simulación 1 es evidente que el arranque desde 0 rad/s produce error considerable en
la estimación debido a que el acondicionador de señal aún no tiene información su�ciente para
comenzar la estimación de la posición angular, aunado a esto la frecuencia de las transiciones
de los sensores de efecto Hall al ser muy baja, produce un pobre estimado en la velocidad
angular ωHall. Sin embargo, después de sobrepasar aproximadamente 20 rad/s el error relativo
de estimación de la velocidad es menor al 2%.

La simulación 2 y 3 son idénticas con excepción de que a una se le agrega un par de carga
en forma de un volante de inercia. El error relativo en la estimación de la velocidad de ambas
simulaciones es menor al 2%, considerando la menor velocidad (40 rad/s) de la prueba.

En la simulación 3 se presentan tres errores de estimación del par de carga. La grá�ca
superior en la �gura 4.14 ilustra el error de estimación en ausencia de ruido, en tanto las
grá�cas siguientes presentan el error de estimación con un ruido en la medición de las corrientes
con una desviación estándar de 0.001 y 0.01 respectivamente. La razón de presentar el error
de estimación del par de carga con diferente ruido, es para ilustrar el efecto producido de este,
en la estimación del par de carga.
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Capítulo 5

Diseño del experimento

En este capítulo se describe la plataforma donde se llevó a cabo la validación experimental
del acondicionador de la señal y el estimador antes presentados. Posteriormente se muestran
y discuten los resultados de los experimentos.

5.1. Descripción de la plataforma experimental

Se realizó la validación experimental del esquema de estimación antes propuesto, en la
plataforma que se muestra en la �gura 5.1. Se utilizó el inversor de tres fases con fuente de
voltaje controlable TMDSHVMTRINSPIN de Texas Instruments, controlado por medio del
microcontrolador de 32-bit TMDSCNCD28069MISO de la misma compañía. Ver �gura 5.2
El motor de corriente directa sin escobillas utilizado fue el BLY344S-240V-3000 de Anaheim.
Los parámetros del motor se pueden encontrar en la tabla 4.2. La plataforma experimental
se encuentra instrumentada con 3 resistencias shunt para la medición de la corriente en cada
una de las fases del motor, tres sensores de efecto Hall colocados aproximadamente 60 grados
eléctricos entre ellos y un encoder acoplado al eje del motor con una resolución de 2000 pulsos
por revolución.

Figura 5.1: Motor MIPSEDC, volante de inercia y encoder.
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5. DISEÑO DEL EXPERIMENTO

Figura 5.2: Plataforma completa.

Al igual que en las simulaciones presentadas en el Capítulo 3, el esquema de control que
se utilizó fue el control de campo orientado, esto debido a la facilidad de implementación de
este algoritmo en el microcontrolador.

El código del estimador se escribió en el lenguaje de programación C, en el compilador Co-
de Composer 6, utilizando la librería IQMath. Debido a limitaciones en el hardware el periodo
de muestreo se de�nió como Ts = 0.13 ms.

Como se puede apreciar en la �gura 5.3 el código se divide en 2 partes principales: la
parte denominada main() o rutina principal, inicializa el driver, habilita las interrupciones del
sistema y se queda en un lazo in�nito. La segunda parte llamada mainISR() solo se activa
cuando se detecta una interrupción, lo que detiene la rutina principal. En esta parte se leen
todos los periféricos y de ser necesario se ejecutan los controladores PI de corriente y velocidad,
además del estimador. Por último, se escribe el valor del PWM en las salidas y regresa al lazo
in�nito de la rutina principal con esto terminando la rutina de interrupción. Cabe destacar
que el estimador se probó en lazo abierto.
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5.1 Descripción de la plataforma experimental
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Escribir PWM 

Figura 5.3: Diagrama de �ujo del código.

Debido que es de suma importancia que los sensores de efecto Hall estén adecuadamente
posicionados, se diseñó un algoritmo para la corrección de la posición por software.

El algoritmo hace uso sólo una vez de un encoder y este consiste en hacer girar el motor a
velocidad baja (10 rad/s), mientras se espera alguna interrupción producida por los sensores
de efecto Hall. En cuanto ocurre una interrupción se detiene la rutina principal, y entra en
la rutina de interrupción, en donde se lee el estado de los tres sensores Hall y se asigna a
ese estado especi�co la posición eléctrica obtenida por el encoder. De esta manera al ocurrir
seis interrupciones se conoce de manera exacta la posición eléctrica de los sensores de efecto
Hall, así como su secuencia de giro. En la �gura 5.4 se ilustra un esquema del algoritmo antes
descrito.
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Caso 6

Fin  

Default

Figura 5.4: Diagrama de �ujo del algoritmo de corrección de posición.

En seguida se presentan los resultados de tres experimentos, en los cuales se busca mostrar
el comportamiento del estimador en diferentes condiciones (con y sin par de carga, arranque
a velocidades bajas). Las ganancias del estimador utilizadas en las pruebas fueron las mismas
que se emplearon en la simulación. Ver tabla 4.3.
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5.1 Descripción de la plataforma experimental

5.1.1. Experimento 1

En este experimento se tiene como referencia de velocidad la siguiente función sigmoide:

ωref =
95

1 + e−2(x−2.5)
+5 con una aceleración máxima de 50 rad/s2 hasta llegar a una velocidad

de 100 rad/s. La prueba se realizó sin agregar par de carga al motor.
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Figura 5.5: Posición angular electrica del encoder θelec en rojo y estimada θ̂elec en azul.
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Figura 5.6: Velocidad angular calculada usando el encoder en rojo y estimada en azul.
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Figura 5.7: Error de estimación de velocidad eω.

La �gura 5.5 muestra la posición eléctrica enrollada θ̂elec generada por el acondicionador
de señal de los sensores de efecto Hall en comparación con el valor de la posición eléctrica
obtenida por el enconder. La �gura 5.6 ilustra el comportamiento de la velocidad angular
estimada ω̂ y la velocidad ω calculada utilizado el encoder. Por último la �gura 5.7 muestra
el error entre la velocidad angular estimada y la calculada usando el encoder eω = ω − ω̂.

5.1.2. Experimento 2

Este experimento se realizó sin agregar par de carga. La señal de referencia de la velocidad

es la función sigmoide : ωref =
100

1 + e−2(x−2.5)
+ 40 con una aceleración máxima de 30 rad/s2

hasta llegar una velocidad de 100 rad/s.
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Figura 5.8: Velocidad angular calculada usando el encoder en rojo y estimada en azul.
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Figura 5.9: Par de carga estimado.
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Figura 5.10: Error de estimación de velocidad eω

En la �gura 5.8 se muestra la velocidad angular estimada ω̂ junto con la velocidad angular
obtenida por el enconder ω. En la �gura 5.9 se puede apreciar el par de carga estimado τ̂L.
Por último la �gura 5.10 muestra el error entre la velocidad angular calculada utilizando el
encoder y la estimada eω = ω − ω̂.

5.1.3. Experimento 3.

En este experimento se montó un volante de inercia con una masa de aproximadamente
400 gramos y un radio de 10 cm al eje del motor. La inercia aproximada del volante de inercia
junto con el acoplamiento y el enconder es de 0.0024[kgm2]. La referencia de velocidad es la
misma que la prueba anterior.
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Figura 5.11: Velocidad angular calculada usando el encoder en rojo y estimada en azul.
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Figura 5.12: Par de carga estimado.
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5.1 Descripción de la plataforma experimental

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

 t[s]

-2

-1

0

1

2
e

 [
ra

d
/s

]

Figura 5.13: Error de estimación de velocidad eω.

En la �gura 5.11 se presenta la velocidad angular estimada ω̂ junto con la velocidad angular
obtenida por el enconder ω. Por otro lado, la �gura 5.12 ilustra el par de carga estimado τ̂L.
Por último la �gura 5.13 muestra el error entre la velocidad angular calculada utilizando el
encoder y la estimada eω = ω − ω̂.

5.1.4. Discusión de resultados

Los experimentos realizados fueron lo más parecidos posibles a las simulaciones antes mos-
tradas. Sin embargo, el experimento 1 es levemente diferente a la simulación, esto debido
principalmente a que el controlador programado en el microcontrolador no funciona a veloci-
dades bajas.
Estudiando los resultados es evidente que el error de estimación de la velocidad en la prueba
experimental es mayor que en las simulaciones. Por su parte la magnitud de la estimación del
par de carga es mayor a lo que se había calculado. Estas diferencias pueden explicarse en parte
por la incertidumbre en los parámetros, al tamaño del paso de integración usado y a que el
ruido en las mediciones es mayor de lo que se esperaba.

No fue posible obtener un error de estimación del par de carga, debido a que no se conocen
los parámetros del motor de manera exacta y a que en la plataforma experimental no se tiene
forma de medir el par de carga.

No obstante, el error relativo de estimación de la velocidad angular es menor al 2% com-
parado con la velocidad calculada a partir del enconder, para velocidades mayores a 30 rad/s.
En la �gura 5.14 se muestra el error relativo de estimación de la velocidad. Este se obtu-
vo promediando el error de estimación a velocidad constante y dividiéndolo entre la misma
velocidad.
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Figura 5.14: Error relativo de estimación con respecto a la velocidad angular.

Una de las razones de porque el error de estimación es tan grande a velocidades bajas, es por
el uso de los sensores de efecto Hall para obtener la posición. La precisión del acondicionador
en la estimación de la posición depende en gran medida, de la frecuencia en que ocurren las
transiciones de los sensores de efecto Hall. Esto es debido a que el acondicionador hace uso de
la velocidad angular eléctrica ωHall, aproximada por medio de las transiciones de los sensores.
Este problema se puede observar claramente en la �gura 5.15.
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Figura 5.15: Posición angular electrica del encoder θelec en rojo y estimada θ̂elec en azul.

Esta prueba se realizó a la mínima velocidad posible (5 rad/s). Es claro de ver que,
aunque las condiciones iniciales son correctas, existe un error en la estimación de la posición
eléctrica debido a que la velocidad angular eléctrica ωHall es errónea. Sin embargo, como se
puede observar en la �gura 5.14, el desempeño del observador es aceptable, para el rango de
velocidades medias a altas.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo se a estudiado las propiedades de observabilidad del modelo no lineal del
motor de corriente directa sin escobillas, cuando se miden las corrientes y la posición angular.
Además, se encontró que es posible diseñar un observador con entradas desconocidas conside-
rando solamente la parte mecánica del modelo del MIPSEDC.

En orden de las ideas anteriores se propuso un esquema de estimación de la posición,
velocidad y par de carga, haciendo uso de la medición de las corrientes y la información
proporcionada por los sensores de efecto hall.

El esquema de estimación se divide en 2 partes principales: un acondicionador de señal y
un observador en cascada. El acondicionador de señal convierte las transiciones de los tres sen-
sores de efecto hall en un estimado de la posición angular eléctrica. Posteriormente se calcula
la posición angular mecánica y esta se usa en el estimador en cascada.

El estimador se basa en un observador Luenberguer y un diferenciador por modos desli-
zantes Levant (2003). El objetivo de la primera parte del observador es que en presencia de
entradas desconocidas, el error de estimación pueda llegar a una región acotada alrededor del
origen. La segunda parte del observador se encarga de encontrar el error de estimación y sus
derivadas para después sustraerlos de los estados estimados por el observador Luenberguer
con el �n de asegurar la convergencia del error de estimación a cero, en tiempo �nito en la
ausencia de ruido. Como es bien sabido el control equivalente tiene información de la entrada
desconocida, por lo que es posible encontrar un estimado del par de carga.

Con el �n de evaluar el funcionamiento del esquema de estimación propuesto, en el capítulo
3 se realizaron numerosas simulaciones numéricas con y sin par de carga en presencia de ruido.
Como resultado de estas simulaciones se encontró que el observador funciona de manera ade-
cuada con un error menor al 2%, si el ruido y el paso de integración eran lo su�cientemente
pequeños. En presencia de ruido, se tiene un error en la estimación de los estados y de la
entrada desconocida en el rango de .

En la prueba experimental se tienen ciertas limitaciones, como lo es el paso de integración
y las variables utilizadas, sin embargo el error es menor al 2% con velocidades mayores a 30
rad/s. Esto es debido en parte a que el acondicionador de señal no funciona adecuadamente a
velocidades muy bajas.
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6. CONCLUSIONES

En conclusión el esquema de estimación presentado en este trabajo puede estimar la posi-
ción, velocidad y par de carga en sistemas reales en lazo abierto, con un error relativo menor
al 2% , si el ruido en la medición de las corrientes no es excesivamente grande y el rango de
funcionamiento del motor es mayor a 30 rad/s. Es indispensable también tener en cuenta que
los sensores de efecto Hall tienen que estar correctamente alineados.

Antes de llevar acabo una prueba en lazo cerrado se requerirá una mayor investigación en
la interconexión del estimador con un controlador en particular. Se recomienda que investiga-
ciones futuras utilicen un �ltro de Kalman en lugar de un observador Luenberguer, con el �n
de reducir el impacto del ruido en la estimación de los estados.
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