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dLe Diferencial de longitud del elemento Le, m 

dse Diferencial de esfuerzo efectivo se, kN/m2 

z Espesor inicial del elemento en la malla, m 
e Relación de vacíos 

 Peso específico del agua, kN/m3 

g Constante de gravedad, m/s2 

sat Peso específico del suelo saturado, kN/m3 
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m Pendiente del gráfico log K vs. e 
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Y Logaritmo natural de conductividad hidráulica, m 
z Posición en la coordenada vertical, m 
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RESUMEN 

En este trabajo se investiga el efecto de heterogeneidad vertical en un acuitardo altamente 

compresible sujeto a un proceso de consolidación inducido por  extracción de agua 

subterránea. Con este propósito se construyó un modelo sintético que simula el asentamiento 

unidimensional del medio poroso, en el que las propiedades geomecánicas y las condiciones 

hidrogeológicas reflejan las condiciones típicas que se encuentran en el acuitardo lacustre de 

la Ciudad de México.  

Para simular el asentamiento unidimensional se utilizó el algoritmo de subsidencia no lineal 

de Neuman et al. (1982) modificado por Rudolph y Frind (1991). Este algoritmo considera 

que los parámetros hidrogeológicos (porosidad, conductividad hidráulica y almacenamiento 

específico) dependen del esfuerzo efectivo, lo que le imprime el carácter no lineal al modelo. 

En una primera etapa se utilizó un enfoque estocástico basado en simulaciones  Monte Carlo 

con el propósito de establecer la incertidumbre asociada al asentamiento y determinar qué 

factores influyen mayormente en su simulación. En este ensayo, primero se consideró el 

efecto de una variable aleatoria (ya sea conductividad hidráulica K, el índice de compresión 

Cc, la pendiente m que relaciona el logaritmo de esfuerzo efectivo y la relación de vacíos, o 

la relación de vacíos e) conservando deterministas los parámetros restantes. En este ejercicio, 

se encontró que la K es el parámetro con mayor influencia en la magnitud de la incertidumbre 

del asentamiento. Adicionalmente, se determinó que el caso determinista de Rudolph y Frind 

(1991) subestima la respuesta del asentamiento, sobretodo en la simulación con tiempos 

largos. Después, se simuló el efecto de correlación entre dos variables aleatorias, en este caso 

Y (ln K) y Cc, con diferente tipo de correlación. Los resultados mostraron que el tipo de 
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correlación Y-Cc influye en la magnitud del asentamiento promedio y su incertidumbre 

asociada. 

Adicionalmente, se propone una metodología de simulación del asentamiento con base en el 

modelo de subsidencia no lineal acoplado a un algoritmo de asimilación de datos basado en 

el filtro de Kalman ensamblado EnKF. Esta metodología permite calibrar la simulación del 

asentamiento incorporando observaciones de h, Y y sus combinaciones. En este ejercicio 

solamente se consideró como variable aleatoria a la K. La implementación del EnKF para 

medios altamente compresibles resultó satisfactoria debido a que presenta errores bajos en la 

calibración del asentamiento.  
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ABSTRACT 

The vertical heterogeneity effect on settlement prediction of highly compressible aquitards 

associated to consolidation process due to groundwater extraction is investigated in this 

research. A synthetic model to simulate the total settlement 1D of porous media was 

performed to this aim. In the synthetic model the geomechanical properties and 

hydrogeological conditions are based on aquitard Mexico City’s typical properties found in 

literature.  

The nonlinear subsidence algorithm 1D of Neuman et al. (1982) and modified by Rudolph 

and Frind (1991) was used to simulate the one-dimensional settlement. A stochastic point of 

view was adapted by Monte Carlo method to establish the uncertainty associated to 

settlement and identify the most important factors that influencing its prediction. First, the 

effect of one random variable was considered (hydraulic conductivity K, compression index 

Cc, the slope m of the graphic effective stress versus void ratio, and void ratio e) with the 

remained parameters deterministic. This exercise showed that K has the major influence on 

settlement magnitude and its uncertainty. Also, was determine that the deterministic case of 

Rudolph and Frind (1991) underestimates the settlement response, especially in later times. 

After, the effect of two random correlated variables, Y (ln K) and Cc, with different correlation 

type were simulated. The results showed that the Y-Cc correlation type has influence on 

settlement average and its uncertainty. 

Additionally, was proposed a methodology to the simulation of settlement based on nonlinear 

subsidence algorithm 1D coupled to a data assimilation algorithm based on ensemble Kalman 

filter. This method allows to calibrate the settlement modelling through incorporating 

measurements sets of h, Y and their combinations. The hydraulic conductivity K was the only 
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random variable considered in this method. The EnKF implementation to highly 

compressible media resulted satisfactory because produced low errors on settlement 

calibration. 
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CAPÍTULO 1 

ANTECEDENTES 

La subsidencia se define como “el hundimiento vertical del subsuelo debido al peso de los 

sedimentos”, puede deberse a varios procesos geológicos de origen estructural, 

morfotectónicos y sedimentación, disolución de minerales, diapirismo y descenso en el nivel 

estático del agua subterránea en estiaje. Específicamente, la magnitud de subsidencia en 

sedimentos granulares depende del arreglo de los granos, composición mineral (sedimentos 

compresibles y altamente compresibles), grado de cementación, permeabilidad y porosidad, 

y por supuesto, a la compactación previa. La subsidencia es actualmente consecuencia de un 

proceso de consolidación acelerado que se debe a la combinación de la naturaleza del 

subsuelo junto con actividades antropogénicas, como la extracción de fluidos (agua, petróleo, 

gas), explotación de minerales, construcción de obras subterráneas, etc.  

Estudios previos demuestran que la extracción intensiva de agua subterránea en sistemas 

acuíferos semiconfinados, con acuíferos desarrollados en arenas y/o gravas de alta porosidad 

y baja compresibilidad, intercalados con acuitardos arcillosos (constituidos principalmente 

por Montmorillonita) de baja conductividad hidráulica vertical y alta compresibilidad, 

generan grandes magnitudes de subsidencia. Ejemplos de estos sistemas multiacuíferos se 

tienen en la parte suroeste de los Estados Unidos (Meade, 1967), Arizona (Poland, 1968), 

Texas (Corlis y Meade, 1964) y en la Ciudad de México (Marsal y Mazari, 1959), donde la 

subsidencia máxima acumulada es 13.5 m en el periodo 1962-2004 (Auvinet 2009).  

Recientemente se ha determinado que la velocidad de subsidencia debida a la extracción de 

agua subterránea alcanzó 70 mm/año en Tucson, Arizona durante el periodo 1987-2005 

(Carruth et al., 2007), hasta 15 mm/año en Houston, Texas durante el periodo 1995-2000 
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(Casu et al., 2005), y hasta 300 mm/año en la Ciudad de México durante el periodo 2007-

2011 (Chaussard et al., 2014).  

Las manifestaciones superficiales de subsidencia pueden generar fisuras y/o reactivación de 

fallas, que a su vez suelen causar daños a estructuras civiles como edificios, avenidas, túneles, 

drenaje, etc., que conllevan a un amplio impacto socio-económico. En Gambolati y Teatini 

(2015) se ilustran las consecuencias de subsidencia alrededor del mundo (Figura 1). En la 

Figura 1a se observa que el área afectada por la subsidencia, Riva degli Schiavoni, suele 

inundarse cuando se presenta marea alta en Venecia. En Figura 1b se muestra que los 8 m de 

subsidencia han dejado expuesta la estructura de un pozo de extracción de agua subterránea 

en la Ciudad de México. En Figura 1c se muestra la fisura Rodgers de 13 m de profundidad 

que se formó en el condado de Maricopa, Arizona. Finalmente, en Figura 1d se muestra el 

daño que genera una grieta al atravesar una calle y edificios en Xian, China. 

Particularmente, en la Ciudad de México las consecuencias de la subsidencia han generado 

desde inundaciones en épocas de lluvias hasta inversión de la pendiente que conduce el 

sistema de drenaje, deformación de las principales vías de transporte, y en algunos lugares, 

han dejado cimentaciones y otras estructuras subterráneas descubiertas (Auvinet, 2009). 

Con subsidencia acumulada de 13.5 m (Ortega-Guerrero et al., 1999; Auvinet 2009), una 

tasa de subsidencia de 300 mm/año (Chaussard et al., 2014) y estructuras subterráneas 

descubiertas (Auvinet, 2009; Hernández-Espriú et al., 2014), la Ciudad de México se ha 

colocado como uno de los casos más relevantes con subsidencia por extracción de agua 

subterránea que ha despertado el interés en la investigación del mecanismo de consolidación  

a nivel mundial.  
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Figura 1. Consecuencias de subsidencia en el mundo. Tomada de Gambolati y Teatini, 

2015. (a) Riva degli Schiavoni en Venice inundada durante marea alta registrada el 12 de 

February de 2013. (b) Protuberancia de un pozo localizado en la parte oeste de la Ciudad de 

México donde la subsidencia acumulada es de 8 m entre 1936 y 2013. WP: pozo de 

bombeo y WC: Cubierta del pozo (Hernández-Espriú et al., 2014). (c) La fisura Rodgers de 

13 m de profundidad ocurrió en Septiembre de 1997 en el Condado Maricopa, Arizona 

(Cortesía de Arizona Geological Survey, fotografía de Joe Cook tomada en Noviembre de 

2008). (d) Grieta en calle y daños estructurales a edificios de Xian, China, alrededor de 

2014 (cortesía de Shujun Ye, Nanjing University, China). 
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En el subsuelo de la Ciudad de México se tiene un sistema acuífero compuesto por cuatro 

unidades hidrogeológicas (Herrera- Revilla y Cortés-Silva, 1989; Vázquez-Sánchez, 1995): 

1) Acuitardo Superior constituido por materiales lacustres del Cuaternario, 2) Acuífero 

Superior en rocas volcánicas y materiales piroclásticos Cuaternarios y Plio-Cuaternarios, que 

se encuentra en explotación desde 1960, 3) Acuitardo Inferior en depósitos vulcano-

sedimentarios del Plioceno Inferior, rocas andesíticas del Mioceno y rocas basálticas y 

riolíticas del Oligoceno, y 4) Acuífero profundo en rocas carbonatadas Cretácicas. El 

Acuitardo Superior se constituye principalmente de materiales arcillosos altamente 

compresibles, recientemente descritos como alófanos (Carreón-Freyre et al., 2010; Jaime-P 

y Méndez-Sánchez, 2010) intercalados con materiales menos compresivos como cenizas 

volcánicas. En la literatura geotécnica, el acuitardo arcilloso del valle de México se subdivide 

en cuatro unidades (Santoyo-Villa et al., 2005): 1) una costra superficial de espesor variable 

y constituida por un relleno artificial heterogéneo, 2) formación arcillosa superior de espesor 

variable entre 15 y 50 m, que contiene pequeños lentes duros de arena basáltica o pómez, 3) 

capa dura constituida de limos arenosos, arcilla y algunas gravas cuyo espesor máximo es 5 

m, y 4) formación arcillosa inferior con espesor máximo de 15 m al centro del antiguo Lago 

de Texcoco, se constituye por estratos de arcilla separados por lentes duros de arena basáltica 

o pómez. Adicionalmente, en los sondeos geotécnicos, por ejemplo el Pc 28 de la Figura 2a, 

se observa que propiedades como contenido de humedad w, cuya variabilidad implica una 

relación de vacíos e entre 1 y 10, son altamente variables aún dentro de las subcapas del 

acuitardo, y por tanto también existe una variación en las propiedades hidráulicas, como en 

la conductividad hidráulica K que tiene un rango de variación de algunos órdenes de 

magnitud (Vargas y Ortega-Guerrero, 2004; Figura 2b).   
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Figura 2. a) Contenido de humedad w a saturación en el sondeo Pc 28 en la Ciudad de 

México (Marsal y Mazari, 1975). b) Conductividad hidráulica medida en numerosos 

piezómetros instalados en el acuitardo de la Ciudad de México (Vargas y Ortega-Guerrero, 

2004). 

Por otro lado, el proceso de flujo y consolidación provoca que las propiedades geomecánicas 

e hidráulicas como K y Ss disminuyan paulatinamente provocando que la ecuación de flujo 
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de agua subterránea sea no lineal. Esta característica ha sido implementada en algunos de los 

modelos de flujo y consolidación, por ejemplo, en Helm (1976) se creó una teoría de flujo y 

consolidación 1D que considera la dependencia al esfuerzo efectivo de K y Ss. Neuman et al. 

(1982) presentó un modelo matemático y numérico cuasi 3D donde se considera la 

dependencia al esfuerzo efectivo de K y Ss en el acuitardo. En Rivera et al. (1991) se 

desarrolló un modelo regional cuasi 3D del sistema hidrogeológico de la Ciudad de México 

con parámetros dependientes del esfuerzo efectivo en el acuitardo, donde se utiliza la 

subdivisión geotécnica para asignarle propiedades uniformes teniendo en cuenta cierto grado 

de heterogeneidad. Paralelamente, Rudolph y Frind (1991) desarrollaron un algoritmo de 

flujo y consolidación 1D enfocado en simular el comportamiento de un acuitardo altamente 

compresible. Utilizaron como caso de estudio al acuitardo de la Ciudad de México y lo 

caracterizaron mediante propiedades típicas conocidas. Mostraron que en cada paso de 

tiempo la difusividad hidráulica (K/Ss) se reduce debido a la consolidación, entonces el flujo 

subterráneo también se reduce llevando a un comportamiento transitorio más largo y, en 

consecuencia, a disminuir el asentamiento total en comparación con el predicho por un 

modelo lineal (con parámetros independientes del esfuerzo efectivo). Posteriormente, el 

algoritmo de Rudolph y Frind (1991) fue aplicado para simular el asentamiento en el valle 

de Chalco (Ortega-Guerrero et al., 1999; Ortíz-Zamora y Ortega-Guerrero, 2010). 

En los modelos no lineales aplicados al acuitardo de la Ciudad de México citados 

anteriormente se utilizaron perfiles con distribución constante o distribución suavemente 

variable de parámetros iniciales (Rudolph y Frind, 1991; Ortega-Guerrero et al., 1999; Ortíz-

Zamora y Ortega-Guerrero, 2010) o distribución inicial por capas (Rivera et al., 1991) a pesar 

de que, como se mencionó anteriormente, los datos de campo indican que parámetros como 

porosidad y K son altamente variables en dirección vertical (Figura 2). 
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Recientemente, han aparecido trabajos enfocados en la representación adecuada o realista de 

parámetros heterogéneos en modelos de flujo de agua subterránea y consolidación. En Frías 

et al. (2004) se investiga el efecto de K aleatoria en yacimientos poroelásticos altamente 

heterogéneos. Ferronato et al. (2006) emplea simulación Monte Carlo para modelar 

subsidencia regional considerando a la compresibilidad vertical uniaxial de  la roca como 

variable aleatoria.  En Wang y Hsu, 2009 y 2013, se desarrollaron modelos poroeslásticos 

estocásticos. Badaoui et al. (2007) utilizaron simulación Monte Carlo para modelar 

consolidación unidimensional con K y módulo elástico aleatorios e independientes. En 

Huang et al. (2009) se utiliza simulación Monte Carlo junto con la teoría de Biot con K y 

volumen de compresibilidad como parámetros aleatorios y dependientes, para investigar el 

grado de consolidación del subsuelo en 1D y 2D, pero para ambos parámetros utilizan el 

mismo coeficiente de variación. En Chong (2017) se realizó una simulación estocástica con 

K aleatoria en un modelo de consolidación basado en la teoría de Terzaghi. En estos modelos 

no se toma en cuenta la variación temporal de los parámetros a medida que se realiza la 

consolidación del subsuelo, es decir, que solamente actualizan los parámetros en posición y 

no en tiempo. En el caso de los sedimentos altamente compresibles, es importante considerar 

que la reducción de la relación de vacíos, y por ende de la K y Ss, se realiza de manera 

progresiva.  

Además, la importancia de los modelos de simulación de subsidencia como herramientas de 

planeación y/o gestión resalta la necesidad de incluir técnicas de calibración incorporando 

datos de campo disponibles. El método de prueba y error es ampliamente utilizado para 

calibrar los modelos de subsidencia (Gambolati et al., 1974; Helm, 1976; Larson et al., 2001; 

Ye et al., 2016) así como los métodos inversos basados en el gradiente de la función objetivo 

(Hoffman et al., 2003a; Liu y Helm, 2008a, 2008b; Zhang et al., 2014; Zhang y Burbey, 
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2016; Zhuang et al., 2017). Recientemente, métodos basados en técnicas de asimilación de 

datos han sido implementados para calibrar modelos de subsidencia (Chang et al., 2009; Baù 

et al., 2014; Zoccarato et al., 2015; Li et al., 2017; Li y Zhang, 2018). Entre los métodos de 

asimilación, aquellos que se basan en el filtro de Kalman ensamblado EnKF (Evensen, 1994, 

2003) han mostrado resultados satisfactorios cuando se acoplan con modelos de subsidencia. 

Chang et al. (2009) utilizó el EnKF acoplado con MODFLOW-SUB (Hoffman et al., 2003b) 

para calibrar el coeficiente de almacenamiento específico inelástico (tomado como variable 

aleatoria espacialmente correlacionada) por medio de subsidencias simuladas con datos 

InSAR en un ejemplo sintético. También, en un ejemplo sintético Li y Zhang (2018) 

utilizaron el EnKF para calibrar transmisividad y coeficientes de almacenamiento específico 

elástico e inelástico, basados en datos de abatimientos y subsidencia.  

El EnKF (Evensen, 1994) es un método de asimilación de datos secuencial creado para 

combinar un modelo no lineal con un conjunto de observaciones disponibles. Para su 

implementación se requiere primero desarrollar el método Monte Carlo y posteriormente 

aplicar el algoritmo de EnKF publicado por Evensen en 2003. El EnKF es 

computacionalmente simple y eficiente, permite condicionar datos en tiempo real y 

proporciona una estimación rigurosa de la incertidumbre (p. ej. Chen y Zhang, 2006; 

Hendricks-Franssen y Kinzelbach, 2008; Panzeri et al., 2015).     

De lo anterior, se resalta que la simplificación por capas de un acuitardo altamente 

compresible podría enmascarar el efecto de materiales con diferente compresibilidad, lo que 

influye en la simulación de la magnitud de asentamiento. Resulta más conveniente abordar 

la heterogeneidad a escala vertical  menor con la mínima simplificación posible, es decir, a 

una escala de centímetros a metros. Por lo que en este trabajo se analizará el efecto de 
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heterogeneidad vertical del acuitardo (a escala de centímetros a metros) en la simulación de 

la magnitud del asentamiento.  

En la simulación del asentamiento en acuitardos altamente compresibles, se modelará la no 

linealidad de los parámetros y su evolución en el tiempo. Éste último aspecto ha sido 

mencionado y abordado únicamente en el análisis de Rudolph y Frind (1991) para una 

porción del acuitardo de la Ciudad de México, cuyo caso de estudio será tomado como base 

y modificado para la actual simulación. 

Por otro lado, es preciso señalar que en un modelo se tienen parámetros con incertidumbre 

en sus magnitudes, generada por el proceso de medición, por el método de interpolación y 

principalmente por la incertidumbre generada por el desconocimiento acerca de la 

variabilidad inherente del medio poroso. En otras palabras, por el conocimiento incompleto 

de la variabilidad natural de las formaciones debido a que típicamente se dispone de muy 

pocos puntos de muestreo y mediciones. Este conocimiento parcial de la variabilidad de las 

formaciones conlleva a que las predicciones de los modelos de simulación sean inciertas, y 

que sea necesario evaluar rigurosamente esa incertidumbre. Es por ello que en esta tesis se 

adopta un enfoque estocástico que nos permita evaluar rigurosamente la incertidumbre tanto  

de la simulación del asentamiento como la incertidumbre en la distribución espacial de los 

parámetros estimados. En un ambiente estocástico, se adoptará el EnKF como método de 

calibración, el cual no ha sido adaptado aún con fenómenos altamente no lineales. 

En resumen, en esta investigación se busca desarrollar una metodología basada en el EnKF 

como método de calibración de parámetros hidráulicos y geomecánicos a escala de 

centímetros a metros, así como de la simulación del asentamiento y su incertidumbre 

asociada, en acuitardos heterogéneos altamente compresibles. 
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OBJETIVOS Y ALCANCES 

Esta investigación tiene como objetivo principal analizar el efecto de heterogeneidad vertical 

de un acuitardo altamente compresible en la simulación del asentamiento.  

Para tal efecto se deberá: 

1. Elaborar un modelo sintético que considerará la variabilidad vertical de las 

principales propiedades geomecánicas e hidráulicas de un medio altamente 

compresible, de manera que se representen significativamente las condiciones reales. 

El modelo sintético se basará en las propiedades del acuitardo de la Ciudad de 

México, por considerarse uno de los ejemplos más significativos de subsidencia en 

sedimentos altamente compresibles debido a extracción intensiva de agua 

subterránea.  

2. Utilizar el modelo de flujo y consolidación 1D de Neuman et al. (1982) modificado 

por Rudolph y Frind (1991) para la simulación del asentamiento. Esta metodología 

deberá escribirse en un lenguaje de programación (en este caso Fortran) que resulte 

eficiente con respecto al tiempo computacional, teniendo en cuenta que será parte de 

un desarrollo estocástico.  

3. Adoptar un punto de vista estocástico por medio de la aplicación del método Monte 

Carlo, es decir, utilizando n veces el modelo de flujo y consolidación 1D para obtener 

el asentamiento promedio, los parámetros promedio y su incertidumbre. En este 

ejercicio, se utilizarán variables aleatorias para representar la heterogeneidad vertical 

de los parámetros.  

4. Implementar una metodología de asimilación de datos, el filtro de Kalman 

ensamblado EnKF (Evensen, 2003; 2009), que auxiliará en la incorporación de 
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información previa, en este caso “observaciones de referencia” en el modelo de flujo 

y consolidación 1D para la calibración de parámetros y de la simulación del 

asentamiento.  

 

Para definir los alcances de esta investigación se consideran las siguientes restricciones: 

1. El asentamiento es provocado únicamente por la despresurización del medio poroso 

como consecuencia de la extracción intensiva del agua subterránea.  

2. Solamente se simula el asentamiento debido a consolidación primaria, es decir, al 

provocado por la rápida despresurización del medio poroso. No se toma en cuenta el 

proceso de consolidación secundaria, donde el asentamiento es consecuencia de la 

reorientación de los granos que constituyen el medio poroso. 

3. Se utilizan campos aleatorios gaussianos para la representación de los parámetros 

debido a que el EnKF (Evensen, 2003; 2009) es una metodología que los considera 

como base en su desarrollo. Utilizar otra distribución probabilística implica realizar 

las modificaciones pertinentes en el filtro de Kalman ensamblado, y este aspecto 

queda fuera de los alcances de esta investigación. 
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CAPÍTULO 2 

MARCO TEÓRICO 

 

Introducción 

En este trabajo se adoptará un punto de vista estocástico con el objetivo de determinar la 

incertidumbre (varianza) que se presenta en la simulación de subsidencia no lineal 1D de  

acuitardos altamente compresibles, es decir, tanto en el asentamiento simulado como en los 

parámetros que intervienen en el proceso. Para tal efecto, se considerará que los parámetros 

hidráulicos y geomecánicos son  variables aleatorias derivadas de un campo aleatorio 

gaussiano unidimensional. 

Posteriormente, se desarrollará un método de asimilación de datos: el filtro de Kalman 

ensamblado. Este método ha sido adoptado previamente como método de calibración de 

modelos de subsidencia (Chang et al., 2009; Baù et al., 2014; Zoccarato et al., 2015; Li et 

al., 2017; Li y Zhang, 2018) que simulan medios de relativamente baja compresibilidad, en 

este caso, el medio altamente compresible se simulará a escala de centímetros a metros en la 

dirección vertical. 

En este capítulo se abordan los conceptos básicos para el desarrollo de esta investigación. La 

primera sección resume los conceptos básicos de estadística unvariada y bivariada, en la 

segunda sección se presenta el concepto de campo aleatorio, las metodologías empleadas en 

esta investigación para su modelación y el método Monte Carlo, y en la tercera sección se 

abordan los conceptos de asimilación de datos y filtro de Kalman. 
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CONCEPTOS ESTADÍSTICOS 

Para entender los métodos de asimilación de datos, se necesita una revisión de los conceptos 

básicos de estadística univariada y bivariada. Esta sección se basó principalmente en la 

revisión presentada por Evensen (2009) y Zhang (2002).  

Estadística univariada 

En Zhang (2002) se menciona que una variable aleatoria denotada como Z, se define por un 

conjunto Ω de valores posibles (espacio muestral) y una distribución de probabilidad P sobre 

ese conjunto. La distribución de probabilidad P se define en una colección de subconjuntos 

de Ω, denotados por S. De esta manera, el espacio probabilístico se denota como (Ω, S, P).  

Una variable aleatoria continúa 𝑍, se asocia con una función de distribución 𝐹(𝑧), que 

describe la probabilidad de que una realización de 𝑍 tome un valor menor o igual a 𝑧: 

𝐹(𝑍) = ∫ 𝑓(𝑧´)𝑑𝑧′
∞

−∞
                 (1) 

Donde 𝑓(𝑧) es la derivada de la función de distribución: 

𝑓(𝑧) =
𝜕𝐹(𝑧)

𝜕𝑧
                  (2)  

La función de densidad de probabilidad proporciona la posibilidad de que una variable 

aleatoria 𝑍 tome un valor particular 𝑧. Si una distribución de probabilidad tiene densidad 

𝑓(𝑧), entonces el intervalo infinitesimal (𝑧, 𝑧 + 𝑑𝑧) tiene probabilidad 𝑓(𝑧)𝑑𝑧. 

La función de densidad de probabilidad debe cumplir: 

a) f(z) ≥ 0, para toda 𝑧 
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b) ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 1
∞

−∞
, que es la probabilidad de encontrar 𝑍 en el espacio de los números 

reales R1, es igual a uno. 

c) Si se tiene 𝑓(𝑧), la probabilidad de que 𝑧 tome un valor en el intervalo [𝑧𝑎, 𝑧𝑏] es: 

Pr(𝑍 ∈ [𝑧𝑎, 𝑧𝑏]) =  ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑧𝑏
𝑧𝑎

             (3) 

La distribución más utilizada es la gaussiana  o normal, que se define por su media y varianza. 

La distribución normal tiene forma de campana y representa una familia de distribuciones de 

la misma forma. La distribución normal estándar es aquella con media cero y varianza uno. 

La distribución normal tiene la función de densidad de probabilidad: 

𝑓(𝑧) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

(𝑧−𝜇)2

2𝜎2
)                (4) 

La función de densidad de probabilidad conjunta describe la posibilidad de que ocurran dos 

eventos juntos. Para las dos variables aleatorias 𝑋 y 𝑌 podemos definir la pdf conjunta 

𝑓(𝑥,𝑦). 

La función de densidad de probabilidad condicional describe la probabilidad de algún evento 

𝑥, asumiendo el evento 𝑦. Se denota por 𝑓(𝑥|𝑦) la cual es leída como la función de densidad 

de probabilidad para 𝑋 dado 𝑌.  

La función de densidad de probabilidad marginal  se define como la función de densidad de 

probabilidad de un evento, ignorando la información de otro evento. Se obtiene integrando 

la función de densidad de probabilidad conjunta con respecto al evento ignorado. Por 

ejemplo, la función de probabilidad marginal para 𝑋 es: 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥|𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
                (5) 

También se tiene que: 
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𝑓(𝑥|𝑦) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑦)
                                   (6a) 

O su equivalente: 

𝑓(𝑥|𝑦) = 𝑓(𝑥|𝑦)𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦|𝑥)𝑓(𝑥)                                (6b) 

Las variables 𝑋 y 𝑌 son independientes si 𝑓(𝑥|𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). 

 Momentos estadísticos 

 Valor esperado 

El valor esperado de una variable aleatoria 𝑍 con distribución 𝑓(𝑧) se define como: 

𝜇 = 𝐸[𝑍] = ∫ 𝑧 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
∞

−∞
               (7) 

Representa un promedio esperado si un número infinito de muestras se extraen de la 

distribución. 

Propiedades del valor esperado. De acuerdo a Álvarez-Cáceres (2007) las propiedades del 

valor esperado, son válidas para variables discretas y continuas.  

1) El valor esperado de una constante es la misma constante. 

 

𝐸(𝐶) = 𝐶                (8) 

 

2) Si 𝑋 y 𝑌 son variables aleatorias, el valor esperado de la suma de dos variables 

aleatorias es igual a la suma de sus valores esperados. 

 

𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌)                (9) 
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3) El valor esperado del producto de una constante por una variable aleatoria, es igual 

al producto de la constante por el valor esperado de la variable aleatoria. 

 

𝐸(𝐶 ∗ 𝑋) = 𝐶 ∗ 𝐸(𝑋)                                    (10) 

 

4) Si 𝑋 y 𝑌 son variables aleatorias independientes, el valor esperado del producto de 

las variables es igual al producto de los valores esperados. 

 

𝐸(𝑋 ∗ 𝑌) = 𝐸(𝑋) ∗ 𝐸(𝑌)                  (11) 

 

Adicionalmente, se establece que dos variables aleatorias son independientes si los 

valores de una no están correlacionados con los valores de la otra.  

Varianza 

Si Z es una variable aleatoria, su varianza está definida como: 

𝜎2 = 𝐸[(𝑍 − 𝐸[𝑍])2] = ∫ (𝑍 − 𝐸[𝑍])2𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
∞

−∞
= 𝐸[𝑍2] − 𝐸[𝑍]2           (12) 

El valor esperado de la desviación estándar de 𝑍 proviene de su media. La varianza es el 

promedio del cuadrado de la distancia de cada punto con respecto a la media. La raíz cuadrada 

de la varianza se denomina desviación estándar, y se denota como . 

Covarianza 
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Si se tienen dos variables aleatorias 𝑋 y 𝑌 y sus respectivas funciones de densidad de 

probabilidad 𝑓(𝑥) y 𝑓(𝑦), de las cuales podemos definir su probabilidad conjunta 𝑓(𝑥, 𝑦)  =

 𝑓(𝑥|𝑦) 𝑓(𝑦)  =  𝑓(𝑦|𝑥) 𝑓(𝑥), su covarianza se define como: 

𝐸[(𝑋 − 𝐸[𝑋])(𝑌 − 𝐸[𝑌])] =  ∬ (𝑥 − 𝐸[𝑋])(𝑦 − 𝐸[𝑌])
∞

−∞
𝑓(𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

=  ∬ 𝑥 𝑦 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]
∞

−∞
                      (13) 

Si 𝑋 y 𝑌 son variables aleatorias independientes, 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑓(𝑥) 𝑓(𝑦) y la covarianza es 

cero. 

En general, la covarianza nos indica cómo se correlacionan las dos variables aleatorias 𝑋 y 

𝑌. En este sentido, un valor de covarianza positivo indica que 𝑌 tiende a incrementarse como 

𝑋 se incrementa, mientras que un valor negativo indica que 𝑌 tiende a decrecer como 𝑋 

decrece. 

Las propiedades de la covarianza de dos variables aleatorias (Zhang, 2002) son: 

1) La covarianza de la misma variable aleatoria es igual a la varianza de la variable 

aleatoria. 

 

𝐶𝑜𝑣 (𝑋,𝑋)  =  𝜎𝑥
2                                  (14) 

 

2) La covarianza de 𝑋 y 𝑌 es igual a la covarianza de 𝑌 y 𝑋. 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)  =  𝐶𝑜𝑣(𝑌,𝑋)                                 (15) 
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3) La covarianza de una constante que multiplica a una variable aleatoria es igual a la 

constante por la covarianza de la variable aleatoria. La covarianza de una variable 

aleatoria más una constante es igual a la covarianza de la variable aleatoria. 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋, 𝑏𝑌 +  𝑐)  =  𝑎𝑏 𝐶𝑜𝑣(𝑌,𝑋)                                (16) 

 

4) La covarianza de una variable aleatoria y la suma de dos variables aleatorias, es igual 

a la suma de las covarianzas de la variable aleatoria con cada una de las variables 

aleatorias.  

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌 +  𝑍)  =  𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)  +  𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑍)                              (17) 

Donde 𝑎, 𝑏 y 𝑐 son constantes. 

 

Estadística bivariada 

 Distribución conjunta 

Según Zhang (2002) la función de distribución conjunta acumulada para cualquier par de 

variables aleatorias 𝑋 y 𝑌, está dada por: 

𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥,𝑌 ≤ 𝑦)                                 (18) 

Donde 𝑃(𝑋 ≤  𝑥,𝑌 ≤  𝑦) representa la probabilidad de que la variable aleatoria 𝑋 tome un 

valor menor que 𝑥 y que la variable aleatoria 𝑌 tome un valor menor que 𝑦. La función de 

distribución conjunta acumulada también es positiva y toma un valor entre 0 y 1.  

La función de densidad de probabilidad conjunta 𝑝𝑋𝑌(𝑥,𝑦) se define como: 
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𝑝𝑋𝑌(𝑥,𝑦) =  
𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
                         (19) 

Y consecuentemente: 

𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦) = ∫ ∫ 𝑝𝑋𝑌(𝑥′,𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′
𝑦

−∞

𝑥

−∞
                                (20) 

Las definiciones anteriores pueden generalizarse para funciones multivariadas. 

 Distribuciones marginales 

En Zhang (2002), se expresa que a través de la función de distribución acumulada 𝐹𝑋(𝑥) de 

𝑋 se puede obtener la función de distribución conjunta 𝐹𝑋𝑌(𝑥,𝑦): 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥,𝑌 ≤ ∞) = 𝐹𝑋𝑌(𝑥,∞)                               (21) 

𝐹𝑋(𝑥) se denomina la función de distribución conjunta marginal de 𝑋. 

Y su función de densidad de probabilidad marginal es: 

𝑝𝑋(𝑥) =  
𝜕𝐹𝑋𝑌(𝑥,∞)

𝜕𝑥
                                   (22) 

Momentos estadísticos 

Valor esperado 

En Zhang (2002), se expresa que en general, el valor esperado de una función 𝑉 =  𝑔(𝑋,𝑌) 

se puede expresar por medio de la función 𝑔(𝑋,𝑌) y la función de densidad de probabilidad 

conjunta 𝑝𝑋𝑌(𝑥,𝑦) de 𝑋 y 𝑌: 

𝐸[𝑔(𝑋,𝑌)] = ∫ ∫ 𝑔(𝑥,𝑦) 𝑝𝑋𝑌(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞
                     (23) 
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De acuerdo con Zhang (2002), las propiedades del valor esperado de dos variables aleatorias, 

son similares a los definidos en estadística univariada. De esta forma, se tiene: 

1) El valor esperado de la suma de dos variables aleatorias es igual a la suma de sus 

valores esperados. 

 

𝐸[𝑋 +  𝑌]  =  𝐸[𝑋]  +  𝐸[𝑌]                      (24) 

 

2) El valor esperado del producto de una variable aleatoria por una constante es igual a 

la constante por el valor esperado de la variable aleatoria. El valor esperado de una 

constante es la misma constante. 

 

𝐸[𝑎𝑋 +  𝑏𝑌 +  𝑐]  =  𝑎𝐸[𝑋]  +  𝑏𝐸[𝑌]  +  𝑐                     (25) 

Donde a, b y c son constantes. 

Covarianza 

La covarianza en el caso bivariado se obtiene de igual manera que en el caso univariado. 

Coeficiente de correlación 

En Zhang (2002) se define al coeficiente de correlación de dos variables aleatorias como: 

𝜌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
                           (26) 

El coeficiente de correlación puede tomar valores entre [-1,1]. De esta forma, si el valor es 

1, se dice que las variables están perfectamente correlacionadas positivamente; si el valor es 
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cero, están no correlacionadas; y si el valor es -1, las variables están perfectamente 

correlacionadas negativamente. 

Sin embargo es preciso recordar que la correlación que se mide con la expresión anterior es 

de carácter lineal. Es decir, que las funciones aleatorias pueden presentar una correlación no 

lineal o su correlación puede describirse con una función no lineal, por ejemplo una función 

polinomial de orden mayor a dos,  seno, logaritmo, etc. 

 

CAMPOS ALEATORIOS 

En Zhang (2002) se define a una función aleatoria como una colección indexada o conjunto 

indexado de variables aleatorias. Precisa que una función aleatoria puede estar indexada con 

respecto a las coordenadas espaciales o al tiempo. En el primer caso, la variable aleatoria se 

denomina función aleatoria espacial, y en el segundo caso, cuando el índice es el tiempo, se 

denomina proceso estocástico. Un proceso estocástico se refiere a una variable aleatoria 

indexada en espacio, en tiempo o espacio-tiempo, asimismo, cuando se considera un espacio 

multidimensional se refiere a un campo aleatorio. En esta investigación se considera que un 

proceso estocástico es equivalente a un campo aleatorio. 

Zhang (2002) menciona que es posible obtener realizaciones de un campo aleatorio a partir 

de propiedades estadísticas conocidas como media, varianza y covarianza. Algunas de las 

técnicas disponibles para generar campos aleatorios son: el método de bandas rotantes, 

métodos espectrales, descomposición matricial y simulación secuencial gaussiana. 

Adicionalmente, se utiliza el método de cópulas en la construcción de campos aleatorios 

multivariados.  
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Simulación Secuencial Gaussiana 

Simulación Secuencial Gaussiana es uno de los métodos más utilizados para la generación 

de campos aleatorios, ya sean continuos o categóricos, actualmente se encuentra disponible 

en programas especializados en geoestadística como GSLIB (Deutsch y Journel, 1998) y en 

los paquetes RandomFields (Schlather et al., 2016) y gstat (Pebesma, 2004) desarrollados en 

R (R Core Team, 2015), utilizados en esta investigación.  

En Zhang (2002) se describe la técnica de Simulación Secuencial Gaussiana, se parte de la 

definición de función de densidad condicional (ecuación 6), donde se obtiene la expresión: 

𝑝𝑈(𝑢1, … ,𝑢𝑛) = 𝑝𝑈(𝑢1, … ,𝑢𝑛−1)𝑝𝑢(𝑢𝑛|𝑢1, … ,𝑢𝑛−1)  

 = 𝑝𝑈(𝑢1)𝑝𝑈(𝑢2|𝑢1) … 𝑝𝑈(𝑢𝑛|𝑢1, … ,𝑢𝑛−1)                          (27) 

De lo anterior se deduce que, la función de densidad de probabilidad n-variada 𝑝𝑈(𝑢1, … ,𝑢𝑛) 

puede expresarse como el producto de 𝑛 − 1 funciones de densidad condicional univariada 

y la función de densidad no condicionada de 𝑢1. 

Cuando se desea obtener realizaciones condicionadas a partir de observaciones {𝑢𝑚}, la 

expresión anterior se modifica como: 

𝑝𝑈(𝑢1, … ,𝑢𝑛|𝑢𝑚) = 𝑝𝑈(𝑢1|{𝑢𝑚})𝑝𝑈(𝑢2|𝑢1; {𝑢𝑚}) … 𝑝𝑈(𝑢𝑛|𝑢1, … ,𝑢𝑛−1; {𝑢𝑚})            (28) 

En caso de que 𝑢𝑖 dependa de la posición 𝑥𝑖 en el espacio continuo, 𝑢(𝑥) se convierte en un 

campo aleatorio.  

La expresión (27) proporciona un camino sencillo para generar un campo aleatorio de alguna 

distribución, usualmente las funciones de densidad condicional son difíciles de obtener 

excepto para algunas distribuciones especiales, como la gaussiana. 
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Para producir una realización se sigue el procedimiento: 

1) Generar un valor en la posición 𝑥1, de acuerdo a la función no condicional 𝑝𝑈(𝑢1) o 

condicional 𝑝𝑈(𝑢1|{𝑢𝑚}). 

2) En el siguiente punto 𝑥2, encontrar la densidad condicionada dados los puntos de 

datos ya generados y, para una realización condicionada, las medidas. 

3) Extraer un valor de la distribución condicional. 

4) Repetir los pasos 2 y 3 hasta generar el campo completo. 

El procedimiento anterior se aplica para generar otras realizaciones. 

  

Cópulas  

El término cópula se le atribuye a Sklar (1959), se utiliza para referirse a una función que 

relaciona a una función de distribución multivariada a su marginal univariada con 

distribución uniforme. Durante y Sempi (2010) precisan la definición formal como: 

Para cada 𝑑 ≥ 2, una cópula 𝑑-dimensional (𝑑-cópula) es una función de distribución 𝑑-

variada en 𝐼𝑑, cuyas marginales univariadas están uniformemente distribuidas en 𝐼.  

Cada cópula puede estar asociada con una variable aleatoria 𝑈 = (𝑢1,𝑢2, . . . ,𝑢𝑑) tal que 

𝑈𝑖~𝒰(𝐼) para cada 𝑖 𝜖{1,2, … ,𝑑} y 𝑈 ~𝐶. De manera inversa, alguna variable aleatoria 

cuyos componentes están uniformemente distribuidos en I, es distribuida de acuerdo a alguna 

cópula. 

Por otro lado, una función 𝐶: 𝐼𝑑 →  𝐼 es una cópula si, y sólo si, mantiene las siguientes 

propiedades: 
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1. Para cada 𝑗 ∈ {1, 2, … ,𝑑}, 𝐶(𝑢) = 𝑢𝑗  cuando todos los componentes de 𝑢 son iguales 

a 1, a excepción del j-ésimo uno que es igual a 𝑢𝑗 ∈ 𝐼;  

2. 𝐶 es isotónica, por ejemplo 𝐶(𝑢) ≤ 𝐶(𝑣) para todo 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼𝑑 ,𝑢 ≤ 𝑣 ; 

3. 𝐶 es 𝑑-creciente. 

A través de cópulas se puede especificar dependencia entre variables aleatorias uniformes y 

transformarlas a una distribución marginal (Diáz-Viera y Casar-González, 2005; Durante y 

Sempi, 2010). 

Existen diferentes familias de cópulas agrupadas de acuerdo a su interpretabilidad, 

flexibilidad y amplio rango de dependencia, y facilidad para manejarla. La interpretabilidad 

se refiere a que una familia debe tener cierta interpretación probabilística, sugiriendo 

situaciones naturales donde puede ser considerada. Con flexibilidad y amplio rango de 

dependencia, indica que los miembros de una familia deben describir diferentes tipos de 

dependencia; incluyendo una variedad de dependencias de cola y asimetrías. La facilidad de 

manejo, se refiere a que una familia debe ser expresada en forma cerrada, o al menos, debe 

ser fácilmente simulada por medio de un algoritmo conocido. Entre las familias más 

conocidas se encuentran la elíptica, que incluye a las cópulas gaussianas y t-student, 

arquimedeana y EFGM (Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern).  

En esta investigación, se aborda la simulación de un campo aleatorio con cópulas gaussianas.  

La forma general de la cópula gaussiana es: 

𝐶𝜃(𝑢1,𝑢2) =  ∫ ∫
1

2𝜋√1−𝜃2
(
𝑠2−2𝜃𝑠𝑡+𝑠2

2(1−𝜃2)
) 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝜙−1

−∞

𝜙−1(𝑢1)

−∞
             (29) 

Donde 𝜃 𝜖[−1, 1] y 𝜙−1 denota la inversa de la distribución gaussiana univariada. 
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Actualmente, se pueden simular campos aleatorios multivariados aplicando cópulas a través 

de programas especializados como los paquetes Copula (Hofert et al., 2014) y VineCopula 

(Schepsmeier et al., 2016) desarrollados en R (R Core Team, 2018).  

 

Método Monte Carlo 

Para el desarrollo del Método Monte Carlo primero es necesario generar múltiples 

realizaciones de un campo aleatorio con distribución de probabilidad conocida. Una 

realización es determinista y se considera una representación completa de las propiedades de 

la formación, pero es seleccionada por medio de un procedimiento probabilístico y es solo 

una posible representación de la formación desconocida. Con cada realización se resuelve la 

ecuación gobernante determinista utilizando un método numérico. Finalmente se promedian  

las soluciones de múltiples realizaciones para obtener los momentos estadísticos o 

distribuciones de variables dependientes (Zhang, 2002). 

 

ASIMILACIÓN DE DATOS Y FILTRO DE KALMAN 

El término asimilación de datos se refiere a una técnica que combina las observaciones en 

un modelo que obedece consistentemente a las leyes físicas y su evolución en el tiempo 

(Bouttier y Courtier, 1999). 

Según Bouttier y Courtier (1999), existen dos tipos de asimilación, secuencial que considera 

las observaciones realizadas en el pasado hasta el periodo de análisis (sistemas de asimilación 

reales en el tiempo); y asimilación no secuencial o retrospectiva, en la que pueden usarse 

observaciones futuras, para un instante en un ejercicio de reanálisis. Considerando el tiempo, 
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el proceso de asimilación puede ser intermitente o continuo. En un método intermitente, las 

observaciones pueden ser procesadas en pequeños conjuntos, mientras que en un método 

continuo, se consideran conjuntos de observaciones en un periodo largo y la corrección para 

el estado analizado es suave en el tiempo. 

El filtro de Kalman (1960) es un conjunto de ecuaciones que dan una solución recursiva 

óptima a un problema lineal mediante el método de mínimos cuadrados. Se considera un 

estimador lineal, insesgado y óptimo del estado de un sistema lineal dinámico. Este sistema 

dinámico se puede describir por medio de un modelo estocástico lineal, en el que toda la 

información tiene distribución normal  o gaussiana con media cero y varianza uno (Solera-

Ramírez, 2003). 

Para entender la dinámica del filtro de Kalman (1960) es conveniente desglosar las ideas 

anteriores. El filtro de Kalman (1960) es un estimador lineal insesgado y óptimo debido a 

que el conjunto de ecuaciones que lo constituyen son una combinación lineal de una variable 

aleatoria con su error de estimación y una medida de la variable aleatoria con su error de 

estimación, donde la distribución de los errores se define con media cero y varianza conocida. 

Además, el filtro de Kalman (1960) obedece una formulación bayesiana debido a que utiliza 

la probabilidad condicional para establecer la existencia de medidas de una variable aleatoria 

siempre que ésta ocurra. Es importante señalar que tanto la variable aleatoria en cuestión 

como su error deben poseer distribución gaussiana, ya que de este modo se garantiza la 

condición de varianza mínima. 

El filtro de Kalman (1960) realiza una estimación en el tiempo tk-1 que se calcula de acuerdo 

a la información disponible en un tiempo previo tk, y actualiza los datos con la información 

adicional disponible en el tiempo tk-1. En este proceso, combina todas las observaciones 
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disponibles y la información del comportamiento previo del sistema dinámico para generar 

la estimación del estado, por lo que el error se minimiza estadísticamente. Se considera 

recursivo porque recalcula la solución cada vez que se incorpora una nueva observación o 

medida (Solera-Ramírez, 2003). 

 

Filtro de Kalman 

Para la formulación del filtro de Kalman (1960), se considera una malla de n elementos  

que pertenecen a un campo aleatorio  con distribución gaussiana, para los que puede 

determinarse una predicción de  que será igual a un elemento  más su error de predicción 

𝑞. Esta predicción, puede lograrse a partir de la asimilación de un conjunto de 𝑚 medidas 

𝑑 que corresponden a un elemento  más su error de medición ∈ y puede expresarse 

matemáticamente como:  

 𝜓
𝑓

(𝑡𝑘) =  𝜓𝑡 (𝑡𝑘−1) + 𝑞
𝑓

(𝑡𝑘−1)               (30) 

𝑑(𝑡𝑘) =  𝜓𝑡 (𝑡𝑘) + 𝜖(𝑡𝑘)                           (31) 

Donde: 

f(tk) es el vector predicción del estado de tamaño [nx1] 

t(tk-1) es el vector que contiene al estado verdadero en el tiempo k-1, de tamaño [nx1] 

qf(t k-1) es el vector del error de predicción del estado en el tiempo k-1, de tamaño [nx1] 

d(tk) es el vector de observaciones o medidas en el tiempo k, de tamaño [mx1] 

t(tk) es el vector de observación del estado verdadero en el tiempo k, de tamaño [mx1] 
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ϵ(tk) es el vector del error asociado a las medidas en el tiempo k, de tamaño [1xm] 

 

Como consecuencia de la distribución gaussiana del campo aleatorio , debe considerarse 

que los valores esperados de los errores son nulos ya que de esta manera se garantiza la 

condición de predictor lineal insesgado. Por otro lado, también se considera que la 

correlación entre los errores de predicción y medida (correlación cruzada) es nula, o bien que 

son eventos independientes. Asímismo, se establece que las covarianzas de los errores son 

conocidas o pueden determinarse. Es decir: 

𝑞𝑓̅̅ ̅ = 0                            (32) 

𝜖̅ = 0                            (33) 

𝑞𝑓𝜖𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0                           (34) 

𝑞𝑓(𝑞𝑓)𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶𝜓𝜓
𝑓

(𝑡𝑘−1)                         (35) 

𝜖(𝜖)𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶𝜖𝜖(𝑡𝑘−1)                          (36) 

Donde: 

𝑞𝑓̅̅ ̅ es el vector del valor esperado del error asociado a la predicción del estado, de tamaño 

[nx1] 

 𝜖 ̅es el vector del valor esperado del error asociado a medidas, de tamaño [mx1]  

𝑞𝑓𝜖𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es la matriz del valor esperado de la covarianza cruzada entre los errores del modelo y 

medidas, de tamaño [nxm] 
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𝐶𝜓𝜓
𝑓

(𝑡𝑘−1) es la matriz de covarianza del error de predicción del estado, de tamaño [nxn] 

𝐶𝜖𝜖(𝑡𝑘−1) es la matriz de covarianza del error de medición, de tamaño [mxm] 

 

A partir del modelo definido y del conjunto de ecuaciones (32-33) que representan las 

condiciones iniciales se determina la ganancia de Kalman, que es una expresión que garantiza 

que la varianza del error de la nueva estimación sea mínima y que surge como un 

procedimiento estadístico o de minimización de una función variacional (Evensen, 2009). 

Posteriormente se determina el estado analizado ya que resulta de una combinación lineal de 

su primer aproximación f más las funciones de influencia K(d-Mf) para cada una de las 

medidas (Evensen, 2009). Finalmente, se obtiene la covarianza del estado analizado. 

 𝐾(𝑡𝑘) = 𝐶𝜓𝜓
𝑓

(𝑡𝑘−1)𝑀𝑇(𝑀𝐶𝜓𝜓
𝑓

(𝑡𝑘−1)𝑀𝑇 + 𝐶𝜖𝜖(𝑡𝑘−1))
−1

                    (37) 

𝜓𝑘
𝑎(𝑡𝑘) = 𝜓𝑎

𝑓
(𝑡𝑘−1) + 𝐾(𝑡𝑘)(𝑑 − 𝑀𝜓𝑎

𝑓
(𝑡𝑘−1))                     (38) 

𝐶𝜓𝜓
𝑎 (𝑡𝑘) = (𝐼 − 𝐾(𝑡𝑘)𝑀)𝐶𝜓𝜓

𝑓
(𝑡𝑘−1)                       (39) 

Donde 𝑀 es una matriz que contiene las posiciones de las medidas con respecto a la malla 

definida y cuyo tamaño es [nxn]. 

La secuencia de ecuaciones (30, 31 y 36-39) es conocida como Filtro de Kalman (1960) y 

puede ser utilizada en la predicción de un fenómeno de comportamiento lineal con 

distribución de probabilidad gaussiana.  
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Filtro de Kalman extendido EKF 

Para el caso no lineal se propuso el Filtro de Kalman Extendido EFK (Evensen, 1992), el 

cual utiliza una función que transforma la trayectoria no lineal a lineal. Según Grewal y 

Andrews (2001), se utiliza una trayectoria nominal, es decir, una trayectoria definida a partir 

del valor esperado de las variables aleatorias. Por ejemplo, en la secuencia (tk)nom obtenida 

como una solución de la ecuación: 

𝜓𝑘
𝑛𝑜𝑚 = 𝑓(𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘−1),𝑘 − 1)                (40) 

Con un proceso de ruido cero y con media (t0)nom como condición inicial que sería una 

trayectoria nominal para un sistema discreto en el tiempo. 

Si la variable f es continua, el vector estado (tk) en algún instante de la trayectoria puede 

variar suavemente con pequeñas perturbaciones del vector estado (tk-1) en un instante 

previo. Estas perturbaciones son consecuencia de valores nominales (p. ej. la media) de las 

variables aleatorias implicadas. Si para linealizar se utiliza la derivada de la trayectoria y 

estas perturbaciones son suficientemente pequeñas en relación a los coeficientes de alto orden 

en la expansión, entonces se puede obtener una buena aproximación ignorando estos 

términos.  

Si las perturbaciones de la trayectoria nominal se denotan con la letra , se tiene:  

𝛿𝜓(𝑡𝑘) = 𝜓(𝑡𝑘) − 𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘)                                                             (41) 

𝛿𝑑(𝑡𝑘) = 𝑑(𝑡𝑘) − ℎ(𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘),𝑘)                         (42) 

Llevando las ecuaciones anteriores a una serie de Taylor, se obtiene: 
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𝜓(𝑡𝑘) = 𝑓(𝜓(𝑡𝑘−1),𝑘 − 1)                                                (43) 

𝜓(𝑡𝑘) = 𝑓(𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘),𝑘 − 1) +  
𝜕(𝜓,𝑘−1)

𝜕𝜓
|
𝜓=𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘−1)

𝛿𝜓(𝑡𝑘−1) +

+  términos de alto orden                    (44) 

O bien: 

𝛿𝜓(𝑡𝑘) = 𝜓(𝑡𝑘) − 𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘)                                                                                                     (45) 

𝛿𝜓(𝑡𝑘) =  
𝜕(𝜓,𝑘−1)

𝜕𝜓
|
𝜓=𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘−1)

𝛿𝜓(𝑡𝑘−1) +  términos de alto orden           (46) 

Si los términos de alto orden en  se desprecian, entonces la ecuación (41) se escribe: 

𝛿𝜓(𝑡𝑘) = 𝐹𝑘−1𝛿𝜓𝑘−1 + 𝑞(𝑡𝑘−1)                        (47) 

Donde los términos de los coeficientes de aproximación de primer orden son dados por la 

matriz 𝐹 de orden nxn: 

F(t𝑘 ) =
𝜕(𝜓,𝑘−1)

𝜕𝜓
|
𝜓=𝜓𝑛𝑜𝑚(𝑡𝑘−1)

                                    (48) 

Una vez que se linealiza la trayectoria, se define el algoritmo del Filtro de Kalman Extendido 

(Evensen, 1992) para una malla de 𝑛 elementos donde existen 𝑚 medidas: 

𝜓𝑘(𝑡𝑘) = 𝑓(𝜓𝑓(𝑡𝑘−1)) + 𝑞(𝑡𝑘−1)                            (49) 

𝑑(𝑡𝑘) = 𝜓𝑡(𝑡𝑘) + 𝜖(𝑡𝑘)                          (50) 

Donde:  

 es el vector estado de tamaño [nx1] 

f es un operador no lineal  
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q es el vector de errores del modelo de tamaño [nx1] 

d es el vector de medidas del estado  de tamaño [mx1] 

 es el vector de errores de medida de tamaño [mx1] 

tk representa el paso de tiempo k 

Al igual que en el filtro de Kalman (1960), se considera que la correlación entre errores del 

modelo y de medida es nula, que el valor esperado de los errores mencionados es nulo y se 

definen las condiciones iniciales: 

𝐶𝑞𝑞(𝑡𝑘−1) = 𝑞(𝑡𝑘−1)(𝑞(𝑡𝑘−1))
𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
                        (51) 

𝐶𝜓𝜓
𝑓 (𝑡𝑘) = 𝐹(𝑡𝑘−1)𝐶(𝜓𝜓)

𝑓 (𝑡𝑘−1)𝐹𝑇(𝑡𝑘−1) + 𝐶𝑞𝑞(𝑡𝑘−1)                     (52) 

Donde:  

𝐶𝑞𝑞 es la matriz inicial de covarianza de errores del modelo de tamaño [nx1] 

𝐹 es la ecuación de aproximación lineal y se define como: 

F(t𝑘−1) ≈
𝜕𝑓(𝜓)

𝜕𝜓
|
𝜓=𝜓(𝑡𝑘)

                                (53) 

Las cuales se utilizan en la determinación de la ganancia de Kalman: 

𝐾(𝑡𝑘) = 𝐶𝜓𝜓
𝑓 (𝑡𝑘−1)𝑀𝑇 (𝑀𝐶𝜓𝜓

𝑓 (𝑡𝑘−1)𝑀𝑇 − 𝐶𝜖𝜖(𝑡𝑘−1))
−1

                 (54) 

Con la que se determina el estado analizado por medio de la ecuación: 

𝜓𝑎(𝑡𝑘) =  𝜓𝑓(𝑡𝑘−1) + 𝐾(𝑡𝑘) (𝑑(𝑡𝑘) −𝑀𝜓𝑓(𝑡𝑘−1))                 (55) 
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Para el cual, su covarianza actualizada se define como: 

𝐶𝜓𝜓
𝑎 (𝑡𝑘) = (𝐼 − 𝐾(𝑡𝑘)𝑀)𝐶𝜓𝜓

𝑓
(𝑡𝑘−1)                     (56) 

Donde 𝑀 es una matriz que contiene las posiciones de las medidas cuyo tamaño es [nxn]. 

El conjunto de ecuaciones (51-56) constituyen el filtro de Kalman Extendido. La ventaja del 

filtro de Kalman Extendido es que incluye las perturbaciones de los errores de estimación del 

estado, el cual es generalmente más pequeño que las perturbaciones de alguna trayectoria 

nominal predefinida y por lo tanto está mejor condicionada para la aproximación lineal. La 

mayor desventaja del filtro de Kalman Extendido es que añade tiempo computacional como 

consecuencia de la linealización de una trayectoria impredecible, para la cual la ganancia de 

Kalman no puede ser calculada.  

 

Filtro de Kalman ensamblado EnKF 

El filtro de Kalman ensamblado (Evensen, 1994) surge como una alternativa que soluciona 

la problemática derivada de trabajar el filtro de Kalman Extendido (Evensen, 1992) en una 

dinámica de asimilación no lineal. En el filtro de Kalman Extendido (Evensen, 1992), al 

linealizar la ecuación y cortar la serie de Taylor generada, se discriminan los términos de 

orden superior desconociendo su relevancia, además, al procesar los cálculos e integrar la 

covarianza del error se necesita una gran capacidad de almacenamiento computacional.  

Evensen (1994) propone que se utilice el método Monte Carlo para resolver la ecuación de 

evolución en el tiempo de la función de densidad de probabilidad del estado, en lugar de 

utilizar la matriz de covarianza del error. Para ello parte de la estadística del error, ya que las 
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matrices de covarianza para el estado predicho y analizado se estiman a partir del estado 

verdadero, además de que el ensamble promedio converge al valor esperado del ensamble 

siempre y cuando el tamaño del ensamble sea infinito. Entonces, si el estado verdadero es 

desconocido, las matrices de covarianza se definen a partir del ensamble promedio y, por 

tanto, existirá un número finito de ensambles con una covarianza del error igual a 𝐶𝜓𝜓
𝑎 . 

Además, la media del ensamble es la mejor estimación y la precisión del ensamble alrededor 

de la media, es una definición natural del error en la media del ensamble.  

Evensen (1994) plantea que en vez de expresar una matriz de covarianza completa, se puede 

representar la misma estadística del error utilizando un ensamble apropiado del estado. Es 

decir, que un tamaño del ensamble infinito puede proporcionar una aproximación para la 

covarianza del error. De esta forma, cuando el tamaño del ensamble tiende a 𝑁, los errores 

en el muestreo Monte Carlo decrecen proporcionalmente a 1/√𝑁. 

Si se considera que se tienen 𝑁 estados en el ensamble cada uno de dimensión 𝑛,  estos 

estados pueden representarse como un solo punto en un espacio de 𝑛 dimensiones. Entonces, 

todos los miembros del ensamble constituyen una nube de puntos en el espacio, y cada nube 

de puntos, cuando 𝑁 tiende a infinito,  puede describirse como una función de densidad de 

probabilidad: 

𝑓(𝜓) =
𝑑𝑁

𝑁
                              (57) 

Donde 𝑑𝑁 es el número de puntos en un pequeño volumen y 𝑁 es el número total de puntos. 

La ecuación de estado para un fenómeno con dinámica no lineal es: 

𝑑𝜓 = 𝐺(𝜓)𝑑𝑡 + ℎ(𝜓)𝑑𝑞                            (58) 
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Donde, el término ℎ(𝜓)𝑑𝑞 representa los errores del modelo, el término 𝑑𝑞 representa un 

vector de movimiento Browniano con covarianza 𝐶𝑞𝑞𝑑𝑡 y 𝐺  es el operador no lineal del 

modelo. 

En cuanto a la derivación de las ecuaciones, Burges et al. (1998) y  Houtekamer y Mitchel 

(1998) consideran esencial que las observaciones se traten como variables aleatorias y tengan 

una distribución con media igual a las primeras observaciones supuestas y covarianza 𝐶𝜖𝜖. 

De esta forma, se define un ensamble de observaciones: 

𝑑𝑗 = 𝑑 +  𝜖𝑗                   (59) 

Donde 𝑗 es un contador desde 1 hasta el número de miembros del ensamble 𝑛. 

Posteriormente, se define el ensamble de la matriz de covarianza de errores de medida: 

𝐶𝜖𝜖
𝑒 = 𝜖𝜖𝑇̅̅ ̅̅ ̅                             (60) 

La que en el límite de un tamaño del ensamble infinito converge hacia la matriz de covarianza 

del error 𝐶𝜖𝜖 utilizada en el filtro de Kalman estándar. 

El análisis en el filtro de Kalman ensamblado consiste en actualizar cada estado de los 

miembros del ensamble mediante: 

𝜓𝑗
𝑎 =  𝜓𝑗

𝑓
+  (𝐶𝜓𝜓

𝑒 )
𝑓
𝑀𝑇 (𝑀(𝐶𝜓𝜓

𝑒 )
𝑓
𝑀𝑇 + 𝐶𝜖𝜖

𝑒  )
−1

(𝑑𝑗 − 𝑀𝜓𝑗
𝑓
)                      (61) 

La ecuación anterior implica: 

𝜓𝑎̅̅ ̅̅ =  𝜓
𝑓̅̅ ̅̅

+  (𝐶𝜓𝜓
𝑒 )

𝑓
𝑀𝑇 (𝑀(𝐶𝜓𝜓

𝑒 )
𝑓
𝑀𝑇 + 𝐶𝜖𝜖

𝑒  )
−1

(𝑑̅ − 𝑀𝜓
𝑓̅̅ ̅̅
)           (62) 

Donde 𝑑 = 𝑑̅ es el primer vector de medidas. Además, la relación entre la media del 

ensamble predicho y analizado es idéntica a la relación entre el estado predicho y analizado 
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en el filtro de Kalman estándar. Además, si se considera a la media 𝜓𝑎̅̅ ̅̅  como el mejor 

estimador, entonces es arbitrario elegir actualizar la media utilizando las primeras 

observaciones supuestas 𝑑, o actualizar cada miembro del ensamble utilizando las 

observaciones perturbadas 𝑑𝑗 . Lo anterior, muestra que al actualizar cada miembro del 

ensamble utilizando las observaciones perturbadas se crea un nuevo ensamble con la 

estadística del error correcta para el análisis. El ensamble actualizado puede integrarse en la 

predicción hasta la siguiente observación en el tiempo. 

Para derivar la covarianza del error de estimación analizado se recurre al filtro de Kalman 

estándar.  

𝜓𝑗
𝑎 − 𝜓𝑎̅̅ ̅̅ = (𝐼 − 𝐾𝑒𝑀) (𝜓𝑗

𝑓
− 𝜓

𝑓̅̅ ̅̅
) + 𝐾𝑒(𝑑𝑗 − 𝑑̅)                         (63) 

Y utilizando la definición de la ganancia de Kalman: 

𝐾𝑒 =  (𝐶𝜓𝜓
𝑒 )

𝑓
𝑀𝑇 (𝑀(𝐶𝜓𝜓

𝑒 )
𝑓
𝑀𝑇 + 𝐶𝜖𝜖

𝑒  )
−1

                         (64) 

Y utilizando las definiciones anteriores, se tiene: 

(𝐶𝜓𝜓
𝑒 )

𝑎
= (𝜓𝑎 − 𝜓𝑎̅̅ ̅̅ )(𝜓𝑎 − 𝜓𝑎̅̅ ̅̅ )𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(𝐶𝜓𝜓
𝑒 )

𝑎
=

 ((𝐼 − 𝐾𝑒𝑀) (𝜓𝑗
𝑓
− 𝜓

𝑓̅̅ ̅̅
) + 𝐾𝑒(𝑑𝑗 − 𝑑̅)) ((𝐼 − 𝐾𝑒𝑀) (𝜓𝑗

𝑓
− 𝜓

𝑓̅̅ ̅̅
) + 𝐾𝑒(𝑑𝑗 − 𝑑̅))

𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
   

=  (𝐼 − 𝐾𝑒𝑀) (𝜓𝑓 − 𝜓𝑓̅̅ ̅̅ )(𝜓𝑓 − 𝜓𝑓̅̅ ̅̅ )
𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

(𝐼 − 𝐾𝑒𝑀)𝑇 + 𝐾𝑒(𝑑 − 𝑑̅)(𝑑 − 𝑑̅)
𝑇

 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐾𝑒
𝑇         (65) 

=  (𝐼 − 𝐾𝑒𝑀)(𝐶𝜓𝜓
𝑒 )

𝑓
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Lo anterior implica que al límite de un tamaño del ensamble infinito se tendrá exactamente 

la misma solución en los cálculos del análisis para el filtro de Kalman estándar y el filtro de 

Kalman ensamblado. Esta derivación muestra que las observaciones d pueden tratarse como 

variables aleatorias para tener la medida de la matriz de covarianza del error 𝐶𝜖𝜖
𝑒  en la 

expresión.  

Por último, se precisa que el EnFK no resuelve la ecuación de actualización bayesiana para 

funciones de densidad de probabilidad no gaussianas. Tampoco es un remuestreo puro de 

una distribución gaussiana posterior.  Solamente la actualización es lineal y es adicionada al 

ensamble previo no gaussiano. 

De esta forma, en el filtro de Kalman ensamblado la matriz de covarianza de errores del 

ensamble se obtiene por: 

𝐶𝑞𝑞
𝑒 =  𝑑𝑞(𝑡𝑘)𝑑𝑞(𝑡𝑘)𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                           (66) 

La media del ensamble se calcula como: 

𝜓(𝑡𝑘+1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐺(𝜓(𝑡𝑘))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑛. 1                            (67) 

Donde 𝑛. 1 representa los términos que pueden surgir si 𝐺 es no lineal.  

Una de las ventajas del filtro de Kalman ensamblado es que modela la ecuación exacta para 

la media y no se usan suposiciones cerradas ya que cada miembro del ensamble se integra 

por el modelo no lineal. La única aproximación se limita al tamaño del ensamble. 

Además, la covarianza del ensamble  se determina de acuerdo con la expresión: 

𝐶𝜓𝜓
𝑒 (𝑡𝑘+1) = 𝐺′(𝐶𝜓𝜓

𝑒 (𝑡𝑘))𝐺′𝑇 + 𝐶𝑞𝑞
𝑒 + 𝑛. 1                         (68) 
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Donde 𝐺’ es el operador lineal tangente evaluado en 𝜓 en el tiempo correspondiente, y el 

término 𝑛. 1 puede aparecer si 𝐺 es no lineal.  

Evensen (1991) reitera que para un modelo con dinámica lineal la 𝐶𝜓𝜓
𝑒  converge a 𝐶𝜓𝜓 para 

un tamaño del ensamble infinito, e independientemente del modelo,  𝐶𝜖𝜖
𝑒  converge a 𝐶𝜖𝜖 y 

𝐶𝑞𝑞
𝑒  converge a 𝐶𝑞𝑞. Así, en este límite el FK y EnFK son equivalentes.  
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CAPÍTULO 3 

METODOLOGÍA 

 

Introducción 

Para la simulación del flujo y consolidación 1D se realizó un programa en Fortran 95 que 

básicamente cuenta con nueve subrutinas: 

1) Lectura de datos 

2) Asigna condiciones iniciales y de frontera 

3) Define el paso de tiempo t 

4) Resuelve el flujo 1D en el acuitardo 

5) Resuelve los parámetros dependientes del esfuerzo efectivo 

6) Actualiza el espesor del acuitardo y deforma la malla vertical 

7) Actualiza parámetros  

8) Exporta los resultados 

Posteriormente, este programa fue modificado para aplicar el método Monte Carlo mediante 

un ciclo “for”. En este caso la simulación Monte Carlo consiste en resolver n veces las 

ecuaciones del algoritmo de flujo y consolidación con perfiles heterogéneos de los 

parámetros, con la finalidad de obtener la respuesta promedio de los parámetros y el 

asentamiento, así como la incertidumbre (representada por la varianza) asociada a cada uno. 

Para simular la heterogeneidad de los parámetros se construyeron varias distribuciones 

verticales diferentes, denominadas realizaciones, a partir de un campo aleatorio gaussiano de 

media cero y varianza uno, que fueron reescaladas al valor medio de los parámetros 
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reportados en la literatura. Estas simulaciones sirvieron como datos iniciales en la simulación 

Monte Carlo. 

Nuevamente, se modificó el programa en Fortran 95 para incorporar la subrutina que simula 

el algoritmo del filtro de Kalman ensamblado (Evensen, 2003). Esta subrutina es aplicable 

solamente cuando aparece un nuevo conjunto de medidas u observaciones, es decir, que se 

implementó mediante un ciclo “if”. 

La estructura final del programa que simula el flujo y consolidación 1D en un entorno 

estocástico, y que calibra el asentamiento por medio del EnKF se muestra en la Figura 3. 

 

Figura 3. Estructura del programa realizado en Fortran 95. 
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Algoritmo de subsidencia no lineal 

Para simular el flujo subterráneo y la subsidencia no lineal unidimensional se utilizó el 

algoritmo de Neuman et al. (1982), modificado por Rudolph y Frind (1991). En este 

algoritmo se conceptualiza un sistema hidrogeológico acuífero-acuitardo-acuífero, donde 

solamente se considera la consolidación del acuitardo. Por simplicidad, el sistema es 

desacoplado por lo que el efecto de los acuíferos es modelado como fronteras tipo Dirichlet, 

imponiendo valores de carga hidráulica. En el algoritmo, la ecuación de flujo 1D en el 

acuitardo está dada por: 

∂

∂z
(K(e)

∂h

∂z
) =  Ss(e,  σe)

∂h

∂t
                 (69) 

sujeta a las condiciones de frontera: 

ℎ(𝑧, 0) = ℎ0                (70) 

ℎ(0, 𝑡) = ℎ1(𝑡)              (71) 

ℎ(𝑏, 𝑡) = ℎ2(𝑡)              (72) 

donde h es carga hidráulica (m), K es conductividad hidráulica (m/s), Ss es almacenamiento 

específico (1/m), b es espesor (m) y h1(t) y h2(t) son carga hidráulica en el acuífero inferior 

y superior, respectivamente (ver el apartado Notación). Se considera que la extensión lateral 

del acuitardo es lo suficientemente grande para que la representación 1D sea válida.  

En la ecuación (69) se observa que los parámetros K y Ss son funciones de la relación de 

vacíos e y el esfuerzo efectivo e. Además, en un acuitardo heterogéneo se considera que K 

y Ss son funciones de la coordenada z. El algoritmo adopta la teoría de consolidación 

unidimensional de Terzaghi (Terzaghi, 1925). Asumiendo que el esfuerzo total es constante 
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y despreciando los cambios en z durante el proceso de consolidación, se obtiene la siguiente 

relación: 

γdh =  − dσe                    (73) 

donde  es el peso específico del agua (kN/m3). Los cambios en el esfuerzo efectivo e  

pueden llevar a cambios en la relación de vacíos e. La relación entre un incremento en el 

esfuerzo efectivo de y el cambio resultante en la relación de vacíos de(e) en el rango de 

esfuerzos altamente compresibles (el esfuerzo efectivo es mayor al esfuerzo de 

preconsolidación) se expresa como (Rudolph y Frind, 1991): 

de(σe) = Cclog (
σe0+dσe

σe0
)               (74) 

donde Cc es el índice de compresión (la pendiente negativa de la curva e versus log e) y e0 

es el esfuerzo efectivo inicial (kN/m2, Figura 4).  

El algoritmo emplea una expresión empírica que relaciona la conductividad hidráulica dK(e) 

a los cambios en la relación de vacíos e (Rudolph y Frind, 1991): 

dK(e) = K0(e)(10de 𝐦⁄ − 1)                           (75) 

donde K0(e)  es la conductividad hidráulica al comienzo del incremento de carga y m es la 

pendiente de la relación lineal empírica entre e y log K (Lambe y Whitman, 1969; Figura 5). 

El almacenamiento específico Ss como función de esfuerzo efectivo y relación de vacíos se 

calcula por: 

Ss(e,  σe) =
ρg𝐂𝐜log(

σe0+dσe

σe0
)

dσe(1.0+e0)
                              (76) 
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Donde  es densidad del agua (kg/m3) y g es aceleración de la gravedad (m/s2). 

 

Figura 4. Relación típica entre esfuerzo efectivo y relación de vacíos (Rudolph y Frind, 

1991). pc es esfuerzo de preconsolidación, que se define como el máximo esfuerzo 

experimentado por el subsuelo, Crc es índice de recompresión y Cc es índice de compresión. 

 

Figura 5. Relación entre log K y e (Lambe y Whitman, 1969). 
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Finalmente, la deformación se calcula como: 

d𝐿𝑒 = 𝐿𝑒 (
𝑑𝑒

1+𝑒0
)                 (77) 

donde dLe es la diferencia de longitud (m) y Le es longitud de un elemento en una malla 

numérica (m). 

 

Solución numérica 

Para representar un acuitardo heterogéneo altamente compresible sujeto a consolidación y/o 

deformación vertical, se requiere una malla deformable donde la distancia entre cada nodo 

sea variable (Figura 6). 

 

Figura 6. Discretización vertical del espesor del acuitardo. 
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Con base en la discretización vertical anterior y la Ley de Darcy, se resolvió la ecuación de 

flujo 1D en el acuitardo (Ecuación 69) utilizando diferenciación numérica (Ecuación 78).  

ℎ𝑖 
𝑗+1

= [
∆𝑡 (𝐾

𝑖−
1
2

𝑗
)(𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)

1

2
𝑆𝑠𝑖
𝑗
(𝐷𝑁𝑖

𝑗
+𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)(𝐷𝑁𝑖

𝑗
∗𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)
] ℎ𝑖−1

𝑗
+ [1 −

∆𝑡 (𝐾
𝑖−
1
2

𝑗
𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
+ 𝐾

𝑖+
1
2

𝑗
𝐷𝑁𝑖

𝑗
)

1

2
𝑆𝑠𝑖
𝑗
(𝐷𝑁𝑖

𝑗
+𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)(𝐷𝑁𝑖

𝑗
∗𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)
] ℎ𝑖

𝑗
+

+ [
∆𝑡 (𝐾

𝑖+
1
2

𝑗
)(𝐷𝑁𝑖

𝑗
)

1

2
𝑆𝑠𝑖
𝑗
(𝐷𝑁𝑖

𝑗
+𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)(𝐷𝑁𝑖

𝑗
∗𝐷𝑁𝑖+1

𝑗
)
] ℎ𝑖+1

𝑗
                                                                               (78) 

Donde: 

t es el diferencial de tiempo. 

Kj
i±1/2 es la conductividad hidráulica promedio de los nodos i e i±1 para el tiempo j. 

Ssj
i es el coeficiente de almacenamiento específico en el nodo i para el tiempo j. 

DNj
i±1 es distancia entre el nodo i y el nodo i±1 para el tiempo j. 

hj
i, hj

i+1, hj
i-1 son las cargas hidráulicas en los nodos i, i+1 e i-1 en el tiempo j. 

hj+1
i es la carga hidráulica en el nodo i para el tiempo j+1. 

En este esquema numérico se produce una matriz tridiagonal, cuya ecuación algebráica fue 

resuelta con el método de Thomas, posteriormente se aplicó el método Predictor-Corrector a 

la mitad del paso de tiempo, como medida para tratar la no linealidad de la ecuación de 

subsidencia no lineal 1D. 

Después de resolver la carga hidráulica, se resuelve el conjunto de ecuaciones (73)-(77) que 

determinan los parámetros dependientes del esfuerzo efectivo y, finalmente, el asentamiento. 
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Heterogeneidad aleatoria 

Para simular las distribuciones verticales de los parámetros se consideraron variables 

aleatorias univariadas y bivariadas. 

En el caso de variables aleatorias univariadas se utilizó el método Simulación Secuencial 

Gaussiana, incluido en el paquete RandomFields (Schlather et al., 2016) implementado en R 

(R Core Team, 2015). En este paquete se indicó el número de realizaciones a obtener, la 

estructura de correlación, la varianza del campo aleatorio gaussiano y el rango (a partir de la 

escala integral) de acuerdo a los datos estadísticos de literatura para cada parámetro (Y, Cc, 

m, e). Estos perfiles fueron exportados para utilizarse como condiciones iniciales en el 

algoritmo de subsidencia no lineal 1D. 

En el caso de variables aleatorias bivariadas, que representa un par de variables 

correlacionadas, se utilizó una adaptación del método cópulas normales bivariadas descrito 

por Díaz-Viera y Casar-González (2005) para el caso no condicionado de cópulas bivariadas. 

En este caso primero se obtuvieron n realizaciones de la primer variable aleatoria por medio 

de Simulación Secuencial Gaussiana, método implementado en el paquete gstat (Pebesma, 

2004) en R (R Core Team, 2018). Posteriormente se utilizan copulas normales bivariadas 

para obtener la segunda variable aleatoria, con el método implementado en los paquetes 

Copula (Hofter et al., 2014) y VineCopula (Schepsmeier et al., 2016) en R (R Core Team, 

2018). En este caso se optó por utilizar el coeficiente de Spearman  para indicar el grado (0 

a 1) y tipo de correlación (+, -).  En la cópula de parámetros se indicó media cero, la estructura 

de covarianza, la varianza y la escala integral. El par de parámetros fue reescalado para tomar 

los valores medios de literatura y exportados como condiciones iniciales para el algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D. 
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Filtro de Kalman ensamblado EnKF 

Para el desarrollo del filtro de Kalman ensamblado EnKF se utilizó el algoritmo descrito en 

Evensen (2003).  

En este algoritmo, se construye una matriz A de tamaño nxN, la cual es un conjunto de N 

vectores i  de tamaño nx1, en cada vector i se incluyen los valores de todas las variables 

estado en orden ascendente en posición z y cada vector i corresponde con una realización i.  

𝐀 =  [𝜓1 𝜓2 𝜓3 … 𝜓𝑁]                (79) 

A partir de la matriz A se define el ensamble medio 𝐀̅, también de dimensiones nxN: 

𝐀̅ =  𝐀𝟏𝐍                 (80) 

Donde los miembros del ensamble de la matriz 𝟏𝐍 son equivalentes a 1/N. 

Se establece un ensamble de perturbaciones A’, de dimensión nxN definido como: 

𝐀′ = 𝐀 − 𝐀̅ = 𝐀(𝐈 − 𝟏𝐍)               (81) 

Donde I es la matriz identidad.  

Puede definirse la matriz de covarianzas del ensamble Pe de tamaño nxn, con la expresión:  

𝑷𝒆 =
𝟏

𝑵−𝟏
𝑨′𝑨′𝑻                (82) 

Se construye un vector d con m número de medidas, a partir del cual pueden obtenerse N 

vectores perturbados dj de tamaño mxN solamente añadiendo un vector de error de medición 

j: 

𝒅𝒋 = 𝒅 +  𝛆𝒋         j = 1,…, N               (83) 
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Los vectores dj se almacenan en la matriz de medidas perturbadas D de tamaño mxN: 

𝑫 = (𝒅𝟏,𝒅𝟐, …𝒅𝑵)                      (84) 

Y los vectores de errores asociados j se guardan en la matriz de perturbaciones del ensamble 

 de tamaño mxN: 

𝛄 = (𝛆𝟏, 𝛆𝟐, … 𝛆𝐍)                 (85) 

Por tanto, la matriz de covarianza de errores del ensamble Re de tamaño mxm, se define como: 

𝑹𝒆 =
𝟏

𝑵−𝟏
𝜸𝜸𝑻                                (86) 

Se define la matriz de innovación del ensamble como: 

𝑫′ = 𝑫−𝑯𝑨                  (87) 

Donde H es el operador de medidas que relaciona  a las observaciones d y errores de medida 

, mediante: 

𝒅 = 𝑯𝝍 + 𝜺                 (88) 

Finalmente, se puede calcular la matriz de análisis Aa en función de la matriz de covarianza 

del ensamble mediante la expresión: 

𝑨𝒂 = 𝑨 + 𝑨′𝑨′𝑻𝑯𝑻(𝑯𝑨′𝑨′𝑻𝑯𝑻 + 𝜸𝜸𝑻)−𝟏(𝑫−𝑯𝑨)            (89) 

La ventaja del EnKF es que las matrices de covarianzas se abordan de manera conceptual e 

indirecta en cada paso de asimilación, lo que ahorra tiempo y esfuerzo computacional. 
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Estrategia de implementación 

Para calibrar el modelo de flujo y consolidación no lineal 1D mediante el EnKF, se construyó 

un vector estado  (de tamaño nx1) que incluye los vectores de carga hidráulica h, logaritmo 

de conductividad hidráulica Y (ln K) y la longitud del elemento Le en la malla. Los vectores 

h, Y y Le tienen tamaño lx1, con l = n/3. 

 =  [
ℎ
𝑌
𝐿𝑒
]                                                             (90) 

Este conjunto de vectores  será tratado en la matriz A.  

La matriz A se forma con los resultados del algoritmo de subsidencia no lineal 1D, es decir, 

que se forma un conjunto de vectores j= {hj, Yj, Lej}. Cuando se dispone de un conjunto 

de medidas dj, éste se asimila mediante el EnKF (conjunto de ecuaciones 79-89), y se tendrán 

los vectores corregidos j (hj,Yj y Lej) en Aa que serán los valores iniciales para el algoritmo 

de subsidencia no lineal unidimensional en el siguiente paso de tiempo. El proceso anterior 

se repite hasta finalizar el periodo de simulación. 

Los vectores de medidas d serán formados por mediciones de carga hidráulica h y mediciones 

del logaritmo de conductividad hidráulica Y. Los errores asociados j a estas medidas se 

derivan de una desviación estándar de 0.05 m para carga hidráulica y 0.5 m/s para 

conductividad hidráulica.  
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Evaluación de errores 

La evaluación de errores en la corrección de los perfiles verticales de h y Y se determinan en 

torno al ensamble medio y su realización de referencia, por medio del error cuadrático medio 

RMSE y se calcula para cada paso de asimilación al terminar la simulación.  

El error cuadrático medio RMSE, se determinó mediante la expresión: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √∑ (𝑧𝑖𝑗−𝑧𝑟𝑒𝑓)
2𝑛

1

𝑛
          𝑗 = (1,2,3, …𝑁)                (91) 

Donde zij es el valor corregido, de h o Y, por el EnKF en la posición i y en el paso de 

asimilación j,  zref es el perfil de referencia en el paso j, n es el número total de nodos en la 

columna del acuitardo y N es el tamaño del ensamble. 

Además, se evalúa la subestimación de la covarianza de Y (filter inbreeding) mediante la 

relación Vy/RMSEy. En la expresión anterior, Vy es la varianza de Y calculada a partir del 

promedio de la varianza en los miembros diagonales de la matriz de covarianza.   

Vy se determinó con la expresión: 

Vy =
∑ σ2Yiij
n
i=1

n
     𝑗 = (1,2,3, …𝑁)                       (92) 

Donde σ2
Yiij es la covarianza de Y en la posición (diagonal) ii en el tiempo de asimilación j y 

n es el número de nodos en la columna del acuitardo. 

También se evalúa el error RMSE con la expresión (91) en la corrección del asentamiento 

total en cada paso de asimilación. En este caso, zij es el valor corregido del asentamiento total 

por el EnKF para la referencia i en el paso de asimilación j, zref es el asentamiento total de 
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referencia en el paso de asimilación j, n es el tamaño del ensamble y N son los pasos de 

asimilación. 

Además, se determina una diferencia Ds entre el ensamble promedio del asentamiento sref  y 

la realización de referencia sj en el paso de asimilación j: 

𝐷𝑠 = 𝑠𝑟𝑒𝑓 − 𝑠𝑗   𝑗 = (1,2,3, …𝑁)            (93) 

También se estima un error porcentual es entre el ensamble promedio del asentamiento sj y 

el asentamiento de referencia sref en el paso de asimilación j: 

𝑒𝑠 = (
𝑠𝑟𝑒𝑓−𝑠𝑗

𝑠𝑟𝑒𝑓
) ∗ 100  𝑗 = (1,2,3, …𝑁)            (94) 

Finalmente, se estima una varianza del asentamiento Vs en cada paso de asimilación j: 

𝑉𝑠 =
∑ (𝑠𝑖𝑗−𝑠𝑗̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁−1
   𝑗 = (1,2,3, …𝑁)               (95) 

Donde sij es el asentamiento total en cada realización i para cada paso de asimilación j, 𝑠𝑖𝑗̅̅ ̅es 

el ensamble promedio en el paso de asimilación j y N es el tamaño del ensamble. 
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CAPÍTULO 4 

CONSOLIDACIÓN NO LINEAL EN ACUITARDOS HETEROGÉNEOS 

ALTAMENTE COMPRESIBLES 

Basado en: Zapata-Norberto B., Morales-Casique E., Herrera G.S., 2018, Nonlinear 

consolidation in randomly highly compressible aquitards, Hydrogeology Journal 26(3):755-

769. https://doi.org/10.1007/s10040-017-1698-6 

 

Introducción 

En esta sección se utiliza la simulación Monte Carlo para analizar el efecto de heterogeneidad 

vertical de los parámetros en un modelo de flujo subterráneo y consolidación no lineal 

unidimensional, cuyo objetivo principal es predecir el asentamiento en el acuitardo. En el 

modelo, las fronteras superior e inferior se tratan como carga hidráulica conocida (Dirichlet), 

es decir, se asume que el flujo desde y al interior del acuitardo no altera la carga hidráulica 

de los acuíferos superior e inferior. En la frontera inferior se representa un descenso 

instantáneo en la carga hidráulica debido al bombeo de agua subterránea. Con base en la 

revisión de la literatura del acuitardo altamente compresible de la ciudad de México, se 

generaron realizaciones realistas de distribuciones verticales de parámetros. Las pruebas 

numéricas consideran un parámetro aleatorio a la vez tratando a los parámetros restantes 

como deterministas. Con un punto de vista estocástico, es posible identificar qué 

parámetro(s) tiene(n) mayor efecto en la simulación del asentamiento y la mayor 

incertidumbre asociada a aquella simulación en los medios altamente compresibles. 
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Métodos 

Algoritmo de subsidencia no lineal 

El algoritmo de subsidencia no lineal utilizado se describió en el Capítulo 3. 

 

Solución numérica 

La resolución numérica se llevó a cabo con la metodología descrita en el Capítulo 3, donde 

la ecuación de flujo 1D en el acuitardo (Ecuación 69) se resolvió por medio de diferenciación 

numérica con malla deformable (Ecuación 78) en un esquema implícito. Este esquema 

numérico genera una matriz tridiagonal cuya ecuación algebraica se resolvió por medio del 

método de Thomas. Posteriormente, se resolvieron las ecuaciones (73-77) que definen a los 

parámetros dependientes del esfuerzo efectivo, y finalmente, el asentamiento. 

En esta simulación, se construyó una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal 

(DN). El tiempo total de simulación fue 275 años. Por otro lado, la no linealidad de la 

ecuación fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido 

a 1 día aproximadamente para evitar grandes cambios en los parámetros. 

 

Caso de estudio sintético: heterogeneidad aleatoria 

El efecto de heterogeneidad vertical en la subsidencia no lineal se investiga a través de un 

modelo conceptual hidrogeológico sintético similar al empleado por Rudolph y Frind (1991). 

En este modelo sintético, el acuitardo tiene 15 m de espesor,  se considera que el esfuerzo 

efectivo incrementa linealmente con la profundidad, y en su historial de esfuerzos se tiene 
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registrado un esfuerzo máximo de preconsolidación de 15 (kN/m2). En la frontera inferior, el 

acuitardo se estresa debido a una disminución instantánea de la presión de poro que simula 

el efecto de bombeo en el acuífero inferior. En la Figura 7 se muestra la geometría del caso 

de estudio con sus respectivas condiciones de frontera y condiciones iniciales de e, e, K y 

Ss. Las distribuciones iniciales de los parámetros de Rudolph y Frind (1991) sirvieron como 

ensamble medio, a partir del cual fueron simuladas las realizaciones. 

Los datos estadísticos para diseñar el estudio numérico se obtuvieron de una revisión de 

literatura acerca de la variabilidad espacial de los parámetros envueltos en el algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D (K, e, Cc y m) en el acuitardo lacustre altamente compresible en la 

cuenca de México. El acuitado arcilloso de, valle de México se constituye por 

montmorillonita, ilita, caolinita, haloysita y esmectita intercalados con materiales volcánicos 

(Marsal y Mazari, 1959; Peralta y Fabi, 1989; Warren y Rudolph, 1997; Díaz-Rodríguez et 

al., 1998); alcanza su máximo espesor en la planicie de Chalco con 300 m (Ortega-Guerrero 

et al., 1999). 

 

Figura 7. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). 

Z
 (

m
) 
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Vargas y Ortega-Guerrero (2004) realizaron 225 pruebas de permeabilidad en el acuitardo 

por medio de piezómetros de 2 a 85 m de profundidad, encontraron que los valores de K 

varían de 1x10-11 a 1x10-7 m/s y que la distribución de los valores puede ajustarse a un modelo 

log-gaussiano. La relación de vacíos e ha sido determinada por medio de perforaciones en 

estudios geotécnicos en el acuitardo donde se obtuvieron valores de 2 a 12 (Marsal y Mazari, 

1959) y mayores a 15 (Juárez-Badillo y Rico-Rodríguez, 2012). Los valores del índice de 

compresión Cc suelen ser característicos de la litología, en la Ciudad de México se han 

reportado rangos de 0.4 a 3.5 (Hernández-Marín et al., 2005; Carreón-Freyre et al., 2006), y 

de 0.1 a 3.5 para el oriente de la Ciudad de México  (Carreón-Freyre et al., 2015). Sin 

embargo, en otros estudios geotécnicos realizados en la Catedral Metropolitana de la Ciudad 

de México, el rango de valores de Cc suele variar entre 1.4 a 12.1 (Covarrubias-Fernández, 

1994). Los valores para m (pendiente que relaciona el log K y e) varían en un rango de 0.6 a 

4, de acuerdo a pruebas de compresión triaxial realizadas por Cobarrubias-Fernández (1994). 

En recientes estudios geoestadísticos del acuitardo del valle de México, donde se utilizaron 

datos de sondeos geotécnicos para analizar el contenido de humedad w y posteriormente 

ajustarlo a un modelo con estructura de correlación exponencial y escala integral de 2.1 m 

(Juárez-Camarena, 2015).  

Con base en los datos anteriores se construyó la Tabla 1, que presenta la estructura de 

correlación, escala integral y varianza utilizada para simular cada parámetro como variable 

aleatoria. Utilizando los datos de la Tabla 1, se simularon 2,000 realizaciones de cada 

parámetro por medio del método Simulación Secuencial Gaussiana, incluido en el paquete 

RandomFields (Schlather et al., 2016) implementado en R (R Core Team, 2015). En este 

caso, se simularon parámetros independientes con media cero, la cual, posteriormente sería 

reescalada de acuerdo a los valores medios de la Figura 7.  
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Parámetro 
Estructura de 
correlación 

Varianza 
(unidades)2 

Escala 
integral (m) 

Referencia 

Y (ln K) Exponencial 4.01 2.1 
Vargas y Ortega, 2004;             
Juárez-Camarena, 2015 

Cc Exponencial 5.73 2.1 
Covarrubias-Fernández, 
1994; Juárez-Camarena, 
2015 

m Exponencial 0.88 2.1 
Covarrubias-Fernández, 
1994; Juárez-Camarena, 
2015 

e Exponencial 3.22 2.1 

Marsal y Mazari, 1959; 
Covarrubias-Fernández, 
1994; Juárez-Camarena, 
2015 

 

Tabla 1. Datos estadísticos seleccionados para el caso de estudio. 

 

 

Resultados y discusión 

En la Figura 8 se presentan los resultados de la simulación después de 275 años, considerando 

solamente a Y como variable aleatoria. En la Figura 8, las líneas grises representan los 

resultados de cada realización, la línea azul es la media del ensamble y la línea roja es el 

resultado determinista presentado por Rudolph y Frid (1991). La Figura 8a representa a las 

realizaciones de Y aleatoria, donde se observa que la media del ensamble coincide 

perfectamente con la distribución determinista. En la Figura 8b se presenta el abatimiento 

simulado al final de 275 años, donde se observa que como efecto de la condición de frontera 

inferior, que representa el abatimiento en el acuífero inferior, se impuso un gradiente 

hidráulico vertical debido a la diferencia de carga hidráulica, generando un flujo vertical que 

es mayor en la base del acuitardo y que disminuye hacia la frontera superior. En la simulación 

con Y aleatoria, se determinó que la media del ensamble de abatimientos (línea azul) es mayor 
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que el abatimiento calculado para el caso determinista (línea roja), es decir, que el caso 

determinista subestima los cambios en la presión de poro al interior del acuitardo. Con la 

reducción de la presión de poro en la base del acuitardo, se provocó un incremento en el 

esfuerzo efectivo para compensar el esfuerzo total en el subsuelo, y éste incremento en el 

esfuerzo efectivo se propagó hacia la cima del acuitardo. Al final de la simulación (Figura 

8c), se tiene un promedio del ensamble de esfuerzos efectivos (línea azul) mayor a la 

respuesta determinista (línea roja). Del aumento en el esfuerzo efectivo se produjo una 

reducción de la relación de vacíos que también se distribuye de la base hacia la cima del 

acuitardo, en este caso, el promedio del ensamble es menor que el caso determinista (Figura 

8d). La reducción de la relación de vacíos tuvo consecuencias en la Y aleatoria reduciendo su 

magnitud; y al final de la simulación, también se presentó una diferencia entre el promedio 

del ensamble de Y y el caso determinista, donde éste último es ligeramente mayor (Figura 

8e). La reducción de la relación de vacíos también impactó al coeficiente de almacenamiento 

Ss, el cual muestra al final de la simulación, diferencias notables entre la media del ensamble 

y el resultado determinista, debido a que la serie de respuestas generadas por las realizaciones 

tiene un desplazamiento vertical que afecta al promedio vertical (Figura 8f).  
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Figura 8. Resultados de la simulación Monte Carlo con Y aleatoria. El resultado de cada 

realización se muestra en líneas grises, la media del ensamble es la línea azul y el resultado 

determinista es la línea roja. 
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En la Figura 9 se muestran los resultados de la simulación con Cc como variable aleatoria. 

En la Figura 9a se muestran las realizaciones del índice de compresión, donde se observa que 

los valores más altos alcanzan 16 unidades. En la Figura 9b, se observa que el ensamble 

medio (línea azul) coincide con el resultado determinista (línea roja) y que a comparación 

del caso con Y aleatoria, la variación de respuestas no es tan amplia. Como consecuencia, en 

el esfuerzo efectivo el ensamble medio también coincide con el caso determinista (Figura 

8c). La relación de vacíos muestra algunos cambios en la base del acuitardo, también coincide 

el ensamble medio con la respuesta determinista (Figura 8d). Para la Y aleatoria los cambios 

se muestran mínimos en la base del acuitardo, el ensamble medio coincide con la distribución 

determinista (Figura 9e). En el caso del coeficiente de almacenamiento Ss, los resultados 

tienen un rango más amplio de valores, el ensamble medio se encuentra más cercano a la 

respuesta determinista (Figura 9f).  

En la Figura 10 se observan los resultados de la simulación con m (pendiente que relaciona 

el gráfico de log K y e) como variable aleatoria. Las realizaciones iniciales de m se muestran 

en la Figura 10a, donde se observa que m toma valores mayores a 0 y menores a 6. En el 

abatimiento, se observa que la media del ensamble (línea azul) coincide parcialmente con el 

caso determinista (línea roja) pero es menor en posiciones de 6 a 9 m (Figura 10b). En 

consecuencia, en el esfuerzo efectivo también se observa que el ensamble medio es menor al 

caso determinista entre 6 y 9 m (Figura 10c). En este caso, los cambios en la relación de 

vacíos se presentan solamente en la base del acuitardo, donde el ensamble medio es 

ligeramente mayor que los resultados del caso determinista (Figura 10d). En la conductividad 

hidráulica se observan valores menores que en los casos previos y la media del ensamble 

coincide con el caso determinista (Figura 10e). El coeficiente de almacenamiento varía 
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mayormente en la vertical y la diferencia entre el ensamble medio y el caso determinista es 

marcada entre 5 y 8 m (Figura 10f). 

 

Figura 9. Resultados de la simulación Monte Carlo con Cc aleatoria. El resultado de cada 

realización se muestra en líneas grises, la media del ensamble es la línea azul y el resultado 

determinista es la línea roja. 
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Figura 10. Resultados de la simulación Monte Carlo con m aleatoria. El resultado de cada 

realización se muestra en líneas grises, la media del ensamble es la línea azul y el resultado 

determinista es la línea roja. 
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Los resultados de la simulación con la relación de vacíos e como variable aleatoria se 

muestran en la Figura 11. Las realizaciones de e se muestran en la Figura 11a, donde se 

observan los valores en el rango de 3 a 16 unidades. En este caso, las respuestas del 

abatimiento se muestran muy cerradas debido a que los parámetros Y y Ss son tratados como 

deterministas así que tanto los miembros del ensamble como la media del ensamble coinciden 

con el resultado determinista (Figura 10b). Debido a que el esfuerzo efectivo se encuentra en 

función de los cambios en la carga hidráulica, tampoco se muestra variación entre el 

ensamble medio y la respuesta determinista (Figura 11c). Como los valores iniciales de e 

para algunas realizaciones son pequeños, al final de la simulación se tienen valores muy 

cercanos a cero y se observa que el ensamble medio coincide con el caso determinista (Figura 

11d). En cuanto a Y, la variación entre las respuestas de los miembros del ensamble y el caso 

determinista son nulas (Figura 11e). En el coeficiente de almacenamiento Ss, se observa un 

amplio rango de valores debido a que está ligado directamente con e, pero no se observa 

variación en la vertical por lo que la media del ensamble coincide con el resultado del caso 

determinista (Figura 11f). 
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Figura 11. Resultados de la simulación Monte Carlo con e aleatoria. El resultado de cada 

realización se muestra en líneas grises, la media del ensamble es la línea azul y el resultado 

determinista es la línea roja. 
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Efecto de heterogeneidad en el asentamiento 

Los resultados de la simulación del asentamiento se muestran en la Figura 12. En la Figura 

12a se observa que en el caso con Y aleatoria se tienen asentamientos desde centímetros hasta 

poco más de 4 m con varianza de 0.51 m2, además, el ensamble medio muestra mayor 

asentamiento en comparación con el caso determinista. Por otro lado, de acuerdo al ensamble 

medio el proceso de asentamiento continúa, es decir, aun se no alcanza estado estacionario 

como en el caso determinista donde podemos ver un asentamiento prácticamente constante 

desde 168 años.  

En la Figura 12b se tiene el asentamiento simulado con Cc como variable aleatoria, en este 

caso el asentamiento medio es ligeramente menor al asentamiento determinista y el rango de 

valores se encuentra muy cercano a 1 m, con varianza de 0.02 m2. De acuerdo al asentamiento 

medio, este caso alcanza el estado estacionario a los 169.4 años.  

En la Figura 12c se presenta el asentamiento predicho con m como variable aleatoria, donde 

se observa que el rango de valores es de algunos centímetros hasta casi 2 m con varianza de 

0.10 m2, además, la media del ensamble es menor al caso determinista y alcanza su estado 

estacionario a los 159.8 años.  

Finalmente en la Figura 12d se presentan los resultados de la simulación del asentamiento 

con e como variable aleatoria, donde se observa que el ensamble toma valores entre poco 

menos de 1 m y casi 2 m con varianza de 0.03 m2. En este caso, el ensamble medio es 

ligeramente mayor al caso determinista y alcanza el estado estacionario a los 170.4 años. 
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Figura 12. Simulación del asentamiento con Y aleatoria (a), Cc aleatoria (b), m aleatoria (c) 

y e aleatoria (d). El resultado de cada realización se muestra en líneas grises, la media del 

ensamble es la línea azul y el resultado determinista es la línea roja. 

 

De acuerdo a los resultados mostrados en la Figura 12, el parámetro que tiene mayor 

influencia en la simulación del asentamiento es Y, lo anterior se debe a que este parámetro 
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tiene la mayor varianza (~4 m2) representativa de sedimentos altamente compresibles. 

Estrictamente le sigue en orden de influencia, el parámetro m que está ampliamente 

relacionado a la Y; posteriormente la relación de vacíos e y el índice de compresión Cc. Éste 

último es considerado como uno de los factores que mayor influencia tienen en la simulación 

del asentamiento y ha sido enormemente utilizado en muchos modelos de flujo y 

consolidación como variable aleatoria principal. 

Flujo en fronteras 

En la Figura 13 se muestran las simulaciones del flujo en fronteras superior e inferior. El 

flujo en la frontera inferior alcanza un valor máximo en tanto que en la frontera superior el 

flujo es mínimo. A lo largo de la simulación el flujo en la frontera inferior disminuye y en la 

frontera superior incrementa hasta que ambos alcancen un valor constante. En este caso, 

consideramos una diferencia del 1% en el flujo en la frontera superior e inferior para alcanzar 

el estado estacionario. En el caso determinista, el flujo en las fronteras superior e inferior es 

0.034 mm/d, ambos con diferencia de 1% en aproximadamente 168 años. Al considerar a Y 

aleatoria (Figura 13a), se observa que el ensamble promedio (línea azul) es alrededor de 0.02 

mm/d, la varianza del ensamble es 1x10-3 mm2/d2 a los 275 años de simulación, pero la 

diferencia entre los flujos es mayor al 1%. Cuando se considera a Cc como variable aleatoria 

(Figura 13b), se tiene ensamble promedio de 0.033 mm/d en ambas fronteras, con varianza 

de 5.8x10-5 mm2/d2 al final de la simulación y con diferencia del 1% a los 169.4 años. En el 

caso de m aleatoria (Figura 13c), se tiene en ambas fronteras un promedio del ensamble de 

0.029 mm/d con varianza de 1.16x10-4 mm2/d2 en un tiempo de 275 años. En este caso se 

alcanza estado estacionario a los 159.8 años. Al considerar e como variable aleatoria se tiene 
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un promedio del ensamble en ambas fronteras de 0.034 mm/d con varianza de 5.36x10-7 

mm2/d2 al final de la simulación y se alcanza estado estacionario a los 170.4 años.  

 

Figura 13. Flujo en fronteras simulado con Y aleatoria (a), Cc aleatoria (b), m aleatoria (c) 

y e aleatoria (d). El resultado de cada realización se muestra en líneas grises, la media del 

ensamble es la línea azul y el resultado determinista es la línea roja. 
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En la Tabla 2 se presenta el ensamble promedio y varianza de asentamiento, flujo en fronteras 

y tiempo para alcanzar el estado estacionario en cada caso de simulación. 

Tabla 2. Ensamble promedio y varianza (2) de asentamiento total, flujo en fronteras a 275 

años y tiempo para que la diferencia entre el flujo en la frontera superior e inferior sea de 

1%. 

  Asentamiento total Flujo en fronteras 
Tiempo para alcanzar 
el estado estacionario 

  
Promedio 

(m) 2 (m)2 
Promedio 
(mm/d) 2 (mm/d)2 

Promedio 
(años) 2 (años)2 

Determinista 1.18   0.034   168.00   

K aleatoira 1.42 0.51 ~0.02 ~1x10-3 > 275  

Cc aleatorio 1.15 0.02 0.033 5.8x10-5 169.40 1503.36 

m aleatoria 1.09 0.10 0.029 1.159x10-4 159.80 550.80 

e aleatoria 1.22 0.03 0.034 5.36x10-7 170.40 396.03 

 

Conclusiones 

Por medio de simulación Monte Carlo se exploró el efecto de heterogeneidad en la 

simulación no lineal 1D de flujo de agua subterránea y consolidación en acuitardos altamente 

compresibles. Para ello se tomó un parámetro como aleatorio y los restantes se simularon 

como deterministas. De los cuatro parámetros tratados como variable aleatoria, se encontró 

que la Y influye mayormente en la simulación de asentamiento. Al comparar el caso donde 

se simula Y como variable aleatoria con el caso determinista, presentado por Rudolph y Frind 

(1991), al final de la simulación (275 años) se encontró que el asentamiento es mayor en 20% 

y el flujo en fronteras es menor en 40% con respecto al caso de referencia. En cuanto al 

tiempo para alcanzar el estado estacionario, se tiene que el caso determinista lo logra después 

de 168 años, mientras que el ensamble promedio del asentamiento logra esta condición en un 

periodo mayor al simulado. Además, el caso con Y aleatoria proporciona la mayor varianza 



69 
 

de todas las variables incluyendo carga hidráulica, esfuerzo efectivo, asentamiento total y 

flujo en fronteras. En comparación con los otros parámetros tomados como aleatorios, la 

varianza del asentamiento derivada de Y aleatoria es de 5 a 25 veces más grande que la 

varianza determinada con m, Cc y e. 

Lo anterior es indicativo que la heterogeneidad en Y (ln K) proporciona la mayor 

incertidumbre en la simulación del asentamiento en acuitardos altamente compresibles. Una 

caracterización inadecuada del sistema acuífero a nivel de los acuitardos, sus propiedades 

hidromecánicas y su heterogeneidad puede llevar a errores significantes en el modelo 

predictivo de un sitio específico. Por lo que la variabilidad espacial de Y, además de la 

variabilidad de otros parámetros, debe considerarse en la simulación de los sistemas 

altamente compresibles. 
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CAPÍTULO 5 

EFECTO DE CORRELACIÓN CRUZADA DE Y-Cc EN LA CONSOLIDACIÓN NO 

LINEAL DE ACUITARDOS HETEROGÉNEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES 

Basado en: Zapata-Norberto B, Morales-Casique E., Le V.L., Díaz-Viera M., Effect of 

cross-correlated hydraulic conductivity and compression index on nonlinear consolidation 

in randomly heterogeneous highly compressible aquitards (En preparación). 

Introducción 

En este capítulo se presenta el efecto de correlación cruzada entre parámetros en la 

simulación del asentamiento en acuitardos altamente compresibles. En el capítulo anterior se 

observó que los parámetros que producen mayor incertidumbre en el asentamiento son K y 

Cc, por lo que se simularán como variables aleatorias con correlación cruzada. Para simular 

la correlación entre parámetros y generar las realizaciones aplicamos el método de cópulas 

normales bivariadas. Posteriormente se crearon simulaciones que consideran un par de 

parámetros aleatorios a la vez y los restantes deterministas. En el modelo, las fronteras 

superior e inferior se tratan como carga hidráulica conocida (Dirichlet), es decir, se asume 

que el flujo desde y al interior del acuitardo no altera la carga hidráulica de los acuíferos 

superior e inferior. En la frontera inferior se representa un descenso instantáneo en la carga 

hidráulica debido al bombeo de agua subterránea. 

Métodos 

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D y su resolución numérica se describieron en el 

Capítulo 3. 
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En este caso, la malla consiste de 150 elementos con espesor inicial (DN) de 0.1 m. El tiempo 

total de simulación fue 275 años. Para abordar la no linealidad de los parámetros se utilizó 

un método predictor-corrector y para limitar grandes cambios en los parámetros se restringió 

el paso de tiempo a 1 día. 

 

Caso sintético de estudio: heterogeneidad simulada con correlación cruzada de K y Cc 

Para estudiar el efecto de heterogeneidad en la subsidencia no lineal se utilizó un modelo 

sintético similar al empleado por Rudolph y Frind (1991) y modificado por Zapata-Norberto 

et al. (2018), que consta de un acuitardo de espesor de 15 m, donde el esfuerzo efectivo 

incrementa linealmente con la profundidad y su esfuerzo máximo de preconsolidación es 15 

kN/m2. Este acuitardo se estresa en su frontera inferior debido a la reducción instantánea de 

presión de poro que representa el efecto de bombeo en el acuífero inferior. La geometría, 

distribución inicial de parámetros y fronteras del caso de estudio se presentan en la Figura 

14. En este caso, las distribuciones iniciales de e, e y Ss se asignaron como parámetros 

deterministas con base en la Figura 5, mientras que K y Cc se consideran variables aleatorias 

cuya media del ensamble se adopta de la distribución determinista (Figura 14).  

En el Capítulo 1 se explicó que el acuitardo de la Ciudad de México consiste de sedimentos 

lacustres (entre los que destacan montmorillonita, ilita, caolinita, haloysita y esmectita)  

intercalados con material volcánico (Marsal y Mazari, 1959; Peralta y Fabi, 1989; Warren y 

Rudolph, 1997; Díaz-Rodríguez et al., 1998). Se estableció que la K del acuitardo es 

ampliamente variable y se ajusta a un modelo de regresión log-gaussiano (Vargas y Ortega-
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Guerrero, 2004). Se mencionó que el índice de compresión presenta valores variables que se 

han ajustado con escala integral de hasta 8.5 m (Delgado-Muñiz, 2018). 

 

 

Figura 14. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). 

 

Con la revisión previa de la literatura se determinaron los datos estadísticos de la Tabla 3 

donde se presenta el tipo de correlación, estructura de correlación, varianza y escala integral 

de cada parámetro. Con base en la Tabla 3 se construyeron 2,000 realizaciones de Y (ln K) 

por medio del método Simulación Secuencial Gaussiana implementado en el paquete gstat 

(Pebesma, 2004) implementado en R (R Core Team, 2018). Para simular la correlación entre 

Y y Cc se adaptó el método descrito por Díaz-Viera y Casar-González (2005) para el caso no 

condicionado de cópulas bivariadas. Se consideró que la correlación entre Y y Cc puede ser 

negativa, nula y positiva, asignando el coeficiente de Spearman  con valores de -0.75, 0 y 

0.75, respectivamente en la cópula normal bivariada. La cópula de parámetros (Y y Cc) se 

simuló con media cero, estructura de covarianza conocida, con varianza y escala integral de 

Z
 (

m
) 
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acuerdo a la Tabla 1. Posteriormente, la media del ensamble fue reescalada para tomar los 

valores medios de la Figura 14. Los parámetros e, e y Ss se consideraron deterministas. 

Tabla 3. Datos estadísticos seleccionados para el caso de estudio. En la Tabla: a) Vargas y 

Ortega-Guerrero, 2004; b) Covarrubias-Fernández, 1994; c) Juárez-Camarena, 2015. 

Caso 
Tipo de 

correlación 
Parámetro 

Estructura de 
correlación 

Varianza 
Escala 

integral (m) 

A Negativa 
ln K 

Esférica 
4.01

a
 

2.1
c
 

Cc 2.00 

B 
Sin 

correlación 

ln K 
Esférica 

4.01
a
 

2.1
c
 

Cc 2.00 

C Positiva 
ln K 

Esférica 
4.01

a
 

2.1
c
 

Cc 2.00 

D 
Sin 

correlación 

ln K 
Esférica 

4.01
a
 

2.1
c
 

Cc 5.37
b
 

E Positiva 
ln K 

Esférica 
4.01

a
 

2.1
c
 

Cc 5.37
b
 

 

Resultados y discusión 

Efecto del coeficiente de correlación de Spearman 

Para explorar el efecto que tiene el tipo de correlación (negativa, nula o positiva, asignada 

por medio del coeficiente de correlación de Spearman) entre los parámetros Y-Cc en la 

simulación del asentamiento utilizamos la misma estructura de correlación, escala integral y 

varianza inicial en los parámetros (Tabla 3, Casos A, B y C).  

En la Figura 15 se presentan los resultados de la simulación con correlación negativa entre Y 

y Cc (Caso A), donde se representan los resultados de cada realización con líneas grises, el 
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promedio del ensamble en línea azul, el resultado determinista en línea roja y  el doble de la 

desviación estándar con respecto a la media en línea discontinua naranja. En la Figura 15a se 

observan las realizaciones iniciales de Y y en la Figura 15b se tienen las realizaciones iniciales 

de Cc, donde se observa que como resultado de la correlación negativa existen muchos 

valores cercanos a cero pero que se mantiene el valor medio de 6.5. En la Figura 15c se 

presentan los resultados del abatimiento, donde se observa que el efecto de heterogeneidad 

genera un ensamble medio mayor que el resultado determinista. De acuerdo al algoritmo de 

subsidencia no lineal, con mayor abatimiento se produce mayor esfuerzo efectivo, lo anterior 

puede constatarse en la Figura 15d donde se observa que la media del ensamble es mayor 

que el resultado determinista. Con mayor esfuerzo efectivo se reduce el tamaño de poro y por 

ende la relación de vacíos, tal como se aprecia en la Figura 15e donde el ensamble medio es 

ligeramente menor que el resultado determinista. El ligero cambio en la relación de vacíos 

provocó que en la conductividad hidráulica la media del ensamble mostrara mínima variación 

con respecto al resultado determinista (Figura 15f). Con respecto al coeficiente de 

almacenamiento específico, se aprecia que el ensamble medio se suaviza por efecto de la 

variación vertical del Ss en cada realización por lo que solo coincide con el resultado 

determinista en la parte inferior y superior del acuitardo (Figura 15g). 
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Figura 15. Resultados de 275 años de simulación con correlación negativa Y-Cc (Caso A). 

a) Realizaciones iniciales de Y (ln K); b) Realizaciones iniciales de Cc; c); d) Esfuerzo 

efectivo; e) Relación de vacíos; f) Conductividad hidráulica; g) Almacenamiento 

específico. Las líneas grises son el resultado de cada realización, la línea azul es el 

promedio del ensamble, la línea roja es el resultado determinista y la línea discontinua 

naranja es el doble de la desviación estándar con respecto a la media del ensamble. 
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En la Figura 16 se presentan los resultados de la simulación con Y-Cc no correlacionados 

(Caso B) y en la Figura 17 los resultados de la simulación con correlación positiva entre Y y 

Cc (Caso C). La diferencia más notable entre las Figuras 15, 16 y 17 se encuentra en las 

realizaciones iniciales de Cc ya que con correlación negativa Y-Cc los valores mínimos se 

desplazan hacia la izquierda tomando valores cercanos a cero (Figura 15b); mientras que en 

el caso no correlacionado de Y-Cc se encuentran entre 2 y 12 unidades (Figura 16b); y en el 

caso de correlación positiva Y-Cc los valores máximos se desplazan hacia la derecha llegando 

hasta casi 16 unidades (Figura 17b). En los parámetros resultantes de las simulaciones en las 

Figuras 15, 16 y 17 se observa prácticamente el mismo comportamiento de la media del 

ensamble con respecto al caso determinista: el abatimiento y esfuerzo efectivo son mayores, 

la relación de vacíos y conductividad hidráulica son ligeramente menores, y el coeficiente de 

almacenamiento coincide en la parte inferior y superior del acuitardo.  

En la Figura 18 se observa la simulación del asentamiento con los tres tipos de correlación 

Y-Cc. En los tres casos se muestra que en tiempos tempranos el caso determinista sobreestima 

el asentamiento mientras que en tiempos tardíos lo subestima. Al final de la simulación, el 

caso con correlación negativa Y-Cc estima un asentamiento medio de 1.33 m con varianza de 

0.34 m2 (Figura 18a y Tabla 4). El caso no correlacionado de Y-Cc estima un asentamiento 

promedio de 1.41 m con varianza de 0.38 m2 al final de 275 años (Figura 18b y Tabla 4). Y 

el caso con correlación positiva Y-Cc indica que el asentamiento promedio al final de la 

simulación es 1.49 m con varianza de 0.42 m2 (Figura 18c y Tabla 4). 
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Figura 16. Resultados de 275 años de simulación con correlación nula Y-Cc (Caso B). a) 

Realizaciones iniciales de Y (ln K); b) Realizaciones iniciales de Cc; c); d) Esfuerzo 

efectivo; e) Relación de vacíos; f) Conductividad hidráulica; g) Almacenamiento 

específico. Las líneas grises son el resultado de cada realización, la línea azul es el 

promedio del ensamble, la línea roja es el resultado determinista y la línea discontinua 

naranja es el doble de la desviación estándar con respecto a la media del ensamble. 
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Figura 17. Resultados de 275 años de simulación con correlación positiva Y-Cc (Caso C). 

a) Realizaciones iniciales de Y (ln K); b) Realizaciones iniciales de Cc; c); d) Esfuerzo 

efectivo; e) Relación de vacíos; f) Conductividad hidráulica; g) Almacenamiento 

específico. Las líneas grises son el resultado de cada realización, la línea azul es el 

promedio del ensamble, la línea roja es el resultado determinista y la línea discontinua 

naranja es el doble de la desviación estándar con respecto a la media del ensamble. 
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Figura 18. Simulación del asentamiento con (a) correlación Y-Cc negativa, (b) sin 

correlación Y-Cc y (c) correlación Y- Cc positiva. Las líneas grises son el resultado de cada 

realización, la línea azul es el promedio del ensamble, la línea roja es el resultado 

determinista y la línea discontinua naranja es el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media del ensamble. 
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Tabla 4. Estadísticos de asentamiento al final de las simulaciones con diferentes tipos de 

correlación Y-Cc. 

Caso Asentamiento total 

 Promedio (m) 2 (m)2 

Determinista 1.18 - 

Correlación negativa 1.33 0.34 

No correlacionado 1.41 0.38 

Correlación positiva 1.49 0.42 

 

En la Figura 19 se presentan los resultados de 275 años de simulación para el flujo en 

fronteras. La Figura 19a representa el flujo en fronteras con correlación negativa Y-Cc, la 

Figura 19b corresponde al flujo en fronteras sin correlación entre Y-Cc y la Figura 19c 

muestra el flujo en fronteras con correlación positiva Y-Cc. En los tres casos de correlación 

Y-Cc, el ensamble medio (línea azul) es menor que el caso determinista (línea roja) y la 

respuesta de los miembros del ensamble es muy parecida. Por otro lado, al final de la 

simulación con los tres casos de correlación se tiene una diferencia mayor al 1% entre ambas 

fronteras por lo que el estado estacionario no se logra.  
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Figura 19. Flujo en fronteras con (a) correlación Y-Cc negativa, (b) sin correlación Y-Cc y 

(c) correlación Y- Cc positiva. Las líneas grises son el resultado de cada realización, la línea 

azul es el promedio del ensamble y la línea roja es el resultado. 
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Diferencias con simulaciones que consideran una variable aleatoria 

En esta sección se investiga la diferencia entre simulaciones que utilizan una variable 

aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y simulaciones con dos variables aleatorias, cuyo 

objetivo es predecir el asentamiento de medios altamente compresibles y su incertidumbre. 

Para tal efecto, se realizaron simulaciones con las mismas características que  utiliza Zapata-

Norberto et al. (2018): varianza de Cc de 5.37, varianza de Y de 2.00 m2/s2, estructura de 

correlación esférica y escala integral de 2.1 m. Debido a que el método de cópulas presenta 

valores negativos en cada realización para Cc al utilizar una varianza grande (5.37 unidades), 

y los valores negativos para Cc se desconocen en la literatura, en esta sección sólo utilizamos 

los casos sin correlación Y-Cc y correlación positiva Y-Cc. 

En la Figura 20 se muestra un gráfico que resume las predicciones del asentamiento 

simuladas con una variable aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y dos variables aleatorias. 

En el gráfico se muestra la media del ensamble en barra verde y la varianza del ensamble en 

barra azul. Con respecto al ensamble promedio, se observa que cuando consideramos 

correlación nula entre Y-Cc se obtiene un valor muy similar al simulado con Y como variable 

aleatoria. Al utilizar una correlación positiva Y-Cc se obtiene el máximo valor para el 

ensamble promedio mientras que al considerar solo a Cc como variable aleatoria se simula el 

mínimo valor para el ensamble promedio. Con respecto a la varianza del ensamble, los casos 

con correlación positiva Y-Cc, sin correlación Y-Cc y con sólo Y como variable aleatoria 

presentan un valor muy similar, mientras que el valor mínimo de incertidumbre lo 

proporciona el caso con Cc aleatoria. 
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Figura 20. Predicciones del asentamiento total (275 años) realizadas con una variable 

aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y dos variables aleatorias. En el gráfico, la barra 

gris representa el ensamble promedio y la barra azul es la varianza del ensamble. 

 

Conclusiones 

En este capítulo se mostraron tres tipos de correlación entre Y-Cc que pueden utilizarse en la 

simulación del flujo y consolidación no lineal 1D para predecir el asentamiento de un 

acuitardo altamente compresible. En este caso se asignó el tipo de correlación por medio del 

coeficiente de Spearman, en el método de cópulas normales bivariadas, con valores de -0.75 

para correlación negativa, 0 para el caso no correlacionado y 0.75 para correlación positiva. 

A diferencia de Huang et al. (2009) donde no solo utilizan un método diferente para obtener 

las realizaciones sino que asignan un coeficiente de correlación de -1 y 1 para indicar 

correlación negativa y positiva, respectivamente.  Determinamos que la correlación negativa 
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Y-Cc proporciona el menor asentamiento promedio y la menor incertidumbre asociada 

mientras que la correlación positiva simula el mayor promedio del ensamble y la mayor 

incertidumbre. En el caso de sedimentos altamente compresibles es adecuado considerar una 

correlación negativa entre Y y Cc porque de acuerdo a las propiedades de las arcillas (Lambe 

y Whitman, 1969), en una montmorillonita se tiene la menor Y y el mayor Cc, mientras que 

para una caolinita se tiene una relativamente alta Y y menor Cc.  

Para comparar los casos que utilizan una variable aleatoria con los casos con dos variables 

aleatorias correlacionadas, utilizamos varianzas diferentes para Y y Cc que se derivaron de 

datos de literatura, a diferencia de Huang et al. (2009) que utilizan la misma varianza para 

sus parámetros. Encontramos que una simulación que utiliza a Y y Cc no correlacionados 

proporciona un promedio del ensamble e incertidumbre para el asentamiento muy similares 

a los derivados de la simulación con solo Y como variable aleatoria. Esto se debe a que, en el 

caso no correlacionado Y-Cc, los valores extremos de Cc no influyen en la simulación del 

asentamiento y su incertidumbre asociada, como en los casos con correlación negativa y 

positiva, donde el promedio del ensamble es menor y mayor, respectivamente. 

Finalmente, las simulaciones presentadas en esta sección destacan la necesidad de obtener 

más datos que permitan establecer y/o esclarecer las relaciones entre parámetros hidráulicos 

y geotécnicos en sedimentos altamente compresibles. Por otro lado, también resaltan la 

necesidad de incorporar estas medidas de campo en la calibración de los modelos de 

simulación de asentamiento.  
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CAPÍTULO 6 

ASIMILACIÓN DE DATOS CON EL FILTRO DE KALMAN ENSAMBLADO 

EnKF EN ACUITARDOS HETEROGÉNEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES 

Basado en: Zapata-Norberto B., Morales-Casique E., Herrera G.S., One-dimensional 

simulation of land subsidence in vertically-heterogenous highly compressible aquitards 

coupled with data assimilation with Ensemble Kalman filter (En preparación). 

 

Introducción 

En este capítulo se adopta el filtro de Kalman ensamblado EnKF como método de calibración 

para un modelo de flujo y consolidación 1D que predice el asentamiento de acuitardos 

altamente compresibles. El EnKF no solo se utiliza para corregir la simulación del 

asentamiento sino que también se utiliza para corregir los parámetros hidráulicos y 

geomecánicos del acuitardo. De acuerdo a la teoría de consolidación, los parámetros son 

funciones del esfuerzo efectivo y están cambiando continuamente en el tiempo, así que en la 

simulación se avanza en el tiempo después de cada paso de asimilación, reiniciando 

parámetros y estados, y se continúa la simulación hasta que estén disponibles nuevas 

medidas. Se asimilan medidas de estado (carga hidráulica), parámetros (conductividad 

hidráulica) y sus combinaciones para investigar el efecto que tienen en la simulación del 

asentamiento. Además, se utiliza un número considerable de realizaciones para evitar el 

efecto de subestimación de la covarianza denominado filter inbreeding effect (Houtekamer y 

Mitchel, 1998) que aparece cuando se asimilan medidas de estados y parámetros en conjunto. 
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Métodos 

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el método numérico para su resolución, el 

algoritmo del filtro de Kalman ensamblado y su estrategia de implementación para esta 

investigación, fueron descritos en el Capítulo 3.  

Para esta simulación, se construyó una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal 

(DN). El tiempo total de simulación fue 300 años. Por otro lado, la no linealidad de la 

ecuación fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido 

a 1 día aproximadamente para evitar grandes cambios en los parámetros. 

 

Caso sintético de estudio 

El caso de estudio sintético se basa en el ejemplo de Rudolph y Frind (1991). Se considera 

un acuitardo de 15 m de espesor, donde el esfuerzo efectivo incrementa con la profundidad 

y su esfuerzo máximo de preconsolidación es 15 kN/m2. Inicialmente se tienen condiciones 

hidrostáticas en la presión de poro y las fronteras superior e inferior son conocidas (Dirichlet). 

En la frontera inferior se experimenta un cambio súbito en la presión de poro, que representa 

el abatimiento en el acuífero inferior. En la Figura 21 se muestra la distribución de parámetros 

dependientes del esfuerzo efectivo, todos los parámetros se consideran deterministas a 

excepción de la conductividad hidráulica que se considera variable aleatoria. 
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Figura 21. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). Los puntos verdes son 

los puntos de medida. 

 

 Heterogeneidad aleatoria en K 

Para generar las realizaciones de Y (ln K) se utilizó covarianza exponencial, escala integral 

de 2.1 m, media cero y varianza de 4.01 m2/s2. Se determinaron 2,000 realizaciones de Y por 

medio de Simulación Secuencial Gaussiana implementado en el paquete RandomFields 

(Schlater et al., 2016) en R(R Core Team, 2018). La media de las realizaciones de Y fue 

reescalada para tomar la media del caso determinista (Figura 21, línea roja) y consideradas 

como Y inicial en el algoritmo no lineal de subsidencia 1D. 

 Simulaciones de referencia 

Con el procedimiento anterior, se generaron cuatro realizaciones de Y que fueron tomadas 

como referencia, es decir, distribuciones iniciales “reales” de Y. Estas cuatro realizaciones de 

referencia ingresaron como perfiles iniciales de Y en el algoritmo de flujo y consolidación no 

Z
 (

m
) 
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lineal 1D y con ellas se generaron cuatro soluciones “reales”. De estos cuatro casos de 

referencia se extrajeron observaciones de h y Y cada 5 años en 6 puntos fijos (Figura 21) a lo 

largo de la columna del acuitardo. Las observaciones de h fueron perturbadas con errores 

gaussianos con desviación estándar de 0.05 m y las observaciones de Y con errores gaussianos 

con desviación estándar de 0.5 m/s. Los puntos de medida se localizan cada 2.1 m. 

Considerando que en la Ciudad de México es posible obtener medidas de carga hidráulica 

anualmente pero las medidas de conductividad hidráulica se obtienen o actualizan en 

periodos irregulares, se construyeron tres diferentes casos para la asimilación de medidas. En 

un primer caso, se asimilan medidas de h o Y cada 5 años. En un segundo caso, se asimilan 

medidas de h cada cinco años junto con medidas de Y cada diez años en tres diferentes 

posiciones en cada paso de asimilación.  En ambos casos, se consideraron 60 pasos de 

asimilación. 

 

Resultados y discusión 

En este apartado se ilustran los resultados con la Referencia 1, mientras que los gráficos de 

las referencias 2, 3 y 4 se pueden consultar en el apartado anexo.  

Efecto de subestimación de la covarianza 

De acuerdo con Houtekamer y Mitchell (1998), cuando se presentan errores derivados de un 

tamaño del ensamble pequeño puede generarse un error de subestimación de la matriz de 

covarianza (filter inbreeding). En la simulación con el EnKF, podemos determinar si existe 

subestimación de la matriz de covarianza a través del cociente VY/RMSEY (Panzeri et al., 

2014), donde VY es la varianza de conductividad hidráulica y RMSEY es el error cuadrático 
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medio de conductividad hidráulica. En un caso ideal, donde no existe subestimación de la 

matriz de covarianza, el cociente VY/RMSEY alcanza un valor unitario. 

En esta sección el efecto de subestimación de covarianza se ilustra mediante asimilación de 

observaciones de h derivadas de la referencia 1, y perturbadas con errores gaussianos con 

desviación estándar de 0.05 m, utilizando un tamaño del ensamble de 100, 1000, 2000 y 

10,000 realizaciones. 

En la Figura 22 se presenta el comportamiento del cociente VY/RMSEY en cada paso de 

asimilación utilizando 100 realizaciones (línea continua gris), 1000 realizaciones (línea 

discontinua azul), 2000 realizaciones (línea continua negra) y 10 mil realizaciones (línea 

punteada roja). Los casos con tamaños del ensamble de 100 realizaciones muestran una 

relación VY/RMSEY muy baja al final de 60 pasos de asimilación, mientras que al relación 

VY/RMSEY de los ensambles mayores a 1000 realizaciones ronda la unidad.  

La desventaja de utilizar un ensamble muy grande es el gran esfuerzo computacional que se 

requiere para la simulación, en este caso, se aprecia que un ensamble de 2000 realizaciones 

puede determinar resultados satisfactorios en torno a la matriz de covarianza del ensamble. 
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Figura 22. Evaluación de la relación VY/RMSEY en cada paso de asimilación con la 

referencia 1 y con diferentes tamaños del ensamble. Los resultados de un tamaño del 

ensamble de 100 realizaciones se muestran en línea continua gris, de 1000 realizaciones en 

línea discontinua azul, de 2000 realizaciones en línea continua negra y de 10 mil 

realizaciones en línea punteada roja. 
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Asimilación de carga hidráulica h 

Las Figuras 23 y 24 contienen los perfiles de carga hidráulica (izquierda), conductividad 

hidráulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de 

asimilación de h  y en los pasos 10, 30 y 60 de asimilación de h  con la referencia 1. En las 

figuras se presentan los resultados promedio del algoritmo 1D en línea negra, el promedio 

del ensamble asimilado en línea roja, la realización de referencia en línea azul, el doble de la 

desviación estándar en línea punteada naranja y los puntos verdes representan las posiciones 

de las observaciones.  

En la Figura 23 se observa que a medida que se avanza en el tiempo la respuesta del algoritmo 

1D (línea negra) es más parecida al promedio del ensamble asimilado (línea roja). En el 

primer paso de asimilación (Figura 23a) el ensamble promedio asimilado adopta las seis 

medidas de h pero presenta notables diferencias en la base del acuitardo con la referencia 1 

(línea azul) y la respuesta del algoritmo 1D (línea negra); en este periodo, el ensamble 

promedio de Y comienza a mostrar diferencias con el algoritmo 1D y a adoptar la forma de 

la referencia 1, sobretodo en la parte inferior del acuitardo (Figura 23b). En la parte inferior 

del acuitardo la longitud de los elementos es menor con el algoritmo 1D y el ajuste del 

promedio del ensamble asimilado con la referencia 1 es inmediato (Figura 23c).  En el 

segundo paso de asimilación, el ensamble promedio tanto de h como de Y y  de Le, está más 

próximo a la referencia 1, incluso en la parte media del acuitardo (Figura 23d, 23e y 23f). En 

el tercer paso de asimilación, el ensamble promedio de h y Le, y la respuesta promedio del 

algoritmo 1D coinciden con la referencia 1 en la mayor parte de la columna del acuitardo a 

excepción de algunos  nodos en la base (Figura 23g y 23i); en cambio para Y aún se 
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encuentran diferencias entre el ensamble promedio, la respuesta promedio del algoritmo 1D 

y la referencia 1 (Figura 23h).  

En los siguientes pasos de asimilación (Figura 24), se observa que el ensamble promedio de 

h y Le coincide perfectamente con la respuesta del algoritmo 1D y ambos presentan mínimas 

diferencias con la referencia 1 (Figura 24a, 24d, 24g, 24c, 24f y 24i); en cuanto al ensamble 

promedio de Y y la respuesta del algoritmo 1D, se tiene que prácticamente se comportan 

como la media de la referencia 1 (Figura 24b, 24e y 24h). De esta forma, en el último paso 

de asimilación  de h con la referencia 1, se tiene un error cuadrático medio para la carga 

hidráulica  RMSEh de 0.13 m y un error cuadrático medio para conductividad hidráulica 

RMSEY de 1.14 m/s. En general, la banda de confianza disminuye su distancia con respecto 

a la media del ensamble, sobretodo en la base del acuitardo y en la posición de las 

observaciones, con cada paso de asimilación. 

Al observar la asimilación de h con las otras tres referencias, se encuentra el mismo 

comportamiento donde hay un ajuste rápido del ensamble medio de la carga hidráulica en los 

primeros pasos de asimilación y en el último paso de asimilación, el ensamble medio de la 

conductividad hidráulica es prácticamente la media móvil de la referencia. En éste último 

paso de asimilación, para la referencia 2 se tiene RMSEh de 0.14 m y RMSEY de 1.05 m/s; 

para la referencia 3 el valor de RMSEh es 0.17 m y RMSEY de 1.17 m/s; en la referencia 4 se 

tiene un RMSEh de 0.16 m y RMSEY de 0.84 m/s.    
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Figura 23. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 1. Las figuras a-

b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 3, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 24. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 1. Las figuras a-

b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 30 y 60, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Asimilación de conductividad hidráulica Y 

En las Figuras 25 y 26 se tienen los perfiles de carga hidráulica (izquierda), conductividad 

hidráulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de 

asimilación de Y y en los pasos 10, 30 y 60 de asimilación de Y  con la referencia 1. 

En la Figura 25a se muestra que al asimilar Y, en el primer paso de asimilación se tiene una 

diferencia notable entre el ensamble medio asimilado de h y Le, la respuesta promedio del 

algoritmo 1D y la referencia 1 (Figura 25a y 25c). Mientras que en la conductividad 

hidráulica, el promedio del ensamble asimilado y la referencia 1 coinciden rápidamente 

(Figura 25b). En el segundo periodo de asimilación de Y, el algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D predice mayor abatimiento y menor longitud de elemento que la referencia 1, por 

lo que el ensamble medio asimilado se mantiene cercano a la referencia 1 (Figura 25d y 25f); 

en cuanto al promedio del ensamble asimilado de Y, presenta diferencias mínimas con la 

referencia 1 y el algoritmo 1D en la base del acuitardo (Figura 25e). En el tercer paso de 

asimilación, la carga hidráulica y deformación promedio del algoritmo 1D es ligeramente 

mayor que el ensamble promedio asimilado y la referencia 1 (Figura 25g y25f); mientras que 

en la conductividad hidráulica, el ensamble promedio asimilado coincide perfectamente con 

la respuesta promedio del algoritmo 1D, ambos se consideran una aproximación a la media 

de la referencia 1 (Figura 25h). 

En las Figuras 26a, 26d, 26g, 26c, 26f y 26i, tanto para h como para Le, se observa que el 

promedio del algoritmo 1D y el promedio del ensamble asimilado coinciden, ambos se 

acercan al comportamiento de la referencia 1 pero sus diferencias aún son notables. En las 

Figuras 26b, 26e y 26h, se observa que la respuesta promedio del algoritmo 1D se ajusta 

perfectamente al promedio del ensamble asimilado, y ambos son aproximadamente la media 
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de la referencia 1. En el último paso de asimilación de Y, se tiene un RMSEh de 0.29 m y un 

RMSEY de 1.04 m/s. 

 

Figura 25. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 1. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 26. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 1. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Al observar la asimilación de Y con las otras tres referencias, se encontró que hay una buena 

aproximación entre la realización de referencia y el promedio del ensamble asimilado de Y. 

En el último paso de asimilación, para la referencia 2 se tiene un RMSEh de 0.19 m y un 

RMSEY de 0.99 m/s; para la referencia 3, el RMSEh es 0.17 m y el RMSEY es 1.43 m/s; 

finalmente, para la referencia 4 se tiene RMSEh de 0.23 m y RMSEY de 0.97 m/s. 

Asimilación de carga hidráulica h y conductividad hidráulica Y 

En las Figuras 27 y 28 se presentan los perfiles de carga hidráulica (izquierda), conductividad 

hidráulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de 

asimilación de h-Y y en los pasos 10, 30 y 60 de asimilación de h-Y  con la referencia 1. 

En la Figura 27 se observa que en los primeros pasos de asimilación, el ensamble promedio 

asimilado de h y Le se ajusta rápidamente a la referencia 1, manteniendo como distribución 

intermedia a la respuesta promedio del algoritmo 1D. En tanto que el ajuste del ensamble 

promedio asimilado de Y con la referencia 1 es relativamente más lento. 

En la Figura 28 se observa que para h, Le y Y, la repuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D coincide perfectamente con el promedio del ensamble asimilado y 

en ambos casos, esta distribución se acerca al promedio de la referencia 1. En el último paso 

de asimilación, el RMSEh es 0.19 m y el RMSEY es 1.22 m/s. 

Al evaluar la asimilación conjunta de h e Y con otras tres referencias, encontramos que el 

promedio del ensamble asimilado se ajusta rápidamente con la realización de referencia. En 

este caso, para la referencia 2 se presentó en el último paso de asimilación un RMSEh de 0.19 

m y un RMSEY de 1.12 m/s; para la referencia 3 un RMSEh de 0.25 y RMSEY de 1.61 m/s; y 

para la referencia 4, un RMSEh de 0.14 m y RMSEY de 0.88 m/s. 
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Figura 27. Resultados de asimilación de carga hidráulica y conductividad hidráulica con la 

referencia 1. Las figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de 

asimilación 1, 2 y 3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo 

de subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul 

es la referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 28. Resultados de asimilación de carga hidráulica y conductividad hidráulica con la 

referencia 1. Las figuras a-b-c, d-e-f  y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de 

asimilación 10, 30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del 

algoritmo de subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la 

línea azul es la referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación 

estándar con respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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En la Tabla 5 se tiene un resumen de la evaluación de los errores en los tres casos de 

asimilación. En la Tabla 5 se observa que la relación VY/RMSEY   se encuentra en un rango 

de 0.43 a 0.79, lo que indica una subestimación de la matriz de covarianza del ensamble.  

Tabla 5. Evaluación de errores en h y Y en cada caso de asimilación. R es referencia, 

RMSEY es el error cuadrático medio de Y, VY es la varianza de Y, RMSEh es el error 

cuadrático medio de h, Vh es la varianza de h. 

R 
Caso de 

asimilación 
RMSEY (m/s) VY (m/s)2 VY/RMSEY    RMSEh (m) Vh (m)2 

1 

h 5 años 1.14 0.85 0.74 0.13 1.04E-02 
Y 5 años 1.04 0.76 0.73 0.29 3.91E-02 
h 5 años /   
Y 10 años 

1.22 0.75 0.62 0.19 1.71E-02 

2 

h 5 años 1.05 0.63 0.60 0.14 6.48E-03 
Y 5 años 0.99 0.78 0.79 0.19 4.53E-02 
h 5 años /   
Y 10 años 

1.12 0.73 0.66 0.19 1.43E-02 

3 

h 5 años 1.17 0.84 0.72 0.17 1.05E-02 
Y 5 años 1.43 0.91 0.64 0.17 2.26E-02 
h 5 años /   
Y 10 años 

1.61 0.69 0.43 0.25 1.76E-02 

4 

h 5 años 0.84 0.81 0.96 0.16 5.44E-02 
Y 5 años 0.97 0.94 0.97 0.23 2.60E-02 
h 5 años /   
Y 10 años 

0.88 0.87 0.99 0.14 4.15E-02 

 

Calibración del asentamiento 

Con los tres casos de asimilación anteriores se obtiene también la corrección de la simulación 

del asentamiento total en el acuitardo heterogéneo altamente compresible. En la Figura 29 se 

presenta la simulación del asentamiento corregida con (a, d, g, j) asimilación de carga 

hidráulica h, (b, e, h, k) asimilación de conductividad hidráulica Y y (c, f, i, l) asimilación de 

carga hidráulica h y conductividad hidráulica Y. A simple vista se observa que el mejor ajuste 
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para la referencia 1 se obtiene asimilando medidas conjuntas de h y Y (Figura 29c), en este 

caso, la diferencia entre el asentamiento de la referencia 1 y el promedio del ensamble 

asimilado en el último paso de asimilación es -0.04 m, es decir, que el asentamiento se 

sobreestima en 1.79%, el RMSEs del ensamble es 0.09 m y la varianza del ensamble es 

6.46x10-3 m2. El caso intermedio para el ajuste del asentamiento con la referencia 1 se 

presenta al asimilar medidas de h (Figura 29c), con respecto a la referencia 1 se logra una 

diferencia de 0.05 m que equivale a subestimar el asentamiento en 2.3%, el RMSEs del 

ensamble es 0.09 m y la varianza del ensamble es 6.59x10-3 m2. Finalmente, el caso donde 

se obtiene el menor ajuste del asentamiento con la referencia 1, se logra al asimilar medidas 

de Y (Figura 29b), donde la diferencia entre el asentamiento simulado con la referencia 1 y 

el promedio del ensamble asimilado es -0.14 m, por lo cual se sobreestima el asentamiento 

en 6.7%, el RMSEs del ensamble es 0.16 m y la varianza del ensamble es 7.97x10-3 m2.   

Con respecto a la referencia 2, se obtuvo mejor calibración del asentamiento al asimilar 

medidas de Y (Figura 29e) y el caso con mayor error se obtuvo asimilando medidas de h y Y 

(Figura 29f). Cuando se asimilan medidas de Y, la diferencia entre la referencia 2 y el 

promedio del ensamble asimilado es casi nula; cuando asimilamos medidas de h, la diferencia 

entre los asentamientos es -0.02 m; y al asimilar medidas de h y Y, la diferencia de 

asentamientos es 0.11 m. La mayor varianza del ensamble se obtiene asimilando medidas de 

h y la menor varianza asimilando observaciones de h-Y (Tabla 6). 

En la referencia 3, se logró una mejor calibración con asimilación de medidas de h y Y (Figura 

29i), y una calibración pobre al asimilar medidas de h (Figura 29g). En este caso, las 

diferencias entre el asentamiento de la referencia 3 y el promedio del ensamble asimilado son 

0.05 m para la asimilación de h y Y, -0.11 m al asimilar Y, y -0.14 m al asimilar h. Para esta 
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referencia, la mayor varianza del ensamble se obtiene asimilando medidas de Y y la menor 

varianza asimilando medidas de h (Tabla 6). 

Para la referencia 4, se observó un caso similar a la referencia 3, donde el mejor ajuste del 

asentamiento se obtiene con asimilación de h y Y (Figura 29l), y el menor ajuste con 

asimilación de h (Figura 29j). Con asimilación de h y Y se obtiene una diferencia entre el 

asentamiento determinado con la referencia 4 y el promedio del ensamble asimilado de -0.07 

m; con asimilación de Y la diferencia entre asentamientos es -0.10 m; y con asimilación de h 

la diferencia entre asentamientos es -0.14 m. En la referencia 4, la mayor varianza del 

ensamble se obtuvo asimilando observaciones de Y y la menor varianza del ensamble 

asimilando medidas conjuntas de h-Y (Tabla 6). 

Tabla 6. Evaluación de errores en asentamiento en cada caso de asimilación. R es 

referencia, Ds es la diferencia entre el asentamiento de referencia y el promedio del 

ensamble, es es error porcentual entre el asentamiento de referencia y el ensamble 

promedio, Vs es varianza del ensamble de asentamientos y RMSEs es el error cuadrático 

medio del asentamiento con respecto a la referencia. 

R Caso de asimilación Ds (m) es [%] Vs (m)2 RMSEs (m) 

1 
h 5 años 0.05 2.30 6.59E-03 0.09 
Y 5 años -0.14 -6.66 7.97E-03 0.16 

h 5 años / Y 10 años -0.04 -1.79 6.46E-03 0.09 

2 
h 5 años -0.02 -0.49 1.05E-02 0.10 
Y 5 años 0.00 0.05 7.60E-03 0.09 

h 5 años / Y 10 años 0.11 3.54 6.75E-03 0.14 

3 
h 5 años -0.14 -8.77 5.58E-03 0.16 
Y 5 años -0.11 -7.07 1.21E-02 0.16 

h 5 años / Y 10 años 0.05 3.34 8.74E-03 0.11 

4 
h 5 años -0.14 -12.35 7.28E-03 0.16 
Y 5 años -0.10 -9.22 9.08E-03 0.14 

h 5 años / Y 10 años -0.07 -6.68 6.28E-03 0.11 
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Figura 29. Asentamiento total corregido con (a, d, g, j) asimilación de h, (b, e, h, k) 

asimilación de Y y (c, f, i, l) asimilación de h y Y. Cada columna presenta los resultados de 

una realización de referencia. Las líneas grises representan la respuesta de los miembros del 

ensamble, la línea azul el asentamiento generado con la realización de referencia, las líneas 

punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media y la línea 

roja es el promedio del ensamble asimilado. 

 

Al comparar los resultados de las cuatro realizaciones de referencia, se encontró que los 

mayores errores en el ajuste del asentamiento de referencia y el ensamble promedio se 

presentan en las referencias 3 y 4. En el caso de la referencia 3, con varianza inicial de Y=3.89 

m2/s2, existen ciertos patrones de heterogeneidad en Y que no se alcanzan a incorporar en el 

proceso de asimilación debido a que la posición de las medidas no coinciden con ellos, 
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sobretodo en la parte superior del acuitardo. En el caso de la referencia 4, con varianza inicial 

de Y=0.94 m2/s2, ocurre un caso similar a la referencia 3, donde las posiciones de las medidas 

no coinciden exactamente con los cambios marcados de Y, y este contraste está presente en 

la mayor parte de la columna del acuitardo.  

Impacto del número de pasos de asimilación en la simulación del asentamiento 

En las simulaciones anteriores, se asimilaron medidas durante todo el periodo de interés de 

simulación del asentamiento, es decir, durante 300 años mediante 60 pasos de asimilación. 

En esta sección se analiza el impacto que tendría en la simulación del asentamiento, el utilizar 

sólo los primeros cinco pasos de asimilación y dejar que la simulación con el algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D continúe hasta completar 300 años.  

En la Figura 30 se tiene la simulación del asentamiento con solamente cinco pasos de 

asimilación de (a, d, g, j) carga hidráulica h, (b, e, h, k) conductividad hidráulica Y y (c, f, i, 

l) carga hidráulica h y conductividad hidráulica Y. En la primera columna se tienen los 

resultados para la realización de referencia 1 (Figura 30a, 30b y 30c). En la Figura 30 se 

muestra que en todos los casos, la varianza del ensamble aumenta hasta finalizar la 

simulación. En la primera columna de la Figura 30 (a, b, c) se observa que durante los 

primeros tiempos hay un ajuste del promedio del ensamble asimilado que en el caso (30c) lo 

lleva a coincidir perfectamente con la referencia 1, pero en los casos (30a) y (30b) se 

mantiene menor que la referencia 1. En la segunda columna de la Figura 30 (d, e, f), se 

muestra que el ajuste entre la referencia 2 y el ensamble promedio se logra en tiempos 

tempranos pero en tiempos largos el ensamble promedio es menor a la referencia 2. El mejor 

ajuste para la referencia 2 se obtiene asimilando medidas combinadas h-Y por medio de cinco 

pasos de asimilación (Figura 30f).  En la tercer columna de la Figura 30 (g, h, i), se muestra 
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que el ensamble promedio se ajusta mejor a la referencia 3 asimilando medidas de h, mientras 

que en los otros casos, este ajuste se logra solamente en tiempos tempranos. En la cuarta 

columna de la Figura 30 (j, k, l), se observa que el mejor ajuste del promedio del ensamble y 

la referencia 4 se logra asimilando medidas combinadas h-Y y, al igual que en las otras 

referencias, las asimilación de h y la asimilación de Y producen mejores resultados en tiempos 

tempranos. 

 

Figura 30. Asentamiento total corregido con sólo 5 pasos de (a, d, g, j) asimilación de h, 

(b, e, h, k) asimilación de Y y (c, f, i, l) asimilación de h y Y. Cada columna presenta los 

resultados de una realización de referencia. La línea azul representa el asentamiento 

generado con la realización de referencia, las líneas punteadas naranja son el doble de la 

desviación estándar con respecto a la media y la línea roja es el promedio del ensamble 

asimilado. 
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En la Tabla 7 se resumen los errores en el proceso de calibración del asentamiento utilizando 

el EnKF con sólo cinco pasos de asimilación.  

Tabla 7. Evaluación de errores en asentamiento en cada caso de asimilación. R es 

referencia, Ds es la diferencia entre el asentamiento de referencia y el promedio del 

ensamble, es es error porcentual entre el asentamiento de referencia y el ensamble 

promedio, Vs es varianza del ensamble de asentamientos y RMSEs es el error cuadrático 

medio del asentamiento con respecto a la referencia. 

R Caso de asimilación Ds (m) es [%] Vs (m)2 RMSEs (m) 

1 
h 5 años 0.38 18.56 0.21 0.59 
Y 5 años 0.18 9.03 0.12 0.39 

h 5 años / Y 10 años 2.97E-03 0.15 0.13 0.36 

2 
h 5 años 0.92 28.56 0.23 1.03 
Y 5 años 0.64 20.10 0.11 0.72 

h 5 años / Y 10 años 0.49 15.35 0.08 0.57 

3 
h 5 años 0.04 2.69 0.05 0.23 
Y 5 años 0.30 19.19 0.04 0.36 

h 5 años / Y 10 años 0.49 31.29 0.03 0.53 

4 
h 5 años -0.24 -21.55 0.12 0.42 
Y 5 años -0.13 -12.27 0.06 0.29 

h 5 años / Y 10 años -0.07 -6.66 0.10 0.32 
 

En la Tabla 7 se observa que al asimilar medidas de h y dejar correr el algoritmo de 

subsidencia no lineal hasta 300 años, se tiene una diferencia entre el asentamiento simulado 

con la referencia 1 y el promedio del ensamble asimilado de 0.38 m con varianza del 

ensamble de 0.21 m2. Con la referencia 2, la diferencia entre en promedio del ensamble y el 

asentamiento de referencia es 0.92 m y la varianza del ensamble es 0.23 m2. En la referencia 

3, el promedio del ensamble difiere del asentamiento de referencia en 0.04 m y la varianza 
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del ensamble es 0.05 m2. En la referencia 4, se obtuvo una diferencia con el promedio del 

ensamble de -0.24 m y una varianza del ensamble de 0.12 m2.  

Si se asimilan medidas de Y en tiempos tempranos y se continúa la simulación, al final de 

300 años se tiene una diferencia de asentamiento con respecto a la referencia 1, de 0.18 m 

con varianza del ensamble de 0.12 m2. Con la referencia 2, se obtiene una diferencia entre el 

asentamiento de referencia y el promedio del ensamble de 0.64 m con varianza del ensamble 

de 0.11 m2. La referencia 3 se difiere del promedio del ensamble en 0.30 m, y en este caso, 

la varianza del ensamble es 0.04 m2. Para la referencia 4, el ensamble promedio difiere del 

asentamiento de referencia en -0.13 m y la varianza del ensamble fue 0.06 m2. 

En el caso de asimilación de h y Y en sólo 5 pasos, al final de una simulación de 300 años se 

tiene una diferencia entre el asentamiento de la referencia 1 y el promedio del ensamble de 

2.97x10-3 m con varianza de 0.13 m2. Con la referencia 2 se obtuvo una diferencia con el 

ensamble promedio de 0.49 m con varianza de 0.08 m2. En la referencia 3, la diferencia entre 

el asentamiento de referencia y el ensamble promedio fue 0.49 m con varianza  del ensamble 

de 0.03 m2. Con la referencia 4, se obtuvo una diferencia entre el asentamiento de referencia 

y el ensamble promedio de 0.07 m y una varianza del ensamble de 0.10 m2. 

Si se comparan los resultados de las cuatro realizaciones de referencia, se observa que el 

mayor error entre el asentamiento de referencia y el ensamble promedio se presenta en la 

referencia 2,  asimilando medidas de h (Figura 30d), con error máximo de hasta 0.92 m que 

representa una subestimación del asentamiento de 28%. La referencia 2, posee la mayor 

varianza inicial de Y, con 4.35 m2/s2, por lo que se concluye que la capacidad predictiva se 

ve afectada por una varianza inicial en la realización de referencia mayor a la asignada al 

ensamble inicial de Y (4.01 m2/s2). 



109 
 

Por otro lado, los errores más bajos en la simulación y calibración del asentamiento se 

obtienen al asimilar medidas combinadas de h-Y con las referencias 1, 2 y 4, mientras que 

para el caso de la referencia 3 se obtienen errores menores en la simulación y calibración del 

asentamiento al asimilar medias de h. 

 

Conclusiones 

Para enfrentar la alta no linealidad de la ecuación de flujo y consolidación 1D durante la 

implementación del EnKF, se propuso actualizar estados (carga hidráulica h y longitud del 

elemento Le) y parámetros (Y) en cada paso de asimilación. A diferencia de Chang et al. 

(2009) donde en cada asimilación actualizan parámetros, utilizan un método iterativo para 

corregir estados (manteniendo consistente la física del fenómeno), reinician el tiempo de 

simulación para avanzar al siguiente paso de tiempo y nuevamente corregir parámetros.  

En el caso sintético elaborado se carece de observaciones de asentamiento (o longitud vertical 

en cada elemento de la malla Le) por lo que para corregir la simulación de asentamiento 

solamente se utilizó (indirectamente) la matriz de covarianza del ensamble (h, Y y Le). Esta 

opción generó buenos resultados de acuerdo a los valores de RMSEs, en torno al ensamble 

medio asimilado y su referencia, que se presentaron en un rango de 0.09 a 0.16 m. 

Con la implementación del EnKF propuesta se encontró una buena aproximación al 

asentamiento de referencia asimilando solamente medidas de h durante episodios que cubren 

todo el periodo de interés, en este caso 300 años. En cambio, si durante el periodo de interés 

se asimilan medidas solamente en los primeros 5 pasos de asimilación, la mejor alternativa 

para corregir el asentamiento se presenta asimilando medidas de h-Y. En este caso, si la 
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referencia utilizada tiene mayor varianza inicial de Y que el ensamble inicial de Y, se 

producen errores grandes en la calibración del asentamiento promedio. 

Con respecto a la evaluación de errores en el proceso de asimilación, se encontró que los tres 

casos de asimilación presentan cierto grado de subestimación de la matriz de covarianza del 

ensamble, ya que la relación VY/RMSEY   determinó valores entre 0.43 y 1.0. Lo anterior se 

debe a un valor alto en el RMSEY que indica que no hay buena aproximación a la referencia. 

Por ejemplo en la referencia 1, al asimilar medidas conjuntas de h-Y, en el último paso de 

asimilación (Figura 28h) se aprecia que en posiciones z entre 8 y 9 m, el ensamble promedio 

de Y no coincide con la referencia debido a la ausencia de medidas en esas posiciones.  

En conclusión, la desventaja de la aplicación del EnKF para la calibración del asentamiento 

en acuitardos heterogéneos altamente compresibles puede ser en el número y posición 

vertical de las observaciones. La ventaja es que proporciona una simulación sistemática que 

concluye con un valor medio o esperado para el asentamiento así como una medida de 

incertidumbre, ambos corregidos a partir de los parámetros de referencia, en un ejemplo real 

a partir de datos de campo.  
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Capítulo 7 

Estrategias para mejorar la asimilación de datos con el EnKF en acuitardos 

heterogéneos altamente compresibles 

 

Introducción 

En este capítulo se investiga el efecto del número de observaciones y tamaño del ensamble  

en la calibración del asentamiento mediante el EnKF. La simulación del asentamiento se 

realiza mediante un modelo de flujo y consolidación 1D en acuitardos heterogéneos 

altamente compresibles. Se utiliza un modelo sintético del acuitardo de la Ciudad de México, 

donde las fronteras son cargas hidráulicas conocidas, y los estadísticos de los parámetros se 

asignaron con ayuda de una revisión previa de la literatura. De acuerdo a Zapata-Norberto et 

al. (2018) el parámetro que tiene mayor influencia en la simulación del asentamiento es K, 

por esa razón en esta investigación se trata como variable aleatoria. Se utiliza el EnKF como 

método de calibración del modelo de subsidencia no lineal 1D. En el EnKF se asimilan 

medidas de h e Y cada 5 y 10 años, respectivamente por medio de 60 pasos de asimilación. 

Las simulaciones fueron evaluadas mediante el cociente VY/RMSEY que indica si existe un 

error de subestimación de la matriz de covarianza del ensamble. 

 

Métodos 

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el método numérico para su resolución, el 

algoritmo del filtro de Kalman ensamblado y su estrategia de implementación para esta 

investigación, fueron descritos en el Capítulo 3.  
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Para esta simulación, se construyó una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal 

(DN). El tiempo total de simulación fue 300 años. Por otro lado, la no linealidad de la 

ecuación fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido 

a 1 día aproximadamente para evitar grandes cambios en los parámetros. 

 

Caso de estudio 

Se utiliza el caso sintético de estudio desarrollado en el Capítulo 6, el cual se basa en el 

ejemplo de Rudolph y Frind (1991) de un acuitardo de 15 m de espesor. En este caso, 

tratamos la conductividad hidráulica como variable aleatoria y los parámetros restantes como 

deterministas y cuya distribución a profundidad se proporciona en la Figura 31. 

 

Figura 31. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). Los puntos verdes 

simbolizan la posición de las observaciones, en este Capítulo el número de observaciones 

son variables. 

 

Z
 (

m
) 
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Heterogeneidad en K 

Se aplicó el método de Simulación Secuencial Gaussiana implementado en el paquete 

RandomFields (Schlater et al., 2016) en R (R Core Team, 2018) para generar 100, 1000, 

2000 y 10,000 realizaciones de Y (ln K). En este método se indicó covarianza exponencial, 

escala integral de 2.1 m, media cero y varianza de 4.01 m2/s2. La media de las realizaciones 

de Y fue reescalada para tomar la media del caso determinista (Figura 31, línea roja) y 

consideradas como Y inicial en el algoritmo no lineal de subsidencia 1D. 

Observaciones para EnKF 

Con el método anteriormente descrito se generó una realización de Y (ln K) con los mismos 

atributos estadísticos de las realizaciones. Esta realización sirvió como perfil inicial de K en 

el algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el cual generó la simulación de referencia. De esta 

simulación de referencia se extrajeron medidas de h y Y cada 5 años. Las observaciones de h 

y Y se perturbaron mediante errores gaussianos con desviación estándar de 0.05 m y 0.5 m/s, 

respectivamente. 

El número de observaciones fue elegido, variando la distancia de separación entre posiciones 

para asimilar medidas. De esta manera, al utilizar una distancia de 1.0 m se dispone de 12 

posiciones, si utilizamos 1.5 m de distancia de separación se producen 8 posiciones, al elegir 

2.1 m de distancia de separación entre medidas se establecen 6 posiciones y con 2.5 m de 

separación entre medidas se generan 5 posiciones; todas ellas distribuidas uniformemente en 

la coordenada vertical. En todos los casos, utilizamos observaciones de h cada 5 años y 

observaciones de Y cada 10 años, además, los conjuntos de medidas, disponen posiciones 

intercaladas de h y Y.  
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Finalmente, para descartar que el tamaño del ensamble sea la causa principal de errores en el 

proceso de asimilación, utilizamos un incremento en el número de miembros del ensamble 

de 100, 1000, 2000 y 10,000 miembros. Para el desarrollo de este caso, se utilizó un conjunto 

de observaciones de 6 elementos intercalados de h y Y. 

Resultados y discusión 

Efecto del número de observaciones 

En la Figura 32 se presenta el asentamiento corregido asimilando un número diferente de 

medidas. En la Figura 32, se presenta el número de medidas utilizadas para la corrección del 

asentamiento en orden descendente: a) asimilación de 12 medidas conjuntas de h y Y, b) 

asimilación de 8 medidas de h y Y, c) asimilación de 6 medidas de h y Y, d) asimilación de 5 

medidas de h y Y, y asimilación de 4 medidas de h y Y. En la figura, las líneas grises 

representan los resultados de cada miembro del ensamble, la línea roja es el promedio del 

ensamble, la línea azul es la simulación de referencia y la línea discontinua naranja es el 

doble de la desviación estándar con respecto al promedio del ensamble. En la Tabla 8 se 

presenta la evaluación de errores en el proceso de asimilación para el último paso de 

asimilación. 

En general para el asentamiento, se observa que al utilizar un número de medidas más grande, 

se obtiene menor error entre el asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, menor 

varianza del ensamble (Tabla 8) y un rápido ajuste entre el asentamiento de referencia y la 

media del ensamble desde tiempos tempranos y a lo largo de la simulación (Figura 32). En 

cuanto a carga hidráulica h y conductividad hidráulica Y, también se observa que a medida 

que disminuye el número de medidas, aumenta el RMSE y la varianza del ensamble (Tabla 
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8). En el caso de Y, se observa que conforme disminuye el número de medidas, aumenta la 

relación VY/RMSEY, es decir, disminuye el error de subestimación de la matriz de covarianza 

del ensamble. 

 

Figura 32. Asentamiento total corregido con (a) 12 medidas de h-Y, (b) 8 medidas de h-Y, 

(c) 6 medidas de h-Y, (d) 5 medidas de h-Y y (e) 4 medidas de h-Y. La línea azul representa 

el asentamiento generado con la referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la 

desviación estándar con respecto a la media y la línea roja es el promedio del ensamble 

asimilado. 
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Tabla 8. Evaluación de errores al final de la simulación en cada caso de asimilación. 

RMSEY es el error cuadrático medio de la conductividad hidráulica, VY es varianza del 

ensamble de conductividad hidráulica, VY/RMSEY es el cociente que evalúa la 

subestimación de la covarianza de Y, RMSEh es el error cuadrático medio de la carga 

hidráulica, Vh es varianza del ensamble de carga hidráulica, Ds es la diferencia entre el 

asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, es error porcentual entre el 

asentamiento de referencia y el ensamble promedio, Vs es varianza del ensamble de 

asentamientos y RMSEs es el error cuadrático medio del asentamiento con respecto a la 

referencia. 

Número de medidas 12 8 6 5 4 

RMSEY (m/s) 0.96 0.89 1.22 1.17 1.11 

VY (m/s)2 0.31 0.54 0.75 1.00 1.23 

VY/RMSEY 0.33 0.61 0.62 0.86 1.11 

RMSEh (m) 0.12 0.11 0.19 0.10 0.18 

Vh (m)2 3.82x10-3 7.13x10-3 1.71x10-2 1.28x10-2 3.26x10-2 

Ds (m) -0.06 -0.14 -0.04 -0.13 -0.13 

es [%] -2.88 -6.96 -1.79 -6.23 -6.26 

Vs (m)2 9.53x10-4 1.92x10-3 6.46x10-3 7.77x10-3 1.46x10-2 

RMSEs (m) 0.07 0.15 0.09 0.15 0.18 
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Efecto de tamaño del ensamble 

La Figura 33 muestra la corrección del asentamiento con asimilación de 6 medidas de h-Y y 

tamaño del ensamble de (a) 100 realizaciones, (b) 1,000 realizaciones, (c) 2,000 realizaciones 

y (d) 10,000 realizaciones. En la Tabla 9 se presenta la evaluación de errores en el último 

paso de asimilación. 

En la Figura 33 se observa que hay un incremento de la incertidumbre alrededor del ensamble 

medio con el incremento del tamaño del ensamble; así, para un ensamble de 100 realizaciones 

hay una varianza del asentamiento de 8.27x10-4 m2, y para un ensamble de 10,000 

realizaciones hay una varianza de 7.12x10-3 m2. También hay buena correspondencia entre 

el promedio del ensamble y la referencia, con una ligera sobreestimación del asentamiento. 

De acuerdo a la Tabla 9, la diferencia entre el ensamble de referencia y el promedio del 

ensamble disminuye al aumentar el tamaño del ensamble, y genera errores porcentuales en 

un rango de -1.34% (para 10,000 realizaciones) hasta -2.01% (para 100 realizaciones), que 

corresponden con un RMSEs de 0.09 m  y 0.05 m, respectivamente.  

En la Tabla 9 también se muestra que el RMSE disminuye y la varianza de Y aumenta con el 

tamaño del ensamble, por consiguiente, la relación VY/RMSEY también aumenta, y esto 

indica que se disminuye el efecto de subestimación de la matriz de covarianza del ensamble. 

En el caso de h, el valor del RMSE y la varianza aumentan con el tamaño del ensamble. 

 

 

 



118 
 

 

Figura 33. Asentamiento total corregido con 6 medidas de h-Y y un ensamble de (a) 100 

realizaciones, (b) 1,000 realizaciones, (c) 2,000 realizaciones y (d) 10,000 realizaciones. La 

línea azul representa el asentamiento generado con la referencia 1, las líneas punteadas 

naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media y la línea roja es el 

promedio del ensamble asimilado. 
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Tabla 9. Evaluación de errores en el último paso de asimilación con diferente tamaño del 

ensamble. RMSEY es el error cuadrático medio de la conductividad hidráulica, VY es 

varianza del ensamble de conductividad hidráulica, VY/RMSEY es el cociente que evalúa la 

subestimación de la covarianza de Y, RMSEh es el error cuadrático medio de la carga 

hidráulica, Vh es varianza del ensamble de carga hidráulica, Ds es la diferencia entre el 

asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, es error porcentual entre el 

asentamiento de referencia y el ensamble promedio, Vs es varianza del ensamble de 

asentamientos y RMSEs es el error cuadrático medio del asentamiento con respecto a la 

referencia. 

Tamaño del ensamble 
100 

realizaciones 
1,000 

realizaciones 
2,000 

realizaciones 
10,000 

realizaciones 

RMSEY (m/s) 1.55 1.17 1.22 1.18 

VY (m/s)2 0.08 0.69 0.75 0.94 

VY/RMSEY 0.05 0.59 0.62 0.80 

RMSEh (m) 0.17 0.14 0.19 0.16 

Vh (m)2 6.89x10-4 1.12x10-2 1.71x10-2 1.97x10-2 

Ds (m) -0.04 -0.04 -0.04 -0.03 

es [%] -2.01 -1.85 -1.79 -1.34 

Vs (m)2 8.27x10-4 6.23x10-3 6.46x10-3 7.12x10-3 

RMSEs (m) 0.05 0.09 0.09 0.09 
 

Conclusiones 

En esta sección se experimentó con el número de medidas a asimilar por medio del EnKF, se 

encontró que a medida que se disminuye el número de observaciones de h-Y aumentan el 

RMSE y la varianza de h y Y debido a que la ausencia de medidas provoca una pobre 

estimación en determinadas posiciones verticales. Lo anterior, conlleva a un error en la 
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calibración del asentamiento a través de la matriz de covarianza del ensamble, por lo que 

también se observa disminución del RMSE y la varianza del ensamble. 

En la investigación del efecto del tamaño del ensamble con 6 observaciones de h-Y se 

encontró que el RMSE tanto de h y como de Y aumenta de manera casi imperceptible pero la 

varianza de ambos si presenta un aumento notable. Lo anterior genera un aumento de la 

relación VY/RMSEY, que indica una disminución del efecto de subestimación de la matriz de 

covarianza del ensamble. Con una mejor representación de la matriz de covarianza del 

ensamble se mejora la estimación del asentamiento, por tanto, al aumentar el tamaño del 

ensamble también se disminuye el error porcentual entre el asentamiento de referencia y la 

media del ensamble, por otro lado, se aumenta la varianza del asentamiento. Además, se 

observa que las diferencias entre la referencia y los resultados del último paso de asimilación 

con un ensamble de 2 mil realizaciones y un ensamble de 10 mil realizaciones son casi 

imperceptibles. 

Finalmente, para optimizar los resultados de la calibración del asentamiento y su 

incertidumbre asociada mediante asimilación de datos con el EnKF, se puede utilizar un 

ensamble de 2,000 realizaciones y un conjunto de 6 medidas de h-Y. 
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CONCLUSIONES GENERALES 

La aplicación del algoritmo de subsidencia no lineal 1D permitió simular el flujo y 

consolidación en el acuitardo a escala de algunos centímetros hasta metros; además 

proporciona un análisis de la evolución de los parámetros hidráulicos y geomecánicos a dicha 

escala y durante un periodo de simulación largo (hasta 300 años). La posible desventaja del 

algoritmo radica en que es un modelo desacoplado del acuífero, sin embargo, acoplarlo a un 

modelo 2D o 3D de un acuífero subyacente es completamente factible y puede ser un tópico 

a explorar en un trabajo futuro. 

En la simulación del asentamiento de acuitardos altamente compresibles y su incertidumbre, 

se encontró que la conductividad hidráulica es el parámetro que más contribuye a la varianza 

(y por ende a la incertidumbre) en la simulación del asentamiento, ya que tiene la varianza 

más notable, cuya magnitud alcanza órdenes en escala logarítmica. Adicionalmente, se 

encontró que el caso determinista de Rudolph y Frind (1991) subestima la simulación del 

asentamiento, sobretodo en tiempos largos de simulación. 

Se encontró que al utilizar dos variables aleatorias correlacionadas en la simulación del 

asentamiento y su incertidumbre, el promedio del ensamble y su incertidumbre asociada 

aumentan con el coeficiente de Spearman utilizado para determinar la correlación de los 

parámetros en cópulas normales bivariadas. De esta forma, una correlación negativa Y-Cc 

presenta menor asentamiento e incertidumbre, mientras que una correlación positiva Y-Cc 

tiene mayor asentamiento e incertidumbre asociada.  

Al comparar los casos que consideran simulaciones con una variable aleatoria y dos variables 

aleatorias, se encuentra que el caso con correlación nula Y-Cc presenta resultados similares 



122 
 

al caso con sólo Y aleatoria. Lo anterior se debe a que la varianza inicial de Y es predominante 

en ambos casos. 

Por otro lado, se encontró que en la simulación del asentamiento con dos variables aleatorias 

se presenta un aumento de la incertidumbre al aumentar la escala integral. 

La ventaja de utilizar cópulas normales bivariadas es que simulan la correlación entre 

parámetros, en este caso utilizamos conductividad hidráulica Y y el índice de compresión Cc, 

mientras que en otros casos de simulación de asentamiento, se utilizan que el coeficiente de 

consolidación cv (Xiaoyong y Liaoqi, 2010), el volumen de compresibilidad mv (Huang et 

al., 2010; Chenari y Noori, 2006) o el módulo elástico (Badaoui et al., 2007) junto con la 

permeabilidad como variables aleatorias independientes y no correlacionadas. 

En la aplicación del filtro de Kalman ensamblado EnKF, se propuso un vector estado 

compuesto por carga hidráulica, logaritmo de conductividad hidráulica y longitud del 

elemento en la malla {h, Y, Le}. Se encontró que al actualizar estados y parámetros en cada 

paso de asimilación, se obtiene un análisis consistente con el asentamiento. Por otro lado, 

para la corrección del asentamiento solamente se utilizó la matriz de covarianzas del 

ensamble en ausencia de observaciones de desplazamientos verticales. 

En este caso, no fue necesario realizar una serie de iteraciones adicionales al modelo de 

subsidencia no lineal 1D para ajustar y corregir los parámetros restantes como se menciona 

en Chong et al. (2009). En la simulación, utilizamos la carga hidráulica corregida, en el 

siguiente paso de tiempo, para determinar nuevamente el abatimiento con su correspondiente 

esfuerzo efectivo y corregimos la relación de vacíos, el diferencial de conductividad 

hidráulica y el coeficiente de almacenamiento específico.  
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Con respecto al conjunto de medidas, se propuso utilizar observaciones de estados (carga 

hidráulica h), parámetros (logaritmo de conductividad hidráulica Y) y medidas combinadas 

de los anteriores. Se encontró que cuando se asimilan medidas mediante 60 pasos de 

asimilación cada 5 años, se obtienen mejores resultados al asimilar observaciones de h. Pero 

si solo utilizamos los primeros 5 pasos de asimilación (un paso cada 5 años) y dejamos que 

la simulación continúe hasta completar 300 años (es decir, 55 pasos sin incorporar medidas), 

se obtienen mejores resultados del asentamiento asimilando medidas combinadas de h y Y. 

En un esfuerzo por mejorar la calibración del asentamiento incorporando observaciones por 

medio del algoritmo del EnKF, se utilizaron diferentes distancias en las posiciones de las 

observaciones. De esta manera, se simularon casos de asimilación que utilizaron 12, 8, 6, 5 

y 4 observaciones combinadas de h y Y. Con estas simulaciones se determinó que la distancia 

entre las observaciones de h y Y utilizadas en conjunto debe ser aproximada a la escala 

integral (caso de 6 medidas) para evitar errores de subestimación en la matriz de covarianza 

y un error porcentual pequeño entre el asentamiento medio y su referencia. Por otro lado, en 

ensayos de asimilación con diferentes tamaños del ensamble, se determinó que un ensamble 

de 2,000 realizaciones es suficiente para proporcionar resultados óptimos. 

 

 

 

 

 

 



124 
 

LIMITACIONES Y MODIFICACIONES POSTERIORES 

En cuanto al algoritmo de subsidencia no lineal 1D, la principal limitación es que las fronteras 

están desacopladas, es decir que no simulan la interacción del flujo en el acuitardo y los 

acuíferos. Esto se implementó así en este trabajo por simplicidad computacional. Ya Neuman 

et al. (1982) demostraron que acoplar este algoritmo en un modelo cuasi 3D es 

completamente factible. En este ejercicio deben considerarse los ciclos de descompresión 

(disminución del esfuerzo efectivo) donde debe usarse el coeficiente de recompresión Crc, de 

manera que se simule la respuesta elástica del medio poroso. Esta modificación servirá para 

analizar el efecto de fluctuaciones cíclicas por efectos ambientales (recarga variable, por 

ejemplo) así como estrategias de inyección de agua para disminuir el efecto de la subsidencia. 

Con respecto al EnKF, sería conveniente considerar dos variables aleatorias para darle 

seguimiento al caso con variables correlacionadas. En este caso deberá modificarse el vector 

estado y/o el algoritmo de subsidencia no lineal 1D para poder obtener la evolución de Cc en 

el tiempo. 

Con respecto al modelo conceptual del acuitardo del valle de México en que se basa este 

trabajo, debe tenerse en cuenta que se presentó una simplificación de la unidad arcillosa 

superior, en una columna de 15 m, y que corresponde a un modelo determinista presentado 

por Rudolph y Frind (1991). Los sedimentos lacustres en el valle de México alcanzan 300 m 

de espesor en algunas zonas (Ortega-Guerrero et al., 2015; Ortega-Guerrero et al., 2017) 

donde las propiedades geomecánicas cambian a profundidad y donde se encuentran 

sedimentos menos compresibles. Para poder simular los 13.5 m de asentamiento acumulado 

se necesita una representación más completa de las diferentes porciones del acuitardo 

representando adecuadamente el espesor y la estratigrafía. Los resultados de esta tesis 
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demuestran que es posible aproximar los cambios temporales (dependientes del cambio en el 

esfuerzo efectivo) y la variabilidad vertical de los parámetros hidrogeológicos. En trabajo 

futuro se prevé investigar la capacidad del algoritmo en medios estratificados. 

Adicionalmente, ésta representación debe incluir un esfuerzo para reproducir asentamientos 

observados en campo deberá contener medidas a profundidad y en diferentes tiempos del 

esfuerzo efectivo, relación de vacíos o porosidad, índices de compresión y recompresión, 

permeabilidad, presión hidrostática, asentamientos, historial de extracción del acuífero y/o 

profundidad, etc. Además, debe tenerse en cuenta que la extracción del agua subterránea se 

lleva a cabo desde hace más de 100 años y durante ese tiempo el acuitardo ha sufrido estrés, 

así que las condiciones iniciales y de frontera son complejas.   

Por otro lado, para probar la metodología completa con el EnKF, se requieren medidas de 

campo ya sean de carga hidráulica h y/o conductividad hidráulica Y. Para el caso con datos 

de campo, deberá realizarse una modificación que incluya medidas de asentamiento. Debido 

a que la escala es de centímetros a metros, deberán utilizarse observaciones de asentamientos 

derivadas de bancos de nivel profundos y éstas pueden complementarse con las magnitudes 

de asentamientos determinados de técnicas de percepción remota (InSAR).  
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ANEXO 

ASIMILACIÓN DE DATOS CON EL FILTRO DE KALMAN ENSAMBLADO 
EnKF EN ACUITARDOS HETEROGÉNEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES 
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Asimilación de h 

Referencia 2 

 

Figura 23.2. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 2. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 3, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 24.2. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 2. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 30 y 60, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Referencia 3 

 

Figura 23.3. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 3. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 3, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 24.3. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 3. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 30 y 60, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Referencia 4 

 

Figura 23.4. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 3. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 3, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 24.4. Resultados de asimilación de carga hidráulica con la referencia 3. Las figuras 

a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 30 y 60, 

respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 25.2. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 2. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 26.2. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 2. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 25.3. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 3. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 26.3. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 3. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 25.4. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 4. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 

 



148 
 

 

Figura 26.4. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 3. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 27.2. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 2. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 28.2. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 2. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 27.3. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 3. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 28.3. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 3. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 27.4. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 4. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 1, 2 y 

3, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no 

lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la referencia 1, 

las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con respecto a la media 

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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Figura 28.4. Resultados de asimilación de conductividad hidráulica con la referencia 4. Las 

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles h-Y-Le en los pasos de asimilación 10, 

30 y 60, respectivamente. La línea negra es la respuesta promedio del algoritmo de 

subsidencia no lineal 1D, la línea roja es el ensamble promedio asimilado, la línea azul es la 

referencia 1, las líneas punteadas naranja son el doble de la desviación estándar con 

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas. 
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