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Notacion

b Espesor del acuitardo, m

Ce indice de compresion

Cre indice de recompresion

de Diferencial de e

dh Abatimiento, m

dK Diferencial de conductividad hidraulica K, m/s>
dL. Diferencial de longitud del elemento Le, m

dse Diferencial de esfuerzo efectivo se, kN/m?

Az Espesor inicial del elemento en la malla, m

e Relacion de vacios

4 Peso especifico del agua, kN/m?

g Constante de gravedad, m/s?

Ysat Peso especifico del suelo saturado, kN/m?

h Carga hidraulica, m

hi Carga hidraulica en el acuifero inferior, m

h> Carga hidraulica en el acuifero superior, m

K Conductividad hidraulica, m/s

L. Longitud del elemento en la malla, m

m Pendiente del grafico log K vs. e

yo, Densidad del agua, kg/m?

o Varianza, unidades?

Oe Esfuerzo efectivo, kN/m?

Opc Esfuerzo de preconsolidacion, kN/m?

S Coeficiente de almacenamiento especifico, 1/m
t Tiempo, s

w Contenido de humedad, %

Y Logaritmo natural de conductividad hidraulica, m
z Posicion en la coordenada vertical, m



A Matriz del ensamble, nxN

A Matriz promedio del ensamble, nxN

A' Matriz de perturbacion del ensamble, nxN
A? Matriz de analisis del ensamble, nxN

D Matriz de medidas perturbadas, mxN

d; Vectores perturbados, mxN

&j Vector de errores de medicion, mxN

Y Matriz de perturbaciones del ensamble, mxN
H Matriz del operador de medidas, mxN

Pe Matriz de covarianza del ensamble, nxn

Re Matriz de covarianza de errores del ensamble, mxn
v Vector estado, nx1

() Matriz traspuesta

! Matriz inversa



RESUMEN

En este trabajo se investiga el efecto de heterogeneidad vertical en un acuitardo altamente
compresible sujeto a un proceso de consolidacion inducido por extraccion de agua
subterranea. Con este propdsito se construyd un modelo sintético que simula el asentamiento
unidimensional del medio poroso, en el que las propiedades geomecanicas y las condiciones
hidrogeoldgicas reflejan las condiciones tipicas que se encuentran en el acuitardo lacustre de

la Ciudad de México.

Para simular el asentamiento unidimensional se utilizé el algoritmo de subsidencia no lineal
de Neuman et al. (1982) modificado por Rudolph y Frind (1991). Este algoritmo considera
que los parametros hidrogeoldgicos (porosidad, conductividad hidraulica y almacenamiento
especifico) dependen del esfuerzo efectivo, lo que le imprime el caracter no lineal al modelo.
En una primera etapa se utilizo un enfoque estocastico basado en simulaciones Monte Carlo
con el proposito de establecer la incertidumbre asociada al asentamiento y determinar qué
factores influyen mayormente en su simulacion. En este ensayo, primero se consider6 el
efecto de una variable aleatoria (ya sea conductividad hidrdulica K, el indice de compresion
C., la pendiente m que relaciona el logaritmo de esfuerzo efectivo y la relacion de vacios, o
la relacion de vacios e) conservando deterministas los pardmetros restantes. En este ejercicio,
se encontrd que la K es el parametro con mayor influencia en la magnitud de la incertidumbre
del asentamiento. Adicionalmente, se determin6 que el caso determinista de Rudolph y Frind
(1991) subestima la respuesta del asentamiento, sobretodo en la simulacidon con tiempos
largos. Después, se simulo el efecto de correlacion entre dos variables aleatorias, en este caso

Y (In K) y C., con diferente tipo de correlacion. Los resultados mostraron que el tipo de



correlacion Y-C. influye en la magnitud del asentamiento promedio y su incertidumbre

asociada.

Adicionalmente, se propone una metodologia de simulacion del asentamiento con base en el
modelo de subsidencia no lineal acoplado a un algoritmo de asimilacién de datos basado en
el filtro de Kalman ensamblado EnKF. Esta metodologia permite calibrar la simulacion del
asentamiento incorporando observaciones de /4, ¥ y sus combinaciones. En este ejercicio
solamente se consideré como variable aleatoria a la K. La implementacion del EnKF para
medios altamente compresibles resulto satisfactoria debido a que presenta errores bajos en la

calibracion del asentamiento.
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ABSTRACT

The vertical heterogeneity effect on settlement prediction of highly compressible aquitards
associated to consolidation process due to groundwater extraction is investigated in this
research. A synthetic model to simulate the total settlement 1D of porous media was
performed to this aim. In the synthetic model the geomechanical properties and
hydrogeological conditions are based on aquitard Mexico City’s typical properties found in

literature.

The nonlinear subsidence algorithm 1D of Neuman et al. (1982) and modified by Rudolph
and Frind (1991) was used to simulate the one-dimensional settlement. A stochastic point of
view was adapted by Monte Carlo method to establish the uncertainty associated to
settlement and identify the most important factors that influencing its prediction. First, the
effect of one random variable was considered (hydraulic conductivity K, compression index
C., the slope m of the graphic effective stress versus void ratio, and void ratio e) with the
remained parameters deterministic. This exercise showed that K has the major influence on
settlement magnitude and its uncertainty. Also, was determine that the deterministic case of
Rudolph and Frind (1991) underestimates the settlement response, especially in later times.
After, the effect of two random correlated variables, Y (In K) and C., with different correlation
type were simulated. The results showed that the Y-C. correlation type has influence on

settlement average and its uncertainty.

Additionally, was proposed a methodology to the simulation of settlement based on nonlinear
subsidence algorithm 1D coupled to a data assimilation algorithm based on ensemble Kalman
filter. This method allows to calibrate the settlement modelling through incorporating
measurements sets of /2, ¥ and their combinations. The hydraulic conductivity K was the only

i



random variable considered in this method. The EnKF implementation to highly
compressible media resulted satisfactory because produced low errors on settlement

calibration.
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES

La subsidencia se define como “el hundimiento vertical del subsuelo debido al peso de los
sedimentos”, puede deberse a varios procesos geologicos de origen estructural,
morfotectonicos y sedimentacion, disolucion de minerales, diapirismo y descenso en el nivel
estatico del agua subterranea en estiaje. Especificamente, la magnitud de subsidencia en
sedimentos granulares depende del arreglo de los granos, composiciéon mineral (sedimentos
compresibles y altamente compresibles), grado de cementacion, permeabilidad y porosidad,
y por supuesto, a la compactacion previa. La subsidencia es actualmente consecuencia de un
proceso de consolidacion acelerado que se debe a la combinacion de la naturaleza del
subsuelo junto con actividades antropogénicas, como la extraccion de fluidos (agua, petréleo,
gas), explotacion de minerales, construccion de obras subterraneas, etc.

Estudios previos demuestran que la extraccion intensiva de agua subterrdnea en sistemas
acuiferos semiconfinados, con acuiferos desarrollados en arenas y/o gravas de alta porosidad
y baja compresibilidad, intercalados con acuitardos arcillosos (constituidos principalmente
por Montmorillonita) de baja conductividad hidraulica vertical y alta compresibilidad,
generan grandes magnitudes de subsidencia. Ejemplos de estos sistemas multiacuiferos se
tienen en la parte suroeste de los Estados Unidos (Meade, 1967), Arizona (Poland, 1968),
Texas (Corlis y Meade, 1964) y en la Ciudad de México (Marsal y Mazari, 1959), donde la
subsidencia maxima acumulada es 13.5 m en el periodo 1962-2004 (Auvinet 2009).
Recientemente se ha determinado que la velocidad de subsidencia debida a la extraccion de
agua subterrdnea alcanzé 70 mm/afio en Tucson, Arizona durante el periodo 1987-2005

(Carruth et al., 2007), hasta 15 mm/ano en Houston, Texas durante el periodo 1995-2000



(Casu et al., 2005), y hasta 300 mm/afio en la Ciudad de México durante el periodo 2007-
2011 (Chaussard et al., 2014).

Las manifestaciones superficiales de subsidencia pueden generar fisuras y/o reactivacion de
fallas, que a su vez suelen causar dafios a estructuras civiles como edificios, avenidas, tineles,
drenaje, etc., que conllevan a un amplio impacto socio-econdémico. En Gambolati y Teatini
(2015) se ilustran las consecuencias de subsidencia alrededor del mundo (Figura 1). En la
Figura la se observa que el area afectada por la subsidencia, Riva degli Schiavoni, suele
inundarse cuando se presenta marea alta en Venecia. En Figura 1b se muestra que los 8 m de
subsidencia han dejado expuesta la estructura de un pozo de extraccion de agua subterranea
en la Ciudad de México. En Figura 1c se muestra la fisura Rodgers de 13 m de profundidad
que se formo en el condado de Maricopa, Arizona. Finalmente, en Figura 1d se muestra el
dafio que genera una grieta al atravesar una calle y edificios en Xian, China.
Particularmente, en la Ciudad de México las consecuencias de la subsidencia han generado
desde inundaciones en épocas de lluvias hasta inversion de la pendiente que conduce el
sistema de drenaje, deformacion de las principales vias de transporte, y en algunos lugares,
han dejado cimentaciones y otras estructuras subterraneas descubiertas (Auvinet, 2009).
Con subsidencia acumulada de 13.5 m (Ortega-Guerrero et al., 1999; Auvinet 2009), una
tasa de subsidencia de 300 mm/afio (Chaussard et al., 2014) y estructuras subterraneas
descubiertas (Auvinet, 2009; Hernandez-Espriu et al., 2014), la Ciudad de México se ha
colocado como uno de los casos mas relevantes con subsidencia por extraccion de agua
subterranea que ha despertado el interés en la investigacion del mecanismo de consolidacion

a nivel mundial.



5N

Surface elevatio
| in1936

L i X

(c)

Figura 1. Consecuencias de subsidencia en el mundo. Tomada de Gambolati y Teatini,
2015. (a) Riva degli Schiavoni en Venice inundada durante marea alta registrada el 12 de
February de 2013. (b) Protuberancia de un pozo localizado en la parte oeste de la Ciudad de
Meéxico donde la subsidencia acumulada es de 8 m entre 1936 y 2013. WP: pozo de
bombeo y WC: Cubierta del pozo (Hernandez-Esprit et al., 2014). (¢) La fisura Rodgers de
13 m de profundidad ocurrié en Septiembre de 1997 en el Condado Maricopa, Arizona
(Cortesia de Arizona Geological Survey, fotografia de Joe Cook tomada en Noviembre de
2008). (d) Grieta en calle y dafos estructurales a edificios de Xian, China, alrededor de

2014 (cortesia de Shujun Ye, Nanjing University, China).



En el subsuelo de la Ciudad de México se tiene un sistema acuifero compuesto por cuatro
unidades hidrogeologicas (Herrera- Revilla y Cortés-Silva, 1989; Vazquez-Sanchez, 1995):
1) Acuitardo Superior constituido por materiales lacustres del Cuaternario, 2) Acuifero
Superior en rocas volcanicas y materiales piroclasticos Cuaternarios y Plio-Cuaternarios, que
se encuentra en explotacion desde 1960, 3) Acuitardo Inferior en depositos vulcano-
sedimentarios del Plioceno Inferior, rocas andesiticas del Mioceno y rocas basalticas y
rioliticas del Oligoceno, y 4) Acuifero profundo en rocas carbonatadas Cretacicas. El
Acuitardo Superior se constituye principalmente de materiales arcillosos altamente
compresibles, recientemente descritos como al6fanos (Carreén-Freyre et al., 2010; Jaime-P
y Méndez-Sanchez, 2010) intercalados con materiales menos compresivos como cenizas
volcénicas. En la literatura geotécnica, el acuitardo arcilloso del valle de México se subdivide
en cuatro unidades (Santoyo-Villa et al., 2005): 1) una costra superficial de espesor variable
y constituida por un relleno artificial heterogéneo, 2) formacion arcillosa superior de espesor
variable entre 15 y 50 m, que contiene pequefios lentes duros de arena basaltica o pomez, 3)
capa dura constituida de limos arenosos, arcilla y algunas gravas cuyo espesor maximo es 5
m, y 4) formacion arcillosa inferior con espesor maximo de 15 m al centro del antiguo Lago
de Texcoco, se constituye por estratos de arcilla separados por lentes duros de arena basaltica
o pomez. Adicionalmente, en los sondeos geotécnicos, por ejemplo el Pc 28 de la Figura 2a,
se observa que propiedades como contenido de humedad w, cuya variabilidad implica una
relacion de vacios e entre 1 y 10, son altamente variables atn dentro de las subcapas del
acuitardo, y por tanto también existe una variacion en las propiedades hidraulicas, como en
la conductividad hidraulica K que tiene un rango de variacion de algunos oOrdenes de

magnitud (Vargas y Ortega-Guerrero, 2004; Figura 2b).
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Figura 2. a) Contenido de humedad w a saturacion en el sondeo Pc 28 en la Ciudad de
México (Marsal y Mazari, 1975). b) Conductividad hidraulica medida en numerosos
piezoémetros instalados en el acuitardo de la Ciudad de México (Vargas y Ortega-Guerrero,
2004).

Por otro lado, el proceso de flujo y consolidacion provoca que las propiedades geomecéanicas

e hidraulicas como K y Ss disminuyan paulatinamente provocando que la ecuacion de flujo
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de agua subterranea sea no lineal. Esta caracteristica ha sido implementada en algunos de los
modelos de flujo y consolidacion, por ejemplo, en Helm (1976) se cred una teoria de flujo y
consolidacion 1D que considera la dependencia al esfuerzo efectivo de Ky ;. Neuman et al.
(1982) presentdé un modelo matematico y numérico cuasi 3D donde se considera la
dependencia al esfuerzo efectivo de K y Ss en el acuitardo. En Rivera et al. (1991) se
desarrollé un modelo regional cuasi 3D del sistema hidrogeologico de la Ciudad de México
con parametros dependientes del esfuerzo efectivo en el acuitardo, donde se utiliza la
subdivision geotécnica para asignarle propiedades uniformes teniendo en cuenta cierto grado
de heterogeneidad. Paralelamente, Rudolph y Frind (1991) desarrollaron un algoritmo de
flujo y consolidacion 1D enfocado en simular el comportamiento de un acuitardo altamente
compresible. Utilizaron como caso de estudio al acuitardo de la Ciudad de México y lo
caracterizaron mediante propiedades tipicas conocidas. Mostraron que en cada paso de
tiempo la difusividad hidraulica (K/S;) se reduce debido a la consolidacion, entonces el flujo
subterraneo también se reduce llevando a un comportamiento transitorio mas largo y, en
consecuencia, a disminuir el asentamiento total en comparacion con el predicho por un
modelo lineal (con parametros independientes del esfuerzo efectivo). Posteriormente, el
algoritmo de Rudolph y Frind (1991) fue aplicado para simular el asentamiento en el valle
de Chalco (Ortega-Guerrero et al., 1999; Ortiz-Zamora y Ortega-Guerrero, 2010).

En los modelos no lineales aplicados al acuitardo de la Ciudad de México citados
anteriormente se utilizaron perfiles con distribucion constante o distribucion suavemente
variable de parametros iniciales (Rudolph y Frind, 1991; Ortega-Guerrero et al., 1999; Ortiz-
Zamora y Ortega-Guerrero, 2010) o distribucion inicial por capas (Rivera ef al., 1991) a pesar
de que, como se menciond anteriormente, los datos de campo indican que parametros como

porosidad y K son altamente variables en direccion vertical (Figura 2).



Recientemente, han aparecido trabajos enfocados en la representacion adecuada o realista de
parametros heterogéneos en modelos de flujo de agua subterranea y consolidacion. En Frias
et al. (2004) se investiga el efecto de K aleatoria en yacimientos poroelésticos altamente
heterogéneos. Ferronato et al. (2006) emplea simulacion Monte Carlo para modelar
subsidencia regional considerando a la compresibilidad vertical uniaxial de la roca como
variable aleatoria. En Wang y Hsu, 2009 y 2013, se desarrollaron modelos poroeslasticos
estocasticos. Badaoui et al. (2007) utilizaron simulacion Monte Carlo para modelar
consolidacion unidimensional con K y modulo elastico aleatorios e independientes. En
Huang et al. (2009) se utiliza simulaciéon Monte Carlo junto con la teoria de Biot con K y
volumen de compresibilidad como parametros aleatorios y dependientes, para investigar el
grado de consolidacion del subsuelo en 1D y 2D, pero para ambos parametros utilizan el
mismo coeficiente de variacion. En Chong (2017) se realiz6 una simulacion estocastica con
K aleatoria en un modelo de consolidacion basado en la teoria de Terzaghi. En estos modelos
no se toma en cuenta la variacion temporal de los parametros a medida que se realiza la
consolidacion del subsuelo, es decir, que solamente actualizan los pardmetros en posicion y
no en tiempo. En el caso de los sedimentos altamente compresibles, es importante considerar
que la reduccion de la relacion de vacios, y por ende de la K y §;, se realiza de manera
progresiva.

Ademas, la importancia de los modelos de simulacion de subsidencia como herramientas de
planeacion y/o gestion resalta la necesidad de incluir técnicas de calibracion incorporando
datos de campo disponibles. El método de prueba y error es ampliamente utilizado para
calibrar los modelos de subsidencia (Gambolati et al., 1974; Helm, 1976; Larson et al., 2001,
Yeetal., 2016) asi como los métodos inversos basados en el gradiente de la funcion objetivo

(Hoffman et al., 2003a; Liu y Helm, 2008a, 2008b; Zhang et al., 2014; Zhang y Burbey,
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2016; Zhuang et al., 2017). Recientemente, métodos basados en técnicas de asimilacion de
datos han sido implementados para calibrar modelos de subsidencia (Chang et al., 2009; Bau
et al., 2014; Zoccarato et al., 2015; Li et al., 2017; Li y Zhang, 2018). Entre los métodos de
asimilacion, aquellos que se basan en el filtro de Kalman ensamblado EnKF (Evensen, 1994,
2003) han mostrado resultados satisfactorios cuando se acoplan con modelos de subsidencia.
Chang et al. (2009) utilizé el EnKF acoplado con MODFLOW-SUB (Hoffman ef al., 2003b)
para calibrar el coeficiente de almacenamiento especifico ineldstico (tomado como variable
aleatoria espacialmente correlacionada) por medio de subsidencias simuladas con datos
InSAR en un ejemplo sintético. También, en un ejemplo sintético Li y Zhang (2018)
utilizaron el EnKF para calibrar transmisividad y coeficientes de almacenamiento especifico
elastico e inelastico, basados en datos de abatimientos y subsidencia.

El EnKF (Evensen, 1994) es un método de asimilacion de datos secuencial creado para
combinar un modelo no lineal con un conjunto de observaciones disponibles. Para su
implementacion se requiere primero desarrollar el método Monte Carlo y posteriormente
aplicar el algoritmo de EnKF publicado por Evensen en 2003. El EnKF es
computacionalmente simple y eficiente, permite condicionar datos en tiempo real y
proporciona una estimacion rigurosa de la incertidumbre (p. ej. Chen y Zhang, 2006;
Hendricks-Franssen y Kinzelbach, 2008; Panzeri et al., 2015).

De lo anterior, se resalta que la simplificacion por capas de un acuitardo altamente
compresible podria enmascarar el efecto de materiales con diferente compresibilidad, lo que
influye en la simulacion de la magnitud de asentamiento. Resulta méas conveniente abordar
la heterogeneidad a escala vertical menor con la minima simplificacion posible, es decir, a

una escala de centimetros a metros. Por lo que en este trabajo se analizara el efecto de



heterogeneidad vertical del acuitardo (a escala de centimetros a metros) en la simulacion de
la magnitud del asentamiento.

En la simulacion del asentamiento en acuitardos altamente compresibles, se modelara la no
linealidad de los parametros y su evolucion en el tiempo. Este Gltimo aspecto ha sido
mencionado y abordado unicamente en el andlisis de Rudolph y Frind (1991) para una
porcion del acuitardo de la Ciudad de México, cuyo caso de estudio serd tomado como base
y modificado para la actual simulacion.

Por otro lado, es preciso sefialar que en un modelo se tienen pardmetros con incertidumbre
en sus magnitudes, generada por el proceso de medicidon, por el método de interpolacion y
principalmente por la incertidumbre generada por el desconocimiento acerca de la
variabilidad inherente del medio poroso. En otras palabras, por el conocimiento incompleto
de la variabilidad natural de las formaciones debido a que tipicamente se dispone de muy
pocos puntos de muestreo y mediciones. Este conocimiento parcial de la variabilidad de las
formaciones conlleva a que las predicciones de los modelos de simulacion sean inciertas, y
que sea necesario evaluar rigurosamente esa incertidumbre. Es por ello que en esta tesis se
adopta un enfoque estocastico que nos permita evaluar rigurosamente la incertidumbre tanto
de la simulacion del asentamiento como la incertidumbre en la distribucion espacial de los
parametros estimados. En un ambiente estocastico, se adoptard el EnKF como método de
calibracion, el cual no ha sido adaptado aun con fenomenos altamente no lineales.

En resumen, en esta investigacion se busca desarrollar una metodologia basada en el EnKF
como método de calibracion de parametros hidraulicos y geomecéanicos a escala de
centimetros a metros, asi como de la simulacién del asentamiento y su incertidumbre

asociada, en acuitardos heterogéneos altamente compresibles.



OBJETIVOS Y ALCANCES

Esta investigacion tiene como objetivo principal analizar el efecto de heterogeneidad vertical

de un acuitardo altamente compresible en la simulacion del asentamiento.

Para tal efecto se debera:

1.

Elaborar un modelo sintético que considerard la variabilidad vertical de las
principales propiedades geomecéanicas e hidraulicas de un medio altamente
compresible, de manera que se representen significativamente las condiciones reales.
El modelo sintético se basard en las propiedades del acuitardo de la Ciudad de
Meéxico, por considerarse uno de los ejemplos mads significativos de subsidencia en
sedimentos altamente compresibles debido a extraccion intensiva de agua
subterranea.

Utilizar el modelo de flujo y consolidacion 1D de Neuman ef al. (1982) modificado
por Rudolph y Frind (1991) para la simulacion del asentamiento. Esta metodologia
debera escribirse en un lenguaje de programacion (en este caso Fortran) que resulte
eficiente con respecto al tiempo computacional, teniendo en cuenta que sera parte de
un desarrollo estocastico.

Adoptar un punto de vista estocastico por medio de la aplicacion del método Monte
Carlo, es decir, utilizando n veces el modelo de flujo y consolidacion 1D para obtener
el asentamiento promedio, los parametros promedio y su incertidumbre. En este
ejercicio, se utilizaran variables aleatorias para representar la heterogeneidad vertical
de los parametros.

Implementar una metodologia de asimilacion de datos, el filtro de Kalman
ensamblado EnKF (Evensen, 2003; 2009), que auxiliara en la incorporacion de
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informacion previa, en este caso “observaciones de referencia” en el modelo de flujo
y consolidacion 1D para la calibracion de parametros y de la simulacion del

asentamiento.

Para definir los alcances de esta investigacion se consideran las siguientes restricciones:

1.

El asentamiento es provocado Unicamente por la despresurizacion del medio poroso
como consecuencia de la extraccion intensiva del agua subterranea.

Solamente se simula el asentamiento debido a consolidacion primaria, es decir, al
provocado por la rapida despresurizacion del medio poroso. No se toma en cuenta el
proceso de consolidacion secundaria, donde el asentamiento es consecuencia de la
reorientacion de los granos que constituyen el medio poroso.

Se utilizan campos aleatorios gaussianos para la representacion de los parametros
debido a que el EnKF (Evensen, 2003; 2009) es una metodologia que los considera
como base en su desarrollo. Utilizar otra distribucion probabilistica implica realizar
las modificaciones pertinentes en el filtro de Kalman ensamblado, y este aspecto

queda fuera de los alcances de esta investigacion.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO

Introduccion

En este trabajo se adoptara un punto de vista estocastico con el objetivo de determinar la
incertidumbre (varianza) que se presenta en la simulacion de subsidencia no lineal 1D de
acuitardos altamente compresibles, es decir, tanto en el asentamiento simulado como en los
parametros que intervienen en el proceso. Para tal efecto, se considerara que los parametros
hidraulicos y geomecéanicos son variables aleatorias derivadas de un campo aleatorio

gaussiano unidimensional.

Posteriormente, se desarrollara un método de asimilacion de datos: el filtro de Kalman
ensamblado. Este método ha sido adoptado previamente como método de calibracion de
modelos de subsidencia (Chang et al., 2009; Bau et al., 2014; Zoccarato et al., 2015; Li et
al.,2017; Li y Zhang, 2018) que simulan medios de relativamente baja compresibilidad, en
este caso, el medio altamente compresible se simulard a escala de centimetros a metros en la

direccion vertical.

En este capitulo se abordan los conceptos basicos para el desarrollo de esta investigacion. La
primera seccion resume los conceptos basicos de estadistica unvariada y bivariada, en la
segunda seccion se presenta el concepto de campo aleatorio, las metodologias empleadas en
esta investigacion para su modelacion y el método Monte Carlo, y en la tercera seccion se

abordan los conceptos de asimilacion de datos y filtro de Kalman.
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CONCEPTOS ESTADISTICOS

Para entender los métodos de asimilacién de datos, se necesita una revision de los conceptos
basicos de estadistica univariada y bivariada. Esta seccion se baso principalmente en la

revision presentada por Evensen (2009) y Zhang (2002).
Estadistica univariada

En Zhang (2002) se menciona que una variable aleatoria denotada como Z, se define por un
conjunto () de valores posibles (espacio muestral) y una distribucion de probabilidad P sobre
ese conjunto. La distribucion de probabilidad P se define en una coleccion de subconjuntos

de Q, denotados por S. De esta manera, el espacio probabilistico se denota como ({2, S, P).

Una variable aleatoria continia Z, se asocia con una funcién de distribucion F(z), que

describe la probabilidad de que una realizacién de Z tome un valor menor o igual a z:
F(2) = [, f(z)dz (1)

Donde f(z) es la derivada de la funcion de distribucion:

dF(z)

f2) =—~ (2

La funcion de densidad de probabilidad proporciona la posibilidad de que una variable
aleatoria Z tome un valor particular z. Si una distribucién de probabilidad tiene densidad

f(2), entonces el intervalo infinitesimal (z, z + dz) tiene probabilidad f(z)dz.
La funcion de densidad de probabilidad debe cumplir:

a) f(z)>0, paratoda z
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b) fjooo f(2)dz = 1, que es la probabilidad de encontrar Z en el espacio de los niimeros

reales R, es igual a uno.

c) Sisetiene f(z), la probabilidad de que z tome un valor en el intervalo [z, z; ] es:

Pr(Z € [z0,2)) = [," f(2)dz 3)

La distribucion mas utilizada es la gaussiana o normal, que se define por su media y varianza.
La distribucion normal tiene forma de campana y representa una familia de distribuciones de
la misma forma. La distribucion normal estdndar es aquella con media cero y varianza uno.

La distribucion normal tiene la funcion de densidad de probabilidad:

f@) = —=exp (- 245 4)

o 202

La funcion de densidad de probabilidad conjunta describe la posibilidad de que ocurran dos

eventos juntos. Para las dos variables aleatorias X y Y podemos definir la pdf conjunta

f ().

La funcién de densidad de probabilidad condicional describe la probabilidad de algin evento
x, asumiendo el evento y. Se denota por f(x|y) la cual es leida como la funcién de densidad

de probabilidad para X dado Y.

La funcion de densidad de probabilidad marginal se define como la funcidén de densidad de
probabilidad de un evento, ignorando la informacion de otro evento. Se obtiene integrando
la funcion de densidad de probabilidad conjunta con respecto al evento ignorado. Por

ejemplo, la funcion de probabilidad marginal para X es:

e = [ flxly)dy (5)

También se tiene que:
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flly) =522 (62)

O su equivalente:
fly) = fxIf ) = FO I f () (6b)
Las variables X y Y son independientes si f(x|y) = f(x)f(y).

Momentos estadisticos

Valor esperado

El valor esperado de una variable aleatoria Z con distribucion f(z) se define como:
u=E[Z] =ffooozf(z) dz (7)

Representa un promedio esperado si un nimero infinito de muestras se extraen de la

distribucion.

Propiedades del valor esperado. De acuerdo a Alvarez-Céceres (2007) las propiedades del

valor esperado, son validas para variables discretas y continuas.

1) El valor esperado de una constante es la misma constante.

E(C)=C (8)

2) Si X y Y son variables aleatorias, el valor esperado de la suma de dos variables

aleatorias es igual a la suma de sus valores esperados.

EX+Y)=EX)+E®Y) )

15



3) El valor esperado del producto de una constante por una variable aleatoria, es igual

al producto de la constante por el valor esperado de la variable aleatoria.

E(C*X)=C+*EX) (10)

4) Si X y Y son variables aleatorias independientes, el valor esperado del producto de

las variables es igual al producto de los valores esperados.

E(X*Y)=EX)*E(Y) (11)

Adicionalmente, se establece que dos variables aleatorias son independientes si los

valores de una no estan correlacionados con los valores de la otra.
Varianza

Si Z es una variable aleatoria, su varianza esta definida como:
0% = E[(Z - E[Z)?] = [, (Z - EIZ])*f (2) dz = E[2?] - E[Z]? (12)

El valor esperado de la desviacion estandar de Z proviene de su media. La varianza es el
promedio del cuadrado de la distancia de cada punto con respecto a la media. La raiz cuadrada

de la varianza se denomina desviacion estandar, y se denota como o.

Covarianza

16



Si se tienen dos variables aleatorias X y Y y sus respectivas funciones de densidad de
probabilidad f(x) y f(¥), de las cuales podemos definir su probabilidad conjunta f(x,y) =

fx|y) f(y) = f(¥|x) f(x), su covarianza se define como:
E[(X = EXD(Y = E[YD] = [[Z, (x = EIXD( = E[YD f(x,y) dx dy
= I, xy f(cy)dx dy — E[X]E[Y] (13)

Si X y Y son variables aleatorias independientes, f(x,y) = f(x) f(y) y la covarianza es

CCro.

En general, la covarianza nos indica como se correlacionan las dos variables aleatorias X y
Y. En este sentido, un valor de covarianza positivo indica que Y tiende a incrementarse como
X se incrementa, mientras que un valor negativo indica que Y tiende a decrecer como X

decrece.
Las propiedades de la covarianza de dos variables aleatorias (Zhang, 2002) son:

1) La covarianza de la misma variable aleatoria es igual a la varianza de la variable

aleatoria.

Cov (X,X) = o2 (14)

2) Lacovarianza de X y Y es igual a la covarianzade Y y X.

Cov(X,Y) = Cov(Y,X) (15)
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3) La covarianza de una constante que multiplica a una variable aleatoria es igual a la
constante por la covarianza de la variable aleatoria. La covarianza de una variable

aleatoria mas una constante es igual a la covarianza de la variable aleatoria.

Cov(aX,bY + c) = ab Cov(Y,X) (16)

4) La covarianza de una variable aleatoria y la suma de dos variables aleatorias, es igual
a la suma de las covarianzas de la variable aleatoria con cada una de las variables
aleatorias.

Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X,Z) (17)

Donde a, b y ¢ son constantes.

Estadistica bivariada

Distribucion conjunta

Segin Zhang (2002) la funcion de distribucion conjunta acumulada para cualquier par de

variables aleatorias X y Y, esta dada por:

ny(x,y) = P(X S x,Y S y) (18)

Donde P(X < x,Y < y) representa la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un
valor menor que x y que la variable aleatoria Y tome un valor menor que y. La funcion de

distribucioén conjunta acumulada también es positiva y toma un valor entre 0 y 1.

La funcion de densidad de probabilidad conjunta pyy (x, y) se define como:
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aZFXY(ny) (19)

pxy(x,y) = axdy

Y consecuentemente:

X y oA I !
Fyy(x,y) = f_oo f_OOPXY(x ¥ )dx'dy (20)
Las definiciones anteriores pueden generalizarse para funciones multivariadas.
Distribuciones marginales

En Zhang (2002), se expresa que a través de la funcion de distribucion acumulada Fy (x) de

X se puede obtener la funcion de distribucion conjunta Fyy (x, y):
Fx(X) =P(XSx,YS OO) :ny(x,oo) (21)
Fx(x) se denomina la funcion de distribucion conjunta marginal de X.

Y su funcion de densidad de probabilidad marginal es:

OF xy (x,00)

px(x) = ——=— (22)
Momentos estadisticos

Valor esperado

En Zhang (2002), se expresa que en general, el valor esperado de una funcion V. = g(X,Y)
se puede expresar por medio de la funcion g(X,Y) y la funcion de densidad de probabilidad

conjunta pyy(x,y)de X y Y:

Elgx, V] = ["_ [~ g(x,y) pxy(x,y)dx dy (23)
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De acuerdo con Zhang (2002), las propiedades del valor esperado de dos variables aleatorias,

son similares a los definidos en estadistica univariada. De esta forma, se tiene:

1) El valor esperado de la suma de dos variables aleatorias es igual a la suma de sus

valores esperados.

E[X + Y] = E[X] + E[Y] (24)

2) El valor esperado del producto de una variable aleatoria por una constante es igual a
la constante por el valor esperado de la variable aleatoria. El valor esperado de una

constante es la misma constante.

ElaX + bY + c] = aE[X] + DE[Y] + ¢ (25)
Donde a, b y ¢ son constantes.
Covarianza
La covarianza en el caso bivariado se obtiene de igual manera que en el caso univariado.
Coeficiente de correlacion

En Zhang (2002) se define al coeficiente de correlacion de dos variables aleatorias como:

__ Cov(X)Y)

gx0y

(26)

El coeficiente de correlacion puede tomar valores entre [-1,1]. De esta forma, si el valor es

1, se dice que las variables estan perfectamente correlacionadas positivamente; si el valor es
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cero, estdn no correlacionadas; y si el valor es -1, las variables estan perfectamente

correlacionadas negativamente.

Sin embargo es preciso recordar que la correlacion que se mide con la expresion anterior es
de caracter lineal. Es decir, que las funciones aleatorias pueden presentar una correlacion no
lineal o su correlacion puede describirse con una funcion no lineal, por ejemplo una funcion

polinomial de orden mayor a dos, seno, logaritmo, etc.

CAMPOS ALEATORIOS

En Zhang (2002) se define a una funcion aleatoria como una coleccion indexada o conjunto
indexado de variables aleatorias. Precisa que una funcion aleatoria puede estar indexada con
respecto a las coordenadas espaciales o al tiempo. En el primer caso, la variable aleatoria se
denomina funcion aleatoria espacial, y en el segundo caso, cuando el indice es el tiempo, se
denomina proceso estocdstico. Un proceso estocastico se refiere a una variable aleatoria
indexada en espacio, en tiempo o espacio-tiempo, asimismo, cuando se considera un espacio
multidimensional se refiere a un campo aleatorio. En esta investigacion se considera que un

proceso estocastico es equivalente a un campo aleatorio.

Zhang (2002) menciona que es posible obtener realizaciones de un campo aleatorio a partir
de propiedades estadisticas conocidas como media, varianza y covarianza. Algunas de las
técnicas disponibles para generar campos aleatorios son: el método de bandas rotantes,
métodos espectrales, descomposicion matricial y simulacion secuencial gaussiana.
Adicionalmente, se utiliza el método de copulas en la construccion de campos aleatorios

multivariados.
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Simulacion Secuencial Gaussiana

Simulacién Secuencial Gaussiana es uno de los métodos mas utilizados para la generacion
de campos aleatorios, ya sean continuos o categoricos, actualmente se encuentra disponible
en programas especializados en geoestadistica como GSLIB (Deutsch y Journel, 1998) y en
los paquetes RandomFields (Schlather et al., 2016) y gstat (Pebesma, 2004) desarrollados en

R (R Core Team, 2015), utilizados en esta investigacion.

En Zhang (2002) se describe la técnica de Simulacion Secuencial Gaussiana, se parte de la

definicion de funcioén de densidad condicional (ecuacion 6), donde se obtiene la expresion:

Py Uy, o, up) = py(Uy, oo, U )0y (Un (U, o, Un—q)

= py(u)py Uzluyg) .. pyUnluy, .., Upy—q) (27)

De lo anterior se deduce que, la funcion de densidad de probabilidad n-variada py (uy, ..., Uy,)
puede expresarse como el producto de n — 1 funciones de densidad condicional univariada

y la funcion de densidad no condicionada de u;.

Cuando se desea obtener realizaciones condicionadas a partir de observaciones {u™}, la

expresion anterior se modifica como:
pu Uy, - up|u™) = py (ug [{u™ Ppy (g lug; U™} ..oy (upluy, o up_g; {u™}) (28)
En caso de que u; dependa de la posicion x; en el espacio continuo, u(x) se convierte en un

campo aleatorio.

La expresion (27) proporciona un camino sencillo para generar un campo aleatorio de alguna
distribucidn, usualmente las funciones de densidad condicional son dificiles de obtener

excepto para algunas distribuciones especiales, como la gaussiana.
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Para producir una realizacion se sigue el procedimiento:

1) Generar un valor en la posicion x;, de acuerdo a la funcidon no condicional py(uq) o
condicional py (uy [{u™}).

2) En el siguiente punto x,, encontrar la densidad condicionada dados los puntos de
datos ya generados y, para una realizacion condicionada, las medidas.

3) Extraer un valor de la distribucion condicional.

4) Repetir los pasos 2 y 3 hasta generar el campo completo.

El procedimiento anterior se aplica para generar otras realizaciones.

Copulas

El término copula se le atribuye a Sklar (1959), se utiliza para referirse a una funcién que
relaciona a una funcion de distribucion multivariada a su marginal univariada con

distribucion uniforme. Durante y Sempi (2010) precisan la definicion formal como:

Para cada d > 2, una copula d-dimensional (d-copula) es una funcion de distribucion d-

variada en 14, cuyas marginales univariadas estan uniformemente distribuidas en I.

Cada copula puede estar asociada con una variable aleatoria U = (uq,u,,...,uy) tal que
U;~U(I) para cada i€{1,2,...,d} y U~C. De manera inversa, alguna variable aleatoria
cuyos componentes estan uniformemente distribuidos en I, es distribuida de acuerdo a alguna

copula.

Por otro lado, una funciéon C:1% — I es una copula si, y solo si, mantiene las siguientes

propiedades:
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1. Paracadaj € {1,2,...,d}, C(u) = u; cuando todos los componentes de u son iguales
a 1, a excepcion del j-€simo uno que es igual a u; € I;
2. C es isotonica, por ejemplo C(u) < C(v) paratodou,v €[4, u < v;

3. C es d-creciente.

A través de copulas se puede especificar dependencia entre variables aleatorias uniformes y
transformarlas a una distribucién marginal (Diaz-Viera y Casar-Gonzalez, 2005; Durante y

Sempi, 2010).

Existen diferentes familias de copulas agrupadas de acuerdo a su interpretabilidad,
flexibilidad y amplio rango de dependencia, y facilidad para manejarla. La interpretabilidad
se refiere a que una familia debe tener cierta interpretacion probabilistica, sugiriendo
situaciones naturales donde puede ser considerada. Con flexibilidad y amplio rango de
dependencia, indica que los miembros de una familia deben describir diferentes tipos de
dependencia; incluyendo una variedad de dependencias de cola y asimetrias. La facilidad de
manejo, se refiere a que una familia debe ser expresada en forma cerrada, o al menos, debe
ser facilmente simulada por medio de un algoritmo conocido. Entre las familias mas
conocidas se encuentran la eliptica, que incluye a las copulas gaussianas y t-student,

arquimedeana y EFGM (Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern).

En esta investigacion, se aborda la simulacion de un campo aleatorio con copulas gaussianas.

La forma general de la copula gaussiana es:

¢ uy) (711 2_20st+s?
Coluy,uz) =[5, [7, 2mV1-02 (S z(l-SeZ)S )ds dt (29)

Donde 6 €[—1,1] y ¢~ denota la inversa de la distribucién gaussiana univariada.
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Actualmente, se pueden simular campos aleatorios multivariados aplicando cépulas a través
de programas especializados como los paquetes Copula (Hofert et al., 2014) y VineCopula

(Schepsmeier ef al., 2016) desarrollados en R (R Core Team, 2018).

Meétodo Monte Carlo

Para el desarrollo del Método Monte Carlo primero es necesario generar multiples
realizaciones de un campo aleatorio con distribucion de probabilidad conocida. Una
realizacion es determinista y se considera una representacion completa de las propiedades de
la formacion, pero es seleccionada por medio de un procedimiento probabilistico y es solo
una posible representacion de la formacion desconocida. Con cada realizacion se resuelve la
ecuacion gobernante determinista utilizando un método numérico. Finalmente se promedian
las soluciones de multiples realizaciones para obtener los momentos estadisticos o

distribuciones de variables dependientes (Zhang, 2002).

ASIMILACION DE DATOS Y FILTRO DE KALMAN

El término asimilacion de datos se refiere a una técnica que combina las observaciones en
un modelo que obedece consistentemente a las leyes fisicas y su evolucion en el tiempo

(Bouttier y Courtier, 1999).

Segun Bouttier y Courtier (1999), existen dos tipos de asimilacion, secuencial que considera
las observaciones realizadas en el pasado hasta el periodo de anélisis (sistemas de asimilacion
reales en el tiempo); y asimilacion no secuencial o retrospectiva, en la que pueden usarse

observaciones futuras, para un instante en un ejercicio de reanalisis. Considerando el tiempo,
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el proceso de asimilacion puede ser intermitente o continuo. En un método intermitente, las
observaciones pueden ser procesadas en pequefos conjuntos, mientras que en un meétodo
continuo, se consideran conjuntos de observaciones en un periodo largo y la correccion para

el estado analizado es suave en el tiempo.

El filtro de Kalman (1960) es un conjunto de ecuaciones que dan una solucidon recursiva
optima a un problema lineal mediante el método de minimos cuadrados. Se considera un
estimador lineal, insesgado y optimo del estado de un sistema lineal dinamico. Este sistema
dinamico se puede describir por medio de un modelo estocastico lineal, en el que toda la
informacion tiene distribucion normal o gaussiana con media cero y varianza uno (Solera-

Ramirez, 2003).

Para entender la dindmica del filtro de Kalman (1960) es conveniente desglosar las ideas
anteriores. El filtro de Kalman (1960) es un estimador lineal insesgado y 6ptimo debido a
que el conjunto de ecuaciones que lo constituyen son una combinacion lineal de una variable
aleatoria con su error de estimacion y una medida de la variable aleatoria con su error de
estimacion, donde la distribucion de los errores se define con media cero y varianza conocida.
Ademas, el filtro de Kalman (1960) obedece una formulacion bayesiana debido a que utiliza
la probabilidad condicional para establecer la existencia de medidas de una variable aleatoria
siempre que ésta ocurra. Es importante sefialar que tanto la variable aleatoria en cuestion
como su error deben poseer distribucion gaussiana, ya que de este modo se garantiza la

condicion de varianza minima.

El filtro de Kalman (1960) realiza una estimacion en el tiempo tk.1 que se calcula de acuerdo
a la informacion disponible en un tiempo previo ti, y actualiza los datos con la informacién
adicional disponible en el tiempo tk.;. En este proceso, combina todas las observaciones
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disponibles y la informacion del comportamiento previo del sistema dindmico para generar
la estimacion del estado, por lo que el error se minimiza estadisticamente. Se considera
recursivo porque recalcula la solucion cada vez que se incorpora una nueva observacion o

medida (Solera-Ramirez, 2003).

Filtro de Kalman

Para la formulacion del filtro de Kalman (1960), se considera una malla de » elementos
que pertenecen a un campo aleatorio ¥ con distribucidon gaussiana, para los que puede
determinarse una prediccion de y que sera igual a un elemento y mas su error de prediccion
q. Esta prediccion, puede lograrse a partir de la asimilacion de un conjunto de m medidas
d que corresponden a un elemento y mas su error de medicién €, y puede expresarse

matematicamente como:

W () = ¥ (tee) + ¢ (teer) (30)
d(te) = P° () + €(ty) (31)
Donde:

yi(tx) es el vector prediccion del estado de tamaiio [nx1]

V'(t-1) es el vector que contiene al estado verdadero en el tiempo k-1, de tamafio [nx1]
q'(tk-1) es el vector del error de prediccion del estado en el tiempo k-1, de tamafio [nx1]
d(tx) es el vector de observaciones o medidas en el tiempo k, de tamafio [mx1]

y'(tx) es el vector de observacion del estado verdadero en el tiempo k, de tamafio [mx1]
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€(ty) es el vector del error asociado a las medidas en el tiempo k, de tamafio [1xm]

Como consecuencia de la distribucion gaussiana del campo aleatorio ¥, debe considerarse
que los valores esperados de los errores son nulos ya que de esta manera se garantiza la
condicion de predictor lineal insesgado. Por otro lado, también se considera que la
correlacion entre los errores de prediccion y medida (correlacion cruzada) es nula, o bien que
son eventos independientes. Asimismo, se establece que las covarianzas de los errores son

conocidas o pueden determinarse. Es decir:

q/ =0 (32)
=0 (33)
el =0 (34)
7 (@7 = Cly(ti-1) (35)
(@7 = Cee(ty-1) (36)
Donde:

q_f es el vector del valor esperado del error asociado a la prediccion del estado, de tamato

[nx1]
€ es el vector del valor esperado del error asociado a medidas, de tamafio [mx1]

q” €T es la matriz del valor esperado de la covarianza cruzada entre los errores del modelo y

medidas, de tamafio [nxm]
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C£¢ (tx—1) es la matriz de covarianza del error de prediccion del estado, de tamafio [nxn]

Cee(tr—1) es la matriz de covarianza del error de medicion, de tamafio [mxm]

A partir del modelo definido y del conjunto de ecuaciones (32-33) que representan las
condiciones iniciales se determina la ganancia de Kalman, que es una expresion que garantiza
que la varianza del error de la nueva estimacion sea minima y que surge como un
procedimiento estadistico o de minimizacion de una funcidn variacional (Evensen, 2009).
Posteriormente se determina el estado analizado ya que resulta de una combinacion lineal de
su primer aproximacion y' mas las funciones de influencia K(d-My/) para cada una de las

medidas (Evensen, 2009). Finalmente, se obtiene la covarianza del estado analizado.

K(t) = Chy(te-)MT(MC], (6 DOMT + Cecltin)) (37)
PR (t) = ¥l (teer) + K () (d — M) (t-1)) (38)
Coyp(t) = U = K(t)IM)Chy, (t—1) (39)

Donde M es una matriz que contiene las posiciones de las medidas con respecto a la malla

definida y cuyo tamatfio es [nxn].

La secuencia de ecuaciones (30, 31 y 36-39) es conocida como Filtro de Kalman (1960) y
puede ser utilizada en la prediccion de un fendmeno de comportamiento lineal con

distribucion de probabilidad gaussiana.
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Filtro de Kalman extendido EKF

Para el caso no lineal se propuso el Filtro de Kalman Extendido EFK (Evensen, 1992), el
cual utiliza una funcidon que transforma la trayectoria no lineal a lineal. Segiin Grewal y
Andrews (2001), se utiliza una trayectoria nominal, es decir, una trayectoria definida a partir
del valor esperado de las variables aleatorias. Por ejemplo, en la secuencia y(tx)"*™ obtenida

como una solucidn de la ecuacion:

Yo" = @ (te-a) k= 1) (40)

)IlOIl’l

Con un proceso de ruido cero y con media y(to como condicion inicial que seria una

trayectoria nominal para un sistema discreto en el tiempo.

Si la variable f es continua, el vector estado y(tk) en algun instante de la trayectoria puede
variar suavemente con pequefias perturbaciones del vector estado y(tk-1) en un instante
previo. Estas perturbaciones son consecuencia de valores nominales (p. €j. la media) de las
variables aleatorias implicadas. Si para linealizar se utiliza la derivada de la trayectoria y
estas perturbaciones son suficientemente pequefias en relacion a los coeficientes de alto orden
en la expansion, entonces se puede obtener una buena aproximacioén ignorando estos

términos.

Si las perturbaciones de la trayectoria nominal se denotan con la letra 0, se tiene:
SY(tyy = P(te) — P (tx) (41)

6d(ty) = d(te) —h@p™ ™ (tk), k) (42)

Llevando las ecuaciones anteriores a una serie de Taylor, se obtiene:
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(i) = fW(tk-1),k = 1) (43)

I(Y,k—1
Yo = FO ek =D+ TR syt +
Y= O ()
+ términos de alto orden (44)
O bien:
SY(ty) = P(tr) — P (tr) (45)
SY(ty) = 28k SY(t,_,) + términos de alto orden (46)

)

Si los términos de alto orden en 0 se desprecian, entonces la ecuacion (41) se escribe:

SY(ty) = Fr_10¥p_1 + q(tr-1) 47)

Donde los términos de los coeficientes de aproximacion de primer orden son dados por la

matriz F de orden nxn:

F(t, ) = 28D (48)
M ly—yrom, )

Una vez que se linealiza la trayectoria, se define el algoritmo del Filtro de Kalman Extendido

(Evensen, 1992) para una malla de n elementos donde existen m medidas:

Yr(te) = F@7 (t-1)) + q(te—1) (49)
d(ty) = P (ty) + e(ty) (50)
Donde:

v es el vector estado de tamafio [nx1]

fes un operador no lineal
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q es el vector de errores del modelo de tamafio [nx1]

d es el vector de medidas del estado y, de tamafo [mx1]

g es el vector de errores de medida de tamano [mx1]

tk representa el paso de tiempo k

Al igual que en el filtro de Kalman (1960), se considera que la correlacion entre errores del
modelo y de medida es nula, que el valor esperado de los errores mencionados es nulo y se

definen las condiciones iniciales:

Caq(tr-1) = q(tr-1) (q(teen))" (51)
Clp(t) = F(tim1)Clppy (tm)FT (tie—1) + Caq (i) (52)
Donde:

Cqq ©s la matriz inicial de covarianza de errores del modelo de tamafio [nx1]

F es la ecuacion de aproximacion lineal y se define como:

F(t_) ~ £ e (53)
= k

Las cuales se utilizan en la determinacion de la ganancia de Kalman:

_f T f T _ -
K (ti) = Cly(tie)MT (MCJ (b )MT = Cee(tiy) ) (54)

Con la que se determina el estado analizado por medio de la ecuacion:

YAt = 97 (temr) + K (6 (d(te) = My, (t-r)) (55)
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Para el cual, su covarianza actualizada se define como:
Coy(t) = (I = K(ti)M)C] (te—r) (56)
Donde M es una matriz que contiene las posiciones de las medidas cuyo tamafo es [nxn].

El conjunto de ecuaciones (51-56) constituyen el filtro de Kalman Extendido. La ventaja del
filtro de Kalman Extendido es que incluye las perturbaciones de los errores de estimacion del
estado, el cual es generalmente mas pequefio que las perturbaciones de alguna trayectoria
nominal predefinida y por lo tanto estd mejor condicionada para la aproximacion lineal. La
mayor desventaja del filtro de Kalman Extendido es que afiade tiempo computacional como
consecuencia de la linealizacion de una trayectoria impredecible, para la cual la ganancia de

Kalman no puede ser calculada.

Filtro de Kalman ensamblado EnKF

El filtro de Kalman ensamblado (Evensen, 1994) surge como una alternativa que soluciona
la problematica derivada de trabajar el filtro de Kalman Extendido (Evensen, 1992) en una
dinamica de asimilacion no lineal. En el filtro de Kalman Extendido (Evensen, 1992), al
linealizar la ecuacidn y cortar la serie de Taylor generada, se discriminan los términos de
orden superior desconociendo su relevancia, ademas, al procesar los calculos e integrar la

covarianza del error se necesita una gran capacidad de almacenamiento computacional.

Evensen (1994) propone que se utilice el método Monte Carlo para resolver la ecuacion de
evolucion en el tiempo de la funcion de densidad de probabilidad del estado, en lugar de

utilizar la matriz de covarianza del error. Para ello parte de la estadistica del error, ya que las
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matrices de covarianza para el estado predicho y analizado se estiman a partir del estado
verdadero, ademas de que el ensamble promedio converge al valor esperado del ensamble
siempre y cuando el tamafio del ensamble sea infinito. Entonces, si el estado verdadero es
desconocido, las matrices de covarianza se definen a partir del ensamble promedio y, por
tanto, existird un numero finito de ensambles con una covarianza del error igual a C$1p~
Ademéas, la media del ensamble es la mejor estimacion y la precision del ensamble alrededor

de la media, es una definicion natural del error en la media del ensamble.

Evensen (1994) plantea que en vez de expresar una matriz de covarianza completa, se puede
representar la misma estadistica del error utilizando un ensamble apropiado del estado. Es
decir, que un tamafio del ensamble infinito puede proporcionar una aproximacion para la

covarianza del error. De esta forma, cuando el tamafio del ensamble tiende a N, los errores

en el muestreo Monte Carlo decrecen proporcionalmente a 1/+/N.

Si se considera que se tienen N estados en el ensamble cada uno de dimension n, estos
estados pueden representarse como un solo punto en un espacio de n dimensiones. Entonces,
todos los miembros del ensamble constituyen una nube de puntos en el espacio, y cada nube

de puntos, cuando N tiende a infinito, puede describirse como una funcién de densidad de

probabilidad:
dN
fap) =2 (57)

Donde dN es el nimero de puntos en un pequefio volumen y N es el numero total de puntos.

La ecuacion de estado para un fendémeno con dindmica no lineal es:

dip = G)dt + h(y)dq (58)
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Donde, el término h(y)dq representa los errores del modelo, el término dq representa un
vector de movimiento Browniano con covarianza Cqyqdt y G es el operador no lineal del

modelo.

En cuanto a la derivacion de las ecuaciones, Burges et al. (1998) y Houtekamer y Mitchel
(1998) consideran esencial que las observaciones se traten como variables aleatorias y tengan
una distribucion con media igual a las primeras observaciones supuestas y covarianza C,..

De esta forma, se define un ensamble de observaciones:

Donde j es un contador desde 1 hasta el niimero de miembros del ensamble n.

Posteriormente, se define el ensamble de la matriz de covarianza de errores de medida:
Cs = eeT (60)

La que en el limite de un tamaio del ensamble infinito converge hacia la matriz de covarianza

del error C,, utilizada en el filtro de Kalman estandar.

El analisis en el filtro de Kalman ensamblado consiste en actualizar cada estado de los

miembros del ensamble mediante:

-1
v = v + (Cp) T (M(C5) M7+ ce) (& - my) b

La ecuacion anterior implica:

9% =+ (chy) MT(M(Chy) MT+ce)  (d-my) (62)

Donde d = d es el primer vector de medidas. Ademas, la relacion entre la media del

ensamble predicho y analizado es idéntica a la relacion entre el estado predicho y analizado
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en el filtro de Kalman estandar. Ademas, si se considera a la media ® como el mejor
estimador, entonces es arbitrario elegir actualizar la media utilizando las primeras
observaciones supuestas d, o actualizar cada miembro del ensamble utilizando las
observaciones perturbadas d;. Lo anterior, muestra que al actualizar cada miembro del

ensamble utilizando las observaciones perturbadas se crea un nuevo ensamble con la
estadistica del error correcta para el analisis. El ensamble actualizado puede integrarse en la

prediccion hasta la siguiente observacion en el tiempo.

Para derivar la covarianza del error de estimacion analizado se recurre al filtro de Kalman

estandar.

Y =9 = (1 - kM) (w] — 9 ) + Ko (d; - d) (63)

Y utilizando la definicion de la ganancia de Kalman:

Ko = (Cgy) M™ (M(CGy) M +ce.) (64)

Y utilizando las definiciones anteriores, se tiene:

(C5p)" = W = PO — POT

(Chp)" =

((1 — kM) (] =97 ) + Ko (d, - ci)) ((I — kM) (9] =y ) + Ke(d, - @)T

= (U= KM (W =P =97) U = KM + K, (d - d)(d - d) kI (65)

= (- k.M)(C,)

36



Lo anterior implica que al limite de un tamano del ensamble infinito se tendra exactamente
la misma solucion en los calculos del andlisis para el filtro de Kalman estandar y el filtro de
Kalman ensamblado. Esta derivacion muestra que las observaciones d pueden tratarse como
variables aleatorias para tener la medida de la matriz de covarianza del error C¢. en la

expresion.

Por ultimo, se precisa que el EnFK no resuelve la ecuacion de actualizacion bayesiana para
funciones de densidad de probabilidad no gaussianas. Tampoco es un remuestreo puro de
una distribucion gaussiana posterior. Solamente la actualizacion es lineal y es adicionada al

ensamble previo no gaussiano.

De esta forma, en el filtro de Kalman ensamblado la matriz de covarianza de errores del

ensamble se obtiene por:

Cqq = dq(ti)dq(ti)” (66)

La media del ensamble se calcula como:

Y(te+1) = G@P(E)) +n.1 (67)
Donde n. 1 representa los términos que pueden surgir si G es no lineal.

Una de las ventajas del filtro de Kalman ensamblado es que modela la ecuacion exacta para
la media y no se usan suposiciones cerradas ya que cada miembro del ensamble se integra

por el modelo no lineal. La inica aproximacion se limita al tamafio del ensamble.

Ademas, la covarianza del ensamble se determina de acuerdo con la expresion:

Chp(tesr) = G'(Chy(te))G'™ + C&q + 1.1 (68)
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Donde G’ es el operador lineal tangente evaluado en y en el tiempo correspondiente, y el

término n. 1 puede aparecer si G es no lineal.

Evensen (1991) reitera que para un modelo con dinamica lineal la C{,”,w converge a Cy,,, para
un tamafio del ensamble infinito, ¢ independientemente del modelo, CZ. converge a C,.. y

Cgq converge a Cgq. Asi, en este limite el FK y EnFK son equivalentes.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA

Introduccion

Para la simulacion del flujo y consolidacion 1D se realizoé un programa en Fortran 95 que

basicamente cuenta con nueve subrutinas:

1) Lectura de datos

2) Asigna condiciones iniciales y de frontera

3) Define el paso de tiempo At

4) Resuelve el flujo 1D en el acuitardo

5) Resuelve los parametros dependientes del esfuerzo efectivo

6) Actualiza el espesor del acuitardo y deforma la malla vertical

7) Actualiza parametros

8) Exporta los resultados
Posteriormente, este programa fue modificado para aplicar el método Monte Carlo mediante
un ciclo “for”. En este caso la simulacion Monte Carlo consiste en resolver n veces las
ecuaciones del algoritmo de flujo y consolidacion con perfiles heterogéneos de los
parametros, con la finalidad de obtener la respuesta promedio de los parametros y el
asentamiento, asi como la incertidumbre (representada por la varianza) asociada a cada uno.
Para simular la heterogeneidad de los parametros se construyeron varias distribuciones
verticales diferentes, denominadas realizaciones, a partir de un campo aleatorio gaussiano de

media cero y varianza uno, que fueron reescaladas al valor medio de los pardmetros
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reportados en la literatura. Estas simulaciones sirvieron como datos iniciales en la simulacién
Monte Carlo.

Nuevamente, se modificé el programa en Fortran 95 para incorporar la subrutina que simula
el algoritmo del filtro de Kalman ensamblado (Evensen, 2003). Esta subrutina es aplicable
solamente cuando aparece un nuevo conjunto de medidas u observaciones, es decir, que se
implementd mediante un ciclo “if”.

La estructura final del programa que simula el flujo y consolidacién 1D en un entorno

estocastico, y que calibra el asentamiento por medio del EnKF se muestra en la Figura 3.

N realizaciones de ¥

4

Algoritmo de
!/—4 subsidencia no
lineal 1D
d
Construye

matriz A
conh, ¥, Le

'
Medidashy/o Y —_—
g |
EnKF
Obtiene A*

1
De matriz A®

extraeh, ¥, Le

: 1
L Tiempo
méximo

NO

Asentamiento
corregido con EnKF

Figura 3. Estructura del programa realizado en Fortran 95.
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Algoritmo de subsidencia no lineal

Para simular el flujo subterraneo y la subsidencia no lineal unidimensional se utiliz6 el
algoritmo de Neuman et al. (1982), modificado por Rudolph y Frind (1991). En este
algoritmo se conceptualiza un sistema hidrogeoldgico acuifero-acuitardo-acuifero, donde
solamente se considera la consolidacion del acuitardo. Por simplicidad, el sistema es
desacoplado por lo que el efecto de los acuiferos es modelado como fronteras tipo Dirichlet,
imponiendo valores de carga hidrdulica. En el algoritmo, la ecuaciéon de flujo 1D en el

acuitardo esta dada por:

a dh dh
= (k(®)%) = Ss(e 0e) 5 (69)

sujeta a las condiciones de frontera:

h(z,0) = h, (70)
h(0,t) = hy(t) (71)
h(b,t) = h,(t) (72)

donde 4 es carga hidraulica (m), K es conductividad hidraulica (m/s), Ss es almacenamiento
especifico (1/m), b es espesor (m) y A;(t) y A2(t) son carga hidraulica en el acuifero inferior
y superior, respectivamente (ver el apartado Notacion). Se considera que la extension lateral

del acuitardo es lo suficientemente grande para que la representacion 1D sea valida.

En la ecuacion (69) se observa que los pardmetros K y Sy son funciones de la relacién de
vacios ey el esfuerzo efectivo o.. Ademas, en un acuitardo heterogéneo se considera que K
y Ss son funciones de la coordenada z. El algoritmo adopta la teoria de consolidacion

unidimensional de Terzaghi (Terzaghi, 1925). Asumiendo que el esfuerzo total es constante
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y despreciando los cambios en z durante el proceso de consolidacion, se obtiene la siguiente

relacion:

vydh = —do, (73)

donde y es el peso especifico del agua (kN/m®). Los cambios en el esfuerzo efectivo o
pueden llevar a cambios en la relacion de vacios e. La relacion entre un incremento en el
esfuerzo efectivo doe y el cambio resultante en la relacion de vacios de(oe) en el rango de
esfuerzos altamente compresibles (el esfuerzo efectivo es mayor al esfuerzo de
preconsolidacion) se expresa como (Rudolph y Frind, 1991):

de(o.) = C.log (M) (74)

Oeg
donde C. es el indice de compresion (la pendiente negativa de la curva e versus log oz) y o

es el esfuerzo efectivo inicial (kN/m?, Figura 4).

El algoritmo emplea una expresion empirica que relaciona la conductividad hidraulica dK(e)

a los cambios en la relacion de vacios e (Rudolph y Frind, 1991):

dK(e) = K, (e)(109¢/m — 1) (75)
donde Ky(e) es la conductividad hidraulica al comienzo del incremento de carga 'y m es la

pendiente de la relacion lineal empirica entre e y log K (Lambe y Whitman, 1969; Figura 5).

El almacenamiento especifico Sy como funcion de esfuerzo efectivo y relacion de vacios se

calcula por:

O'eO +d0'e)
O'eo

ngclog<

dO'e(l.O‘l'eO)

S (e, O'e) = (76)
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Donde p es densidad del agua (kg/m?) y g es aceleracion de la gravedad (m/s?).

0.70

0.68
Recompression
Index C,,

0.66

Compression
index C,

Void ratio

0.64 Ope

0.62

0.60
1.E-02 1.E01 1.E+00 1.E+01 1.E+02

log o,

Figura 4. Relacion tipica entre esfuerzo efectivo y relacion de vacios (Rudolph y Frind,
1991). opc es esfuerzo de preconsolidacion, que se define como el maximo esfuerzo

experimentado por el subsuelo, C;. es indice de recompresion y C. es indice de compresion.
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Figura 5. Relacion entre log K y e (Lambe y Whitman, 1969).

43



Finalmente, la deformacion se calcula como:

dL, = Le( de ) (77)

1+eo

donde dL. es la diferencia de longitud (m) y Le es longitud de un elemento en una malla

numérica (m).

Solucion numérica

Para representar un acuitardo heterogéneo altamente compresible sujeto a consolidaciéon y/o
deformacion vertical, se requiere una malla deformable donde la distancia entre cada nodo

sea variable (Figura 6).

2l 1+1
i+1/2
DNi+1
< |
DNi
~1/2
a4 -1

Figura 6. Discretizacion vertical del espesor del acuitardo.
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Con base en la discretizacion vertical anterior y la Ley de Darcy, se resolvio la ecuacion de

flujo 1D en el acuitardo (Ecuacion 69) utilizando diferenciacion numérica (Ecuacion 78).

at| &/, |(DN? At &’ .pNJ, + K/ DN/
1 i+1 1 i+1 1 i
i e J J J J i—-1 1.j J J J J i
ESSL' (DNL' +DNi+1)(DNi *DNi+1) ESSi(DNi +DNi+1)(DNi *DNi+1)

At (KZ+%>(DN{ )

552 (onJ+pn], )(pn]sDN], )

hiys (78)

Donde:

At es el diferencial de tiempo.

KJis112 es la conductividad hidraulica promedio de los nodos i e i+1 para el tiempo j.
Ss'i es el coeficiente de almacenamiento especifico en el nodo i para el tiempo j.
DN'ii; es distancia entre el nodo i y el nodo i+1 para el tiempo j.

h;, hii+1, Wit son las cargas hidraulicas en los nodos i, i+1 e i-1 en el tiempo j.

h*!; es la carga hidraulica en el nodo i para el tiempo j+1.

En este esquema numérico se produce una matriz tridiagonal, cuya ecuacion algebraica fue
resuelta con el método de Thomas, posteriormente se aplicd el método Predictor-Corrector a
la mitad del paso de tiempo, como medida para tratar la no linealidad de la ecuacion de

subsidencia no lineal 1D.

Después de resolver la carga hidraulica, se resuelve el conjunto de ecuaciones (73)-(77) que

determinan los parametros dependientes del esfuerzo efectivo y, finalmente, el asentamiento.
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Heterogeneidad aleatoria

Para simular las distribuciones verticales de los parametros se consideraron variables

aleatorias univariadas y bivariadas.

En el caso de variables aleatorias univariadas se utilizé el método Simulacion Secuencial
Gaussiana, incluido en el paquete RandomFields (Schlather et al., 2016) implementado en R
(R Core Team, 2015). En este paquete se indico el nimero de realizaciones a obtener, la
estructura de correlacion, la varianza del campo aleatorio gaussiano y el rango (a partir de la
escala integral) de acuerdo a los datos estadisticos de literatura para cada parametro (Y, Ce,
m, e). Estos perfiles fueron exportados para utilizarse como condiciones iniciales en el

algoritmo de subsidencia no lineal 1D.

En el caso de variables aleatorias bivariadas, que representa un par de variables
correlacionadas, se utiliz6é una adaptacion del método copulas normales bivariadas descrito
por Diaz-Viera y Casar-Gonzalez (2005) para el caso no condicionado de copulas bivariadas.
En este caso primero se obtuvieron n realizaciones de la primer variable aleatoria por medio
de Simulacion Secuencial Gaussiana, método implementado en el paquete gstat (Pebesma,
2004) en R (R Core Team, 2018). Posteriormente se utilizan copulas normales bivariadas
para obtener la segunda variable aleatoria, con el método implementado en los paquetes
Copula (Hofter et al., 2014) y VineCopula (Schepsmeier ef al., 2016) en R (R Core Team,
2018). En este caso se opto por utilizar el coeficiente de Spearman p para indicar el grado (0
a 1) y tipo de correlacion (+, -). En la copula de pardmetros se indicd media cero, la estructura
de covarianza, la varianza y la escala integral. El par de parametros fue reescalado para tomar
los valores medios de literatura y exportados como condiciones iniciales para el algoritmo de

subsidencia no lineal 1D.
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Filtro de Kalman ensamblado EnKF

Para el desarrollo del filtro de Kalman ensamblado EnKF se utilizo el algoritmo descrito en

Evensen (2003).

En este algoritmo, se construye una matriz A de tamafio nxN, la cual es un conjunto de N
vectores y; de tamafio nx/, en cada vector ;i se incluyen los valores de todas las variables

estado en orden ascendente en posicion z y cada vector y; corresponde con una realizacion i.
A= Y1 Y2 Ps.. Py (79)
A partir de la matriz A se define el ensamble medio A, también de dimensiones nxN:

A= Aly (80)
Donde los miembros del ensamble de la matriz 1y son equivalentes a 1/N.

Se establece un ensamble de perturbaciones A’, de dimension nxN definido como:
A=A-A=A(0-1y) (81)
Donde I es la matriz identidad.

Puede definirse la matriz de covarianzas del ensamble Pe de tamafio nxn, con la expresion:

P, =—AA" (82)

Se construye un vector d con m nimero de medidas, a partir del cual pueden obtenerse N

vectores perturbados dj de tamafio mxN solamente afiadiendo un vector de error de medicién
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Los vectores dj se almacenan en la matriz de medidas perturbadas D de tamafo mxN:

D= (dl, dz, dN) (84)
Y los vectores de errores asociados gj se guardan en la matriz de perturbaciones del ensamble

v de tamafio mxN:

Y = (£1, &2, .- &N) (85)
Por tanto, la matriz de covarianza de errores del ensamble Re de tamafio mxm, se define como:
R, = —vy" (86)
Se define la matriz de innovacion del ensamble como:

D'=D—-HA (87)

Donde H es el operador de medidas que relaciona y a las observaciones d y errores de medida

¢, mediante:
d=Hy+¢ (88)

Finalmente, se puede calcular la matriz de analisis A2 en funcion de la matriz de covarianza

del ensamble mediante la expresion:
A=A+ AATHT(HAATHT + yy")"1(D — HA) (89)

La ventaja del EnKF es que las matrices de covarianzas se abordan de manera conceptual e

indirecta en cada paso de asimilacion, lo que ahorra tiempo y esfuerzo computacional.
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Estrategia de implementacion

Para calibrar el modelo de flujo y consolidacion no lineal 1D mediante el EnKF, se construy6
un vector estado y (de tamafio nx/) que incluye los vectores de carga hidraulica 4, logaritmo
de conductividad hidraulica Y (In K) y la longitud del elemento Le en la malla. Los vectores

h, Y'y Le tienen tamafio /x1, con | = n/3.

¥ =

h
Y ] (90)
Le

Este conjunto de vectores y serd tratado en la matriz A.

La matriz A se forma con los resultados del algoritmo de subsidencia no lineal 1D, es decir,
que se forma un conjunto de vectores yj = {h;j, Yj, Lej}. Cuando se dispone de un conjunto
de medidas dj, éste se asimila mediante el EnKF (conjunto de ecuaciones 79-89), y se tendran
los vectores corregidos yj (h;,Yj y Lej) en A? que seran los valores iniciales para el algoritmo
de subsidencia no lineal unidimensional en el siguiente paso de tiempo. El proceso anterior

se repite hasta finalizar el periodo de simulacion.

Los vectores de medidas d seran formados por mediciones de carga hidraulica # y mediciones
del logaritmo de conductividad hidraulica Y. Los errores asociados €j a estas medidas se
derivan de una desviacion estandar de 0.05 m para carga hidraulica y 0.5 m/s para

conductividad hidraulica.

49



Evaluacion de errores

La evaluacion de errores en la correccion de los perfiles verticales de 4 y Y se determinan en
torno al ensamble medio y su realizacion de referencia, por medio del error cuadratico medio

RMSE y se calcula para cada paso de asimilacion al terminar la simulacion.

El error cuadratico medio RMSE, se determind mediante la expresion:

n(,. . _ 2
RMSE = /w i=(123..N) 1)

Donde zj es el valor corregido, de # o Y, por el EnKF en la posicién i y en el paso de
asimilacion j, zer es el perfil de referencia en el paso j, n es el nimero total de nodos en la

columna del acuitardo y N es el tamafio del ensamble.

Ademés, se evalta la subestimacion de la covarianza de Y (filter inbreeding) mediante la
relacion Vy/RMSEy. En la expresion anterior, Vy es la varianza de Y calculada a partir del

promedio de la varianza en los miembros diagonales de la matriz de covarianza.
Vy se determiné con la expresion:

it 0%y .
Vy = —— j=1(12,3,..N) (92)

n

Donde GZYii]. es la covarianza de Y en la posicion (diagonal) ii en el tiempo de asimilacion j y

n es el nimero de nodos en la columna del acuitardo.

También se evaltia el error RMSE con la expresion (91) en la correccion del asentamiento
total en cada paso de asimilacion. En este caso, z;j es el valor corregido del asentamiento total

por el EnKF para la referencia i en el paso de asimilacion j, z..r es el asentamiento total de
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referencia en el paso de asimilacion j, n es el tamafio del ensamble y N son los pasos de

asimilacion.

Ademas, se determina una diferencia Ds entre el ensamble promedio del asentamiento s,.r y

la realizacion de referencia s; en el paso de asimilacion j:
DS = Sref - Sj ] = (1,2, 3, N) (93)

También se estima un error porcentual es entre el ensamble promedio del asentamiento s; y

el asentamiento de referencia s,.ren el paso de asimilacion j:

e, = (ﬂ> + 100 j=(123,..N) (94)

Sref

Finalmente, se estima una varianza del asentamiento Vs en cada paso de asimilacion j:

_\2

S N-1

j=1(123,..N) 95)

Donde s;; es el asentamiento total en cada realizacion i para cada paso de asimilacion j, 5, es

el ensamble promedio en el paso de asimilacion j y N es el tamafio del ensamble.
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CAPITULO 4

CONSOLIDACION NO LINEAL EN ACUITARDOS HETEROGENEOS

ALTAMENTE COMPRESIBLES

Basado en: Zapata-Norberto B., Morales-Casique E., Herrera G.S., 2018, Nonlinear
consolidation in randomly highly compressible aquitards, Hydrogeology Journal 26(3):755-

769. https://doi.org/10.1007/s10040-017-1698-6

Introduccion

En esta seccion se utiliza la simulacién Monte Carlo para analizar el efecto de heterogeneidad
vertical de los pardmetros en un modelo de flujo subterrdneo y consolidacién no lineal
unidimensional, cuyo objetivo principal es predecir el asentamiento en el acuitardo. En el
modelo, las fronteras superior e inferior se tratan como carga hidraulica conocida (Dirichlet),
es decir, se asume que el flujo desde y al interior del acuitardo no altera la carga hidraulica
de los acuiferos superior e inferior. En la frontera inferior se representa un descenso
instantaneo en la carga hidraulica debido al bombeo de agua subterrdnea. Con base en la
revision de la literatura del acuitardo altamente compresible de la ciudad de México, se
generaron realizaciones realistas de distribuciones verticales de parametros. Las pruebas
numéricas consideran un parametro aleatorio a la vez tratando a los pardmetros restantes
como deterministas. Con un punto de vista estocéastico, es posible identificar qué
parametro(s) tiene(n) mayor efecto en la simulacion del asentamiento y la mayor

incertidumbre asociada a aquella simulacion en los medios altamente compresibles.
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Métodos

Algoritmo de subsidencia no lineal

El algoritmo de subsidencia no lineal utilizado se describi6 en el Capitulo 3.

Solucion numérica

La resolucion numérica se llevo a cabo con la metodologia descrita en el Capitulo 3, donde
la ecuacion de flujo 1D en el acuitardo (Ecuacidn 69) se resolvio por medio de diferenciacion
numérica con malla deformable (Ecuacion 78) en un esquema implicito. Este esquema
numérico genera una matriz tridiagonal cuya ecuacion algebraica se resolvié por medio del
método de Thomas. Posteriormente, se resolvieron las ecuaciones (73-77) que definen a los

parametros dependientes del esfuerzo efectivo, y finalmente, el asentamiento.

En esta simulacion, se construyé una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal
(DN). EI tiempo total de simulacion fue 275 afios. Por otro lado, la no linealidad de la
ecuacion fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido

a 1 dia aproximadamente para evitar grandes cambios en los parametros.

Caso de estudio sintético: heterogeneidad aleatoria

El efecto de heterogeneidad vertical en la subsidencia no lineal se investiga a través de un
modelo conceptual hidrogeoldgico sintético similar al empleado por Rudolph y Frind (1991).
En este modelo sintético, el acuitardo tiene 15 m de espesor, se considera que el esfuerzo

efectivo incrementa linealmente con la profundidad, y en su historial de esfuerzos se tiene
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registrado un esfuerzo méaximo de preconsolidacion de 15 (kN/m?). En la frontera inferior, el
acuitardo se estresa debido a una disminucion instantanea de la presion de poro que simula
el efecto de bombeo en el acuifero inferior. En la Figura 7 se muestra la geometria del caso
de estudio con sus respectivas condiciones de frontera y condiciones iniciales de o, e, Ky
Ss. Las distribuciones iniciales de los parametros de Rudolph y Frind (1991) sirvieron como

ensamble medio, a partir del cual fueron simuladas las realizaciones.

Los datos estadisticos para disefiar el estudio numérico se obtuvieron de una revision de
literatura acerca de la variabilidad espacial de los pardmetros envueltos en el algoritmo de
subsidencia no lineal 1D (K, e, C. y m) en el acuitardo lacustre altamente compresible en la
cuenca de México. El acuitado arcilloso de, valle de México se constituye por
montmorillonita, ilita, caolinita, haloysita y esmectita intercalados con materiales volcanicos
(Marsal y Mazari, 1959; Peralta y Fabi, 1989; Warren y Rudolph, 1997; Diaz-Rodriguez et
al., 1998); alcanza su maximo espesor en la planicie de Chalco con 300 m (Ortega-Guerrero

et al., 1999).

E
N
I R B 0.15
1 |
] ]
| |
2.3 5.0 0.01 0.12
K s,
(m/s x10”) m”)

Figura 7. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991).
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Vargas y Ortega-Guerrero (2004) realizaron 225 pruebas de permeabilidad en el acuitardo
por medio de piezémetros de 2 a 85 m de profundidad, encontraron que los valores de K
varian de 1x10'! a 1x107 m/s y que la distribucion de los valores puede ajustarse a un modelo
log-gaussiano. La relacion de vacios e ha sido determinada por medio de perforaciones en
estudios geotécnicos en el acuitardo donde se obtuvieron valores de 2 a 12 (Marsal y Mazari,
1959) y mayores a 15 (Juarez-Badillo y Rico-Rodriguez, 2012). Los valores del indice de
compresion C. suelen ser caracteristicos de la litologia, en la Ciudad de México se han
reportado rangos de 0.4 a 3.5 (Hernandez-Marin et al., 2005; Carreon-Freyre et al., 2006), y
de 0.1 a 3.5 para el oriente de la Ciudad de México (Carredn-Freyre et al., 2015). Sin
embargo, en otros estudios geotécnicos realizados en la Catedral Metropolitana de la Ciudad
de México, el rango de valores de C. suele variar entre 1.4 a 12.1 (Covarrubias-Fernandez,
1994). Los valores para m (pendiente que relaciona el log K y ) varian en un rango de 0.6 a
4, de acuerdo a pruebas de compresion triaxial realizadas por Cobarrubias-Fernandez (1994).
En recientes estudios geoestadisticos del acuitardo del valle de México, donde se utilizaron
datos de sondeos geotécnicos para analizar el contenido de humedad w y posteriormente
ajustarlo a un modelo con estructura de correlacién exponencial y escala integral de 2.1 m
(Juarez-Camarena, 2015).

Con base en los datos anteriores se construyd la Tabla 1, que presenta la estructura de
correlacion, escala integral y varianza utilizada para simular cada pardmetro como variable
aleatoria. Utilizando los datos de la Tabla 1, se simularon 2,000 realizaciones de cada
parametro por medio del método Simulacion Secuencial Gaussiana, incluido en el paquete
RandomFields (Schlather et al., 2016) implementado en R (R Core Team, 2015). En este
caso, se simularon parametros independientes con media cero, la cual, posteriormente seria

reescalada de acuerdo a los valores medios de la Figura 7.
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Estructura de  Varianza Escala

L (unidades)* integral (m) Rlanes
. Vargas y Ortega, 2004;
Y (In K) Exponencial 4.01 2.1 Juérez-Camarena, 2015
Covarrubias-Fernandez,
C. Exponencial 5.73 2.1 1994; Juarez-Camarena,
2015
Covarrubias-Fernandez,
m Exponencial 0.88 2.1 1994; Juarez-Camarena,
2015
Marsal y Mazari, 1959;
e Exponencial 3.22 2.1 Covarrubias-Fernandez,

1994; Juarez-Camarena,
2015

Tabla 1. Datos estadisticos seleccionados para el caso de estudio.

Resultados y discusion

En la Figura 8 se presentan los resultados de la simulacion después de 275 afios, considerando
solamente a Y como variable aleatoria. En la Figura 8, las lineas grises representan los
resultados de cada realizacion, la linea azul es la media del ensamble y la linea roja es el
resultado determinista presentado por Rudolph y Frid (1991). La Figura 8a representa a las
realizaciones de Y aleatoria, donde se observa que la media del ensamble coincide
perfectamente con la distribucion determinista. En la Figura 8b se presenta el abatimiento
simulado al final de 275 afios, donde se observa que como efecto de la condicion de frontera
inferior, que representa el abatimiento en el acuifero inferior, se impuso un gradiente
hidraulico vertical debido a la diferencia de carga hidraulica, generando un flujo vertical que
es mayor en la base del acuitardo y que disminuye hacia la frontera superior. En la simulacion

con Y aleatoria, se determind que la media del ensamble de abatimientos (linea azul) es mayor
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que el abatimiento calculado para el caso determinista (linea roja), es decir, que el caso
determinista subestima los cambios en la presion de poro al interior del acuitardo. Con la
reduccién de la presion de poro en la base del acuitardo, se provocd un incremento en el
esfuerzo efectivo para compensar el esfuerzo total en el subsuelo, y éste incremento en el
esfuerzo efectivo se propagd hacia la cima del acuitardo. Al final de la simulacién (Figura
8c), se tiene un promedio del ensamble de esfuerzos efectivos (linea azul) mayor a la
respuesta determinista (linea roja). Del aumento en el esfuerzo efectivo se produjo una
reduccién de la relacion de vacios que también se distribuye de la base hacia la cima del
acuitardo, en este caso, el promedio del ensamble es menor que el caso determinista (Figura
8d). La reduccion de la relacion de vacios tuvo consecuencias en la Y aleatoria reduciendo su
magnitud; y al final de la simulacion, también se present6 una diferencia entre el promedio
del ensamble de Y y el caso determinista, donde éste ultimo es ligeramente mayor (Figura
8e). La reduccion de la relacion de vacios también impact6 al coeficiente de almacenamiento
Ss, €l cual muestra al final de la simulacion, diferencias notables entre la media del ensamble
y el resultado determinista, debido a que la serie de respuestas generadas por las realizaciones

tiene un desplazamiento vertical que afecta al promedio vertical (Figura 8f).
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Figura 8. Resultados de la simulacion Monte Carlo con Y aleatoria. El resultado de cada
realizacidon se muestra en lineas grises, la media del ensamble es la linea azul y el resultado

determinista es la linea roja.
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En la Figura 9 se muestran los resultados de la simulacién con C. como variable aleatoria.
En la Figura 9a se muestran las realizaciones del indice de compresion, donde se observa que
los valores mas altos alcanzan 16 unidades. En la Figura 9b, se observa que el ensamble
medio (linea azul) coincide con el resultado determinista (linea roja) y que a comparacion
del caso con Y aleatoria, la variacion de respuestas no es tan amplia. Como consecuencia, en
el esfuerzo efectivo el ensamble medio también coincide con el caso determinista (Figura
8c). Larelacion de vacios muestra algunos cambios en la base del acuitardo, también coincide
el ensamble medio con la respuesta determinista (Figura 8d). Para la Y aleatoria los cambios
se muestran minimos en la base del acuitardo, el ensamble medio coincide con la distribucién
determinista (Figura 9¢). En el caso del coeficiente de almacenamiento S, los resultados
tienen un rango mas amplio de valores, el ensamble medio se encuentra mas cercano a la

respuesta determinista (Figura 9f).

En la Figura 10 se observan los resultados de la simulacién con m (pendiente que relaciona
el grafico de log Ky e) como variable aleatoria. Las realizaciones iniciales de m se muestran
en la Figura 10a, donde se observa que m toma valores mayores a 0 y menores a 6. En el
abatimiento, se observa que la media del ensamble (linea azul) coincide parcialmente con el
caso determinista (linea roja) pero es menor en posiciones de 6 a 9 m (Figura 10b). En
consecuencia, en el esfuerzo efectivo también se observa que el ensamble medio es menor al
caso determinista entre 6 y 9 m (Figura 10c). En este caso, los cambios en la relacion de
vacios se presentan solamente en la base del acuitardo, donde el ensamble medio es
ligeramente mayor que los resultados del caso determinista (Figura 10d). En la conductividad
hidraulica se observan valores menores que en los casos previos y la media del ensamble

coincide con el caso determinista (Figura 10e). El coeficiente de almacenamiento varia
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mayormente en la vertical y la diferencia entre el ensamble medio y el caso determinista es

marcada entre 5 y 8 m (Figura 10f).
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Figura 9. Resultados de la simulacion Monte Carlo con C. aleatoria. El resultado de cada

realizacion se muestra en lineas grises, la media del ensamble es la linea azul y el resultado

determinista es la linea roja.
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Figura 10. Resultados de la simulaciéon Monte Carlo con m aleatoria. El resultado de cada

realizacion se muestra en lineas grises, la media del ensamble es la linea azul y el resultado

determinista es la linea roja.
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Los resultados de la simulacion con la relacion de vacios e como variable aleatoria se
muestran en la Figura 11. Las realizaciones de e se muestran en la Figura 11a, donde se
observan los valores en el rango de 3 a 16 unidades. En este caso, las respuestas del
abatimiento se muestran muy cerradas debido a que los pardmetros Yy Ss son tratados como
deterministas asi que tanto los miembros del ensamble como la media del ensamble coinciden
con el resultado determinista (Figura 10b). Debido a que el esfuerzo efectivo se encuentra en
funcién de los cambios en la carga hidraulica, tampoco se muestra variacion entre el
ensamble medio y la respuesta determinista (Figura 11c). Como los valores iniciales de e
para algunas realizaciones son pequefios, al final de la simulacion se tienen valores muy
cercanos a cero y se observa que el ensamble medio coincide con el caso determinista (Figura
11d). En cuanto a Y, la variacion entre las respuestas de los miembros del ensamble y el caso
determinista son nulas (Figura 11e). En el coeficiente de almacenamiento S, se observa un
amplio rango de valores debido a que estd ligado directamente con e, pero no se observa
variacion en la vertical por lo que la media del ensamble coincide con el resultado del caso

determinista (Figura 11f).
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Figura 11. Resultados de la simulacién Monte Carlo con e aleatoria. El resultado de cada

realizacion se muestra en lineas grises, la media del ensamble es la linea azul y el resultado

determinista es la linea roja.
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Efecto de heterogeneidad en el asentamiento

Los resultados de la simulacion del asentamiento se muestran en la Figura 12. En la Figura
12a se observa que en el caso con Y aleatoria se tienen asentamientos desde centimetros hasta
poco mas de 4 m con varianza de 0.51 m? ademas, el ensamble medio muestra mayor
asentamiento en comparacion con el caso determinista. Por otro lado, de acuerdo al ensamble
medio el proceso de asentamiento continua, es decir, aun se no alcanza estado estacionario
como en el caso determinista donde podemos ver un asentamiento practicamente constante

desde 168 afos.

En la Figura 12b se tiene el asentamiento simulado con C. como variable aleatoria, en este
caso el asentamiento medio es ligeramente menor al asentamiento determinista y el rango de
valores se encuentra muy cercano a 1 m, con varianza de 0.02 m?. De acuerdo al asentamiento

medio, este caso alcanza el estado estacionario a los 169.4 anos.

En la Figura 12c se presenta el asentamiento predicho con m como variable aleatoria, donde
se observa que el rango de valores es de algunos centimetros hasta casi 2 m con varianza de
0.10 m?, ademas, la media del ensamble es menor al caso determinista y alcanza su estado

estacionario a los 159.8 afios.

Finalmente en la Figura 12d se presentan los resultados de la simulacion del asentamiento
con e como variable aleatoria, donde se observa que el ensamble toma valores entre poco
menos de 1 m y casi 2 m con varianza de 0.03 m?. En este caso, el ensamble medio es

ligeramente mayor al caso determinista y alcanza el estado estacionario a los 170.4 afios.
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Figura 12. Simulacion del asentamiento con Y aleatoria (a), C. aleatoria (b), m aleatoria (c)
y e aleatoria (d). El resultado de cada realizacién se muestra en lineas grises, la media del

ensamble es la linea azul y el resultado determinista es la linea roja.

De acuerdo a los resultados mostrados en la Figura 12, el pardmetro que tiene mayor

influencia en la simulacion del asentamiento es Y, lo anterior se debe a que este parametro
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tiene la mayor varianza (~4 m?) representativa de sedimentos altamente compresibles.
Estrictamente le sigue en orden de influencia, el pardmetro m que estd ampliamente
relacionado a la ¥; posteriormente la relaciéon de vacios e y el indice de compresion Ce. Este
ultimo es considerado como uno de los factores que mayor influencia tienen en la simulacion
del asentamiento y ha sido enormemente utilizado en muchos modelos de flujo y

consolidacion como variable aleatoria principal.
Flujo en fronteras

En la Figura 13 se muestran las simulaciones del flujo en fronteras superior e inferior. El
flujo en la frontera inferior alcanza un valor maximo en tanto que en la frontera superior el
flujo es minimo. A lo largo de la simulacion el flujo en la frontera inferior disminuye y en la
frontera superior incrementa hasta que ambos alcancen un valor constante. En este caso,
consideramos una diferencia del 1% en el flujo en la frontera superior e inferior para alcanzar
el estado estacionario. En el caso determinista, el flujo en las fronteras superior e inferior es
0.034 mm/d, ambos con diferencia de 1% en aproximadamente 168 anos. Al considerar a ¥
aleatoria (Figura 13a), se observa que el ensamble promedio (linea azul) es alrededor de 0.02
mm/d, la varianza del ensamble es 1x10~ mm?*d? a los 275 afios de simulacién, pero la
diferencia entre los flujos es mayor al 1%. Cuando se considera a C. como variable aleatoria
(Figura 13b), se tiene ensamble promedio de 0.033 mm/d en ambas fronteras, con varianza
de 5.8x10° mm?*/d? al final de la simulacién y con diferencia del 1% a los 169.4 afios. En el
caso de m aleatoria (Figura 13c¢), se tiene en ambas fronteras un promedio del ensamble de
0.029 mm/d con varianza de 1.16x10* mm?/d? en un tiempo de 275 afios. En este caso se

alcanza estado estacionario a los 159.8 anos. Al considerar e como variable aleatoria se tiene
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un promedio del ensamble en ambas fronteras de 0.034 mm/d con varianza de 5.36x10”

mm?/d? al final de la simulacion y se alcanza estado estacionario a los 170.4 afios.
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Figura 13. Flujo en fronteras simulado con Y aleatoria (a), C. aleatoria (b), m aleatoria (c)
y e aleatoria (d). El resultado de cada realizacion se muestra en lineas grises, la media del

ensamble es la linea azul y el resultado determinista es la linea roja.

67



En la Tabla 2 se presenta el ensamble promedio y varianza de asentamiento, flujo en fronteras

y tiempo para alcanzar el estado estacionario en cada caso de simulacion.

Tabla 2. Ensamble promedio y varianza (%) de asentamiento total, flujo en fronteras a 275

afios y tiempo para que la diferencia entre el flujo en la frontera superior e inferior sea de

1%.
Asentamiento total Flujo en fronteras Tiempo para a}canz.ar
el estado estacionario
Promedio 5,  Promedio 5 ,  Promedio 2 N2
() c° (m) ) o (mm/d) (i) c” (afios)
Determinista 1.18 0.034 168.00
K aleatoira 1.42 0.51 ~0.02 ~1x107? > 275
C. aleatorio 1.15 0.02 0.033 5.8x107 169.40 1503.36
m aleatoria 1.09 0.10 0.029 1.159x10* 159.80 550.80
e aleatoria 1.22 0.03 0.034 5.36x107 170.40 396.03

Conclusiones

Por medio de simulacion Monte Carlo se explord el efecto de heterogeneidad en la
simulacion no lineal 1D de flujo de agua subterranea y consolidacion en acuitardos altamente
compresibles. Para ello se tom6 un parametro como aleatorio y los restantes se simularon
como deterministas. De los cuatro parametros tratados como variable aleatoria, se encontrd
que la Y influye mayormente en la simulacion de asentamiento. Al comparar el caso donde
se simula Y como variable aleatoria con el caso determinista, presentado por Rudolph y Frind
(1991), al final de la simulacién (275 afios) se encontro que el asentamiento es mayor en 20%
y el flujo en fronteras es menor en 40% con respecto al caso de referencia. En cuanto al
tiempo para alcanzar el estado estacionario, se tiene que el caso determinista lo logra después
de 168 afios, mientras que el ensamble promedio del asentamiento logra esta condicion en un

periodo mayor al simulado. Ademas, el caso con Y aleatoria proporciona la mayor varianza
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de todas las variables incluyendo carga hidraulica, esfuerzo efectivo, asentamiento total y
flujo en fronteras. En comparacion con los otros parametros tomados como aleatorios, la
varianza del asentamiento derivada de Y aleatoria es de 5 a 25 veces mas grande que la

varianza determinada con m, Cc y e.

Lo anterior es indicativo que la heterogeneidad en Y (In K) proporciona la mayor
incertidumbre en la simulacion del asentamiento en acuitardos altamente compresibles. Una
caracterizacion inadecuada del sistema acuifero a nivel de los acuitardos, sus propiedades
hidromecénicas y su heterogeneidad puede llevar a errores significantes en el modelo
predictivo de un sitio especifico. Por lo que la variabilidad espacial de Y, ademas de la
variabilidad de otros parametros, debe considerarse en la simulaciéon de los sistemas

altamente compresibles.
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CAPITULO 5

EFECTO DE CORRELACION CRUZADA DE Y-C. EN LA CONSOLIDACION NO

LINEAL DE ACUITARDOS HETEROGENEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES

Basado en: Zapata-Norberto B, Morales-Casique E., Le V.L., Diaz-Viera M., Effect of
cross-correlated hydraulic conductivity and compression index on nonlinear consolidation

in randomly heterogeneous highly compressible aquitards (En preparacion).
Introduccion

En este capitulo se presenta el efecto de correlacion cruzada entre parametros en la
simulacion del asentamiento en acuitardos altamente compresibles. En el capitulo anterior se
observé que los pardmetros que producen mayor incertidumbre en el asentamiento son Ky
Ce., por lo que se simulardn como variables aleatorias con correlacion cruzada. Para simular
la correlacion entre pardmetros y generar las realizaciones aplicamos el método de copulas
normales bivariadas. Posteriormente se crearon simulaciones que consideran un par de
parametros aleatorios a la vez y los restantes deterministas. En el modelo, las fronteras
superior e inferior se tratan como carga hidraulica conocida (Dirichlet), es decir, se asume
que el flujo desde y al interior del acuitardo no altera la carga hidraulica de los acuiferos
superior e inferior. En la frontera inferior se representa un descenso instantdneo en la carga

hidraulica debido al bombeo de agua subterranea.
Métodos

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D y su resoluciéon numérica se describieron en el

Capitulo 3.
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En este caso, la malla consiste de 150 elementos con espesor inicial (DN) de 0.1 m. El tiempo
total de simulacion fue 275 afios. Para abordar la no linealidad de los parametros se utilizo
un método predictor-corrector y para limitar grandes cambios en los pardmetros se restringio

el paso de tiempo a 1 dia.

Caso sintético de estudio: heterogeneidad simulada con correlacion cruzada de K y C.

Para estudiar el efecto de heterogeneidad en la subsidencia no lineal se utilizé un modelo
sintético similar al empleado por Rudolph y Frind (1991) y modificado por Zapata-Norberto
et al. (2018), que consta de un acuitardo de espesor de 15 m, donde el esfuerzo efectivo
incrementa linealmente con la profundidad y su esfuerzo méximo de preconsolidacion es 15
kN/m?. Este acuitardo se estresa en su frontera inferior debido a la reduccion instantdnea de
presion de poro que representa el efecto de bombeo en el acuifero inferior. La geometria,
distribucion inicial de pardmetros y fronteras del caso de estudio se presentan en la Figura
14. En este caso, las distribuciones iniciales de o, e y Ss se asignaron como parametros
deterministas con base en la Figura 5, mientras que Ky C. se consideran variables aleatorias

cuya media del ensamble se adopta de la distribucion determinista (Figura 14).

En el Capitulo 1 se explico que el acuitardo de la Ciudad de México consiste de sedimentos
lacustres (entre los que destacan montmorillonita, ilita, caolinita, haloysita y esmectita)
intercalados con material volcanico (Marsal y Mazari, 1959; Peralta y Fabi, 1989; Warren y
Rudolph, 1997; Diaz-Rodriguez et al., 1998). Se estableci6 que la K del acuitardo es

ampliamente variable y se ajusta a un modelo de regresion log-gaussiano (Vargas y Ortega-
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Guerrero, 2004). Se mencion6 que el indice de compresion presenta valores variables que se

han ajustado con escala integral de hasta 8.5 m (Delgado-Muiiiz, 2018).

Z (m)

e i 0.15
1
1
.
15 208 9.1 10 2.3 5.0 0.01 0.2
Gy e K S,
(kN/m’) (m/s x10°) m”)

Figura 14. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991).

Con la revision previa de la literatura se determinaron los datos estadisticos de la Tabla 3
donde se presenta el tipo de correlacion, estructura de correlacion, varianza y escala integral
de cada parametro. Con base en la Tabla 3 se construyeron 2,000 realizaciones de Y (In K)
por medio del método Simulacién Secuencial Gaussiana implementado en el paquete gstat
(Pebesma, 2004) implementado en R (R Core Team, 2018). Para simular la correlacion entre
Yy C. se adapt6 el método descrito por Diaz-Viera y Casar-Gonzalez (2005) para el caso no
condicionado de copulas bivariadas. Se considerd que la correlacion entre Yy C. puede ser
negativa, nula y positiva, asignando el coeficiente de Spearman p con valores de -0.75, 0 y
0.75, respectivamente en la copula normal bivariada. La copula de parametros (Y y C.) se

simul6 con media cero, estructura de covarianza conocida, con varianza y escala integral de
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acuerdo a la Tabla 1. Posteriormente, la media del ensamble fue reescalada para tomar los

valores medios de la Figura 14. Los parametros o, e y Ss se consideraron deterministas.

Tabla 3. Datos estadisticos seleccionados para el caso de estudio. En la Tabla: a) Vargas y

Ortega-Guerrero, 2004; b) Covarrubias-Fernandez, 1994; c) Juarez-Camarena, 2015.

Tipo de , Estructura de . Escala
Caso ., Parametro ., Varianza .
correlacion correlacion integral (m)
_ In K _ 4.01" .
A Negativa Esférica —— 2.1
C. 2.00
i In K 4.01"
B Sin . Esférica ——— 2.1°
correlacion C, 2.00
» In K 4.01" .
C Positiva Esférica — 2.1
C. 2.00
- In K 4.01°
D Sin ., Esférica ——— 2.1°
correlacion C, 537
In K 4.01° )
E Positiva Esférica — 2.1
¢, 5.37

Resultados y discusion

Efecto del coeficiente de correlacion de Spearman

Para explorar el efecto que tiene el tipo de correlacion (negativa, nula o positiva, asignada

por medio del coeficiente de correlacion de Spearman) entre los parametros Y-Cc en la

simulacion del asentamiento utilizamos la misma estructura de correlacion, escala integral y

varianza inicial en los pardmetros (Tabla 3, Casos A, By C).

En la Figura 15 se presentan los resultados de la simulacion con correlacion negativa entre Y

y C. (Caso A), donde se representan los resultados de cada realizacion con lineas grises, el
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promedio del ensamble en linea azul, el resultado determinista en linea roja 'y el doble de la
desviacion estandar con respecto a la media en linea discontinua naranja. En la Figura 15a se
observan las realizaciones iniciales de Yy en la Figura 15b se tienen las realizaciones iniciales
de C., donde se observa que como resultado de la correlacién negativa existen muchos
valores cercanos a cero pero que se mantiene el valor medio de 6.5. En la Figura 15c se
presentan los resultados del abatimiento, donde se observa que el efecto de heterogeneidad
genera un ensamble medio mayor que el resultado determinista. De acuerdo al algoritmo de
subsidencia no lineal, con mayor abatimiento se produce mayor esfuerzo efectivo, lo anterior
puede constatarse en la Figura 15d donde se observa que la media del ensamble es mayor
que el resultado determinista. Con mayor esfuerzo efectivo se reduce el tamafo de poro y por
ende la relacion de vacios, tal como se aprecia en la Figura 15¢ donde el ensamble medio es
ligeramente menor que el resultado determinista. El ligero cambio en la relacion de vacios
provoco que en la conductividad hidraulica la media del ensamble mostrara minima variacion
con respecto al resultado determinista (Figura 15f). Con respecto al coeficiente de
almacenamiento especifico, se aprecia que el ensamble medio se suaviza por efecto de la
variacion vertical del Ss en cada realizacion por lo que solo coincide con el resultado

determinista en la parte inferior y superior del acuitardo (Figura 15g).
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Figura 15. Resultados de 275 afios de simulacidon con correlacion negativa Y-C. (Caso A).
a) Realizaciones iniciales de Y (In K); b) Realizaciones iniciales de C¢; c); d) Esfuerzo
efectivo; e) Relacion de vacios; f) Conductividad hidraulica; g) Almacenamiento
especifico. Las lineas grises son el resultado de cada realizacion, la linea azul es el
promedio del ensamble, la linea roja es el resultado determinista y la linea discontinua

naranja es el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media del ensamble.
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En la Figura 16 se presentan los resultados de la simulacion con Y-C. no correlacionados
(Caso B) y en la Figura 17 los resultados de la simulacion con correlacion positiva entre Yy
C. (Caso C). La diferencia mas notable entre las Figuras 15, 16 y 17 se encuentra en las
realizaciones iniciales de C. ya que con correlacion negativa Y-C. los valores minimos se
desplazan hacia la izquierda tomando valores cercanos a cero (Figura 15b); mientras que en
el caso no correlacionado de Y-C. se encuentran entre 2 y 12 unidades (Figura 16b); y en el
caso de correlacion positiva Y-C. los valores maximos se desplazan hacia la derecha llegando
hasta casi 16 unidades (Figura 17b). En los parametros resultantes de las simulaciones en las
Figuras 15, 16 y 17 se observa practicamente el mismo comportamiento de la media del
ensamble con respecto al caso determinista: el abatimiento y esfuerzo efectivo son mayores,
la relacion de vacios y conductividad hidraulica son ligeramente menores, y el coeficiente de

almacenamiento coincide en la parte inferior y superior del acuitardo.

En la Figura 18 se observa la simulacion del asentamiento con los tres tipos de correlacion
Y-C.. En los tres casos se muestra que en tiempos tempranos el caso determinista sobreestima
el asentamiento mientras que en tiempos tardios lo subestima. Al final de la simulacion, el
caso con correlacion negativa Y-C. estima un asentamiento medio de 1.33 m con varianza de
0.34 m? (Figura 18a y Tabla 4). El caso no correlacionado de Y-C. estima un asentamiento
promedio de 1.41 m con varianza de 0.38 m? al final de 275 afios (Figura 18b y Tabla 4). Y
el caso con correlacion positiva Y-C. indica que el asentamiento promedio al final de la

simulacién es 1.49 m con varianza de 0.42 m? (Figura 18c y Tabla 4).
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Figura 16. Resultados de 275 afios de simulacion con correlacion nula Y-C. (Caso B). a)
Realizaciones iniciales de Y (In K); b) Realizaciones iniciales de C¢; c); d) Esfuerzo
efectivo; e) Relacion de vacios; f) Conductividad hidraulica; g) Almacenamiento
especifico. Las lineas grises son el resultado de cada realizacion, la linea azul es el
promedio del ensamble, la linea roja es el resultado determinista y la linea discontinua

naranja es el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media del ensamble.
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Figura 17. Resultados de 275 afios de simulacion con correlacion positiva Y-C. (Caso C).
a) Realizaciones iniciales de Y (In K); b) Realizaciones iniciales de C¢; c); d) Esfuerzo
efectivo; e) Relacion de vacios; f) Conductividad hidraulica; g) Almacenamiento
especifico. Las lineas grises son el resultado de cada realizacion, la linea azul es el
promedio del ensamble, la linea roja es el resultado determinista y la linea discontinua

naranja es el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media del ensamble.
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Figura 18. Simulacion del asentamiento con (a) correlacion Y-C. negativa, (b) sin
correlacion Y-C. y (c) correlacion Y- Ce positiva. Las lineas grises son el resultado de cada
realizacion, la linea azul es el promedio del ensamble, la linea roja es el resultado
determinista y la linea discontinua naranja es el doble de la desviacion estdndar con

respecto a la media del ensamble.
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Tabla 4. Estadisticos de asentamiento al final de las simulaciones con diferentes tipos de

correlacion Y-C..

Caso Asentamiento total

Promedio (m) &2 (m)?

Determinista 1.18 -

Correlacion negativa 1.33 0.34
No correlacionado 1.41 0.38
Correlacion positiva 1.49 0.42

En la Figura 19 se presentan los resultados de 275 afios de simulacion para el flujo en
fronteras. La Figura 19a representa el flujo en fronteras con correlacion negativa Y-Ce, la
Figura 19b corresponde al flujo en fronteras sin correlacion entre Y-C. y la Figura 19c
muestra el flujo en fronteras con correlacion positiva Y-C.. En los tres casos de correlacion
Y-C., el ensamble medio (linea azul) es menor que el caso determinista (linea roja) y la
respuesta de los miembros del ensamble es muy parecida. Por otro lado, al final de la
simulacion con los tres casos de correlacion se tiene una diferencia mayor al 1% entre ambas

fronteras por lo que el estado estacionario no se logra.

80



0.2 0.3

0.1

Boundary flux (mm/d)

0.0

0 55 110 185 220 275
Time (years)

0.2 0.3

0.1

Boundary flux (mm/d)

0.0

0 55 110 165 220 275
Time (years)

0.2 0.3

0.1

Boundary flux (mm/d)

0.0

0 55 110 185 220 275
Time (years)

Figura 19. Flujo en fronteras con (a) correlacion Y-C. negativa, (b) sin correlacion Y-Ce y
(c) correlacion Y- C. positiva. Las lineas grises son el resultado de cada realizacion, la linea

azul es el promedio del ensamble y la linea roja es el resultado.
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Diferencias con simulaciones que consideran una variable aleatoria

En esta seccion se investiga la diferencia entre simulaciones que utilizan una variable
aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y simulaciones con dos variables aleatorias, cuyo
objetivo es predecir el asentamiento de medios altamente compresibles y su incertidumbre.
Para tal efecto, se realizaron simulaciones con las mismas caracteristicas que utiliza Zapata-
Norberto et al. (2018): varianza de C. de 5.37, varianza de Y de 2.00 m?%/s?, estructura de
correlacion esférica y escala integral de 2.1 m. Debido a que el método de copulas presenta
valores negativos en cada realizacion para C. al utilizar una varianza grande (5.37 unidades),
y los valores negativos para C. se desconocen en la literatura, en esta seccion solo utilizamos

los casos sin correlacion Y-C. y correlacion positiva Y-Ce.

En la Figura 20 se muestra un grafico que resume las predicciones del asentamiento
simuladas con una variable aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y dos variables aleatorias.
En el grafico se muestra la media del ensamble en barra verde y la varianza del ensamble en
barra azul. Con respecto al ensamble promedio, se observa que cuando consideramos
correlacion nula entre Y-C. se obtiene un valor muy similar al simulado con Y como variable
aleatoria. Al utilizar una correlacion positiva Y-C. se obtiene el méximo valor para el
ensamble promedio mientras que al considerar solo a C. como variable aleatoria se simula el
minimo valor para el ensamble promedio. Con respecto a la varianza del ensamble, los casos
con correlacion positiva Y-Ce, sin correlacion Y-C. y con sélo ¥ como variable aleatoria
presentan un valor muy similar, mientras que el valor minimo de incertidumbre lo

proporciona el caso con C. aleatoria.
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Figura 20. Predicciones del asentamiento total (275 afios) realizadas con una variable
aleatoria (Zapata-Norberto et al., 2018) y dos variables aleatorias. En el grafico, la barra

gris representa el ensamble promedio y la barra azul es la varianza del ensamble.

Conclusiones

En este capitulo se mostraron tres tipos de correlacion entre Y-C. que pueden utilizarse en la
simulacion del flujo y consolidacion no lineal 1D para predecir el asentamiento de un
acuitardo altamente compresible. En este caso se asigno el tipo de correlacion por medio del
coeficiente de Spearman, en el método de copulas normales bivariadas, con valores de -0.75
para correlacion negativa, 0 para el caso no correlacionado y 0.75 para correlacion positiva.
A diferencia de Huang et al. (2009) donde no solo utilizan un método diferente para obtener
las realizaciones sino que asignan un coeficiente de correlaciéon de -1 y 1 para indicar
correlacion negativa y positiva, respectivamente. Determinamos que la correlacion negativa
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Y-C. proporciona el menor asentamiento promedio y la menor incertidumbre asociada
mientras que la correlacion positiva simula el mayor promedio del ensamble y la mayor
incertidumbre. En el caso de sedimentos altamente compresibles es adecuado considerar una
correlacion negativa entre Yy C. porque de acuerdo a las propiedades de las arcillas (Lambe
y Whitman, 1969), en una montmorillonita se tiene la menor Yy el mayor C., mientras que

para una caolinita se tiene una relativamente alta ¥y menor C..

Para comparar los casos que utilizan una variable aleatoria con los casos con dos variables
aleatorias correlacionadas, utilizamos varianzas diferentes para Yy C. que se derivaron de
datos de literatura, a diferencia de Huang et al. (2009) que utilizan la misma varianza para
sus parametros. Encontramos que una simulacion que utiliza a Y y C¢ no correlacionados
proporciona un promedio del ensamble e incertidumbre para el asentamiento muy similares
a los derivados de la simulacion con solo Y como variable aleatoria. Esto se debe a que, en el
caso no correlacionado Y-Ce, los valores extremos de C. no influyen en la simulacién del
asentamiento y su incertidumbre asociada, como en los casos con correlacion negativa y

positiva, donde el promedio del ensamble es menor y mayor, respectivamente.

Finalmente, las simulaciones presentadas en esta seccion destacan la necesidad de obtener
mas datos que permitan establecer y/o esclarecer las relaciones entre parametros hidraulicos
y geotécnicos en sedimentos altamente compresibles. Por otro lado, también resaltan la
necesidad de incorporar estas medidas de campo en la calibracion de los modelos de

simulacion de asentamiento.
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CAPITULO 6

ASIMILACION DE DATOS CON EL FILTRO DE KALMAN ENSAMBLADO

EnKF EN ACUITARDOS HETEROGENEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES

Basado en: Zapata-Norberto B., Morales-Casique E., Herrera G.S., One-dimensional
simulation of land subsidence in vertically-heterogenous highly compressible aquitards

coupled with data assimilation with Ensemble Kalman filter (En preparacion).

Introduccion

En este capitulo se adopta el filtro de Kalman ensamblado EnKF como método de calibracion
para un modelo de flujo y consolidaciéon 1D que predice el asentamiento de acuitardos
altamente compresibles. El EnKF no solo se utiliza para corregir la simulacion del
asentamiento sino que también se utiliza para corregir los parametros hidraulicos y
geomecanicos del acuitardo. De acuerdo a la teoria de consolidacion, los pardmetros son
funciones del esfuerzo efectivo y estdn cambiando continuamente en el tiempo, asi que en la
simulacion se avanza en el tiempo después de cada paso de asimilacion, reiniciando
parametros y estados, y se continta la simulacion hasta que estén disponibles nuevas
medidas. Se asimilan medidas de estado (carga hidraulica), parametros (conductividad
hidraulica) y sus combinaciones para investigar el efecto que tienen en la simulacion del
asentamiento. Ademads, se utiliza un nimero considerable de realizaciones para evitar el
efecto de subestimacion de la covarianza denominado filter inbreeding effect (Houtekamer y

Mitchel, 1998) que aparece cuando se asimilan medidas de estados y pardmetros en conjunto.
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Métodos

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el método numérico para su resolucion, el
algoritmo del filtro de Kalman ensamblado y su estrategia de implementacién para esta

investigacion, fueron descritos en el Capitulo 3.

Para esta simulacion, se construy6 una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal
(DN). EI tiempo total de simulacion fue 300 afios. Por otro lado, la no linealidad de la
ecuacion fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido

a 1 dia aproximadamente para evitar grandes cambios en los parametros.

Caso sintético de estudio

El caso de estudio sintético se basa en el ejemplo de Rudolph y Frind (1991). Se considera
un acuitardo de 15 m de espesor, donde el esfuerzo efectivo incrementa con la profundidad
y su esfuerzo maximo de preconsolidacion es 15 kN/m?. Inicialmente se tienen condiciones
hidrostaticas en la presion de poro y las fronteras superior e inferior son conocidas (Dirichlet).
En la frontera inferior se experimenta un cambio subito en la presion de poro, que representa
el abatimiento en el acuifero inferior. En la Figura 21 se muestra la distribucion de parametros
dependientes del esfuerzo efectivo, todos los parametros se consideran deterministas a

excepcion de la conductividad hidraulica que se considera variable aleatoria.

86



Z (m)

e . 0.15
]
]
2.3 5.0 0.01 0.12
K S,
(kN/m’) (m/s x10”) (m”)

Figura 21. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). Los puntos verdes son

los puntos de medida.

Heterogeneidad aleatoria en K

Para generar las realizaciones de Y (In K) se utilizé covarianza exponencial, escala integral
de 2.1 m, media cero y varianza de 4.01 m?/s>. Se determinaron 2,000 realizaciones de Y por
medio de Simulacion Secuencial Gaussiana implementado en el paquete RandomFields
(Schlater et al., 2016) en R(R Core Team, 2018). La media de las realizaciones de Y fue
reescalada para tomar la media del caso determinista (Figura 21, linea roja) y consideradas

como Y inicial en el algoritmo no lineal de subsidencia 1D.
Simulaciones de referencia

Con el procedimiento anterior, se generaron cuatro realizaciones de Y que fueron tomadas
como referencia, es decir, distribuciones iniciales “reales” de Y. Estas cuatro realizaciones de

referencia ingresaron como perfiles iniciales de Y en el algoritmo de flujo y consolidaciéon no
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lineal 1D y con ellas se generaron cuatro soluciones “reales”. De estos cuatro casos de
referencia se extrajeron observaciones de /2 y Y cada 5 afios en 6 puntos fijos (Figura 21) a lo
largo de la columna del acuitardo. Las observaciones de /4 fueron perturbadas con errores
gaussianos con desviacion estdndar de 0.05 m y las observaciones de Y con errores gaussianos

con desviacion estandar de 0.5 m/s. Los puntos de medida se localizan cada 2.1 m.

Considerando que en la Ciudad de M¢éxico es posible obtener medidas de carga hidraulica
anualmente pero las medidas de conductividad hidraulica se obtienen o actualizan en
periodos irregulares, se construyeron tres diferentes casos para la asimilacion de medidas. En
un primer caso, se asimilan medidas de 4 o Y cada 5 afios. En un segundo caso, se asimilan
medidas de 4 cada cinco afos junto con medidas de Y cada diez afios en tres diferentes
posiciones en cada paso de asimilacion. En ambos casos, se consideraron 60 pasos de

asimilacion.

Resultados y discusion

En este apartado se ilustran los resultados con la Referencia 1, mientras que los graficos de

las referencias 2, 3 y 4 se pueden consultar en el apartado anexo.

Efecto de subestimacion de la covarianza

De acuerdo con Houtekamer y Mitchell (1998), cuando se presentan errores derivados de un
tamafio del ensamble pequefio puede generarse un error de subestimacion de la matriz de
covarianza (filter inbreeding). En la simulacion con el EnKF, podemos determinar si existe
subestimacion de la matriz de covarianza a través del cociente Vy/RMSEy (Panzeri et al.,

2014), donde Vy es la varianza de conductividad hidraulica y RMSEy es el error cuadratico
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medio de conductividad hidraulica. En un caso ideal, donde no existe subestimacion de la

matriz de covarianza, el cociente Vy/RMSEy alcanza un valor unitario.

En esta seccion el efecto de subestimacion de covarianza se ilustra mediante asimilacion de
observaciones de 4 derivadas de la referencia 1, y perturbadas con errores gaussianos con
desviacion estandar de 0.05 m, utilizando un tamafio del ensamble de 100, 1000, 2000 y

10,000 realizaciones.

En la Figura 22 se presenta el comportamiento del cociente Vy/RMSEy en cada paso de
asimilacion utilizando 100 realizaciones (linea continua gris), 1000 realizaciones (linea
discontinua azul), 2000 realizaciones (linea continua negra) y 10 mil realizaciones (linea
punteada roja). Los casos con tamanos del ensamble de 100 realizaciones muestran una
relacion VyY/RMSEy muy baja al final de 60 pasos de asimilacion, mientras que al relacion

Vy/RMSEY de los ensambles mayores a 1000 realizaciones ronda la unidad.

La desventaja de utilizar un ensamble muy grande es el gran esfuerzo computacional que se
requiere para la simulacion, en este caso, se aprecia que un ensamble de 2000 realizaciones

puede determinar resultados satisfactorios en torno a la matriz de covarianza del ensamble.
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Figura 22. Evaluacion de la relacion Vy/RMSEYy en cada paso de asimilacion con la
referencia 1 y con diferentes tamafios del ensamble. Los resultados de un tamaio del
ensamble de 100 realizaciones se muestran en linea continua gris, de 1000 realizaciones en
linea discontinua azul, de 2000 realizaciones en linea continua negra y de 10 mil

realizaciones en linea punteada roja.
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Asimilacion de carga hidraulica h

Las Figuras 23 y 24 contienen los perfiles de carga hidraulica (izquierda), conductividad
hidraulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de
asimilacion de 42 y en los pasos 10, 30 y 60 de asimilaciéon de ~# con la referencia 1. En las
figuras se presentan los resultados promedio del algoritmo 1D en linea negra, el promedio
del ensamble asimilado en linea roja, la realizacion de referencia en linea azul, el doble de la
desviacion estandar en linea punteada naranja y los puntos verdes representan las posiciones

de las observaciones.

En la Figura 23 se observa que a medida que se avanza en el tiempo la respuesta del algoritmo
ID (linea negra) es mas parecida al promedio del ensamble asimilado (linea roja). En el
primer paso de asimilacion (Figura 23a) el ensamble promedio asimilado adopta las seis
medidas de % pero presenta notables diferencias en la base del acuitardo con la referencia 1
(linea azul) y la respuesta del algoritmo 1D (linea negra); en este periodo, el ensamble
promedio de Y comienza a mostrar diferencias con el algoritmo 1D y a adoptar la forma de
la referencia 1, sobretodo en la parte inferior del acuitardo (Figura 23b). En la parte inferior
del acuitardo la longitud de los elementos es menor con el algoritmo 1D y el ajuste del
promedio del ensamble asimilado con la referencia 1 es inmediato (Figura 23c). En el
segundo paso de asimilacion, el ensamble promedio tanto de 7 como de Yy de Le, estd més
proximo a la referencia 1, incluso en la parte media del acuitardo (Figura 23d, 23e y 23f). En
el tercer paso de asimilacion, el ensamble promedio de 4 y Le, y la respuesta promedio del
algoritmo 1D coinciden con la referencia 1 en la mayor parte de la columna del acuitardo a

excepcion de algunos nodos en la base (Figura 23g y 23i); en cambio para Y aln se
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encuentran diferencias entre el ensamble promedio, la respuesta promedio del algoritmo 1D

y la referencia 1 (Figura 23h).

En los siguientes pasos de asimilacion (Figura 24), se observa que el ensamble promedio de
h'y Le coincide perfectamente con la respuesta del algoritmo 1D y ambos presentan minimas
diferencias con la referencia 1 (Figura 24a, 24d, 24g, 24c, 24f y 241); en cuanto al ensamble
promedio de Y y la respuesta del algoritmo 1D, se tiene que practicamente se comportan
como la media de la referencia 1 (Figura 24b, 24e y 24h). De esta forma, en el ultimo paso
de asimilacion de / con la referencia 1, se tiene un error cuadratico medio para la carga
hidraulica RMSE; de 0.13 m y un error cuadratico medio para conductividad hidraulica
RMSEY de 1.14 m/s. En general, la banda de confianza disminuye su distancia con respecto
a la media del ensamble, sobretodo en la base del acuitardo y en la posicion de las

observaciones, con cada paso de asimilacion.

Al observar la asimilacion de % con las otras tres referencias, se encuentra el mismo
comportamiento donde hay un ajuste rapido del ensamble medio de la carga hidrdulica en los
primeros pasos de asimilacion y en el tltimo paso de asimilacion, el ensamble medio de la
conductividad hidraulica es practicamente la media mévil de la referencia. En éste tltimo
paso de asimilacion, para la referencia 2 se tiene RMSE,, de 0.14 m y RMSEy de 1.05 m/s;
para la referencia 3 el valor de RMSE; es 0.17 m y RMSEyde 1.17 m/s; en la referencia 4 se

tiene un RMSE), de 0.16 m y RMSEy de 0.84 m/s.
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Figura 23. Resultados de asimilacion de carga hidraulica con la referencia 1. Las figuras a-
b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2 y 3,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 24. Resultados de asimilacion de carga hidraulica con la referencia 1. Las figuras a-
b-c, d-e-f y g-h-1i representan los perfiles 4-Y-Le en los pasos de asimilacion 10, 30 y 60,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Asimilacion de conductividad hidraulica Y

En las Figuras 25 y 26 se tienen los perfiles de carga hidraulica (izquierda), conductividad
hidraulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de

asimilacion de Yy en los pasos 10, 30 y 60 de asimilacién de Y con la referencia 1.

En la Figura 25a se muestra que al asimilar Y, en el primer paso de asimilacion se tiene una
diferencia notable entre el ensamble medio asimilado de % y Le, la respuesta promedio del
algoritmo 1D y la referencia 1 (Figura 25a y 25c). Mientras que en la conductividad
hidraulica, el promedio del ensamble asimilado y la referencia 1 coinciden rapidamente
(Figura 25b). En el segundo periodo de asimilacion de Y, el algoritmo de subsidencia no
lineal 1D predice mayor abatimiento y menor longitud de elemento que la referencia 1, por
lo que el ensamble medio asimilado se mantiene cercano a la referencia 1 (Figura 25d y 25f);
en cuanto al promedio del ensamble asimilado de Y, presenta diferencias minimas con la
referencia 1 y el algoritmo 1D en la base del acuitardo (Figura 25e). En el tercer paso de
asimilacion, la carga hidraulica y deformacion promedio del algoritmo 1D es ligeramente
mayor que el ensamble promedio asimilado y la referencia 1 (Figura 25g y25f); mientras que
en la conductividad hidraulica, el ensamble promedio asimilado coincide perfectamente con
la respuesta promedio del algoritmo 1D, ambos se consideran una aproximacion a la media

de la referencia 1 (Figura 25h).

En las Figuras 26a, 26d, 26g, 26c, 26f y 261, tanto para & como para Le, se observa que el
promedio del algoritmo 1D y el promedio del ensamble asimilado coinciden, ambos se
acercan al comportamiento de la referencia 1 pero sus diferencias aiin son notables. En las
Figuras 26b, 26e y 26h, se observa que la respuesta promedio del algoritmo 1D se ajusta
perfectamente al promedio del ensamble asimilado, y ambos son aproximadamente la media
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de la referencia 1. En el ultimo paso de asimilacion de Y, se tiene un RMSE; de 0.29 m y un

RMSEyde 1.04 m/s.
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Figura 25. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 1. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles 4-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no

lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,

las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacidon estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 26. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 1. Las

figuras a-b-c, d-e-f'y g-h-1 representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,

30y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de

subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la

referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Al observar la asimilacion de Y con las otras tres referencias, se encontrd que hay una buena
aproximacion entre la realizacion de referencia y el promedio del ensamble asimilado de Y.
En el altimo paso de asimilacion, para la referencia 2 se tiene un RMSE, de 0.19 m y un
RMSEYy de 0.99 m/s; para la referencia 3, el RMSE; es 0.17 m y el RMSEy es 1.43 m/s;

finalmente, para la referencia 4 se tiene RMSE; de 0.23 m y RMSEy de 0.97 m/s.

Asimilacion de carga hidrdaulica h y conductividad hidraulica Y

En las Figuras 27 y 28 se presentan los perfiles de carga hidraulica (izquierda), conductividad
hidraulica (en medio) y longitud del elemento (derecha) en los tres primeros pasos de

asimilacion de 4-Y'y en los pasos 10, 30 y 60 de asimilacion de 4-Y con la referencia 1.

En la Figura 27 se observa que en los primeros pasos de asimilacion, el ensamble promedio
asimilado de / y Le se ajusta rapidamente a la referencia 1, manteniendo como distribucion
intermedia a la respuesta promedio del algoritmo 1D. En tanto que el ajuste del ensamble

promedio asimilado de Y con la referencia 1 es relativamente mas lento.

En la Figura 28 se observa que para h, Le y Y, la repuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D coincide perfectamente con el promedio del ensamble asimilado y
en ambos casos, esta distribucion se acerca al promedio de la referencia 1. En el Gltimo paso

de asimilacion, el RMSE; es 0.19 m y el RMSEyes 1.22 m/s.

Al evaluar la asimilacion conjunta de / e Y con otras tres referencias, encontramos que el
promedio del ensamble asimilado se ajusta rapidamente con la realizacion de referencia. En
este caso, para la referencia 2 se presentd en el ultimo paso de asimilacion un RMSE;, de 0.19
m y un RMSEyde 1.12 m/s; para la referencia 3 un RMSE;, de 0.25 y RMSEyde 1.61 m/s; y

para la referencia 4, un RMSE;, de 0.14 m y RMSEy de 0.88 m/s.
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Figura 27. Resultados de asimilacion de carga hidraulica y conductividad hidraulica con la

referencia 1. Las figuras a-b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de

asimilacién 1, 2 y 3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo

de subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul

es la referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 28. Resultados de asimilacion de carga hidraulica y conductividad hidraulica con la
referencia 1. Las figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles 4-Y-Le en los pasos de
asimilacién 10, 30 y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del
algoritmo de subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la
linea azul es la referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion

estandar con respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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En la Tabla 5 se tiene un resumen de la evaluacion de los errores en los tres casos de
asimilacion. En la Tabla 5 se observa que la relacion Vy/RMSEy se encuentra en un rango

de 0.43 a 0.79, lo que indica una subestimacion de la matriz de covarianza del ensamble.

Tabla 5. Evaluacion de errores en /2 y Y en cada caso de asimilacion. R es referencia,
RMSEy es el error cuadratico medio de Y, Vy es la varianza de Y, RMSEj es el error

cuadratico medio de h, Vi, es la varianza de 4.

R| ©80de | pMISEy (mis) | Vy (mis? | Vy/RMSEy | RMSE; (m) | Vi (m)?
asimilacion
h 5 afios 1.14 0.85 0.74 0.13 1.04E-02
| | Y5afios 1.04 0.76 0.73 0.29 3.91E-02
h 5 afios / 1.22 0.75 0.62 0.19 1.71E-02
Y 10 anios
h 5 afios 1.05 0.63 0.60 0.14 6.48E-03
5 | Y5 aiios 0.99 0.78 0.79 0.19 4.53E-02
b5 et 1.12 0.73 0.66 0.19 1.43E-02
Y 10 anos
h 5 afios 1.17 0.84 0.72 0.17 1.05E-02
3 | Y5 aiios 1.43 0.91 0.64 0.17 2.26E-02
h 5 afios / 1.61 0.69 0.43 0.25 1.76E-02
Y 10 anos
% 5 afios 0.84 0.81 0.96 0.16 5.44E-02
4 | Y5afios 0.97 0.94 0.97 0.23 2.60E-02
h 3 aos/ 0.88 0.87 0.99 0.14 | 4.15E-02
Y 10 anos

Calibracion del asentamiento

Con los tres casos de asimilacion anteriores se obtiene también la correccion de la simulacion
del asentamiento total en el acuitardo heterogéneo altamente compresible. En la Figura 29 se
presenta la simulacién del asentamiento corregida con (a, d, g, j) asimilacion de carga
hidraulica 4, (b, e, h, k) asimilacion de conductividad hidraulica Yy (c, f, 1, ) asimilacion de

carga hidréulica 4 y conductividad hidraulica Y. A simple vista se observa que el mejor ajuste
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para la referencia 1 se obtiene asimilando medidas conjuntas de 4 y Y (Figura 29c), en este
caso, la diferencia entre el asentamiento de la referencia 1 y el promedio del ensamble
asimilado en el ultimo paso de asimilacion es -0.04 m, es decir, que el asentamiento se
sobreestima en 1.79%, el RMSE; del ensamble es 0.09 m y la varianza del ensamble es
6.46x10 m?. El caso intermedio para el ajuste del asentamiento con la referencia 1 se
presenta al asimilar medidas de % (Figura 29c¢), con respecto a la referencia 1 se logra una
diferencia de 0.05 m que equivale a subestimar el asentamiento en 2.3%, el RMSE; del
ensamble es 0.09 m y la varianza del ensamble es 6.59x10~ m”. Finalmente, el caso donde
se obtiene el menor ajuste del asentamiento con la referencia 1, se logra al asimilar medidas
de Y (Figura 29b), donde la diferencia entre el asentamiento simulado con la referencia 1y
el promedio del ensamble asimilado es -0.14 m, por lo cual se sobreestima el asentamiento

en 6.7%, el RMSE; del ensamble es 0.16 m y la varianza del ensamble es 7.97x107 m?.

Con respecto a la referencia 2, se obtuvo mejor calibracion del asentamiento al asimilar
medidas de Y (Figura 29¢) y el caso con mayor error se obtuvo asimilando medidasde 2y ¥
(Figura 29f). Cuando se asimilan medidas de Y, la diferencia entre la referencia 2 y el
promedio del ensamble asimilado es casi nula; cuando asimilamos medidas de 4, la diferencia
entre los asentamientos es -0.02 m; y al asimilar medidas de 4 y Y, la diferencia de
asentamientos es 0.11 m. La mayor varianza del ensamble se obtiene asimilando medidas de

h y la menor varianza asimilando observaciones de 4-Y (Tabla 6).

En la referencia 3, se logr6 una mejor calibracion con asimilacion de medidas de 4 y Y (Figura
291), y una calibracion pobre al asimilar medidas de 4 (Figura 29g). En este caso, las
diferencias entre el asentamiento de la referencia 3 y el promedio del ensamble asimilado son

0.05 m para la asimilacién de 4y Y, -0.11 m al asimilar ¥, y -0.14 m al asimilar /4. Para esta
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referencia, la mayor varianza del ensamble se obtiene asimilando medidas de Y y la menor

varianza asimilando medidas de / (Tabla 6).

Para la referencia 4, se observo un caso similar a la referencia 3, donde el mejor ajuste del
asentamiento se obtiene con asimilacion de 4 y Y (Figura 291), y el menor ajuste con
asimilacion de 4 (Figura 29j). Con asimilacion de 4 y Y se obtiene una diferencia entre el
asentamiento determinado con la referencia 4 y el promedio del ensamble asimilado de -0.07
m; con asimilacion de Y la diferencia entre asentamientos es -0.10 m; y con asimilacion de £
la diferencia entre asentamientos es -0.14 m. En la referencia 4, la mayor varianza del
ensamble se obtuvo asimilando observaciones de Y y la menor varianza del ensamble

asimilando medidas conjuntas de /-Y (Tabla 6).

Tabla 6. Evaluacion de errores en asentamiento en cada caso de asimilacion. R es
referencia, Ds es la diferencia entre el asentamiento de referencia y el promedio del
ensamble, es es error porcentual entre el asentamiento de referencia y el ensamble
promedio, Vs es varianza del ensamble de asentamientos y RMSE; es el error cuadratico

medio del asentamiento con respecto a la referencia.

R | Caso de asimilacion Ds (m) es [%] Vs (m)> | RMSE;s (m)
h 5 afios 0.05 2.30 6.59E-03 0.09
1 Y 5 afios -0.14 -6.66 7.97E-03 0.16
h 5 afios / Y 10 afios -0.04 -1.79 6.46E-03 0.09
h 5 afios -0.02 -0.49 1.05E-02 0.10
2 Y 5 afios 0.00 0.05 7.60E-03 0.09
h 5 anos/ Y 10 anos 0.11 3.54 6.75E-03 0.14
h 5 afios -0.14 -8.77 5.58E-03 0.16
3 Y 5 afios -0.11 -7.07 1.21E-02 0.16
h 5 anos/ Y 10 anos 0.05 3.34 8.74E-03 0.11
h 5 afios -0.14 -12.35 7.28E-03 0.16
4 Y 5 afios -0.10 -9.22 9.08E-03 0.14
h 5 anos/ Y 10 anos -0.07 -6.68 6.28E-03 0.11
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Figura 29. Asentamiento total corregido con (a, d, g, j) asimilacion de 4, (b, e, h, k)
asimilacion de Yy (c, f, i, 1) asimilacion de /4 y Y. Cada columna presenta los resultados de
una realizacion de referencia. Las lineas grises representan la respuesta de los miembros del
ensamble, la linea azul el asentamiento generado con la realizacion de referencia, las lineas
punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media y la linea

roja es el promedio del ensamble asimilado.

Al comparar los resultados de las cuatro realizaciones de referencia, se encontr6 que los
mayores errores en el ajuste del asentamiento de referencia y el ensamble promedio se
presentan en las referencias 3 y 4. En el caso de la referencia 3, con varianza inicial de Y=3.89
m?/s?, existen ciertos patrones de heterogeneidad en Y que no se alcanzan a incorporar en el

proceso de asimilacion debido a que la posicion de las medidas no coinciden con ellos,
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sobretodo en la parte superior del acuitardo. En el caso de la referencia 4, con varianza inicial
de Y=0.94 m?/s%, ocurre un caso similar a la referencia 3, donde las posiciones de las medidas
no coinciden exactamente con los cambios marcados de Y, y este contraste esta presente en

la mayor parte de la columna del acuitardo.
Impacto del numero de pasos de asimilacion en la simulacion del asentamiento

En las simulaciones anteriores, se asimilaron medidas durante todo el periodo de interés de
simulacion del asentamiento, es decir, durante 300 afios mediante 60 pasos de asimilacion.
En esta seccion se analiza el impacto que tendria en la simulacion del asentamiento, el utilizar
solo los primeros cinco pasos de asimilacion y dejar que la simulacion con el algoritmo de

subsidencia no lineal 1D continte hasta completar 300 afios.

En la Figura 30 se tiene la simulacion del asentamiento con solamente cinco pasos de
asimilacion de (a, d, g, j) carga hidraulica 4, (b, e, h, k) conductividad hidréaulica Yy (c, f, 1,
1) carga hidraulica % y conductividad hidraulica Y. En la primera columna se tienen los
resultados para la realizacion de referencia 1 (Figura 30a, 30b y 30c). En la Figura 30 se
muestra que en todos los casos, la varianza del ensamble aumenta hasta finalizar la
simulacion. En la primera columna de la Figura 30 (a, b, c) se observa que durante los
primeros tiempos hay un ajuste del promedio del ensamble asimilado que en el caso (30c) lo
lleva a coincidir perfectamente con la referencia 1, pero en los casos (30a) y (30b) se
mantiene menor que la referencia 1. En la segunda columna de la Figura 30 (d, e, f), se
muestra que el ajuste entre la referencia 2 y el ensamble promedio se logra en tiempos
tempranos pero en tiempos largos el ensamble promedio es menor a la referencia 2. El mejor
ajuste para la referencia 2 se obtiene asimilando medidas combinadas /-Y por medio de cinco
pasos de asimilacion (Figura 30f). En la tercer columna de la Figura 30 (g, h, 1), se muestra
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que el ensamble promedio se ajusta mejor a la referencia 3 asimilando medidas de /4, mientras
que en los otros casos, este ajuste se logra solamente en tiempos tempranos. En la cuarta
columna de la Figura 30 (j, k, 1), se observa que el mejor ajuste del promedio del ensamble y
la referencia 4 se logra asimilando medidas combinadas 4-Y y, al igual que en las otras

referencias, las asimilacion de 4 y la asimilacion de Y producen mejores resultados en tiempos

tempranos.
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Figura 30. Asentamiento total corregido con s6lo 5 pasos de (a, d, g, j) asimilacion de 4,
(b, e, h, k) asimilacion de Yy (c, f, 1, 1) asimilacion de 4 y Y. Cada columna presenta los
resultados de una realizacion de referencia. La linea azul representa el asentamiento
generado con la realizacion de referencia, las lineas punteadas naranja son el doble de la
desviacion estandar con respecto a la media y la linea roja es el promedio del ensamble

asimilado.

106



En la Tabla 7 se resumen los errores en el proceso de calibracion del asentamiento utilizando

el EnKF con solo cinco pasos de asimilacion.

Tabla 7. Evaluacion de errores en asentamiento en cada caso de asimilacion. R es
referencia, Ds es la diferencia entre el asentamiento de referencia y el promedio del
ensamble, es es error porcentual entre el asentamiento de referencia y el ensamble
promedio, V; es varianza del ensamble de asentamientos y RMSE; es el error cuadratico

medio del asentamiento con respecto a la referencia.

R | Caso de asimilacién | D (m) es [%] Vs (m)?> | RMSE; (m)
h 5 anos 0.38 18.56 0.21 0.59
1 Y 5 afios 0.18 9.03 0.12 0.39
h 5 anos/ Y 10 anos | 2.97E-03 0.15 0.13 0.36
h 5 afios 0.92 28.56 0.23 1.03
2 Y 5 afios 0.64 20.10 0.11 0.72
h 5 anos/ Y 10 anos 0.49 15.35 0.08 0.57
h 5 afios 0.04 2.69 0.05 0.23
3 Y 5 afios 0.30 19.19 0.04 0.36
h 5 afios / Y 10 afios 0.49 31.29 0.03 0.53
h 5 afios -0.24 -21.55 0.12 0.42
4 Y 5 anos -0.13 -12.27 0.06 0.29
h 5 afios / Y 10 afios -0.07 -6.66 0.10 0.32

En la Tabla 7 se observa que al asimilar medidas de # y dejar correr el algoritmo de
subsidencia no lineal hasta 300 afios, se tiene una diferencia entre el asentamiento simulado
con la referencia 1 y el promedio del ensamble asimilado de 0.38 m con varianza del
ensamble de 0.21 m?. Con la referencia 2, la diferencia entre en promedio del ensamble y el
asentamiento de referencia es 0.92 m y la varianza del ensamble es 0.23 m?. En la referencia

3, el promedio del ensamble difiere del asentamiento de referencia en 0.04 m y la varianza
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del ensamble es 0.05 m?. En la referencia 4, se obtuvo una diferencia con el promedio del

ensamble de -0.24 m y una varianza del ensamble de 0.12 m?.

Si se asimilan medidas de Y en tiempos tempranos y se continua la simulacion, al final de
300 afios se tiene una diferencia de asentamiento con respecto a la referencia 1, de 0.18 m
con varianza del ensamble de 0.12 m?. Con la referencia 2, se obtiene una diferencia entre el
asentamiento de referencia y el promedio del ensamble de 0.64 m con varianza del ensamble
de 0.11 m?. La referencia 3 se difiere del promedio del ensamble en 0.30 m, y en este caso,
la varianza del ensamble es 0.04 m>. Para la referencia 4, el ensamble promedio difiere del

asentamiento de referencia en -0.13 m y la varianza del ensamble fue 0.06 m>.

En el caso de asimilacion de /2y Y en s6lo 5 pasos, al final de una simulacion de 300 afios se
tiene una diferencia entre el asentamiento de la referencia 1 y el promedio del ensamble de
2.97x107 m con varianza de 0.13 m?. Con la referencia 2 se obtuvo una diferencia con el
ensamble promedio de 0.49 m con varianza de 0.08 m?. En la referencia 3, la diferencia entre
el asentamiento de referencia y el ensamble promedio fue 0.49 m con varianza del ensamble
de 0.03 m?. Con la referencia 4, se obtuvo una diferencia entre el asentamiento de referencia

y el ensamble promedio de 0.07 m y una varianza del ensamble de 0.10 m?.

Si se comparan los resultados de las cuatro realizaciones de referencia, se observa que el
mayor error entre el asentamiento de referencia y el ensamble promedio se presenta en la
referencia 2, asimilando medidas de 4 (Figura 30d), con error maximo de hasta 0.92 m que
representa una subestimacion del asentamiento de 28%. La referencia 2, posee la mayor
varianza inicial de Y, con 4.35 m?/s?, por lo que se concluye que la capacidad predictiva se
ve afectada por una varianza inicial en la realizacion de referencia mayor a la asignada al
ensamble inicial de Y (4.01 m?/s?).
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Por otro lado, los errores mas bajos en la simulacion y calibracion del asentamiento se
obtienen al asimilar medidas combinadas de 4-Y con las referencias 1, 2 y 4, mientras que
para el caso de la referencia 3 se obtienen errores menores en la simulacion y calibracion del

asentamiento al asimilar medias de 4.

Conclusiones

Para enfrentar la alta no linealidad de la ecuacién de flujo y consolidacion 1D durante la
implementacion del EnKF, se propuso actualizar estados (carga hidraulica / y longitud del
elemento Le) y parametros (Y) en cada paso de asimilacion. A diferencia de Chang et al.
(2009) donde en cada asimilacion actualizan parametros, utilizan un método iterativo para
corregir estados (manteniendo consistente la fisica del fenomeno), reinician el tiempo de

simulacion para avanzar al siguiente paso de tiempo y nuevamente corregir parametros.

En el caso sintético elaborado se carece de observaciones de asentamiento (o longitud vertical
en cada elemento de la malla Le) por lo que para corregir la simulacién de asentamiento
solamente se utiliz6 (indirectamente) la matriz de covarianza del ensamble (4, Yy Le). Esta
opcion generd buenos resultados de acuerdo a los valores de RMSEs, en torno al ensamble

medio asimilado y su referencia, que se presentaron en un rango de 0.09 a 0.16 m.

Con la implementacion del EnKF propuesta se encontrd6 una buena aproximacion al
asentamiento de referencia asimilando solamente medidas de 4 durante episodios que cubren
todo el periodo de interés, en este caso 300 afios. En cambio, si durante el periodo de interés
se asimilan medidas solamente en los primeros 5 pasos de asimilacion, la mejor alternativa

para corregir el asentamiento se presenta asimilando medidas de A-Y. En este caso, si la
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referencia utilizada tiene mayor varianza inicial de Y que el ensamble inicial de Y, se

producen errores grandes en la calibracion del asentamiento promedio.

Con respecto a la evaluacion de errores en el proceso de asimilacidn, se encontro que los tres
casos de asimilacion presentan cierto grado de subestimacion de la matriz de covarianza del
ensamble, ya que la relacion VY/RMSEy determiné valores entre 0.43 y 1.0. Lo anterior se
debe a un valor alto en el RMSEy que indica que no hay buena aproximacion a la referencia.
Por ejemplo en la referencia 1, al asimilar medidas conjuntas de /-7, en el Ultimo paso de
asimilacion (Figura 28h) se aprecia que en posiciones z entre 8 y 9 m, el ensamble promedio

de Y no coincide con la referencia debido a la ausencia de medidas en esas posiciones.

En conclusion, la desventaja de la aplicacion del EnKF para la calibracion del asentamiento
en acuitardos heterogéneos altamente compresibles puede ser en el nimero y posicion
vertical de las observaciones. La ventaja es que proporciona una simulacion sistematica que
concluye con un valor medio o esperado para el asentamiento asi como una medida de
incertidumbre, ambos corregidos a partir de los pardmetros de referencia, en un ejemplo real

a partir de datos de campo.
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Capitulo 7

Estrategias para mejorar la asimilacion de datos con el EnKF en acuitardos

heterogéneos altamente compresibles

Introduccion

En este capitulo se investiga el efecto del nimero de observaciones y tamafio del ensamble
en la calibracion del asentamiento mediante el EnKF. La simulacién del asentamiento se
realiza mediante un modelo de flujo y consolidacion 1D en acuitardos heterogéneos
altamente compresibles. Se utiliza un modelo sintético del acuitardo de la Ciudad de México,
donde las fronteras son cargas hidraulicas conocidas, y los estadisticos de los parametros se
asignaron con ayuda de una revision previa de la literatura. De acuerdo a Zapata-Norberto et
al. (2018) el parametro que tiene mayor influencia en la simulacion del asentamiento es K,
por esa razon en esta investigacion se trata como variable aleatoria. Se utiliza el EnKF como
método de calibracién del modelo de subsidencia no lineal 1D. En el EnKF se asimilan
medidas de 4 e Y cada 5 y 10 afios, respectivamente por medio de 60 pasos de asimilacion.
Las simulaciones fueron evaluadas mediante el cociente Vy/RMSEy que indica si existe un

error de subestimacion de la matriz de covarianza del ensamble.

Meétodos

El algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el método numérico para su resolucion, el
algoritmo del filtro de Kalman ensamblado y su estrategia de implementacion para esta

investigacion, fueron descritos en el Capitulo 3.
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Para esta simulacion, se construy6 una malla con 118 nodos de 0.127 m de distancia nodal
(DN). EI tiempo total de simulacion fue 300 afios. Por otro lado, la no linealidad de la
ecuacion fue abordada por un método predictor-corrector y el paso de tiempo fue restringido

a 1 dia aproximadamente para evitar grandes cambios en los pardmetros.

Caso de estudio

Se utiliza el caso sintético de estudio desarrollado en el Capitulo 6, el cual se basa en el
ejemplo de Rudolph y Frind (1991) de un acuitardo de 15 m de espesor. En este caso,
tratamos la conductividad hidrdulica como variable aleatoria y los parametros restantes como

deterministas y cuya distribucion a profundidad se proporciona en la Figura 31.
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Figura 31. Caso de estudio (adaptado de Rudolph y Frind, 1991). Los puntos verdes
simbolizan la posicion de las observaciones, en este Capitulo el nimero de observaciones

son variables.
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Heterogeneidad en K

Se aplico el método de Simulacion Secuencial Gaussiana implementado en el paquete
RandomFields (Schlater ef al., 2016) en R (R Core Team, 2018) para generar 100, 1000,
2000 y 10,000 realizaciones de Y (In K). En este método se indic6 covarianza exponencial,
escala integral de 2.1 m, media cero y varianza de 4.01 m?/s>. La media de las realizaciones
de Y fue reescalada para tomar la media del caso determinista (Figura 31, linea roja) y

consideradas como Y inicial en el algoritmo no lineal de subsidencia 1D.
Observaciones para EnKF

Con el método anteriormente descrito se generd una realizacion de Y (In K) con los mismos
atributos estadisticos de las realizaciones. Esta realizacion sirvié como perfil inicial de K en
el algoritmo de subsidencia no lineal 1D, el cual gener¢ la simulacion de referencia. De esta
simulacion de referencia se extrajeron medidas de /# y Y cada 5 afos. Las observaciones de /4
y Y se perturbaron mediante errores gaussianos con desviacion estandar de 0.05 my 0.5 m/s,

respectivamente.

El ntimero de observaciones fue elegido, variando la distancia de separacion entre posiciones
para asimilar medidas. De esta manera, al utilizar una distancia de 1.0 m se dispone de 12
posiciones, si utilizamos 1.5 m de distancia de separacion se producen 8 posiciones, al elegir
2.1 m de distancia de separacion entre medidas se establecen 6 posiciones y con 2.5 m de
separacion entre medidas se generan 5 posiciones; todas ellas distribuidas uniformemente en
la coordenada vertical. En todos los casos, utilizamos observaciones de 4 cada 5 afios y
observaciones de Y cada 10 afios, ademas, los conjuntos de medidas, disponen posiciones

intercaladas de 2y Y.
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Finalmente, para descartar que el tamafio del ensamble sea la causa principal de errores en el
proceso de asimilacion, utilizamos un incremento en el nimero de miembros del ensamble
de 100, 1000, 2000 y 10,000 miembros. Para el desarrollo de este caso, se utilizd un conjunto

de observaciones de 6 elementos intercalados de 4y Y.

Resultados y discusion

Efecto del numero de observaciones

En la Figura 32 se presenta el asentamiento corregido asimilando un nimero diferente de
medidas. En la Figura 32, se presenta el nimero de medidas utilizadas para la correccion del
asentamiento en orden descendente: a) asimilacion de 12 medidas conjuntas de 4 y Y, b)
asimilacion de 8 medidas de 4 y Y, ¢) asimilacion de 6 medidas de 4 y Y, d) asimilacion de 5
medidas de # y Y, y asimilaciéon de 4 medidas de # y Y. En la figura, las lineas grises
representan los resultados de cada miembro del ensamble, la linea roja es el promedio del
ensamble, la linea azul es la simulacion de referencia y la linea discontinua naranja es el
doble de la desviacion estandar con respecto al promedio del ensamble. En la Tabla 8 se
presenta la evaluacion de errores en el proceso de asimilacion para el ultimo paso de

asimilacion.

En general para el asentamiento, se observa que al utilizar un nimero de medidas mas grande,
se obtiene menor error entre el asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, menor
varianza del ensamble (Tabla 8) y un rapido ajuste entre el asentamiento de referencia y la
media del ensamble desde tiempos tempranos y a lo largo de la simulacion (Figura 32). En
cuanto a carga hidraulica /# y conductividad hidraulica Y, también se observa que a medida

que disminuye el nimero de medidas, aumenta el RMSE vy la varianza del ensamble (Tabla
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8). En el caso de Y, se observa que conforme disminuye el nimero de medidas, aumenta la
relaciéon Vy/RMSEy, es decir, disminuye el error de subestimacion de la matriz de covarianza

del ensamble.
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Figura 32. Asentamiento total corregido con (a) 12 medidas de 4-Y, (b) 8 medidas de 4-7,
(c) 6 medidas de 4-Y, (d) 5 medidas de /#-Y y (e) 4 medidas de A-Y. La linea azul representa
el asentamiento generado con la referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la
desviacion estandar con respecto a la media y la linea roja es el promedio del ensamble

asimilado.
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Tabla 8. Evaluacion de errores al final de la simulacion en cada caso de asimilacion.

RMSEYy es el error cuadratico medio de la conductividad hidraulica, Vy es varianza del

ensamble de conductividad hidraulica, VY/RMSEYy es el cociente que evalua la

subestimacion de la covarianza de Y, RMSE; es el error cuadratico medio de la carga

hidraulica, Vi es varianza del ensamble de carga hidraulica, Ds es la diferencia entre el

asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, e error porcentual entre el

asentamiento de referencia y el ensamble promedio, Vs es varianza del ensamble de

asentamientos y RMSE; es el error cuadratico medio del asentamiento con respecto a la

referencia.
Numero de medidas 12 8 6 5 4
RMSEy (m/s) 0.96 0.89 1.22 1.17 1.11
Vy (m/s)? 0.31 0.54 0.75 1.00 1.23
Vy/RMSEy 0.33 0.61 0.62 0.86 1.11
RMSE} (m) 0.12 0.11 0.19 0.10 0.18
Vi (m)? 3.82x10°  7.13x10°  1.71x102  1.28x102  3.26x107
Ds (m) -0.06 -0.14 -0.04 -0.13 -0.13
es [%] -2.88 -6.96 -1.79 -6.23 -6.26
Vs (m)? 9.53x10%  1.92x10°  6.46x10°  7.77x10°  1.46x10?
RMSE; (m) 0.07 0.15 0.09 0.15 0.18
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Efecto de tamaiio del ensamble

La Figura 33 muestra la correccion del asentamiento con asimilacion de 6 medidas de 4-Y'y
tamano del ensamble de (a) 100 realizaciones, (b) 1,000 realizaciones, (c¢) 2,000 realizaciones
y (d) 10,000 realizaciones. En la Tabla 9 se presenta la evaluacion de errores en el Gltimo

paso de asimilacion.

En la Figura 33 se observa que hay un incremento de la incertidumbre alrededor del ensamble
medio con el incremento del tamafio del ensamble; asi, para un ensamble de 100 realizaciones
hay una varianza del asentamiento de 8.27x10* m? y para un ensamble de 10,000
realizaciones hay una varianza de 7.12x107* m?. También hay buena correspondencia entre
el promedio del ensamble y la referencia, con una ligera sobreestimacion del asentamiento.
De acuerdo a la Tabla 9, la diferencia entre el ensamble de referencia y el promedio del
ensamble disminuye al aumentar el tamafio del ensamble, y genera errores porcentuales en
un rango de -1.34% (para 10,000 realizaciones) hasta -2.01% (para 100 realizaciones), que

corresponden con un RMSEs de 0.09 m y 0.05 m, respectivamente.

En la Tabla 9 también se muestra que el RMSE disminuye y la varianza de ¥ aumenta con el
tamafio del ensamble, por consiguiente, la relacion Vy/RMSEy también aumenta, y esto
indica que se disminuye el efecto de subestimacion de la matriz de covarianza del ensamble.

En el caso de 4, el valor del RMSE y la varianza aumentan con el tamafio del ensamble.
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Figura 33. Asentamiento total corregido con 6 medidas de 4-Y y un ensamble de (a) 100
realizaciones, (b) 1,000 realizaciones, (c) 2,000 realizaciones y (d) 10,000 realizaciones. La
linea azul representa el asentamiento generado con la referencia 1, las lineas punteadas
naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media y la linea roja es el

promedio del ensamble asimilado.
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Tabla 9. Evaluacion de errores en el ultimo paso de asimilacion con diferente tamafio del
ensamble. RMSEy es el error cuadratico medio de la conductividad hidraulica, Vy es
varianza del ensamble de conductividad hidraulica, VY/RMSEy es el cociente que evalua la
subestimacion de la covarianza de Y, RMSE; es el error cuadratico medio de la carga
hidraulica, Vi es varianza del ensamble de carga hidraulica, Ds es la diferencia entre el
asentamiento de referencia y el promedio del ensamble, e error porcentual entre el
asentamiento de referencia y el ensamble promedio, Vs es varianza del ensamble de

asentamientos y RMSE; es el error cuadratico medio del asentamiento con respecto a la

referencia.
Tamarfio del ensamble . 109 1 ’OO.O .2’00.0 1.0’0(.)0
realizaciones realizaciones realizaciones realizaciones
RMSEy (m/s) 1.55 1.17 1.22 1.18
Vy (m/s)? 0.08 0.69 0.75 0.94
Vy/RMSEy 0.05 0.59 0.62 0.80
RMSE; (m) 0.17 0.14 0.19 0.16
Vi (m)? 6.89x10™* 1.12x107 1.71x107 1.97x107
Ds (m) -0.04 -0.04 -0.04 -0.03
es [%0] -2.01 -1.85 -1.79 -1.34
V; (m)? 8.27x10* 6.23x107 6.46x107 7.12x107
RMSE; (m) 0.05 0.09 0.09 0.09
Conclusiones

En esta seccion se experimentd con el nimero de medidas a asimilar por medio del EnKF, se
encontro que a medida que se disminuye el nimero de observaciones de 4-Y aumentan el
RMSE vy la varianza de 4 y Y debido a que la ausencia de medidas provoca una pobre

estimacion en determinadas posiciones verticales. Lo anterior, conlleva a un error en la
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calibracion del asentamiento a través de la matriz de covarianza del ensamble, por lo que

también se observa disminuciéon del RMSE vy la varianza del ensamble.

En la investigacion del efecto del tamafio del ensamble con 6 observaciones de 4-Y se
encontr6 que el RMSE tanto de /# y como de Y aumenta de manera casi imperceptible pero la
varianza de ambos si presenta un aumento notable. Lo anterior genera un aumento de la
relacion Vy/RMSEYy, que indica una disminucion del efecto de subestimacion de la matriz de
covarianza del ensamble. Con una mejor representacion de la matriz de covarianza del
ensamble se mejora la estimacion del asentamiento, por tanto, al aumentar el tamafio del
ensamble también se disminuye el error porcentual entre el asentamiento de referencia y la
media del ensamble, por otro lado, se aumenta la varianza del asentamiento. Ademas, se
observa que las diferencias entre la referencia y los resultados del ultimo paso de asimilacion
con un ensamble de 2 mil realizaciones y un ensamble de 10 mil realizaciones son casi

imperceptibles.

Finalmente, para optimizar los resultados de la calibracion del asentamiento y su
incertidumbre asociada mediante asimilaciéon de datos con el EnKF, se puede utilizar un

ensamble de 2,000 realizaciones y un conjunto de 6 medidas de 4-Y.
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CONCLUSIONES GENERALES

La aplicacion del algoritmo de subsidencia no lineal 1D permitié simular el flujo y
consolidacion en el acuitardo a escala de algunos centimetros hasta metros; ademas
proporciona un analisis de la evolucion de los pardmetros hidraulicos y geomecanicos a dicha
escala y durante un periodo de simulacion largo (hasta 300 afios). La posible desventaja del
algoritmo radica en que es un modelo desacoplado del acuifero, sin embargo, acoplarlo a un
modelo 2D o 3D de un acuifero subyacente es completamente factible y puede ser un topico

a explorar en un trabajo futuro.

En la simulacion del asentamiento de acuitardos altamente compresibles y su incertidumbre,
se encontrd que la conductividad hidraulica es el parametro que méas contribuye a la varianza
(y por ende a la incertidumbre) en la simulacién del asentamiento, ya que tiene la varianza
mas notable, cuya magnitud alcanza ordenes en escala logaritmica. Adicionalmente, se
encontrd que el caso determinista de Rudolph y Frind (1991) subestima la simulacion del

asentamiento, sobretodo en tiempos largos de simulacion.

Se encontrd que al utilizar dos variables aleatorias correlacionadas en la simulacion del
asentamiento y su incertidumbre, el promedio del ensamble y su incertidumbre asociada
aumentan con el coeficiente de Spearman utilizado para determinar la correlacion de los
parametros en copulas normales bivariadas. De esta forma, una correlacion negativa Y-Cc
presenta menor asentamiento e incertidumbre, mientras que una correlacion positiva Y-C.

tiene mayor asentamiento e incertidumbre asociada.

Al comparar los casos que consideran simulaciones con una variable aleatoria y dos variables

aleatorias, se encuentra que el caso con correlacion nula Y-C. presenta resultados similares
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al caso con s6lo Y aleatoria. Lo anterior se debe a que la varianza inicial de Y es predominante

en ambos casos.

Por otro lado, se encontr6 que en la simulacion del asentamiento con dos variables aleatorias

se presenta un aumento de la incertidumbre al aumentar la escala integral.

La ventaja de utilizar copulas normales bivariadas es que simulan la correlacion entre
parametros, en este caso utilizamos conductividad hidraulica Yy el indice de compresion Ce,
mientras que en otros casos de simulacion de asentamiento, se utilizan que el coeficiente de
consolidacion ¢, (Xiaoyong y Liaoqi, 2010), el volumen de compresibilidad m, (Huang et
al., 2010; Chenari y Noori, 2006) o el mddulo eléstico (Badaoui et al., 2007) junto con la

permeabilidad como variables aleatorias independientes y no correlacionadas.

En la aplicacion del filtro de Kalman ensamblado EnKF, se propuso un vector estado
compuesto por carga hidraulica, logaritmo de conductividad hidraulica y longitud del
elemento en la malla {4, Y, Le}. Se encontrd que al actualizar estados y pardmetros en cada
paso de asimilacion, se obtiene un analisis consistente con el asentamiento. Por otro lado,
para la correcciéon del asentamiento solamente se utilizd la matriz de covarianzas del

ensamble en ausencia de observaciones de desplazamientos verticales.

En este caso, no fue necesario realizar una serie de iteraciones adicionales al modelo de
subsidencia no lineal 1D para ajustar y corregir los parametros restantes como se menciona
en Chong et al. (2009). En la simulacion, utilizamos la carga hidraulica corregida, en el
siguiente paso de tiempo, para determinar nuevamente el abatimiento con su correspondiente
esfuerzo efectivo y corregimos la relacion de vacios, el diferencial de conductividad

hidraulica y el coeficiente de almacenamiento especifico.
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Con respecto al conjunto de medidas, se propuso utilizar observaciones de estados (carga
hidraulica £), parametros (logaritmo de conductividad hidraulica Y) y medidas combinadas
de los anteriores. Se encontr6 que cuando se asimilan medidas mediante 60 pasos de
asimilacion cada 5 afos, se obtienen mejores resultados al asimilar observaciones de /. Pero
si solo utilizamos los primeros 5 pasos de asimilacion (un paso cada 5 afios) y dejamos que
la simulacion continte hasta completar 300 afios (es decir, 55 pasos sin incorporar medidas),

se obtienen mejores resultados del asentamiento asimilando medidas combinadas de 4y Y.

En un esfuerzo por mejorar la calibracion del asentamiento incorporando observaciones por
medio del algoritmo del EnKF, se utilizaron diferentes distancias en las posiciones de las
observaciones. De esta manera, se simularon casos de asimilacién que utilizaron 12, 8, 6, 5
y 4 observaciones combinadas de /2 y Y. Con estas simulaciones se determin6 que la distancia
entre las observaciones de / y Y utilizadas en conjunto debe ser aproximada a la escala
integral (caso de 6 medidas) para evitar errores de subestimacion en la matriz de covarianza
y un error porcentual pequefio entre el asentamiento medio y su referencia. Por otro lado, en
ensayos de asimilacion con diferentes tamafios del ensamble, se determind que un ensamble

de 2,000 realizaciones es suficiente para proporcionar resultados 6ptimos.
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LIMITACIONES Y MODIFICACIONES POSTERIORES

En cuanto al algoritmo de subsidencia no lineal 1D, la principal limitacion es que las fronteras
estan desacopladas, es decir que no simulan la interaccion del flujo en el acuitardo y los
acuiferos. Esto se implemento asi en este trabajo por simplicidad computacional. Ya Neuman
et al. (1982) demostraron que acoplar este algoritmo en un modelo cuasi 3D es
completamente factible. En este ejercicio deben considerarse los ciclos de descompresion
(disminucion del esfuerzo efectivo) donde debe usarse el coeficiente de recompresion C,., de
manera que se simule la respuesta elastica del medio poroso. Esta modificacion servira para
analizar el efecto de fluctuaciones ciclicas por efectos ambientales (recarga variable, por

ejemplo) asi como estrategias de inyeccion de agua para disminuir el efecto de la subsidencia.

Con respecto al EnKF, seria conveniente considerar dos variables aleatorias para darle
seguimiento al caso con variables correlacionadas. En este caso debera modificarse el vector
estado y/o el algoritmo de subsidencia no lineal 1D para poder obtener la evolucion de Ce en

el tiempo.

Con respecto al modelo conceptual del acuitardo del valle de México en que se basa este
trabajo, debe tenerse en cuenta que se presentd una simplificacion de la unidad arcillosa
superior, en una columna de 15 m, y que corresponde a un modelo determinista presentado
por Rudolph y Frind (1991). Los sedimentos lacustres en el valle de México alcanzan 300 m
de espesor en algunas zonas (Ortega-Guerrero et al., 2015; Ortega-Guerrero et al., 2017)
donde las propiedades geomecdnicas cambian a profundidad y donde se encuentran
sedimentos menos compresibles. Para poder simular los 13.5 m de asentamiento acumulado
se necesita una representacion mas completa de las diferentes porciones del acuitardo
representando adecuadamente el espesor y la estratigrafia. Los resultados de esta tesis
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demuestran que es posible aproximar los cambios temporales (dependientes del cambio en el
esfuerzo efectivo) y la variabilidad vertical de los parametros hidrogeologicos. En trabajo
futuro se prevé investigar la capacidad del algoritmo en medios estratificados.
Adicionalmente, ésta representacion debe incluir un esfuerzo para reproducir asentamientos
observados en campo deberd contener medidas a profundidad y en diferentes tiempos del
esfuerzo efectivo, relacion de vacios o porosidad, indices de compresion y recompresion,
permeabilidad, presion hidrostatica, asentamientos, historial de extraccion del acuifero y/o
profundidad, etc. Ademas, debe tenerse en cuenta que la extraccion del agua subterranea se
lleva a cabo desde hace mas de 100 afos y durante ese tiempo el acuitardo ha sufrido estrés,

asi que las condiciones iniciales y de frontera son complejas.

Por otro lado, para probar la metodologia completa con el EnKF, se requieren medidas de
campo ya sean de carga hidraulica / y/o conductividad hidréaulica Y. Para el caso con datos
de campo, debera realizarse una modificacion que incluya medidas de asentamiento. Debido
a que la escala es de centimetros a metros, deberan utilizarse observaciones de asentamientos
derivadas de bancos de nivel profundos y éstas pueden complementarse con las magnitudes

de asentamientos determinados de técnicas de percepcion remota (InSAR).
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ANEXO

ASIMILACION DE DATOS CON EL FILTRO DE KALMAN ENSAMBLADO
EnKF EN ACUITARDOS HETEROGENEOS ALTAMENTE COMPRESIBLES
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Figura 23.2. Resultados de asimilacion de carga hidraulica con la referencia 2. Las figuras
a-b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2y 3,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 24.2. Resultados de asimilacion de carga hidraulica con la referencia 2. Las figuras
a-b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles 4-Y-Le en los pasos de asimilacion 10, 30 y 60,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacidon estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 23.3. Resultados de asimilacién de carga hidraulica con la referencia 3. Las figuras
a-b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles 4-Y-Le en los pasos de asimilaciéon 1,2y 3,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacidon estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
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Figura 24.4. Resultados de asimilacion de carga hidraulica con la referencia 3. Las figuras
a-b-c, d-e-f'y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 10, 30 y 60,
respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 25.2. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 2. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2 y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 26.2. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 2. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,
30y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la
referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 25.3. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 3. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 26.3. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 3. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,
30 y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la
referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 25.4. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 4. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2 y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacidon estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 26.4. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 3. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,
30 y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la
referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 27.2. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 2. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2 y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no

lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,

las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 28.2. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 2. Las

figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 27.3. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 3. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacidon estandar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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Figura 28.3. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 3. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,
30 y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la
referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.

152



Referencia 4

L 2 2
& g B b B ¢
E” E" &
N © N © N ©
g ™ Lot
o [=] o
0 1 2 3 4 5 35 .30 -25 20 -15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)
] 2 o
» d o e N f
E” E® E”
N © N © N ©
o« o™ Ly}
o o o
0o 1 2 3 4 5 -35 -30 25 -20 -15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)
- L o
g 9 o B g '
E" E/7 E”
N © N © N o©
L] ™ ™
o o o
0 1 2 3 4 5 35 30 -25 20 -15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)

Figura 27.4. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 4. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /-Y-Le en los pasos de asimilacion 1,2 y

3, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de subsidencia no
lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la referencia 1,
las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estdndar con respecto a la media

y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.

153



L 2 2
. a " b & c
E" E " &
N © N ®© N ©
g ™ L]
k= Q o
0o 1 2 3 4 5 35 30 -25 20 -15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)
w ‘;‘3 {'e]
o d o € o f
- _— (=] — (=]
E” € £
N © N © N ©
o« m [y}
o o o
0 1 2 3 4 5 -35 -30 -25 -20 15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)
- L -
& 9 o " o ;
E” E” E”
N © N © N o
o] [3¢] ™
o o o
0 1 2 3 4 5 -35 -30 -25 -20 -15 -10 0.050 0.100 0.150
dh (m) In K (m/s) Le (m)

Figura 28.4. Resultados de asimilacion de conductividad hidraulica con la referencia 4. Las
figuras a-b-c, d-e-f y g-h-i representan los perfiles /#-Y-Le en los pasos de asimilacion 10,
30y 60, respectivamente. La linea negra es la respuesta promedio del algoritmo de
subsidencia no lineal 1D, la linea roja es el ensamble promedio asimilado, la linea azul es la
referencia 1, las lineas punteadas naranja son el doble de la desviacion estandar con

respecto a la media y los puntos verdes son las posiciones de las medidas.
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