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Introduccion

La teoria de los grupos fuchsianos y kleinianos ha sido un tema central en
las matemdticas durante los ultimos cincuenta anos. Estos grupos incluyen
al grupo clasico modular, sus subgrupos y sus extensiones kleinianas; temas
fascinantes que conectan a muchas areas de la matematica tedrica. A raiz de
los trabajos de Thurston la topologia de las variedades de dimension tres se
enriquecio al mostrarse que una familia muy grande de estas tiene estructura
hiperbdlica, es decir, que se obtiene de acciones de grupos kleinianos. Mas
aun, los grupos aritméticos se vinculan fuertemente con la geometria y la
topologia de las variedades de dimension tres (cf. [7]). Unas dreas dan luz a
otras y viceversa: dlgebra, teoria de nimeros, topologia, variable compleja y
geometria van, en este ambito, en el mismo camino.

En la presente tesis se describen y prueban varios resultados que, junto
con otros demostrados en [1] y [9], constituyen un conjunto de argumentos
que otorgan validez al Teorema de Yamada. Marden probo6 que existian cotas
universales para la funcién desplazamiento para un grupo fuchsiano G de
rango 2, generado por transformaciones g y h. Yamada afiné este resultado y
probo que una cota universal es 0.1318... y se alcanza con el grupo triangular
(2, 3, 7) (véase Teorema 4.0.9). Se toman dos parametros para las cotas
universales de la funcién desplazamiento: M (g, h) que es el infimo de los
maximos en cada punto y P(g, h) el infimo de los productos (cf. p. 37). Los
casos que se demuestran a detalle son los correspondientes a grupos generados
por dos transformaciones hiperbélicas, ya sea que sus ejes se crucen (Teorema
4.0.1) o no (Teorema 4.0.4), y por una hiperbdlica y una eliptica (Teorema
4.0.8). Otras situaciones aparecen en [1] y mds detalladamente en [9]. El caso
correspondiente a dos transformaciones hiperbdlicas cuyos ejes se intersecan
es particularmente importante y sofisticado como se puede observar en la
clasificacién de los grupos fuchsianos de rango 2 en el libro de Gilman, [3].

El Teorema 4.0.1 enriquece el resultado que aparece en [1]. pp. 316, 317,
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ya que muestra que la cota inferior de 1/2 inicamente puede no ser respetada
por cuatro grupos triangulares, en contraste con lo expuesto por el autor Alan
Beardon, quién senalaba una familia infinita de estos grupos. Dicho teorema
se basa profundamente en el analisis de grupos fuchsianos generados por tres
elementos elipticos de orden 2. Es por ello que a pesar de que las ideas del
Capitulo 3 y, mas especificamente, el Teorema 3.0.1 fueron tratadas a detalle
en [10] (y también aparecen en [1]) resulté necesario incluirlas, aunque de
manera resumida.

En el Capitulo 2 se prueba otro teorema de gran utilidad y que generaliza
de cierta manera al teorema de Poincaré: si se tiene un poligono con cerradura
compacta y apareamientos de lados de tal manera que el grupo generado
es discreto, entonces el area de dicho poligono es igual a k veces el area
de la superficie de Riemann (cf. Teorema 2.0.3). La demostracién expuesta
en el presente trabajo enriquece la prueba proporcionada en [1], pues se
incluye un andlisis minucioso para los vértices del poligono. Cabe senalar
que dicho resultado favorece el entendimiento de los grupos generados por
tres transformaciones elipticas de orden 2.

El contenido de esta tesis se apoya en el uso de diversas herramientas
y avanzadas técnicas relacionadas con la teoria de grupos fuchsianos y con
la geometria hiperbdlica en general, las cuales aparecen a lo largo del li-
bro de Alan Beardon, [1]. Entre las herramientas antes mencionadas se pue-
den destacar ciertos resultados de la geometria de cuadrildteros, pentagonos,
hexagonos; trigonometria hiperbdlica; dreas de poligonos hiperbdlicos asi co-
mo la signatura de grupos fuchsianos, el producto inversivo, resultados de la
funcién desplazamiento, el teorema de Poincaré y algunos resultados sobre
grupos triangulares.
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CAPiTULO 1

Preliminares

1.1. Transformaciones de Mobius

Las funciones de variable compleja de la forma

_az+b
ez 4d

9(2)

donde a,b,c,d son nimeros complejos y ad — bc # 0, reciben el nombre de
transformaciones de Mobius y estan definidas en todos los puntos del plano
complejo extendido. Es bien sabido que a estas funciones se les asocian ma-
trices de la forma

<a b), a,b,c,d € C, ad—be=1.
c d

Al grupo formado por tales matrices se le denota por SL(2,C) y puede pro-
barse que su centro consiste de las matrices +1d. El cociente de dicho grupo
sobre su centro es el grupo proyectivo especial lineal y se le denota por
PSL(2,C). En [6] pp. 8-12, se prueba que el grupo PSL(2,C) es isomorfo
al grupo de transformaciones de Mdbius complejas. Al subgrupo de matrices
en SL(2,C) con entradas reales se le denota por SL(2,R). La misma prueba
del caso complejo es aplicable para mostrar que el centro de este grupo es
+1d y que se puede identificar a las transformaciones de Md&bius definidas
por estas matrices con el cociente de SL(2,R) sobre su centro, a este iltimo
grupo se le denota por PSL(2,R).

De la forma de las transformaciones de MObius se observa que éstas poseen
al menos un punto fijo en C. Mds aun, si una de tales transformaciones es

1



2 Preliminares

distinta de la identidad entonces tiene a lo més dos puntos fijos. De lo anterior
surgen las definiciones que conforman una clasificacion para estas funciones.

Definicién 1 Sea g una transformacion de Mibius que fija exactamente un
punto en C, entonces a g se le llama parabdlica.

Es un hecho conocido que las transformaciones parabdlicas son conjugadas
en PSL(2,C) a traslaciones. Incluso cualquiera de estas transformaciones es
conjugada a la traslaciéon z —— z + 1. Las transformaciones que no son
parabdlicas son conjugadas en PSL(2,C) a transformaciones de la forma
z— az,a € C.

Definicién 2 Sea g una transformacion en PSL(2,C) que fija exactamente

dos puntos en C. Supdngase que g es conjugada en PSL(2,C) a la transfor-
macion z — az. Entonces:

(i) si|lal =1, a g se le llama eliptica;
(i) si « € RY, a g se le llama hiperbdlica;
(ii7) si|a| £ 1 ya g RY, ag sele llama lozodrdmica.

Para las transformaciones elipticas, es posible expresar el coeficiente «
como € con 0 € [0,27), pues éste tiene norma unitaria. El real 0 es el
angulo de rotacién de la transformacion.

Para finalizar esta seccion es conveniente mencionar que en algunas partes
del presente trabajo se hara referencia a la traza de una transformacién.

Definicién 3 Sea g € PSL(2,C) dada por

(2) az+b
2) = ——
g cz+d
se define la traza de g como
d
tr(g) = £—t

Vad — be

Cabe mencionar que las transformaciones de M&bius también pueden clasi-
ficarse de acuerdo con su traza (véase [6], pp. 40,41).
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1.2. La métrica hiperbdlica

En esta seccion se presenta la métrica utilizada en los modelos del semi-
plano superior y del disco de Poincaré para el plano hiperbélico. Es necesario
comenzar introduciendo el concepto de densidad:

Definicion 4 Sea A una region en R™. Una densidad en A es una funcion
continua X : A — RT.

Una densidad A (en una regiéon A) permite medir la longitud de una curva
v de clase C! en A, a través de la llamada M-longitud de +, la cual se define
como

() = / A (E)I (1),

donde 7 : [a,b] — A. Es posible extender esta definicién, de manera natural,
a curvas de clase C'! por tramos. Esta medicién de curvas permite, a su vez,
medir la distancia entre dos puntos.

Definicion 5 Sea A una densidad en una region A y zy, zo puntos en A. Se
define la A-distancia de z1 a zo como

pa(z1, 22) = fgf (),

donde el infimo es sobre todas las curvas v de clase C1 por tramos que unen
Z1 con zo.

Resulta que las densidades definen métricas. Al semiplano superior
H? = {z € C|Im(z) > 0}

provisto con la métrica definida por la densidad

Az) = —

Imz

se le conoce como el plano hiperbdlico y a tal métrica se le llama la métrica
hiperbdlica. Por otra parte, al disco unitario A = {z € C | |z| < 1} provisto
con la métrica que define la densidad

2

)= TP



4 Preliminares

se le conoce como el disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama,
de igual manera, hiperbdlica. Ambos modelos, el disco de Poincaré y el semi-
plano H?, son conocidos como el plano hiperbélico. La distancia hiperbdlica
entre dos puntos z; y 2 suele denotarse simplemente como p(z1, 22).

De la invarianza de ciertas expresiones bajo la acciéon de isometrias en
el plano hiperbdlico pueden deducirse algunas férmulas para la distancia
hiperbélica, por ejemplo, para puntos z y w en H? se tiene
|z — wf?

h S <l
cosh p(z,w) +QIszmw7

mientras que, en el modelo del disco, la distancia hiperbdlica entre z y w

satisface
1 |z — w|?

el ) = R )

Las pruebas de estas igualdades pueden encontrarse en [6] pp. 53, 77-78.
Se sabe que la funcién de Cayley dada por

f(z) =

zZ—1
Z4+1

es una biyeccién conforme entre el semiplano superior H? y el disco unitario A
que, ademas, es una isometria hiperbélica entre los dos modelos. Lo anterior
permite trabajar arbitrariamente en cualquiera de los dos modelos segin sea
conveniente.

Se sabe que las transformaciones elipticas tienen un punto fijo en el plano
hiperbodlico y otro fuera de él, més atn, cualquier isometria eliptica queda
completamente determinada por su punto fijo en el plano hiperbdlico (H? o
A) y su angulo de rotacion.

Las transformaciones hiperbélicas tienen dos puntos fijos que se encuen-
tran en la frontera del plano hiperbélico, es decir, en R o en la circunferencia
unitaria, segiin el modelo utilizado. Estos puntos fijos determinan una ni-
ca geodésica conocida como el eje de la transformacién. Ademds, es posible
definir una cantidad para una transformacién hiperbdlica h, conocida como
longitud de traslaciéon y denotada por 1}, como sigue:

Ty, = inf p(z, hz).
z
Aprovechando la introduccién de esta terminologia se presenta un resultado

que sera de utilidad més adelante en este trabajo. La demostracion puede
encontrarse en [1], pp. 186, 187.
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Teorema 1.2.1 Sean g y h transformaciones hiperbdlicas cuyos ejes Ay y
Ay se cruzan en un dngulo 6, 0 < 6 < w. Si el conmutador [g,h] no es

eliptico, entonces
1 1
senh §Tg senh §Th senf > 1.

Para una isometria g del plano hiperbélico, la expresion

z = p(z,92)

indica cuantas unidades se desplaza cada punto del plano tras aplicar ¢g. Esta
es fundamentalmente la funcién desplazamiento de la isometria dada, sin
embargo, trabajar con ella no suele ser muy practico, por ello es conveniente
definir la funcién desplazamiento de la siguiente manera:

Definicion 6 Dada una isometria g del plano hiperbélico, se define la fun-
cion desplazamiento para g como

1
z — senh §p(z, gz),
independientemente del modelo utilizado.

El teorema presentado a continuacién explica cémo se comporta la funcion
desplazamiento para dos tipos de isometrias.

Teorema 1.2.2 (i) Si g es hiperbdlica con eje A y longitud de traslacion
T, entonces

1 1
senhip(z, gz) = coshp(z, A) senh <§T>

(ii) Si g es eliptica con punto fijo v y dngulo de rotacion 0, entonces
1
Senhip(z, gz) = senh p(z,v)|sen(0/2)|,

donde 6 € [0, 27).
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La demostracién correspondiente se encuentra en [1], pp. 174, 175; para ma-
yor detalle véase [9], pp. 6-8. Del inciso (i) de este teorema puede deducirse
que, para el caso hiperbdlico, la menor traslacién se alcanza en el eje de g,
donde el desplazamiento es constante. Para corroborar lo anterior supéngase
que z € A. Entonces p(z, A) = 0, asi que

1 1
senhip(z, gz) = coshp(z, A) senh <§T>

1
= cosh(0) senh <§T>

= senh (1T> .
2

En este punto puede notarse que, por la definicién de la longitud de traslacion
T, esta dltima expresion es constante y ademds corresponde al minimo valor
posible para

1
coshp(z, A) senh <§T> ,

por ser 1 el infimo de la funcién cosh(z).

1.3. El producto inversivo

Un concepto de gran utilidad dentro de la geometria hiperbdlica es el de
producto inversivo de dos “circulos” (donde el término “circulo” puede tam-
bién hacer referencia a una recta). Se trata de una expresion real que depende
unicamente de los dos circulos considerados y que es invariante bajo transfor-
maciones de Mobius. Cuando los circulos se intersecan el producto inversivo
es una funcién del angulo de intersecciéon y cuando son disjuntos es una fun-
cion de la distancia hiperboélica que hay entre ellos.

Definicién 7 Sean C; y Cs dos “circulos”. Se define el producto inversivo
entre C y Cy como
|t 4 5% —Ja —b]?

(01702) - )

2rs

donde Cy ={z € Clla —z| =1} y Cy = {z € C||b — 2| = s}. Si en lugar de
dos circulos uno de los dos es una recta, por ejemplo, Co = {z € Clb- z = s},
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entonces el producto tnversivo se define como
|(a-b) — |
ol

Finalmente, si tanto C; como Cy son rectas, entonces

(C1,Cy) =

(01702) _ ’(a : b)’

jallb] *
conCy={2€Cla-z=r} yCy={2€Clb-z = s}.

Una definicién més general del producto inversivo puede encontrarse en [1],
p. 29. Es bien sabido que cuando los circulos C; y C5 se intersecan en un
dngulo 6 con 0 < 0 < /2, entonces (Cy,Cy) = cosf (cf. [1] pp.157, 158).

A continuacién se presenta un lema que hace referencia al producto in-
versivo de dos geodésicas y que serd de utilidad en el Capitulo 3.

Lema 1.3.1 Sean Ly y Ly geodésicas distintas y o; la reflexion en L; (con
j € {1,2}). Entonces

1
(L1, Lo) = §|t7"(0102)|;
donde tr(o,09) es la traza de 010.

Una demostracién puede consultarse en [1], pp. 179, 180.

1.4. Grupos fuchsianos

Es bien sabido que las isometrias definidas en cada modelo del plano hi-
perbdlico poseen una estructura algebraica de grupo en el que la operacién
es la composicién, si éstas son tratadas como funciones en el plano com-
plejo extendido. La mayoria de resultados al respecto se prueban para el
grupo PSL(2,C), el cual tiene como subgrupos a los grupos de isometrias
hiperbdlicas de cada modelo. A continuacion se definen los conjuntos limite
y ordinario.

Definicién 8 Sea G < PSL(2,C), se dice que « € C es un punto limite con
respecto a G, si existen z € C y transformaciones distintas g, € G, n € N,
tales que

gn(2) — «a,

cuando n — 00.
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El conjunto de puntos limite se denota por L(G). Al conjunto C - L(G)
se le llama el conjunto ordinario y se denota por OQ(G). Resulta que si el
conjunto limite es finito consiste de uno o dos puntos, de otra manera es
una circunferencia, la esfera de Riemann, o bien, un fractal (véase [6]). Se
dice que un subgrupo G de PSL(2,C) es discontinuo si el conjunto ordinario
O(G) no es vacio.

Definicién 9 Sea ' < SL(2,C), se dice que T' es discreto si no existe una
suceston de matrices distintas, T, € I', n € N, tal que T,, — T, cuando
n — oo, donde T es una matriz de 2 X 2 con entradas complejas.

A un subgrupo G de PSL(2,C) se le denominara discreto, si estd de-
terminado por un subgrupo discreto I' de SL(2,C). En [6], pp. 102, 103, se
puede constatar que todo subgrupo discontinuo G' de PSL(2,C) es discreto
y, ademds, un subgrupo G de PSL(2, R) es discreto si y sélo si es discontinuo.
Cuando un subgrupo G de PSL(2,R) es tal que L(G) = ]IA%, éste recibe el
nombre de horociclico o de primera clase.

Definicién 10 Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2,C)

que preserva un “disco”, es decir, es un grupo que es conjugado a un subgrupo
discreto de PSL(2,R).

Definicion 11 Se dice que G < PSL(2,C) es elemental si L(G) tiene a lo
mds dos puntos, en caso contrario se dice que es no elemental.

En un grupo fuchsiano se distinguen dos tipos de elementos hiperbdlicos:
los simples y los no simples.

Definicién 12 Sea h un elemento hiperbolico de un grupo fuchsiano G y sea
A el eje de h. Se dice que h es un elemento simple de G si y solo si para todo
g en G sucede que g(A) = A o bien g(A) N A = 0. En otro caso se dice que
h es no simple.

De la teoria de grupos, se sabe que la accién de un subgrupo G de
PSL(2,R) en C define una particién cuyos elementos son las érbitas ge-
neradas. Este hecho se utiliza para definir una regiéon fundamental para tal

grupo.

Definicién 13 Sea G < PSL(2,R). Una region R es un dominio funda-
mental en H? para G, si se cumplen las siquientes condiciones:
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(1) cualesquiera dos puntos z1, zo en R no son G—equivalentes;

(2) dado w € H?, eziste z € R y g € G tal que g(z) = w, donde R denota
la cerradura de R en H?;

(3) OR tiene medida bidimiensional de Lebesgue cero.

Es facil probar que si G es un subgrupo de PSL(2,R) que admite una
region fundamental, entonces G es discontinuo y por lo tanto también dis-
creto.

Considerando que cualquier geodésica divide el plano complejo en dos
semiplanos, se dice que un poligono hiperbdlico es convexo si es la interseccién
de los semiplanos correspondientes generados por las geodésicas a las que
pertenecen sus lados. Se sabe que si se tiene una region fundamental para
un grupo fuchsiano G' que resulta ser un poligono hiperbélico convexo P,
entonces su frontera estd conformada por segmentos de geodésicas y puntos,
a los que se les llama, respectivamente, lados y vértices.

Si G es un grupo fuchsiano actuando en A, un dominio fundamental P
para G es llamado localmente finito si y sélo si cada subconjunto compacto
de A sélo interseca a un numero finito de G—imagenes de P; si ademas
P es convexo se dice que P es un poligono fundamental convexo para G.
Un lado de P es de la forma P N g(P) para alguna g € G distinta de la
identidad, y un vértice es de la forma PNg(P)Nh(P) para g, h € G distintas
entre si y distintas de la identidad. Puede mostrarse que los lados de un
poligono fundamental convexo se aparean, es decir, existe una transformacion
g € G que manda un lado a otro. Existe también un caso donde dos lados no
pertenecen a diferentes geodésicas: puede suceder que haya un apareamiento
de dos segmentos que estan contenidos en una séla geodésica mediante una
transformacion eliptica de orden dos. Cuando la cerradura euclideana de P
interseca la frontera euclideana del plano hiperbdlico, un intervalo maximal
en esta interseccion es llamado lado libre. Obsérvese que un poligono con un
lado libre tiene area infinita.

Para cualquier grupo fuchsiano G y cualquier w resulta que el subgrupo
estabilizador

Gw = {9 € Glg(w) = w}
es ciclico. Un elemento parabdlico o hiperbdlico ¢ de un grupo fuchsiano G
es llamado primitivo si y sélo si g genera el estabilizador de cada uno de sus
puntos fijos. Con respecto a los elementos hiperbodlicos primitivos se tiene el
siguiente teorema cuya demostraciéon aparece en [1], pp. 240, 241.
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Teorema 1.4.1 Sea g un elemento hiperbélico primitivo de un grupo fuch-
siano Gy sea A el eje de g. Entonces g aparea lados de algun poligono
fundamental convexo P siy sdlo si para cualquier h en G, o bien h(A) = A

0 bien h(A)N A = 0.

Una clase de grupos particularmente importante es la de los grupos trian-
gulares. Dado un tridngulo en el plano hiperbdlico, con vértices en el plano o
en la recta al infinito, se consideran las reflexiones en cada uno de sus lados
denotadas por oy, 09, 03, las cuales generan un grupo. Se sabe que si los
angulos en los vértices son de la forma Z o E’ =, donde p, q, 7 € N o alguno
de ellos es infinito (es decir, el dngulo es de magnitud 0), y se cumple la
condicién %—F % +% < 1, el grupo generado por las composiciones pares de las
reflexiones antes mencionadas (el subgrupo conforme) es discreto y recibe el
nombre de grupo triangular (p, g, r).

Dado un grupo fuchsiano G finitamente generado y no elemental, se puede
construir un poligono fundamental P para G con un numero finito de lados
(cf. [1], p.254). Puede probarse que al identificar los lados de P se obtiene
una superficie S, de género g, que resulta ser una superficie de Riemann.
El grupo G contiene una cantidad finita, s, de clases de subgrupos ciclicos
parabdlicos maximales, también contiene un nimero finito, r, de clases de
subgrupos ciclicos elipticos maximales, con érdenes my, ..., m,. El simbolo

(g, my;5it)

es conocido como la signatura de G, en el que cada parametro es un entero
no negativo, m; > 2y t corresponde a las clases de conjugacién de subgrupos
ciclicos hiperbolicos de frontera, siendo este tipo de elementos hiperbdlicos
caracterizados por dejar invariante un intervalo de discontinuidad en la recta
al infinito. Si se restringe a un grupo G finitamente generado del primer tipo
y se permite considerar elementos parabdlicos como elementos elipticos de
orden m; = +o00, se puede omitir el ultimo pardmetro y acortar la notacion
a (g : mq,...,my). Se sabe que un grupo G es un grupo triangular (p,q,r)
si y s6lo si es discreto, de primera clase y con signatura (0 : p,q,r). Estos
resultados se pueden consultar en [1], pp. 268-286.



CAPITULO 2

Una generalizacion del Teorema
de Poincaré

En este capitulo se presenta un resultado que, de cierta manera, generaliza el
teorema de Poincaré y cuya utilidad serd notable més adelante. El teorema
de Poincaré proporciona condiciones para concluir si un poligono hiperbdlico
convexo con un apareamiento de sus lados es una regién fundamental para
el grupo generado por el apareamiento antes mencionado; incluso permite
decidir si tal grupo es fuchsiano.

Se sabe que cualquier grupo fuchsiano G que actide sobre A tiene un
poligono fundamental convexo P. La accién de GG sobre P origina un teselado
en A y hay una coleccién de transformaciones que aparean los lados de P
y que a su vez generan (. El teorema de Poincaré se ocupa de revertir este
proceso basandose en el hecho de que la suma angular de ciclos de vértices
en la frontera del poligono es igual a 27/¢, para alguna ¢ € N. Se hace
distincion entre dos casos: ¢ > 1y ¢ = 1. En el primer caso el ciclo esta
conformado por puntos fijos de transformaciones elipticas, es decir, es un
ciclo eliptico. Mientras tanto, si ¢ = 1, entonces los vértices no son puntos
fijos y el ciclo es llamado un ciclo accidental. Cuando el poligono P tiene
vértices en 0A, estos ciclos deben ser finitos ademads de estar conformados
por puntos fijos de transformaciones parabdlicas. En [1] puede encontrarse el
teorema de Poincaré enunciado de manera formal, asi como una demostracién
general de éste.

Para demostrar el resultado principal de este capitulo se hara uso del
teorema de la convergencia monotona de Lebesgue, cuya prueba puede con-
sultarse en [13], pp. 344, 345, y que establece lo siguiente:

11
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Teorema 2.0.1 Supdngase que (f,) es una sucesion de funciones medibles
reales sobre R" tal que

Sea f definida por f(x) = lim f,(x) con x € R™. Entonces f es Lebesgue
n—o0
medible y

fdp = lim fadp.
R n—00 Jpn

Se recurre también al resultado descrito a continuacion.

Teorema 2.0.2 Sean Fy y Fy, conjuntos fundamentales medibles para un
grupo fuchsiano G. Entonces

h — area(Fy) = h — area(Fy).

La prueba puede encontrarse en [1], pp. 205, 206 y con mas detalle en [4].

Recuérdese que si D es una region fundamental para un grupo fuchsiano
(G, entonces existe un conjunto fundamental F' tal que D C F' C D y también
h—area(0D) = 0, de donde se sigue la igualdad h — drea(D) = h—area(F).
En este sentido el Teorema 2.0.2 establece que todos los dominios fundamen-
tales medibles para G tienen la misma area hiperbdlica.

Se dice que un dominio fundamental D para G es localmente finito si cada
subconjunto compacto de A interseca s6lo un nimero finito de G-imégenes de
D. Se puede probar que si D es un dominio fundamental localmente finito,
entonces D/G y A/G son homeomorfos (cf. [1] pp. 208-210), donde A/G
denota el espacio cociente de las érbitas resultantes de la accion de G en
A. Este espacio resulta ser una variedad de dimensién 2 real con estructura
compleja, es decir, una superficie de Riemann (cf. [1] Cap. 6). En virtud de lo
anteriormente dicho, resulta natural definir el drea hiperbélica de A/G como

h — drea(D/G) y en consecuencia
h —area(A/G) = h — drea(D).

Sea P un poligono hiperbdlico en A y ® un apareamiento de lados. Se
asume que el apareagniento estd compuesto por transformaciones tales que
si S es un lado de P, z € int(S) v y = gs(z); entonces, para una eleccién
adecuada de vecindades N,, N, de x y y en P, N,U (95")(IV,) es una vecindad
de z. En particular N, y (g5')(N,) estdn en diferentes lados de S cerca

de z.
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Figura 2.1: Vecindades de = y y adecuadas para el apareamiento.

Por otra parte, para todo z € A y para todo g € G < M(A), se define

0,(z) como el angulo que hace g(P) en z: si z € g(P) entonces 0,(z) = 2,
si z ¢ g(P) entonces §,4(z) = 0, cuando z pertenece al interior de un lado de

g(P) se tiene §,(z) = 7 y, finalmente, 6,(2) = 6 si z es un vértice de g(P) en
el que se forma un dngulo interior igual a # (véase la Figura 2.2). Ademas,

se define
0(z) = 0,(2).

geG

Oy(z1) =6
O4(22) = 2w
Og(z3) =
0y(24) =0

Figura 2.2: Posibles valores para 6,(z).
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Teorema 2.0.3 Sea P un poligono hiperbdlico con cerradura compacta en
A y sea ® un apareamiento de lados que satisfaga las hipdtesis de arriba. Si
el grupo G generado por el apareamiento de lados es discreto, entonces 0(z)
es constante, de hecho, 0(z) = 2km en A, con k € NU{0}. Ademds, esta k
satisface

h —area(P) =k - h— drea(A/G).

DEMOSTRACION. Primeramente, obsérvese que si en el poligono P hubiera
un numero infinito de lados se tendria un ciclo con una cantidad infinita
de puntos, lo cual no es posible, ya que dada la compacidad se tendria un
punto limite en A. No obstante, G es discreto y por lo tanto discontinuo.
Asi, necesariamente P tiene un numero finito de lados y en consecuencia un
nimero finito de vértices. B

Sea V' el conjunto de todas las imagenes de los vértices de P. Ya que G
es discreto, no existe una sucesion de puntos (g,(vg))S°; que se acumule en
algun punto de A, pues de lo contrario, al ser el conjunto de vértices finito,
existirfa un vértice v; apareciendo un numero infinito de veces en la sucesion,
habiendo asi un punto limite. Ademas, P no tiene vértices al infinito ni lados
libres por tener cerradura compacta, de lo cual se sigue que V' consiste sélo
de puntos aislados.

Sea B la union de todas las imagenes de 9P. Claramente V C B. Ademas,
B es un conjunto cerrado de A. Para probar esto ultimo supéngase que existe
una sucesion de puntos (z,)22, en B tal que 2z, — z, con z € A — B. Ya que
se puede escribir

5=U(Uas)
5

geiG

es posible tomar una subsucesion (z,, )52, con z,, — 2y

'an € Ug(S)a

gelG

para algin lado S fijo. Ahora, como S es compacto existe x* € S tal que
Ty, — ¥, donde gy, (7,,) = 2,,. Renombrando, se puede escribir z,, = z*,
9n(Tm) = 2m ¥V 2m — 2. Asl p(zy, 2*) < 1/2m, por lo que, al ser las g,
isometrias, p(gm(Tm), gm(x*)) < 1/2m, es decir, p(zm, gm(z*)) < 1/2my

1 1

1
m *; S 'm *am+ ms < —4+—=—
p(gm (%), 2) < p(gm(2"), 2m) + p(2m, 2) 5 T o =
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Por lo tanto g,,(z*) — 2, contradiciendo que G es discreto.

Al ser A— B un conjunto abierto puede expresarse como la unién disjunta,
de sus componentes conexas, es decir, de dominios A;. Ahora, cada A; estd
contenida en g(P) o es ajena a g(P), de donde §, es igual a 2m en A; o es
igual a cero en A;.

A continuacion se prueba que no puede ocurrir una interseccién infinita de
imagenes ¢g(P). Procediendo por contradiccion, se supone que efectivamente
hay una infinidad de imdgenes de P que se intersecan. Trasladando a P se
puede suponer que gix(P) N P # ) para un nimero infinito de funciones g.
En particular hay un lado S tal que g;(5) NP + () para un nimero infinito de
funciones gi. Se toma un disco hiperbélico Dy, (0, + 1) tal que PcC Dy (0,71),
con t mayor o igual que el diametro hiperbdlico de S. Tomando w € S resulta
que las imagenes gi(w) se acumulan en D,(0,7 + t), lo cual contradice la
discontinuidad de G. Se concluye que no hay una interseccién infinita de
imégenes de P. Luego 6(z) es constante en cada A; y como cada 0, es igual a
21 0 a cero (en A;), entonces 0(z) = 27k; en A}, siendo el entero no negativo
k; igual a la cantidad de imagenes distintas de P que tienen en comun a la
componente A;.

Ahora, si w € B — V las hipétesis de los apareamientos establecen que
existen pares de elementos distintos, (g;, ;) con j = 1,2,...,n, tales que w
estd en el interior de un lado comin de g;(P) y g;(P) de modo que, para
cualquier otra transformacién g, 6,(2) es constante (0 o 27) en una vecindad
de w. Los apareamientos anteriormente mencionados son finitos, ya que no
hay acumulacion infinita de imégenes de lados. Por ser G discreto es posible
elegir una tal vecindad, IV, que sélo interseque a las imagenes de lados en cuyo
interior se encuentra w. Al estar w en el interior de un lado comin de g;(P) y
g;(P), ocurre que 8y, (w) = 0, (w) = m, por lo que 8, (w) + b,: (w) = 2 para
cualquier j = 1,2, ..., n. Ademas, cualquier otro punto z en N que no esté en
un tal lado comin estd en el interior de g;(P) o en el interior de g;(P), de
donde 0,,(z) = 27 y 09;, (z) = 0 o viceversa, cerca de w para j = 1,2,...,n.
Asi pues, en general cada término 0, (2) + 04+ (2) es igual a 27 en N. Si
ademads se supone que existen transformaciones distintas a las anteriormente
mencionadas, por ejemplo, g,11, Gnio, .-, gnis, tales que

l
N C ﬂgn—H(P)a

=1

entonces .. (2) = 27 para toda i € {1,2,...,1} y 2 € N. En consecuencia,
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para toda z € N se tiene que

n l

0(2) = D (65,(2) +05:(2)) + D 05,..(2)

j=1 i=1
n l
= Z 2m + Z 2m
j=1 i=1
= 2mn+ 27l =2n(n +1).

Asi, 0(z) es localmente constante, por lo que 5~ es continua, ya que toma

valores enteros en A — V' y V contiene sélo puntos aislados. Por lo tanto,
es constante en A — V', esto es, 0(z) = 27k con k entero positivo.

Figura 2.3: Vecindad N de w € B — V en la prueba del Teorema 2.0.3.

Por otra parte, si w € V, ya que los lados de P se aparean, se forma
un teselado local con imagenes de P alrededor de w que posiblemente rodea
mas de una vez a w. Notese que dicho teselado debe cerrarse después de un
nimero finito de vueltas, pues de lo contrario habria una cantidad infinita de
imédgenes de lados de P acumuldndose alrededor de w, lo cual es imposible
por ser G discreto. Ademds, el teselado debe dar vueltas completas, ya que
en caso contrario existiria una imagen de un lado que no es comin en dos
imdgenes de P, g;(P) y g;(P), contradiciendo las hipétesis del apareamiento.
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En la Figura 2.4, S representa un lado de P con w como vértice. El lado
con el que S se aparea puede ser escrito como ¢;(S) para alguna ¢; € G.
Mientras tanto, g2(S), ..., g:(S) son las imdgenes de S que representan los
lados de las imédgenes de P que forman el teselado en torno a w en sentido
opuesto al de las manecillas del reloj. La imagen g;(S) se aparea con g11(.5),
donde comienza una nueva vuelta alrededor de w.

/ N (S
~— S

~ .
S

Figura 2.4: Teselado alrededor del vértice w.

Supongase que las imagenes de P que forman el teselado alrededor de
w son g1(P), go2(P), ..., g:(P). Nuevamente, es posible elegir una vecindad
adecuada de w, a la que se llamara M. Se distinguen dos casos:

a) w no pertenece a g(P), para cualquier g, y w no estd en el interior de
ningin lado de alguna imagen g(P).

b) Ademds de ser un vértice comin en las imdgenes g1(P), g2(P), ...,
gt(P), ocurre que w se encuentra también en el interior de la imagen de
algin lado de P y/o M estd contenida propiamente en otras imdgenes
de P

En el caso a), M puede ser elegida de tal forma que sélo interseque las
imégenes de los lados que forman el teselado en torno a w. Ya que las image-
nes g1(P), g2(P), ..., g:(P) que conforman el teselado rodean completamente
a w, se tiene

Oy (w) + 04, (w) + ... + 0, (w) = 27,



18 Una generalizacion del Teorema de Poincaré

donde n es el nimero de veces que se rodea a w. Por su parte, si z € M no
se encuentra en una imagen de un lado de P, entonces se encuentra en el
interior de n imégenes de P asi que

00u(2) + 000 (2) + oo+ 0y, (2) = 2.

No es necesario considerar la situaciéon en la que z € M estd sobre la imagen
de un lado, pues se ha visto que 6(z) es constante en A — V.

En el caso b), se sigue de a) y de un andlisis anédlogo al que se realiz6
previamente con los lados, que #(z) es también un miiltiplo entero de 27 en
M.

Por lo tanto, 6(z) es localmente constante alrededor de los elementos de
V. Asi, 0(z) es constante incluso en V' y se concluye que 6(z) = 27k en A,
para algin entero positivo k.

Figura 2.5: Prueba del Teorema 2.0.3 para vértices. Vecindad M de w € V.

Para probar la segunda parte, se considera un poligono fundamental abier-
to @, para el grupo discreto GG. Siendo A cualquier conjunto, x4 denota la
funcién caracteristica de A. Para casi todo z en A se tiene

> Xe(2) =1,

gelG
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ya que al ser @ poligono fundamental el conjunto
U 9(0Q)
geCG

tiene medida cero.
También, por la primera parte, para casi toda z en A,

Z b,(2)/2m = Z Xo(P
9€G geG
El area hiperbodlica de P estd dada por
h — area(P) = / LdA,
p (1 —1[2%)?

donde dA indica que se integra con respecto a la medida de Lebesgue.

Obsérvese que la funcién
4

(1—z*)?
es ciertamente Lebesgue integrable por ser continua. Si dp(z) denota ﬁd&
es posible escribir

h— drea(P) = / dp(z) = /A v (2)dp(2).

En lo sucesivo, se escribirdn integrales sin especificar el dominio de integra-
cién, en todas ellas el dominio de integracion sera A. Asi

h—drea(P):/ o (2)du(2) / {éxg } (2).

Es bien sabido que los grupos fuchsianos son numerables, lo cual permite
escribir G = {¢1, g2, ...}. Utilizando este hecho se definen las funciones

fule) = (2 [Z W@ 10 =6 o).

gcG

Para tales funciones se tiene 0 < fi(2) < fo(2) < ..., ademds, f, = [y

/fn(Z)du(Z) Z/XP(Z) {Z::Xgi(Q)(Z} Z/XP 2)X (@) (2)dp(2),
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esto dltimo por la aditividad finita de la integral de Lebesgue (véase [13]
p. 345). Nétese que, por la compacidad de la cerradura de P, su area hi-
perbdlica es finita y que dicha area coincide con la integral sobre A de f; en
consecuencia esta integral es finita. Asi, por el teorema de la convergencia
mondtona

h=irealP) = [0S )]t

Obsérvese que la integral

[ et

mide el area hiperbdlica del conjunto P N g(Q), el cual se transforma en
g~ (P) N Q tras aplicar ¢! y, ya que el drea hiperbdlica es invariante bajo
transformaciones en M (A), se tiene

/ r ()Xot (2)du(z) = h—drea(PNg(Q))
= h—drea(g” (P)NQ)

— [ v w)xe(wldnu).

Haciendo, una vez mdés, uso del teorema de la convergencia monétona se
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obtiene

h — area(P) = Z/XP 2)Xg(@)(2)dp(z)

- Z [ o mw)xe(widn(w
- Z / Xm0 ()X ) dpa(w)
- Z [ ximw)xatw)dute)

-/ [Zx } w)du(w)

= /k -xo(w)du(w) = /f/ Xo(w)dp(w)

4
= k] ——d
/Q<1—|w|2)2 s
= k-h—drea(Q).

En virtud del Teorema 2.0.2 se concluye que
h —area(P) =k - h — drea(A/G)

[ |
La demostracién dada anteriormente estda basada en las ideas que se ex-
ponen en [1], pero tal resultado originalmente se trata en [5].
Para finalizar este capitulo es conveniente notar que, bajo las hipotesis
del Teorema 2.0.3, la expresion

0(z) = 2kw, ke NU{0}

implica no sélo que casi todo punto del disco A es cubierto por k imagenes
del poligono P, sino también que dicho poligono contiene k imagenes de casi
cada punto en P (salvo un conjunto de medida cero).

Considérese el grupo G descrito en el Teorema 2.0.3. Ademads, sea z un
punto en el interior de P que no sea un punto fijo y que no se encuentre en
el conjunto de imagenes de la frontera de P bajo elementos de . Dado que
0(z) = 2km para algin £ € NU {0}, se sigue de la eleccién de z que este
punto estd cubierto por k£ imagenes del poligono P. Sean
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P, g1(P), g2(P), ..., gr1(P)

las imagenes de P que contienen a z en su interior; entonces existen puntos
wy, Wy, ..., wg_1 en el interior de P tales que g;(w1) = z, go(ws) = 2, ...,
gr—1(wk_1) = 2. En consecuencia,

gfl(z) = wi, g;l(z) = Wy, ..., gk’_ll(z) = Wg_1.

Asi pues, 2z, wq, ws, ..., w1 son k imégenes de z contenidas en P. Al ser el
conjunto de puntos fijos un conjunto de medida cero, al igual que el conjunto
de G-imégenes de la frontera de P, se concluye que el poligono contiene k
imégenes de casi cada punto en P.

Figura 2.6: P contiene k imdagenes del punto z.



CAPITULO 3

Tres elementos elipticos de
orden dos

Considérense tres elementos elipticos de orden dos, f, g v h, con puntos fijos
u, vy w, respectivamente. Supéngase que u, v y w no son colineales. Sean
a, By v los angulos del triangulo hiperbdlico formado por tales puntos. Asi
mismo, se asumira que las longitudes de los lados de dicho tridngulo son a, b

y c.

Figura 3.1: Tridngulo con vértices u, v y w.

23
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De la ley del seno hiperbolico resultan las igualdades

(senha)(senvy) = (senhc)(sena),
(senhb)(sena) = (senha)(senB).

Multiplicando la primera ecuaciéon por senhb y la segunda por senhc se
obtiene una cantidad positiva a la que se denotard por A, es decir,

A = (senha)(senhb)(sen~)
= (senhb)(senhc)(sen o)
= (senhc)(senha)(sen ).

Si se considera al segmento [u,v] como la base del tridngulo y se denota
por L, a la geodésica sobre la cudl se encuentra dicho segmento, entonces
la altura del tridngulo es p(w, L,,). Aplicando la ley del seno al tridngulo
formado por el pie de la altura, v y w resulta

senh p(w, L,,) = (senha)(sen 3).
Asi, se puede escribir también
A = senh(base) x senh(altura).

La igualdad anterior es cierta independientemente del lado del tridngulo que
se considere como su base.
Ahora, sea L la geodésica por u y v. Se construye lo siguiente:

i) La geodésica L, por w ortogonal a L.
ii) La geodésica Ly por w ortogonal a L.
iii) Las geodésicas L3 y L, ortogonales a L que satisfagan:

p(Lh L3) = p(u,v) = p(Lh L4)'

Sea 0; la reflexién en L;, para j € {1,2,3,4}. Obsérvese que fg (0 gf) es
un elemento hiperbdlico con eje L y longitud de traslacién 2p(u, v), de donde

h =o0y01, [fg=o0103.
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~_| ~

plu,0) Ly

Ly

p(u,v)

/—N“

Figura 3.2: Construccién para el Teorema 3.0.1.

Se llamard v' a la primera imagen de v que aparezca entre L3 y Ly, resul-
tante de trasladar v a lo largo de L con la trasformacién hiperbdlica fg
(0 gf). De forma andloga se define el punto al que se llamara u'. Asi, v’
y v’ son imagenes de u y v, respectivamente, bajo ciertas iteraciones de la
transformacién hiperbédlica fg (o gf); supéngase que dichas iteraciones son
(fg)** v (fg)*2, respectivamente. Nétese que u' y v' son los puntos fijos de
las transformaciones elipticas de orden dos (fg)* f(f9)™*' v (f9)*2g(fg)~*2,
respectivamente.
A consecuencia del Lema 1.3.1, se obtiene

Lin(h0)| = L)) = (1 ).

Puesto que el producto inversivo (Lo, L3) es igual a cosh p(Ls, L) cuando Lo
y L3 son disjuntas e igual a |cos a| cuando Lo y L3 se cortan en un angulo «
(posiblemente cero), entonces se sigue de la geometria de los cuadrildteros y
pentdgonos (ver [1], pp. 157, 159) que

(Ls,Ls) = senh p(L, Lo)senh p(L1, Ly)
= senh p(w, L)senh p(u, v)
= A
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A continuacion se analiza un resultado que se utilizara mas adelante. Es
de particular interés el caso compacto, por lo cual solamente se probard el
tercer inciso. Cabe destacar que aunque esta prueba puede encontrarse en [1]
y con mas detalle en [10], su estructura serd de gran apoyo para demostrar
el primer teorema de la siguiente seccion, es por ello que se incluird en este
trabajo.

Teorema 3.0.1 Sean f, g y h elementos elipticos de orden dos que generan
un grupo no elemental G iy sea

_|tr(hg)

A :
2

entonces:
i) Si A >1, entonces G es discreto y tiene signatura (0 :2,2,2;0;1).
ii) Si A =1, entonces G es discreto y tiene signatura (0 : 2,2,2;1;0).
iii) Si A < 1, entonces para que G sea discreto los unicos posibles valores
de \ son

cos(t/q), ¢ >3; cos(2n/q), ¢ >5; cos(3n/q), ¢ > T,

y las posibles signaturas para G son

(0:2,2,2,¢;0;0); (0:2,3,¢;0;0), (¢,3) =1; (0:2,4,¢;0;0), (¢,2) = 1.

DEMOSTRACION. Se probard 4ii). Si A < 1, ya que A\ = (Lo, L3), entonces
L3y L4 intersecan a Ly en puntos  y ' formando un cierto angulo #; luego
A = |cos B|. Supongase que G es discreto, entonces hfg = 0403, que es una
rotacién de 26 alrededor del punto fijo eliptico ¢, debe ser de orden finito. Se
asumird que el orden de dicha rotacién es ¢ para alguna ¢ € N. Asi,

g="L
q

con (p,q) = 1.
Si p = 1, se satisfacen las hipdtesis del teorema de Poincaré y se obtiene

un poligono fundamental para G. De lo que se deduce que el grupo tiene
signatura (k : 2,2,2,¢;0;0). Puede verificarse (ver [10] , p. 12) que el género
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k es igual a cero, resultando la signatura (0 : 2,2,2,¢;0;0). En este caso
A= cos(’—qr) con ¢ > 3. Notese que cualquier grupo con esta signatura, para
cualquier natural ¢ > 3, se puede obtener de esta manera, es decir, generado
por tres elementos elipticos de orden 2.

Supongase que p > 2. Se puede probar que las G-imagenes del cuadrilatero
P delimitado por las geodésicas L, Ly, Lo y L3, cubren el plano hiperbdlico,
por lo que, a consecuencia del Teorema 2.0.3, no hay elementos hiperbdélicos
de frontera, pues de lo contrario P tendria un area hiperbdlica infinita. Asi
pues, G tiene signatura (0 : myq, ..., m,; 0; 0). De hecho, en [10] se concluye que
r =3y en consecuencia G es un grupo triangular con signatura (0 : [, m,n),
donde g|n.

De la férmula del drea hiperbélica para poligonos (cf. [1], p. 153) se sigue
que

2mp

h—area(P) =21 — (r/2+7/2+60+0)=71—20=m — .

L, 0

C/
Figura 3.3: Poligono P para el caso A < 1.

Por otra parte, si @) es un poligono fundamental convexo para G, de la
formula del drea hiperbdlica para poligonos fundamentales convexos para
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grupos fuchsianos (cf. [1], p. 269) y del Teorema 2.0.2 se tiene
h —area(A/G) = h—area(Q)
1 1 1
)l
l m n
1 1
= 2#{1— (——|——+—>}.
I m n

Asi, a consecuencia del Teorema 2.0.3

+

h —area(P) =k - h — area(A/G),

2 1 1 1
W—EZZkT([l—<—+—+—>:|7
q I m n

y dividiendo entre 7 se obtiene

es decir,

1—%[’ = 2k[1—<%+%+%>]. (3.1)

Del Teorema 2.0.3 se sigue que para el vértice ¢ de P, §(() = 2km. Ahora,
ya que h(¢) = ('; entonces para cerrar el abanico de G-imégenes del poligono
es necesario rotar ¢ veces Py h(P) en torno a (, tras lo cual resulta un
angulo de q(?) = 2pr (véase la prueba del Teorema 2.0.3). Asi pues, se
obtiene que p < k. De lo anterior y de (3.1) se puede concluir

1 1 1 1 1 1
2ol — -4+ —+— < 2kIl1—-(=-4+—4+ -
I m n I m n
2
L
q
S 1_2_pa
n

donde la tltima desigualdad es debida al hecho de que ¢ < n, pues ¢|n. La
desigualdad entre el primer término y el dltimo implica que

(2=
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y, ya que p > 2, tras despejar % + % de la expresion anterior resulta

3 1
Sl —
4~ 2p

+ % (3.2)

<

o~ =

En [10] se concluye que alguno de los dos enteros [ y m debe ser igual a
2, mientras que el otro debe ser mayor o igual que 3. De hecho, si se supone,
sin pérdida de generalidad, que [ = 2 se obtiene que m = 3 o m = 4. Mas
atin, para [ = 2 y m = 3 necesariamente p < 3, y paral =2y m = 4
necesariamente p = 2 (cf. [10], p. 16). Asi, se tienen tres posibilidades para
la terna (I, m,p).

Si(I,m,p) = (2,4,2) se dan las igualdades en (3.2) y en (3.1), de lo cual
resulta que ¢ = n. Como consecuencia de esto, G tiene signatura (0 : 2,4, q).
Obsérvese que el area de este grupo estd dada por

T S Y
i [ m q -7 4 q)’

de manera que, para un area positiva, es necesario que ¢ > 5 y en este caso
A = cos(0) = cos(TF) = cos(%”). Al ser p = 2, la condicién (p,q) = 1 implica
que ¢ debe ser un nimero impar.

Si(I,m,p) = (2,3, 3) entonces la segunda desigualdad en (3.2) se convierte
en igualdad y como consecuencia se da la igualdad en (3.1). De nueva cuenta
resulta ¢ = n, asi que en este caso G tiene signatura (0 : 2,3, ¢). El drea de
este grupo triangular es

1 1 1 1 1
mfl——-———— =7|-——],
( L m Q> (6 Q>

de donde g > 7 (para un drea positiva) y A = cos(f) = cos(F) = cos(‘%).
Dado que p =3y (p,q) =1, el valor de ¢ no debe ser miltipo de 3.

Por 1ltimo, para el caso (I,m,p) = (2,3,2) es necesario notar que los
puntos fijos elipticos u', v', w, ( y ¢’ se encuentran distribuidos en a lo mas
dos drbitas, pues es imposible que u’, v' y w pertenezcan a la 6rbita de orden
3 (ya que son puntos fijos de transformaciones elipticas de orden 2 y 2 no
divide a 3). Asi mismo, ( y ¢’ pertenecen a la érbita de orden n, por lo que
no pueden estar en la érbita de orden 3. Al haber 5 puntos distribuidos en
a lo mas dos érbitas se concluye que debe haber una o6rbita con al menos
3 puntos y, dado que el poligono P contiene k imagenes de cada punto, se
sigue que k > 3.
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Para justificar esta ultima afirmacion se consideran dos posibles casos:
Primero, supongase que u', v' y w son los tres puntos que se encuentran en
la misma 6rbita, y sean @1, @y transformaciones en G tales que ¢;(w) = o'
¥ @o(w) = v'. Si z es un punto en P cercano a w, tal que no es punto fijo ni
estd en alguna imagen de la frontera de P, entonces el punto ¢1(z), al que se
denotara por z1, se encuentra cercano a u’, aunque tal vez no esté en P. Si este
es el caso, entonces tras aplicar la transformacion (fg)® f(fg)~** (eliptica de
orden dos que fija u') a z; se obtiene un nuevo punto, al que se denotard por
z], que si se encuentra en Py que es cercano a u’. De manera analoga, el
punto ¢s(z), al que se denotard por zy, se encuentra cercano a v', aunque
quiza no en P; en tal caso se aplica la transformacién (fg)*2g(fg) ** (eliptica
de orden dos que fija v') a z5 obteniéndose un punto 2z, en P cercano a v'.
Asi, z, 21 y 24 son tres G-imdgenes de z en Py, ya que , por el Teorema 2.0.3,
el poligono P contiene k imégenes de casi cada punto en P, necesariamente
k debe ser mayor o igual que tres (véase la Figura 3.4).

Figura 3.4: Si «/, v y w estan en la misma érbita, entonces k > 3.

Supdngase ahora que los tres puntos que se encuentran en la misma érbita
son w, ¢y ',y sean 1, ¢ transformaciones en G tales que ¢ (w) = (' y
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o(w) = (. Si z es, de nueva cuenta, un punto en P cercano a w tal que no
es punto fijo ni se encuentra en alguna imagen de la frontera de P, entonces
el punto ©;(z), al que se denotard por zy, se encuentra cerca de (', aunque
posiblemente no esté en el interior de P. Si este es el caso se puede rotar z;
en torno a (' aplicando una potencia adecuada de %” hasta obtener un punto
2y en P cercano a ('. Anédlogamente, el punto 1»(2), al que se denotara por
29, se encuentra cercano a (, posiblemente fuera de P; en tal caso se rota 29
en torno a ( con una potencia adecuada de 27” hasta obtener un punto 2z}, en
P cercano a (. Asi, z, z] y 2z son tres G-imédgenes de z en P, de donde se
sigue que, necesariamente, k es al menos tres (véase la Figura 3.5).

Figura 3.5: Si w, ( y (' estdn en la misma 6rbita, entonces k > 3.

Los argumentos para los posibles casos restantes son andlogos. De esta

manera, en virtud del Teorema 2.0.3, se puede concluir que efectivamente
k> 3.
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De lo anterior y la igualdad intermedia en (3.1) resulta

R )
o)
-]

en consecuencia,

l\'JIOO

n 6
Je =
qg 4

y como ¢|n, entonces necesariamente n = ¢. Se concluye que G tiene signa-
tura (0: 2,3, ¢) y, de manera similar al caso anterior, ¢ > 7, aunque esta vez
A = cos(0) = cos(7F) = 003(2”) |

En el teorema anterior no se especifica qué signaturas corresponen a cada
valor de A para el caso A < 1, y tampoco qué valores de ¢ dan como resultado
signaturas correspondientes a grupos discretos que contienen tres elementos
elipticos de orden dos, con puntos fijos no colineales. Si en la ecuacién (3.1)
se utiliza el hecho de que en uno de los casos [ =2, m =3, n=qy p = 2, se

obtiene:

4 1 1 1
1—— = 2|1 - =4+ =4+ —
n i (2 3+n>]

1 1

= 2k|=-— —

i

_ o n—G}

| 6n
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Tras despejar k resulta

- a2

Ya que k es un entero no negativo, el cociente 6/(n — 6) debe ser entero, es
decir, n — 6 divide a 6. Esto ultimo aunado al hecho de que n > 7 (¢ > 7),
da como posibles valores para la pareja (n, k) a los siguientes:

(7,9),(8,6),(9,5), (12,4).

En [1] p. 307 se menciona que k debe ser necesariamente un miltiplo de 3, lo
cual se prueba de manera detallada en [10] pp. 17-19. Siendo asi, resulta que
en este caso los tnicos valores posibles para ¢ son 7 y 8, correspondientes a las
dos primeras parejas de la coleccién anteriormente mostrada (en las cuales k
es miltiplo de 3). Las demas soluciones para ¢ no producen signaturas que
correspondan a algin grupo discreto que cumpla las hipétesis del teorema en
cuestion.

Como un ejemplo particular de un caso posible del Teorema 3.0.1 se
considera un cuadrildtero como el de la Figura 3.6, donde p(v',v") = p(v', w)
y «, [, v denotan las reflexiones en los lados del tridngulo con vértices u', w
y ¢

Sea G el grupo generado por las transformaciones f = (ay)?, g = v(af)y
y h = af3, cuyos puntos fijos son, respectivamente, ', v’ y w. Obsérvese que
12, ¢* y h? fijan a todos los vértices del cuadrildtero, por lo que necesariamen-
te tales transformaciones deben ser iguales a la identidad. En consecuencia
f, g v h son elementos elipticos de orden 2. El grupo triangular originado
por el tridngulo con vértices u', w y ¢, al que se denotara por H, es un
grupo discreto del primer tipo con signatura (0 : 2,4,¢q), con ¢ > 5, pues
1/24+1/4+1/q > 1siy sélosiqg>5.
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Ahora se mostrard que G = H. Primeramente, ya que H = (af, 57, ya)
v f, g, h son composiciones pares de las reflexiones en los lados del triangulo,
resulta que f, g, h € H, por lo que G < H. Por otra parte, obsérvese que

gofoh

C/

Figura 3.6: Ejemplo del Teorema 3.0.1.

De lo anterior se sigue que G tiene como elemento a la rotacién de dngulo
47 /q alrededor de (. Teniendo en cuenta que debe ocurrir (2,¢q) = 1, ne-
cesariamente ¢ debe ser un ndmero impar. En consecuencia, existe algin
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ke€{0,1,...,q — 1} tal que

4 2
dkm _ 2m (mod 27),
q

de donde v3 € G. Ya que h = af3, se sigue que las transformaciones af3, 8y
y va pertenecen a G asi H < Gy por lo tanto G = H. De esta manera se
concluye que el grupo no elemental G generado por tres elementos elipticos
de orden 2 tiene signatura (0 : 2,4, ¢;0;0).

Con el ejemplo anterior se ha visto que el grupo con signatura (0 : 2,4, q),
efectivamente, puede surgir con tres elementos elipticos de orden 2. Aparente-
mente las condiciones en el inciso iii) del Teorema 3.0.1 no sélo son suficientes
sino también necesarias. Esto puede consultarse en [12] (véase también [3],
[11] ¥ [8]). La suficiencia para el caso (0 : 2,3,¢), con (¢,3) =1y ¢ > 7, no
se discute en esta tesis ( tampoco en [1] ni [10]).






CAPITULO 4

Cota universal para la funcion
desplazamiento

En este capitulo se consideraran las cantidades

1 1
M(g,h) = inf méx{senhgp(z,gz), Senhip(z, hz)},

1 1
P(g,h) = inf{senhip(z, gz)senh§p(z, hz)},

y se obtendran sus mejores cotas inferiores para algunas elecciones de trans-
formaciones de Mdbius g v h, sujetas a la condicién de que (g,h) sea un
grupo discreto y no elemental.

Obsérvese que, para algin nimero real no negativo m, la desigualdad

M(g,h) >m

indica que, para cada punto z en el plano hiperbdlico, alguna de las funciones
g 0 h mueve z al menos una distancia de 2senh™!(m). La existencia de una
cota inferior para M(g, h) fue establecida por Marden y la mejor posible fue
obtenida por Yamada, de esta situacién surge el teorema principal que se
expone en este trabajo. El Teorema de Yamada asegura que en cualquier
caso

M(g, h) > 0.131846....

Para probar la validéz de esta cota se presentaran primero algunos resultados
de gran importancia.

37
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Durante la prueba del siguiente teorema se hard uso del hecho de que si
Gy es un subgrupo de indice £ en G y Fj), F' son conjuntos fundamentales
medibles para Gy v G, respectivamente; entonces

h — area(Fy) =k - h — drea(F),

lo cual, a consecuencia de lo expuesto al inicio del capitulo 2, se traduce en
lo siguiente:

h —area(A/Gy) =k - h — drea(A/G).
Para una prueba formal de lo anterior véase [1], pp. 205, 206.

Teorema 4.0.1 Sean g y h elementos hiperbdlicos con ejes y longitudes de
traslacion Ay, Ay, T, y T}, respectivamente. Supdngase que (g, h) es discreto
y no elemental, y que Ay y Ay, se cruzan en un dngulo 6. Entonces

(1) senh(5T,)senh(5T,)sen(0) > cos(3E) = 0.2225...
(2) De hecho,
1 1 1
senh §Tg senh §Th sen(6) > 3

excepto posiblemente cuando el grupo (g, h) tenga una de las signaturas
(0:2,3,7), (0:2,3,8), (0:2,4,5) 0 (0:3,3,4),

(3) senh(31,)senh(51,)sen(d) > 1,
st (g, h) no tiene elementos elipticos o tiene un dominio fundamental
no acotado.

(4) En particular, si g es un elemento hiperbélico no simple en (g, h) en-

tonces senh(3T,) > [005(37”)]%(: 0.47...).

DEMOSTRACION. Sea u el punto donde A, y Aj se cortan. Se construyen
puntos v y w en A, y Ay, respectivamente, tales que

1 1
p(U,U) = §Tg> p(u7w) - §Th

y tales que el tridngulo con vértices u, v, w tenga dngulo agudo # en u (véase
la Figura 4.1).

Sean f,, f, v fu elementos elipticos de orden 2 que fijan u, v y w, res-
pectivamente. Reemplazando ¢ (o h) por su inversa si es necesario, se puede
suponer que
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g = fvfw h = fwfu y gh_l = fvfw-

Se deduce que cada composicién par de los automorfismos f,, f,, fo esta
en el grupo (g, h), pues las posibles composiciones de dos distintos de ellos
resultan ser g, h, gh™t, hg ', h='y g~1. Asi pues, (g, h) es un subgrupo de
(fus fos fw) que puede ser de indice uno o dos en (fy, fu, fu), dependiendo de
si alguna de las transformaciones f,, f, o f, esta en el grupo (g, h) o no. Lo
anterior implica que (f,, f,, fu) es discreto, pues es discontinuo debido a que
(g, h) lo es (cf. [6], pp. 91, 92).

Figura 4.1: Triangulo hiperbdlico con vértices u, v y w.

Por otro lado, de lo visto en el capitulo anterior, se tiene que en el tridngulo
de vértices u, v y w

senh(%Tg> senh(%Th> sen(f) =\ = %|tr(fufvfw)|

Primeramente, nétese que (1) es consecuencia directa del Teorema 3.0.1,
pues en cualquier caso A > 003(37”). Esto debido a que al tenerse 37” > % > 3,
sucede que 37” es el mayor angulo posible en la coleccion

Sz 21,(125; 3—W7q27;
q q q
de manera que produce el menor coseno.

Ahora, si (g, h) no tiene elementos elipticos, entonces el conmutador [g, h]
no es eliptico y (3) se sigue inmediatamente del Teorema 1.2.1. Mientras
tanto, si (g, h) tiene un dominio fundamental no acotado, entonces (3) se
sigue de los casos i) y #i) del Teorema 3.0.1.

Para verificar la veracidad de (2) es menester notar que, de acuerdo con
el tercer inciso del Teorema 3.0.1, se tiene una cota inferior de 1/2 para
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senh(3T,)senh(5T,)sen(8), excepto posiblemente en los casos donde X es de
la forma cos(27/q) o cos(3w/q), pues los valores de A de la forma cos(w/q)
para ¢ > 3 son todos mayores que % Asi pues, en términos de la prueba del
Teorema 3.0.1, solamente resulta necesario analizar los casos en los que p = 2
y p = 3. En lo sucesivo, por brevedad, se denotard al grupo {fu, fu, fw) por
G*y a (g, h) por G.

Se colocardn los puntos u, v y w de acuerdo con una construccion similar
a la considerada en el Teorema 3.0.1 para el caso A < 1, donde L es la
geodésica a través de u y v, L, es la geodésica ortogonal a L que pasa por w,
L la geodésica ortogonal a L; en w, y las geodésicas Lz y L4 son ortogonales
a L de tal forma que p(Lq, L3) = p(u,v) = p(Lq, Ly), es decir,

1
p(L1, L3) = 5L = p(L1, Ly)

(véase la Figura 3.3). De forma anéloga a la prueba del Teorema 3.0.1, es
posible concluir que G* contiene al producto f,, f.f, de tres elementos elipti-
cos de orden 2 (correspondiente al producto hfg en el Teorema 3.0.1) que
genera una rotacién alrededor de ¢ de angulo ?, con (p,q) = 1.

Caso 1 (p=2). Aqui, ya que (p, q) = 1, necesariamente ¢ debe ser impar.
Ademis, todos los multiplos del dngulo de rotacién 222 = 47” pueden ser
representados como

47
—-k, k=0,1,....,q— 1.
Puede mostrarse que tales multiplos son distintos entre si tomando k1, ko en
el conjunto {0,1,...,q — 1}: si

4 4
Ty — Lk = 2%kn,
q q

entonces

luego
2(k1 - k?) = qka

lo cual implica que ¢ divide a 2(k; — k). Sin embargo, debido a que ¢ es impar
y (k1 — ko) < g, esto sblo es posible si k; — ko = 0, es decir, ky = ko. Por
lo tanto, los multiplos anteriormente referidos son, efectivamente, distintos
entre si.
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Al ser todos estos angulos miultiplos de 27”, necesariamente uno de ellos

debe ser de la forma 27” (mod 27), pues todos los multiplos de 27/q estan

determinados por ¢ puntos equidistantes en la circunferencia unitaria. Lo
27

anterior implica que G* contiene una rotacion r de dngulo O generada por

la rotaciéon de angulo 47”. Obsérvese que la rotacién r es tal que r? coincide
con el producto de tres rotaciones de orden 2 antes mencionado, es decir,
1?2 = fufufs. Como r? es una composicién par (pues todos los cuadrados son
palabras pares), entonces r2 € Gy, ya que

TQ(fufv)il = fw

v (fufo) ! € G, se concluye que f,, € G. Como se menciond antes, lo anterior
implica que G es un subgrupo de indice 1 en G*, es decir, G = G*. Por lo
tanto, G tiene una de las signaturas (0 : 2,3,¢)cong=To0q¢=8,0(0:2,4,q)
con ¢ impar mayor o igual que 5, pues de acuerdo con el Teorema 3.0.1, esas
son las posibles signaturas para G*.

Notese que en este caso

1 1 2
senh <—Tg> senh <—Th> sen(f) = X = cos (—W> ,
2 2 q
(27T> 1
cos| — | > =,
q 2

para cualquier entero ¢ > 7, entonces las signaturas (0:2,3,q) y (0:2,4,¢q)
(con ¢ > 7) pueden surgir para G respetando la cota inferior de 1/2 para

1 1
senh <§Tg> senh <§Th> sen(6).

Sin embargo, si ¢ = 5 entonces

1 1 2 1
senh <§Tg> senh <§Th> sen(f) = cos (%) <3

por lo que la cota inferior establecida en (2) se respeta, excepto cuando G
tiene signatura (0 : 2,4,5).

Caso 2 (p=3). En este caso G* tiene signatura (0 : 2,3,q) con ¢ > 7,
siempre que ¢ no sea un multiplo de 3.

y como
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Si se supone que G es de indice 1 en G*, entonces G = G* y, por ende, G
tiene signatura (0:2,3,¢) con ¢ > 7y (3,¢q) = 1. En este caso

1 1 3T
senh<§Tg> senh<§Th> sen(f) = X = cos (;)
(37T> 1
cos| — | 2 =,
q 2

para cualquier entero ¢ > 10, y ademas

3 <1 3 <1.
cos - 5 cos 3 5

ocurre que la cota inferior en (2) se respeta, excepto si G tiene signatura
(0:2,3,q) con ¢ =1,8.
Para el caso en que G tenga indice 2 en G* puede observarse primero que

h—c’zrea(A/G*):%[l— (%%%)} :%{%-ﬂ :w[%—ﬂ,

y probarse que G es triangular. Dado el indice de G en G* se tiene

Ya que

h—éarea(A/G) = 2-h—drea(A/G*) =27 E — g] . (4.1)

Notese que de lo anterior se sigue la desigualdad

h— drea(A)G) < 2?” (4.2)

Por otra parte, debido a que G no tiene elementos parabdlicos ni hiperbdlicos
de frontera, pues G < G* y G carece de este tipo de transformaciones, se
tiene

T
1
h —a A/G) = 27|29 —2 1——]. 4.3
area(A/G) W[g +;< mjﬂ (4.3)
De la igualdad anterior puede deducirse que el género de G es igual a cero.
Si se supone que g > 2, el término 2g — 2 en la ecuacién (4.3) seria mayor o
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igual que 2 y, en consecuencia, h —drea(A/G) > 4x, lo cual contradice (4.2).
Si g =1y G tiene elipticas, del hecho de que m; > 2, se sigue que

£-2)2(-2)+3
=1 m; my; 2

y, en consecuencia, tras sustituir g en (4.3), resulta

h— drea(A)G) = 2 [Z (1 - i)} > 27?% )

m
j=1 J

lo cual, nuevamente, contradice (4.2). Por lo tanto, g = 0 y la ecuacién (4.3)
puede reescribirse simplemente como

h—drea(A)G) = 2n {—2 + Z (1 _ m%)} | (4.4)

Ahora, si GG posee al menos 5 clases elipticas, entonces, ya que

()2

Y

DO | =

se tiene

Asi,
T
1 1
-2 1——)>=
+Z< mj) T2
J=1

y, en consecuencia, resulta

h— drea(A)G) = 27 {—2 + Z<1 - m%ﬂ > 7

j=1

contradiciendo (4.2).
Se afirma que G no puede tener cuatro clases elipticas. Para probarlo se
supone lo contrario y se consideran los siguientes subcasos:
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Subcaso 1. Supéngase que G tiene signatura (0 : 2,2,2,n), con n > 3.
De la expresion (4.4) se tiene

o = s 1-1) (-3 (-8« (-
]
=

Igualando con (4.1) resulta

es decir,
1 1 1 2
2 n 3 g
0, equivalentemente,
2 1 N 1 11 1 6-n
g n 3 2 n 6  6n
Asi,
q 6n oo 12n
e u p— .
2 6_n B I,

Recuérdese que ¢ debe ser un entero positivo, para lo cual es necesario que
n € {3,4,5}, pero para estos valores de n el entero ¢ resulta ser miltiplo
de 3, lo cual contradice que (p,q) = 1. Con este argumento se concluye que
G no puede tener tres clases de conjugacién de subgrupos ciclicos elipticos
maximales de orden 2.

Subcaso 2. Supéngase que G tiene signatura (0 : 2,2,3,n), con n > 3.
De (4.4) se obtiene

i = s (1-3)+(1-3)+(1-3)+(1-D)
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es decir,
2 1 1 2
3 n 3 gq
0, equivalentemente,
2 1 1 2 1 1 3—n
- = -4+ —-—=- = — = = =
q n 3 n 3 3n
Asi,
q 3n oo 6n
- = u = .
2 T3 B 1T Ty

Puesto que n > 3, la dltima igualdad implica que ¢ no puede ser un entero
positivo, de manera que esta signatura no puede corresponder a G.

Subcaso 3. Supdngase ahora que G tiene signatura (0 : 2,2,4,n), con
n > 4. De (4.4) resulta

i = o132+ (-3)

1 1
- >
n-— 4
luego
3 1 _3 1
g
4 n 4 4
es decir,
3 1 _ 1
Z_>
4 n = 2
Asi pues,

3 1 1
—d =or|Z — 2| > 212 =
h — area(A/QG) 27{4 n}_27r2 M,

contradiciendo (4.2). Por lo tanto, este tipo de signatura no surge para G.
A partir de este punto es conveniente notar que a medida que los érdenes
de las clases elipticas sean mayores, el valor de h—drea(A/G) se incrementara
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superando el valor de 7 y, consecuentemente, rebasando la cota superior
proporcionada por la expresion (4.2). De esta forma, al agotarse todas las
posibilidades para los ordenes de las clases elipticas de G, se concluye que G
no puede tener cuatro clases elipticas.

Finalmente, si G tuviera 2 clases elipticas o menos, el valor h—drea(A/G)
no seria positivo, por lo cual se puede asegurar que GG es un grupo triangular.
Asi, la igualdad (4.4) puede ser escrita como

h —area(A/G) = 27 {1 — (L + 1 + i)} (4.5)

my mo ms3

Ahora, al ser G* triangular y G’ un subgrupo triangular de éste, ocurre
que el orden de cada clase eliptica de GG debe ser igual a un factor del orden de
alguna de las clases elipticas de G*, incluso el orden de alguna clase eliptica
de G* puede desaparecer en la signatura de G. Asi pues, la signatura de GG
podria tener una de las siguientes formas:

(0:2,2,3), (0:2,3,3), (0:3,3,3),

en caso de que la clase de orden ¢ desaparezca. Sin embargo, estas posibi-
lidades quedan rapidamente descartadas, ya que, segin (4.5), producen un
valor no positivo para h — drea(A/G). El mismo argumento aplica para la
signatura (0 : 2,2,q/k), donde k es algin divisor de ¢, de manera que este
tipo de signaturas tampoco corresponden a G.

Suponiendo que la signatura de G es (0: 2,3, {), de (4.5) se tiene

h—drea(A/G):Zw[l— <%+%+§)} :27{%_2].

Igualando con (4.1),
es decir,

0, equivalentemente,
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De esta forma

y despejando ¢ resulta
q="6(2—kF).

Obsérvese que necesariamente ¢ es un miltiplo de 3. Recordando que p = 3
y debe cumplirse (p,q) = 1, se deduce que esta signatura no corresponde a
GG. De la misma manera se descartan aquellas signaturas en las que el orden
de dos clases elipticas o el orden de las tres clases son factores de ¢. Por lo

tanto, GG tiene signatura
q
0:3,3,=].
Nétese que de (4.5) se sigue
1 1 k 1k
h — area(A/G) = 27r[1 — (54—54-5)] zgﬂ[g_ 5}
Igualando con (4.1) resulta
[ k] 1 2
o zzw[___].
q

Dividiendo entre 27 en ambos lados,

1K) [ 2
3 q] ’

de donde se obtiene inmediatamente que k& = 2. Ya que ¢/k debe ser un
entero positivo, necesariamente ¢ debe ser un nimero par.
En conclusidn, si p = 3 y GG es un subgrupo de indice 2 en G*, entonces

G tiene signatura
q
0:3,3, =
< ? ? 2> ?

con g un entero par mayor que 7. Es menester recordar que en este caso

1 1 3
senh <§Tg> senh <§Th) sen(f) = A = cos <7> ,
(37T> 1
cos| — | > =
q 2

y como
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para cualquier entero ¢ > 10, mientras que
37 < 1
cos| — =;
8 2
resulta que la cota inferior de 1/2 para

1 1
senh <§Tg> senh <§Th> sen(6)

se respeta, excepto cuando ¢ = 8, es decir, cuando G tiene signatura
(0:3,3,4).

Finalmente, se probard (4). Si ¢ es no simple, existe f € G tal que f(A4,)
interseca A, en un cierto dngulo #. Tomando h = fgf !, resulta que el eje
de h es f(A,). De esta forma, por el inciso (1),

1 1 3T
senh <§Tg> senh <§Th> sen() > cos <7> :

Obsérvese que al ser h un elemento conjugado de g, se tiene T, = T}, y la
desigualdad anterior se puede escribir como

1 1 3
senh| =T, | senh| =T, | sen(f) > cos el ,
2 2 7
es decir, 1 3
senh?| =T, | sen(0) > cos ).
2 7
Por otra parte, es claro que

senh? <%Tg> > senh? <%T )sen(Q)7

1 3
de donde senh? (—Tg> > cos (—W>
2 7
Por lo tanto, )
1 1/2
senh| =T, ) > |cos 37 (=0.47...).
2 7
[ |

Durante la demostracion del siguiente teorema se hara uso de dos resulta-
dos conocidos acerca de pentagonos y hexagonos, presentados a continuacion.
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Teorema 4.0.2 Para cualquier pentigono con cualro dngulos rectos y un
quinto angulo ¢, con 0 < ¢ < 1, como el que se ilustra en la Figura 4.2, se
cumple la relacion

cosh a cosh ¢ 4+ cos ¢ = senh a cosh b senh c.

Figura 4.2: Pentdgono hiperbdlico con cuatro dngulos rectos.

La prueba puede consultarse en [1], p. 159, 160.

Teorema 4.0.3 Para cualquier hexdgono con todos sus dngulos rectos, como
el que se muestra en la Figura 4.3, se verifica la relacion

cosh by senh as senh az = cosh a, + cosh as cosh as.

ai

a2 as

by
Figura 4.3: Hexdgono hiperbdlico con dngulos rectos.

Su respectiva demostracién puede ser encontrada en [1], p. 161.
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Teorema 4.0.4 Sean g y h transformaciones hiperbdlicas con ejes y longi-
tudes de traslacion Ay, Ap, Ty y T, respectivamente. Supdngase que (g, h)
es discreto y no elemental, y que ninguna imagen de Ay se cruza con alguna
de A;. Entonces

1 1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ay, An) > cosh <§Tg> cosh <§Th> — 5

Si, ademds, (g, h) no tiene elementos elipticos, se puede reemplazar —% por
+1 (en este caso 2 es una cota inferior).

DEMOSTRACION. Se denotard al grupo (g, h) por G. Se puede conjugar a G
de una manera tal que la perpendicular comin de A, y Aj sea el eje real
y que el punto medio de dicha perpendicular sea el origen, tal como en la
Figura 4.4 (de ser necesario puede reemplazarse h por h=' o g por g~'). Se
denotard por oy, o3 y o3 a las reflexiones en las geodésicas Ly, Ly v Ls,
respectivamente, que aparecen en la Figura 4.4. Obsérvese que ¢ = 030, ¥
h = 0903. De esta manera o,0; pertenece a G.

Figura 4.4: Configuracién con el eje real como perpendicular de Ay y Ap.

Si G no tiene elementos elipticos, entonces Ly v Ly no pueden intersecarse
(de lo contrario el punto de intersecciéon serfa un punto fijo eliptico y el
elemento o907 serfa eliptico). Esta situaciéon se muestra en la Figura 4.5.
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Figura 4.5: Si GG no tiene elementos elipticos, L1 y Ly no se cortan.

Sea z el punto de interseccion de Lo con Aj. Obsérvese que en este caso
(donde no hay elipticas) se obtiene un poligono al mover el haz de geodésicas
ortogonales a L; que intersecan a Lo; cuando una de ellas interseca a Lo
en el punto en la recta al infinito més cercano a L;, lo hace en un angulo
(partiendo de Ly en direccion positiva) de magnitud cero, el cual va creciendo
a medida que se eligen geodésicas que corten a Ly cada vez mas cerca de z.
No podria suceder que la geodésica ortogonal a L; y Ly corte a Ly mas alld
del punto z, es decir, que no se genere un hexdgono con Ly, Ay, L3, Ay y
L, sino un pentagono; ya que bajo esta situacion habria un tridngulo con
dos angulos rectos formado por z, un segmento de A, y el punto donde la
ortogonal comtn a L; y Ly corta a Ly. Lo anterior garantiza la existencia
del hexdgono con dngulos rectos que se aprecia en la Figura 4.5. El Teorema
4.0.3, aplicado a este contexto, da como resultado la igualdad entre

1 1
senh <§Tg) senh <§Th> cosh p(Ay, Ar)
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y la expresion
1 1
cosh <§Tg> cosh <§Th> + cosh p(Ly, Ly).
Como la funcién cosh(z) estd acotada inferiormente por 1, resulta que
1 1 1 1
cosh <§Tg) cosh <§Th> + cosh p(Ly1, Ly) > cosh <§Tg> cosh <§Th> + 1,
de donde se obtiene
1 1 1 1
senh (5T9> senh <§Th) cosh p(Ay, Ap) > cosh <§Tg> cosh <§Th> +1,

que justamente es la segunda desigualdad de este teorema.

Figura 4.6: Si Ly y Ly se intersecan en OA se da la igualdad.

En caso de que Ly y Lo no se intersequen en el interior de A pero si en
OA, resultaria una configuracién como la que se muestra en la Figura 4.6,
donde se obtiene un pentagono con cuatro angulos rectos y un quinto angulo
igual a 0. En estas circunstancias el Teorema 4.0.2 garantiza que se cumple
la igualdad
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1 1 1 1
senh <§Tg> senh (ETh> cosh p(Ay, Ap) = cosh <§Tg> cosh <§Th> + cos(0),
es decir,
1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ay, Ar) = cosh <§Tg> cosh <§Th> +1,

con lo que se concluye la prueba de la segunda parte del teorema.

Ahora, si G contiene elementos elipticos, puede suceder que o.01 sea
eliptico o no. FEn caso de no serlo se aplican los argumentos anteriores. Si,
por el contrario, o907 es efectivamente eliptico, entonces Ly y Lo se cortan
en un angulo 0 = ’% con (p,q) = 1. En este punto es conveniente distinguir
entre dos casos relacionados con la magnitud del angulo 6.

Caso 1. Supdngase que 0 < 27/q, es decir, pr/q < 27/q. De esto resulta
p <2

Si p = 1 entonces § = 7/q; de donde se deduce que ¢ > 1, pues el valor
g = 1 da como resultado # = m, lo cual no puede suceder, ya que ¢ es un
angulo interior del pentdgono determinado por Ay, Ls, Ay, Lo y Ly (véase
Figura 4.4) y el dngulo de cualquier poligono es un angulo interior si y sélo
si su magnitud se encuentra en el intervalo (0,7) (cf. [1], p.153). Asi pues,
q > 2, de manera que § < 7/2. Tras aplicar el Teorema 4.0.2 al pentdgono
antes mencionado, resulta

1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ay, Ap) = cosh <§Tg> cosh <§Th> + cos(0).

Pero al ser < 7/2 se sigue que cos(f) > cos(m/2), es decir, cos(d) > 0, de
donde se obtiene de manera inmediata

1 1 1 1
cosh <§Tg> cosh <§Th> + cos(0) > cosh <§Tg> cosh <§Th>

y, en consecuencia,
1 1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ay, Ap) > cosh <§Tg> cosh <§Th> — 5

Si p = 2 entonces § = 27/q y, en consecuencia, ¢ > 1, pues ¢ = 1 da
como resultado § = 2m, lo cual es imposible por ser # un angulo interior

V
o

=)

)
>

|
o3
N—
Q

S

)
>
N
N | =
s
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del pentdgono antes descrito. Por otro lado, ya que (p,q) = 1y p = 2,
necesariamente ¢ > 3, con ¢ impar, de donde 6 < 27/3. En virtud del
Teorema 4.0.2, se tiene

1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ag, Ay) = cosh <§Tg> cosh <§Th> + cos(0),

pero al ser 0 < 27/3 resulta que cos(f) > cos(27/3), es decir, cos() > —

Asi,
1 1 1 1 1
cosh(ETg> cosh(ETh> + cos(0) > cosh(ETg> cosh(ETh> ~5

y, por lo tanto,

1 1 1 1 1
senh (§Tg> senh (§Th> cosh p(Ay, An) > cosh (§Tg> cosh <§Th) ~ 5

N|—=

Caso 2. Supongase ahora que 6 > 27”. En este caso es posible rotar Ay,
alrededor del punto de interseccién de Ly con L; (al que por comodidad
se llamard «), aplicando alguna potencia de la transformacién oy0q, hasta
obtener una imagen de Aj; que sea mas cercana a A, pero, por hipdtesis,
ajena a A,. Notese que para lograr esto respetando las hipdtesis es necesario
que no sean a la vez ¢ impar y p par, pues si se supone que ¢ es impar y p
es par, entonces es posible aplicar qu veces la transformacién o901 a Ap,. En
tal caso, la geodésica ortogonal por « a la imagen resultante formard, con
respecto a Ay, un angulo de

1 2 1
20 a+t _ T ¢+t :p7T+Z£:p7T+9,
2 q 2 q

siendo éste igual a § médulo 27. Por lo anterior, esa rotacién coincidird con
Ay, contradiciendo las hipétesis.

Para un mejor entendimiento del proceso de rotacién de A, se pueden
conjugar las transformaciones de tal manera que el punto de interseccion «
corresponda al origen. La configuracién obtenida se muestra en la Figura 4.7.

Todas las imédgenes del eje Aj se obtendran al rotar alrededor de « en

2pm  dpm 2(q — V)pr

. PRI J
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radianes y estas seran distintas entre si. Esta tltima afirmacién puede demos-
trarse suponiendo que para algunos i, j distintos en el conjunto {1,2,...,q—1}
se cumple

21 2j
P _ 2PT (méd 27),
q q
esto es,
2i 27
T 2IPT 2km, para algin entero k.
q q
Por consiguiente,
p,. .
_(/[/ — ,]) — k7
q
o bien
p(i — j) = kg,

de donde se deduce que ¢ divide a p o g divide a i —j. Lo anterior es imposible
sii # j,yaque (p,q) =1y, ademds, i—j < ¢, de manera que, necesariamente,
1=].

Figura 4.7: Configuracion con « como centro de A.

Es intuitivamente claro que a medida que se rota A, en torno a « se
obtendran algunas imdgenes de dicho eje més cercanas a A,. Esto puede vi-
sualizarse al tomar hiperciclos por los puntos fijos de g como se muestra en
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la Figura 4.8. Al ser los hiperciclos los que determinan las distancias a A,
(cf. [1], p.162), resulta que una imagen que no interseque a cierto hiperciclo
cercano a A, estard mds alejada de A, que una que si lo interseca. Ademds,
cabe destacar que por ser o,0; una isometria de orden ¢, habran siempre ¢
imagenes distintas de A; alrededor de «, y las respectivas geodésicas orto-
gonales por « de dos de ellas consecutivas formardn un dngulo de 27/q en
«. Ya que ninguna imagen de A;, interseca a Ay, se puede asegurar que A,
se encuentra entre dos imagenes consecutivas de Ay, asi que el angulo 6’ que
forma L, (la geodésica ortogonal a A, por a) con la ortogonal a una de esas
imagenes de Aj; por « serd menor que 27/q.

Figura 4.8: Hiperciclos por los puntos fijos de g.

Asi, si se reemplaza h por un conjugado fhf !, donde f es una de las
rotaciones alrededor de a antes referidas, con la propiedad de que su eje
f(Ap) esté tan cerca como sea posible de A, (pero distinto de A4,), se tiene
la desigualdad

p(Agv Ah) > p(Agv fAh)

y, por el argumento anterior, al construir un pentidgono de manera analoga
al considerado en las situaciones anteriores, el correspondiente angulo €' sa-
tisface #' < 27 /q. Ahora se estd en condiciones de aplicar lo obtenido en el
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Caso 1, tras lo cual resulta la desigualdad

1 1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Tfhf1> cosh p(Ay, fAy) > cosh <§Tg> cosh <§Tfhf1> —5

Recuérdese que por ser elementos conjugados se cumple Ty, -1 = T}, asi

1 1 1 1 1
senh| =T, | senh| =T}, Jcosh p(Ay, fAr) > cosh| =T, |cosh| =T, | — -.
2 2 2 2 2
Por otra parte, dado que p(A4,, An) > p(Ay, fA,) > 0, entonces se tiene
COShp(Aga Ah) > COShp(Ag7 fAh)7

de donde
1 1 1 1
senh(§Tg)senh(§ n)cosh p(Ag, Ap) > senh(ﬁTg)senh@ h)cosh p(Ag, fAL).

De las desigualdades anteriores se sigue que

1 1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th) cosh p(Ay, Ap) > cosh <§Tg> cosh <§Th> —3 [ |

En el caso en que g es un elemento hiperbédlico simple se puede aplicar
este resultado a (g, h), con h un conjugado de g, y se obtiene lo siguiente:

Corolario 4.0.5 Si g y h son elementos hiperbolicos que generan un grupo
discreto no elemental y g es simple en este grupo, entonces, para toda f en
(g,h), se tiene que f(A,) = Ay o bien

1 1 1
senh<§Tg> senh Ep(Ag,ng) > 3

DEMOSTRACION. Al ser g simple, para cualquier f en {g,h) ocurre que
f(A,) = A, o bien f(A4,)N A, =0. En el segundo caso, tomando h = fgf*
y aplicando el Teorema 4.0.4 se tiene

1 1 1 1 1
senh <§Tg> senh <§Th> cosh p(Ay, Ap) > cosh <§Tg> cosh (§Th> — 5
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Pero T, =T}, por ser g y h elementos conjugados. Ademds, dada la elecciéon
de h, resulta que su eje es f(A), asi que

1

1 1
senh? <§Tg> cosh p(A,, fA,) > cosh® <§Tg> - -

= (4.6)

Utilizando algunas identidades trigonométricas basicas puede obtenerse
1 1
cost (g £4,) = cosh( 3ol 1) + ol 14
1 1
= cosh? <§p(Ag,ng)> + senh? <§p(Ag,ng)>
of 1 2f 1
= 1+ senh §,o(Ag,ng) + senh §p(Ag,ng)

1
= 1+ 2senh? <§p(Ag, ng)> :

Sustituyendo en (4.6) resulta

1 1 1
senh? <§Tg> [1 + 2senh? <§p(Ag, ng)>] > cosh? <§Tg> —

es decir,

1 1 1 1 1
senh? (§Tg) + 2senh? <§T )senh2 <§p(Ag, ng)) > cosh? (§Tg) D)

0, equivalentemente,

1 1 1 1 1
2senh? <§T >Senh2 <§p(Ag, ng)> > cosh? <§Tg> — senh? <§Tg> — 5

Por consiguiente,

1 1 1
2senh? <§T )senh2 (§p(Ag,ng)> > 27

pues cosh?(3T,) — senh?(3T,) = 1. De esta forma se concluye que

NG

1 1
senh? <§Tg> senh? <§p(Ag, ng)) >



Cota universal para la funcién desplazamiento 59

y, por lo tanto,
1 1 1
Senh<§Tg> senh<§p(Ag, ng)> > 5

[ |

El siguiente ejemplo muestra que la cota inferior de % es la mejor posible.

Durante su explicacién se hard uso del siguiente teorema cuya prueba se

encuentra en [1], pp. 157-159. Dicho teorema hace referencia a cuadrilateros

de Lambert, es decir, cuadrilateros con tres dngulos rectos y un cuarto angulo
¢ que satisface 0 < ¢ < /2.

Teorema 4.0.6 En el cuadrildatero que se ilustra en la Figura 4.9 se cumplen
las igualdades

(i) senhay senhay = cos ¢,

(ii) cosha; = coshby sen ¢.

by

bl ay

ay
Figura 4.9: Cuadrilatero de Lambert.

Considérese un poligono D construido como en la Figura 4.10, donde
f es la transformacién eliptica de orden dos que fija al origen, y ¢ es un
elemento hiperbdlico que aparea L con L'. Asi, f y ¢ aparean los lados de
D. Obsérvese que la suma de los dngulos interiores de D es igual a 27/3. De
esta forma, se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el Teorema de
Poincaré para un ciclo eliptico de orden 3 y, por lo tanto, D es un poligono
fundamental para (f, g). Se puede probar que el lado libre del poligono D no
representa problema alguno para el empleo del Teorema de Poincaré (véase
[1] p. 253, o con mayor detalle [2] pp. 18-20). Ya que g aparea lados del
poligono fundamental D, del Teorema 1.4.1 se sigue que g es simple.

Ahora, puesto que el infimo de las traslaciones de g se alcanza en el eje
(donde el desplazamiento es constante) y ¢ aparea L y L', necesariamente
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T, = p(L,L'). Por otra parte, al ser f una transformacion eliptica de orden
dos, la imagen de A, bajo f es como se muestra en la Figura 4.11 (una
rotacién de A, de 7 radianes en torno al origen). Nétese que la geodésica
ortogonal a A, y a f(A,) pasa por el origen (esto se sigue de la simetria de
L y L'). También en dicha geodésica se alcanza la distancia hiperbdlica de
A, a f(Ay) vy, por lo tanto,

1
§P(Ag7 ng) = P(Ag= 0).

Figura 4.10: Ejemplo del Corolario 4.0.5.

Asi, a consecuencia de lo anterior y del Teorema 4.0.6 se tiene la igualdad

1 1 1
senh<§Tg> senhip(Ag, fAy) = senh§p(L, L')senh p(Ay,0) = cos(%),

es decir,
1

1 1
senh<§Tg> senh§p(Ag, fAy) = 7

En la prueba del teorema presentado a continuacion se utilizara la si-
guiente desigualdad

cosh(a)cosh(b) > %cosh(a +b), (4.7)
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la cual es verdadera, ya que
e’ e\ (el et
2cosh(a)cosh(b) = 2 5 5

B eotb 4 67(a+b) N eb—a 4 ea—b
B 2 2

b—a a—b
= cosh(a+0b)+ <$)

2
> cosh(a+ D).

Figura 4.11: Imagen de A, bajo f.

Los Teoremas 4.0.1 y 4.0.4 proporcionan la siguiente cota para P(g, h).

Teorema 4.0.7 Sean g y h elementos hiperbolicos que generan un grupo
discreto no elemental. Entonces P(g,h) > cos(37/7).

DEMOSTRACION. Se utilizard la notacién de los Teoremas 4.0.1 y 4.0.4. Si
los ejes de g y h se intersecan en algin punto u (como en la Figura 4.1),
entonces considerando que el infimo de las traslaciones se alcanza en los ejes
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donde el desplazamiento es constante, se tiene lo siguiente

1 1
P(g,h) = senhip(u,gu) senhgp(u,hu)

1 1
= senh (—Tg> senh (—Th>
2 2

1 1
> senh(iTg> senh(éTh> sen(0)

(%)
> cos| — |,
7

siendo esta tltima desigualdad consecuencia del Teorema 4.0.1.

Si alguna de las imagenes de A, se interseca con alguna imagen de A; (y
A, no se interseca con Ap) en alglin punto w, esto es, fi(A4,) N f2(A4,) = {w},
para algunas transformaciones f, y fo; entonces existen w; € Ay, y wy € A,
tales que fi(wi) = w = fo(ws). En este caso se tiene

1 1
P(g,h) = senhﬁp(wl,gwl) 3€”h§ﬂ(w27hw2)

1 1
= Senhip(flwla figw:) Senhﬁﬂ(ﬁw% fahws)

1 1
= senh<§Tflgfl_1> senh<§Tf2hf2_1>

1
= Senh(—Tg> senh(lTh>

2 2

1 1

senh(ETg> senh<§Th> sen(6)
> cos 3—7T
- 7 Y

donde la 1iltima desigualdad, nuevamente, es consecuencia del Teorema 4.0.1.

Si las imdgenes de A, y Aj; no se intersecan se puede utilizar el Teorema
4.0.4. Primeramente, en virtud del Teorema 1.2.2, para cualquier z en el
plano hiperbdlico se tiene que

v

1 1
senh§p(z, 9z) senh§p(z, hz)

es igual a

1 1
senh <§Tg> senh (§Th> coshp(z, Ag)coshp(z, Ap).
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Sin embargo, por (4.7), esta dltima expresién es mayor o igual que

1 1 1
§senh <§Tg> senh <§Th) cosh [p(z, Ag) + p(z, An)|,

lo cual, a su vez, es mayor o igual que
1 1 1
—senh| =T, |senh| =T}, | coshp(Ay, Ap).
2 2 2

La ultima afirmacién estd justificada por la desigualdad

p(AQJ Z) + p(ZJAh) 2 p(Ag;Ah)7

cuya veracidad se puede comprobar tomando w; como el punto donde la
geodésica por z ortogonal a A, corta a Ay, y w el punto donde la geodésica
por z ortogonal a A, corta a Ap; ya que entonces, como consecuencia de la
desigualdad del tridngulo, resulta

p(Ag,2) +p(z,An) = plwi,2) + p(z, ws)
> plwy, wa) > p(Ay, Ap).

Asi,
1 1 1 1 1
senh§p(z, gz) senhﬁp(z, hz) > §senh <§Tg> senh (§Th> coshp(Ag, Ap).

Del Teorema 4.0.4 se sigue

T, 1

1 1 1 1 T
§Senh <§Tg> senh <§Th> coshp(Ay, Ap) > 3 (cosh%cosh; — 5)

(V4
DN | =
VRS

—_

|
[N
N—

Il
=] =

[V

)

o)

&
VRS
w

~[§

N~

De esta forma,

1 1
- - > hdd
Senth(z,gz) Senth(z, hz) > cos( - ),
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3

por lo que cos(%") es una cota inferior para las cantidades

1 1
senhgp(z, 9z) senh§p(z, hz)

que resultan de tomar z en el plano hiperbdlico. Luego,

1 1
inf{senhip(z,gz) senhép(z, hz)} > cos<377r>7

es decir,

Plg,h) > cos<37”).

[ |

En el siguiente resultado se considera la cantidad M (g, h) para un elemen-

to eliptico y uno hiperbdlico. La razén por la cual no se trabaja con P(g, h)

es que cuando alguna de las transformaciones g o h es eliptica, esta tendra

un punto fijo v, por lo que p(v,gv) = 0 o p(v, hv) = 0. De esta manera, el
producto

1 1
Senhép(v, gv)senhép(v, hv)

serd igual a cero y, en consecuencia, P(g, h) = 0, lo cual no aporta informacién
relevante.

Teorema 4.0.8 Sea g una transformacion hiperbolica y h una eliptica de
orden q, (¢ > 2). Si (g, h) es discreto y no elemental, entonces

M(g,h) > 1/V8.

DEMOSTRACION. Si g es un elemento hiperbdlico no simple de (g, h), enton-
ces se puede aplicar el inciso (4) del Teorema 4.0.1 para obtener lo siguiente:

1 1 1
méx{senhﬁp(z, gz), senh§p(z, hz)}y > senh§p(z, g%)

1
> senh<§Tg>
[cos(?)] =0.4717...

> 0.3535... = 1/V/8.

o=

v
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De lo anterior se sigue que
. , 1 1
inf max{senh§p(z, gz), Senh§p(z, hz)} > 1/V8,

es decir,
M(g,h) > 1/V8.

Supdéngase ahora que g es un elemento hiperbdlico simple. Se mostrara
que en este caso el punto fijo v de la transformacion eliptica A no puede ser
un punto en A,.

Caso 1. Siv e Ay y ¢ > 2, al ser h(v) = v, la transformacién h rotaria
Ay en torno a su elemento interior v, dando origen a una imagen de A, que
se interseca en un punto con dicho eje. Especificamente sucederia

{v} = AgN h(Ag);

contradiciendo que g es simple.

Caso 2. S5iv € A; y ¢ =2, entonces h rota A, en torno a v preservando
dicho eje, pero intercambiando los puntos fijos de g. De esta manera, el grupo
(g, h) preserva el conjunto de puntos fijos de g e inmediatamente se tiene que
cualquier elemento f de (g,h) es tal que f € (g) o hf € (g). Lo anterior
significa que (g) es un subgrupo de indice dos en (g, h). Puede demostrarse
que si un subgrupo de PSL(2, C) tiene un subgrupo de indice finito, entonces
sus conjuntos de puntos limites coinciden (cf. [6], pp. 91, 92). Asi pues, en
este contexto resulta

L{(g,h) = L({g))- (4.8)

Por otra parte, se sabe que un subgrupo estabilizador discreto de PSL(2,R)
tiene a lo més dos puntos limites (cf. [6], p. 110). En este caso, (g) es un
grupo estabilizador de los puntos fijos de ¢ y, ademaés, es discreto por ser
discontinuo. Consecuentemente, (g) tiene a lo mas dos puntos limites, es
decir, es elemental. En virtud de (4.8) el grupo (g, h) serfa también elemental,
contradiciendo las hipotesis.

Lo anterior prueba que v debe estar fuera de A,. Por ello, una rotacién
de A, de dngulo 27 /q alrededor de v debe asignar a A, una imagen ajena, la
cudl puede asumirse que es h(A,) (véase la Figura 4.12).

Si g > 2 puede construirse un pentagono como el de la Figura 4.12 y divi-
dirse en los dos cuadrilateros mostrados. Al aplicar el inciso (i7) del Teorema
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4.0.6 a uno de estos cuadrildteros se obtiene
1
cosh p(v, A,) sen (m/q) = cosh §p(Ag, hA,),
ademds, ya que cosh(z) > senh(x), resulta

1
cosh p(v, A,) sen (w/q) > senh Ep(Ag, hA,).

Figura 4.12: Rotacién de A, alrededor de v.
Por otra parte, del Corolario 4.0.5 (aplicado al grupo (g, hgh™!)) se sigue
1 1 1
senh ETg senh ip(Ag, hA,) > 3
Asi, las dos desigualdades anteriores dan como resultado
1 1
cosh p(v, A,) sen (7/q) senh (§Tg) > 3"

Si ¢ = 2 no puede construirse el pentdgono antes mencionado. Bajo esta
situacién v coincidirfa con el punto medio de la geodésica ortogonal a A, y
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h(Ay), de manera que
1
§P(Ag= hAg) = p(v, Ag).

Luego,
1
cosh ip(Ag, hAy) = cosh p(v, Ay),

por lo que
1
cosh p(v, Ay) > senh §p(Ag, hA,).

En consecuencia,

1 1 1 1
senh <§Tg> cosh p(v, Ay) > senh <§Tg> senh §p(Ag, hA,) > 3

siendo esta tultima desigualdad consecuencia del Corolario 4.0.5 aplicado al
grupo (g, hgh™'). De esta manera, se tiene

1 1
cosh p(v, Ag)senh <§Tg> > 2

o equivalentemente (ya que sen(w/2) = 1)

cosh p(v, Ay)sen(m/2)senh (%Tg> >

Lo anterior implica que para cualquier ¢ > 2 se cumple

1 1
cosh p(v, Ay) sen (7/q) senh (§Tg> > 3
Obsérvese que esta tultima desigualdad expresa una restricciéon geométrica

en términos de los parametros T,, 27/q y la separaciéon que hay entre h y g
medida por p(v, A,). Por comodidad, se escribird m en lugar de m,, donde

1 1
m, = méx{senhgp(z, 97), Senhﬁp(z, hz)}.

Es intuitivamente claro que

p(vaAg) < p(v, 2) + p(Z>Ag)
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para cualquier z en A. Formalmente, esto se cumple, pues p(v, 4,) es la
medida de la curva de menor longitud que va de v a A, (la ortogonal a A,
que pasa por v), lo que significa que cualquier otra curva que una v con A,
tendrd mayor o igual longitud. En particular, esto sucedera para la curva
[v, 2] U [z,w], siendo w el punto en el que A, se interseca con la geodésica
ortogonal a A, por z.

Asi, reescribiendo la ultima desigualdad obtenida se tiene

1 1
5 < sen(m/q) Senh<§Tg> cosh p(v, Ay)

< sen(w/q) senh <%Tg> cosh|p(v, z) + p(z, Ay)].

Notese que la expresion de la derecha puede, a su vez, escribirse como
1
sen(w/q) senh <§Tg> [coshp(v, z)coshp(z, Ay) + senhp(v, z)senhp(z, A,)]
0, equivalentemente,

1
sen(m/q) senh <§Tg> coshp(v, z)coshp(z, Ay)

1
+ sen(m/q) senh <§Tg> senhp(v, z)senhp(z, Ag).

Haciendo uso de la identidad cosh?(x) — senh?(x) = 1 y del inciso (i) del
Teorema 1.2.2, se obtiene la siguiente expresion equivalente para el primer
sumando:

sen(w/q) senh (%p(z, gz)) [1+ senh?p(v, 2)]2,

que evidentemente es menor o igual que

M|

sen(m/q)m[1 + senh®p(v, 2)]2.

Mientras tanto, el segundo sumando es menor o igual que

1
sen(w/q) senh <§Tg> senhp(v, z)coshp(z, Ay),
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lo cual, a su vez, es menor o igual que m?, ya que a consecuencia de los incisos
(i) y (ii) del Teorema 1.2.2 se tiene

1 1
coshp(z, Ay) senh(§Tg) = Senh(§p(z, gz)> <m

1
sen(m/q) senhp(v, z) = Senh<§p(z, hz)> < m.
De lo obtenido en el parrafo anterior se concluye que

sen(r/q)m[1 + senh®p(v, 2)]2 + m?

DO | =
IN

mlsen?(w/q) + sen?(x/q)senh®p(v, 2)]7 + m?

mlsen®(x/q) +m?)? +m’

m[l +m?? +m?.

IN A

Ahora, se puede asegurar que m > 1/\/§, pues si se supone lo contrario
sucede

m[l+m?z +m® <

“$l- 5l 3=

I
ool
+

contradiciendo la desigualdad previamente mostrada.
Al ser 1/\/§ una cota inferior para m, resulta que

infm >1/V8,

es decir,
M(g,h) > 1/V/38.
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[

Ahora, recolectando los resultados obtenidos en este capitulo y algunos

otros que se prueban en [1] y con mds detalle en [9], se puede finalmente
establecer la cota inferior universal para M (g, h) buscada.

Teorema 4.0.9 (Yamada) Si g y h son transformaciones que generan un
grupo discreto no elemental, entonces M (g, h) > 0.1318... y esta cota inferior

es alcanzada por dos generadores elipticos del grupo triangular con signatura
(0:2,3,7). Mds especificamente:

(i) si gy h son parabdlicas
1

(i1) si g es parabdlica y h hiperbdlica

(1ii) si g es parabdlica y h eliptica
Mg h) > ——;
g7 — \/§7
(iv) si g y h son elipticas

M(g,h) > 0.1318...;

(v) si gy h son hiperbdlicas

sty > fo(2)]:

(vi) si g es hiperbdlica y h eliptica

M(g,h) >

/-
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DEMOSTRACION. Primeramente, obsérvese que dado cualquier punto z en el
plano hiperbdlico se tiene

1 1 1 1
(méx{senhip(z, gz), senhip(z, hz)})? > senhép(z, gz)senhép(z, hz).

Por lo que, si se toma el infimo sobre todos los puntos del plano, resulta de
manera inmediata

M(g,h)* > P(g,h).

Ahora, en [9], pp. 18-20 y en [1], p. 309 se prueba que, bajo las hipdtesis
de este teorema, si g y h son parabdlicas, o g es parabdlica y h hiperbdlica,
entonces resulta que P(g,h) > i. De lo anterior se sigue M (g, h)? > i y, por
consiguiente,

1
M(gah) 2 57

con lo cual quedan demostrados (i) y (ii).

Una prueba del inciso (ii7) aparece en [1], pp. 310-313 y mas detallada-
mente en [9], pp. 24-31. La demostracién de (iv) también se encuentra en [1],
pp. 313-316 y se ha tratado mas minuciosamente en [9], pp. 35-40; ademads,
se prueba que la cota inferior de 0.1318... es alcanzada por dos generadores
elipticos del grupo triangular con signatura (0 : 2,3,7).

Por otra parte, si g y h son hiperbdlicas, del Teorema 4.0.7 resulta que
P(g,h) > cos(37/7), de donde

M(g,h)* > cos (377T>

Mg, h) > {cos<37”>}

Con esto queda demostrado (v).
Finalmente, si g es hiperbdlica y A eliptica, el Teorema 4.0.8 asegura que

y, por lo tanto,

M(g,h) > %7

y (vi) queda demostrado. |
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