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Introducci�on

La teor��a de los grupos fuchsianos y kleinianos ha sido un tema central en
las matem�aticas durante los �ultimos cincuenta a~nos. Estos grupos incluyen
al grupo cl�asico modular, sus subgrupos y sus extensiones kleinianas; temas
fascinantes que conectan a muchas �areas de la matem�atica te�orica. A ra��z de
los trabajos de Thurston la topolog��a de las variedades de dimensi�on tres se
enriqueci�o al mostrarse que una familia muy grande de estas tiene estructura
hiperb�olica, es decir, que se obtiene de acciones de grupos kleinianos. M�as
a�un, los grupos aritm�eticos se vinculan fuertemente con la geometr��a y la
topolog��a de las variedades de dimensi�on tres (cf. [7]). Unas �areas dan luz a
otras y viceversa: �algebra, teor��a de n�umeros, topolog��a, variable compleja y
geometr��a van, en este �ambito, en el mismo camino.

En la presente tesis se describen y prueban varios resultados que, junto
con otros demostrados en [1] y [9], constituyen un conjunto de argumentos
que otorgan validez al Teorema de Yamada. Marden prob�o que exist��an cotas
universales para la funci�on desplazamiento para un grupo fuchsiano G de
rango 2, generado por transformaciones g y h. Yamada a�n�o este resultado y
prob�o que una cota universal es 0.1318... y se alcanza con el grupo triangular
(2, 3, 7) (v�ease Teorema 4.0.9). Se toman dos par�ametros para las cotas
universales de la funci�on desplazamiento: M(g; h) que es el ��n�mo de los
m�aximos en cada punto y P (g; h) el ��n�mo de los productos (cf. p. 37). Los
casos que se demuestran a detalle son los correspondientes a grupos generados
por dos transformaciones hiperb�olicas, ya sea que sus ejes se crucen (Teorema
4.0.1) o no (Teorema 4.0.4), y por una hiperb�olica y una el��ptica (Teorema
4.0.8). Otras situaciones aparecen en [1] y m�as detalladamente en [9]. El caso
correspondiente a dos transformaciones hiperb�olicas cuyos ejes se intersecan
es particularmente importante y so�sticado como se puede observar en la
clasi�caci�on de los grupos fuchsianos de rango 2 en el libro de Gilman, [3].

El Teorema 4.0.1 enriquece el resultado que aparece en [1]. pp. 316, 317,
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ya que muestra que la cota inferior de 1=2 �unicamente puede no ser respetada
por cuatro grupos triangulares, en contraste con lo expuesto por el autor Alan
Beardon, qui�en se~nalaba una familia in�nita de estos grupos. Dicho teorema
se basa profundamente en el an�alisis de grupos fuchsianos generados por tres
elementos el��pticos de orden 2. Es por ello que a pesar de que las ideas del
Cap��tulo 3 y, m�as espec���camente, el Teorema 3.0.1 fueron tratadas a detalle
en [10] (y tambi�en aparecen en [1]) result�o necesario incluirlas, aunque de
manera resumida.

En el Cap��tulo 2 se prueba otro teorema de gran utilidad y que generaliza
de cierta manera al teorema de Poincar�e: si se tiene un pol��gono con cerradura
compacta y apareamientos de lados de tal manera que el grupo generado
es discreto, entonces el �area de dicho pol��gono es igual a k veces el �area
de la super�cie de Riemann (cf. Teorema 2.0.3). La demostraci�on expuesta
en el presente trabajo enriquece la prueba proporcionada en [1], pues se
incluye un an�alisis minucioso para los v�ertices del pol��gono. Cabe se~nalar
que dicho resultado favorece el entendimiento de los grupos generados por
tres transformaciones el��pticas de orden 2.

El contenido de esta tesis se apoya en el uso de diversas herramientas
y avanzadas t�ecnicas relacionadas con la teor��a de grupos fuchsianos y con
la geometr��a hiperb�olica en general, las cuales aparecen a lo largo del li-
bro de Alan Beardon, [1]. Entre las herramientas antes mencionadas se pue-
den destacar ciertos resultados de la geometr��a de cuadril�ateros, pent�agonos,
hex�agonos; trigonometr��a hiperb�olica; �areas de pol��gonos hiperb�olicos as�� co-
mo la signatura de grupos fuchsianos, el producto inversivo, resultados de la
funci�on desplazamiento, el teorema de Poincar�e y algunos resultados sobre
grupos triangulares.
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Cap��tulo 1

Preliminares

1.1. Transformaciones de M�obius

Las funciones de variable compleja de la forma

g(z) =
az + b

cz + d
;

donde a,b,c,d son n�umeros complejos y ad � bc 6= 0, reciben el nombre de
transformaciones de M�obius y est�an de�nidas en todos los puntos del plano
complejo extendido. Es bien sabido que a estas funciones se les asocian ma-
trices de la forma �

a b
c d

�
; a; b; c; d 2 C; ad� bc = 1:

Al grupo formado por tales matrices se le denota por SL(2;C) y puede pro-
barse que su centro consiste de las matrices �Id. El cociente de dicho grupo
sobre su centro es el grupo proyectivo especial lineal y se le denota por
PSL(2;C). En [6] pp. 8-12, se prueba que el grupo PSL(2;C) es isomorfo
al grupo de transformaciones de M�obius complejas. Al subgrupo de matrices
en SL(2;C) con entradas reales se le denota por SL(2;R). La misma prueba
del caso complejo es aplicable para mostrar que el centro de este grupo es
�Id y que se puede identi�car a las transformaciones de M�obius de�nidas
por estas matrices con el cociente de SL(2;R) sobre su centro, a este �ultimo
grupo se le denota por PSL(2;R).

De la forma de las transformaciones de M�obius se observa que �estas poseen
al menos un punto �jo en bC. M�as a�un, si una de tales transformaciones es
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2 Preliminares

distinta de la identidad entonces tiene a lo m�as dos puntos �jos. De lo anterior
surgen las de�niciones que conforman una clasi�caci�on para estas funciones.

De�nici�on 1 Sea g una transformaci�on de M�obius que �ja exactamente un
punto en bC, entonces a g se le llama parab�olica.

Es un hecho conocido que las transformaciones parab�olicas son conjugadas
en PSL(2;C) a traslaciones. Incluso cualquiera de estas transformaciones es
conjugada a la traslaci�on z 7�! z + 1. Las transformaciones que no son
parab�olicas son conjugadas en PSL(2;C) a transformaciones de la forma
z 7�! �z; � 2 C.

De�nici�on 2 Sea g una transformaci�on en PSL(2;C) que �ja exactamente

dos puntos en bC. Sup�ongase que g es conjugada en PSL(2;C) a la transfor-
maci�on z 7�! �z. Entonces:

(i) si j�j = 1, a g se le llama el��ptica;

(ii) si � 2 R+, a g se le llama hiperb�olica;

(iii) si j�j 6= 1 y � 62 R+, a g se le llama loxodr�omica.

Para las transformaciones el��pticas, es posible expresar el coe�ciente �
como ei� con � 2 [0; 2�), pues �este tiene norma unitaria. El real � es el
�angulo de rotaci�on de la transformaci�on.

Para �nalizar esta secci�on es conveniente mencionar que en algunas partes
del presente trabajo se har�a referencia a la traza de una transformaci�on.

De�nici�on 3 Sea g 2 PSL(2;C) dada por

g(z) =
az + b

cz + d
;

se de�ne la traza de g como

tr(g) = � a+ dp
ad� bc

:

Cabe mencionar que las transformaciones de M�obius tambi�en pueden clasi-
�carse de acuerdo con su traza (v�ease [6], pp. 40,41).
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1.2. La m�etrica hiperb�olica

En esta secci�on se presenta la m�etrica utilizada en los modelos del semi-
plano superior y del disco de Poincar�e para el plano hiperb�olico. Es necesario
comenzar introduciendo el concepto de densidad:

De�nici�on 4 Sea A una regi�on en Rn. Una densidad en A es una funci�on
continua � : A! R

+.

Una densidad � (en una regi�on A) permite medir la longitud de una curva

 de clase C1 en A, a trav�es de la llamada �-longitud de 
, la cual se de�ne
como

l�(
) =

Z b

a

�(
(t))j
0(t)jdt;

donde 
 : [a; b]! A. Es posible extender esta de�nici�on, de manera natural,
a curvas de clase C1 por tramos. Esta medici�on de curvas permite, a su vez,
medir la distancia entre dos puntos.

De�nici�on 5 Sea � una densidad en una regi�on A y z1, z2 puntos en A. Se
de�ne la �-distancia de z1 a z2 como

��(z1; z2) = ��nf


l�(
);

donde el ��n�mo es sobre todas las curvas 
 de clase C1 por tramos que unen
z1 con z2.

Resulta que las densidades de�nen m�etricas. Al semiplano superior

H
2 = fz 2 CjIm(z) > 0g

provisto con la m�etrica de�nida por la densidad

�(z) =
1

Im z

se le conoce como el plano hiperb�olico y a tal m�etrica se le llama la m�etrica
hiperb�olica. Por otra parte, al disco unitario � = fz 2 C j jzj < 1g provisto
con la m�etrica que de�ne la densidad

�(w) =
2

1� jwj2
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se le conoce como el disco de Poincar�e y a la m�etrica inducida se le llama,
de igual manera, hiperb�olica. Ambos modelos, el disco de Poincar�e y el semi-
plano H2, son conocidos como el plano hiperb�olico. La distancia hiperb�olica
entre dos puntos z1 y z2 suele denotarse simplemente como �(z1; z2).

De la invarianza de ciertas expresiones bajo la acci�on de isometr��as en
el plano hiperb�olico pueden deducirse algunas f�ormulas para la distancia
hiperb�olica, por ejemplo, para puntos z y w en H2 se tiene

cosh �(z; w) = 1 +
jz � wj2

2 Im z Imw
;

mientras que, en el modelo del disco, la distancia hiperb�olica entre z y w
satisface

senh2
1

2
�(z; w) =

jz � wj2
(1� jzj2)(1� jwj2) :

Las pruebas de estas igualdades pueden encontrarse en [6] pp. 53, 77-78.
Se sabe que la funci�on de Cayley dada por

f(z) =
z � i

z + i

es una biyecci�on conforme entre el semiplano superiorH2 y el disco unitario �
que, adem�as, es una isometr��a hiperb�olica entre los dos modelos. Lo anterior
permite trabajar arbitrariamente en cualquiera de los dos modelos seg�un sea
conveniente.

Se sabe que las transformaciones el��pticas tienen un punto �jo en el plano
hiperb�olico y otro fuera de �el, m�as a�un, cualquier isometr��a el��ptica queda
completamente determinada por su punto �jo en el plano hiperb�olico (H2 o
�) y su �angulo de rotaci�on.

Las transformaciones hiperb�olicas tienen dos puntos �jos que se encuen-
tran en la frontera del plano hiperb�olico, es decir, en bR o en la circunferencia
unitaria, seg�un el modelo utilizado. Estos puntos �jos determinan una �uni-
ca geod�esica conocida como el eje de la transformaci�on. Adem�as, es posible
de�nir una cantidad para una transformaci�on hiperb�olica h, conocida como
longitud de traslaci�on y denotada por Th, como sigue:

Th =��nf
z
�(z; hz):

Aprovechando la introducci�on de esta terminolog��a se presenta un resultado
que ser�a de utilidad m�as adelante en este trabajo. La demostraci�on puede
encontrarse en [1], pp. 186, 187.
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Teorema 1.2.1 Sean g y h transformaciones hiperb�olicas cuyos ejes Ag y
Ah se cruzan en un �angulo �, 0 < � < �. Si el conmutador [g; h] no es
el��ptico, entonces

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen� � 1:

Para una isometr��a g del plano hiperb�olico, la expresi�on

z 7! �(z; gz)

indica cu�antas unidades se desplaza cada punto del plano tras aplicar g. Esta
es fundamentalmente la funci�on desplazamiento de la isometr��a dada, sin
embargo, trabajar con ella no suele ser muy pr�actico, por ello es conveniente
de�nir la funci�on desplazamiento de la siguiente manera:

De�nici�on 6 Dada una isometr��a g del plano hiperb�olico, se de�ne la fun-
ci�on desplazamiento para g como

z 7! senh
1

2
�(z; gz);

independientemente del modelo utilizado.

El teorema presentado a continuaci�on explica c�omo se comporta la funci�on
desplazamiento para dos tipos de isometr��as.

Teorema 1.2.2 (i) Si g es hiperb�olica con eje A y longitud de traslaci�on
T , entonces

senh
1

2
�(z; gz) = cosh�(z; A) senh

�
1

2
T

�
:

(ii) Si g es el��ptica con punto �jo v y �angulo de rotaci�on �, entonces

senh
1

2
�(z; gz) = senh �(z; v)jsen(�=2)j;

donde � 2 [0; 2�).
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La demostraci�on correspondiente se encuentra en [1], pp. 174, 175; para ma-
yor detalle v�ease [9], pp. 6-8. Del inciso (i) de este teorema puede deducirse
que, para el caso hiperb�olico, la menor traslaci�on se alcanza en el eje de g,
donde el desplazamiento es constante. Para corroborar lo anterior sup�ongase
que z 2 A. Entonces �(z; A) = 0, as�� que

senh
1

2
�(z; gz) = cosh�(z; A) senh

�
1

2
T

�

= cosh(0) senh

�
1

2
T

�

= senh

�
1

2
T

�
:

En este punto puede notarse que, por la de�nici�on de la longitud de traslaci�on
T , esta �ultima expresi�on es constante y adem�as corresponde al m��nimo valor
posible para

cosh�(z; A) senh

�
1

2
T

�
;

por ser 1 el ��n�mo de la funci�on cosh(x).

1.3. El producto inversivo

Un concepto de gran utilidad dentro de la geometr��a hiperb�olica es el de
producto inversivo de dos \c��rculos"(donde el t�ermino \c��rculo" puede tam-
bi�en hacer referencia a una recta). Se trata de una expresi�on real que depende
�unicamente de los dos c��rculos considerados y que es invariante bajo transfor-
maciones de M�obius. Cuando los c��rculos se intersecan el producto inversivo
es una funci�on del �angulo de intersecci�on y cuando son disjuntos es una fun-
ci�on de la distancia hiperb�olica que hay entre ellos.

De�nici�on 7 Sean C1 y C2 dos \c��rculos". Se de�ne el producto inversivo
entre C1 y C2 como

(C1; C2) =
jr2 + s2 � ja� bj2j

2rs
;

donde C1 = fz 2 Cjja � zj = rg y C2 = fz 2 Cjjb � zj = sg. Si en lugar de
dos c��rculos uno de los dos es una recta, por ejemplo, C2 = fz 2 Cjb � z = sg,
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entonces el producto inversivo se de�ne como

(C1; C2) =
j(a � b)� sj

rjbj :

Finalmente, si tanto C1 como C2 son rectas, entonces

(C1; C2) =
j(a � b)j
jajjbj ;

con C1 = fz 2 Cja � z = rg y C2 = fz 2 Cjb � z = sg.
Una de�nici�on m�as general del producto inversivo puede encontrarse en [1],
p. 29. Es bien sabido que cuando los c��rculos C1 y C2 se intersecan en un
�angulo � con 0 � � � �=2, entonces (C1; C2) = cos � (cf. [1] pp.157, 158).

A continuaci�on se presenta un lema que hace referencia al producto in-
versivo de dos geod�esicas y que ser�a de utilidad en el Cap��tulo 3.

Lema 1.3.1 Sean L1 y L2 geod�esicas distintas y �j la re
exi�on en Lj (con
j 2 f1; 2g). Entonces

(L1; L2) =
1

2
jtr(�1�2)j;

donde tr(�1�2) es la traza de �1�2.

Una demostraci�on puede consultarse en [1], pp. 179, 180.

1.4. Grupos fuchsianos

Es bien sabido que las isometr��as de�nidas en cada modelo del plano hi-
perb�olico poseen una estructura algebraica de grupo en el que la operaci�on
es la composici�on, si �estas son tratadas como funciones en el plano com-
plejo extendido. La mayor��a de resultados al respecto se prueban para el
grupo PSL(2;C), el cual tiene como subgrupos a los grupos de isometr��as
hiperb�olicas de cada modelo. A continuaci�on se de�nen los conjuntos l��mite
y ordinario.

De�nici�on 8 Sea G < PSL(2;C), se dice que � 2 bC es un punto l��mite con

respecto a G, si existen z 2 bC y transformaciones distintas gn 2 G, n 2 N,
tales que

gn(z)! �;

cuando n �!1.
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El conjunto de puntos l��mite se denota por L(G). Al conjunto bC� L(G)
se le llama el conjunto ordinario y se denota por O(G). Resulta que si el
conjunto l��mite es �nito consiste de uno o dos puntos, de otra manera es
una circunferencia, la esfera de Riemann, o bien, un fractal (v�ease [6]). Se
dice que un subgrupo G de PSL(2;C) es discontinuo si el conjunto ordinario
O(G) no es vac��o.

De�nici�on 9 Sea � < SL(2;C), se dice que � es discreto si no existe una
sucesi�on de matrices distintas, Tn 2 �, n 2 N, tal que Tn �! T , cuando
n �!1, donde T es una matriz de 2� 2 con entradas complejas.

A un subgrupo G de PSL(2;C) se le denominar�a discreto, si est�a de-
terminado por un subgrupo discreto � de SL(2;C). En [6], pp. 102, 103, se
puede constatar que todo subgrupo discontinuo G de PSL(2;C) es discreto
y, adem�as, un subgrupo G de PSL(2;R) es discreto si y s�olo si es discontinuo.

Cuando un subgrupo G de PSL(2;R) es tal que L(G) = bR, �este recibe el
nombre de horoc��clico o de primera clase.

De�nici�on 10 Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2;C)
que preserva un \disco", es decir, es un grupo que es conjugado a un subgrupo
discreto de PSL(2;R).

De�nici�on 11 Se dice que G < PSL(2;C) es elemental si L(G) tiene a lo
m�as dos puntos, en caso contrario se dice que es no elemental.

En un grupo fuchsiano se distinguen dos tipos de elementos hiperb�olicos:
los simples y los no simples.

De�nici�on 12 Sea h un elemento hiperb�olico de un grupo fuchsiano G y sea
A el eje de h. Se dice que h es un elemento simple de G si y s�olo si para todo
g en G sucede que g(A) = A o bien g(A) \ A = ;. En otro caso se dice que
h es no simple.

De la teor��a de grupos, se sabe que la acci�on de un subgrupo G de
PSL(2;R) en C de�ne una partici�on cuyos elementos son las �orbitas ge-
neradas. Este hecho se utiliza para de�nir una regi�on fundamental para tal
grupo.

De�nici�on 13 Sea G < PSL(2;R). Una regi�on R es un dominio funda-
mental en H2 para G, si se cumplen las siguientes condiciones:
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(1) cualesquiera dos puntos z1, z2 en R no son G�equivalentes;
(2) dado w 2 H2, existe z 2 eR y g 2 G tal que g(z) = w, donde eR denota

la cerradura de R en H2;

(3) @R tiene medida bidimiensional de Lebesgue cero.

Es f�acil probar que si G es un subgrupo de PSL(2;R) que admite una
regi�on fundamental, entonces G es discontinuo y por lo tanto tambi�en dis-
creto.

Considerando que cualquier geod�esica divide el plano complejo en dos
semiplanos, se dice que un pol��gono hiperb�olico es convexo si es la intersecci�on
de los semiplanos correspondientes generados por las geod�esicas a las que
pertenecen sus lados. Se sabe que si se tiene una regi�on fundamental para
un grupo fuchsiano G que resulta ser un pol��gono hiperb�olico convexo P ,
entonces su frontera est�a conformada por segmentos de geod�esicas y puntos,
a los que se les llama, respectivamente, lados y v�ertices.

Si G es un grupo fuchsiano actuando en �, un dominio fundamental P
para G es llamado localmente �nito si y s�olo si cada subconjunto compacto
de � s�olo interseca a un n�umero �nito de G�im�agenes de eP ; si adem�as
P es convexo se dice que P es un pol��gono fundamental convexo para G.
Un lado de P es de la forma eP \ g( eP ) para alguna g 2 G distinta de la

identidad, y un v�ertice es de la forma eP \g( eP )\h( eP ) para g; h 2 G distintas
entre s�� y distintas de la identidad. Puede mostrarse que los lados de un
pol��gono fundamental convexo se aparean, es decir, existe una transformaci�on
g 2 G que manda un lado a otro. Existe tambi�en un caso donde dos lados no
pertenecen a diferentes geod�esicas: puede suceder que haya un apareamiento
de dos segmentos que est�an contenidos en una s�ola geod�esica mediante una
transformaci�on el��ptica de orden dos. Cuando la cerradura euclideana de P
interseca la frontera euclideana del plano hiperb�olico, un intervalo maximal
en esta intersecci�on es llamado lado libre. Obs�ervese que un pol��gono con un
lado libre tiene �area in�nita.

Para cualquier grupo fuchsiano G y cualquier w resulta que el subgrupo
estabilizador

Gw = fg 2 Gjg(w) = wg
es c��clico. Un elemento parab�olico o hiperb�olico g de un grupo fuchsiano G
es llamado primitivo si y s�olo si g genera el estabilizador de cada uno de sus
puntos �jos. Con respecto a los elementos hiperb�olicos primitivos se tiene el
siguiente teorema cuya demostraci�on aparece en [1], pp. 240, 241.
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Teorema 1.4.1 Sea g un elemento hiperb�olico primitivo de un grupo fuch-
siano G y sea A el eje de g. Entonces g aparea lados de alg�un pol��gono
fundamental convexo P si y s�olo si para cualquier h en G, o bien h(A) = A
o bien h(A) \ A = ;.

Una clase de grupos particularmente importante es la de los grupos trian-
gulares. Dado un tri�angulo en el plano hiperb�olico, con v�ertices en el plano o
en la recta al in�nito, se consideran las re
exiones en cada uno de sus lados
denotadas por �1, �2, �3, las cuales generan un grupo. Se sabe que si los
�angulos en los v�ertices son de la forma �

p
; �
q
; �
r
, donde p; q; r 2 N o alguno

de ellos es in�nito (es decir, el �angulo es de magnitud 0), y se cumple la
condici�on 1

p
+ 1

q
+ 1

r
< 1, el grupo generado por las composiciones pares de las

re
exiones antes mencionadas (el subgrupo conforme) es discreto y recibe el
nombre de grupo triangular (p; q; r).

Dado un grupo fuchsiano G �nitamente generado y no elemental, se puede
construir un pol��gono fundamental P para G con un n�umero �nito de lados
(cf. [1], p.254). Puede probarse que al identi�car los lados de eP se obtiene
una super�cie S, de g�enero g, que resulta ser una super�cie de Riemann.
El grupo G contiene una cantidad �nita, s, de clases de subgrupos c��clicos
parab�olicos maximales, tambi�en contiene un n�umero �nito, r, de clases de
subgrupos c��clicos el��pticos maximales, con �ordenes m1; :::;mr. El s��mbolo

(g : m1; :::;mr; s; t)

es conocido como la signatura de G, en el que cada par�ametro es un entero
no negativo, mj � 2 y t corresponde a las clases de conjugaci�on de subgrupos
c��clicos hiperb�olicos de frontera, siendo este tipo de elementos hiperb�olicos
caracterizados por dejar invariante un intervalo de discontinuidad en la recta
al in�nito. Si se restringe a un grupo G �nitamente generado del primer tipo
y se permite considerar elementos parab�olicos como elementos el��pticos de
orden mj = +1, se puede omitir el �ultimo par�ametro y acortar la notaci�on
a (g : m1; :::;mr). Se sabe que un grupo G es un grupo triangular (p; q; r)
si y s�olo si es discreto, de primera clase y con signatura (0 : p; q; r). Estos
resultados se pueden consultar en [1], pp. 268-286.



Cap��tulo 2

Una generalizaci�on del Teorema

de Poincar�e

En este cap��tulo se presenta un resultado que, de cierta manera, generaliza el
teorema de Poincar�e y cuya utilidad ser�a notable m�as adelante. El teorema
de Poincar�e proporciona condiciones para concluir si un pol��gono hiperb�olico
convexo con un apareamiento de sus lados es una regi�on fundamental para
el grupo generado por el apareamiento antes mencionado; incluso permite
decidir si tal grupo es fuchsiano.

Se sabe que cualquier grupo fuchsiano G que act�ue sobre � tiene un
pol��gono fundamental convexo P . La acci�on de G sobre P origina un teselado
en � y hay una colecci�on de transformaciones que aparean los lados de P
y que a su vez generan G. El teorema de Poincar�e se ocupa de revertir este
proceso bas�andose en el hecho de que la suma angular de ciclos de v�ertices
en la frontera del pol��gono es igual a 2�=q, para alguna q 2 N. Se hace
distinci�on entre dos casos: q > 1 y q = 1. En el primer caso el ciclo est�a
conformado por puntos �jos de transformaciones el��pticas, es decir, es un
ciclo el��ptico. Mientras tanto, si q = 1, entonces los v�ertices no son puntos
�jos y el ciclo es llamado un ciclo accidental. Cuando el pol��gono P tiene
v�ertices en @�, estos ciclos deben ser �nitos adem�as de estar conformados
por puntos �jos de transformaciones parab�olicas. En [1] puede encontrarse el
teorema de Poincar�e enunciado de manera formal, as�� como una demostraci�on
general de �este.

Para demostrar el resultado principal de este cap��tulo se har�a uso del
teorema de la convergencia mon�otona de Lebesgue, cuya prueba puede con-
sultarse en [13], pp. 344, 345, y que establece lo siguiente:

11
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Teorema 2.0.1 Sup�ongase que (fn) es una sucesi�on de funciones medibles
reales sobre Rn tal que

0 � f1(x) � f2(x) � ::: (x 2 Rn):

Sea f de�nida por f(x) = l��m
n!1

fn(x) con x 2 Rn. Entonces f es Lebesgue

medible y Z
Rn

fd� = l��m
n!1

Z
Rn

fnd�:

Se recurre tambi�en al resultado descrito a continuaci�on.

Teorema 2.0.2 Sean F1 y F2 conjuntos fundamentales medibles para un
grupo fuchsiano G. Entonces

h� �area(F1) = h� �area(F2):

La prueba puede encontrarse en [1], pp. 205, 206 y con m�as detalle en [4].
Recu�erdese que si D es una regi�on fundamental para un grupo fuchsiano

G, entonces existe un conjunto fundamental F tal que D � F � eD y tambi�en
h��area(@D) = 0, de donde se sigue la igualdad h��area(D) = h��area(F ).
En este sentido el Teorema 2.0.2 establece que todos los dominios fundamen-
tales medibles para G tienen la misma �area hiperb�olica.

Se dice que un dominio fundamental D para G es localmente �nito si cada
subconjunto compacto de � interseca s�olo un n�umero �nito de G-im�agenes deeD. Se puede probar que si D es un dominio fundamental localmente �nito,
entonces eD=G y �=G son homeomorfos (cf. [1] pp. 208-210), donde �=G
denota el espacio cociente de las �orbitas resultantes de la acci�on de G en
�. Este espacio resulta ser una variedad de dimensi�on 2 real con estructura
compleja, es decir, una super�cie de Riemann (cf. [1] Cap. 6). En virtud de lo
anteriormente dicho, resulta natural de�nir el �area hiperb�olica de �=G como

h� �area( eD=G) y en consecuencia

h� �area(�=G) = h� �area(D):

Sea P un pol��gono hiperb�olico en � y � un apareamiento de lados. Se
asume que el apareamiento est�a compuesto por transformaciones tales que
si S es un lado de eP , x 2 int(S) y y = gS(x); entonces, para una elecci�on

adecuada de vecindades Nx, Ny de x y y en eP , Nx[(g�1S )(Ny) es una vecindad
de x. En particular Nx y (g�1S )(Ny) est�an en diferentes lados de S cerca
de x.
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Figura 2.1: Vecindades de x y y adecuadas para el apareamiento.

Por otra parte, para todo z 2 � y para todo g 2 G < M(�), se de�ne

�g(z) como el �angulo que hace g( eP ) en z: si z 2 g(P ) entonces �g(z) = 2�,

si z =2 g( eP ) entonces �g(z) = 0, cuando z pertenece al interior de un lado de

g( eP ) se tiene �g(z) = � y, �nalmente, �g(z) = � si z es un v�ertice de g( eP ) en
el que se forma un �angulo interior igual a � (v�ease la Figura 2.2). Adem�as,
se de�ne

�(z) =
X
g2G

�g(z):

Figura 2.2: Posibles valores para �g(z).
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Teorema 2.0.3 Sea P un pol��gono hiperb�olico con cerradura compacta en
� y sea � un apareamiento de lados que satisfaga las hip�otesis de arriba. Si
el grupo G generado por el apareamiento de lados es discreto, entonces �(z)
es constante, de hecho, �(z) = 2k� en �, con k 2 N [ f0g. Adem�as, esta k
satisface

h� �area(P ) = k � h� �area(�=G):

Demostraci�on. Primeramente, obs�ervese que si en el pol��gono P hubiera
un n�umero in�nito de lados se tendr��a un ciclo con una cantidad in�nita
de puntos, lo cual no es posible, ya que dada la compacidad se tendr��a un
punto l��mite en �. No obstante, G es discreto y por lo tanto discontinuo.
As��, necesariamente P tiene un n�umero �nito de lados y en consecuencia un
n�umero �nito de v�ertices.

Sea V el conjunto de todas las im�agenes de los v�ertices de eP . Ya que G
es discreto, no existe una sucesi�on de puntos (gn(vk))

1
n=1 que se acumule en

alg�un punto de �, pues de lo contrario, al ser el conjunto de v�ertices �nito,
existir��a un v�ertice vj apareciendo un n�umero in�nito de veces en la sucesi�on,
habiendo as�� un punto l��mite. Adem�as, P no tiene v�ertices al in�nito ni lados
libres por tener cerradura compacta, de lo cual se sigue que V consiste s�olo
de puntos aislados.

Sea B la uni�on de todas las im�agenes de @P . Claramente V � B. Adem�as,
B es un conjunto cerrado de �. Para probar esto �ultimo sup�ongase que existe
una sucesi�on de puntos (zn)

1
n=1 en B tal que zn ! z, con z 2 ��B. Ya que

se puede escribir

B =
[
g2G

�[
S

g(S)

�
;

es posible tomar una subsucesi�on (znk)
1
k=1 con znk ! z y

znk 2
[
g2G

g(S);

para alg�un lado S �jo. Ahora, como S es compacto existe x� 2 S tal que
xnk ! x�, donde gnk(xnk) = znk . Renombrando, se puede escribir xm ! x�,
gm(xm) = zm y zm ! z. As�� �(xm; x

�) < 1=2m, por lo que, al ser las gm
isometr��as, �(gm(xm); gm(x

�)) < 1=2m, es decir, �(zm; gm(x
�)) < 1=2m y

�(gm(x
�); z) � �(gm(x

�); zm) + �(zm; z) <
1

2m
+

1

2m
=

1

m
:
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Por lo tanto gm(x
�)! z, contradiciendo que G es discreto.

Al ser ��B un conjunto abierto puede expresarse como la uni�on disjunta
de sus componentes conexas, es decir, de dominios �j. Ahora, cada �j est�a
contenida en g(P ) o es ajena a g(P ), de donde �g es igual a 2� en �j o es
igual a cero en �j.

A continuaci�on se prueba que no puede ocurrir una intersecci�on in�nita de
im�agenes g(P ). Procediendo por contradicci�on, se supone que efectivamente
hay una in�nidad de im�agenes de P que se intersecan. Trasladando a P se
puede suponer que gk( eP ) \ eP 6= ; para un n�umero in�nito de funciones gk.

En particular hay un lado S tal que gk(S)\ eP 6= ; para un n�umero in�nito de

funciones gk. Se toma un disco hiperb�olico Dh(0; r+ t) tal que eP � Dh(0; r),
con t mayor o igual que el di�ametro hiperb�olico de S. Tomando w 2 S resulta
que las im�agenes gk(w) se acumulan en Dh(0; r + t), lo cual contradice la
discontinuidad de G. Se concluye que no hay una intersecci�on in�nita de
im�agenes de P . Luego �(z) es constante en cada �j y como cada �g es igual a
2� o a cero (en �j), entonces �(z) = 2�kj en �j, siendo el entero no negativo
kj igual a la cantidad de im�agenes distintas de P que tienen en com�un a la
componente �j.

Ahora, si w 2 B � V las hip�otesis de los apareamientos establecen que
existen pares de elementos distintos, (gj; g

�
j ) con j = 1; 2; :::; n, tales que w

est�a en el interior de un lado com�un de gj(P ) y g
�
j (P ) de modo que, para

cualquier otra transformaci�on g, �g(z) es constante (0 o 2�) en una vecindad
de w. Los apareamientos anteriormente mencionados son �nitos, ya que no
hay acumulaci�on in�nita de im�agenes de lados. Por ser G discreto es posible
elegir una tal vecindad,N , que s�olo interseque a las im�agenes de lados en cuyo
interior se encuentra w. Al estar w en el interior de un lado com�un de gj(P ) y
g�j (P ), ocurre que �gj(w) = �g�j (w) = �, por lo que �gj(w)+ �g�j (w) = 2� para
cualquier j = 1; 2; :::; n. Adem�as, cualquier otro punto z en N que no est�e en
un tal lado com�un est�a en el interior de gj(P ) o en el interior de g�j (P ), de
donde �gj(z) = 2� y �g�j (z) = 0 o viceversa, cerca de w para j = 1; 2; :::; n.

As�� pues, en general cada t�ermino �gj(z) + �g�j (z) es igual a 2� en N . Si
adem�as se supone que existen transformaciones distintas a las anteriormente
mencionadas, por ejemplo, gn+1, gn+2, ..., gn+l, tales que

N �
l\

i=1

gn+i(P );

entonces �gn+i
(z) = 2� para toda i 2 f1; 2; :::; lg y z 2 N . En consecuencia,
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para toda z 2 N se tiene que

�(z) =
nX

j=1

(�gj(z) + �g�j (z)) +
lX

i=1

�gn+i
(z)

=
nX

j=1

2� +
lX

i=1

2�

= 2�n+ 2�l = 2�(n+ l):

As��, �(z) es localmente constante, por lo que �
2�

es continua, ya que toma
valores enteros en � � V y V contiene s�olo puntos aislados. Por lo tanto, �
es constante en �� V , esto es, �(z) = 2�k con k entero positivo.

Figura 2.3: Vecindad N de w 2 B � V en la prueba del Teorema 2.0.3.

Por otra parte, si w 2 V , ya que los lados de P se aparean, se forma
un teselado local con im�agenes de P alrededor de w que posiblemente rodea
m�as de una vez a w. N�otese que dicho teselado debe cerrarse despu�es de un
n�umero �nito de vueltas, pues de lo contrario habr��a una cantidad in�nita de
im�agenes de lados de P acumul�andose alrededor de w, lo cual es imposible
por ser G discreto. Adem�as, el teselado debe dar vueltas completas, ya que
en caso contrario existir��a una imagen de un lado que no es com�un en dos
im�agenes de P , gj(P ) y g

�
j (P ), contradiciendo las hip�otesis del apareamiento.



Una generalizaci�on del Teorema de Poincar�e 17

En la Figura 2.4, S representa un lado de P con w como v�ertice. El lado
con el que S se aparea puede ser escrito como g1(S) para alguna g1 2 G.
Mientras tanto, g2(S); :::; gt(S) son las im�agenes de S que representan los
lados de las im�agenes de P que forman el teselado en torno a w en sentido
opuesto al de las manecillas del reloj. La imagen gt(S) se aparea con gt+1(S),
donde comienza una nueva vuelta alrededor de w.

Figura 2.4: Teselado alrededor del v�ertice w.

Sup�ongase que las im�agenes de P que forman el teselado alrededor de
w son g1(P ), g2(P ), ..., gt(P ). Nuevamente, es posible elegir una vecindad
adecuada de w, a la que se llamar�a M . Se distinguen dos casos:

a) w no pertenece a g(P ), para cualquier g, y w no est�a en el interior de
ning�un lado de alguna imagen g(P ).

b) Adem�as de ser un v�ertice com�un en las im�agenes g1(P ), g2(P ), ...,
gt(P ), ocurre que w se encuentra tambi�en en el interior de la imagen de
alg�un lado de P y/o M est�a contenida propiamente en otras im�agenes
de P

En el caso a), M puede ser elegida de tal forma que s�olo interseque las
im�agenes de los lados que forman el teselado en torno a w. Ya que las im�age-
nes g1(P ), g2(P ), ..., gt(P ) que conforman el teselado rodean completamente
a w, se tiene

�g1(w) + �g2(w) + :::+ �gt(w) = 2�n;
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donde n es el n�umero de veces que se rodea a w. Por su parte, si z 2 M no
se encuentra en una imagen de un lado de P , entonces se encuentra en el
interior de n im�agenes de P as�� que

�g1(z) + �g2(z) + :::+ �gt(z) = 2�n:

No es necesario considerar la situaci�on en la que z 2M est�a sobre la imagen
de un lado, pues se ha visto que �(z) es constante en �� V .

En el caso b), se sigue de a) y de un an�alisis an�alogo al que se realiz�o
previamente con los lados, que �(z) es tambi�en un m�ultiplo entero de 2� en
M .

Por lo tanto, �(z) es localmente constante alrededor de los elementos de
V . As��, �(z) es constante incluso en V y se concluye que �(z) = 2�k en �,
para alg�un entero positivo k.

Figura 2.5: Prueba del Teorema 2.0.3 para v�ertices. Vecindad M de w 2 V .

Para probar la segunda parte, se considera un pol��gono fundamental abier-
to Q, para el grupo discreto G. Siendo A cualquier conjunto, �A denota la
funci�on caracter��stica de A. Para casi todo z en � se tieneX

g2G

�g(Q)(z) = 1;



Una generalizaci�on del Teorema de Poincar�e 19

ya que al ser Q pol��gono fundamental el conjunto[
g2G

g(@Q)

tiene medida cero.
Tambi�en, por la primera parte, para casi toda z en �,

k =
�(z)

2�
=
X
g2G

�g(z)=2� =
X
g2G

�g(P )(z):

El �area hiperb�olica de P est�a dada por

h� �area(P ) =

Z
P

4

(1� jzj2)2dA;

donde dA indica que se integra con respecto a la medida de Lebesgue.
Obs�ervese que la funci�on

4

(1� jzj2)2
es ciertamente Lebesgue integrable por ser continua. Si d�(z) denota 4

(1�jzj2)2
dA,

es posible escribir

h� �area(P ) =

Z
P

d�(z) =

Z
�

�P (z)d�(z):

En lo sucesivo, se escribir�an integrales sin especi�car el dominio de integra-
ci�on, en todas ellas el dominio de integraci�on ser�a �. As��

h� �area(P ) =

Z
�P (z)d�(z) =

Z
�P (z)

�X
g2G

�g(Q)(z)

�
d�(z):

Es bien sabido que los grupos fuchsianos son numerables, lo cual permite
escribir G = fg1; g2; :::g. Utilizando este hecho se de�nen las funciones

fn(z) = �P (z)

� nX
i=1

�gi(Q)(z)

�
; f(z) = �P (z)

�X
g2G

�g(Q)(z)

�
:

Para tales funciones se tiene 0 � f1(z) � f2(z) � :::, adem�as, fn ! f yZ
fn(z)d�(z) =

Z
�P (z)

� nX
i=1

�gi(Q)(z)

�
d�(z) =

nX
i=1

Z
�P (z)�gi(Q)(z)d�(z);
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esto �ultimo por la aditividad �nita de la integral de Lebesgue (v�ease [13]
p. 345). N�otese que, por la compacidad de la cerradura de P , su �area hi-
perb�olica es �nita y que dicha �area coincide con la integral sobre � de f ; en
consecuencia esta integral es �nita. As��, por el teorema de la convergencia
mon�otona

h� �area(P ) =

Z
�P (z)

�X
g2G

�g(Q)(z)

�
d�(z)

=

Z
f(z)d�(z)

= l��m
n!1

Z
fn(z)d�(z)

= l��m
n!1

nX
i=1

Z
�P (z)�gi(Q)(z)d�(z)

=
X
g2G

Z
�P (z)�g(Q)(z)d�(z):

Obs�ervese que la integral

Z
�P (z)�g(Q)(z)d�(z)

mide el �area hiperb�olica del conjunto P \ g(Q), el cual se transforma en
g�1(P ) \ Q tras aplicar g�1 y, ya que el �area hiperb�olica es invariante bajo
transformaciones en M(�), se tiene

Z
�P (z)�g(Q)(z)d�(z) = h� �area(P \ g(Q))

= h� �area(g�1(P ) \Q)
=

Z
�g�1(P )(w)�Q(w)d�(w):

Haciendo, una vez m�as, uso del teorema de la convergencia mon�otona se
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obtiene

h� �area(P ) =
X
g2G

Z
�P (z)�g(Q)(z)d�(z)

=
X
g2G

Z
�g�1(P )(w)�Q(w)d�(w)

=
X

g�12G

Z
�g�1(P )(w)�Q(w)d�(w)

=
X
h2G

Z
�h(P )(w)�Q(w)d�(w)

=

Z �X
h2G

�h(P )(w)

�
�Q(w)d�(w)

=

Z
k � �Q(w)d�(w) = k

Z
�Q(w)d�(w)

= k

Z
Q

4

(1� jwj2)2d�
= k � h� �area(Q):

En virtud del Teorema 2.0.2 se concluye que

h� �area(P ) = k � h� �area(�=G)

. �

La demostraci�on dada anteriormente est�a basada en las ideas que se ex-
ponen en [1], pero tal resultado originalmente se trata en [5].

Para �nalizar este cap��tulo es conveniente notar que, bajo las hip�otesis
del Teorema 2.0.3, la expresi�on

�(z) = 2k�; k 2 N [ f0g
implica no s�olo que casi todo punto del disco � es cubierto por k im�agenes
del pol��gono P , sino tambi�en que dicho pol��gono contiene k im�agenes de casi
cada punto en P (salvo un conjunto de medida cero).

Consid�erese el grupo G descrito en el Teorema 2.0.3. Adem�as, sea z un
punto en el interior de P que no sea un punto �jo y que no se encuentre en
el conjunto de im�agenes de la frontera de P bajo elementos de G. Dado que
�(z) = 2k� para alg�un k 2 N [ f0g, se sigue de la elecci�on de z que este
punto est�a cubierto por k im�agenes del pol��gono P . Sean
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P , g1(P ), g2(P ), ..., gk�1(P )

las im�agenes de P que contienen a z en su interior; entonces existen puntos
w1, w2, ..., wk�1 en el interior de P tales que g1(w1) = z, g2(w2) = z, ...,
gk�1(wk�1) = z. En consecuencia,

g�11 (z) = w1; g
�1
2 (z) = w2; :::; g

�1
k�1(z) = wk�1:

As�� pues, z, w1, w2, ..., wk�1 son k im�agenes de z contenidas en P . Al ser el
conjunto de puntos �jos un conjunto de medida cero, al igual que el conjunto
de G-im�agenes de la frontera de P , se concluye que el pol��gono contiene k
im�agenes de casi cada punto en P .

Figura 2.6: P contiene k im�agenes del punto z.



Cap��tulo 3

Tres elementos el��pticos de

orden dos

Consid�erense tres elementos el��pticos de orden dos, f , g y h, con puntos �jos
u, v y w, respectivamente. Sup�ongase que u, v y w no son colineales. Sean
�, � y 
 los �angulos del tri�angulo hiperb�olico formado por tales puntos. As��
mismo, se asumir�a que las longitudes de los lados de dicho tri�angulo son a, b
y c.

Figura 3.1: Tri�angulo con v�ertices u, v y w.

23
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De la ley del seno hiperb�olico resultan las igualdades

(senh a)(sen 
) = (senh c)(sen�);

(senh b)(sen�) = (senh a)(sen �):

Multiplicando la primera ecuaci�on por senh b y la segunda por senh c se
obtiene una cantidad positiva a la que se denotar�a por �, es decir,

� = (senh a)(senh b)(sen 
)

= (senh b)(senh c)(sen�)

= (senh c)(senh a)(sen �):

Si se considera al segmento [u; v] como la base del tri�angulo y se denota
por Lw a la geod�esica sobre la cu�al se encuentra dicho segmento, entonces
la altura del tri�angulo es �(w;Lw). Aplicando la ley del seno al tri�angulo
formado por el pie de la altura, v y w resulta

senh �(w;Lw) = (senh a)(sen �):

As��, se puede escribir tambi�en

� = senh(base)� senh(altura):

La igualdad anterior es cierta independientemente del lado del tri�angulo que
se considere como su base.

Ahora, sea L la geod�esica por u y v. Se construye lo siguiente:

i) La geod�esica L1 por w ortogonal a L.

ii) La geod�esica L2 por w ortogonal a L1.

iii) Las geod�esicas L3 y L4 ortogonales a L que satisfagan:

�(L1; L3) = �(u; v) = �(L1; L4):

Sea �j la re
exi�on en Lj, para j 2 f1; 2; 3; 4g. Obs�ervese que fg (o gf) es
un elemento hiperb�olico con eje L y longitud de traslaci�on 2�(u; v), de donde

h = �2�1; fg = �1�3:
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Figura 3.2: Construcci�on para el Teorema 3.0.1.

Se llamar�a v0 a la primera imagen de v que aparezca entre L3 y L4, resul-
tante de trasladar v a lo largo de L con la trasformaci�on hiperb�olica fg
(o gf). De forma an�aloga se de�ne el punto al que se llamar�a u0. As��, u0

y v0 son im�agenes de u y v, respectivamente, bajo ciertas iteraciones de la
transformaci�on hiperb�olica fg (o gf); sup�ongase que dichas iteraciones son
(fg)s1 y (fg)s2 , respectivamente. N�otese que u0 y v0 son los puntos �jos de
las transformaciones el��pticas de orden dos (fg)s1f(fg)�s1 y (fg)s2g(fg)�s2 ,
respectivamente.

A consecuencia del Lema 1.3.1, se obtiene

1

2
jtr(hfg)j = 1

2
jtr(�2�3)j = (L2; L3):

Puesto que el producto inversivo (L2; L3) es igual a cosh �(L2; L3) cuando L2

y L3 son disjuntas e igual a jcos �j cuando L2 y L3 se cortan en un �angulo �
(posiblemente cero), entonces se sigue de la geometr��a de los cuadril�ateros y
pent�agonos (ver [1], pp. 157, 159) que

(L2; L3) = senh �(L;L2)senh �(L1; L3)

= senh �(w;L)senh �(u; v)

= �:
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A continuaci�on se analiza un resultado que se utilizar�a m�as adelante. Es
de particular inter�es el caso compacto, por lo cual solamente se probar�a el
tercer inciso. Cabe destacar que aunque esta prueba puede encontrarse en [1]
y con m�as detalle en [10], su estructura ser�a de gran apoyo para demostrar
el primer teorema de la siguiente secci�on, es por ello que se incluir�a en este
trabajo.

Teorema 3.0.1 Sean f , g y h elementos el��pticos de orden dos que generan
un grupo no elemental G y sea

� =
jtr(hfg)j

2
;

entonces:

i) Si � > 1, entonces G es discreto y tiene signatura (0 : 2; 2; 2; 0; 1).

ii) Si � = 1, entonces G es discreto y tiene signatura (0 : 2; 2; 2; 1; 0).

iii) Si � < 1, entonces para que G sea discreto los �unicos posibles valores
de � son

cos(�=q), q � 3; cos(2�=q), q � 5; cos(3�=q), q � 7,

y las posibles signaturas para G son

(0 : 2; 2; 2; q; 0; 0); (0 : 2; 3; q; 0; 0); (q; 3) = 1; (0 : 2; 4; q; 0; 0); (q; 2) = 1:

Demostraci�on. Se probar�a iii). Si � < 1, ya que � = (L2; L3), entonces
L3 y L4 intersecan a L2 en puntos � y � 0 formando un cierto �angulo �; luego
� = jcos �j. Sup�ongase que G es discreto, entonces hfg = �2�3, que es una
rotaci�on de 2� alrededor del punto �jo el��ptico �, debe ser de orden �nito. Se
asumir�a que el orden de dicha rotaci�on es q para alguna q 2 N. As��,

� =
�p

q

con (p; q) = 1.
Si p = 1, se satisfacen las hip�otesis del teorema de Poincar�e y se obtiene

un pol��gono fundamental para G. De lo que se deduce que el grupo tiene
signatura (k : 2; 2; 2; q; 0; 0). Puede veri�carse (ver [10] , p. 12) que el g�enero
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k es igual a cero, resultando la signatura (0 : 2; 2; 2; q; 0; 0). En este caso
� = cos(�

q
) con q � 3. N�otese que cualquier grupo con esta signatura, para

cualquier natural q � 3, se puede obtener de esta manera, es decir, generado
por tres elementos el��pticos de orden 2.

Sup�ongase que p � 2. Se puede probar que lasG-im�agenes del cuadril�atero
P delimitado por las geod�esicas L, L4, L2 y L3, cubren el plano hiperb�olico,
por lo que, a consecuencia del Teorema 2.0.3, no hay elementos hiperb�olicos
de frontera, pues de lo contrario P tendr��a un �area hiperb�olica in�nita. As��
pues, G tiene signatura (0 : m1; :::;mr; 0; 0). De hecho, en [10] se concluye que
r = 3 y en consecuencia G es un grupo triangular con signatura (0 : l;m; n),
donde qjn.

De la f�ormula del �area hiperb�olica para pol��gonos (cf. [1], p. 153) se sigue
que

h� �area(P ) = 2� � (�=2 + �=2 + � + �) = � � 2� = � � 2�p

q
:

Figura 3.3: Pol��gono P para el caso � < 1.

Por otra parte, si Q es un pol��gono fundamental convexo para G, de la
f�ormula del �area hiperb�olica para pol��gonos fundamentales convexos para
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grupos fuchsianos (cf. [1], p. 269) y del Teorema 2.0.2 se tiene

h� �area(�=G) = h� �area(Q)

= 2�

�
�2 +

�
1� 1

l

�
+

�
1� 1

m

�
+

�
1� 1

n

��

= 2�

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��
:

As��, a consecuencia del Teorema 2.0.3

h� �area(P ) = k � h� �area(�=G);

es decir,

� � 2�p

q
= 2k�

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��
;

y dividiendo entre � se obtiene

1� 2p

q
= 2k

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��
: (3.1)

Del Teorema 2.0.3 se sigue que para el v�ertice � de P , �(�) = 2k�. Ahora,
ya que h(�) = � 0; entonces para cerrar el abanico de G-im�agenes del pol��gono
es necesario rotar q veces P y h(P ) en torno a �, tras lo cual resulta un
�angulo de q(2�p

q
) = 2p� (v�ease la prueba del Teorema 2.0.3). As�� pues, se

obtiene que p � k. De lo anterior y de (3.1) se puede concluir

2p

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��
� 2k

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��

= 1� 2p

q

� 1� 2p

n
;

donde la �ultima desigualdad es debida al hecho de que q � n, pues qjn. La
desigualdad entre el primer t�ermino y el �ultimo implica que

2p

�
1�

�
1

l
+

1

m

��
� 1
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y, ya que p � 2, tras despejar 1
l
+ 1

m
de la expresi�on anterior resulta

3

4
� 1� 1

2p
� 1

l
+

1

m
: (3.2)

En [10] se concluye que alguno de los dos enteros l y m debe ser igual a
2, mientras que el otro debe ser mayor o igual que 3. De hecho, si se supone,
sin p�erdida de generalidad, que l = 2 se obtiene que m = 3 o m = 4. M�as
a�un, para l = 2 y m = 3 necesariamente p � 3, y para l = 2 y m = 4
necesariamente p = 2 (cf. [10], p. 16). As��, se tienen tres posibilidades para
la terna (l;m; p).

Si (l;m; p) = (2; 4; 2) se dan las igualdades en (3.2) y en (3.1), de lo cual
resulta que q = n. Como consecuencia de esto, G tiene signatura (0 : 2; 4; q).
Obs�ervese que el �area de este grupo est�a dada por

�

�
1� 1

l
� 1

m
� 1

q

�
= �

�
1

4
� 1

q

�
;

de manera que, para un �area positiva, es necesario que q � 5 y en este caso
� = cos(�) = cos(�p

q
) = cos(2�

q
). Al ser p = 2, la condici�on (p; q) = 1 implica

que q debe ser un n�umero impar.
Si (l;m; p) = (2; 3; 3) entonces la segunda desigualdad en (3.2) se convierte

en igualdad y como consecuencia se da la igualdad en (3.1). De nueva cuenta
resulta q = n, as�� que en este caso G tiene signatura (0 : 2; 3; q). El �area de
este grupo triangular es

�

�
1� 1

l
� 1

m
� 1

q

�
= �

�
1

6
� 1

q

�
;

de donde q � 7 (para un �area positiva) y � = cos(�) = cos(�p
q
) = cos(3�

q
).

Dado que p = 3 y (p; q) = 1, el valor de q no debe ser m�ultipo de 3.
Por �ultimo, para el caso (l;m; p) = (2; 3; 2) es necesario notar que los

puntos �jos el��pticos u0, v0, w, � y � 0 se encuentran distribu��dos en a lo m�as
dos �orbitas, pues es imposible que u0, v0 y w pertenezcan a la �orbita de orden
3 (ya que son puntos �jos de transformaciones el��pticas de orden 2 y 2 no
divide a 3). As�� mismo, � y � 0 pertenecen a la �orbita de orden n, por lo que
no pueden estar en la �orbita de orden 3. Al haber 5 puntos distribuidos en
a lo m�as dos �orbitas se concluye que debe haber una �orbita con al menos
3 puntos y, dado que el pol��gono P contiene k im�agenes de cada punto, se
sigue que k � 3.
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Para justi�car esta �ultima a�rmaci�on se consideran dos posibles casos:
Primero, sup�ongase que u0, v0 y w son los tres puntos que se encuentran en
la misma �orbita, y sean '1, '2 transformaciones en G tales que '1(w) = u0

y '2(w) = v0. Si z es un punto en P cercano a w, tal que no es punto �jo ni
est�a en alguna imagen de la frontera de P , entonces el punto '1(z), al que se
denotar�a por z1, se encuentra cercano a u

0, aunque tal vez no est�e en P . Si este
es el caso, entonces tras aplicar la transformaci�on (fg)s1f(fg)�s1 (el��ptica de
orden dos que �ja u0) a z1 se obtiene un nuevo punto, al que se denotar�a por
z01, que s�� se encuentra en P y que es cercano a u0. De manera an�aloga, el
punto '2(z), al que se denotar�a por z2, se encuentra cercano a v0, aunque
quiz�a no en P ; en tal caso se aplica la transformaci�on (fg)s2g(fg)�s2 (el��ptica
de orden dos que �ja v0) a z2 obteni�endose un punto z02 en P cercano a v0.
As��, z, z01 y z

0
2 son tres G-im�agenes de z en P y, ya que , por el Teorema 2.0.3,

el pol��gono P contiene k im�agenes de casi cada punto en P , necesariamente
k debe ser mayor o igual que tres (v�ease la Figura 3.4).

Figura 3.4: Si u0, v0 y w est�an en la misma �orbita, entonces k � 3.

Sup�ongase ahora que los tres puntos que se encuentran en la misma �orbita
son w, � y � 0, y sean  1,  2 transformaciones en G tales que  1(w) = � 0 y
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 2(w) = �. Si z es, de nueva cuenta, un punto en P cercano a w tal que no
es punto �jo ni se encuentra en alguna imagen de la frontera de P , entonces
el punto  1(z), al que se denotar�a por z1, se encuentra cerca de � 0, aunque
posiblemente no est�e en el interior de P . Si este es el caso se puede rotar z1
en torno a � 0 aplicando una potencia adecuada de 2�

q
hasta obtener un punto

z01 en P cercano a � 0. An�alogamente, el punto  2(z), al que se denotar�a por
z2, se encuentra cercano a �, posiblemente fuera de P ; en tal caso se rota z2
en torno a � con una potencia adecuada de 2�

q
hasta obtener un punto z02 en

P cercano a �. As��, z, z01 y z02 son tres G-im�agenes de z en P , de donde se
sigue que, necesariamente, k es al menos tres (v�ease la Figura 3.5).

Figura 3.5: Si w, � y � 0 est�an en la misma �orbita, entonces k � 3.

Los argumentos para los posibles casos restantes son an�alogos. De esta
manera, en virtud del Teorema 2.0.3, se puede conclu��r que efectivamente
k � 3.
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De lo anterior y la igualdad intermedia en (3.1) resulta

1� 2p

q
= 2k

�
1�

�
1

l
+

1

m
+

1

n

��

� 6

�
1�

�
1

2
+

1

3
+

1

n

��

= 6

�
1

6
� 1

n

�
:

Sustituyendo p = 2 se obtiene

1� 4

q
� 1� 6

n
;

en consecuencia,
n

q
� 6

4
=

3

2

y como qjn, entonces necesariamente n = q. Se concluye que G tiene signa-
tura (0 : 2; 3; q) y, de manera similar al caso anterior, q � 7, aunque esta vez
� = cos(�) = cos(�p

q
) = cos(2�

q
). �

En el teorema anterior no se especi�ca qu�e signaturas corresponen a cada
valor de � para el caso � < 1, y tampoco qu�e valores de q dan como resultado
signaturas correspondientes a grupos discretos que contienen tres elementos
el��pticos de orden dos, con puntos �jos no colineales. Si en la ecuaci�on (3.1)
se utiliza el hecho de que en uno de los casos l = 2, m = 3, n = q y p = 2, se
obtiene:

1� 4

n
= 2k

�
1�

�
1

2
+

1

3
+

1

n

��

= 2k

�
1

6
� 1

n

�

= 2k

�
n� 6

6n

�

= k

�
n� 6

3n

�
:
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Tras despejar k resulta

k =

�
1� 4

n

��
3n

n� 6

�

=

�
n� 4

n

��
3n

n� 6

�

=

�
3(n� 4)

n� 6

�

=

�
3(n� 6) + 6

n� 6

�

= 3 +

�
6

n� 6

�
:

Ya que k es un entero no negativo, el cociente 6=(n� 6) debe ser entero, es
decir, n � 6 divide a 6. Esto �ultimo aunado al hecho de que n � 7 (q � 7),
da como posibles valores para la pareja (n, k) a los siguientes:

(7; 9); (8; 6); (9; 5); (12; 4):

En [1] p. 307 se menciona que k debe ser necesariamente un m�ultiplo de 3, lo
cual se prueba de manera detallada en [10] pp. 17-19. Siendo as��, resulta que
en este caso los �unicos valores posibles para q son 7 y 8, correspondientes a las
dos primeras parejas de la colecci�on anteriormente mostrada (en las cuales k
es m�ultiplo de 3). Las dem�as soluciones para q no producen signaturas que
correspondan a alg�un grupo discreto que cumpla las hip�otesis del teorema en
cuesti�on.

Como un ejemplo particular de un caso posible del Teorema 3.0.1 se
considera un cuadril�atero como el de la Figura 3.6, donde �(u0; v0) = �(u0; w)
y �, �, 
 denotan las re
exiones en los lados del tri�angulo con v�ertices u0, w
y �.

Sea G el grupo generado por las transformaciones f = (�
)2, g = 
(��)

y h = ��, cuyos puntos �jos son, respectivamente, u0, v0 y w. Obs�ervese que
f 2, g2 y h2 �jan a todos los v�ertices del cuadril�atero, por lo que necesariamen-
te tales transformaciones deben ser iguales a la identidad. En consecuencia
f , g y h son elementos el��pticos de orden 2. El grupo triangular originado
por el tri�angulo con v�ertices u0, w y �, al que se denotar�a por H, es un
grupo discreto del primer tipo con signatura (0 : 2; 4; q), con q � 5, pues
1=2 + 1=4 + 1=q > 1 si y s�olo si q � 5.
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Ahora se mostrar�a que G = H. Primeramente, ya que H = h��; �
; 
�i
y f , g, h son composiciones pares de las re
exiones en los lados del tri�angulo,
resulta que f , g, h 2 H, por lo que G < H. Por otra parte, obs�ervese que

g � f � h = [
(��)
][(�
)2][��]

= [
(��)
][�
�
][��]

= [
(��)
][
�
�][��]

= [
(��)][�
][�]

= [
(��)][�
][�]

= (
�)2:

Figura 3.6: Ejemplo del Teorema 3.0.1.

De lo anterior se sigue que G tiene como elemento a la rotaci�on de �angulo
4�=q alrededor de �. Teniendo en cuenta que debe ocurrir (2; q) = 1, ne-
cesariamente q debe ser un n�umero impar. En consecuencia, existe alg�un
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k 2 f0; 1; :::; q � 1g tal que
4k�

q
=

2�

q
(mod 2�);

de donde 
� 2 G. Ya que h = ��, se sigue que las transformaciones ��, �

y 
� pertenecen a G; as�� H < G y por lo tanto G = H. De esta manera se
concluye que el grupo no elemental G generado por tres elementos el��pticos
de orden 2 tiene signatura (0 : 2; 4; q; 0; 0).

Con el ejemplo anterior se ha visto que el grupo con signatura (0 : 2; 4; q),
efectivamente, puede surgir con tres elementos el��pticos de orden 2. Aparente-
mente las condiciones en el inciso iii) del Teorema 3.0.1 no s�olo son su�cientes
sino tambi�en necesarias. Esto puede consultarse en [12] (v�ease tambi�en [3],
[11] y [8]). La su�ciencia para el caso (0 : 2; 3; q), con (q; 3) = 1 y q � 7, no
se discute en esta tesis ( tampoco en [1] ni [10]).





Cap��tulo 4

Cota universal para la funci�on

desplazamiento

En este cap��tulo se considerar�an las cantidades

M(g; h) = ��nf
z

m�axfsenh1
2
�(z; gz); senh

1

2
�(z; hz)g;

P (g; h) = ��nf
z
fsenh1

2
�(z; gz)senh

1

2
�(z; hz)g;

y se obtendr�an sus mejores cotas inferiores para algunas elecciones de trans-
formaciones de M�obius g y h, sujetas a la condici�on de que hg; hi sea un
grupo discreto y no elemental.

Obs�ervese que, para alg�un n�umero real no negativo m, la desigualdad

M(g; h) � m

indica que, para cada punto z en el plano hiperb�olico, alguna de las funciones
g o h mueve z al menos una distancia de 2senh�1(m). La existencia de una
cota inferior para M(g; h) fue establecida por Marden y la mejor posible fue
obtenida por Yamada, de esta situaci�on surge el teorema principal que se
expone en este trabajo. El Teorema de Yamada asegura que en cualquier
caso

M(g; h) � 0.131846::::

Para probar la valid�ez de esta cota se presentar�an primero algunos resultados
de gran importancia.

37
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Durante la prueba del siguiente teorema se har�a uso del hecho de que si
G0 es un subgrupo de ��ndice k en G y F0, F son conjuntos fundamentales
medibles para G0 y G, respectivamente; entonces

h� �area(F0) = k � h� �area(F );

lo cual, a consecuencia de lo expuesto al inicio del cap��tulo 2, se traduce en
lo siguiente:

h� �area(�=G0) = k � h� �area(�=G):

Para una prueba formal de lo anterior v�ease [1], pp. 205, 206.

Teorema 4.0.1 Sean g y h elementos hiperb�olicos con ejes y longitudes de
traslaci�on Ag, Ah, Tg y Th respectivamente. Sup�ongase que hg; hi es discreto
y no elemental, y que Ag y Ah se cruzan en un �angulo �. Entonces

(1) senh(1
2
Tg)senh(

1
2
Th)sen(�) � cos(3�

7
) = 0.2225:::

(2) De hecho,

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) � 1

2
;

excepto posiblemente cuando el grupo hg; hi tenga una de las signaturas
(0 : 2; 3; 7), (0 : 2; 3; 8), (0 : 2; 4; 5) o (0 : 3; 3; 4),

(3) senh(1
2
Tg)senh(

1
2
Th)sen(�) � 1;

si hg; hi no tiene elementos el��pticos o tiene un dominio fundamental
no acotado.

(4) En particular, si g es un elemento hiperb�olico no simple en hg; hi en-
tonces senh(1

2
Tg) � [cos(3�

7
)]

1

2 (= 0.47:::).

Demostraci�on. Sea u el punto donde Ag y Ah se cortan. Se construyen
puntos v y w en Ag y Ah, respectivamente, tales que

�(u; v) =
1

2
Tg; �(u;w) =

1

2
Th

y tales que el tri�angulo con v�ertices u, v, w tenga �angulo agudo � en u (v�ease
la Figura 4.1).

Sean fu, fv y fw elementos el��pticos de orden 2 que �jan u, v y w, res-
pectivamente. Reemplazando g (o h) por su inversa si es necesario, se puede
suponer que
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g = fvfu, h = fwfu y gh�1 = fvfw.

Se deduce que cada composici�on par de los automor�smos fu, fv, fw est�a
en el grupo hg; hi, pues las posibles composiciones de dos distintos de ellos
resultan ser g, h, gh�1, hg�1, h�1 y g�1. As�� pues, hg; hi es un subgrupo de
hfu; fv; fwi que puede ser de ��ndice uno o dos en hfu; fv; fwi, dependiendo de
si alguna de las transformaciones fu, fv o fw est�a en el grupo hg; hi o no. Lo
anterior implica que hfu; fv; fwi es discreto, pues es discontinuo debido a que
hg; hi lo es (cf. [6], pp. 91, 92).

Figura 4.1: Tri�angulo hiperb�olico con v�ertices u, v y w.

Por otro lado, de lo visto en el cap��tulo anterior, se tiene que en el tri�angulo
de v�ertices u, v y w

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) = � =

1

2
jtr(fufvfw)j:

Primeramente, n�otese que (1) es consecuencia directa del Teorema 3.0.1,
pues en cualquier caso � � cos(3�

7
). Esto debido a que al tenerse 3�

7
> 2�

5
> �

3
,

sucede que 3�
7
es el mayor �angulo posible en la colecci�on

�

q
; q � 3;

2�

q
; q � 5;

3�

q
; q � 7;

de manera que produce el menor coseno.
Ahora, si hg; hi no tiene elementos el��pticos, entonces el conmutador [g; h]

no es el��ptico y (3) se sigue inmediatamente del Teorema 1.2.1. Mientras
tanto, si hg; hi tiene un dominio fundamental no acotado, entonces (3) se
sigue de los casos i) y ii) del Teorema 3.0.1.

Para veri�car la veracidad de (2) es menester notar que, de acuerdo con
el tercer inciso del Teorema 3.0.1, se tiene una cota inferior de 1=2 para
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senh(1
2
Tg)senh(

1
2
Th)sen(�), excepto posiblemente en los casos donde � es de

la forma cos(2�=q) o cos(3�=q), pues los valores de � de la forma cos(�=q)
para q � 3 son todos mayores que 1

2
. As�� pues, en t�erminos de la prueba del

Teorema 3.0.1, solamente resulta necesario analizar los casos en los que p = 2
y p = 3. En lo sucesivo, por brevedad, se denotar�a al grupo hfu; fv; fwi por
G� y a hg; hi por G.

Se colocar�an los puntos u, v y w de acuerdo con una construcci�on similar
a la considerada en el Teorema 3.0.1 para el caso � < 1, donde L es la
geod�esica a trav�es de u y v, L1 es la geod�esica ortogonal a L que pasa por w,
L2 la geod�esica ortogonal a L1 en w, y las geod�esicas L3 y L4 son ortogonales
a L de tal forma que �(L1; L3) = �(u; v) = �(L1; L4), es decir,

�(L1; L3) =
1

2
Tg = �(L1; L4)

(v�ease la Figura 3.3). De forma an�aloga a la prueba del Teorema 3.0.1, es
posible conclu��r que G� contiene al producto fwfufv de tres elementos el��pti-
cos de orden 2 (correspondiente al producto hfg en el Teorema 3.0.1) que
genera una rotaci�on alrededor de � de �angulo 2�p

q
, con (p; q) = 1.

Caso 1 (p=2). Aqu��, ya que (p; q) = 1, necesariamente q debe ser impar.
Adem�as, todos los m�ultiplos del �angulo de rotaci�on 2�p

q
= 4�

q
pueden ser

representados como
4�

q
� k; k = 0; 1; :::; q � 1:

Puede mostrarse que tales m�ultiplos son distintos entre s�� tomando k1; k2 en
el conjunto f0; 1; :::; q � 1g: si

4�

q
k1 � 4�

q
k2 = 2k�;

entonces
2k1 � 2k2 = qk;

luego
2(k1 � k2) = qk;

lo cual implica que q divide a 2(k1�k2). Sin embargo, debido a que q es impar
y (k1 � k2) < q, esto s�olo es posible si k1 � k2 = 0, es decir, k1 = k2. Por
lo tanto, los m�ultiplos anteriormente referidos son, efectivamente, distintos
entre s��.
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Al ser todos estos �angulos m�ultiplos de 2�
q
, necesariamente uno de ellos

debe ser de la forma 2�
q

(mod 2�), pues todos los m�ultiplos de 2�=q est�an
determinados por q puntos equidistantes en la circunferencia unitaria. Lo
anterior implica que G� contiene una rotaci�on r de �angulo 2�

q
generada por

la rotaci�on de �angulo 4�
q
. Obs�ervese que la rotaci�on r es tal que r2 coincide

con el producto de tres rotaciones de orden 2 antes mencionado, es decir,
r2 = fwfufv. Como r2 es una composici�on par (pues todos los cuadrados son
palabras pares), entonces r2 2 G y, ya que

r2(fufv)
�1 = fw

y (fufv)
�1 2 G, se concluye que fw 2 G. Como se mencion�o antes, lo anterior

implica que G es un subgrupo de ��ndice 1 en G�, es decir, G = G�. Por lo
tanto,G tiene una de las signaturas (0 : 2; 3; q) con q = 7 o q = 8, o (0 : 2; 4; q)
con q impar mayor o igual que 5, pues de acuerdo con el Teorema 3.0.1, esas
son las posibles signaturas para G�.

N�otese que en este caso

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) = � = cos

�
2�

q

�
;

y como

cos

�
2�

q

�
� 1

2
;

para cualquier entero q � 7, entonces las signaturas (0 : 2; 3; q) y (0 : 2; 4; q)
(con q � 7) pueden surgir para G respetando la cota inferior de 1=2 para

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�):

Sin embargo, si q = 5 entonces

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) = cos

�
2�

5

�
<

1

2
;

por lo que la cota inferior establecida en (2) se respeta, excepto cuando G
tiene signatura (0 : 2; 4; 5).

Caso 2 (p=3). En este caso G� tiene signatura (0 : 2; 3; q) con q � 7,
siempre que q no sea un m�ultiplo de 3.
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Si se supone que G es de ��ndice 1 en G�, entonces G = G� y, por ende, G
tiene signatura (0 : 2; 3; q) con q � 7 y (3; q) = 1. En este caso

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) = � = cos

�
3�

q

�
:

Ya que

cos

�
3�

q

�
� 1

2
;

para cualquier entero q � 10, y adem�as

cos

�
3�

7

�
<

1

2
; cos

�
3�

8

�
<

1

2
;

ocurre que la cota inferior en (2) se respeta, excepto si G tiene signatura
(0 : 2; 3; q) con q = 7; 8.

Para el caso en que G tenga ��ndice 2 en G� puede observarse primero que

h� �area(�=G�) = 2�

�
1�

�
1

2
+

1

3
+

1

q

��
= 2�

�
1

6
� 1

q

�
= �

�
1

3
� 2

q

�
;

y probarse que G es triangular. Dado el ��ndice de G en G� se tiene

h� �area(�=G) = 2 � h� �area(�=G�) = 2�

�
1

3
� 2

q

�
: (4.1)

N�otese que de lo anterior se sigue la desigualdad

h� �area(�=G) <
2�

3
: (4.2)

Por otra parte, debido a que G no tiene elementos parab�olicos ni hiperb�olicos
de frontera, pues G � G� y G� carece de este tipo de transformaciones, se
tiene

h� �area(�=G) = 2�

�
2g � 2 +

rX
j=1

�
1� 1

mj

��
: (4.3)

De la igualdad anterior puede deducirse que el g�enero de G es igual a cero.
Si se supone que g � 2, el t�ermino 2g � 2 en la ecuaci�on (4.3) ser��a mayor o
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igual que 2 y, en consecuencia, h��area(�=G) � 4�, lo cual contradice (4.2).
Si g = 1 y G tiene el��pticas, del hecho de que mi � 2, se sigue que

rX
j=1

�
1� 1

mj

�
�
�
1� 1

mi

�
� 1

2

y, en consecuencia, tras sustitu��r g en (4.3), resulta

h� �area(�=G) = 2�

� rX
j=1

�
1� 1

mj

��
� 2�

1

2
= �;

lo cual, nuevamente, contradice (4.2). Por lo tanto, g = 0 y la ecuaci�on (4.3)
puede reescribirse simplemente como

h� �area(�=G) = 2�

�
�2 +

rX
j=1

�
1� 1

mj

��
: (4.4)

Ahora, si G posee al menos 5 clases el��pticas, entonces, ya que�
1� 1

mi

�
� 1

2
;

se tiene
rX

j=1

�
1� 1

mj

�
� 5 � 1

2
:

As��,

�2 +
rX

j=1

�
1� 1

mj

�
� 1

2

y, en consecuencia, resulta

h� �area(�=G) = 2�

�
�2 +

rX
j=1

�
1� 1

mj

��
� �;

contradiciendo (4.2).
Se a�rma que G no puede tener cuatro clases el��pticas. Para probarlo se

supone lo contrario y se consideran los siguientes subcasos:
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Subcaso 1. Sup�ongase que G tiene signatura (0 : 2; 2; 2; n), con n � 3.
De la expresi�on (4.4) se tiene

h� �area(�=G) = 2�

�
�2 +

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

n

��

= 2�

�
1

2
� 1

n

�
:

Igualando con (4.1) resulta

2�

�
1

2
� 1

n

�
= 2�

�
1

3
� 2

q

�
;

es decir,
1

2
� 1

n
=

1

3
� 2

q

o, equivalentemente,

2

q
=

1

n
+

1

3
� 1

2
=

1

n
� 1

6
=

6� n

6n
:

As��,

q

2
=

6n

6� n
; luego q =

12n

6� n
:

Recu�erdese que q debe ser un entero positivo, para lo cual es necesario que
n 2 f3; 4; 5g, pero para estos valores de n el entero q resulta ser m�ultiplo
de 3, lo cual contradice que (p; q) = 1. Con este argumento se concluye que
G no puede tener tres clases de conjugaci�on de subgrupos c��clicos el��pticos
maximales de orden 2.

Subcaso 2. Sup�ongase que G tiene signatura (0 : 2; 2; 3; n), con n � 3.
De (4.4) se obtiene

h� �area(�=G) = 2�

�
�2 +

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

3

�
+

�
1� 1

n

��

= 2�

�
2

3
� 1

n

�
:

Igualando lo anterior con (4.1)

2�

�
2

3
� 1

n

�
= 2�

�
1

3
� 2

q

�
;
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es decir,
2

3
� 1

n
=

1

3
� 2

q

o, equivalentemente,

2

q
=

1

n
+

1

3
� 2

3
=

1

n
� 1

3
=

3� n

3n
:

As��,

q

2
=

3n

3� n
; luego q =

6n

3� n
:

Puesto que n � 3, la �ultima igualdad implica que q no puede ser un entero
positivo, de manera que esta signatura no puede corresponder a G.

Subcaso 3. Sup�ongase ahora que G tiene signatura (0 : 2; 2; 4; n), con
n � 4. De (4.4) resulta

h� �area(�=G) = 2�

�
�2 +

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

2

�
+

�
1� 1

4

�
+

�
1� 1

n

��

= 2�

�
3

4
� 1

n

�
:

N�otese que al ser n � 4 se tiene

� 1

n
� �1

4
;

luego
3

4
� 1

n
� 3

4
� 1

4
;

es decir,
3

4
� 1

n
� 1

2
:

As�� pues,

h� �area(�=G) = 2�

�
3

4
� 1

n

�
� 2�

1

2
= �;

contradiciendo (4.2). Por lo tanto, este tipo de signatura no surge para G.
A partir de este punto es conveniente notar que a medida que los �ordenes

de las clases el��pticas sean mayores, el valor de h��area(�=G) se incrementar�a
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superando el valor de � y, consecuentemente, rebasando la cota superior
proporcionada por la expresi�on (4.2). De esta forma, al agotarse todas las
posibilidades para los ordenes de las clases el��pticas de G, se concluye que G
no puede tener cuatro clases el��pticas.

Finalmente, si G tuviera 2 clases el��pticas o menos, el valor h��area(�=G)
no ser��a positivo, por lo cual se puede asegurar que G es un grupo triangular.
As��, la igualdad (4.4) puede ser escrita como

h� �area(�=G) = 2�

�
1�

�
1

m1
+

1

m2
+

1

m3

��
: (4.5)

Ahora, al ser G� triangular y G un subgrupo triangular de �este, ocurre
que el orden de cada clase el��ptica de G debe ser igual a un factor del orden de
alguna de las clases el��pticas de G�, incluso el orden de alguna clase el��ptica
de G� puede desaparecer en la signatura de G. As�� pues, la signatura de G
podr��a tener una de las siguientes formas:

(0 : 2; 2; 3); (0 : 2; 3; 3); (0 : 3; 3; 3);

en caso de que la clase de orden q desaparezca. Sin embargo, estas posibi-
lidades quedan r�apidamente descartadas, ya que, seg�un (4.5), producen un
valor no positivo para h � �area(�=G). El mismo argumento aplica para la
signatura (0 : 2; 2; q=k), donde k es alg�un divisor de q, de manera que este
tipo de signaturas tampoco corresponden a G.

Suponiendo que la signatura de G es (0 : 2; 3; q
k
), de (4.5) se tiene

h� �area(�=G) = 2�

�
1�

�
1

2
+

1

3
+
k

q

��
= 2�

�
1

6
� k

q

�
:

Igualando con (4.1),

2�

�
1

6
� k

q

�
= 2�

�
1

3
� 2

q

�
;

es decir, �
1

6
� k

q

�
=

�
1

3
� 2

q

�
o, equivalentemente,

2

q
� k

q
=

1

3
� 1

6
:
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De esta forma
2� k

q
=

1

6

y despejando q resulta
q = 6(2� k):

Obs�ervese que necesariamente q es un m�ultiplo de 3. Recordando que p = 3
y debe cumplirse (p; q) = 1, se deduce que esta signatura no corresponde a
G. De la misma manera se descartan aquellas signaturas en las que el orden
de dos clases el��pticas o el orden de las tres clases son factores de q. Por lo
tanto, G tiene signatura �

0 : 3; 3;
q

k

�
:

N�otese que de (4.5) se sigue

h� �area(�=G) = 2�

�
1�

�
1

3
+

1

3
+
k

q

��
= 2�

�
1

3
� k

q

�
:

Igualando con (4.1) resulta

2�

�
1

3
� k

q

�
= 2�

�
1

3
� 2

q

�
:

Dividiendo entre 2� en ambos lados,�
1

3
� k

q

�
=

�
1

3
� 2

q

�
;

de donde se obtiene inmediatamente que k = 2. Ya que q=k debe ser un
entero positivo, necesariamente q debe ser un n�umero par.

En conclusi�on, si p = 3 y G es un subgrupo de ��ndice 2 en G�, entonces
G tiene signatura �

0 : 3; 3;
q

2

�
;

con q un entero par mayor que 7. Es menester recordar que en este caso

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) = � = cos

�
3�

q

�
;

y como

cos

�
3�

q

�
� 1

2
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para cualquier entero q � 10, mientras que

cos

�
3�

8

�
<

1

2
;

resulta que la cota inferior de 1=2 para

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�)

se respeta, excepto cuando q = 8, es decir, cuando G tiene signatura

(0 : 3; 3; 4):

Finalmente, se probar�a (4). Si g es no simple, existe f 2 G tal que f(Ag)
interseca Ag en un cierto �angulo �. Tomando h = fgf�1, resulta que el eje
de h es f(Ag). De esta forma, por el inciso (1),

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�) � cos

�
3�

7

�
:

Obs�ervese que al ser h un elemento conjugado de g, se tiene Tg = Th y la
desigualdad anterior se puede escribir como

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Tg

�
sen(�) � cos

�
3�

7

�
;

es decir,
senh2

�
1

2
Tg

�
sen(�) � cos

�
3�

7

�
:

Por otra parte, es claro que

senh2
�
1

2
Tg

�
� senh2

�
1

2
Tg

�
sen(�);

de donde
senh2

�
1

2
Tg

�
� cos

�
3�

7

�
:

Por lo tanto,

senh

�
1

2
Tg

�
�
�
cos

�
3�

7

��1=2
(= 0.47:::):

�

Durante la demostraci�on del siguiente teorema se har�a uso de dos resulta-
dos conocidos acerca de pent�agonos y hex�agonos, presentados a continuaci�on.
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Teorema 4.0.2 Para cualquier pent�agono con cuatro �angulos rectos y un
quinto �angulo �, con 0 � � < �, como el que se ilustra en la Figura 4.2, se
cumple la relaci�on

cosh a cosh c+ cos � = senh a cosh b senh c:

Figura 4.2: Pent�agono hiperb�olico con cuatro �angulos rectos.

La prueba puede consultarse en [1], p. 159, 160.

Teorema 4.0.3 Para cualquier hex�agono con todos sus �angulos rectos, como
el que se muestra en la Figura 4.3, se veri�ca la relaci�on

cosh b1 senh a2 senh a3 = cosh a1 + cosh a2 cosh a3:

Figura 4.3: Hex�agono hiperb�olico con �angulos rectos.

Su respectiva demostraci�on puede ser encontrada en [1], p. 161.
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Teorema 4.0.4 Sean g y h transformaciones hiperb�olicas con ejes y longi-
tudes de traslaci�on Ag, Ah, Tg y Th, respectivamente. Sup�ongase que hg; hi
es discreto y no elemental, y que ninguna imagen de Ag se cruza con alguna
de Ah. Entonces

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) � cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
� 1

2
:

Si, adem�as, hg; hi no tiene elementos el��pticos, se puede reemplazar �1
2
por

+1 (en este caso 2 es una cota inferior).

Demostraci�on. Se denotar�a al grupo hg; hi por G. Se puede conjugar a G
de una manera tal que la perpendicular com�un de Ag y Ah sea el eje real
y que el punto medio de dicha perpendicular sea el origen, tal como en la
Figura 4.4 (de ser necesario puede reemplazarse h por h�1 o g por g�1). Se
denotar�a por �1, �2 y �3 a las re
exiones en las geod�esicas L1, L2 y L3,
respectivamente, que aparecen en la Figura 4.4. Obs�ervese que g = �3�1 y
h = �2�3. De esta manera �2�1 pertenece a G.

Figura 4.4: Con�guraci�on con el eje real como perpendicular de Ag y Ah.

Si G no tiene elementos el��pticos, entonces L1 y L2 no pueden intersecarse
(de lo contrario el punto de intersecci�on ser��a un punto �jo el��ptico y el
elemento �2�1 ser��a el��ptico). Esta situaci�on se muestra en la Figura 4.5.
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Figura 4.5: Si G no tiene elementos el��pticos, L1 y L2 no se cortan.

Sea z el punto de intersecci�on de L2 con Ah. Obs�ervese que en este caso
(donde no hay el��pticas) se obtiene un pol��gono al mover el haz de geod�esicas
ortogonales a L1 que intersecan a L2; cuando una de ellas interseca a L2

en el punto en la recta al in�nito m�as cercano a L1, lo hace en un �angulo
(partiendo de L2 en direcci�on positiva) de magnitud cero, el cual va creciendo
a medida que se eligen geod�esicas que corten a L2 cada vez m�as cerca de z.
No podr��a suceder que la geod�esica ortogonal a L1 y L2 corte a L2 m�as all�a
del punto z, es decir, que no se genere un hex�agono con L1, Ag, L3, Ah y
L2, sino un pent�agono; ya que bajo esta situaci�on habr��a un tri�angulo con
dos �angulos rectos formado por z, un segmento de Ah y el punto donde la
ortogonal com�un a L1 y L2 corta a L2. Lo anterior garantiza la existencia
del hex�agono con �angulos rectos que se aprecia en la Figura 4.5. El Teorema
4.0.3, aplicado a este contexto, da como resultado la igualdad entre

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah)
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y la expresi�on

cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ cosh �(L1; L2):

Como la funci�on cosh(x) est�a acotada inferiormente por 1, resulta que

cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ cosh �(L1; L2) � cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ 1;

de donde se obtiene

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) � cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ 1;

que justamente es la segunda desigualdad de este teorema.

Figura 4.6: Si L1 y L2 se intersecan en @� se da la igualdad.

En caso de que L1 y L2 no se intersequen en el interior de � pero s�� en
@�, resultar��a una con�guraci�on como la que se muestra en la Figura 4.6,
donde se obtiene un pent�agono con cuatro �angulos rectos y un quinto �angulo
igual a 0. En estas circunstancias el Teorema 4.0.2 garantiza que se cumple
la igualdad
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senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) = cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ cos(0);

es decir,

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) = cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ 1;

con lo que se concluye la prueba de la segunda parte del teorema.
Ahora, si G contiene elementos el��pticos, puede suceder que �2�1 sea

el��ptico o no. En caso de no serlo se aplican los argumentos anteriores. Si,
por el contrario, �2�1 es efectivamente el��ptico, entonces L1 y L2 se cortan
en un �angulo � = p�

q
con (p; q) = 1. En este punto es conveniente distinguir

entre dos casos relacionados con la magnitud del �angulo �.
Caso 1. Sup�ongase que � � 2�=q, es decir, p�=q � 2�=q. De esto resulta

p � 2.
Si p = 1 entonces � = �=q; de donde se deduce que q > 1, pues el valor

q = 1 da como resultado � = �, lo cual no puede suceder, ya que � es un
�angulo interior del pent�agono determinado por Ag, L3, Ah, L2 y L1 (v�ease
Figura 4.4) y el �angulo de cualquier pol��gono es un �angulo interior si y s�olo
si su magnitud se encuentra en el intervalo (0; �) (cf. [1], p.153). As�� pues,
q � 2, de manera que � � �=2. Tras aplicar el Teorema 4.0.2 al pent�agono
antes mencionado, resulta
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2
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�
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2
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�
cosh �(Ag; Ah) = cosh

�
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2
Tg

�
cosh

�
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2
Th

�
+ cos(�):

Pero al ser � � �=2 se sigue que cos(�) � cos(�=2), es decir, cos(�) � 0, de
donde se obtiene de manera inmediata

cosh
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2
Tg

�
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�
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2
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+ cos(�) � cosh
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y, en consecuencia,

senh

�
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2
Tg

�
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�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) � cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
� 1

2
:

Si p = 2 entonces � = 2�=q y, en consecuencia, q > 1, pues q = 1 da
como resultado � = 2�, lo cual es imposible por ser � un �angulo interior
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del pent�agono antes descrito. Por otro lado, ya que (p; q) = 1 y p = 2,
necesariamente q � 3, con q impar, de donde � � 2�=3. En virtud del
Teorema 4.0.2, se tiene

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh �(Ag; Ah) = cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
+ cos(�);

pero al ser � � 2�=3 resulta que cos(�) � cos(2�=3), es decir, cos(�) � �1
2
.

As��,

cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
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2
Th

�
+ cos(�) � cosh
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2
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�
cosh

�
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2
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�
� 1
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y, por lo tanto,

senh

�
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2
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�
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2
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�
cosh �(Ag; Ah) � cosh

�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
� 1

2
:

Caso 2. Sup�ongase ahora que � > 2�
q
. En este caso es posible rotar Ah

alrededor del punto de intersecci�on de L2 con L1 (al que por comodidad
se llamar�a �), aplicando alguna potencia de la transformaci�on �2�1, hasta
obtener una imagen de Ah que sea m�as cercana a Ag pero, por hip�otesis,
ajena a Ag. N�otese que para lograr esto respetando las hip�otesis es necesario
que no sean a la vez q impar y p par, pues si se supone que q es impar y p
es par, entonces es posible aplicar q+1

2
veces la transformaci�on �2�1 a Ah. En

tal caso, la geod�esica ortogonal por � a la imagen resultante formar�a, con
respecto a Ah, un �angulo de

2�

�
q + 1

2

�
=

2p�

q

�
q + 1

2

�
= p� +

p�

q
= p� + �;

siendo �este igual a � m�odulo 2�. Por lo anterior, esa rotaci�on coincidir�a con
Ag, contradiciendo las hip�otesis.

Para un mejor entendimiento del proceso de rotaci�on de Ah se pueden
conjugar las transformaciones de tal manera que el punto de intersecci�on �
corresponda al origen. La con�guraci�on obtenida se muestra en la Figura 4.7.

Todas las im�agenes del eje Ah se obtendr�an al rotar alrededor de � en

2p�

q
;
4p�

q
; :::;

2(q � 1)p�

q
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radianes y estas ser�an distintas entre s��. Esta �ultima a�rmaci�on puede demos-
trarse suponiendo que para algunos i, j distintos en el conjunto f1; 2; :::; q�1g
se cumple

2ip�

q
� 2jp�

q
(m�od 2�);

esto es,
2ip�

q
� 2jp�

q
= 2k�; para alg�un entero k:

Por consiguiente,
p

q
(i� j) = k;

o bien
p(i� j) = kq;

de donde se deduce que q divide a p o q divide a i�j. Lo anterior es imposible
si i 6= j, ya que (p; q) = 1 y, adem�as, i�j < q, de manera que, necesariamente,
i = j.

Figura 4.7: Con�guraci�on con � como centro de �.

Es intuitivamente claro que a medida que se rota Ah en torno a � se
obtendr�an algunas im�agenes de dicho eje m�as cercanas a Ag. Esto puede vi-
sualizarse al tomar hiperciclos por los puntos �jos de g como se muestra en
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la Figura 4.8. Al ser los hiperciclos los que determinan las distancias a Ag

(cf. [1], p.162), resulta que una imagen que no interseque a cierto hiperciclo
cercano a Ag estar�a m�as alejada de Ag que una que s�� lo interseca. Adem�as,
cabe destacar que por ser �2�1 una isometr��a de orden q, habr�an siempre q
im�agenes distintas de Ah alrededor de �, y las respectivas geod�esicas orto-
gonales por � de dos de ellas consecutivas formar�an un �angulo de 2�=q en
�. Ya que ninguna imagen de Ah interseca a Ag, se puede asegurar que Ag

se encuentra entre dos im�agenes consecutivas de Ah, as�� que el �angulo �
0 que

forma L1 (la geod�esica ortogonal a Ag por �) con la ortogonal a una de esas
im�agenes de Ah por � ser�a menor que 2�=q.

Figura 4.8: Hiperciclos por los puntos �jos de g.

As��, si se reemplaza h por un conjugado fhf�1, donde f es una de las
rotaciones alrededor de � antes referidas, con la propiedad de que su eje
f(Ah) est�e tan cerca como sea posible de Ag (pero distinto de Ag), se tiene
la desigualdad

�(Ag; Ah) � �(Ag; fAh)

y, por el argumento anterior, al constru��r un pent�agono de manera an�aloga
al considerado en las situaciones anteriores, el correspondiente �angulo �0 sa-
tisface �0 � 2�=q. Ahora se est�a en condiciones de aplicar lo obtenido en el
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Caso 1, tras lo cual resulta la desigualdad
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�
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2
:

Recu�erdese que por ser elementos conjugados se cumple Tfhf�1 = Th, as��
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�
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2
:

Por otra parte, dado que �(Ag; Ah) � �(Ag; fAh) � 0, entonces se tiene

cosh �(Ag; Ah) � cosh �(Ag; fAh);

de donde

senh(
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2
Tg)senh(

1

2
Th)cosh �(Ag; Ah) � senh(

1

2
Tg)senh(

1

2
Th)cosh �(Ag; fAh):

De las desigualdades anteriores se sigue que
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2
: �

En el caso en que g es un elemento hiperb�olico simple se puede aplicar
este resultado a hg; hi, con h un conjugado de g, y se obtiene lo siguiente:

Corolario 4.0.5 Si g y h son elementos hiperb�olicos que generan un grupo
discreto no elemental y g es simple en este grupo, entonces, para toda f en
hg; hi, se tiene que f(Ag) = Ag o bien
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2
�(Ag; fAg) � 1

2
:

Demostraci�on. Al ser g simple, para cualquier f en hg; hi ocurre que
f(Ag) = Ag o bien f(Ag)\Ag = ;. En el segundo caso, tomando h = fgf�1

y aplicando el Teorema 4.0.4 se tiene
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�
1

2
Tg

�
cosh

�
1

2
Th

�
� 1

2
:
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Pero Tg = Th, por ser g y h elementos conjugados. Adem�as, dada la elecci�on
de h, resulta que su eje es f(Ag), as�� que

senh2
�
1

2
Tg

�
cosh �(Ag; fAg) � cosh2

�
1

2
Tg

�
� 1

2
: (4.6)

Utilizando algunas identidades trigonom�etricas b�asicas puede obtenerse

cosh �(Ag; fAg) = cosh

�
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2
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�
:

Sustituyendo en (4.6) resulta
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es decir,
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o, equivalentemente,
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Por consiguiente,
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pues cosh2(1
2
Tg)� senh2(1

2
Tg) = 1. De esta forma se concluye que
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4
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y, por lo tanto,
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2
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�
� 1

2
:

�

El siguiente ejemplo muestra que la cota inferior de 1
2
es la mejor posible.

Durante su explicaci�on se har�a uso del siguiente teorema cuya prueba se
encuentra en [1], pp. 157-159. Dicho teorema hace referencia a cuadril�ateros
de Lambert, es decir, cuadril�ateros con tres �angulos rectos y un cuarto �angulo
� que satisface 0 � � < �=2.

Teorema 4.0.6 En el cuadril�atero que se ilustra en la Figura 4.9 se cumplen
las igualdades

(i) senh a1 senh a2 = cos �;

(ii) cosh a1 = cosh b1 sen �:

Figura 4.9: Cuadril�atero de Lambert.

Consid�erese un pol��gono D construido como en la Figura 4.10, donde
f es la transformaci�on el��ptica de orden dos que �ja al origen, y g es un
elemento hiperb�olico que aparea L con L0. As��, f y g aparean los lados de
D. Obs�ervese que la suma de los �angulos interiores de D es igual a 2�=3. De
esta forma, se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el Teorema de
Poincar�e para un ciclo el��ptico de orden 3 y, por lo tanto, D es un pol��gono
fundamental para hf; gi. Se puede probar que el lado libre del pol��gono D no
representa problema alguno para el empleo del Teorema de Poincar�e (v�ease
[1] p. 253, o con mayor detalle [2] pp. 18-20). Ya que g aparea lados del
pol��gono fundamental D, del Teorema 1.4.1 se sigue que g es simple.

Ahora, puesto que el ��n�mo de las traslaciones de g se alcanza en el eje
(donde el desplazamiento es constante) y g aparea L y L0, necesariamente
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Tg = �(L;L0). Por otra parte, al ser f una transformaci�on el��ptica de orden
dos, la imagen de Ag bajo f es como se muestra en la Figura 4.11 (una
rotaci�on de Ag de � radianes en torno al origen). N�otese que la geod�esica
ortogonal a Ag y a f(Ag) pasa por el origen (esto se sigue de la simetr��a de
L y L0). Tambi�en en dicha geod�esica se alcanza la distancia hiperb�olica de
Ag a f(Ag) y, por lo tanto,

1

2
�(Ag; fAg) = �(Ag; 0):

Figura 4.10: Ejemplo del Corolario 4.0.5.

As��, a consecuencia de lo anterior y del Teorema 4.0.6 se tiene la igualdad
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;

es decir,
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1

2
:

En la prueba del teorema presentado a continuaci�on se utilizar�a la si-
guiente desigualdad

cosh(a)cosh(b) � 1

2
cosh(a+ b); (4.7)
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la cual es verdadera, ya que

2cosh(a)cosh(b) = 2

�
ea + e�a

2

��
eb + e�b

2

�

=

�
ea+b + e�(a+b)

2

�
+

�
eb�a + ea�b

2

�

= cosh(a+ b) +

�
eb�a + ea�b

2

�
� cosh(a+ b):

Figura 4.11: Imagen de Ag bajo f .

Los Teoremas 4.0.1 y 4.0.4 proporcionan la siguiente cota para P (g; h).

Teorema 4.0.7 Sean g y h elementos hiperb�olicos que generan un grupo
discreto no elemental. Entonces P (g; h) � cos(3�=7).

Demostraci�on. Se utilizar�a la notaci�on de los Teoremas 4.0.1 y 4.0.4. Si
los ejes de g y h se intersecan en alg�un punto u (como en la Figura 4.1),
entonces considerando que el ��n�mo de las traslaciones se alcanza en los ejes
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donde el desplazamiento es constante, se tiene lo siguiente

P (g; h) = senh
1

2
�(u; gu) senh

1

2
�(u; hu)

= senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�

� senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�)

� cos

�
3�

7

�
;

siendo esta �ultima desigualdad consecuencia del Teorema 4.0.1.
Si alguna de las im�agenes de Ag se interseca con alguna imagen de Ah (y

Ag no se interseca con Ah) en alg�un punto w, esto es, f1(Ag)\f2(Ah) = fwg,
para algunas transformaciones f1 y f2; entonces existen w1 2 Ag y w2 2 Ah

tales que f1(w1) = w = f2(w2). En este caso se tiene

P (g; h) = senh
1

2
�(w1; gw1) senh

1

2
�(w2; hw2)

= senh
1

2
�(f1w1; f1gw1) senh

1

2
�(f2w2; f2hw2)

= senh

�
1

2
Tf1gf�11

�
senh

�
1

2
Tf2hf�12

�

= senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�

� senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
sen(�)

� cos

�
3�

7

�
;

donde la �ultima desigualdad, nuevamente, es consecuencia del Teorema 4.0.1.
Si las im�agenes de Ag y Ah no se intersecan se puede utilizar el Teorema

4.0.4. Primeramente, en virtud del Teorema 1.2.2, para cualquier z en el
plano hiperb�olico se tiene que

senh
1

2
�(z; gz) senh

1

2
�(z; hz)

es igual a

senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh�(z; Ag)cosh�(z; Ah):
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Sin embargo, por (4.7), esta �ultima expresi�on es mayor o igual que

1

2
senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh

�
�(z; Ag) + �(z; Ah)

�
;

lo cual, a su vez, es mayor o igual que

1

2
senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh�(Ag; Ah):

La �ultima a�rmaci�on est�a justi�cada por la desigualdad

�(Ag; z) + �(z; Ah) � �(Ag; Ah);

cuya veracidad se puede comprobar tomando w1 como el punto donde la
geod�esica por z ortogonal a Ag corta a Ag, y w2 el punto donde la geod�esica
por z ortogonal a Ah corta a Ah; ya que entonces, como consecuencia de la
desigualdad del tri�angulo, resulta

�(Ag; z) + �(z; Ah) = �(w1; z) + �(z; w2)

� �(w1; w2) � �(Ag; Ah):

As��,

senh
1

2
�(z; gz) senh

1

2
�(z; hz) � 1

2
senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh�(Ag; Ah):

Del Teorema 4.0.4 se sigue

1

2
senh

�
1

2
Tg

�
senh

�
1

2
Th

�
cosh�(Ag; Ah) � 1

2

�
cosh

Tg
2
cosh

Th
2
� 1

2

�

� 1

2

�
1� 1

2

�
=

1

4

� cos

�
3�

7

�
:

De esta forma,

senh
1

2
�(z; gz) senh

1

2
�(z; hz) � cos

�
3�

7

�
;
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por lo que cos(3�
7
) es una cota inferior para las cantidades

senh
1

2
�(z; gz) senh

1

2
�(z; hz)

que resultan de tomar z en el plano hiperb�olico. Luego,

��nf
z
fsenh1

2
�(z; gz) senh

1

2
�(z; hz)g � cos

�
3�

7

�
;

es decir,

P (g; h) � cos

�
3�

7

�
:

�

En el siguiente resultado se considera la cantidadM(g; h) para un elemen-
to el��ptico y uno hiperb�olico. La raz�on por la cual no se trabaja con P (g; h)
es que cuando alguna de las transformaciones g o h es el��ptica, esta tendr�a
un punto �jo v, por lo que �(v; gv) = 0 o �(v; hv) = 0. De esta manera, el
producto

senh
1

2
�(v; gv)senh

1

2
�(v; hv)

ser�a igual a cero y, en consecuencia, P (g; h) = 0, lo cual no aporta informaci�on
relevante.

Teorema 4.0.8 Sea g una transformaci�on hiperb�olica y h una el��ptica de
orden q, (q � 2). Si hg; hi es discreto y no elemental, entonces

M(g; h) � 1=
p
8:

Demostraci�on. Si g es un elemento hiperb�olico no simple de hg; hi, enton-
ces se puede aplicar el inciso (4) del Teorema 4.0.1 para obtener lo siguiente:

m�axfsenh1
2
�(z; gz); senh

1

2
�(z; hz)g � senh

1

2
�(z; gz)

� senh

�
1

2
Tg

�

�
�
cos

�
3�

7

�� 1
2

= 0.4717:::

> 0.3535::: = 1=
p
8:
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De lo anterior se sigue que

��nf
z
m�axfsenh1

2
�(z; gz); senh

1

2
�(z; hz)g � 1=

p
8;

es decir,
M(g; h) � 1=

p
8:

Sup�ongase ahora que g es un elemento hiperb�olico simple. Se mostrar�a
que en este caso el punto �jo v de la transformaci�on el��ptica h no puede ser
un punto en Ag.

Caso 1. Si v 2 Ag y q > 2, al ser h(v) = v, la transformaci�on h rotar��a
Ag en torno a su elemento interior v, dando origen a una imagen de Ag que
se interseca en un punto con dicho eje. Espec���camente suceder��a

fvg = Ag \ h(Ag);

contradiciendo que g es simple.
Caso 2. Si v 2 Ag y q = 2, entonces h rota Ag en torno a v preservando

dicho eje, pero intercambiando los puntos �jos de g. De esta manera, el grupo
hg; hi preserva el conjunto de puntos �jos de g e inmediatamente se tiene que
cualquier elemento f de hg; hi es tal que f 2 hgi o hf 2 hgi. Lo anterior
signi�ca que hgi es un subgrupo de ��ndice dos en hg; hi. Puede demostrarse
que si un subgrupo de PSL(2;C) tiene un subgrupo de ��ndice �nito, entonces
sus conjuntos de puntos l��mites coinciden (cf. [6], pp. 91, 92). As�� pues, en
este contexto resulta

L(hg; hi) = L(hgi): (4.8)

Por otra parte, se sabe que un subgrupo estabilizador discreto de PSL(2;R)
tiene a lo m�as dos puntos l��mites (cf. [6], p. 110). En este caso, hgi es un
grupo estabilizador de los puntos �jos de g y, adem�as, es discreto por ser
discontinuo. Consecuentemente, hgi tiene a lo m�as dos puntos l��mites, es
decir, es elemental. En virtud de (4.8) el grupo hg; hi ser��a tambi�en elemental,
contradiciendo las hip�otesis.

Lo anterior prueba que v debe estar fuera de Ag. Por ello, una rotaci�on
de Ag de �angulo 2�=q alrededor de v debe asignar a Ag una imagen ajena, la
cu�al puede asumirse que es h(Ag) (v�ease la Figura 4.12).

Si q > 2 puede construirse un pent�agono como el de la Figura 4.12 y divi-
dirse en los dos cuadril�ateros mostrados. Al aplicar el inciso (ii) del Teorema
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4.0.6 a uno de estos cuadril�ateros se obtiene

cosh �(v; Ag) sen (�=q) = cosh
1

2
�(Ag; hAg);

adem�as, ya que cosh(x) � senh(x), resulta

cosh �(v; Ag) sen (�=q) � senh
1

2
�(Ag; hAg):

Figura 4.12: Rotaci�on de Ag alrededor de v.

Por otra parte, del Corolario 4.0.5 (aplicado al grupo hg; hgh�1i) se sigue

senh

�
1

2
Tg

�
senh

1

2
�(Ag; hAg) � 1

2
:

As��, las dos desigualdades anteriores dan como resultado

cosh �(v; Ag) sen (�=q) senh

�
1

2
Tg

�
� 1

2
:

Si q = 2 no puede construirse el pent�agono antes mencionado. Bajo esta
situaci�on v coincidir��a con el punto medio de la geod�esica ortogonal a Ag y
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h(Ag), de manera que

1

2
�(Ag; hAg) = �(v; Ag):

Luego,

cosh
1

2
�(Ag; hAg) = cosh �(v; Ag);

por lo que

cosh �(v; Ag) � senh
1

2
�(Ag; hAg):

En consecuencia,

senh

�
1

2
Tg

�
cosh �(v; Ag) � senh

�
1

2
Tg

�
senh

1

2
�(Ag; hAg) � 1

2
;

siendo esta �ultima desigualdad consecuencia del Corolario 4.0.5 aplicado al
grupo hg; hgh�1i. De esta manera, se tiene

cosh �(v; Ag)senh

�
1

2
Tg

�
� 1

2
;

o equivalentemente (ya que sen(�=2) = 1)

cosh �(v; Ag)sen(�=2)senh

�
1

2
Tg

�
� 1

2
:

Lo anterior implica que para cualquier q � 2 se cumple

cosh �(v; Ag) sen (�=q) senh

�
1

2
Tg

�
� 1

2
:

Obs�ervese que esta �ultima desigualdad expresa una restricci�on geom�etrica
en t�erminos de los par�ametros Tg, 2�=q y la separaci�on que hay entre h y g
medida por �(v; Ag). Por comodidad, se escribir�a m en lugar de mz, donde

mz = m�axfsenh1
2
�(z; gz); senh

1

2
�(z; hz)g:

Es intuitivamente claro que

�(v; Ag) � �(v; z) + �(z; Ag)
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para cualquier z en �. Formalmente, esto se cumple, pues �(v; Ag) es la
medida de la curva de menor longitud que va de v a Ag (la ortogonal a Ag

que pasa por v), lo que signi�ca que cualquier otra curva que una v con Ag

tendr�a mayor o igual longitud. En particular, esto suceder�a para la curva
[v; z] [ [z; w], siendo w el punto en el que Ag se interseca con la geod�esica
ortogonal a Ag por z.

As��, reescribiendo la �ultima desigualdad obtenida se tiene

1

2
� sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
cosh �(v; Ag)

� sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
cosh[�(v; z) + �(z; Ag)]:

N�otese que la expresi�on de la derecha puede, a su vez, escribirse como

sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
[cosh�(v; z)cosh�(z; Ag) + senh�(v; z)senh�(z; Ag)]

o, equivalentemente,

sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
cosh�(v; z)cosh�(z; Ag)

+ sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
senh�(v; z)senh�(z; Ag):

Haciendo uso de la identidad cosh2(x) � senh2(x) = 1 y del inciso (i) del
Teorema 1.2.2, se obtiene la siguiente expresi�on equivalente para el primer
sumando:

sen(�=q) senh

�
1

2
�(z; gz)

�
[1 + senh2�(v; z)]

1

2 ;

que evidentemente es menor o igual que

sen(�=q)m[1 + senh2�(v; z)]
1

2 :

Mientras tanto, el segundo sumando es menor o igual que

sen(�=q) senh

�
1

2
Tg

�
senh�(v; z)cosh�(z; Ag);
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lo cual, a su vez, es menor o igual quem2, ya que a consecuencia de los incisos
(i) y (ii) del Teorema 1.2.2 se tiene

cosh�(z; Ag) senh

�
1

2
Tg

�
= senh

�
1

2
�(z; gz)

�
� m

y

sen(�=q) senh�(v; z) = senh

�
1

2
�(z; hz)

�
� m:

De lo obtenido en el p�arrafo anterior se concluye que

1

2
� sen(�=q)m[1 + senh2�(v; z)]

1

2 +m2

= m[sen2(�=q) + sen2(�=q)senh2�(v; z)]
1

2 +m2

� m[sen2(�=q) +m2]
1

2 +m2

� m[1 +m2]
1

2 +m2:

Ahora, se puede asegurar que m � 1=
p
8, pues si se supone lo contrario

sucede

m[1 +m2]
1

2 +m2 <
1p
8

�
1 +

1

8

� 1
2

+
1

8

=
1p
8

�
9

8

� 1
2

+
1

8

=
1p
8

�
3p
8

�
+

1

8

=
3

8
+

1

8
=

4

8
=

1

2
;

contradiciendo la desigualdad previamente mostrada.
Al ser 1=

p
8 una cota inferior para m, resulta que

��nf
z
m � 1=

p
8;

es decir,
M(g; h) � 1=

p
8:
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�

Ahora, recolectando los resultados obtenidos en este cap��tulo y algunos
otros que se prueban en [1] y con m�as detalle en [9], se puede �nalmente
establecer la cota inferior universal para M(g; h) buscada.

Teorema 4.0.9 (Yamada) Si g y h son transformaciones que generan un
grupo discreto no elemental, entonces M(g; h) � 0.1318::: y esta cota inferior
es alcanzada por dos generadores el��pticos del grupo triangular con signatura
(0 : 2; 3; 7). M�as espec���camente:

(i) si g y h son parab�olicas

M(g; h) � 1

2
;

(ii) si g es parab�olica y h hiperb�olica

M(g; h) � 1

2
;

(iii) si g es parab�olica y h el��ptica

M(g; h) � 1p
8
;

(iv) si g y h son el��pticas

M(g; h) � 0.1318:::;

(v) si g y h son hiperb�olicas

M(g; h) �
�
cos

�
3�

7

�� 1
2

;

(vi) si g es hiperb�olica y h el��ptica

M(g; h) � 1p
8
:
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Demostraci�on. Primeramente, obs�ervese que dado cualquier punto z en el
plano hiperb�olico se tiene

(m�axfsenh1
2
�(z; gz); senh

1

2
�(z; hz)g)2 � senh

1

2
�(z; gz)senh

1

2
�(z; hz):

Por lo que, si se toma el ��n�mo sobre todos los puntos del plano, resulta de
manera inmediata

M(g; h)2 � P (g; h):

Ahora, en [9], pp. 18-20 y en [1], p. 309 se prueba que, bajo las hip�otesis
de este teorema, si g y h son parab�olicas, o g es parab�olica y h hiperb�olica,
entonces resulta que P (g; h) � 1

4
. De lo anterior se sigue M(g; h)2 � 1

4
y, por

consiguiente,

M(g; h) � 1

2
;

con lo cual quedan demostrados (i) y (ii).
Una prueba del inciso (iii) aparece en [1], pp. 310-313 y m�as detallada-

mente en [9], pp. 24-31. La demostraci�on de (iv) tambi�en se encuentra en [1],
pp. 313-316 y se ha tratado m�as minuciosamente en [9], pp. 35-40; adem�as,
se prueba que la cota inferior de 0.1318::: es alcanzada por dos generadores
el��pticos del grupo triangular con signatura (0 : 2; 3; 7).

Por otra parte, si g y h son hiperb�olicas, del Teorema 4.0.7 resulta que
P (g; h) � cos(3�=7), de donde

M(g; h)2 � cos

�
3�

7

�

y, por lo tanto,

M(g; h) �
�
cos

�
3�

7

�� 1
2

:

Con esto queda demostrado (v).
Finalmente, si g es hiperb�olica y h el��ptica, el Teorema 4.0.8 asegura que

M(g; h) � 1p
8
;

y (vi) queda demostrado. �
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