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Resumen

En esta tesis, a través de simulaciones de Monte Carlo, se obtiene el espectro
energético del atomo de hidrégeno unidimensional, especificamente, la energia
del estado base y del primer estado excitado.

Este estudio numérico da respuesta a la cuestiéon sobre las posturas de la
energia base que durante mucho tiempo fue controversia. Se hace uso del teo-
rema virial para obtener el valor de dicho estado en términos de la contribucién
de la energia potencial al que la particula escalar (no relativista y con espin cero,
que aproxima al electrén del 4tomo de hidrégeno) esta sometido.

Para obtener la energia base, se utiliza el formalismo de Feynman de inte-
gracién funcional, conocido como integrales de trayectoria. Este formalismo se
simplifica con el uso del tiempo euclidiano (tiempo imaginario que resulta de la
rotacion de Wick) para que el conjunto de integrales converjan de manera més
rapida.

Un inconveniente encontrado en el sistema es el pozo de potencial, debido a la
divergencia presente, lo cual complica los calculos analiticos y en la simulacién.
Para resolver este problema, se emplea un potencial regularizado que suaviza el
pozo con un parametro de corte. Las simulaciones son realizadas con diferen-
tes valores de dicho pardmetro para obtener una extrapolaciéon al problema de
Coulomb.

Ademas del estado base, haciendo uso de la funcién de correlacién de dos
puntos se mide el salto energético entre el estado base y el primer estado excita-
do.

La energia del primer estado excitado se obtiene de la suma de los resultados
obtenidos en la energia del estado base y la funcién de correlacién de dos puntos.

Los resultados obtenidos muestran que la energia del estado base y del pri-
mer estado excitado del dtomo de hidrégeno unidimensional tienden a un valor
infinito negativo.
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Capitulo 1

Introduccidon

1.1. Motivacion

La experiencia que se obtiene en el aprendizaje de la fisica nos demuestra que
los fendmenos estudiados en esta ciencia presentan un comportamiento mds sim-
ple y una interpretacién matemdtica mas sencilla si se estudian en dimensiones
espaciales cada vez més bajas hasta llegar a un espacio unidimensional.

A medida que se avanza en los estudios y se comprende el comportamiento
en dimensiones menores, se eleva el grado de dificultad de la conducta y descrip-
cién matemadtica al incrementar el niumero de dimensiones espaciales en las que
se puede trabajar.

El atomo de hidrégeno tridimensional pareceria encajar en esos casos, pues
se conoce muy bien el espectro energético y la funcién de onda que describe su
fenomenologia, por lo que restringir las dimensiones a una sola haria pensar que
facilitaria la resolucién de dicho problema. No obstante, la realidad no es asi, de
manera que obtener el valor de la energia del estado base y el primer estado exci-
tado del 4tomo de hidrégeno unidimensional son la motivacién principal de esta
tesis.

La polémica presente en la energia del estado base del 4&tomo de hidrégeno
unidimensional se centra alrededor del potencial de Coulomb V(x) « |_71| Dicho
potencial muestra un notable desafio para la creatividad de aquellos que lo abor-
dan, ya que la singularidad presente en el origen de coordenadas (x = 0) causa
una interesante apuesta a diversos tratamientos que son usados en este problema

[1-15].

Usando la teoria de integrales de trayectoria en mecdnica cudntica median-
te simulaciones numéricas con el método de Monte Carlo, encontrar un resul-
tado que apoye las posturas para la energia base del 4tomo unidimensional de
hidrégeno, las cuales se debaten entre una energia de enlace infinita y una de
enlace finito semejante al caso tridimensional, y obtener un valor para la energia
del primer estado excitado, son el propésito final de este trabajo.
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Los estudios realizados [1-13]a este &tomo unidimensional son analiticos, no
numéricos. Los que realizan un estudio numérico [14, 15], trabajan con poten-
ciales suavizados para obtener un buen comportamiento del problema fisico, sin
embargo, no utilizan el método de Monte Carlo.

1.2. El atomo de hidrégeno

El d&tomo de hidrégeno no relativista es un sistema cudntico compuesto por
dos particulas (un protén con carga e = 1.6021766208(98) x 10712 C y un electrén
con carga —e, considerando ambos con espin cero) y es de los pocos sistemas que
admite una solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger. Dado que el ntcleo
(protén) de este sistema tiene una masa de aproximadamente 1836 veces la masa
del electrén, se puede asumir una aproximacioén semejante al reposo en el origen
de coordenadas de su sistema de referencia, mientras que el electrén se encuentra
alrededor del protén con energia cinética Ej tal que (E;) > 0.

El potencial al que se encuentra sometido el electrén es independiente del
tiempo y es llamado potencial coulombiano

e2

Vel(r) = T (1.1)

con € la permitividad eléctrica del vacio que tiene un valor de 8.85418781x10712
F/my r la distancia radial del electrén al protén.

De acuerdo con la literatura [16, 17] como el potencial posee una simetria
esférica, el tratamiento apropiado de la ecuacién de Schrédinger es (en coorde-
nadas esféricas)

2
_%v2¢<r, 6,¢) + Ve(r(r,6,9) = Ep(r,0,¢), (1.2)

con p = (mpm,)/(m, + m,) la masa reducida del 4tomo donde m, es la masa

del protén (1.672621898(21) x 1072’kg) y m, la masa del electrén (9.1093835
6(11)x1073'kg), E es la energia del sistema y 1 es la funcién de onda del electrén.

La funcién de onda 1 representa la amplitud de la probabilidad de encontrar
el electrén en un elemento de volumen infinitesimal representado en coordena-
das esféricas por

dxdydz =dV =r’sin@dr dO do, (1.3)

que cuenta con la condicién de normalizacién

f|¢|2r25in9dr dode =1, (1.4)

con la integral tomada sobre todo el espacio.
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El laplaciano en coordenadas esféricas se muestra de la forma

2 19( a) 1 0 a) 1 92 (1.5)

T 29r\ 9r] r2sin6 00 00

La funcién de onda ¥(r, 6, @) con valores en la frontera admite la representa-
cién como producto de dos funciones

0 .
(sm r2sin6 dg?

P(r,0,9) =R(1)Y(0,9), (1.6)

donde R(r) es la parte radial que describe como la funcién de onda (i) del electrén
varia a lo largo del radio vector desde el ntcleo con 6 y ¢ constantes y la funcién
Y (0, @) representa la parte angular azimutal y cenital cuando r es constante.

Los valores de frontera para R estan dados por lim ,_,,, R(r) = 0 que tiene
como consecuencia en la ec. (1.6) que la probabilidad de encontrar al electrén
muy lejos del nucleo tienda a cero [16]. Sustituyendo (1.6) y (1.5) en la ec. (1.2)
se obtiene

n[1 9 , d 1 J 0 1 92
- 2;/1 lﬂ 8r( ar) Y r281n6 20 (sme%) * +25in2 0 (a(PQ )] R(r)Y (0, p)
+Ve(r)R(r)Y(0,9) = ER(r)Y (0, ¢). (1.7)

Reordenando la ec. (1.7), colocando los términos dependientes de r de lado
izquierdo y las variables angulares 6 y ¢ en el lado derecho se obtiene

2 2
1d (rzdR)_Z;u’ 1 0 ( , 98Y) 1 4 Y:O, (1.8)

— 222 “E)4 —— o 7 -
Rar\"ar )" T Ve -B+ vaa3a 5050 T Ysin20 dg?

La ecuacién es correcta solamente si las funciones de diferentes variables son
iguales a la misma constante pero diferidas por un signo, por tanto se tendra

1d{(,dR\ 2ur? B
RdT (T’ dT) #2 (VC( ) E)—C; (19)
1 9 Y 1 J%Y
Ysm@a@( m989) Ysinzea_(pz__c' (1.10)
con ( la constante que iguala la ec. (1.8)

La funcién Y dependiente de las variables angulares también admite una fac-
torizacién tal que Y (0, ¢) = ©(0)P(¢), donde ©(60) describe como 1 varia en el
angulo cenital 0 a lo largo de un meridiano en una esfera centrada en el ntcleo
con r y ¢ constantes. @(¢) puntualiza el cambio en el angulo azimutal ¢ en la
funcién ¥ a lo largo de un paralelo en una esfera centrada en el ntcleo con r y 6
constantes.

Si se sustituye Y por su representacion del producto de funciones y se multi-
plica por sin? 0 en la ec. (1.10) se obtiene
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~ 2
sinf d ( . d@) 1d*® _ _Csin26. (1.11)

o a0\""%%0 | a2
En la ecuacién anterior es apreciable que el segundo término depende sola-
mente de la variable ¢ y el primer y tercer término de la variable 6, por lo que,

repitiendo el mismo procedimiento que se usé en la ec. (1.8), se obtiene una nueva
constante y tal que

sin@ d (. dO Lo

o) %(sm9%)+Csm 6—7/, (112)
1 d*®
o2~V (1.13)

consiguiendo una ecuacién polar (1.12) y una azimutal (1.13). La solucién corres-
pondiente a la ecuacién azimutal es ®(¢@) = C; e + C,e7"? y por conveniencia
se considera C, = 0, ya que podemos permitir que m absorba el signo negativo.
El factor constante C; puede ser considerado de momento con valor 1 y si fuese
diferente este valor puede ser absorbido en ®@. La constante de separacién es en-

tonces y = m?.

Es facil notar que la funcién @(¢) tiene una periodicidad de 27

D (¢ + 271) = MO+ = pime, (1.14)
en otras palabras e?™"

es decir

= 1. De esto se deduce que m debe ser un nimero entero,

m e Z. (1.15)

Sustituyendo y = m? y considerando el valor de la constante de separaciéon
C=Il(I+1)enlaec.(1.12) se obtiene la expresiéon

ao

que tiene como solucién

sin@i(sinQ%)+[l(l+1)sin26—m2]®:O, (1.16)

©(6) = AP"(cos0), (1.17)

donde A es una constante de normalizacién y P son los polinomios asociados de
Legendre que puede verse en la referencia [18],

|m|
_ nml/2 [ d
P"(x) = (1-x7) (%) P(x). (1.18)
La ecuacion diferencial para los polinomios asociados de Legendre, dada en la
ec. (1.16), depende de m? y, por lo tanto, no se ve afectada por el signo de m.
Por consecuencia P"(x) y P, " (x) deben ser soluciones equivalentes y por lo tanto
proporcionales entre si.
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P(x) de la ec. (1.18) hace referencia al /-ésimo polinomio de Legendre y por
conveniencia se expresa en términos de la férmula de De Rodrigues

)
1 (d ) I
con lo que la ec. (1.18) se expresa como
[m|+1
le(x)zﬁ(l—x ) (ﬁ) (x*-1). (1.20)

Usando la ec. (1.20) es sencillo de probar que

(I —m)!
(I+m)!

Pr(x) = (~1)" o B ), (1.21)

Se aprecia por la ec. (1.19) que I debe tener valores enteros no negativos para
que la formula de De Rodrigues cobre sentido. Ademas por la ec. (1.20) si |m| > [
se tendria que P"(x) = 0. Debido a esto, se obtiene que los valores de [ y m son los
siguientes

1=0,1,2,3,...,m=-1,-1+1,-1+2,...,-1,0,1,...,1 -2, -1, 1. (1.22)

Recordando que la funcién Y es la representacién del producto de las funcio-
nes © y @, se tiene la expresién siguiente

i |m|+1
Ae™M? [ml/2 d !
m _ _ 2 29 _
Y0, 9)= =1 (1-cos?0) (dcose) (cos”0-1). (1.23)

Para obtener el valor de la constante A se retoma la condicién de normalizacién
de la ec. (1.4)

J|¢|2rzsin6dr Ao do = j

oo 27 e
IRlzrzdrj J [Y/">sin0d0dp =1,  (1.24)
0 0 0

por lo que es conveniente normalizar las funciones R e Y;" de manera individual

J IRI*r?dr =1 (1.25)
0

21 e
J f [Y"|>sin0d0 de = 1. (1.26)
0 0

La ec. (1.26) se reescribe como

27 T
f f {Y;,“’(e,(p)} Y/"(0,9)sin0d6 d = 8,011 (1.27)
0 0

Utilizando la igualdad de la ec. (1.23) es posible separar la ec. (1.27) sobre 6
y @ por que son independientes, con lo que se obtienen las integrales
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21
J e MM d o = 278, (1.28)
0

2(1 + |ml)!
(21 +1)(I=|m])

Se ha establecido en la ec. (1.29) que m’ = m. Debido a que en la integral de la
ec. (1.28) se observa que si llegasen a ser diferentes, la integral tendria un valor

igual a cero. Combinando ambos resultados y la condicién de que la normaliza-
cién debe tener un valor igual a 1, se aprecia que la constante A debe valer

A:\/(2l+1)(l—|m|)!’ (1,30

T
J {APZ’,”(cos 6)} AP/'(cos0)sin0d0 = A? ~Op1- (1.29)
0 .

47e(l +|ml)!

con lo que finalmente se puede expresar la funcién denominada armoénicos esféri-
COS COmo

—lm .
Y0, ¢) = \/(2;(11)&”1'{;')'elm(PP{”(cos 0). (1.31)

La ec. (1.9) llamada ecuacién radial es de suma importancia, pues ésta de-
pende de la forma del potencial. Para cualquier potencial de simetria esférica, la
solucién de armoénicos esféricos es correcta, mientras que la solucién a la ecua-
cion radial es caracteristica del potencial electrostatico. Para dar solucién a dicha
ecuacién se comienza por hacer un cambio de variable

u(r)=rR(r). (1.32)

Con dicho cambio se tendran las siguientes igualdades

du
o dr [r%-u] a[L,drR] dPu
e P E[f E]‘rﬁ' (1.33)

Con la ayuda de éstas identidades, la multiplicacién de la ec. (1.9) y reordenando
los términos se obtiene

h? d2u

———+ch(r) B2 1(1+1)

+_
2u  r?

20 dr u=Eu. (1.34)

Para hacer un poco mas simple la expresién de la ec. (1.34) se toma la siguiente
definicién

V—2uE

P (1.35)
donde se puede apreciar que « tiene un valor real para energias menores a cero,
que corresponden a los estados ligados del atomo, es decir, las energias que man-
tienen al electrén ligado al protén. Dividiendo la ec. (1.34) entre E y sustituyendo
el valor de V(r) se tiene

K
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1 d? 21 I(I+1
S F R (U+1) (1.36)
k2 dr? 2regh?x (kr)  (xr)?
Nuevamente se requiere hacer cambios de variable de modo que
p = KT, (1.37)
2
pe
=—), 1.38
Po 2megh?x ( )
con lo que se obtiene una expresién nueva de la ec. (1.36),
d? I(I+1
_Z:[ _po MDY, (1.39)
dp PP

La ec. (1.39) tiene dos soluciones asintéticas. Cuando p — oo la solucién gene-
ral es

u(p) = Ae P + BePf, (1.40)

pero se aprecia que ef diverge a infinito cuando p tiende a infinito, por lo que la
constante B = 0. La segunda solucién asintdtica se presenta cuando p — 0y tiene
la forma

u(p) = Cp"*t + Dp7, (1.41)
que, semejante al caso anterior, p~/ diverge a infinito cuando p tiende a cero, por

lo que D = 0.

Ahora se requiere obtener una solucién que contemple ambos comportamien-
tos asintéticos. Para ello, se introduce una nueva funcién v(p) de tal forma que

u(p) = Wp'*'e™Pu(p), (1.42)

con W una constante de normalizacién, por lo que ahora la ec. (1.39) se expresa
como

d?v dv

—+2(l+1-p)—

de manera que se asume la siguiente forma para la funcién v(p)

+[po—-2(I+1)]v=0, (1.43)

v(p) = Zajpj. (1.44)
i=0

La ec. (1.44) representa un nuevo reto, pues se requiere conocer el valor de los
coeficientes a;. Para ello, se sustituye la forma de la funcién v(p) en la ec. (1.43),
con lo que se requiere la primera y segunda derivada de dicha funcién

(e¢]

dv . . ) -
dp - Z]“]P] = Z(] +1)ajp/, (1.45)
=0 =0
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v« . . .
o2 = )i Dagp™, (1.46)
j=0

que al ser sustituidas en la ec. (1.43) se tendra

Y i+ Dajapl +204 1)) (j+1)ajp)
j=0 j=0
—ZZja]'pj+[p0—2(1+1)]2ajpj = 0. (1.47)
j=0 j=0

Debido a que la variable p esta elevada a la misma potencia y las 4 sumas co-
rren sobre el mismo indice y los mismos valores, se pueden quitar de la ecuacién
y despejar al coeficiente a;,; en términos de una recursividad tal que

3 2(+1+1)-po .
“f“‘{(j+1)(j+21+z)}“f' (1.48)

Si se suponen valores grandes para el indice j tal que sea dominante, se tendra
una expresion para la formula de recursividad de la forma

2j 2
= — a; = — a;.
G+ j+1
Por un momento supdngase que a4y = F (una constante general que sera des-

pués arreglada con una normalizacién), de tal forma que, obedeciendo la ec.

(1.49) se puede escribir una congruencia para el coeficiente 4;

El]'+1 (149)

a;==F, (1.50)

con lo que se puede suponer de manera temporal que

= 0 .
vip)=F Zﬁpf = Fe®, (1.51)
j=0
y sustituyéndolo en la ec. (1.42) se tiene

u(p) = Fp'*te. (1.52)

La ecuacién anterior de nuevo diverge para valores de p grandes, una situa-
cién semejante a la vista en la ec. (1.40). Una solucién para este problema es la
suposicién de que la serie debe tener un valor final y por tanto, un valor maximo
para el indice j de manera que

ajrrlax+1 = 0’ (153)

asegurando entonces que los coeficientes correspondientes a subindices mayores
sean también cero. Substituyendo el valor del indice j,,,, en la ec. (1.48) se tiene

2(jmax +1+1)=po =0, (1.54)
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de donde se puede abstraer que

Po = Po, =21, (1.55)
donde n = j,;; + 1+ 1 llamado nimero cudntico principal y se aprecia que para
cualquier n arbitrario los posibles valores para I son

1=0,1,2, ..., n-1 (1.56)
De acuerdo con lo mostrado en las igualdades de (1.22) para cada [ se tendrdn
entonces (2/ + 1) posibles valores de m.
Recordando las identidades mostradas en las ecs. (1.35) y (1.38) y sustituyen-
do el valor dado de py en (1.55) se tienen

pe?

=—r 1.57
o 2megh?(2n) (1.57)
2

bt -

2

4

pe
= 1.59
8r2elh?(2n)? ( )

por lo que, se pueden definir las energias permitidas del a&tomo de hidrégeno por
medio del namero cuantico principal n como

2 2
)2 e 1 EO
E,=-|t ~ =20 he(1,2,3,..). 1.60
n [th 47{60)}”2 2 MEd ) (1.60)
con
_ -
Ep=—| 1o [-E—) | =-13.6058eV (1.61)
0= 71272\ 4neq ' ' '

La ec. (1.60) es conocida como la férmula de Bohr, donde el valor del estado
base o de menor energia corresponde al caso de n =1 y sustituyendo los valores
de las constantes fisicas se obtiene

Eg
El = ? =-13.6058eV. (162)
Usando nuevamente la ec. (1.57) se obtiene una expresién para «,, tal que
2
ue 1 1
= -—=—, 1.63
Fn (47‘(607‘12) n agn (1.63)
donde 5
dmegh
ap = 0%~ 5.2917720859(36)x 10" 'm, (1.64)
pe

es llamado radio de Bohr. De las igualdades en las ecs. (1.63) y (1.37) se deduce
que
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r

=—. 1.65

o= o (1.65)

Regresando a la busqueda de la solucién de la ecuacién radial, usando las ecs.
(1.32) y (1.42) se tiene

w -
Ry(r) = —py" e Pro(py), (1.66)

donde quedo establecido que v(p,,) es un polinomio de grado j,,,x =n—-[1-1en
P, expresado con coeficientes determinados por la férmula de recursividad
2(j+1+1-n)
i1 = . 1.67
GGG ral+2)Y (1.67)
Tal polinomio (v(p,,)) con dichos coeficientes, es conocido como la funcién de los
polinomios asociados de Laguerre

v(p,) = L2 (2p,), (1.68)
donde
d 21+1
Liiﬁh(x)z(—l)””(%) L (%), (1.69)
con
X d 1 -X..q
Ly(x)=e (E) (e™*x1), (1.70)

el g-ésimo polinomio de Laguerre.

Retomando la ec. (1.25) se debe normalizar ahora la funcién radial como se
procedi6 con la funcién angular, de tal modo que

fo (R (M) Rus(P)rdr = 5, (1.71)
0

Por lo establecido en la ec. (1.29) el subindice I debe ser el mismo entonces para
que se cumpla la regla de normalizacién igualada a 1 los subindices n’ y n tam-
bién deben ser iguales y por tanto, como puede observarse en la ref. [19] se tiene
que

o 2 2142 2
J LAYESW o 2r/2agm)  pate1 (27 \U 2 Wz(aon)3 2n[(n+ 1)1’
n—1-1 - .

o \aon/ \agn apgn 2 (n—1-1)!

(1.72)

Se deduce el valor de la constante de normalizacién

3
wz\/( 2 ) (”_l_l)g, (1.73)
aon ) 2nl[(n+1)!]
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obteniendo una expresion final para la ecuacién radial

2V m-r=nt a2\ a2
R"l(r)_\/(aon) 2n[(n+l)!]3e (“0_”) Ln_l_l(ao_n). (L.74)

1.3. El reto unidimensional

La causa de que el comportamiento del dtomo de hidrégeno unidimensional
se vuelva complicado es el potencial en el que se encuentra inmerso (problema de
Coulomb' de una dimensién),

e 1

Veip(x) = “Ineg I (1.75)

Los subindices C1D representan Coulomb en una dimensién. El potencial al
que se somete el unico electrén presenta una divergencia en el valor cero de la
coordenada espacial. La singularidad en una dimensién resulta mas severa que
en tres dimensiones, pues los efectos de la divergencia en esta tltima son neutra-
lizadas en gran parte por el elemento de volumen tridimensional.

Como se vio en la seccién anterior, al trabajar en un espacio tridimensional el
elemento de volumen infinitesimal tomaba la forma mostrada en la ec. (1.3) que
cumple la férmula

dV =r’sin0drd0de, (1.76)

que se deduce de la expresién para un espacio D-dimensional

d(x1,%,°+ ,Xp_1,Xp)

dV =det
d(r,01,0,,-+-,0p_2,0p_1)

dr d91 d92~~~d6D_1

= T’D_l SinD_2 91 sinD_3 92---sin2 91)_3 sin QD—Z dr d91 d@z "'dQD_z dQD—ll (177)

cuando D = 3.

Al trabajar en una dimensién, D = 1, el elemento de volumen infinitesimal
toma la forma

dv =r'"ldr=dr. (1.78)

Esta forma de expresion del elemento de volumen es lo que complica el anali-
sis, pues la contribucién de energia potencial en una dimension se expresa como

3] 2
Vel = -5 oo
e’ ()P
_47T€0J;) ] dx, (1.79)

!'Nombre acufiado por otros autores para el potencial de Coulomb generalizado a todas las
dimensiones en la que este sea tratado.
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con ¥(x) la funciéon de onda correspondiente al sistema unidimensional.

La expresion correspondiente en tres dimensiones es

(Duim(1,0, P Ve (Npuin(r,6,0)) = me(r,@, “”)'2(‘4;;) v
e oolR , o pm .
__47160J; (7)) ””JO JO Y,"(6, )’ sin0d0d ¢
— _ e2 oolR 2
- 47(60L al(r)|“rdr (1.80)

donde ¥,,;,,(r,0,9) = Ry (r)Y"(0, @) y se ha usado la normalizacién de la ecuacién
angular.

Se puede notar que la ec. (1.80) evade la divergencia en al ser evaluada en
0 pues ya no cuenta con el termino r~! que fue anulada por el elemento de vo-
lumen que se obtiene por la determinante de Jacobi. Ademas, por la forma de
la ec. (1.74) cuando la integral es evaluada en infinito, ésta converge a cero. No
obstante, en la ec. (1.79) atin se cuenta con el término |x|~! que no tiene anulacién.

Este argumento, aunque es obvio, no debe tomarse como preciso, pero bas-
tara para mostrar el punto sobre la complejidad entre el analisis del atomo de
hidrégeno unidimensional y tridimensional.

1.3.1. Antecedentes

El problema unidimensional en el 4tomo de hidrégeno se ha discutido desde
multiples enfoques [1-15]. Sin embargo, no existe un consenso sobre cual es el
método adecuado ni se ha obtenido un resultado generalmente aceptado.

El resultado de Loudon [1] (el primer trabajo reportado sobre el tema) con-
cluye, mediante el uso de funciones de onda de paridad impar, que el estado base
del 4tomo de hidrégeno unidimensional tiene una energia de enlace infinita ne-
gativa, con todos los estado ligados excitados poseyendo una doble degeneracién.
Esto contradice el teorema de la no existencia de degeneraciones en sistemas de
una dimensién que se puede ver en [20] y que se reproduce aqui.

Teorema Para todo sistema en una dimensién, los eigenvalores del hamilto-

A B2 .
niano H = g—m + V(x), con p = —ifV, son no degenerados.

Demostracion: Sean 1;(x) y ¥,(x) dos eigenfunciones de H, con el mismo
eigenvalor E

2m 2m

Pr(x) =23 (V) -E)u(x), 93(x) = 25 (V(x) = E)ipa(x). (1.81)
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Multiplicando la primera ecuacién por ¢,(x), la segunda por 1 (x) y restando
ambos resultados obtendremos

Py (x)iha(x) = 1 (x)p5 (x) = 0, (1.82)
o equivalentemente
d
(@ (x)Pa(x) = 1 (X)) = 0. (1.83)

Si se integra con respecto a x se obtiene

1 (%) (x) = 1 (X)iP3(x) = cte. (1.84)

Tanto ¥ (x) como ,(x) se desvanecen conforme x — +oco para que sean nor-
malizables. Dado que la ecuacién anterior es valida para todo x, la constante debe
ser cero. En conclusién, de la ec. (1.84) se obtiene

b1 _ ¥ d _d
E_%, %lngbl —ﬁh’ll[)z. (185)

Al integrar, se obtendra In(¢,) = In(y,) + k, con k constante, entonces ¢; =
ek P,. Ademas, las funciones deben cumplir con la condicién de normalizacién

J|¢1|2dx = J(esz)*(ek¢2)dx = j|¢2|2dx =1. (1.86)

En otras palabras, Re(k) = 0, 11 y 1, no son independientes, i.e. cualesquiera
dos soluciones con la misma energia deben ser multiples entre si. Por lo tanto, no
hay estados degenerados distintos en una dimensién.g

Aun con la afirmacién de este teorema, el potencial del problema de Coulomb
es un potencial singular, por lo que la diferenciabilidad que plantea el teorema
en las funciones ¥, y ¢, podria ser discutible.

Las suposiciones de Loudon fueron corroboradas después por Andrews [2],
quien evitd el problema de la degeneracién de estados excitados. Sefialé que el
origen actuaba como una barrera impenetrable (|V(x)| — oo si x — 0%) si el po-
tencial es integrable hasta la singularidad. De este modo solo tendria solucién
cuando x >0 (o x < 0).

En ref. [3], los trabajos de Luodon y Andrews son sefialados incorrectos debi-
do a la importancia del teorema de la no degeneracién y el criterio de ortogona-
lidad para estados singulares y la condicién de conexién de la funcién de onda,
sefialando que los estados propios con paridad par no existen.

En 1992 Moshinsky [4] concluyé que el potencial unidimensional de Coulomb
x~! es penetrable a pesar de su divergencia en x = 0. Aunque no determina un
valor para la energia base del 4tomo de hidrégeno, si menciona como una posibi-
lidad de que esta sea infinita negativa. Su postura fue resultado del analisis de un
problema de centro de masas en un “oscilador Dirac” para el espectro de masas
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de los mesones.

Los andlisis realizados por Nouri [5] asi como Palma y Raff [6, 7] tratan el
problema a través de las ecuaciones de Schrodinger, mediante los recursos de
cambio de variable para obtener un caso especial de la ecuacién de Whittaker.
Valiéndose de transformaciones de Fourier, obtienen una solucién general para
el espectro energético,

n? o1
Enp=-——>— (1.87)
2uayn
Sustituyendo el valor de gy, como se muestra en la ec. (1.64) se tendra entonces
4
e
E =_— 1.88
"D T (e 2h2n? (1.88)

que corresponde a la energia del electrén en el modelo atémico tridimensional de
Bohr en un dtomo de hidrégeno. La igualdad es correspondiente a la expresada
en la ec. (1.60) para cualquier n=1,2,3,....

Un andlisis realizado en [8] se vale de la ecuaciéon de Klein-Gordon en una di-
mension extendiendo los resultados no relativistas obtenidos por Loudon, suavi-
zando la singularidad mediante un corte y obteniendo un estado de antiparticula
con energia de enlace positiva.

Abramovici y Avishai [9] estudian potenciales coulombianos V(x) = ﬁ repul-
sivos (¢ > 0) y atractivos (¢ < 0) para intentar llegar a una conexién entre ellos
mediante dos ecuaciones de onda acopladas equivalentes, definidas para valores
de x* y de x~. Para realizar el estudio se valen de dos métodos, el primero con-
sidera restricciones bilineales para cancelar en ambas funciones las divergencias.
El segundo consiste en calcular la transmisiéon de la onda para un potencial de
Coulomb truncado (V.(x) = 0 con |x| < ey V(x) = ﬁ para |x| > € considerando
€ — 0).

En ambos métodos, llegan a la conclusién de que el coeficiente de transmi-
sién desaparece, por lo que el potencial es un reflector perfecto, inclusive para
el potencial atractivo. En cuanto a la energia base, obtienen para el dtomo de
hidrégeno unidimensional (potencial atractivo) dos tipos de soluciones. La pri-
mera es un espectro de Rydberg (E,;;p = %) con soluciones regulares. La segunda
son funciones de onda de estado anémalos en términos de soluciones singulares
pues son integrables, pero no ortogonales. Estas segundas soluciones arrojan un
espectro energético como E,;p =

(n+%)2"

En las referencias [10, 11] los autores postulan que el dtomo de hidrégeno
unidimensional no admite un estado base de energia infinita, ya que el sistema
exhibe una regla de superseleccién que prohibe estados pares o impares.
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En [12] Jaramillo et al. analizan el problema de Coulomb unidimensional me-
diante la separaciéon de las funciones de onda que describen el estado base. Una
funcién describe el comportamiento cuando el valor de la coordenada espacial es
positiva y la segunda cuando la coordenada es negativa. Obtienen un espectro de
energia para x* como el de Rydberg y para x~ se obtienen funciones de paridad
impar, semejantes a las obtenidas por Loudon.

Omiste et al. [13] consideran que el problema del 4tomo de hidrégeno de una
dimensidén tiene ya como solucién el espectro de Rydberg y sélo consideran los
valores positivos de la coordenada espacial. Explican que el comportamiento ayu-
daré a estudiar la dindmica de los electrones en la superficie de helio liquido, lo
cual tendria como posibles aplicaciones la construccién de computadoras cudnti-
cas [21, 22].

El estudio numérico realizado en [14] consta de dos enfoques diferentes de la
ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno unidimensional sometido a
un pulso de laser con el propoésito de inducir muchos estados excitados. El pri-
mer enfoque utiliza transformadas rapidas de Fourier para el operador cinético
asi como polinomios de Chebyshev para el propagador y el segundo emplea el
método de direccion alterna aleatoria (o ADI por sus siglas en inglés).

Dicho estudio compara las transferencias de poblaciones entre estados pares
e impares que obtienen al someter al sistema a diferentes intensidades del laser.
Las transferencias ocurren de manera oscilante y las correspondientes a intensi-
dades grandes, tienden a una frecuencia estable. Una extrapolacién a dicha fre-
cuencia puede considerar que el comportamiento de estados es continuo, por lo
que el posible nuevo estado con una energia infinita permaneceria despoblado.
Sin embargo los autores aclaran que sus observaciones numéricas no prueban la
existencia de dicho estado.

Otro estudio numérico al d4tomo de hidrégeno unidimensional es realizado
en [15] mediante el uso de elementos finitos en un potencial de Coulomb unidi-
mensional suavizado, 1/4/x? + B2, con un parametro de ablandamiento (B) que se
aproxima a cero. Tal pardmetro es introducido para obtener un problema fisico
de buen comportamiento para eliminar la singularidad y discontinuidad del po-
tencial 1/|x| siempre que p — 0, infiriendo el comportamiento de las soluciones
pares y/o impares en dicho limite.

El analisis detalla que el algoritmo utilizado trata de dar solucién a la ecua-
cién de Schrédinger ({H — E}W(x) con H el hamiltoniano, E la energia que puede
ser discreta o continua y W(x) la funciéon de onda). La funciéon W es expandida
de manera que exista continuidad en la primera derivada entre dos elementos
consecutivos de esta expansion.

El anélisis numérico otorga los valores de la energia base para funciones pares
a diferentes valores del parametro de ablandamiento y los datos de los primeros
8 estados excitados del dtomo para funciones pares e impares. Dichos estados,
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resultan tener valores propios proporcionales a 1/(21n%), pero el estado base de
paridad par es consistente con una energia —co, que lo autores postulan como
una particula sometida al potencial coulombiano que esta fija en el origen.

En resumen, las referencias [2, 4, 9, 12-15] plantean el problema como si el
potencial coulombiano en la coordenada x = 0 se comportara como una barrera
impenetrable, en las que s6lo se trabaja con los valores positivos o negativos del
origen de coordenadas.

Las referencias [1, 2, 4, 12, 14, 15] postulan que la energia del enlace del es-
tado base debe ser infinita, aunque, dentro de las mismas, la referencia [12] no
descarta la posibilidad de que sea un enlace con energia finita semejante al es-
pectro de Rydberg.

En las referencias [3, 5-11, 13] los autores argumentan que la energia de en-
lace debe ser finita.




Capitulo 2

Metodologia

2.1. Mecanica estadistica

En mecénica clésica, el promedio estadistico o valor esperado de una observa-
ble B en un espacio continuo esta dado por

®)= [ Bmjpmar, (2.1)

donde la variable I' designa el espacio de fases y p es la distribucién de pro-
babilidad. Cada punto del espacio fasico representa un estado del sistema fisi-
co en contacto con un bafo térmico a una temperatura T que estara caracteri-
zado por la energia del estado Ep, momento y posiciones de las particulas i.e.
I' ={xy,...,xn,P1,..., PN}, como se desarrolla en la ref. [23]. La probabilidad de
ocupacién de un estado se establece por

p(T) = %e‘EF/kBT (2.2)

donde kg es la constante de Boltzmann y la cantidad (kgT)™! se denota tipicamen-
te con la letra 8. La constante de normalizacién Z es la funcién de particién que
es descrita como

Z= fe‘ﬂEfdl“. (2.3)

Sustituyendo la ec. (2.2) en la ec. (2.1) el promedio de equilibrio para una
cantidad B como conjunto canénico es

1
(B) = ZfB(r)e—ﬁEralr, (2.4)
donde la energia esta definida por el hamiltoniano del sistema.
Suponiendo que la funcién hamiltoniana es de la forma H = % + V(x) que

depende de los momentos y las posiciones especificas de los conjuntos, se tendra
que la integral sobre e Pr en la ec. (2.3) puede ser separada en una integral de
momento y una de posiciéon (que denota una configuraciéon P = py,...,py vy X =

18
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X1,...,XN)- Sila observable B es independiente del momento, las integrales sobre
P como numerador y denominador se cancelan y queda solamente

[B(X)e PV Xax
[ePVXax

Por tanto, la probabilidad de distribucién, o factor de Boltzmann queda como

(B) = (2.5)

e—BV(X)

p(X) = - (2.6)

con Z = Ie‘ﬂv(x)dX.

Integrales multidimensionales similares a la ec. (2.5) no pueden ser evaluadas
utilizando métodos de integracién numéricas simples como lo serian la regla de
Simpson si la cantidad de variables es muy grande.

2.2. Matriz de densidad térmica

En mecénica cuantica, un sistema en un estado puro |¥) puede ser descri-
to por una funcién de onda W(x) = (x|¥) que puede ser expresada en términos
de sus eigenvalores Er y eigenfunciones |r) del hamiltoniano . La matriz de
densidad correspondiente a dicha funcién tinica es expresada como

p=[P)P|. (2.7)

La matriz de densidad proporciona una manera conveniente de extender el es-
tudio a una temperatura finita. Siguiendo los principios de la mecdnica estadisti-
ca, en un espacio discreto, al colocar al sistema en contacto con un bano térmico
se le asignan probabilidades 7 a los estados |¢r) lo que conduce a la expresién
de la matriz de densidad térmica [23]

p=) Prlor)prl (2.8)
r

Los pesos de las probabilidades 7 deben cumplir con la condicién de norma-
lizacién )} Pr =1 lo que le otorga una condicién a la matriz de densidad p de ser
auto-adjunta por lo que la traza presenta

tr(p) = 1. (2.9)

Determinar el valor esperado de una observable B en el espacio discreto, en
un estado mixto se calcula como la suma del valor esperado en cada uno de los
estados accesibles por la probabilidad de estar en dicho estado de modo que

(BY=_ Pr(wrlBlyr). (2.10)
r
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En la seccién anterior se obtuvo que la distribucién de probabilidad para un
sistema en equilibrio termodindmico a una temperatura T con N particulas ocu-
pando un estado con energia Er esta dado por la ec. (2.2). En un espacio discreto,
la funcién de particién cambia la integral por una suma tal que

7= Ze—ﬁEr, (2.11)
T

y ahora la matriz de densidad térmica se escribird como

p=2 Y Pl 2.12)

T

Reescribiendo la ec. (2.10) en una base arbitraria (|b)), usando la relaciéon de
completes ) ; |b)(b| =1 se obtiene que el valor esperado de cualquier observable
B en un espacio discreto estard definida por [24]

(b'1BIb)

<B>=;Z
"Ll

- ZZ<b|p|b'><b'|B|b> = tr(pB), (2.13)
b v

D Prlblpr b
r

%Ze—ﬂ’fr<b|¢r><¢r|b'>]<b’|B|b>
r

donde la expresién dentro del paréntesis en la primera linea es el elemento bb’
de la matriz densidad.

Por motivos de simulaciones numéricas, es conveniente cambiar a una repre-
sentacién de espacio de posiciones, introduciendo el conjunto de coordenadas
para un sistema de N particulas en D dimensiones X = {xy,...,xy}, con lo que la
matriz se convierte en

pX, X3 ) = (XIPIX ) = 2 ) PR (X (X)), (2.14)
T

Para cualquier operador hamiltoniano H la matriz de densidad es simétrica
en dos argumentos

P (X, X5B)=p (X, X;B). (2.15)

2.3. Generalidades del método Monte Carlo

En 1947 y 1953 las computadoras electrénicas con ENIAC (Electronic Nume-
rical Integrator and Computer) y MANIAC (Mathematica Analyzer, Numerical
Integrator and Computer) respectivamente, trabajaron con modelos de trayecto-
rias erraticas de neutrones dentro de materiales fisionables para el desarrollo de
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una bomba termonuclear [25]. Para ello se uso un nuevo método que utilizaba
numeros “aleatorios” generados por estas mismas computadoras. Dicho método
es llamado Monte Carlo.

El nacimiento de este método se atribuye a los matematicos John von Neu-
mann y Stanislaw Ulam quienes participaron en el proyecto Manhattan y necesi-
taban describir las trayectorias cadticas de los neutrones en diferentes materiales
fusionables [26].

El enfoque que ofrece el método es expresar la cantidad que queremos conocer
como el valor esperado de una funcién g dependiente de una variable aleatoria Y

tal que B = g(Y). Entonces se generan valores Yi,..., Yy y tomamos su promedio
como
1y
By = ﬁ;gm ~(B) (2.16)
1=

que llamamos el estimador de Monte Carlo de ().

Con frecuencia Y = f(x), donde la variable aleatoria x € D C R%, se obtiene de
una funcién de densidad de probabilidad p(x) y f es una funcién real definida
sobre D, entonces

By = X f(x)p(x)dx. (2.17)

Si (B) existe, la ley deébil de los grandes ntimeros dice que para cualquier nimero
€ >0 se tiene .
Jim P(|By —(B)| =€) =0. (2.18)

Esto significa que a medida que N se hace grande, entonces las probabilidades de
que By se desvie mucho de (B) son muy pocas. La ley fuerte de los grandes niimeros
dice que el error absoluto |EN —(B >| eventualmente serd tan pequefio que llegara
un punto en que el valor de ¢ se estancard en cero,

P( lim |EN—<B>|:0):1. (2.19)
N—>o

Ambeas leyes de grandes nimeros nos dicen que Monte Carlo eventualmente
produce un error sumamente pequefo, pero no menciona qué tan grande debe
ser N para que esto pase ni tampoco dice como deben ser los valores Y,..., Yy

para que efectivamente el error se mantenga pequeno.

Para mostrar el funcionamiento del método de integracién, considere la inte-
gracion sobre el intervalo [a,b] de la funcién h

b
I :f h(x)dx. (2.20)
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Sea Y la variable aleatoria con una funcién de densidad de probabilidad p(x) defi-

nida sobre [a,b] de tal forma que p(x) # 0,Vx € [a,b] y Lb p(x)dx = 1. Multiplicando
y dividiendo por p la ec. (2.20) toma la forma

b _ b M
L h(x)dx _J; p(x)p(x)dx. (2.21)
Definimos g(x) = h(x)/p(x) y recordamos la definicién de valor esperado
(PNt ) ("
(g(Y)) = <m> = J; p(x)mdx = L h(x)dx. (2.22)
N

Por las leyes de los grandes nameros, se genera una coleccién aleatoria {Y;};.;
de la distribucién p y se aproxima el valor esperado (B) = (g(Y)) mediante el
estimador de Monte Carlo

b . 1 N
(B)= (V) = | hdr~By =) gt (2.23)

i=1

2.4. Calculo del error

La varianza asociada con una estimacion de Monte Carlo (g(Y)) = (h(Y)/p(Y))
se define como

N
Var[g (V)] = of = 5 3 _(8(%)2 - (@) (2.24)

y la desviacién estdndar es

N
on = ois = J S )G = (gD (225)

i=1

Si las muestras {Y,-}f\il son estadisticamente independientes, por el teorema del

limite central se obtiene que el promedio de la muestra By de la ec. (2.23) se
comporta como una distribucién gaussiana, por lo que su varianza es

N 2
A= LY var[g(Y)] o
Var [BN] = m L Var [g(Y)] = T = ﬁ (226)
Mientras la secuencia de
0'12,0'22,0'32,...,

sea limitada, la varianza disminuye asintéticamente como 1/N, por tanto, el error
estandar es

B Var[g(Y)] _ on
error(By ) = = : (2.27)
L
La ecuacién anterior implica que el error entre el valor exacto de la integral
I y la estimacién de Monte Carlo disminuye como el inverso de la raiz cuadrada

del nimero de muestras, donde subyace la fuerza de este método de integracion.
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2.5. Muestreo de importancia

El valor esperado (B3) podria ser muy dificil de calcular aproximativamente
por el método de Monte Carlo si p(x) tiene valores cercanos a cero ya que dicho
método se esta tratando de encontrar el promedio de h(x)/p(x) de un cierto nume-
ro de muestras. Si p es muy pequefio para una muestra dada, h(x)/p(x) podria ser
muy grande.

La funcién p(x) podria ser pequena fuera de algtn intervalo [4,b], o quizas el
intervalo podria resultar muy pequefio, por lo que una muestra simple de la va-
riable aleatoria podria dejar de tener valores dentro de dicho intervalo. Algunos
ejemplos se pueden observar en fisica de altas energias, interferencia bayesianas,
eventos financieros y de seguros.

Esta muestra h/p que podria ser muy grande, sesgaria en gran medida el pro-
medio de la muestra con el promedio real, aumentando también de manera con-
siderable la varianza, por lo que serd necesario tomar muchas muestras para can-
celar los efectos del mal muestreo.

Para obtener buenas muestras del intervalo de interés se hace un muestreo de
una distribucién para sobreponderar dicha regién, es de aqui que viene el nom-
bre de muestreo de importancia. Esto resulta al garantizar que los valores de p(x)
no sean pequefios, a excepcioén de cuando h(x) también es pequefia, limitando el
valor maximo de h(x)/p(x).




Capitulo 3

Formulacion

3.1. Laideade Diracy Feynman

En 1933 Dirac mostré que la accién tiene un papel importante en la mecdnica
cuantica al postular que el propagador es proporcional a ¢'", donde S es la ac-
cién evaluada a lo largo de una trayectoria [27].

Feynman en 1942 continué estudiando la postura de Dirac y parti6 de la idea
de un espacio de configuraciones analizadas con integrales funcionales para desa-
rrollar un método conocido como integrales de trayectoria. Las integrales gene-
ralizan el principio de accién minima de la mecdnica cldsica, donde se sustituye
la nocién de una sola trayectoria por la de una suma sobre todas las trayectorias
posibles.

A diferencia de la mecdnica clasica, en mecdnica cuantica no puede hablarse
de una trayectoria, sino de calcular el propagador cuantico que mide la amplitud
de transicién entre un estado inicial y un estado final.

Feynman se centro en el experimento de la doble rendija [28], en donde una
particula que parte de un eigenestado |x;) del operador de posicién en el tiempo
t; e incide en un tiempo posterior t; en el eigenestado |xs) en una pantalla con
una probabilidad P. Los resultados de los experimentos indican que P se obtiene
mediante la suma de las amplitudes de probabilidad, que explica la aparicién de
los patrones de interferencia en los experimentos.

Con esta idea en mente, Feynman sugiere que el propagador se describe como
la suma de la contribucién de misma intensidad de cada trayectoria posible con

una fase distinta en el sentido de Dirac, misma que es proporcional a la accién en
unidades de #

P(x;, ti;xp,tp) = Zeis[x]/h (3.1)

(x]

con S[x] la accién de la trayectoria [x], y se suma sobre todas las trayectorias po-
sibles.

24
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3.2. Integral de trayectoria

Para estudiar la formulacién de Feynman, se considera un sistema cudntico
simple, una particula no relativista de masa m sometida bajo un potencial V' y
restringiendo su libertad a una dimensién. Con esta descripcién, suponemos que
el operador hamiltoniano es de la forma

H=Tp)+ V(%) (3.2)
que es la suma de una energia cinética y potencial y que el espectro del mismo se
encuentra acotado.

Empleamos ahora el anélisis de integrales funcionales para determinar la am-
plitud de probabilidad de una particula que viaja desde un estado inicial |x;) a
un estado final |x¢) en un tiempo At = t; - t;

(gl ti) = gl Ot )l = Ceple™ 7, (3.3)
con . )
U(tf, t) = il =ti)H/h (3.4)
llamado el operador de evolucién temporal que satisface la ecuacién diferencial
U (tf,t;
i ( f 1)

5 HU(t5, 1), (3.5)

que es correspondiente a la ecuacion de Schrédinger.

El interés en este estudio se centra en las amplitudes de evolucién en la se-
cuencia de tiempos causales que contienen la informacién cudantica relevante.
Feynman estudié la composiciéon fundamental del operador de evolucién tem-
poral dividiendo la amplitud en N + 1 operadores de evolucién. Cada uno de
estos actia sobre un intervalo pequefio de tiempo, por lo que, se divide At en
N +1 partes temporales de igual tamafo (con t; =ty <t <... <ty =tf), conlo
que la ec. (3.3) se puede escribir como

(xpotelxi i) = (xplU (b, i) U (s tnor) - Ut 1) U (8, )| (3.6)
Recordemos que para cada instante t,, los estados |x,t,) forman un conjunto
completo

1 :f dx, )%, t, )0t nell,..., N}, (3.7)

por lo que la amplitud se convierte en el producto de N integrales

N+1

N 00
<xf1 tf|xir ti) = (XnN+1s tN+1|x0’ to) = []_[j dxn} ]_[ (X tulXn_1, tao1)- (3.8)
n=1v"® n=1
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Los argumentos de la integral son el producto de las amplitudes para los interva-
los de tiempo pequefio

—ieH/h
<xn' tnlxn—lrtn—1> = <Xn|6 e/ |xn—1>l (39)

cone=t,—t, 1 =(tf—t;)/(N+1)>0.

El operador de evolucién temporal

e—ifﬂ/h — e—iE(T+V)/I"l’ (3‘10)
puede ser factorizar debido a la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [29], ob-
teniendo

(T V) _ eV /h —ieT/h e—iez§/h2, (3.11)

donde el operador 9 es una expansién expresada en términos del conmutador de
[\7, T] tal que

d=- [ T] 12h [V [V T]] [[v T] T] )+0(e2). (3.12)

Para despreciar el término 9 que contiene el factor 2 se supone el caso del

limite ¢ — 0, que implica que el nimero de intervalos N + 1 tiende a infinito, que
se desprende de la llamada férmula del producto Trotter que puede citarse en
[30]. Por el hecho de que T y V son acotados se obtiene

=R/ — i

5 e N+

( IEV/he—IST/h) . (313)
N—-oo

Que resulta valida incluso cuando los operadores solamente estdn acotados por

abajo [31].

Si se tratasen de numeros T y V, la ec. (3.13) resulta trivialmente cierto, pero
al tratar con operadores se debe utilizar la férmula mostrada en (3.11) y emplear
la norma que acttia sobre los operadores en un espacio de Hilbert. Las condicio-
nes matemadticas y el andlisis funcional pueden ser consultados en la literatura
sugerida [32].

—ieH/h

Ahora se obtienen los elementos de la matriz de e como

Geale Gy j dxeyle VO My (e T BVR

(o]

=f dx(x e Ve /h|x>f TP elpupabe-1de T

:j dx(xn|e““’"/h|x>J HZ 1Pt =X )/ =ieT(py)/. (3.14)

donde se ha utilizado la base de momentos y la normalizacién de la onda plana
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o0 d eipx/h
- R 1
1= f SRl )= (3.15)
consistente con
oe-)= [ dptelpdply) = [ b et (316
oo oo 2Tth ' '
Evaluando los elementos de la matriz local en la ec. (3.14)
<Xn|e—is\7(>2)/h|x> = 5(x,, — x)e—ieV(x,,)/h’ (3.17)
la ec. (3.14) se expresa como
<xn|e_igﬂ(ﬁ’f)/h|xn—l> ~
d
[ SBrexplipaton—xy VA= e[ T(pu) + ViU (318

Sustituyendo el resultado de la ec. (3.18) en la ec. (3.8) se obtiene la aproxi-
macion finita para la integral de trayectoria de Feynman en un espacio de fase

xf,tflxl, [HJ dx, ]_[ J 4pn lexp(;EN), (3.19)

donde

Z[pn = Xp1) = (P X)) (3.20)

3.2.1. Reduccion de espacio-fase a espacio de coordenadas

Con el operador hamiltoniano de la forma de la ec. (3.2) y el operador de
energia cinética estdndar (T = p/2m) se puede realizar el tratamiento de la inte-
gral sobre los momentos de la ec. (3.19), factorizando la contribucién de V(x)

oodpn 2 ie i(xn_xn—l) _( m )1/2 i(xn_xn—l)zm
J:oo27zh p{ Pugn TP TR “\2mine) 7P 2he ’

(3.21)
empleando la identidad
& da) —aw?+b €b2/4a

e 3.22

con a,b € C, siempre y cuando Re(a) > 0. Resulta por lo tanto

m 1/2

(xf,tlxi i) ~ ( J lex { SN} 3.23
U thf V27z1he/m P ( )
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donde S¥ se representa por

NZ l ( xnl)z—V(xn,tn)l. (3.24)
=1

Bajo las condiciones de la formula de Trotter, la aproximacién discreta en la
ec. (3.23) es correcta y podemos pasar al limite continuo de modo que la suma de
la ec. (3.24) converge hacia la accién

N g m.2
S[x(t)] = lir%S = dtl(x,x), L(x,x)= 3x -Vi(x,t). (3.25)
£— t;
Por lo tanto, en el mismo limite ¢ - 0 y N — oo, el producto de un ntimero
infinito de integrales en la ec. (3.23) se denominara integral en el espacio de tra-
yectorias designada como

1/2 (tp)= dx,
iS[x(t)]/h
(xp trlxity) = (27(11&15 HJ . 2n1h€/me

Xi

(tr)=xf .
:f( | Dxel SOV, (3.26)
x(t;)=x;
donde
m N+ N
()" o 027
n=1

3.2.2. Tiempo imaginario

En la estadistica cuantica, la funcién hamiltoniana H es reemplazada por el
operador H y la integral sobre el espacio de fase por la traza en el espacio de
Hilbert. Esto conduce a la funcién de particién cudntica-estadistica en contacto
con un bafio térmico a temperatura T

Z(T) = tr(e HED/T), (3.28)

la cual se relaciona con el operador de evolucién temporal. Para hamiltonianos
independientes del tiempo, la funcién de particién mecanico-cudntica se define
como

Z(tp—t) = tr (Ut 1) = tr(e_i(tf_tim/h), (3.29)

que puede ser obtenida de la mecanica cudntica continuando con el intervalo de
tiempo imaginario negativo
ih
tr—t; = ——— = —ihp. 3.30
f 1 kBT ﬁ ( )
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En la base de eigenestados de posicién |x) la traza de la funcién de particién
mecdnico-cuantica corresponde a la integral de la amplitud de la evolucién tem-
poral sobre |x¢) = |x;) y la evaluacién analitica sobre el tiempo continuo

Z = J: dx<X|€_ﬂH|x> = J: dx(x, tf|x, ti>|tf—ti:—ih/3' (331)
Si se divide el factor de Boltzmann en N + 1 factores tales como e=*"/" con ¢ =
h/{kgT(N + 1)} se obtiene una representacion en integrales de trayectoria similar
alaec.(3.19) como

N+1 1
lj dxnf lexp hg%\[)’ (3.32)
donde
N+1
E}E\] = Z_ipn(xn_xn—l) +€H(pwxn)' (3.33)

=1

=

Un notable cambio que se aprecia en la ec. (3.32) a diferencia de la ec. (3.19)
es la ausencia del factor imaginario i en frente de FS?J Ademds hay una integral
adicional sobre el espacio de coordenadas por que se ha dado la condicién |xs) =
|x;). En el limite del continuo ¢ — 0, la suma (3.33) se convierte en integral tal
que

— hp
SE[p,x]=fO dt[-ip(v)%(t) + H(p(c), x(0))], (3.34)

donde p(7) y x(7) se pueden considerar como trayectorias que se ejecutan a lo
largo de un eje de tiempo imaginario 7 = if. La transicién de t a 7 es llamada
rotaciéon de Wick.

Al emplear la rotacién de Wick en el espacio de coordenadas se obtiene

x(hB)=x¢
= jdxj( | Dx e SElX(OVI _ 9ng e SEX(OV/h (3.35)
x(0)=x;

donde Sg[x(7)] es la versién euclidiana de la accién

Sp[x(1)] = Jf dt [’”sz + V(x,T)l, (3.36)

donde x denota la primera derivada con respecto al tiempo imaginario y

N+1

gng = ]_[J \/W (3.37)

La funcional Sg[x(7)] es similar a la accién de la ec. (3.25). Dado que gobierna
las integrales de la trayectoria cudntico-estadistica, se denomina accién euclidia-
na, indicada por el subindice E. El nombre alude al hecho de que un espacio
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euclidiano D-dimensional extendido por un eje de tiempo imaginario 7 = if tiene
las mismas propiedades geométricas que un espacio euclideo (D+1)-dimensional.

La funcién de particiéon no determina ninguna cantidad termodindmica local.
La informacién local importante reside en el andlogo térmico de la amplitud de
evolucion en el tiempo, por lo que la matriz de densidad térmica introducida
para sistemas cuanticos puros en la ec. (2.14), se lee en un conjunto térmico de
temperatura T como

plxs,x;) = Z_1<xf|e_ﬁH|xl~>. (3.38)

Es util mantener la analogia entre la mecanica cudntica y la estadistica cuanti-

ca por lo que se introduce el operador evolucién temporal a lo largo del eje de
tiempo imaginario,

U(tf, 1) = i T > T (3.39)

Definiendo sus elementos de la matriz local como amplitudes de evolucién de
tiempo euclidiano

(xp,Trlx, 1) = (xflﬁ(rf,ri)lxi). (3.40)

Dichos elementos se someten a un analisis similar al que fue expuesta la funcién
de particién cuantica quedando la definicién

plxg,x;) = Z_1<Xf,’l,’f|xi,’lfi> (3.41)
donde

(xf, Tflx,-,’(l-> = él)x e_SE[X(T)]/h, (3.42)

mostrando asi que la forma de la matriz de densidad es formalmente la misma
que una integral de trayectoria. La tnica diferencia es que una integral de tra-
yectoria no tiene temperatura, en cambio, existe un factor de tiempo imaginario
[32].

3.3. Valor esperado de los operadores en integrales
de trayectoria

Por medio de integrales de trayectoria, la funcién de onda evolucionando en
el tiempo imaginario puede expresarse como una integral multidimensional que
puede evaluarse empleando el método de Monte Carlo.

El método evalua las integrales de trayectoria numéricamente. Por lo tanto, se
debe limitar al caso de las trayectorias discretizadas y extraer informacion fisica-
mente significativa sobre un sistema cudntico.
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Si A:H — H es un operador en el espacio de Hilbert que acttia sobre la base de
posiciones, entonces puede definirse A[x(7)] la funcional del operador evaluado
en trayectorias discretas. De hecho la funcional A[x(7)] es una funcién de los
valores de las posiciones x,, en los momentos 7, con n €{0,1,..., N} tal que

Alx(7)] = A(xg, x1,.-.,XN)- (3.43)

Ya que (xg,x1,...,xy) denota la trayectoria discretizada, la expresién para de-
terminar el valor esperado de acuerdo con las ecs. (2.5), (2.6), (3.35) y (3.41), se
expresara como

fx(Tf):xf Dxe—sg[x(T)]/hA[x(T)]

x(T)=x;

o ’ 3.44
@ == o
x(T;)=x;
donde
N X — X 2
Yl = ) e| 3 (=) *V(x”)]' o
n=1

3.4. El teorema virial

A medida que un sistema cudntico evoluciona en el tiempo, el transitorio de
mayor duracién corresponde al estado base.

Un sistema con hamiltoniano independiente del tiempo en un estado estacio-
nario (es decir, que tiene energia definida, como la del estado base) cumple que la
representacion de cualesquier operador Q que conmute con dicho hamiltoniano
es independiente del tiempo y una constante del movimiento que lleva asociada
una ley de conservacion.

El teorema de Ehrenfest [33] relaciona la derivada temporal del valor espe-
rado de cualquier operador Q en mecanica cuédntica con el valor esperado del
conmutador de dicho operador con el hamiltoniano del sistema de modo que

d oA i, o 20
E<Q> = £<[H:Q]>+<W>r (3.46)
con A ﬁz )
A=t v), (3.47)

donde p = (h/i) d/dx.

Como se menciond, en un estado estacionario un operador arbitrario Q asocia
una ley de conservacioén, con lo que se tendra

Lran=o, (3.48)
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pues (22) = 0 = £(Q).

Tomando el operador Q = £p por lo que, para ver el resultado de conmutar
[ﬂ, ﬁﬁ] es valido aplicar una funcién de prueba f(x)

32 2
[Foso] )= 5 gz + V00 52 )70
ho\(-h? 9?
_(xYﬁ)(ﬁW + V(X))f(x)
72 92 \[ hIf(x) 1 af (x)
(Zm axz)(xf Ix )+V(x)x; Ix

h3 93 h o
sl (v e

Realizando la regla de la cadena en las derivadas parciales se obtendra

(7,26 () = o (zazf (x), Pf ("))+(v<x>xﬁ 8f(x))

= +x
2im 0x? ox3 i Jdx

+(x Ui a3f(x))—(xz){d‘;ix)f(x)+ a];icx)V(x)}

2im  dx3 i
h|.-h> 0° dV(x)
=7 lZ S iy lf(x) (3.50)

Se puede reconocer que la primera entrada que esta dentro del paréntesis, es

decir, 7.5, como la parte que corresponde a la energfa cinética T del operador
hamiltoniano, en correspondencia con las ecs. (3.2) y (3.47), por lo tanto

[ﬂ,)@ﬁ]f(x):?[2T—xd‘;(x)lf(x). (3.51)

Borrando la funcién de prueba f(x) al haber servido su propésito y concentrando-
se en la parte operacional

ity 1 e AVI(x)
E[H,xp]_lzT x— l (3.52)
Sustituyendo la expresion anterior en la ec. (3.48) se tendrd
i o e AV (x)
o= S22
e dV(x)
= T) <x - > (3.53)

con lo que finalmente se obtiene

%<xdv(")> = (1), (3.54)
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lo cual sera cierto para todos los estados estacionarios.

Si se desea buscar la energia del estado base de un sistema fisico, lo que se
busca es que el operador del que se obtiene el valor esperado en la ec. (3.44) sea
el hamiltoniano del sistema, que ahora se puede sustituir (como es hecho en la
ref. [34]) por el operador

1ﬁang
2 dx

que se encuentra definido por completo sobre la base de posiciones.

Hy = V(x)+

(3.55)

El proceso para llegar a la solucién del virial también puede ser consultado
en ref. [35].




Capitulo 4

Implementacion del método
numerico

4.1. El potencial unidimensional regularizado

El dtomo de hidrégeno unidimensional presenta el primer obstaculo para el
analisis de su energia en su estado base mediante las integrales de trayectoria
cuando se llega a la aplicacién de la férmula del producto de Trotter de la ec.
(3.13), pues indica que el potencial del hamiltoniano del sistema que se va a es-
tudiar debe ser semi-acotado.

El potencial correspondiente al &tomo de hidrégeno unidimensional descri-
to en la ec. (1.75) es singular, lo que implica una discontinuidad de la primera
derivada cuando el valor de la coordenada espacial toma el valor 0

dVeip(x) e? d 1 B e? x
dx  dmeydx|x|  4mey|x|?

(4.1)

El segundo obstdculo se presenta aqui, pues la derivada del potencial de la
ec. (4.1) se emplea para obtener el valor de la energia del estado base del atomo
como se describe en la ec. (3.55). En la fig. 4.1 donde se ha considerado el valor

de la constante

476160 =1 (igualdad que se considerara de ahora en adelante), se
muestra el comportamiento del potencial y su derivada.

Para poder emplear el teorema virial es necesario tener un potencial suave.
Una propuesta de un potencial suave muestra un panorama bastante favorable,
en especial para este trabajo en el que se empleara el método de Monte Carlo.
Dicha implementacién puede encontrase en la ref. [36], en donde los autores re-
emplazan el potencial por uno regularizado que suaviza el pozo de potencial con
un parametro de corte que llaman R

eZ|x|/R -1 ( 1 )

Vrip(x) = R ] (4.2)

x|

donde (—|}C—|) = Vcip(x) y es semi-acotada pues Vyip(x — 0) = —1/R que justifica
el uso de integrales de trayectoria.

34
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Figura 4.1 Potencial y derivada del potencial del 4tomo de hidrégeno unidimensional.

El potencial Vi p(x) se aproxima a Vjp(x) cuando |x| > R como se puede
observar en la fig. 4.2. Su derivada tiene la forma

X (ez|x|/R -1 ) 4021XV/R
- |x|3 (e2|x|/R + 1) - Rx<e2|xI/R + 1)2,

que esta ilustrada en la fig. 4.3.

Viip(%)

(4.3)

4.2. Integral de trayectoria por el método Monte Car-
lo

Laec. (3.44) se puede ver como una integral sobre las variables (xy,...,xy), que
no se puede calcular directamente salvo por el potencial del oscilador arménico.
Sin embargo, la integracién se puede realizar numéricamente generando un con-
junto de trayectorias x(t) para que el valor esperado (A) sea igual al siguiente
limite

(2105 DS OV () 1 O

x(Ti)=x;

A

(A)=

X(Tp)=xi —sN /h M—oo M
Jx(’[i):xi Dxe E [X(T)]
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V()
Vrip(X), R=0.05 ——-— |
¥ Vrip(X), R=0.1 ------
!l Vgip(X), R=0.2 — - -
| Vgip(X), R=0.3 ——

!
-20 | | \ I
-2 -1 0 1 2

Figura 4.2 Potencial V¢ p(x) y Vrip(x) con R=0.05,R=0.1,R=0.2y R=0.3.

donde x'(7) es la i-ésima trayectoria generada con la probabilidad apropiada que
1 1 2 2 M(T) —

implica el sistema, tal que x!(7) = (x,...,x5), X*(7) = (x7, ..., xx%), ..., x
(lew,...,x%). La parte derecha de la igualdad de la ec. (4.4) corresponde al limite
de la ec. (2.23).

En el caso particular del valor esperado de la energia del estado base del ato-
mo de hidrégeno unidimensional, la funcional que se usara sera

olw(e)] 1 & x2 (eZIxnl/R _ 1) 2p20xul/R e2lxal/R _
vIX(T)| = == — 5 —
N = 2lx,° (ezlxnl/R + 1) R(62|xn|/R + 1) |x,,| (ez|x,,|/R n 1)
N
1 2xul/R _ 1 22lxul/R
PR ey B (45
n=1 2|x1’l| (e2|xn|/R + 1) R(e2|xﬂ|/R + 1)

donde se han sustituido las ecs. (4.2) y (4.3) en la ec. (3.55). Por tanto, la energia
del estado base del atomo de hidrégeno unidimensional se definird como

M
(Fry)= Jim =Y Hyl¥i (), (46)
i=1
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Figura 4.3 Derivada del potencial V¢p(x) y de VRip(x).

4.2.1. El algoritmo de Metropolis

En concordancia con la seccién 2.5, la integraciéon de Monte Carlo requiere de
un muestreo de importancia para que los valores esperados puedan ser calcula-
dos. Un método que pueda muestrear la distribucién es el llamado algoritmo de
Metropolis [37, 38]. Se trata en esencia de un recorrido aleatorio sesgado a través
del conjunto de trayectorias que, después de un periodo (en tiempo de cémputo)
de equilibrio inicial conocido como “termalizacién”, comenzaré a generar mues-
tras distribuidas segtin p(x) como se menciona en la seccién 2.5.

A partir de una trayectoria inicial x!(t), las nuevas trayectorias se eligen con
una probabilidad dada por una regla de transiciéon

P[xj(’[) - xk(T)], (4.7)

que se interpreta como la probabilidad de transicién de la trayectoria x/(7) a
x¥(1). Dicha probabilidad sélo dependera de de éstas dos trayectorias y no de
las trayectorias anteriores, es decir, que la transicién constituye una cadena de
Markov.

Para un conjunto de trayectorias, {x!(7), x*(7), ..., (1)} una distribucién
arbitraria se puede definir por un vector p donde el j-ésimo elemento p; da la
probabilidad de encontrar al sistema en una trayectoria x/(t).
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La regla de transicién de la ec. (4.7) se puede considerar como una matriz P
con elementos P = P[xj(r) — xk(T)], donde

K
Zij =1,  paratodas las j. (4.8)
k=1

Si la distribucién en el paso m de la trayectoria es p{™), hacer una transicién de
acuerdo con P alteraréd la distribucién y la nueva distribucién viene dada por una
multiplicacién de matrices,

1) = polm), (4.9)

Laregla de transicion tiene que satisfacer la condicién de un balance detallado
de modo que

0iPxj = P Pik- (4.10)

Si se toma la suma sobre k en la ec. (4.10) del lado izquierdo se tendré la suma so-
bre las columnas de P que resulta en la unidad como se mencioné anteriormente,
tal que

ZijPk =pj- (4.11)
k

Se concluye por tanto que si P satisface el balance detallado, la cadena de
Markov convergera a una distribucién tnica. Si la distribucién de probabilidad
que siguen las trayectorias generadas por el proceso de Markov es la distribucién
de Boltzmann en la representacion de integrales de trayectorias, la condicién de
balance detallado adopta la forma

. _ k
P(r) > M) _px eSO g iespiato) (4.12)
P(xk(t) = x(1))  pj e Sel¥()]

donde se toma # =1 (igualdad que se considerard de ahora en adelante).

Termalizaciéon

Como se senala en la subseccién 4.2.1, habiendo iniciado el proceso de Mar-
kov de generacion de trayectorias a partir de una trayectoria inicial arbitraria,
se deben omitir los sweeps! hasta que se complete el proceso de termalizacién o
periodo de equilibrio, ya que solo entonces las trayectorias se generan de acuerdo
con la distribucién de Boltzmann.

Si no se omiten los sweeps antes de obtener la termalizacién, las trayectorias
iniciales pueden ser “malas” y las primeras mediciones puede ser simplemente

! Actualizacién de un pardmetro en toda la ejecucién del algoritmo. En el cédigo ejecutado
para esta tesis, se considera un “sweep” cuando se ha completado la actualizacién por los N sitios
x, connefl,2,...,N}.
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incorrectas. Es por esto que no debe tenerse en cuenta al calcular los promedios.
Por ejemplo, si la configuracién inicial es aleatoria dentro de un rango (hot start)
o con valores constantes (cold start) y la configuracién de equilibrio no se ha al-
canzado, estas mediciones que se toman no son correctas.

¢Cuanto tarda el sistema en termalizarse? Los detalles dependen del mode-
lo y del algoritmo, pero una regla general es que se deben descartar al menos
Meer = 10% sweeps.

Ademas, una grafica simple de la observable en funcién de los sweeps puede
dar una pista sobre esto.

“ "Hdt start" +
%ﬂ "Cold start"

-500 ¢

-2000

-2500

| |
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

-3000 .

Sweeps

Figura 4.4 Valor de Hy en funcién del nimero de sweeps. La imagen corresponde a
N =300 con valor del parametro de corte R = 0.05.

La fig. 4.4 muestra que el equilibrio del sistema se alcanza alrededor de los
4000 sweeps, ya sea que se obtenga de una trayectoria inicial aleatoria o de valores
estables.

4.2.2. Funcidn de correlacion de dos puntos

Las energias de los estados excitados se pueden calcular a través de las fun-
ciones de correlacién. En especial, la brecha de energia entre el primer estado
excitado y el estado base se puede obtener de la funcién de correlacién de dos
puntos de posicion
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1
(R(rj)2(n)) = - J Dxe St )y

1 (e—H(AT—Tj)

_ ~H(ti-t1)/
= _t j
7 T

xje Xx), (4.13)
que se deriva directamente de la ec. (3.44), con At = 77 — ;. La traza en la ec.
(4.13), calculada en base a los estados propios del hamiltoniano, proporciona in-
formacioén sobre las energias,

(R(1)2(w) = Z (AT T Ey o (G=T0Em (1| 2 ) m £|1). (4.14)
I,m=1

Si se realiza el limite cuando At — oo los términos que contienen a E; con
| # 1 se suprimen pues como se menciono en seccioén 3.4 a medida que un sistema
cuantico que evoluciona en el tiempo. El transitorio de mayor duracién corres-
ponde al estado fundamental con energia E; de modo que

[(S0]
lim (%(7; E e G En=ED) | (1| £]m))?. (4.15)
At—00

m=1
Consecuentemente se puede obtener un decaimiento exponencial con condicio-

nes de periodicidad en los limites para distancias largas como

(R(1)%(1y)) o« cosh((E2 - El)(lx]- xl - %)) (4.16)

como se describe en la ref. [39].

Para este trabajo se utiliz6 la propiedad de la invarianza de la traslacioén, fi-
jando el valor de la posicién x; = x; que es la primera posicion de la trayectoria
x(7). Asi la funcién de correlacién de dos puntos quedara como

(N/Z))
—, 4.17
3 (4.17)
donde c es un parametro libre, dy = |x; —x;| con k = 1,2,..., Ny & = (E, — E;)7!
llamada longitud de correlacién.

(X(T1)X(T)) =€ cosh(




Capitulo 5
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5.1.

Energia base

El desarrollo del cédigo en la implementacién del algoritmo de Monte Carlo
para integrales de trayectoria necesita la determinacién de multiples variables
para la obtencién de la energia base del 4tomo de hidrégeno unidimensional,
mismos que se describen a continuacién.

La longitud del intervalo temporal (A7) en el que es evaluada la integral de
trayectoria se eligi6é con un valor de 20, que es suficientemente grande pues
20 > &, como puede verse en la siguiente seccién 5.2, pues los efectos de su
tamafio finito son pequenos.

La trayectoria inicial se obtuvo a partir de un hot start. Los valores de las
coordenadas espaciales se decidid aleatoriamente entre x, € (-2,2), donde
ne{l,2,...,N}.

Para el pardmetro de corte R de la ec. (4.5) se eligié un valor méaximo 2.4
y un minimo de 0.006 que es el limite inferior que puede otorgar el poder
computacional. Esta variacién en el pardmetro es para crear una extrapo-
lacién al potencial coulombiano unidimensional. R maximo desciende —0.1
hasta un valor R = 0.6. A partir de este valor la diferencia se manejara como
—0.001 hasta que se llegue al valor minimo.

Implementar el algoritmo de Metropolis necesita un parametro de actuali-
zacioén en la transiciéon que permite un cambio en los x,, (consultar apéndice
A.1). Se determiné que dicho pardmetro debe permitir una taza de acep-
taciéon entre 70% y 90%. Tomar el valor del pardmetro de corte R como
parametro de actualizacién del algoritmo permite esta taza de aceptacion.

Después de multiples tratamientos en la simulacién, fue posible apreciar
que el valor maximo de N (limite de la suma de la ec. (4.5)) que permitia el
poder de computo es de 300, por lo que se opto trabajar bajo 21 diferentes
tamanos, N € {100, 110, 120, ..., 290, 300}.

Designar un valor para la termalizacién (de acuerdo a lo visto en la sub-
seccién 4.2.1) de My, = 10000 sweeps es suficiente para poder evitar los
valores que no cumplan con la condicién de equilibrio.

41
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» Una vez superado Mr,, se emplea un método basico de decorrelacién en el
que solo se capturan los datos cada 100 sweeps después de la termalizacion.
Esto se emplea para asegurar que cada dato sea estadisticamente indepen-
diente.

» El valor M de la ec. (4.6) no puede ser asignado como infinito debido al
poder computacional. Sin embargo puede ser suficientemente grande para
obtener una buena estadistica. Se determiné realizar 107 sweeps, que dara
una captura de M = 99900 datos, despreciando la termalizacién y la deco-
rrelacion.

Finalizado el proceso de simulacién (ver el apéndice A.1), con los resultados
obtenidos se realiza la fig. 5.1 que muestra los valores de la energia base de acuer-
do alaec. (4.6) de cinco tamanos de N de las trayectorias del 4&tomo de hidrégeno
unidimensional con barras de error estandar.
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Figura 5.1 Comportamiento de la energia base del d4tomo de hidrégeno en una di-
mensién para R € [0.006,0.075] en las trayectoria con longitud Ne = 20, con N €
{100,...,300}.

Los datos obtenidos y la grafica de la fig. 5.1 permiten hacer un estudio del
comportamiento de la energia para cada tamano de N con el desarrollo de una
funcién que se ajuste a los datos y forma de la grafica.

La propuesta de la funcién que se toma es
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Usando la ec. (5.1) se obtienen las lineas de tendencia, derivadas de la funcién
ajuste, para los 21 tamarnios de N. As{ se obtienen desde la fig. 5.2 a 5.6 que mues-
tran los ajustes para los 5 tamafios de N mostradas en la fig. 5.1 y los valores de

a

b

TR=w 7 ®

los parametros de ajuste a, by c.
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Figura 5.2 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia base de la trayec-
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toria de tamafio N =100, en el rango 0.006 < R < 0.065.
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Figura 5.3 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia base de la trayec-
toria de tamafno N =150, en el rango 0.006 < R < 0.065.
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Figura 5.4 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia base de la trayec-
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La tabla 5.1 muestra los valores que se han obtenido y los respectivos errores
para cada uno. El rango de ajuste usado fue R € [0.006, 0.065].

Tabla 5.1 Parametros de ajuste obtenidos para los 21 tamanos de N, en el rango
0.006 < R<0.065.

(N a | b [ ¢ [NJ] a | b [ c |
100 [ -16.5(8) | 3(5) | 3(4) [210] —79(2) | —0.39(5) | 100(2)
110 || =19.3(9) | 0.6(5) | 11(4) || 220 |[ =86(3) | —0.39(4) | 107(2)
120 || —24(1) | —-0.13(9) | 26(3) || 230 || —102(3) | —0.39(3) | 120(2)
130 | —30(1) | —0.29(3) | 39(3) || 240 |[ —=101(3) | —0.39(3) | 121(2)
140 || =36(1) | —0.34(2) | 49(3) || 250 || —109(3) | —0.39(3) | 128(2)
150 | —37(1) | —0.34(2) | 51(3) || 260 |[ =122(3) | —0.38(2) | 138(2)
160 | —46(2) | —0.38(1) | 63(3) || 270 |[ —133(4) | —0.38(2) | 146(2)
170 | =55(2) | —0.39(9) | 74(2) || 280 | —=135(4) | —0.38(2) | 150(2)
180 | —57(2) | —0.39(1) | 77(3) || 290 | —143(4) | —0.38(2) | 156(2)
190 | —66(2) | —0.40(7) | 86(2) || 300 |[ —=159(4) | —0.37(2) | 166(2)
200 || —70(2) | —0.39(6) | 92(3)

La expansion en serie de Laurent! para valores de R pequefios de la funcién
de ajuste de la ec. (5.1) es

2+b a acR

SR =% =32%73

Esta expansién muestra que para responder a la pregunta de si f(R = 0) diverge,
depende de si el término £ + b es incompatible con 0 més all4 de los errores. Para
ello se define la funcién

+O(R3). (5.2)

g(a,b,c):g+b (5.3)

y se expresa su incertidumbre como

2 2 2
o= (2 (20 + (20

_ \/(%)2 +(5b) + (_ffc)z (5.4)

Los resultados de la ec. (5.3) para cada valor de los pardmetros de ajuste mos-
trados en la tabla 5.1 con los respectivos errores obtenidos con la ec. (5.4) son
mostrados en la tabla 5.2.

!Esta expansi6n fue obtenida por la implementacién de la funcién generatriz G(x) = &5 =
[e¢]

n

X - L , :

E Bn—|, donde cada coeficiente B,, es el n-ésimo numero de Bernoulli.
n!

n=0
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Con la excepcion de lo obtenido en N = 100, se puede apreciar en la tabla 5.2
y en la fig. 5.7 que los valores de la funcién g(a, b, c) difieren de cero. Una funcién
de ajuste lineal es adaptada para la funcién g(a, b, c) obteniendo
_65(4)

h(N) = === - 1.52(2). (5.5)

Se observa que en limy_,,, #(N) se obtiene el valor de la ordenada al origen
que muestra un valor negativo aun con error asociado. Por tales resultados se
infiere que la energia del estado base tiende a un valor infinito negativo, es decir

f(R—0)=(H)=Ey,, = —c. (5.6)

Tabla 5.2 Valores de la ec. (5.3) para cada tamano de N.

| N | s(@be) | N | glabe) |

100 ~1(7) 210 ~1.18(3)
110 ~1.0(8) 220 ~1.20(3)
120 ~1.0(1) 230 ~1.25(3)
130 ~1.07(8) 240 ~1.22(3)
140 ~1.09(6) 250 ~1.24(3)
150 ~1.08(6) 260 ~1.27(3)
160 “1.11(5) 270 ~1.29(3)
170 “1.14(4) 280 ~1.28(3)
180 ~1.13(4) 290 ~1.29(3)
190 ~1.16(3) 300 ~1.33(3)
200 ~1.16(3)
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Figura 5.7 Grafica de la funcién g(a,b,c) que muestra la incompatibilidad con 0 para
N >110

5.2. Diferencia entre el primer estado excitado y la
energia base

Usando los mismos parametros At, M y Moy, utilizados para la obtencién
del valor esperado de la energia base del 4&tomo de hidrégeno unidimensional, se
implementa el lado izquierdo de la ec. (4.17), de tal modo que obtendremos

M

(RR(T)ER(1)) = lim ) xp(vr)xg (i), (5.7)
i=1

donde k=1,..., Ny R es el parametro de corte.
Una de las graficas obtenidas por la aplicacién de la ec. (5.7) en el método de

Monte Carlo se muestra en la fig. 5.8. La forma de esta grafica es similar a la que
dibujaria el coseno hiperbdlico.
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Figura 5.8 Grafica de la funcién correlacién con N =300, R=1.5y € = 20/N.

Con los datos usados en la gréfica de la fig. 5.8 y la funcién de ajuste

; (5.8)

se obtiene la fig. 5.9. Las variables de ajuste son c y &, el rango de ajuste usado
fue ed; € [0, 20].

Fldy) =c cosh(—gdk - ‘C’N/z),

Las figs. 5.10 a 5.14 muestran el comportamiento de & para los 5 tamanos
N € {100, 150,...,300} en funcién de los valores del parametro de corte R y una
funcién de ajuste lineal

g(R) =mR+d. (5.9)

En la tabla 5.3 se aprecia que el parametro m tiende a un valor estable alrede-
dor de 2.2. El parametro d muestra valores cercanos alrededor de cero. El error
asignado al parametro 4 lo mantiene en el rango de 0 conforme el valor de N
crece.

La tabla 5.3 muestra que mientras el valor del parametro d (ordenada al ori-
gen) sea cero para valores grandes de N, el valor de la longitud de correlaciéon &
sera de cero en el limite cuando R — 0.

De acuerdo a la subseccién 4.2.2 se tiene que & = (E,—E;)~!. Con la sugerencia
de que & es compatible con cero se puede tomar de momento la igualdad
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Figura 5.9 Grafica de la funcién correlaciéon con N =300y R = 1.5.
Tabla 5.3 Pardmetros obtenidos por la ec. (5.9) para ajustar €¢.
(N mw | d [NJ m [ d
100 || 2.238(6) | —0.012(2) || 210 || 2.199(8) | 0.002(2)
110 || 2.228(6) | —0.01(2) | 220 || 2.186(9) | 0.003(2)
120 || 2.223(7) | —0.006(2) || 230 || 2.187(8) | 0.006(2)
130 || 2.213(7) | —0.005(2) || 240 || 2.184(9) | 0.004(2)
140 || 2.188(7) | 0.001(2) || 250 || 2.186(9) | 0.006(3)
150 || 2.207(7) | —0.002(2) || 260 || 2.169(9) | 0.007(2)
160 || 2.211(7) | —=0.003(2) || 270 || 2.188(9) | 0.005(2)
170 |[ 2.181(8) | 0.003(2) | 280 || 2.17(1) | 0.007(3)
180 || 2.175(7) | 0.005(2) || 290 || 2.18(1) | 0.006(3)
190 || 2.193(8) | 0.002(2) | 300 || 2.19(1) | 0.002(3)
200 || 2.187(8) | 0.002(2)
lim g(R)=0=¢& = (E;—E1) ", (5.10)
con lo que
1
m:m:Ez—El, (511)

misma que serd verificada mas adelante.
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Figura 5.11 Gréfica de €& y su ajuste con N = 150.
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Figura 5.13 Gréfica de €& y su ajuste con N = 250.
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5.3. Energia del primer estado excitado

Con la obtencién de lo longitud de correlacién y el valor de la energia base
es posible calcular la energia del primer estado excitado del atomo de hidrégeno
unidimensional como

1
EEZZ E+€E1. (512)

Aplicando la ec. (5.12) a los resultados obtenidos en las subsecciones 5.1y 5.2
se obtienen valores de la energia del primer estado excitado con los que se realiza
la fig. 5.15 de cinco tamafios de N del 4&tomo de hidrégeno unidimensional.

Los datos obtenidos de la aplicacién de la ec. (5.12) y la gréfica de la fig. 5.15
permiten hacer un estudio del comportamiento de la energia del primer estado
excitado para cada tamano de N con una funcién de ajuste. La funcién de ajuste
es la usada en la ec. (5.1), de modo que

FR)= =2+

= =x 3 (5.13)

x| =
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Figura 5.15 Comportamiento de la energia del primer estado excitado del dtomo
de hidrégeno en una dimensidn en las trayectoria con longitud Ne = 20 con N €
{100, ...,300}.

La aplicacion de la ec. (5.13) entrega los valores presentados en la tabla 5.4y
las figs. 5.16 a 5.20 muestran las gréaficas de la energia del primer estado excitado
con las lineas de tendencia para los tamafios de N € {100,150,...,300}. El rango
de ajuste es R €[0.006, 0.6].

Tabla 5.4 Parametros obtenidos por la ec. (5.13) para ajustar ¢E,.

N[ a [ v | & [N] @ [ b | T |
100 || —34(1) | —0.40(1) | 45(1) | 210 || —134(2) [ —0.3965(3) | 128.9(6)
110 || —42(1) | —0.426(7) | 55(1) || 220 || —=119(1) | —0.3901(6) | 128.0(9)
120 | —51(1) | —0.433(3) | 64(1) || 230 | —140(1) | —0.3875(2) | 138.9(6)
130 || —54(1) | —0.425(3) | 69(1) || 240 || —156(2) | —0.3818(3) | 145.6(7)
140 || =55(1) | —0.419(3) | 73(1) || 250 || —165(2) | —0.3786(3) | 152.5(8)
150 || —66(1) | —0.421(2) | 82(1) | 260 || —180(4) | —0.3751(2) | 161(1)
160 | =79(2) | —0.417(1) | 91(1) | 270 |[ —174(3) | —0.3705(4) | 162(1)
170 || —84(1) | —0.414(1) | 97(1) | 280 | —185(4) | —0.3685(4) | 171(1)
180 || —98(1) | —0.4107(7) | 106.3(8) || 290 |[ —189(4) | —0.3645(4) | 175(1)
190 || —113(2) | —0.4068(5) | 115.3(8) || 300 |[ —217(5) | —0.3615(3) | 186(1)
200 || —94(2) | —0.396(1) | 110(1)
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Figura 5.16 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia del primer estado
excitado de la trayectoria de tamafio N = 100, en el rango 0.006 <R < 0.6.
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Figura 5.17 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia del primer estado
excitado de la trayectoria de tamafio N = 150, en el rango 0.006 < R < 0.6.
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Figura 5.20 Funcién de ajuste para el valor normalizado de la energia del primer estado

excitado de la trayectoria de tamafio N = 300, en el rango 0.006 < R < 0.6.

Empleando el mismo procedimiento que en la energia base, la expansiéon en
serie de Laurent para valores de R pequenios de la ec. (5.13) es

— . %+b 7 acR
R)=f—-—+—+O0O(R? 14
Se define por tanto
b,e) =240, (5.15)

dicha ecuacién mostrard que E, diverge en R = 0 si sus valores difieren de
cero. En la tabla 5.5 se reportan los valores de la funcién g(a,b,¢) de la ec. (5.15)

para cada tamafio de N con su respectivo error.

La fig. 5.21 se obtiene de la aplicacién de la funcién de ajuste lineal

h(N) = %(7) —1.66(4), (5.16)

en la ec. (5.15) que demuestran que los valores de la funcién g(a, b,¢) difieren de

cero.
Se aprecia que en limy _, o, h(N) = —1.66(4). Por tales resultados, se infiere que
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Tabla 5.5 Valores de la ec. (5.15) para cada tamano de N.

N | z@be | N | @b
100 ~1.15(4) 210 ~1.43(1)
110 ~1.18(3) 220 ~1.32(1)
120 ~1.22(2) 230 ~1.40(1)
130 ~1.21(2) 240 ~1.45(1)
140 ~1.18(2) 250 ~1.45(1)
150 ~1.22(2) 260 ~1.49(3)
160 ~1.29(2) 270 ~1.44(2)
170 ~1.27(2) 280 ~1.45(2)
180 ~1.33(1) 290 ~1.44(2)
190 -1.39(2) 300 ~1.52(3)
200 ~1.24(2)

la energia del primer estado excitado tiende a un valor infinito negativo, es decir

-1.1

-1.2

-1.3

-1.4

-1.5

-1.6

-1.7

f(R—0)=Eycip = —oo.

. — _a(av_ 1
ajuste h(N)=¢, + ¢;/N

0.002

0.004

0.006
1/N

0.008

0.01

(5.17)

Figura 5.21 Gréfica de la funcion g(a, b,¢) que muestra la incompatibilidad con 0y con-
cluye una divergencia de la energia del primer estado excitado.

Cuando se toma el limite N — oo en las ecs. (5.5) y (5.16) se obtienen los
valores —1.52(2) y —1.66(4) respectivamente. Estos valores son sustituidos como
numeradores del primer sumando en las ecs. (5.2) y (5.14) de manera respectiva
nuevamente para obtener
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fi(R) = %2(2) (5.18)
f2(R) = %6(4) (5.19)

La ec. (5.18) se refiere al primer término (dominante) de la expansion en serie
de Laurent que representa a la energia del estado base en funcién del pardmetro
R.Laec. (5.19) representa de manera similar a la energia del primer estado exci-
tado.

El limite cuando R — 0 de la resta de la ec. (5.19) menos la ec. (5.19) se expresa

lim [£,(R) - fi(R)] = lim _1-66(4)R+ 1.52(2)

que representa el salto energético entre el primer estado excitado y el estado base,
0 como se vio en la seccién 5.2, el inverso de la longitud de correlacion. Por tanto

, (5.20)

lzﬁmwz_m, (5.21)
& R-0 R
mostrando entonces que £ — 0y que la compatibilidad tomada en la seccién 5.2

fue correcta.




Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo, se present6 un andlisis numérico usando el método de Mon-
te Carlo para obtener la energia del estado base y el primer estado excitado del
atomo de hidrégeno unidimensional. Para llevar a cabo dichas simulaciones, el
sistema se llevé a una formulacién de integrales, conocida como integrales de
trayectoria de Feynman.

A partir de una regularizacién hecha al potencial del atomo de hidrégeno,
se evitd la singularidad que representa un enorme conflicto en el tratamiento
del fenémeno y en la simulacién. La regularizacién de la ec. (4.2) presenta un
suavizamiento al potencial que permite crear una aproximacién al potencial del
problema de Coulomb.

Se exploraron los datos para las energias normalizadas obtenidas para 21 ta-
manos de N. El valor N = 300 representa el limite alcanzado por el poder de
cémputo en las simulaciones. El parametro de corte R que controla la regulariza-
cién y suavizamiento del potencial fue explorado en un espectro amplio, consi-
guiendo un valor limite inferior de R = 0.006 para el poder de computo.

La funcién de ajuste y las graficas para la energia del estado base en los dife-
rentes tamafos de N describen una naturaleza divergente hacia un valor negati-
vo. La expansién en serie de Laurent de la funcién de ajuste para la energia base
confirma la divergencia cuando R = 0.

La obtenciéon del valor esperado de la funcién correlaciéon de dos puntos se
estudid para obtener el salto energético existente entre el estado base y el primer
estado excitado del 4tomo de hidrégeno unidimensional. Esto se logra a través
de la longitud de correlacién & que muestra un comportamiento tendencioso al
valor cero cuando R — 0.

La tendencia a cero de £ es una insinuacién de que el salto energético entre el
estado base y el primer estado excitado es infinito.

Con los valores obtenidos para el estado base y el salto energético se obtienen
resultados para el valor del primer estado excitado. Las graficas y tablas muestran
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un comportamiento divergente de este primer estado excitado y la expansiéon en
serie de Laurent de la funcién de ajuste reafirman este hecho.

Las distintas suposiciones que se han hecho al problema original llevan a con-
clusiones cualitativamente diferentes, derivado posiblemente en las deficiencias
del planteamiento. En este trabajo se aplicé una regularizaciéon suave que hace
que el problema del atomo de hidrégeno unidimensional este bien definido, con
la presencia de un estado base justificando la formulacién de integrales de tra-
yectoria.

Los resultados numéricos obtenidos muestran que la energia del estado base
diverge en el limite en el que la regularizaciéon es removida, i.e. E;cip — oo.
Esto implica que el &tomo de hidrégeno unidimensional no representa un modelo
mecanico cuantico.




Apéndice A

Simulaciones numeéricas

A.1. El algoritmo de Metropolis Monte Carlo

Si se aplica el algoritmo de Metropolis a la integracién de Monte Carlo, se
habla de un Metropolis Monte Carlo (MMC). El algoritmo completo se resume a
continuacion.

1 Se inicia con la generacién de la primer trayectoria, obteniendo la primer
1.1

configuracién x!(t) = x{, xJ,..., x5, por ejemplo mediante un hot start.

2 Se toma la entrada n—ésima de la configuracién x!(t) y se genera un valor
de prueba desplazando el valor de la coordenada de esta entrada de manera
simétrica de acuerdo con x}* = x. + R(2v—1) donde v es un ntimero aleatorio
obtenido a partir de la distribucién uniforme [0,1]y n e {1, 2,...,N}. (En es-
te punto se requiere del almacenamiento en la memoria de las coordenadas
de x} y x1*.)

3 Se calcula la diferencia de energia en la accién del valor de prueba menos el
valor original . Para el caso del potencial asociado a la reticula, se consideran
los primero préximos vecinos de acuerdo a la siguiente ecuacién

1%¢..1 1 1% 1

AS = Xn (Xn —Xp1— xn+1) B xn(xrlz B x111—1 B x;11+1)
AT
+ At(Veip(xy) = Veip (%)) (A1)

donde x§* = x\' y xp7,; = x;", de acuerdo a la condicién de periodicidad vista
en la subseccién 3.2.2.

4 Si AS <0 el valor de prueba se acepta inmediatamente (y la coordenada
anterior se puede eliminar). Si AS > 0 se acepta la modificaciéon con proba-
bilidad ™.

Cuando la termalizacién ha finalizado y respetando la separacién en la ob-
tencién de datos para asegurar la independencia estadistica, el algoritmo
calcula las propiedades de interés del sistema Hy, que serdn promediadas
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a lo largo de toda la serie y proporcionaran los valores finales de las magni-
tudes.
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