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Resumen

En esta tesis, a través de simulaciones de Monte Carlo, se obtiene el espectro
energético del átomo de hidrógeno unidimensional, especı́ficamente, la energı́a
del estado base y del primer estado excitado.

Este estudio numérico da respuesta a la cuestión sobre las posturas de la
energı́a base que durante mucho tiempo fue controversia. Se hace uso del teo-
rema virial para obtener el valor de dicho estado en términos de la contribución
de la energı́a potencial al que la partı́cula escalar (no relativista y con espı́n cero,
que aproxima al electrón del átomo de hidrógeno) esta sometido.

Para obtener la energı́a base, se utiliza el formalismo de Feynman de inte-
gración funcional, conocido como integrales de trayectoria. Este formalismo se
simplifica con el uso del tiempo euclidiano (tiempo imaginario que resulta de la
rotación de Wick) para que el conjunto de integrales converjan de manera más
rápida.

Un inconveniente encontrado en el sistema es el pozo de potencial, debido a la
divergencia presente, lo cual complica los cálculos analı́ticos y en la simulación.
Para resolver este problema, se emplea un potencial regularizado que suaviza el
pozo con un parámetro de corte. Las simulaciones son realizadas con diferen-
tes valores de dicho parámetro para obtener una extrapolación al problema de
Coulomb.

Además del estado base, haciendo uso de la función de correlación de dos
puntos se mide el salto energético entre el estado base y el primer estado excita-
do.

La energı́a del primer estado excitado se obtiene de la suma de los resultados
obtenidos en la energı́a del estado base y la función de correlación de dos puntos.

Los resultados obtenidos muestran que la energı́a del estado base y del pri-
mer estado excitado del átomo de hidrógeno unidimensional tienden a un valor
infinito negativo.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La experiencia que se obtiene en el aprendizaje de la fı́sica nos demuestra que
los fenómenos estudiados en esta ciencia presentan un comportamiento más sim-
ple y una interpretación matemática más sencilla si se estudian en dimensiones
espaciales cada vez más bajas hasta llegar a un espacio unidimensional.

A medida que se avanza en los estudios y se comprende el comportamiento
en dimensiones menores, se eleva el grado de dificultad de la conducta y descrip-
ción matemática al incrementar el número de dimensiones espaciales en las que
se puede trabajar.

El átomo de hidrógeno tridimensional parecerı́a encajar en esos casos, pues
se conoce muy bien el espectro energético y la función de onda que describe su
fenomenologı́a, por lo que restringir las dimensiones a una sola harı́a pensar que
facilitarı́a la resolución de dicho problema. No obstante, la realidad no es ası́, de
manera que obtener el valor de la energı́a del estado base y el primer estado exci-
tado del átomo de hidrógeno unidimensional son la motivación principal de esta
tesis.

La polémica presente en la energı́a del estado base del átomo de hidrógeno
unidimensional se centra alrededor del potencial de Coulomb V (x) ∝ −1

|x| . Dicho
potencial muestra un notable desafı́o para la creatividad de aquellos que lo abor-
dan, ya que la singularidad presente en el origen de coordenadas (x = 0) causa
una interesante apuesta a diversos tratamientos que son usados en este problema
[1–15].

Usando la teorı́a de integrales de trayectoria en mecánica cuántica median-
te simulaciones numéricas con el método de Monte Carlo, encontrar un resul-
tado que apoye las posturas para la energı́a base del átomo unidimensional de
hidrógeno, las cuales se debaten entre una energı́a de enlace infinita y una de
enlace finito semejante al caso tridimensional, y obtener un valor para la energı́a
del primer estado excitado, son el propósito final de este trabajo.

2



Introducción 3

Los estudios realizados [1–13]a este átomo unidimensional son analı́ticos, no
numéricos. Los que realizan un estudio numérico [14, 15], trabajan con poten-
ciales suavizados para obtener un buen comportamiento del problema fı́sico, sin
embargo, no utilizan el método de Monte Carlo.

1.2. El átomo de hidrógeno

El átomo de hidrógeno no relativista es un sistema cuántico compuesto por
dos partı́culas (un protón con carga e = 1.6021766208(98)×10−19 C y un electrón
con carga −e, considerando ambos con espı́n cero) y es de los pocos sistemas que
admite una solución exacta de la ecuación de Schrödinger. Dado que el núcleo
(protón) de este sistema tiene una masa de aproximadamente 1836 veces la masa
del electrón, se puede asumir una aproximación semejante al reposo en el origen
de coordenadas de su sistema de referencia, mientras que el electrón se encuentra
alrededor del protón con energı́a cinética Ek tal que 〈Ek〉 > 0.

El potencial al que se encuentra sometido el electrón es independiente del
tiempo y es llamado potencial coulombiano

VC(r) = − e2

4πε0r
, (1.1)

con ε0 la permitividad eléctrica del vacı́o que tiene un valor de 8.85418781×10−12

F/m y r la distancia radial del electrón al protón.

De acuerdo con la literatura [16, 17] como el potencial posee una simetrı́a
esférica, el tratamiento apropiado de la ecuación de Schrödinger es (en coorde-
nadas esféricas)

− ~
2

2µ
∇2ψ(r,θ,ϕ) +VC(r)ψ(r,θ,ϕ) = Eψ(r,θ,ϕ), (1.2)

con µ = (mpme)/(mp + me) la masa reducida del átomo donde mp es la masa
del protón (1.672621898(21) × 10−27kg) y me la masa del electrón (9.1093835
6(11)×10−31kg), E es la energı́a del sistema y ψ es la función de onda del electrón.

La función de onda ψ representa la amplitud de la probabilidad de encontrar
el electrón en un elemento de volumen infinitesimal representado en coordena-
das esféricas por

dx dy dz = dV = r2 sinθdr dθ dϕ, (1.3)

que cuenta con la condición de normalización∫ ∣∣∣ψ∣∣∣2r2 sinθdr dθ dϕ = 1, (1.4)

con la integral tomada sobre todo el espacio.
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El laplaciano en coordenadas esféricas se muestra de la forma

∇2 =
1
r2
∂
∂r

(
r2 ∂
∂r

)
+

1
r2 sinθ

∂
∂θ

(
sinθ

∂
∂θ

)
+

1
r2sin2θ

∂2

∂ϕ2 . (1.5)

La función de onda ψ(r,θ,ϕ) con valores en la frontera admite la representa-
ción como producto de dos funciones

ψ(r,θ,ϕ) = R(r)Y (θ,ϕ), (1.6)

dondeR(r) es la parte radial que describe como la función de onda (ψ) del electrón
varia a lo largo del radio vector desde el núcleo con θ y ϕ constantes y la función
Y (θ,ϕ) representa la parte angular azimutal y cenital cuando r es constante.

Los valores de frontera para R están dados por lı́m r→∞ R(r) = 0 que tiene
como consecuencia en la ec. (1.6) que la probabilidad de encontrar al electrón
muy lejos del núcleo tienda a cero [16]. Sustituyendo (1.6) y (1.5) en la ec. (1.2)
se obtiene

− ~
2

2µ

[
1
r2
∂
∂r

(
r2 ∂
∂r

)
+

1
r2 sinθ

∂
∂θ

(
sinθ

∂
∂θ

)
+

1

r2 sin2θ

(
∂2

∂ϕ2

)]
R(r)Y (θ,ϕ)

+VC(r)R(r)Y (θ,ϕ) = ER(r)Y (θ,ϕ). (1.7)

Reordenando la ec. (1.7), colocando los términos dependientes de r de lado
izquierdo y las variables angulares θ y ϕ en el lado derecho se obtiene

1
R
d
dr

(
r2dR
dr

)
−

2µr2

~
2 (VC(r)−E) +

1
Y sinθ

∂
∂θ

(
sinθ

∂Y
∂θ

)
+

1

Y sin2θ

∂2Y

∂ϕ2 = 0. (1.8)

La ecuación es correcta solamente si las funciones de diferentes variables son
iguales a la misma constante pero diferidas por un signo, por tanto se tendrá

1
R
d
dr

(
r2dR
dr

)
−

2µr2

~
2 (VC(r)−E) = ζ, (1.9)

1
Y sinθ

∂
∂θ

(
sinθ

∂Y
∂θ

)
+

1

Y sin2θ

∂2Y

∂ϕ2 = −ζ, (1.10)

con ζ la constante que iguala la ec. (1.8).

La función Y dependiente de las variables angulares también admite una fac-
torización tal que Y (θ,ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ), donde Θ(θ) describe como ψ varia en el
ángulo cenital θ a lo largo de un meridiano en una esfera centrada en el núcleo
con r y ϕ constantes. Φ(ϕ) puntualiza el cambio en el ángulo azimutal ϕ en la
función ψ a lo largo de un paralelo en una esfera centrada en el núcleo con r y θ
constantes.

Si se sustituye Y por su representación del producto de funciones y se multi-
plica por sin2θ en la ec. (1.10) se obtiene
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sinθ
Θ

d
dθ

(
sinθ

dΘ
dθ

)
+

1
Φ

d2Φ

dϕ2 = −ζ sin2θ. (1.11)

En la ecuación anterior es apreciable que el segundo término depende sola-
mente de la variable ϕ y el primer y tercer término de la variable θ, por lo que,
repitiendo el mismo procedimiento que se usó en la ec. (1.8), se obtiene una nueva
constante γ tal que

sinθ
Θ

d
dθ

(
sinθ

dΘ
dθ

)
+ ζ sin2θ = γ, (1.12)

1
Φ

d2Φ

dϕ2 = −γ, (1.13)

consiguiendo una ecuación polar (1.12) y una azimutal (1.13). La solución corres-
pondiente a la ecuación azimutal es Φ(ϕ) = C1e

imϕ +C2e
−imϕ y por conveniencia

se considera C2 = 0, ya que podemos permitir que m absorba el signo negativo.
El factor constante C1 puede ser considerado de momento con valor 1 y si fuese
diferente este valor puede ser absorbido en Φ . La constante de separación es en-
tonces γ =m2.

Es fácil notar que la función Φ(ϕ) tiene una periodicidad de 2π

Φ(ϕ + 2π) = eim(ϕ+2π) = eimϕ, (1.14)

en otras palabras e2πim = 1. De esto se deduce que m debe ser un número entero,
es decir

m ∈ Z. (1.15)

Sustituyendo γ = m2 y considerando el valor de la constante de separación
ζ = l(l + 1) en la ec. (1.12) se obtiene la expresión

sinθ
d
dθ

(
sinθ

dΘ
dθ

)
+
[
l(l + 1)sin2θ −m2

]
Θ = 0, (1.16)

que tiene como solución

Θ(θ) = APml (cosθ), (1.17)

donde A es una constante de normalización y Pml son los polinomios asociados de
Legendre que puede verse en la referencia [18],

Pml (x) ≡
(
1− x2

)|m|/2 ( d
dx

)|m|
Pl(x). (1.18)

La ecuación diferencial para los polinomios asociados de Legendre, dada en la
ec. (1.16), depende de m2 y, por lo tanto, no se ve afectada por el signo de m.
Por consecuencia Pml (x) y P −ml (x) deben ser soluciones equivalentes y por lo tanto
proporcionales entre sı́.
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Pl(x) de la ec. (1.18) hace referencia al l-ésimo polinomio de Legendre y por
conveniencia se expresa en términos de la fórmula de De Rodrigues

Pl(x) ≡ 1
2ll!

(
d
dx

)l (
x2 − 1

)l
, (1.19)

con lo que la ec. (1.18) se expresa como

Pml (x) ≡ 1
2ll!

(
1− x2

)|m|/2 ( d
dx

)|m|+l (
x2 − 1

)l
. (1.20)

Usando la ec. (1.20) es sencillo de probar que

P −ml (x) = (−1)m
(l −m)!
(l +m)!

Pml (x). (1.21)

Se aprecia por la ec. (1.19) que l debe tener valores enteros no negativos para
que la fórmula de De Rodrigues cobre sentido. Además por la ec. (1.20) si |m| > l
se tendrı́a que Pml (x) = 0. Debido a esto, se obtiene que los valores de l ym son los
siguientes

l = 0,1,2,3, . . . ; m = −l,−l + 1,−l + 2, . . . ,−1,0,1, . . . , l − 2, l − 1, l. (1.22)

Recordando que la función Y es la representación del producto de las funcio-
nes Θ y Φ , se tiene la expresión siguiente

Yml (θ,ϕ) =
Aeimϕ

2ll!

(
1− cos2θ

)|m|/2 ( d
d cosθ

)|m|+l (
cos2θ − 1

)l
. (1.23)

Para obtener el valor de la constante A se retoma la condición de normalización
de la ec. (1.4)

∫
|ψ|2r2 sinθdr dθ dϕ =

∫ ∞
0
|R|2r2dr

∫ 2π

0

∫ π

0
|Yml |

2 sinθdθ dϕ = 1, (1.24)

por lo que es conveniente normalizar las funciones R e Yml de manera individual∫ ∞
0
|R|2r2dr = 1 (1.25)∫ 2π

0

∫ π

0
|Yml |

2 sinθdθ dϕ = 1. (1.26)

La ec. (1.26) se reescribe como∫ 2π

0

∫ π

0

{
Ym

′

l′ (θ,ϕ)
}∗
Yml (θ,ϕ)sinθdθ dϕ = δm′mδl′l . (1.27)

Utilizando la igualdad de la ec. (1.23) es posible separar la ec. (1.27) sobre θ
y ϕ por que son independientes, con lo que se obtienen las integrales
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∫ 2π

0
e−im′ϕeimϕdϕ = 2πδm′m (1.28)∫ π

0

{
APml′ (cosθ)

}∗
APml′ (cosθ)sinθdθ = A2 2(l + |m|)!

(2l + 1)(l − |m|)!
δl′l . (1.29)

Se ha establecido en la ec. (1.29) que m′ =m. Debido a que en la integral de la
ec. (1.28) se observa que si llegasen a ser diferentes, la integral tendrı́a un valor
igual a cero. Combinando ambos resultados y la condición de que la normaliza-
ción debe tener un valor igual a 1, se aprecia que la constante A debe valer

A =

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
, (1.30)

con lo que finalmente se puede expresar la función denominada armónicos esféri-
cos como

Yml (θ,ϕ) =

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
eimϕPml (cosθ). (1.31)

La ec. (1.9) llamada ecuación radial es de suma importancia, pues ésta de-
pende de la forma del potencial. Para cualquier potencial de simetrı́a esférica, la
solución de armónicos esféricos es correcta, mientras que la solución a la ecua-
ción radial es caracterı́stica del potencial electrostático. Para dar solución a dicha
ecuación se comienza por hacer un cambio de variable

u(r) = rR(r). (1.32)

Con dicho cambio se tendrán las siguientes igualdades

R =
u
r
,

dR
dr

=

[
r dudr −u

]
r2 ,

d
dr

[
r2dR
dr

]
= r

d2u

dr2 . (1.33)

Con la ayuda de éstas identidades, la multiplicación de la ec. (1.9) y reordenando
los términos se obtiene

− ~
2

2µ
d2u

dr2 +
[
VC(r) +

~
2

2µ
l(l + 1)
r2

]
u = Eu. (1.34)

Para hacer un poco más simple la expresión de la ec. (1.34) se toma la siguiente
definición

κ ≡
√
−2µE

~

, (1.35)

donde se puede apreciar que κ tiene un valor real para energı́as menores a cero,
que corresponden a los estados ligados del átomo, es decir, las energı́as que man-
tienen al electrón ligado al protón. Dividiendo la ec. (1.34) entre E y sustituyendo
el valor de VC(r) se tiene
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1
κ2
d2u

dr2 =
[
1−

µe2

2πε0~
2κ

1
(κr)

+
l(l + 1)
(κr)2

]
u. (1.36)

Nuevamente se requiere hacer cambios de variable de modo que

ρ ≡ κr, (1.37)

ρ0 ≡
µe2

2πε0~
2κ
, (1.38)

con lo que se obtiene una expresión nueva de la ec. (1.36),

d2u

dρ2 =
[
1−

ρ0

ρ
+
l(l + 1)
ρ2

]
u. (1.39)

La ec. (1.39) tiene dos soluciones asintóticas. Cuando ρ→∞ la solución gene-
ral es

u(ρ) = Ae−ρ +Beρ, (1.40)

pero se aprecia que eρ diverge a infinito cuando ρ tiende a infinito, por lo que la
constante B = 0. La segunda solución asintótica se presenta cuando ρ→ 0 y tiene
la forma

u(ρ) = Cρl+1 +Dρ−l , (1.41)

que, semejante al caso anterior, ρ−l diverge a infinito cuando ρ tiende a cero, por
lo que D = 0.

Ahora se requiere obtener una solución que contemple ambos comportamien-
tos asintóticos. Para ello, se introduce una nueva función υ(ρ) de tal forma que

u(ρ) =Wρl+1e−ρυ(ρ), (1.42)

con W una constante de normalización, por lo que ahora la ec. (1.39) se expresa
como

ρ
d2υ

dρ2 + 2(l + 1− ρ)
dυ
dρ

+ [ρ0 − 2(l + 1)]υ = 0, (1.43)

de manera que se asume la siguiente forma para la función υ(ρ)

υ(ρ) =
∞∑
j=0

ajρ
j . (1.44)

La ec. (1.44) representa un nuevo reto, pues se requiere conocer el valor de los
coeficientes aj . Para ello, se sustituye la forma de la función υ(ρ) en la ec. (1.43),
con lo que se requiere la primera y segunda derivada de dicha función

dυ
dρ

=
∞∑
j=0

jajρ
j−1 =

∞∑
j=0

(j + 1)aj+1ρ
j , (1.45)
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d2υ

dρ2 =
∞∑
j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j−1, (1.46)

que al ser sustituidas en la ec. (1.43) se tendrá

∞∑
j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j + 2(l + 1)

∞∑
j=0

(j + 1)aj+1ρ
j

− 2
∞∑
j=0

jajρ
j + [ρ0 − 2(l + 1)]

∞∑
j=0

ajρ
j = 0. (1.47)

Debido a que la variable ρ esta elevada a la misma potencia y las 4 sumas co-
rren sobre el mismo ı́ndice y los mismos valores, se pueden quitar de la ecuación
y despejar al coeficiente aj+1 en términos de una recursividad tal que

aj+1 =
{

2(j + l + 1)− ρ0

(j + 1)(j + 2l + 2)

}
aj . (1.48)

Si se suponen valores grandes para el ı́ndice j tal que sea dominante, se tendrá
una expresión para la fórmula de recursividad de la forma

aj+1 �
2j

j(j + 1)
aj =

2
j + 1

aj . (1.49)

Por un momento supóngase que a0 = F (una constante general que será des-
pués arreglada con una normalización), de tal forma que, obedeciendo la ec.
(1.49) se puede escribir una congruencia para el coeficiente aj

aj �
2j

j!
F, (1.50)

con lo que se puede suponer de manera temporal que

υ(ρ) = F
∞∑
j=0

2j

j!
ρj = Fe2ρ, (1.51)

y sustituyéndolo en la ec. (1.42) se tiene

u(ρ) = Fρl+1eρ. (1.52)

La ecuación anterior de nuevo diverge para valores de ρ grandes, una situa-
ción semejante a la vista en la ec. (1.40). Una solución para este problema es la
suposición de que la serie debe tener un valor final y por tanto, un valor máximo
para el ı́ndice j de manera que

ajmax+1 = 0, (1.53)

asegurando entonces que los coeficientes correspondientes a subı́ndices mayores
sean también cero. Substituyendo el valor del ı́ndice jmax en la ec. (1.48) se tiene

2(jmax + l + 1)− ρ0 = 0, (1.54)
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de donde se puede abstraer que

ρ0 = ρ0n = 2n, (1.55)

donde n = jmax + l + 1 llamado número cuántico principal y se aprecia que para
cualquier n arbitrario los posibles valores para l son

l = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (1.56)

De acuerdo con lo mostrado en las igualdades de (1.22) para cada l se tendrán
entonces (2l + 1) posibles valores de m.

Recordando las identidades mostradas en las ecs. (1.35) y (1.38) y sustituyen-
do el valor dado de ρ0n en (1.55) se tienen

κn =
µe2

2πε0~
2(2n)

(1.57)

En = −(κn~)2

2µ
(1.58)

En = −
µe4

8π2ε2
0~

2(2n)2
, (1.59)

por lo que, se pueden definir las energı́as permitidas del átomo de hidrógeno por
medio del número cuántico principal n como

En = −
 µ

2~2

(
e2

4πε0

)2 1
n2 =

E0

n2 , n ∈ {1,2,3, . . .} . (1.60)

con

E0 = −
 µ

2~2

(
e2

4πε0

)2 = −13.6058eV. (1.61)

La ec. (1.60) es conocida como la fórmula de Bohr, donde el valor del estado
base o de menor energı́a corresponde al caso de n = 1 y sustituyendo los valores
de las constantes fı́sicas se obtiene

E1 =
E0

12 = −13.6058eV. (1.62)

Usando nuevamente la ec. (1.57) se obtiene una expresión para κn tal que

κn =
(
µe2

4πε0~
2

)
1
n

=
1
a0n

, (1.63)

donde

a0 =
4πε0~

2

µe2 = 5.2917720859(36)× 10−11m, (1.64)

es llamado radio de Bohr. De las igualdades en las ecs. (1.63) y (1.37) se deduce
que
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ρn =
r
a0n

. (1.65)

Regresando a la búsqueda de la solución de la ecuación radial, usando las ecs.
(1.32) y (1.42) se tiene

Rnl(r) =
W
r
ρl+1
n e−ρnυ(ρn), (1.66)

donde quedo establecido que υ(ρn) es un polinomio de grado jmax = n − l − 1 en
ρn, expresado con coeficientes determinados por la fórmula de recursividad

aj+1 =
2(j + l + 1−n)

(j + 1)(j + 2l + 2)
aj . (1.67)

Tal polinomio (υ(ρn)) con dichos coeficientes, es conocido como la función de los
polinomios asociados de Laguerre

υ(ρn) = L2l+1
n−l−1(2ρn), (1.68)

donde

L2l+1
n−l−1(x) ≡ (−1)2l+1

(
d
dx

)2l+1

Ln+l(x), (1.69)

con

Lq(x) ≡ ex
(
d
dx

)q
(e−xxq) , (1.70)

el q-ésimo polinomio de Laguerre.

Retomando la ec. (1.25) se debe normalizar ahora la función radial como se
procedió con la función angular, de tal modo que∫ ∞

0
{Rn′l(r)}∗Rnl(r)r2dr = δn′n. (1.71)

Por lo establecido en la ec. (1.29) el subı́ndice l debe ser el mismo entonces para
que se cumpla la regla de normalización igualada a 1 los subı́ndices n′ y n tam-
bién deben ser iguales y por tanto, como puede observarse en la ref. [19] se tiene
que

∫ ∞
0

(
W
a0n

)2(
r
a0n

)2l+2

e−2r/(2a0n)
{
L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)}2

r2dr =W 2
(a0n

2

)3 2n[(n+ l)!]3

(n− l − 1)!
.

(1.72)
Se deduce el valor de la constante de normalización

W =

√(
2
a0n

)3 (n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3 , (1.73)
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obteniendo una expresión final para la ecuación radial

Rnl(r) =

√(
2
a0n

)3 (n− l − 1)!
2n[(n+ l)!]3 e

−r/(a0n)
(

2r
a0n

)l
L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)
. (1.74)

1.3. El reto unidimensional

La causa de que el comportamiento del átomo de hidrógeno unidimensional
se vuelva complicado es el potencial en el que se encuentra inmerso (problema de
Coulomb1 de una dimensión),

VC1D(x) = − e2

4πε0

1
|x|
. (1.75)

Los subı́ndices C1D representan Coulomb en una dimensión. El potencial al
que se somete el único electrón presenta una divergencia en el valor cero de la
coordenada espacial. La singularidad en una dimensión resulta más severa que
en tres dimensiones, pues los efectos de la divergencia en esta última son neutra-
lizadas en gran parte por el elemento de volumen tridimensional.

Como se vio en la sección anterior, al trabajar en un espacio tridimensional el
elemento de volumen infinitesimal tomaba la forma mostrada en la ec. (1.3) que
cumple la fórmula

dV = r2 sinθdr dθdϕ, (1.76)

que se deduce de la expresión para un espacio D-dimensional

dV = det
∣∣∣∣∣ ∂(x1,x2, · · · ,xD−1,xD)
∂(r,θ1,θ2, · · · ,θD−2,θD−1)

∣∣∣∣∣ dr dθ1 dθ2 · · ·dθD−1

= rD−1 sinD−2θ1 sinD−3θ2 · · ·sin2θD−3 sinθD−2 dr dθ1 dθ2 · · ·dθD−2 dθD−1, (1.77)

cuando D = 3.

Al trabajar en una dimensión, D = 1, el elemento de volumen infinitesimal
toma la forma

dV = r1−1dr = dr. (1.78)

Esta forma de expresión del elemento de volumen es lo que complica el análi-
sis, pues la contribución de energı́a potencial en una dimension se expresa como

〈
ψ(x)|VC1D(x)|ψ(x)

〉
=

∫ ∞
0
ψ∗(x)

(
− e2

4πε0

1
|x|

)
ψ(x)dx

= − e2

4πε0

∫ ∞
0

|ψ(x)|2

|x|
dx, (1.79)

1Nombre acuñado por otros autores para el potencial de Coulomb generalizado a todas las
dimensiones en la que este sea tratado.
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con ψ(x) la función de onda correspondiente al sistema unidimensional.

La expresión correspondiente en tres dimensiones es

〈
ψnlm(r,θ,ϕ)|VC(r)|ψnlm(r,θ,ϕ)

〉
=

∫
V
|ψnlm(r,θ,ϕ)|2

(
− e2

4πε0r

)
dV

= − e2

4πε0

∫ ∞
0
|Rnl(r)|2rdr

∫ 2π

0

∫ π

0
|Yml (θ,ϕ)|2 sinθdθdϕ

= − e2

4πε0

∫ ∞
0
|Rnl(r)|2rdr (1.80)

donde ψnlm(r,θ,ψ) = Rnl(r)Y
m
l (θ,ϕ) y se ha usado la normalización de la ecuación

angular.

Se puede notar que la ec. (1.80) evade la divergencia en al ser evaluada en
0 pues ya no cuenta con el termino r−1 que fue anulada por el elemento de vo-
lumen que se obtiene por la determinante de Jacobi. Además, por la forma de
la ec. (1.74) cuando la integral es evaluada en infinito, ésta converge a cero. No
obstante, en la ec. (1.79) aún se cuenta con el término |x|−1 que no tiene anulación.

Éste argumento, aunque es obvio, no debe tomarse como preciso, pero bas-
tara para mostrar el punto sobre la complejidad entre el análisis del átomo de
hidrógeno unidimensional y tridimensional.

1.3.1. Antecedentes

El problema unidimensional en el átomo de hidrógeno se ha discutido desde
múltiples enfoques [1–15]. Sin embargo, no existe un consenso sobre cual es el
método adecuado ni se ha obtenido un resultado generalmente aceptado.

El resultado de Loudon [1] (el primer trabajo reportado sobre el tema) con-
cluye, mediante el uso de funciones de onda de paridad impar, que el estado base
del átomo de hidrógeno unidimensional tiene una energı́a de enlace infinita ne-
gativa, con todos los estado ligados excitados poseyendo una doble degeneración.
Esto contradice el teorema de la no existencia de degeneraciones en sistemas de
una dimensión que se puede ver en [20] y que se reproduce aquı́.

Teorema Para todo sistema en una dimensión, los eigenvalores del hamilto-

niano Ĥ = p̂2

2m +V (x), con p̂ = −i~∇, son no degenerados.

Demostración: Sean ψ1(x) y ψ2(x) dos eigenfunciones de Ĥ, con el mismo
eigenvalor E

ψ′′1 (x) =
2m
~

2 (V (x)−E)ψ1(x), ψ′′2 (x) =
2m
~

2 (V (x)−E)ψ2(x). (1.81)
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Multiplicando la primera ecuación por ψ2(x), la segunda por ψ1(x) y restando
ambos resultados obtendremos

ψ′′1 (x)ψ2(x)−ψ1(x)ψ′′2 (x) = 0, (1.82)

o equivalentemente

d
dx

(ψ′1(x)ψ2(x)−ψ1(x)ψ′2(x)) = 0. (1.83)

Si se integra con respecto a x se obtiene

ψ′1(x)ψ2(x)−ψ1(x)ψ′2(x) = cte. (1.84)

Tanto ψ1(x) como ψ2(x) se desvanecen conforme x→ ±∞ para que sean nor-
malizables. Dado que la ecuación anterior es válida para todo x, la constante debe
ser cero. En conclusión, de la ec. (1.84) se obtiene

ψ′1
ψ1

=
ψ′2
ψ2
,

d
dx

lnψ1 =
d
dx

lnψ2. (1.85)

Al integrar, se obtendrá ln(ψ1) = ln(ψ2) + k, con k constante, entonces ψ1 =
ekψ2. Además, las funciones deben cumplir con la condición de normalización∫

|ψ1|2dx =
∫

(ekψ2)∗(ekψ2)dx =
∫
|ψ2|2dx = 1. (1.86)

En otras palabras, Re(k) = 0, ψ1 y ψ2 no son independientes, i.e. cualesquiera
dos soluciones con la misma energı́a deben ser múltiples entre sı́. Por lo tanto, no
hay estados degenerados distintos en una dimensión.�

Aun con la afirmación de este teorema, el potencial del problema de Coulomb
es un potencial singular, por lo que la diferenciabilidad que plantea el teorema
en las funciones ψ1 y ψ2 podrı́a ser discutible.

Las suposiciones de Loudon fueron corroboradas después por Andrews [2],
quien evitó el problema de la degeneración de estados excitados. Señaló que el
origen actuaba como una barrera impenetrable (|V (x)| → ∞ si x → 0+) si el po-
tencial es integrable hasta la singularidad. De este modo solo tendrı́a solución
cuando x > 0 (o x < 0).

En ref. [3], los trabajos de Luodon y Andrews son señalados incorrectos debi-
do a la importancia del teorema de la no degeneración y el criterio de ortogona-
lidad para estados singulares y la condición de conexión de la función de onda,
señalando que los estados propios con paridad par no existen.

En 1992 Moshinsky [4] concluyó que el potencial unidimensional de Coulomb
x−1 es penetrable a pesar de su divergencia en x = 0. Aunque no determina un
valor para la energı́a base del átomo de hidrógeno, si menciona como una posibi-
lidad de que esta sea infinita negativa. Su postura fue resultado del análisis de un
problema de centro de masas en un “oscilador Dirac” para el espectro de masas
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de los mesones.

Los análisis realizados por Nouri [5] ası́ como Palma y Raff [6, 7] tratan el
problema a través de las ecuaciones de Schrödinger, mediante los recursos de
cambio de variable para obtener un caso especial de la ecuación de Whittaker.
Valiéndose de transformaciones de Fourier, obtienen una solución general para
el espectro energético,

En1D = − ~
2

2µa2
0

1
n2 . (1.87)

Sustituyendo el valor de a0 como se muestra en la ec. (1.64) se tendrá entonces

En1D = −
e4µ

2(4πε0)2
~

2n2 , (1.88)

que corresponde a la energı́a del electrón en el modelo atómico tridimensional de
Bohr en un átomo de hidrógeno. La igualdad es correspondiente a la expresada
en la ec. (1.60) para cualquier n = 1,2,3, . . . .

Un análisis realizado en [8] se vale de la ecuación de Klein-Gordon en una di-
mensión extendiendo los resultados no relativistas obtenidos por Loudon, suavi-
zando la singularidad mediante un corte y obteniendo un estado de antipartı́cula
con energı́a de enlace positiva.

Abramovici y Avishai [9] estudian potenciales coulombianos V (x) = c
|x| repul-

sivos (c > 0) y atractivos (c < 0) para intentar llegar a una conexión entre ellos
mediante dos ecuaciones de onda acopladas equivalentes, definidas para valores
de x+ y de x−. Para realizar el estudio se valen de dos métodos, el primero con-
sidera restricciones bilineales para cancelar en ambas funciones las divergencias.
El segundo consiste en calcular la transmisión de la onda para un potencial de
Coulomb truncado (Vε(x) = 0 con |x| < ε y Vε(x) = c

|x| para |x| > ε considerando
ε→ 0).

En ambos métodos, llegan a la conclusión de que el coeficiente de transmi-
sión desaparece, por lo que el potencial es un reflector perfecto, inclusive para
el potencial atractivo. En cuanto a la energı́a base, obtienen para el átomo de
hidrógeno unidimensional (potencial atractivo) dos tipos de soluciones. La pri-
mera es un espectro de Rydberg (En1D = E1

n2 ) con soluciones regulares. La segunda
son funciones de onda de estado anómalos en términos de soluciones singulares
pues son integrables, pero no ortogonales. Estas segundas soluciones arrojan un
espectro energético como En1D = E1

(n+ 1
2 )2 .

En las referencias [10, 11] los autores postulan que el átomo de hidrógeno
unidimensional no admite un estado base de energı́a infinita, ya que el sistema
exhibe una regla de superselección que prohı́be estados pares o impares.
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En [12] Jaramillo et al. analizan el problema de Coulomb unidimensional me-
diante la separación de las funciones de onda que describen el estado base. Una
función describe el comportamiento cuando el valor de la coordenada espacial es
positiva y la segunda cuando la coordenada es negativa. Obtienen un espectro de
energı́a para x+ como el de Rydberg y para x− se obtienen funciones de paridad
impar, semejantes a las obtenidas por Loudon.

Omiste et al. [13] consideran que el problema del átomo de hidrógeno de una
dimensión tiene ya como solución el espectro de Rydberg y sólo consideran los
valores positivos de la coordenada espacial. Explican que el comportamiento ayu-
dará a estudiar la dinámica de los electrones en la superficie de helio lı́quido, lo
cual tendrı́a como posibles aplicaciones la construcción de computadoras cuánti-
cas [21, 22].

El estudio numérico realizado en [14] consta de dos enfoques diferentes de la
ecuación de Schrödinger para el átomo de hidrógeno unidimensional sometido a
un pulso de láser con el propósito de inducir muchos estados excitados. El pri-
mer enfoque utiliza transformadas rápidas de Fourier para el operador cinético
ası́ como polinomios de Chebyshev para el propagador y el segundo emplea el
método de dirección alterna aleatoria (o ADI por sus siglas en inglés).

Dicho estudio compara las transferencias de poblaciones entre estados pares
e impares que obtienen al someter al sistema a diferentes intensidades del láser.
Las transferencias ocurren de manera oscilante y las correspondientes a intensi-
dades grandes, tienden a una frecuencia estable. Una extrapolación a dicha fre-
cuencia puede considerar que el comportamiento de estados es continuo, por lo
que el posible nuevo estado con una energı́a infinita permanecerı́a despoblado.
Sin embargo los autores aclaran que sus observaciones numéricas no prueban la
existencia de dicho estado.

Otro estudio numérico al átomo de hidrógeno unidimensional es realizado
en [15] mediante el uso de elementos finitos en un potencial de Coulomb unidi-
mensional suavizado, 1/

√
x2 + β2, con un parámetro de ablandamiento (β) que se

aproxima a cero. Tal parámetro es introducido para obtener un problema fı́sico
de buen comportamiento para eliminar la singularidad y discontinuidad del po-
tencial 1/ |x| siempre que β → 0, infiriendo el comportamiento de las soluciones
pares y/o impares en dicho limite.

El análisis detalla que el algoritmo utilizado trata de dar solución a la ecua-
ción de Schrödinger ({Ĥ −E}Ψ (x) con Ĥ el hamiltoniano, E la energı́a que puede
ser discreta o continua y Ψ (x) la función de onda). La función Ψ es expandida
de manera que exista continuidad en la primera derivada entre dos elementos
consecutivos de esta expansión.

El análisis numérico otorga los valores de la energı́a base para funciones pares
a diferentes valores del parámetro de ablandamiento y los datos de los primeros
8 estados excitados del átomo para funciones pares e impares. Dichos estados,
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resultan tener valores propios proporcionales a 1/(2n2), pero el estado base de
paridad par es consistente con una energı́a −∞, que lo autores postulan como
una partı́cula sometida al potencial coulombiano que esta fija en el origen.

En resumen, las referencias [2, 4, 9, 12–15] plantean el problema como si el
potencial coulombiano en la coordenada x = 0 se comportara como una barrera
impenetrable, en las que sólo se trabaja con los valores positivos o negativos del
origen de coordenadas.

Las referencias [1, 2, 4, 12, 14, 15] postulan que la energı́a del enlace del es-
tado base debe ser infinita, aunque, dentro de las mismas, la referencia [12] no
descarta la posibilidad de que sea un enlace con energı́a finita semejante al es-
pectro de Rydberg.

En las referencias [3, 5–11, 13] los autores argumentan que la energı́a de en-
lace debe ser finita.



Capı́tulo 2

Metodologı́a

2.1. Mecánica estadı́stica

En mecánica clásica, el promedio estadı́stico o valor esperado de una observa-
ble B en un espacio continuo esta dado por

〈B〉 =
∫
B(Γ )ρ(Γ )dΓ , (2.1)

donde la variable Γ designa el espacio de fases y ρ es la distribución de pro-
babilidad. Cada punto del espacio fásico representa un estado del sistema fı́si-
co en contacto con un baño térmico a una temperatura T que estará caracteri-
zado por la energı́a del estado EΓ , momento y posiciones de las partı́culas i.e.
Γ = {x1, . . . ,xN ,p1, . . . ,pN }, como se desarrolla en la ref. [23]. La probabilidad de
ocupación de un estado se establece por

ρ(Γ ) =
1
Z
e−EΓ /kBT (2.2)

donde kB es la constante de Boltzmann y la cantidad (kBT)−1 se denota tı́picamen-
te con la letra β. La constante de normalización Z es la función de partición que
es descrita como

Z =
∫
e−βEΓ dΓ . (2.3)

Sustituyendo la ec. (2.2) en la ec. (2.1) el promedio de equilibrio para una
cantidad B como conjunto canónico es

〈B〉 =
1
Z

∫
B(Γ )e−βEΓ dΓ , (2.4)

donde la energı́a esta definida por el hamiltoniano del sistema.

Suponiendo que la función hamiltoniana es de la forma H = p2

2m + V (x) que
depende de los momentos y las posiciones especı́ficas de los conjuntos, se tendrá
que la integral sobre e−βEΓ en la ec. (2.3) puede ser separada en una integral de
momento y una de posición (que denota una configuración P = p1, . . . ,pN y X =

18
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x1, . . . ,xN ). Si la observable B es independiente del momento, las integrales sobre
P como numerador y denominador se cancelan y queda solamente

〈B〉 =

∫
B(X)e−βV (X)dX∫
e−βV (X)dX

. (2.5)

Por tanto, la probabilidad de distribución, o factor de Boltzmann queda como

ρ(X) =
e−βV (X)

Z
, (2.6)

con Z =
∫
e−βV (X)dX.

Integrales multidimensionales similares a la ec. (2.5) no pueden ser evaluadas
utilizando métodos de integración numéricas simples como lo serian la regla de
Simpson si la cantidad de variables es muy grande.

2.2. Matriz de densidad térmica

En mecánica cuántica, un sistema en un estado puro |Ψ 〉 puede ser descri-
to por una función de onda Ψ (x) = 〈x|Ψ 〉 que puede ser expresada en términos
de sus eigenvalores EΓ y eigenfunciones |ψΓ 〉 del hamiltoniano Ĥ. La matriz de
densidad correspondiente a dicha función única es expresada como

ρ = |Ψ 〉〈Ψ |. (2.7)

La matriz de densidad proporciona una manera conveniente de extender el es-
tudio a una temperatura finita. Siguiendo los principios de la mecánica estadı́sti-
ca, en un espacio discreto, al colocar al sistema en contacto con un baño térmico
se le asignan probabilidades PΓ a los estados |ψΓ 〉 lo que conduce a la expresión
de la matriz de densidad térmica [23]

ρ =
∑
Γ

PΓ |ψΓ 〉〈ψΓ |. (2.8)

Los pesos de las probabilidades PΓ deben cumplir con la condición de norma-
lización

∑
Γ PΓ = 1 lo que le otorga una condición a la matriz de densidad ρ de ser

auto-adjunta por lo que la traza presenta

tr(ρ) = 1. (2.9)

Determinar el valor esperado de una observable B en el espacio discreto, en
un estado mixto se calcula como la suma del valor esperado en cada uno de los
estados accesibles por la probabilidad de estar en dicho estado de modo que

〈B〉 =
∑
Γ

PΓ 〈ψΓ |B|ψΓ 〉. (2.10)
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En la sección anterior se obtuvo que la distribución de probabilidad para un
sistema en equilibrio termodinámico a una temperatura T con N partı́culas ocu-
pando un estado con energı́a EΓ esta dado por la ec. (2.2). En un espacio discreto,
la función de partición cambia la integral por una suma tal que

Z =
∑
Γ

e−βEΓ , (2.11)

y ahora la matriz de densidad térmica se escribirá como

ρ =
1
Z

∑
Γ

e−βEΓ |ψΓ 〉〈ψΓ |. (2.12)

Reescribiendo la ec. (2.10) en una base arbitraria (|b〉), usando la relación de
completes

∑
b |b〉〈b| = 1 se obtiene que el valor esperado de cualquier observable

B en un espacio discreto estará definida por [24]

〈B〉 =
∑
b

∑
b′

∑
Γ

PΓ 〈b|ψΓ 〉〈ψΓ |b′〉

〈b′ |B|b〉
=

∑
b

∑
b′

 1
Z

∑
Γ

e−βEΓ 〈b|ψΓ 〉〈ψΓ |b′〉

〈b′ |B|b〉
=

∑
b

∑
b′

〈b|ρ|b′〉〈b′ |B|b〉 = tr(ρB), (2.13)

donde la expresión dentro del paréntesis en la primera lı́nea es el elemento bb′

de la matriz densidad.

Por motivos de simulaciones numéricas, es conveniente cambiar a una repre-
sentación de espacio de posiciones, introduciendo el conjunto de coordenadas
para un sistema de N partı́culas en D dimensiones X = {x1, . . . ,xN }, con lo que la
matriz se convierte en

ρ(X,X ′;β) =
1
Z
〈X |e−βH|X ′〉 =

1
Z

∑
Γ

e−βEΓψ∗Γ (X)ψΓ (X ′). (2.14)

Para cualquier operador hamiltoniano Ĥ la matriz de densidad es simétrica
en dos argumentos

ρ (X,X ′;β) = ρ (X ′,X;β) . (2.15)

2.3. Generalidades del método Monte Carlo

En 1947 y 1953 las computadoras electrónicas con ENIAC (Electronic Nume-
rical Integrator and Computer) y MANIAC (Mathematica Analyzer, Numerical
Integrator and Computer) respectivamente, trabajaron con modelos de trayecto-
rias erráticas de neutrones dentro de materiales fisionables para el desarrollo de
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una bomba termonuclear [25]. Para ello se uso un nuevo método que utilizaba
números “aleatorios” generados por estas mismas computadoras. Dicho método
es llamado Monte Carlo.

El nacimiento de este método se atribuye a los matemáticos John von Neu-
mann y Stanislaw Ulam quienes participaron en el proyecto Manhattan y necesi-
taban describir las trayectorias caóticas de los neutrones en diferentes materiales
fusionables [26].

El enfoque que ofrece el método es expresar la cantidad que queremos conocer
como el valor esperado de una función g dependiente de una variable aleatoria Y
tal que B = g(Y ). Entonces se generan valores Y1, . . . ,YN y tomamos su promedio
como

BN =
1
N

N∑
i=1

g(Yi) ≈ 〈B〉 (2.16)

que llamamos el estimador de Monte Carlo de 〈B〉.

Con frecuencia Y = f (x), donde la variable aleatoria x ∈ D ⊆ Rd , se obtiene de
una función de densidad de probabilidad ρ(x) y f es una función real definida
sobre D, entonces

BN =
N∑
i=1

f (x)ρ(x)dx. (2.17)

Si 〈B〉 existe, la ley débil de los grandes números dice que para cualquier número
ε > 0 se tiene

lı́m
N→∞

P
(∣∣∣BN − 〈B〉∣∣∣ ≥ ε) = 0. (2.18)

Esto significa que a medida queN se hace grande, entonces las probabilidades de
que BN se desvı́e mucho de 〈B〉 son muy pocas. La ley fuerte de los grandes números
dice que el error absoluto

∣∣∣BN − 〈B〉∣∣∣ eventualmente será tan pequeño que llegara
un punto en que el valor de ε se estancará en cero,

P
(

lı́m
N→∞

∣∣∣BN − 〈B〉∣∣∣ = 0
)

= 1. (2.19)

Ambas leyes de grandes números nos dicen que Monte Carlo eventualmente
produce un error sumamente pequeño, pero no menciona qué tan grande debe
ser N para que esto pase ni tampoco dice como deben ser los valores Y1, . . . ,YN
para que efectivamente el error se mantenga pequeño.

Para mostrar el funcionamiento del método de integración, considere la inte-
gración sobre el intervalo [a,b] de la función h

I =
∫ b

a
h(x)dx. (2.20)
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Sea Y la variable aleatoria con una función de densidad de probabilidad ρ(x) defi-

nida sobre [a,b] de tal forma que ρ(x) , 0,∀x ∈ [a,b] y
∫ b
a
ρ(x)dx = 1. Multiplicando

y dividiendo por ρ la ec. (2.20) toma la forma∫ b

a
h(x)dx =

∫ b

a
ρ(x)

h(x)
ρ(x)

dx. (2.21)

Definimos g(x) = h(x)/ρ(x) y recordamos la definición de valor esperado

〈g(Y )〉 =
〈
h(Y )
ρ(Y )

〉
=

∫ b

a
ρ(x)

h(x)
ρ(x)

dx =
∫ b

a
h(x)dx. (2.22)

Por las leyes de los grandes números, se genera una colección aleatoria {Yi}Ni=1
de la distribución ρ y se aproxima el valor esperado 〈B〉 = 〈g(Y )〉 mediante el
estimador de Monte Carlo

〈B〉 = 〈g(Y )〉 =
∫ b

a
h(x)dx ≈ BN =

1
N

N∑
i=1

g(Yi). (2.23)

2.4. Cálculo del error

La varianza asociada con una estimación de Monte Carlo 〈g(Y )〉 = 〈h(Y )/ρ(Y )〉
se define como

Var[g (Y )] = σ2
N =

1
N − 1

N∑
i=1

(
g(Yi)

2 − 〈g(Y )〉
)2
, (2.24)

y la desviación estándar es

σN =
√
σ2
N =

√√√
1

N − 1

N∑
i=1

(g(Yi)2 − 〈g(Y )〉)2. (2.25)

Si las muestras {Yi}Ni=1 son estadı́sticamente independientes, por el teorema del
lı́mite central se obtiene que el promedio de la muestra BN de la ec. (2.23) se
comporta como una distribución gaussiana, por lo que su varianza es

Var
[
BN

]
=

1
N 2

N∑
i=1

Var[g (Y )] =
Var[g (Y )]

N
=
σ2
N

N
. (2.26)

Mientras la secuencia de

σ2
1 ,σ

2
2 ,σ

2
3 , . . .,

sea limitada, la varianza disminuye asintóticamente como 1/N , por tanto, el error
estándar es

error
(
BN

)
=

√
Var[g (Y )]

N
=
σN√
N
. (2.27)

La ecuación anterior implica que el error entre el valor exacto de la integral
I y la estimación de Monte Carlo disminuye como el inverso de la raı́z cuadrada
del número de muestras, donde subyace la fuerza de este método de integración.
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2.5. Muestreo de importancia

El valor esperado 〈B〉 podrı́a ser muy difı́cil de calcular aproximativamente
por el método de Monte Carlo si ρ(x) tiene valores cercanos a cero ya que dicho
método se esta tratando de encontrar el promedio de h(x)/ρ(x) de un cierto núme-
ro de muestras. Si ρ es muy pequeño para una muestra dada, h(x)/ρ(x) podrı́a ser
muy grande.

La función ρ(x) podrı́a ser pequeña fuera de algún intervalo [a,b], o quizás el
intervalo podrı́a resultar muy pequeño, por lo que una muestra simple de la va-
riable aleatoria podrı́a dejar de tener valores dentro de dicho intervalo. Algunos
ejemplos se pueden observar en fı́sica de altas energı́as, interferencia bayesianas,
eventos financieros y de seguros.

Esta muestra h/ρ que podrı́a ser muy grande, sesgarı́a en gran medida el pro-
medio de la muestra con el promedio real, aumentando también de manera con-
siderable la varianza, por lo que será necesario tomar muchas muestras para can-
celar los efectos del mal muestreo.

Para obtener buenas muestras del intervalo de interés se hace un muestreo de
una distribución para sobreponderar dicha región, es de aquı́ que viene el nom-
bre de muestreo de importancia. Esto resulta al garantizar que los valores de ρ(x)
no sean pequeños, a excepción de cuando h(x) también es pequeña, limitando el
valor máximo de h(x)/ρ(x).



Capı́tulo 3

Formulación

3.1. La idea de Dirac y Feynman

En 1933 Dirac mostró que la acción tiene un papel importante en la mecánica
cuántica al postular que el propagador es proporcional a eiS/~, donde S es la ac-
ción evaluada a lo largo de una trayectoria [27].

Feynman en 1942 continuó estudiando la postura de Dirac y partió de la idea
de un espacio de configuraciones analizadas con integrales funcionales para desa-
rrollar un método conocido como integrales de trayectoria. Las integrales gene-
ralizan el principio de acción mı́nima de la mecánica clásica, donde se sustituye
la noción de una sola trayectoria por la de una suma sobre todas las trayectorias
posibles.

A diferencia de la mecánica clásica, en mecánica cuántica no puede hablarse
de una trayectoria, sino de calcular el propagador cuántico que mide la amplitud
de transición entre un estado inicial y un estado final.

Feynman se centró en el experimento de la doble rendija [28], en donde una
partı́cula que parte de un eigenestado |xi〉 del operador de posición en el tiempo
ti e incide en un tiempo posterior tf en el eigenestado |xf 〉 en una pantalla con
una probabilidad P . Los resultados de los experimentos indican que P se obtiene
mediante la suma de las amplitudes de probabilidad, que explica la aparición de
los patrones de interferencia en los experimentos.

Con esta idea en mente, Feynman sugiere que el propagador se describe como
la suma de la contribución de misma intensidad de cada trayectoria posible con
una fase distinta en el sentido de Dirac, misma que es proporcional a la acción en
unidades de ~

P (xi , ti ;xf , tf ) =
∑

[x]

eiS[x]/~ (3.1)

con S[x] la acción de la trayectoria [x], y se suma sobre todas las trayectorias po-
sibles.

24
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3.2. Integral de trayectoria

Para estudiar la formulación de Feynman, se considera un sistema cuántico
simple, una partı́cula no relativista de masa m sometida bajo un potencial V y
restringiendo su libertad a una dimensión. Con esta descripción, suponemos que
el operador hamiltoniano es de la forma

Ĥ = T̂ (p̂) + V̂ (x̂) (3.2)

que es la suma de una energı́a cinética y potencial y que el espectro del mismo se
encuentra acotado.

Empleamos ahora el análisis de integrales funcionales para determinar la am-
plitud de probabilidad de una partı́cula que viaja desde un estado inicial |xi〉 a
un estado final |xf 〉 en un tiempo ∆t = tf − ti

〈xf , tf |xi , ti〉 = 〈xf |Û (tf , ti)|xi〉 = 〈xf |e−i∆tĤ/~|xi〉, (3.3)

con
Û (tf , ti) = e−i(tf −ti )Ĥ/~ (3.4)

llamado el operador de evolución temporal que satisface la ecuación diferencial

i~
∂Û (tf , ti)

∂tf
= ĤÛ (tf , ti), (3.5)

que es correspondiente a la ecuación de Schrödinger.

El interés en este estudio se centra en las amplitudes de evolución en la se-
cuencia de tiempos causales que contienen la información cuántica relevante.
Feynman estudió la composición fundamental del operador de evolución tem-
poral dividiendo la amplitud en N + 1 operadores de evolución. Cada uno de
estos actúa sobre un intervalo pequeño de tiempo, por lo que, se divide ∆t en
N + 1 partes temporales de igual tamaño (con ti ≡ t0 < t1 < . . . < tN+1 ≡ tf ), con lo
que la ec. (3.3) se puede escribir como

〈xf , tf |xi , ti〉 = 〈xf |Û (tf , tN )Û (tN , tN−1) · · ·Û (t2, t1)Û (t1, ti)|xi〉. (3.6)

Recordemos que para cada instante tn, los estados |x, tn〉 forman un conjunto
completo

11 =
∫ ∞
−∞
dxn|xn, tn〉〈xn, tn|, n ∈ {1, . . . ,N } , (3.7)

por lo que la amplitud se convierte en el producto de N integrales

〈xf , tf |xi , ti〉 = 〈xN+1, tN+1|x0, t0〉 =

 N∏
n=1

∫ ∞
−∞
dxn

 N+1∏
n=1

〈xn, tn|xn−1, tn−1〉. (3.8)
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Los argumentos de la integral son el producto de las amplitudes para los interva-
los de tiempo pequeño

〈xn, tn|xn−1, tn−1〉 = 〈xn|e−iεĤ/~|xn−1〉, (3.9)

con ε ≡ tn − tn−1 ≡ (tf − ti)/(N + 1) > 0.

El operador de evolución temporal

e−iεĤ/~ = e−iε(T̂+V̂ )/~, (3.10)

puede ser factorizar debido a la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff [29], ob-
teniendo

e−iε(T̂+V̂ )/~ = e−iεV̂ /~e−iεT̂ /~e−iε2ϑ̂/~2
, (3.11)

donde el operador ϑ̂ es una expansión expresada en términos del conmutador de[
V̂ , T̂

]
tal que

ϑ̂ ≡ i
2

[
V̂ , T̂

]
− ε

12~

([
V̂ ,

[
V̂ , T̂

]]
−
[[
V̂ , T̂

]
, T̂

])
+O(ε2). (3.12)

Para despreciar el término ϑ̂ que contiene el factor ε2 se supone el caso del
lı́mite ε→ 0, que implica que el número de intervalos N +1 tiende a infinito, que
se desprende de la llamada fórmula del producto Trotter que puede citarse en
[30]. Por el hecho de que T̂ y V̂ son acotados se obtiene

e−i(tf −ti )Ĥ/~ = lı́m
N→∞

(
e−iεV̂ /~e−iεT̂ /~

)N+1
. (3.13)

Que resulta valida incluso cuando los operadores solamente están acotados por
abajo [31].

Si se tratasen de números T y V , la ec. (3.13) resulta trivialmente cierto, pero
al tratar con operadores se debe utilizar la fórmula mostrada en (3.11) y emplear
la norma que actúa sobre los operadores en un espacio de Hilbert. Las condicio-
nes matemáticas y el análisis funcional pueden ser consultados en la literatura
sugerida [32].

Ahora se obtienen los elementos de la matriz de e−iεĤ/~ como

〈xn|e−iεĤ(p̂,x̂)/~|xn−1〉 ≈
∫ ∞
−∞
dx〈xn|e−iεV̂ (x̂)/~|x〉〈x|e−iεT̂ (p̂)/~|xn−1〉

=
∫ ∞
−∞
dx〈xn|e−iεV̂ (x̂)/~|x〉

∫ ∞
−∞

dpn
2π~
〈x|pn〉〈pn|xn−1〉e−iεT (pn)/~

=
∫ ∞
−∞
dx〈xn|e−iεV̂ (x̂)/~|x〉

∫ ∞
−∞

dpn
2π~

e−ipn(xn−xn−1)/~ e−iεT (pn)/~, (3.14)

donde se ha utilizado la base de momentos y la normalización de la onda plana



Formulación 27

11 =
∫ ∞
−∞

dp

2π~
|p〉〈p|, 〈x|p〉 =

eipx/~

(2π~)1/2
(3.15)

consistente con

δ (x − y) =
∫ ∞
−∞
dp〈x|p〉〈p|y〉 =

∫ ∞
−∞

dp

2π~
e−ip(x−y)/~. (3.16)

Evaluando los elementos de la matriz local en la ec. (3.14)

〈xn|e−iεV̂ (x̂)/~|x〉 = δ(xn − x)e−iεV (xn)/~, (3.17)

la ec. (3.14) se expresa como

〈xn|e−iεĤ(p̂,x̂)/~|xn−1〉 ≈∫ ∞
−∞

dpn
2π~

exp {−ipn(xn − xn−1)/~− iε [T (pn) +V (xn)] /~}. (3.18)

Sustituyendo el resultado de la ec. (3.18) en la ec. (3.8) se obtiene la aproxi-
mación finita para la integral de trayectoria de Feynman en un espacio de fase

〈
xf , tf |xi , ti

〉
≈

 N∏
n=1

∫ ∞
−∞
dxn

N+1∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dpn
2π~

]
exp

( i
~

S̃N
)
, (3.19)

donde

S̃N =
N+1∑
n=1

[pn(xn − xn−1)− εH(pn,xn)]. (3.20)

3.2.1. Reducción de espacio-fase a espacio de coordenadas

Con el operador hamiltoniano de la forma de la ec. (3.2) y el operador de
energı́a cinética estándar (T̂ = p̂/2m) se puede realizar el tratamiento de la inte-
gral sobre los momentos de la ec. (3.19), factorizando la contribución de V (x)

∫ ∞
−∞

dpn
2π~

exp
{
−p2

n
iε

2m~

+ pn
i (xn − xn−1)

~

}
=

( m
2πi~ε

)1/2
exp

{
i(xn − xn−1)2m

2~ε

}
,

(3.21)
empleando la identidad ∫ ∞

−∞

dω
2π

e−aω
2+bω =

eb
2/4a
√

4πa
, (3.22)

con a,b ∈C, siempre y cuando Re(a) ≥ 0. Resulta por lo tanto

〈xf , tf |xi , ti〉 ≈
( m
2πi~ε

)1/2 N∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dxn√
2πi~ε/m

]
exp

{ i
~

SN
}
, (3.23)
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donde SN se representa por

SN =
N+1∑
n=1

ε

[
m
2

(xn − xn−1

ε

)2
−V (xn, tn)

]
. (3.24)

Bajo las condiciones de la fórmula de Trotter, la aproximación discreta en la
ec. (3.23) es correcta y podemos pasar al lı́mite continuo de modo que la suma de
la ec. (3.24) converge hacia la acción

S[x(t)] = lı́m
ε→0

SN =
∫ tf

ti

dtL(x, ẋ), L(x, ẋ) =
m
2
ẋ2 −V (x, t). (3.25)

Por lo tanto, en el mismo lı́mite ε → 0 y N → ∞, el producto de un número
infinito de integrales en la ec. (3.23) se denominará integral en el espacio de tra-
yectorias designada como

〈xf , tf |xi , ti〉 =
( m
2πi~ε

)1/2 N∏
n=1

∫ x(tf )=xf

x(ti )=xi

dxn√
2πi~ε/m

eiS[x(t)]/~

=
∫ x(tf )=xf

x(ti )=xi
DxeiS[x(t)]/~, (3.26)

donde

Dx =
( m
2πi~ε

)(N+1)/2 N∏
n=1

dxn. (3.27)

3.2.2. Tiempo imaginario

En la estadı́stica cuántica, la función hamiltoniana H es reemplazada por el
operador Ĥ y la integral sobre el espacio de fase por la traza en el espacio de
Hilbert. Esto conduce a la función de partición cuántica-estadı́stica en contacto
con un baño térmico a temperatura T

Z(T ) ≡ tr
(
e−Ĥ(p̂,x̂)/kBT

)
, (3.28)

la cual se relaciona con el operador de evolución temporal. Para hamiltonianos
independientes del tiempo, la función de partición mecánico-cuántica se define
como

Z(tf − ti) ≡ tr
(
Û (tf , ti)

)
= tr

(
e−i(tf −ti )Ĥ/~

)
, (3.29)

que puede ser obtenida de la mecánica cuántica continuando con el intervalo de
tiempo imaginario negativo

tf − ti = − i~
kBT

≡ −i~β. (3.30)
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En la base de eigenestados de posición |x〉 la traza de la función de partición
mecánico-cuántica corresponde a la integral de la amplitud de la evolución tem-
poral sobre |xf 〉 = |xi〉 y la evaluación analı́tica sobre el tiempo continuo

Z ≡
∫ ∞
−∞
dx〈x|e−βĤ|x〉 =

∫ ∞
−∞
dx〈x, tf |x, ti〉|tf −ti=−i~β . (3.31)

Si se divide el factor de Boltzmann en N + 1 factores tales como e−εĤ/~ con ε =
~/{kBT (N + 1)} se obtiene una representación en integrales de trayectoria similar
a la ec. (3.19) como

Z ≈
N+1∏
n=1

[∫ ∞
−∞
dxn

∫ ∞
−∞

pn
2π~

]
exp

(
−1
~

S̃NE

)
, (3.32)

donde

S̃NE =
N+1∑
n=1

−ipn(xn − xn−1) + εH(pn,xn). (3.33)

Un notable cambio que se aprecia en la ec. (3.32) a diferencia de la ec. (3.19)
es la ausencia del factor imaginario i en frente de S̃NE . Además hay una integral
adicional sobre el espacio de coordenadas por que se ha dado la condición |xf 〉 =
|xi〉. En el lı́mite del continuo ε → 0, la suma (3.33) se convierte en integral tal
que

S̃E[p,x] =
∫

~β

0
dτ [−ip(τ)ẋ(τ) +H(p(τ),x(τ))], (3.34)

donde p(τ) y x(τ) se pueden considerar como trayectorias que se ejecutan a lo
largo de un eje de tiempo imaginario τ = it. La transición de t a τ es llamada
rotación de Wick.

Al emplear la rotación de Wick en el espacio de coordenadas se obtiene

Z =
∫
dx

∫ x(~β)=xf

x(0)=xi
Dx e−SE[x(τ)]/~ =

∮
Dx e−SE[x(τ)]/~, (3.35)

donde SE[x(τ)] es la versión euclidiana de la acción

SE[x(τ)] =
∫ τf

τi

dτ

[
mẋ2

2
+V (x,τ)

]
, (3.36)

donde ẋ denota la primera derivada con respecto al tiempo imaginario y∮
Dx =

N+1∏
n=1

∫ ∞
−∞

dxn√
2π~ε/m

. (3.37)

La funcional SE[x(τ)] es similar a la acción de la ec. (3.25). Dado que gobierna
las integrales de la trayectoria cuántico-estadı́stica, se denomina acción euclidia-
na, indicada por el subı́ndice E. El nombre alude al hecho de que un espacio
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euclidiano D-dimensional extendido por un eje de tiempo imaginario τ = it tiene
las mismas propiedades geométricas que un espacio euclı́deo (D+1)-dimensional.

La función de partición no determina ninguna cantidad termodinámica local.
La información local importante reside en el análogo térmico de la amplitud de
evolución en el tiempo, por lo que la matriz de densidad térmica introducida
para sistemas cuánticos puros en la ec. (2.14), se lee en un conjunto térmico de
temperatura T como

ρ(xf ,xi) ≡ Z−1〈xf |e−βĤ|xi〉. (3.38)

Es útil mantener la analogı́a entre la mecánica cuántica y la estadı́stica cuánti-
ca por lo que se introduce el operador evolución temporal a lo largo del eje de
tiempo imaginario,

Û (τf , τi) ≡ e−(τf −τi )Ĥ/~, τf > τi . (3.39)

Definiendo sus elementos de la matriz local como amplitudes de evolución de
tiempo euclidiano

〈xf , τf |xi , τi〉 ≡ 〈xf |Û (τf , τi)|xi〉. (3.40)

Dichos elementos se someten a un análisis similar al que fue expuesta la función
de partición cuántica quedando la definición

ρ(xf ,xi) = Z−1〈xf , τf |xi , τi〉 (3.41)

donde

〈xf , τf |xi , τi〉 =
∮
Dx e−SE[x(τ)]/~, (3.42)

mostrando ası́ que la forma de la matriz de densidad es formalmente la misma
que una integral de trayectoria. La única diferencia es que una integral de tra-
yectoria no tiene temperatura, en cambio, existe un factor de tiempo imaginario
[32].

3.3. Valor esperado de los operadores en integrales
de trayectoria

Por medio de integrales de trayectoria, la función de onda evolucionando en
el tiempo imaginario puede expresarse como una integral multidimensional que
puede evaluarse empleando el método de Monte Carlo.

El método evalúa las integrales de trayectoria numéricamente. Por lo tanto, se
debe limitar al caso de las trayectorias discretizadas y extraer información fı́sica-
mente significativa sobre un sistema cuántico.
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Si Â :H →H es un operador en el espacio de Hilbert que actúa sobre la base de
posiciones, entonces puede definirse A[x(τ)] la funcional del operador evaluado
en trayectorias discretas. De hecho la funcional A[x(τ)] es una función de los
valores de las posiciones xn en los momentos τn con n ∈ {0,1, ...,N } tal que

A[x(τ)] = A(x0,x1, . . . ,xN ). (3.43)

Ya que (x0,x1, . . . ,xN ) denota la trayectoria discretizada, la expresión para de-
terminar el valor esperado de acuerdo con las ecs. (2.5), (2.6), (3.35) y (3.41), se
expresara como

〈Â〉 =

∫ x(τf )=xf
x(τi )=xi

Dxe−SNE [x(τ)]/~A[x(τ)]∫ x(τf )=xf
x(τi )=xi

Dxe−SNE [x(τ)]/~
, (3.44)

donde

SNE [x(τ)] =
N∑
n=1

ε

[
m
2

(xn − xn−1

ε

)2
+V (xn)

]
. (3.45)

3.4. El teorema virial

A medida que un sistema cuántico evoluciona en el tiempo, el transitorio de
mayor duración corresponde al estado base.

Un sistema con hamiltoniano independiente del tiempo en un estado estacio-
nario (es decir, que tiene energı́a definida, como la del estado base) cumple que la
representación de cualesquier operador Q̂ que conmute con dicho hamiltoniano
es independiente del tiempo y una constante del movimiento que lleva asociada
una ley de conservación.

El teorema de Ehrenfest [33] relaciona la derivada temporal del valor espe-
rado de cualquier operador Q̂ en mecánica cuántica con el valor esperado del
conmutador de dicho operador con el hamiltoniano del sistema de modo que

d
dt
〈Q̂〉 =

i
~

〈[Ĥ, Q̂]〉+
〈
∂Q̂
∂t

〉
, (3.46)

con

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (x), (3.47)

donde p̂ = (~/i)∂/∂x.

Como se mencionó, en un estado estacionario un operador arbitrario Q̂ asocia
una ley de conservación, con lo que se tendrá

i
~

〈[Ĥ, Q̂]〉 = 0, (3.48)
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pues 〈∂Q̂∂t 〉 = 0 = d
dt 〈Q̂〉.

Tomando el operador Q̂ = x̂p̂ por lo que, para ver el resultado de conmutar[
Ĥ, x̂p̂

]
es válido aplicar una función de prueba f (x)

[
Ĥ, x̂p̂

]
f (x) =

(
−~2

2m
∂2

∂x2 +V (x)
)(
x
~

i
∂
∂x

)
f (x)

−
(
x
~

i
∂
∂x

)(
−~2

2m
∂2

∂x2 +V (x)
)
f (x)

=
(
−~2

2m
∂2

∂x2

)(
x
~

i
∂f (x)
∂x

)
+V (x)x

~

i
∂f (x)
∂x

+ x
~

3

2im
∂3f (x)
∂x3 −

(
x
~

i
∂
∂x

)
{V (x)f (x)} . (3.49)

Realizando la regla de la cadena en las derivadas parciales se obtendrá

[
Ĥ, x̂p̂

]
f (x) =

−~3

2im

(
2
∂2f (x)
∂x2 + x

∂3f (x)
∂x3

)
+
(
V (x)x

~

i
∂f (x)
∂x

)
+
(
x
~

3

2im
∂3f (x)
∂x3

)
−
(
x
~

i

){
dV (x)
dx

f (x) +
∂f (x)
∂x

V (x)
}

=
~

i

[
2
−~2

2m
∂2

∂x2 − x
dV (x)
dx

]
f (x). (3.50)

Se puede reconocer que la primera entrada que esta dentro del paréntesis, es
decir, −~

2

2m
∂2

∂x2 , como la parte que corresponde a la energı́a cinética T̂ del operador
hamiltoniano, en correspondencia con las ecs. (3.2) y (3.47), por lo tanto[

Ĥ, x̂p̂
]
f (x) =

~

i

[
2T̂ − xdV (x)

dx

]
f (x). (3.51)

Borrando la función de prueba f (x) al haber servido su propósito y concentrándo-
se en la parte operacional

i
~

[
Ĥ, x̂p̂

]
=

[
2T̂ − xdV (x)

dx

]
. (3.52)

Sustituyendo la expresión anterior en la ec. (3.48) se tendrá

0 =
i
~

〈[Ĥ, x̂p̂]〉 =
〈[

2T̂ − xdV (x)
dx

]〉
= 2〈T̂ 〉 −

〈
x
dV (x)
dx

〉
, (3.53)

con lo que finalmente se obtiene

1
2

〈
x
dV (x)
dx

〉
= 〈T̂ 〉, (3.54)
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lo cual será cierto para todos los estados estacionarios.

Si se desea buscar la energı́a del estado base de un sistema fı́sico, lo que se
busca es que el operador del que se obtiene el valor esperado en la ec. (3.44) sea
el hamiltoniano del sistema, que ahora se puede sustituir (como es hecho en la
ref. [34]) por el operador

ĤV = V̂ (x) +
1
2
x̂
dV̂ (x)
dx

, (3.55)

que se encuentra definido por completo sobre la base de posiciones.

El proceso para llegar a la solución del virial también puede ser consultado
en ref. [35].



Capı́tulo 4

Implementación del método
numérico

4.1. El potencial unidimensional regularizado

El átomo de hidrógeno unidimensional presenta el primer obstáculo para el
análisis de su energı́a en su estado base mediante las integrales de trayectoria
cuando se llega a la aplicación de la fórmula del producto de Trotter de la ec.
(3.13), pues indica que el potencial del hamiltoniano del sistema que se va a es-
tudiar debe ser semi-acotado.

El potencial correspondiente al átomo de hidrógeno unidimensional descri-
to en la ec. (1.75) es singular, lo que implica una discontinuidad de la primera
derivada cuando el valor de la coordenada espacial toma el valor 0

dVC1D(x)
dx

= − e2

4πε0

d
dx

1
|x|

= − e2

4πε0

x

|x|3
. (4.1)

El segundo obstáculo se presenta aquı́, pues la derivada del potencial de la
ec. (4.1) se emplea para obtener el valor de la energı́a del estado base del átomo
como se describe en la ec. (3.55). En la fig. 4.1 donde se ha considerado el valor
de la constante e2

4πε0
= 1 (igualdad que se considerará de ahora en adelante), se

muestra el comportamiento del potencial y su derivada.

Para poder emplear el teorema virial es necesario tener un potencial suave.
Una propuesta de un potencial suave muestra un panorama bastante favorable,
en especial para este trabajo en el que se empleará el método de Monte Carlo.
Dicha implementación puede encontrase en la ref. [36], en donde los autores re-
emplazan el potencial por uno regularizado que suaviza el pozo de potencial con
un parámetro de corte que llaman R

VR1D(x) =
e2|x|/R − 1
e2|x|/R + 1

(
− 1
|x|

)
, (4.2)

donde
(
− 1
|x|

)
= VC1D(x) y es semi-acotada pues VR1D(x→ 0) = −1/R que justifica

el uso de integrales de trayectoria.

34
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Figura 4.1 Potencial y derivada del potencial del átomo de hidrógeno unidimensional.

El potencial VR1D(x) se aproxima a VC1D(x) cuando |x| � R como se puede
observar en la fig. 4.2. Su derivada tiene la forma

V ′R1D(x) =
x
(
e2|x|/R − 1

)
|x|3

(
e2|x|/R + 1

) − 4e2|x|/R

Rx
(
e2|x|/R + 1

)2 , (4.3)

que esta ilustrada en la fig. 4.3.

4.2. Integral de trayectoria por el método Monte Car-
lo

La ec. (3.44) se puede ver como una integral sobre las variables (x1, . . . ,xN ), que
no se puede calcular directamente salvo por el potencial del oscilador armónico.
Sin embargo, la integración se puede realizar numéricamente generando un con-
junto de trayectorias x(τ) para que el valor esperado 〈Â〉 sea igual al siguiente
lı́mite

〈Â〉 =

∫ x(τf )=xi
x(τi )=xi

Dxe−SNE [x(τ)]/~A[x(τ)]∫ x(τf )=xi
x(τi )=xi

Dxe−SNE [x(τ)]/~
= lı́m
M→∞

1
M

M∑
i=1

A[xi(τ)], (4.4)
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Figura 4.2 Potencial VC1D(x) y VR1D(x) con R = 0.05, R = 0.1, R = 0.2 y R = 0.3.

donde xi(τ) es la i-ésima trayectoria generada con la probabilidad apropiada que
implica el sistema, tal que x1(τ) = (x1

1, . . . ,x
1
N ), x2(τ) = (x2

1, . . . ,x2
N ), . . . , xM(τ) =

(xM1 , . . . ,x
M
N ). La parte derecha de la igualdad de la ec. (4.4) corresponde al lı́mite

de la ec. (2.23).

En el caso particular del valor esperado de la energı́a del estado base del áto-
mo de hidrógeno unidimensional, la funcional que se usará será

HV [x(τ)] =
1
N

N∑
n=1

 x2
n

(
e2|xn|/R − 1

)
2|xn|3

(
e2|xn|/R + 1

)− 2e2|xn|/R

R
(
e2|xn|/R + 1

)2 −
e2|xn|/R − 1

|xn|
(
e2|xn|/R + 1

)


=
1
N

N∑
n=1

− e2|xn|/R − 1

2|xn|
(
e2|xn|/R + 1

) − 2e2|xn|/R

R
(
e2|xn|/R + 1

)2

 (4.5)

donde se han sustituido las ecs. (4.2) y (4.3) en la ec. (3.55). Por tanto, la energı́a
del estado base del átomo de hidrógeno unidimensional se definirá como

〈ĤV 〉 = lı́m
M→∞

1
M

M∑
i=1

HV [xi(τ)]. (4.6)
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Figura 4.3 Derivada del potencial VC1D(x) y de VR1D(x).

4.2.1. El algoritmo de Metropolis

En concordancia con la sección 2.5, la integración de Monte Carlo requiere de
un muestreo de importancia para que los valores esperados puedan ser calcula-
dos. Un método que pueda muestrear la distribución es el llamado algoritmo de
Metropolis [37, 38]. Se trata en esencia de un recorrido aleatorio sesgado a través
del conjunto de trayectorias que, después de un perı́odo (en tiempo de cómputo)
de equilibrio inicial conocido como “termalización”, comenzará a generar mues-
tras distribuidas según ρ(x) como se menciona en la sección 2.5.

A partir de una trayectoria inicial x1(τ), las nuevas trayectorias se eligen con
una probabilidad dada por una regla de transición

P
[
xj(τ)→ xk(τ)

]
, (4.7)

que se interpreta como la probabilidad de transición de la trayectoria xj(τ) a
xk(τ). Dicha probabilidad sólo dependerá de de éstas dos trayectorias y no de
las trayectorias anteriores, es decir, que la transición constituye una cadena de
Markov.

Para un conjunto de trayectorias, {x1(τ), x2(τ), . . . , xM(τ)} una distribución
arbitraria se puede definir por un vector ρ donde el j-ésimo elemento ρj da la
probabilidad de encontrar al sistema en una trayectoria xj(τ).
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La regla de transición de la ec. (4.7) se puede considerar como una matriz P
con elementos Pjk ≡ P

[
xj(τ)→ xk(τ)

]
, donde

K∑
k=1

Pjk = 1, para todas las j. (4.8)

Si la distribución en el paso m de la trayectoria es ρ(m), hacer una transición de
acuerdo con P alterará la distribución y la nueva distribución viene dada por una
multiplicación de matrices,

ρ(m+1) = Pρ(m). (4.9)

La regla de transición tiene que satisfacer la condición de un balance detallado
de modo que

ρjPkj = ρkPjk . (4.10)

Si se toma la suma sobre k en la ec. (4.10) del lado izquierdo se tendrá la suma so-
bre las columnas de P que resulta en la unidad como se mencionó anteriormente,
tal que ∑

k

Pjkρk = ρj . (4.11)

Se concluye por tanto que si P satisface el balance detallado, la cadena de
Markov convergerá a una distribución única. Si la distribución de probabilidad
que siguen las trayectorias generadas por el proceso de Markov es la distribución
de Boltzmann en la representación de integrales de trayectorias, la condición de
balance detallado adopta la forma

P (xj(τ)→ xk(τ))
P (xk(τ)→ xj(τ))

=
ρk
ρj

=
e−SE[xk(τ)]

e−SE[xj (τ)]
= eSE[xj (τ)]−SE[xk(τ)], (4.12)

donde se toma ~ = 1 (igualdad que se considerará de ahora en adelante).

Termalización

Como se señala en la subsección 4.2.1, habiendo iniciado el proceso de Mar-
kov de generación de trayectorias a partir de una trayectoria inicial arbitraria,
se deben omitir los sweeps1 hasta que se complete el proceso de termalización o
periodo de equilibrio, ya que solo entonces las trayectorias se generan de acuerdo
con la distribución de Boltzmann.

Si no se omiten los sweeps antes de obtener la termalización, las trayectorias
iniciales pueden ser “malas” y las primeras mediciones puede ser simplemente

1Actualización de un parámetro en toda la ejecución del algoritmo. En el código ejecutado
para esta tesis, se considera un “sweep” cuando se ha completado la actualización por los N sitios
xn con n ∈ {1,2, . . . ,N }.
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incorrectas. Es por esto que no debe tenerse en cuenta al calcular los promedios.
Por ejemplo, si la configuración inicial es aleatoria dentro de un rango (hot start)
o con valores constantes (cold start) y la configuración de equilibrio no se ha al-
canzado, estas mediciones que se toman no son correctas.

¿Cuánto tarda el sistema en termalizarse? Los detalles dependen del mode-
lo y del algoritmo, pero una regla general es que se deben descartar al menos
MTer = 104 sweeps.

Además, una gráfica simple de la observable en función de los sweeps puede
dar una pista sobre esto.
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Figura 4.4 Valor de HV en función del número de sweeps. La imagen corresponde a
N = 300 con valor del parámetro de corte R = 0.05.

La fig. 4.4 muestra que el equilibrio del sistema se alcanza alrededor de los
4000 sweeps, ya sea que se obtenga de una trayectoria inicial aleatoria o de valores
estables.

4.2.2. Función de correlación de dos puntos

Las energı́as de los estados excitados se pueden calcular a través de las fun-
ciones de correlación. En especial, la brecha de energı́a entre el primer estado
excitado y el estado base se puede obtener de la función de correlación de dos
puntos de posición
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〈x̂(τj)x̂(τk)〉 =
1
Z

∫
Dxe−S

N
E [x(τ)]xjxk

=
1
Z

tr(e−Ĥ(∆τ−τj )xje
−Ĥ(τj−τk)/xk), (4.13)

que se deriva directamente de la ec. (3.44), con ∆τ = τf − τi . La traza en la ec.
(4.13), calculada en base a los estados propios del hamiltoniano, proporciona in-
formación sobre las energı́as,

〈x̂(τj)x̂(τk)〉 =
1
Z

∞∑
l,m=1

e−(∆τ−τj+τk)Ele−(τj−τk)Em〈l|x̂|m〉〈m|x̂|l〉. (4.14)

Si se realiza el lı́mite cuando ∆τ → ∞ los términos que contienen a El con
l , 1 se suprimen pues como se menciono en sección 3.4 a medida que un sistema
cuántico que evoluciona en el tiempo. El transitorio de mayor duración corres-
ponde al estado fundamental con energı́a E1 de modo que

lı́m
∆τ→∞

〈x̂(τj)x̂(τk)〉 =
∞∑
m=1

e−(τj−τk)(Em−E1)|〈1|x̂|m〉|2. (4.15)

Consecuentemente se puede obtener un decaimiento exponencial con condicio-
nes de periodicidad en los lı́mites para distancias largas como

〈x̂(τj)x̂(τk)〉 ∝ cosh
(
(E2 −E1)

(
|xj − xk | −

N
2

))
, (4.16)

como se describe en la ref. [39].

Para este trabajo se utilizó la propiedad de la invarianza de la traslación, fi-
jando el valor de la posición xj = x1 que es la primera posición de la trayectoria
x(τ). Ası́ la función de correlación de dos puntos quedará como

〈x̂(τ1)x̂(τk)〉 = c cosh
(
dk − (N/2)

ξ

)
, (4.17)

donde c es un parámetro libre, dk = |x1 − xk | con k = 1,2, . . . ,N y ξ = (E2 − E1)−1

llamada longitud de correlación.
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Resultados numéricos

5.1. Energı́a base

El desarrollo del código en la implementación del algoritmo de Monte Carlo
para integrales de trayectoria necesita la determinación de múltiples variables
para la obtención de la energı́a base del átomo de hidrógeno unidimensional,
mismos que se describen a continuación.

La longitud del intervalo temporal (∆τ) en el que es evaluada la integral de
trayectoria se eligió con un valor de 20, que es suficientemente grande pues
20� ξ, como puede verse en la siguiente sección 5.2, pues los efectos de su
tamaño finito son pequeños.

La trayectoria inicial se obtuvo a partir de un hot start. Los valores de las
coordenadas espaciales se decidió aleatoriamente entre xn ∈ (−2,2), donde
n ∈ {1,2, . . . ,N } .

Para el parámetro de corte R de la ec. (4.5) se eligió un valor máximo 2.4
y un mı́nimo de 0.006 que es el lı́mite inferior que puede otorgar el poder
computacional. Esta variación en el parámetro es para crear una extrapo-
lación al potencial coulombiano unidimensional. R máximo desciende −0.1
hasta un valor R = 0.6. A partir de este valor la diferencia se manejara como
−0.001 hasta que se llegue al valor mı́nimo.

Implementar el algoritmo de Metropolis necesita un parámetro de actuali-
zación en la transición que permite un cambio en los xn (consultar apéndice
A.1). Se determinó que dicho parámetro debe permitir una taza de acep-
tación entre 70% y 90%. Tomar el valor del parámetro de corte R como
parámetro de actualización del algoritmo permite esta taza de aceptación.

Después de múltiples tratamientos en la simulación, fue posible apreciar
que el valor máximo de N (lı́mite de la suma de la ec. (4.5)) que permitı́a el
poder de cómputo es de 300, por lo que se optó trabajar bajo 21 diferentes
tamaños, N ∈ {100, 110, 120, . . . , 290, 300}.

Designar un valor para la termalización (de acuerdo a lo visto en la sub-
sección 4.2.1) de MTer = 10000 sweeps es suficiente para poder evitar los
valores que no cumplan con la condición de equilibrio.

41
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Una vez superadoMTer, se emplea un método básico de decorrelación en el
que sólo se capturan los datos cada 100 sweeps después de la termalización.
Esto se emplea para asegurar que cada dato sea estadı́sticamente indepen-
diente.

El valor M de la ec. (4.6) no puede ser asignado como infinito debido al
poder computacional. Sin embargo puede ser suficientemente grande para
obtener una buena estadı́stica. Se determinó realizar 107 sweeps, que dará
una captura de M = 99900 datos, despreciando la termalización y la deco-
rrelación.

Finalizado el proceso de simulación (ver el apéndice A.1), con los resultados
obtenidos se realiza la fig. 5.1 que muestra los valores de la energı́a base de acuer-
do a la ec. (4.6) de cinco tamaños deN de las trayectorias del átomo de hidrógeno
unidimensional con barras de error estándar.
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Figura 5.1 Comportamiento de la energı́a base del átomo de hidrógeno en una di-
mensión para R ∈ [0.006, 0.075] en las trayectoria con longitud Nε = 20, con N ∈
{100, . . . ,300}.

Los datos obtenidos y la gráfica de la fig. 5.1 permiten hacer un estudio del
comportamiento de la energı́a para cada tamaño de N con el desarrollo de una
función que se ajuste a los datos y forma de la gráfica.

La propuesta de la función que se toma es
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f (R) =
a

ecR − 1
+
b
R
. (5.1)

Usando la ec. (5.1) se obtienen las lı́neas de tendencia, derivadas de la función
ajuste, para los 21 tamaños de N . Ası́ se obtienen desde la fig. 5.2 a 5.6 que mues-
tran los ajustes para los 5 tamaños de N mostradas en la fig. 5.1 y los valores de
los parámetros de ajuste a, b y c.
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Figura 5.2 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a base de la trayec-
toria de tamaño N = 100, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.065.



Resultados numéricos 44

-200

-180

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

E
1

R

N=150
ajuste f(R)

Figura 5.3 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a base de la trayec-
toria de tamaño N = 150, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.065.
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Figura 5.4 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a base de la trayec-
toria de tamaño N = 200, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.065.
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Figura 5.5 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a base de la trayec-
toria de tamaño N = 250, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.065.
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Figura 5.6 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a base de la trayec-
toria de tamaño N = 300, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.065.
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La tabla 5.1 muestra los valores que se han obtenido y los respectivos errores
para cada uno. El rango de ajuste usado fue R ∈ [0.006, 0.065].

Tabla 5.1 Parámetros de ajuste obtenidos para los 21 tamaños de N , en el rango
0.006 ≤ R ≤ 0.065.

N a b c N a b c

100 −16.5(8) 3(5) 3(4) 210 −79(2) −0.39(5) 100(2)
110 −19.3(9) 0.6(5) 11(4) 220 −86(3) −0.39(4) 107(2)
120 −24(1) −0.13(9) 26(3) 230 −102(3) −0.39(3) 120(2)
130 −30(1) −0.29(3) 39(3) 240 −101(3) −0.39(3) 121(2)
140 −36(1) −0.34(2) 49(3) 250 −109(3) −0.39(3) 128(2)
150 −37(1) −0.34(2) 51(3) 260 −122(3) −0.38(2) 138(2)
160 −46(2) −0.38(1) 63(3) 270 −133(4) −0.38(2) 146(2)
170 −55(2) −0.39(9) 74(2) 280 −135(4) −0.38(2) 150(2)
180 −57(2) −0.39(1) 77(3) 290 −143(4) −0.38(2) 156(2)
190 −66(2) −0.40(7) 86(2) 300 −159(4) −0.37(2) 166(2)
200 −70(2) −0.39(6) 92(3)

La expansión en serie de Laurent1 para valores de R pequeños de la función
de ajuste de la ec. (5.1) es

f (R) =
a
c + b
R
− a

2
+
acR
12

+O(R3). (5.2)

Esta expansión muestra que para responder a la pregunta de si f (R = 0) diverge,
depende de si el término a

c + b es incompatible con 0 más allá de los errores. Para
ello se define la función

g(a,b,c) =
a
c

+ b (5.3)

y se expresa su incertidumbre como

δg =

√(
∂g

∂a
δa

)2

+
(
∂g

∂b
δb

)2

+
(
∂g

∂c
δc

)2

=

√(δa
c

)2
+ (δb)2 +

(−aδc
c2

)2
(5.4)

Los resultados de la ec. (5.3) para cada valor de los parámetros de ajuste mos-
trados en la tabla 5.1 con los respectivos errores obtenidos con la ec. (5.4) son
mostrados en la tabla 5.2.

1Esta expansión fue obtenida por la implementación de la función generatriz G(x) = x
ex−1 =

∞∑
n=0

Bn
xn

n!
, donde cada coeficiente Bn es el n-ésimo número de Bernoulli.
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Con la excepción de lo obtenido en N = 100, se puede apreciar en la tabla 5.2
y en la fig. 5.7 que los valores de la función g(a,b,c) difieren de cero. Una función
de ajuste lineal es adaptada para la función g(a,b,c) obteniendo

h(N ) =
65(4)
N
− 1.52(2). (5.5)

Se observa que en lı́mN→∞h(N ) se obtiene el valor de la ordenada al origen
que muestra un valor negativo aun con error asociado. Por tales resultados se
infiere que la energı́a del estado base tiende a un valor infinito negativo, es decir

f (R→ 0) = 〈Ĥ〉 = E1C1D
= −∞. (5.6)

Tabla 5.2 Valores de la ec. (5.3) para cada tamaño de N .
N g(a,b,c) N g(a,b,c)

100 −1(7) 210 −1.18(3)
110 −1.0(8) 220 −1.20(3)
120 −1.0(1) 230 −1.25(3)
130 −1.07(8) 240 −1.22(3)
140 −1.09(6) 250 −1.24(3)
150 −1.08(6) 260 −1.27(3)
160 −1.11(5) 270 −1.29(3)
170 −1.14(4) 280 −1.28(3)
180 −1.13(4) 290 −1.29(3)
190 −1.16(3) 300 −1.33(3)
200 −1.16(3)



Resultados numéricos 48

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

 

1/N

Figura 5.7 Gráfica de la función g(a,b,c) que muestra la incompatibilidad con 0 para
N ≥ 110

5.2. Diferencia entre el primer estado excitado y la
energı́a base

Usando los mismos parámetros ∆τ , M y MTer utilizados para la obtención
del valor esperado de la energı́a base del átomo de hidrógeno unidimensional, se
implementa el lado izquierdo de la ec. (4.17), de tal modo que obtendremos

〈x̂R(τ1)x̂R(τk)〉 = lı́m
M→∞

M∑
i=1

xiR(τ1)xiR(τk), (5.7)

donde k = 1, . . . , N y R es el parámetro de corte.

Una de las gráficas obtenidas por la aplicación de la ec. (5.7) en el método de
Monte Carlo se muestra en la fig. 5.8. La forma de esta gráfica es similar a la que
dibujarı́a el coseno hiperbólico.
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Figura 5.8 Gráfica de la función correlación con N = 300, R = 1.5 y ε = 20/N .

Con los datos usados en la gráfica de la fig. 5.8 y la función de ajuste

f (dk) = c cosh
(
εdk − εN/2

ξ

)
, (5.8)

se obtiene la fig. 5.9. Las variables de ajuste son c y ξ, el rango de ajuste usado
fue εdk ∈ [0, 20].

Las figs. 5.10 a 5.14 muestran el comportamiento de ξ para los 5 tamaños
N ∈ {100, 150, . . . ,300} en función de los valores del parámetro de corte R y una
función de ajuste lineal

g(R) =mR+ d. (5.9)

En la tabla 5.3 se aprecia que el parámetro m tiende a un valor estable alrede-
dor de 2.2. El parámetro d muestra valores cercanos alrededor de cero. El error
asignado al parámetro d lo mantiene en el rango de 0 conforme el valor de N
crece.

La tabla 5.3 muestra que mientras el valor del parámetro d (ordenada al ori-
gen) sea cero para valores grandes de N , el valor de la longitud de correlación ξ
será de cero en el lı́mite cuando R→ 0.

De acuerdo a la subsección 4.2.2 se tiene que ξ = (E2−E1)−1. Con la sugerencia
de que ξ es compatible con cero se puede tomar de momento la igualdad
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Figura 5.9 Gráfica de la función correlación con N = 300 y R = 1.5.

Tabla 5.3 Parámetros obtenidos por la ec. (5.9) para ajustar εξ.
N m d N m d

100 2.238(6) −0.012(2) 210 2.199(8) 0.002(2)
110 2.228(6) −0.01(2) 220 2.186(9) 0.003(2)
120 2.223(7) −0.006(2) 230 2.187(8) 0.006(2)
130 2.213(7) −0.005(2) 240 2.184(9) 0.004(2)
140 2.188(7) 0.001(2) 250 2.186(9) 0.006(3)
150 2.207(7) −0.002(2) 260 2.169(9) 0.007(2)
160 2.211(7) −0.003(2) 270 2.188(9) 0.005(2)
170 2.181(8) 0.003(2) 280 2.17(1) 0.007(3)
180 2.175(7) 0.005(2) 290 2.18(1) 0.006(3)
190 2.193(8) 0.002(2) 300 2.19(1) 0.002(3)
200 2.187(8) 0.002(2)

lı́m
R→0

g(R) = 0 = ξ = (E2 −E1)−1, (5.10)

con lo que

1
lı́mR→0 g(R)

=∞ = E2 −E1, (5.11)

misma que será verificada más adelante.
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Figura 5.10 Gráfica de εξ y su ajuste con N = 100.
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Figura 5.11 Gráfica de εξ y su ajuste con N = 150.
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Figura 5.12 Gráfica de εξ y su ajuste con N = 200.
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Figura 5.13 Gráfica de εξ y su ajuste con N = 250.
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Figura 5.14 Gráfica de εξ y su ajuste con N = 300.

5.3. Energı́a del primer estado excitado

Con la obtención de lo longitud de correlación y el valor de la energı́a base
es posible calcular la energı́a del primer estado excitado del átomo de hidrógeno
unidimensional como

εE2 =
1
ξ

+ εE1. (5.12)

Aplicando la ec. (5.12) a los resultados obtenidos en las subsecciones 5.1 y 5.2
se obtienen valores de la energı́a del primer estado excitado con los que se realiza
la fig. 5.15 de cinco tamaños de N del átomo de hidrógeno unidimensional.

Los datos obtenidos de la aplicación de la ec. (5.12) y la gráfica de la fig. 5.15
permiten hacer un estudio del comportamiento de la energı́a del primer estado
excitado para cada tamaño de N con una función de ajuste. La función de ajuste
es la usada en la ec. (5.1), de modo que

f (R) =
a

ecR − 1
+
b
R
. (5.13)
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Figura 5.15 Comportamiento de la energı́a del primer estado excitado del átomo
de hidrógeno en una dimensión en las trayectoria con longitud Nε = 20 con N ∈
{100, . . . ,300}.

La aplicación de la ec. (5.13) entrega los valores presentados en la tabla 5.4 y
las figs. 5.16 a 5.20 muestran las gráficas de la energı́a del primer estado excitado
con las lineas de tendencia para los tamaños de N ∈ {100,150, . . . ,300}. El rango
de ajuste es R ∈ [0.006, 0.6].

Tabla 5.4 Parámetros obtenidos por la ec. (5.13) para ajustar εE2.
N a b c N a b c

100 −34(1) −0.40(1) 45(1) 210 −134(2) −0.3965(3) 128.9(6)
110 −42(1) −0.426(7) 55(1) 220 −119(1) −0.3901(6) 128.0(9)
120 −51(1) −0.433(3) 64(1) 230 −140(1) −0.3875(2) 138.9(6)
130 −54(1) −0.425(3) 69(1) 240 −156(2) −0.3818(3) 145.6(7)
140 −55(1) −0.419(3) 73(1) 250 −165(2) −0.3786(3) 152.5(8)
150 −66(1) −0.421(2) 82(1) 260 −180(4) −0.3751(2) 161(1)
160 −79(2) −0.417(1) 91(1) 270 −174(3) −0.3705(4) 162(1)
170 −84(1) −0.414(1) 97(1) 280 −185(4) −0.3685(4) 171(1)
180 −98(1) −0.4107(7) 106.3(8) 290 −189(4) −0.3645(4) 175(1)
190 −113(2) −0.4068(5) 115.3(8) 300 −217(5) −0.3615(3) 186(1)
200 −94(2) −0.396(1) 110(1)
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Figura 5.16 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a del primer estado
excitado de la trayectoria de tamaño N = 100, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.6.
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Figura 5.17 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a del primer estado
excitado de la trayectoria de tamaño N = 150, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.6.
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Figura 5.18 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a del primer estado
excitado de la trayectoria de tamaño N = 200, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.6.
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Figura 5.19 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a del primer estado
excitado de la trayectoria de tamaño N = 250, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.6.
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Figura 5.20 Función de ajuste para el valor normalizado de la energı́a del primer estado
excitado de la trayectoria de tamaño N = 300, en el rango 0.006 ≤ R ≤ 0.6.

Empleando el mismo procedimiento que en la energı́a base, la expansión en
serie de Laurent para valores de R pequeños de la ec. (5.13) es

f (R) =
a
c + b
R
− a

2
+
acR
12

+O(R3). (5.14)

Se define por tanto

g(a,b,c) =
a
c

+ b, (5.15)

dicha ecuación mostrará que E2 diverge en R = 0 si sus valores difieren de
cero. En la tabla 5.5 se reportan los valores de la función g(a,b,c) de la ec. (5.15)
para cada tamaño de N con su respectivo error.

La fig. 5.21 se obtiene de la aplicación de la función de ajuste lineal

h(N ) =
59(7)
N
− 1.66(4), (5.16)

en la ec. (5.15) que demuestran que los valores de la función g(a,b,c) difieren de
cero.

Se aprecia que en lı́mN→∞h(N ) = −1.66(4). Por tales resultados, se infiere que
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Tabla 5.5 Valores de la ec. (5.15) para cada tamaño de N .
N g(a,b,c) N g(a,b,c)

100 −1.15(4) 210 −1.43(1)
110 −1.18(3) 220 −1.32(1)
120 −1.22(2) 230 −1.40(1)
130 −1.21(2) 240 −1.45(1)
140 −1.18(2) 250 −1.45(1)
150 −1.22(2) 260 −1.49(3)
160 −1.29(2) 270 −1.44(2)
170 −1.27(2) 280 −1.45(2)
180 −1.33(1) 290 −1.44(2)
190 −1.39(2) 300 −1.52(3)
200 −1.24(2)

la energı́a del primer estado excitado tiende a un valor infinito negativo, es decir

f (R→ 0) = E2C1D = −∞. (5.17)
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Figura 5.21 Gráfica de la función g(a,b,c) que muestra la incompatibilidad con 0 y con-
cluye una divergencia de la energı́a del primer estado excitado.

Cuando se toma el lı́mite N → ∞ en las ecs. (5.5) y (5.16) se obtienen los
valores −1.52(2) y −1.66(4) respectivamente. Estos valores son sustituidos como
numeradores del primer sumando en las ecs. (5.2) y (5.14) de manera respectiva
nuevamente para obtener
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f1(R) =
−1.52(2)

R
(5.18)

f2(R) =
−1.66(4)

R
(5.19)

La ec. (5.18) se refiere al primer término (dominante) de la expansión en serie
de Laurent que representa a la energı́a del estado base en función del parámetro
R. La ec. (5.19) representa de manera similar a la energı́a del primer estado exci-
tado.

El lı́mite cuando R→ 0 de la resta de la ec. (5.19) menos la ec. (5.19) se expresa

lı́m
R→0

[f2(R)− f1(R)] = lı́m
R→0

−1.66(4) + 1.52(2)
R

, (5.20)

que representa el salto energético entre el primer estado excitado y el estado base,
o como se vio en la sección 5.2, el inverso de la longitud de correlación. Por tanto

1
ξ

= lı́m
R→0

−0.14(44)
R

= −∞, (5.21)

mostrando entonces que ξ→ 0 y que la compatibilidad tomada en la sección 5.2
fue correcta.



Capı́tulo 6

Conclusiones

En este trabajo, se presentó un análisis numérico usando el método de Mon-
te Carlo para obtener la energı́a del estado base y el primer estado excitado del
átomo de hidrógeno unidimensional. Para llevar a cabo dichas simulaciones, el
sistema se llevó a una formulación de integrales, conocida como integrales de
trayectoria de Feynman.

A partir de una regularización hecha al potencial del átomo de hidrógeno,
se evitó la singularidad que representa un enorme conflicto en el tratamiento
del fenómeno y en la simulación. La regularización de la ec. (4.2) presenta un
suavizamiento al potencial que permite crear una aproximación al potencial del
problema de Coulomb.

Se exploraron los datos para las energı́as normalizadas obtenidas para 21 ta-
maños de N . El valor N = 300 representa el lı́mite alcanzado por el poder de
cómputo en las simulaciones. El parámetro de corte R que controla la regulariza-
ción y suavizamiento del potencial fue explorado en un espectro amplio, consi-
guiendo un valor lı́mite inferior de R = 0.006 para el poder de cómputo.

La función de ajuste y las gráficas para la energı́a del estado base en los dife-
rentes tamaños de N describen una naturaleza divergente hacia un valor negati-
vo. La expansión en serie de Laurent de la función de ajuste para la energı́a base
confirma la divergencia cuando R = 0.

La obtención del valor esperado de la función correlación de dos puntos se
estudió para obtener el salto energético existente entre el estado base y el primer
estado excitado del átomo de hidrógeno unidimensional. Esto se logra a través
de la longitud de correlación ξ que muestra un comportamiento tendencioso al
valor cero cuando R→ 0.

La tendencia a cero de ξ es una insinuación de que el salto energético entre el
estado base y el primer estado excitado es infinito.

Con los valores obtenidos para el estado base y el salto energético se obtienen
resultados para el valor del primer estado excitado. Las gráficas y tablas muestran
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un comportamiento divergente de este primer estado excitado y la expansión en
serie de Laurent de la función de ajuste reafirman este hecho.

Las distintas suposiciones que se han hecho al problema original llevan a con-
clusiones cualitativamente diferentes, derivado posiblemente en las deficiencias
del planteamiento. En este trabajo se aplicó una regularización suave que hace
que el problema del átomo de hidrógeno unidimensional este bien definido, con
la presencia de un estado base justificando la formulación de integrales de tra-
yectoria.

Los resultados numéricos obtenidos muestran que la energı́a del estado base
diverge en el lı́mite en el que la regularización es removida, i.e. E1C1D → ∞.
Esto implica que el átomo de hidrógeno unidimensional no representa un modelo
mecánico cuántico.



Apéndice A

Simulaciones numéricas

A.1. El algoritmo de Metropolis Monte Carlo

Si se aplica el algoritmo de Metropolis a la integración de Monte Carlo, se
habla de un Metropolis Monte Carlo (MMC). El algoritmo completo se resume a
continuación.

1 Se inicia con la generación de la primer trayectoria, obteniendo la primer
configuración x1(τ) = x1

1, x
1
2, . . . , x

1
N , por ejemplo mediante un hot start.

2 Se toma la entrada n−ésima de la configuración x1(τ) y se genera un valor
de prueba desplazando el valor de la coordenada de esta entrada de manera
simétrica de acuerdo con x1∗

n = x1
n+R(2ν−1) donde ν es un número aleatorio

obtenido a partir de la distribución uniforme [0,1] y n ∈ {1, 2, . . . ,N }. (En es-
te punto se requiere del almacenamiento en la memoria de las coordenadas
de x1

n y x1∗
n .)

3 Se calcula la diferencia de energı́a en la acción del valor de prueba menos el
valor original . Para el caso del potencial asociado a la retı́cula, se consideran
los primero próximos vecinos de acuerdo a la siguiente ecuación

∆S =
x1∗
n (x1

n − x1
n−1 − x

1∗
n+1)− x1

n(x1
n − x1

n−1 − x
1
n+1)

∆τ

+∆τ
(
VR1D(x1∗

n )−VR1D(x1
n)
)
, (A.1)

donde x1∗
0 = x1∗

N y x1∗
N+1 = x1∗

1 , de acuerdo a la condición de periodicidad vista
en la subsección 3.2.2.

4 Si ∆S ≤ 0 el valor de prueba se acepta inmediatamente (y la coordenada
anterior se puede eliminar). Si ∆S > 0 se acepta la modificación con proba-
bilidad e−∆S .

Cuando la termalización ha finalizado y respetando la separación en la ob-
tención de datos para asegurar la independencia estadı́stica, el algoritmo
calcula las propiedades de interés del sistema HV , que serán promediadas
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a lo largo de toda la serie y proporcionarán los valores finales de las magni-
tudes.
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