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Introduccion

El movimiento browniano consiste en el movimiento irregular de pequenas parti-
culas suspendidas en un fluido. Las fluctuaciones estocésticas observadas en el movi-
miento browniano de una particula, surgen del hecho de que las moléculas del fluido
tienen posiciones y momentos aleatorios [2,3]. Una manera de modelar el movimiento
aleatorio de una particula browniana, es mediante calculos directos a nivel de particu-
la, con el fin de obtener las fluctuaciones térmicas. El precio que se paga es el excesivo
tiempo computacional, ya que la dindmica de cada molécula es mas rapida que los
tiempos de escala hidrodinamica [6]. Alternativamente, las fluctuaciones térmicas pue-
den incluirse en la ecuacion de Navier-Stokes, introduciendo términos estocasticos en
la fuerza, segin lo propuesto por Landau y Lifshitz |7]. La idea bésica para el trata-
miento de las fluctuaciones en la hidrodinamica es que pueden generarse mediante la
adicion de un tensor de esfuerzo estocéastico en el tensor usual de viscocidad. Se ha
demostrado que este modelo proporciona resultados suficientemente buenos a esca-
la molecular [5,9-13]. Otro modelo estocastico del movimiento browniano construye
la trayectoria de particulas coloidales a partir de saltos independientes aleatorios de
acuerdo con cierta probabilidad de transicién. Por otro lado, el formalismo para la
mecanica cuantica a través de la integral de trayectoria, introducido por Feynman en
1948 [15], el cual es ampliamente utilizado en la fisica tedrica ya que proporciona un
enfoque alternativo a los tratamientos existentes y es ttil en el desarrollo de nuevas
ideas y aproximaciones en la descripcion de los fenémenos fisicos [16], puede ser uti-
lizado para proporcionar un procedimiento de cuantificaciéon basado en la existencia
de un lagrangiano para el sistema en cuestion. Dado que la integral de trayectoria

esta definida por una integral que considera una accién estacionaria, este procedi-
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miento produce las ecuaciones clasicas de movimiento cuando % tiende a cero [17].
En este sentido, es posible obtener una teoria que implique ecuaciones disipativas
para un sistema cuantico; en particular, dicha teoria reproduce las ecuaciones clasicas
del movimiento browniano en el limite apropiado [18,19]. Por otro lado, la ecuacion
de Langevin se ha utilizado como base para la teoria del movimiento browniano.
Sin embargo, como sucede con cualquier otra ecuaciéon fenomenolédgica, la ecuacion
de Langevin tiene un rango de validez limitado. De modo que es razonable usar las
ecuaciones de Langevin cuando se tiene interés en el comportamiento a largo plazo
del sistema. En este caso, no se necesita una descripcion a nivel cuantico porque los
efectos sobre las particulas macroscopicas en un fluido viscoso pueden explicarse por
la teoria clasica [18]. La presente investigacion se basa en el trabajo hecho en [1], el
cual utiliza el enfoque de la integral de trayectoria de Feynman, para concluir que la
accion clésica correspondiente al movimiento browniano, es la accion clasica asociada
a una particula libre en un contexto de mecanica clésica [16,20,21,17]. El objetivo de
esta investigacion es obtener el proceso estocéastico asociado a una particula brow-
niana afectada por un potencial conservativo V(x), de modo que el lagrangiano para
este sistema es . = % — eV (x). Donde € es una constante de acoplamiento y Lo
es el lagrangiano asociado una particula libre, es decir, la energia cinética. Se utili-
zan los métodos de la integral de trayectoria para obtener una aproximacion de la
probabilidad de transicién para un proceso estocastico. El problema se plantea de
forma general para d dimensiones y los resultados que se obtienen pueden aplicarse
para obtener aproximacion a primer orden de las funciones de transicion (intima-
mente relacionadas con las probabilidades de transicién ) y de los momentos de las
variables aleatorias asociadas al proceso estocéstico que se obtiene. Esta investiga-
cion estd pensada para ser leida tanto por un fisico, como por un matemaético. Los
elementos de matematicas y fisica utilizados para alcanzar el objetivo propuesto, se
presentan antes de ser usados. Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:
El primer capitulo se divide en dos secciones, en la primera de ellas se exponen los
sistemas conservativos, el principio de Hamilton, el lagrangiano de un sistema y las

ecuaciones de Lagrange. En la segunda seccion se presentan, breve y formalmente los
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elementos fundamentales de la teoria de la probabilidad. En el capitulo dos se definen
los procesos estocasticos, los procesos de Markov y el movimiento browniano, desde la
perspectiva de la probabilidad. En el tercer capitulo se ofrece un breve panorama de la
integral de trayectoria de Feynman y con el uso de ella se concluye que el movimiento
browniano tiene asociado el lagrangiano de una particula libre. Con lo anterior como
motivaciéon, se obtienen las funciones de transicion y los momentos de un proceso
estocastico que surge del lagrangiano ., presentado arriba. Finalmente, en el altimo

capitulo, se aplican los resultados del capitulo tres a potenciales especificos.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd enfocado en presentar los elementos pertinentes de Mecanica
Clésica y Teorfa de la Probabilidad necesarios para el desarrollo de esta de inves-
tigacion, la cual, como se mencioné en la introduccion, se basa en [1| y tiene como
principal objetivo obtener el proceso estocastico que surge del movimiento de una par-
ticula browniana perturbada por una fuerza conservativa. El capitulo se divide en dos
secciones. La primera de ellas inicia con la exposicion de los sistemas conservativos,
luego se presentan, sucintamente, los elementos mas béasicos del calculo variacional
con el fin de enunciar el Principio de Hamilton, lo que a su vez conlleva a definir el
Lagrangiano de un sistema, concepto que es de gran relevancia en capitulos posterio-
res. En la segunda seccion se ofrece un breve panorama de los conceptos elementales
de la teoria de la probabilidad, con el fin de poder definir mas adelante los procesos

de Markov y el movimiento browniano.

1.1. Mecanica Clasica

1.1.1. Sistemas Conservativos

La mecéanica clasica ofrece una descripcion precisa y consistente de la dinamica
de particulas y sistemas de éstas, es decir, un conjunto de leyes fisicas que matemati-

camente describen el movimiento de cuerpos y particulas. Para lograrlo, se necesitan
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conceptos fundamentales, tales como distancia y tiempo. Con lo anterior se define
la velocidad y la aceleracion de una particula. La masa, otro concepto fundamental,
requiere una mayor elaboracion. En este trabajo se da por hecho que dichos concep-
tos se conocen, pues no es relevante para los fines que se persiguen abundar en los

conceptos mas fundamentales de la mecanica.

Considérese una particula con masa m que tiene posicion dada por el vector r(t).

La velocidad v(t) y el momento lineal p(¢) de la particula se definen como

v(t) = . p(t) =mv(t). (1.1.1)

Si F representa la fuerza neta sobre la particula, entonces, la segunda ley de Newton
afirma que

F=—"" (1.1.2)

El trabajo hecho por una fuerza externa F sobre una particula que la lleva desde una

posiciéon 1 hasta una posisciéon 2, se define como

WLZ = /2F . dr(t) (113)

Si la masa de la particula es constante se tiene lo siguiente:

2 2
Wio = / F.dr(t) = / md‘cfl / mdv(t) - v(t)dt
1 1

m d md 1,
et
) 2’

donde v*(t) = v-v,y vy, vy denotan los modulos de las velocidades en las posiciones 1

y 2 respectivamente. La cantidad escalar T' =

de la particula. Por lo anterior

WLQ - T2 - Tl- (114)
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En muchos problemas fisicos la fuerza F tiene la propiedad de que el trabajo que se
requiere para mover a una particula desde una posicion dada a cualquier otra, depende
tunicamente de las posiciones iniciales y finales y no de la trayectoria que se sigue para
relizar dicho movimiento, en cuyo caso se dice que la fuerza es conservativa y el sistema
en cuestion se denomina sistema conservativo. De modo que si F es conservativa y
se realiza un trabajo para mover a una particula desde la posicién 1 a la posicion 2,
por cualquier trayectoria, y luego se realiza un trabajo para regresar a la particula
desde la posicion 2 a la posicion 1 por un camino diferente, entonces, es claro que se

ha hecho un trabajo sobre un camino cerrado que cumple

fF-M:O. (1.1.5)

Por el Teorema 7, seccion 8.3 de [27], se tiene que una condicién necesaria y suficiente
para que el trabajo W, sea independiente de la trayectoria, es que la fuerza sea
el gradiente de una funcion escalar —V(r), que depende de la posicion r(t) de la

particula, es decir,

F=-VV(r). (1.1.6)

A la funcion V (r) se le llama Potencial o Energia Potencial. Es claro que a la funcion
V(r) se le puede agregar cualquier constante, sin que ello afecte el valor de la fuerza.
Por lo anterior, se dice que el nivel cero del potencial es arbitrario. El trabajo realizado

en este caso es el siguiente.

2 2 2
WLQ:/ F-dr:—/ VV(T)-dr:—/ dV(r) =V, — Vs, (1.1.7)
1 1 1

Donde Vi, Vs representan el valor de la energia potencial en las posiciones 1 y 2
respectivamente. Por lo tanto, cuando tinicamente una fuerza conservativa actia sobre
una particula, se tiene que

Ty—T, =V, — V. (1.1.8)

En consecuencia,

Vit Ty =Va+ To. (1.1.9)
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La cantidad T'+ V se conoce como energia del sistema y para sistemas conservativos
la cantidad T' 4 V se conserva. Lo que se conoce como el Principio de Conservacion

de la Energia.

1.1.2. Métodos de Calculo Variacional

Muchos problemas en la mecanica Newtoniana son en ocasiones analizados més
facilmente mediante postulados alternativos a las leyes de Newton. Entre ellos des-
tacan por su importancia y utilidad, el Principio de Hamilton y las ecuaciones de
Lagrange. Para poder presentar formalmente dichas técnicas se necesita un preludio
a los principios generales del Célculo Variacional. La exposicion que en seguida se
ofrece, se enfoca en aquellos aspectos del calculo variacional que tienen una aplica-
cion directa a los sistemas fisicos clésicos. El principal interés esta en determinar la
trayectoria que da soluciones extremas a cierto funcional. Un ejemplo clésico en fisica

del uso de los principios variacionales se encuentra en el Principio de Fermat.

El problema bésico del calculo variacional es deteminar la funcion y(x) tal que el

funcional J, dado por

J = /12 fly(x),y (x); x)dz. (1.1.10)

es un extremo, es decir, es un maximo o un minimo. El funcional J es funcién de
y(x),y'(z), z. La funcién y(x) debe variarse hasta encontrar un valor extremo de J. Si
por ejemplo, y = y(x) es tal que J toma un valor minimo, entonces, cualquier funcion
vecina, no importa que tan cerca de y(x) esté, debe ser tal que J crezca. Por una
funcion vecina de y(z) debe entenderse una funcion de la forma y(z, o) = y(z)+an(z),
donde 7(x) es una funcién de x, continua, diferenciable y tal que n(z1) = n(x2) =0

y a € R. Si tnicamente se considernan funciones de la forma y(z, a) = y(x) + an(x),
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donde y(z) hace que J sea un extremo, entonces

J=Ja)= /7”2 flyla,z),y(a, z); x)dx. (1.1.11)

La condiciéon de que la integral tiene una valor estacionario, es decir, un valor extremo,
se traduce en que J es independiente de o a primer orden a lo largo de la trayectoria

que hace que J sea un extremo. Lo anterior se puede escribir como

oJ

= =0 (1.1.12)

a=0

y es valido para todas la funciones n(z). Como los limites de la integral que aparece

en J estan fijos se tiene que

o [ ttes e = [ flan).y @ e

da  Oa o o
[T (O0f0y  Of 0y
o /2,1 (8@/ Oy + 0y’ Do d.

Por la forma de las funciones y(a, x) se tiene que

@—() a_y/—d_n

— = . 1.1.1
Oa mr Oa dzx ( 3)

Por lo tanto,
aJ 2 00f of dn
— = — — i 1.1.14
e’ /1,1 (8y77(x) + oy’ dx) de ( )

Notese que el segundo miembro de la ultima integral puede integrarse por partes

2 “2d (0
n . —/x . <a—§/> n(x)dz. (1.1.15)

1

/“ Of dn, _ 9f
. Oy'dx Oy

1
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Dado que n(z1) = n(z2) = 0 se tiene que el primer miembro de lado derecho de la

igualdad anterior es cero. Usando la dltima igualdad, se tiene que

g_i - /: (% (@) = d% (S—yf,) n(:v)) dx (1.1.16)

r2 (0 d o
= / (a—g — %8_5’) n(x)dzx. (1.1.17)

Como %M:O = (0 para valores extremos y la funcion 7(z) es arbitraria, la integral

anterior se anula cuando o = 0, en consecuencia
— - ——=0. (1.1.18)

Notese que las funciones y y 4/, que aparecen en la igualdad de arriba, son la funcio-
nes que hacen que J tenga un valor extremo, las cuales, ademas, son independientes
de a. De modo que la tltima igualdad es una condiciéon necesaria para que el fun-

cional J tenga un valor extremo. Y dicha ecuacion se conoce como Ecuacion de Euler.

En anélisis que requieren del calculo variacional se usa una notacién que representa

la variacion. Notese que la ecuacion (1.1.17) puede reescribirse de la siguiente forma.

a—Jdoz = / (0_f - iﬁ) g—ydxdoz. (1.1.19)
1 «

Y a su vez, la igualdad anterior puede reescribirse del siguiente modo.

(" (of dOf
6] = /ac1 <8y o 8y’> dyd, (1.1.20)
donde
oJ
—da = 1.1.21
aada 3., ( )

—da = dy. (1.1.22)
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En consecuencia, la condicién para que J tenga un extremo, con la nueva notacion se
escribe como

5J =0. (1.1.23)

Aunque la notaciéon § se usa frecuentemente, es importante darse cuenta que soélo es

una representacion de las diferenciales de otras cantidades.

1.1.3. Principio de Hamilton y las Ecuaciones de Lagrange

La experiencia ha mostrado que el movimiento de una particula, medido desde
un marco de referencia inercial, estd correctamente descrito por la segunda ley de
Newton. Si la particula no esté obligada a moverse en forma complicada y se utilizan
coordenadas rectangulares para describir el movimiento, entonces, las ecuaciones de
movimiento suelen ser relativamente simples. Pero si, por ejemplo, una particula se
mueve sobre la superficie de una esfera y el movimiento que realiza se describe en
coordenadas rectangulares, la expresion que toma la aceleracion es bastate complica-
da y dificil de tratar. Siempre que una particula esta restringuida a moverse sobre una
superficie debe existir algin tipo de fuerza que la mantenga sobre dicha superficie.
En ocasiones, puede ser muy dificil o quizé imposible obtener expresiones explicitas
para las fuerzas de restriccion. Y dado que la descripcion del movimiento, cuando
se utiliza la mecanica de Newton, se obtiene del conocimiento de todas las fuerzas
que actuan sobre una particula, debe buscarse algin método alternativo cuando no
es posible obtener expresiones explicitas para las fuerzas. Lo anterior no implica que
deba buscarse una nueva teoria de la mecanica, sino Gnicamente métodos alternati-
vos. Tales métodos pueden encontrarse en el Principio de Hamilton, del cual emergen
las ecuaciones de movimiento Lagrange. Si dichas ecuaciones son adecuadas para des-
cribir la dindmica de una particula, entonces deben ser equivalentes a las ecuaciones
de Newton. El Principio de Hamilton es uno de los principios fisicos mas elegantes y

ampliamente buscados por los fisicos desde hace siglos y dado el alcance de aplicacion
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que posee, no es descabellado afirmar que es més fundamental que las ecuaciones de
Newton. A continuaciéon se postula el principio de Hamilton, luego las ecuaciones de
Lagrange y después se prueba su equivalencia con las ecuaciones de Newton. En esta
investigacion solo se exploran sistemas conservativos, de modo que las ecuaciones de

Lagrange que se presentan no contienen efectos disipativos.

Principio de Hamilton: De entre todas las trayectorias posibles en que un sistema
dindmico puede moverse de un punto a otro en un intervalo de tiempo especifico, lo
hace sobre la trayectoria que minimiza la integral de la diferencia de la energia ciné-

tica y potencial.

En términos de céalculo variacional, el principio de Hamilton se convierte en:

5/t2(T ~U)dt = 0. (1.1.24)

t1

La afirmacion variacional del principio requiere tinicamente que la integral de 7' — U
sea un extremo, no necesariamente un minimo. Pero en casi todas las aplicaciones
importantes en dindmica sucede que es un minimo. Si se supone que la particula se
mueve en un campo de fuerza conservativo, entonces la energia potencial U = U(x)
y la energia cinética T = T'(x’). A la diferencia entre 7"y U se le conoce como
Lagrangiano y se denota como ¢ = Z(x,x') = T(x') — U(x). De modo que el

principio de Hamilton en terminos del Lagrangiano se escribe como:

to
5/ ZL(x,x')dt = 0. (1.1.25)
t

1

Si x = (z1,29,23) y X = (2,2, 2%) se tiene que las Ecuaciones de Lagrange, las
cuales describen el movimient de la particulas, son las ecuaciones de Euler presentadas

previamente.

02 402 _
Or;  dt oz

0, i=1,2,3. (1.1.26)
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Como ya se mencion6, la formulacion Lagrangiana y Newtoniana de la mecanica son
formas equivalentes. El punto de vista es diferente pero el contenido es el mismo.
Teniendo en cuenta que se esté trabajando con un sistema conservativo, se tiene lo

siguiente:
or 0 ou
or; Oxf

0, i=1,2,3. (1.1.27)

Como . = T'(x')—U(x), las ecuaciones de Lagrange se reescriben del siguiente modo:

ou dor .
—o = o =123 (1.1.28)
Dado que
_SU =F, 1=1,2,3. (1.1.29)
T
dor d o0 (m(x-x) d .
prml o <T) = E(mx;) =p, i=1,2,3. (1.1.30)
Por lo tanto:
F,=9p,, i=1,23. (1.1.31)

Lo anterior no es otra cosa que las ecuaciones de Newton.

1.2. Teoria de la Probabilidad

La teoria de la probabilidad es la rama de las matematicas que estudia modelos
de fendmenos aleatorios. Al final del Siglo XIX, la teoria de la probabilidad consistia
de métodos sofisticados para resolver problemas en los que se involucraban even-
tos igualmente probables y teoremas importantes sobre sumas de variables aleatorias
independientes. Sin embargo, no habia una definicion precisa de probabilidad que
permitiera dar un marco general de estudio. En 1900 se celebr6 en Paris el Segundo
Congreso Internacional de Matematicas, en donde David Hilbert (1862-1943) presen-

t6 una conferencia describiendo 23 problemas (los llamados Problemas de Hilbert) en
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los que a su parecer, la comunidad matemética de inicios del Siglo XX deberia poner
su atencion. El problema seis menciona: “Las investigaciones sobre los fundamentos
de la geometria sugieren el problema de considerar de la misma manera, mediante
axiomas, aquellas ciencias fisicas en donde la matematica juega un papel importante,
en primer lugar la teorfa de la probabilidad y la mecanica”. Hilbert describia a la
probabilidad como una ciencia fisica. La idea de Hilbert refleja tanto el progreso de la
mecanica estadistica, en donde la probabilidad juega un papel importante, asi como
el estado de la probabilidad en aquellos tiempos, no aceptada como una rama pura
de las matematicas, debido, entre otras cosas, a que no se contaba con una definicién
precisa de probabilidad. Los fundamentos de la teoria moderna de la probabilidad
se basan en el desarrollo de la teoria de conjuntos de George Cantor (1845-1918),
los avances en la teoria de la medida e integracion de finales del Siglo XIX, en los
trabajos de Borel, en las aportaciones de Lebesgue y de especial importancia fueron
los trabajos realizados por Johann Radon (1887-1956). En el contexto de espacios
abstractos, el trabajo realizado por Otton Nikodym (1887-1956), Constantin Charat-
heodory (1873-1950) y Maurice Fréchet (1878-1973), son igualmente importantes. Su
reconocimiento como una rama bien establecida de las matematicas fue un proceso
largo y su posicion dentro de las mismas se debe en gran parte a el Ars Conjectandi
de Jacobo Bernoulli, publicado en 1713 y Los Fundamentos de Probabilidad de An-
drei Kolmogorov, publicado en 1933, donde ademas se dio solucién al problema seis

de Hilbert.

1.2.1. Fundamentos de la Probabilidad

La teoria de la probablidad, en la investigacion presente, es uno de los ejes pri-
cipales de desarrollo, asi que a continuaciéon se presentan de manera breve aquellos

conceptos y resultados que son de utilidad para el desarrollo de este trabajo.
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Definiciéon 1.2.1.
Un FEspacio Muestral, en un expermiento aleatorio, es un conjunto €2 distinto del vacio

en el que se agrupan todos los posibles resultados del experimento aleatorio.

Usualmente el interés esté en subconjuntos de €2 a los cuales se les pueda asignar
una Probabilidad, a dichos subconjuntos se les conoce como Eventos y son elementos

de una estructura que se conoce como o-dlgebra.

Definicion 1.2.2.
Sea ) un conjunto distinto del vacio. Se dice que % es una o-algebra de €2 si cumple

lo siguinete:

a) Qe 7.
b) Si A € .Z, entonces, A° € F.

¢) Si Ay, Ay, ... € F, entonces, | Jo—, A, € F.

A la pareja (92,.%) se le conoce como Espacio Medible.

Considérese un conjunto no vacié ¢ formado por subconjuntos de 2. Si se toma
la interseccion de todas las o-algebras % que contiene a %, el resultado es otra o-
algebra, que se denota como o(%’) y se denomina como la minima o-dlgebra generada

por €.

o(€)=(F: ¢ C F}. (1.2.1)

Cuando el espacio muestral € es tal que (2 C R, es comin trabajar con una o-algebra
muy particular, generada por todos los intervalos abiertos en R. Dicha o-dlgebra se

conoce como la o-dlgebra de Borel y se denota como #(R).
BR) =oc{(a,b) CR:a < b}. (1.2.2)

A los elementos de Z(R) se les llama Borelianos. Por otra parte, si 2 C R", se tiene
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que la o-algebra de Borel en R" esta definida como

BR) = c{BR) x --- x BR)}. (1.2.3)

A menudo se conideran sucesiones de eventos y la nocion de convergencia surge por si
solo. A continuacién se presentan dos conjuntos, los cuales aparecen muy frecuente-
mente en el estudio de la teoria de la probabilidad y sirven para definir la convergencia

de una sucesion de eventos.

Definiciéon 1.2.3.
Sea {A,,},,>1 una sucesion de elementos de la o-dlgebra .% . Se definen el limite superior

e inferior como sigue

limsup A4, = ﬁ G Ay (1.2.4)
n—00 n=1k=n

HH_I)iann = G ﬁ Ay (1.2.5)
n=1k=n

Tanto el limite superior como el limite inferior siempre existen, son tnicos y ade-
mas son elementos de la g-algebra .%. No es muy dificil verificar que un elemento
pertenece al limite superior si y solo si, pertenece a una infinidad de elementos de la
sucesion. Analogamente, un elemento pertenece al limite inferior si y solo si, pertenece
a todos los elementos de la sucesion excepto un nimero finito de ellos. Con base en la
definicion anterior se puede establecer la definicion de convergencia de una sucesion

de eventos.

Definicién 1.2.4.
Sea {A; },>1 una sucesion de eventos. Se dice que la sucesion converge al conjunto A
si

limsup A, = liminf 4,, = A. (1.2.6)

n—00 n—oo

Lo anterior se denota como lim,,_,,, A, = A.
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Una vez definifido el concepto de o-algebra y el de sucesion de eventos, el concepto

de Medidad de Probabilidad puede presentarse.

Definicién 1.2.5.
Sea (2, .#) un espacio medible. Una funcion P : % — [0, 1] se llama Medida de

Probabilidad si satisface los siguiente:
a) P(Q)=1.
b) Para todo A € #, P(A) > 0.
c) Si Ay, Ay, ... € F son tales que A, (A, = 0 para m # n, entonces,

p (Uff;l An) = 2211 P(An)-

La terna (€2,.%,P) se conoce como Espacio de Probabilidad y es uno de los con-
ceptos més fundamentales de la teoria de la probabilida. Existen varias propiedades
que cumple la medida de probabilidad, muchas de ellas se siguen facilmente de la
definiciéon y de entre todas ellas destacan aquellas que involucran la nocién de conti-

nuidad, las cuales se presentan a continuacion, cuya demostracion puede consultarse

en [25] Teorema 10.2.

Proposicion 1.2.1. Sea (2,.%,P) un espacio de probabilidad. Sea {Ap}n>1 una su-

cesion de eventos de F .

a) Si la sucesion es no decreciente, es decir, A, C A,y1 para todo n > 1,

P (nL:Jl An) = lim A,

b) Si la sucesion es no creciente, es decir, A,y1 C A, para todo n > 1,

P (Ql An> = lim A,.

entonces

entonces
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c) Si la sucesion converge a un conjunto A, entonces

lim P(A4,) = P(A).
n— o0
Otro de los conceptos fundamentales en la teoria de la probabilidad es el de Va-

riable Aleatoria el cual se define a continuacion.

Definiciéon 1.2.6.
Sea (2,.%,P) un espacio de probabilidad. Una funcion X : 2 — R se dice que es

una variable aleatoria si para todo A € #(R) se tiene que X '(A) € Z.

La notaciéon X 1(A) denota la imagen inversa del conjunto A. En la teorfa de la
medida, una funcién que satisface la condicién anterior se dice que es Medible res-
pecto de las o-algebras % y ZA(R). Lo que a menudo se denota como .#/%(R).
Dada un variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidad (€2, .#,P), se
puede definir una nueva medidad de probabilidad en el espacio medible (R, Z(R)).
Si B € Z(R) y se define Px(B) = P(X~!(B)), entonces, es facil verificar que Py
es una medida de probalidad y se le conoce como Medida inducida por la variable
aleatoria X. Cuando se usa la medida inducida es comun denotar a los elemntos
X~YB), B € Z(R) como (X € B). Cuando el conjunto B toma una de las siguien-
tes formas (a,b), (a,b], (—oo, z), (z,00), donde z € R,a < b, es comun denotarlos
como (a < X < b),(a < X <b),(X <x),(X > x) respectivamente. Hay variantes
de lo anterior, pero con estos ejemplos se intuyen facilmente los diferentes casos. El
concepto de variable aleatoria puede extenderse a varias dimensiones, en cuyo caso,

es comun referirse a tal objeto como Vector Aleatorio.

Definiciéon 1.2.7.
Sea (©,.7,P) un espacio de probabilidad. Una funcion X : 2 — R" se dice que es

un vector aleatorio si para todo A € Z(R") se tiene que X '(A) € .Z.

Dado que el vector X estda en R", se tiene que X = (Xj,...,X,,), donde X; :
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0 — R",7=1,...,n. Con base en la definicién anterior se puede probar que X es
un vector aleatorio, si y solo si, X; es una variable aleatoria, ¢ = 1, ...,n. De la misma
manera en que una variable aleatoria unidimensional induce una medida, un vector
aleatorio X definido en el espacio de probabilidad (£2,.#,P) induce una medida en
el espacio medible (R", Z(R")). Si B € #(R"), entonces la funcién definida como
Px = P(X"'(B)) es una medida de probabilidad sobre el espacio (R", Z(R")). A la
imagen inversa de los borelianos en R de la forma ((—oo,z1) X -+ X (=00, x,)), se
les denotan como (X; < z4,...,X,, < x,). A continuacion se presenta una o-algebra

relevante asociada a una variable aleatoria.

Definiciéon 1.2.8.
Sean los espacios medibles (2,.7), (R, Z(R)) y la variable aleatoria X : Q@ — R, se
denota por o(X) a la minima o-algebra de subconjuntos de €2 respecto a la cual X

es medible. Donde

o(X)={X"'B): Bec ZR)}. (1.2.7)

Ya se menciond que una variable aleatoria X induce una medida de probabilidad
P definida en el espacio medible (R, #(R)), la cual se conoce como Funcién de

Distribucion de la variable aleatoria X.

Definicién 1.2.9.

La funcion de distribucion F' : R — [0, 1] de una variable aleatoria X se define como
F(z) =P(X < x). (1.2.8)

La importancia de la funcion de distribuciéon de una variable aleatoria X, es que
contiene toda la informacion de ésta y de la medida de probabilidad que tiene asociada.

Las propiedades mas representativas de una funciéon de distribucion son las siguientes.

Proposicion 1.2.2. Sea F' una funcion de distribucion, entonces
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a) lim, ,., F(z) = 1.
b) lim,, - F(x) = 0.
c) Es no decreciente.

d) Es continua por la derecha.

Un resultado importante, que requiere de conceptos mas elaborados de teoria de
la medida, es que dada cualquier funcién de distribucién F, existe un espacio de pro-
babilidad y una variable aleatoria cuya funcion de distribucion es F. Si la funciéon
de distribucion F' de una variable aleatoria X, es continua, se dice que la variable
aleatoria X es continua. Si ademaés, existe una funcion f : R — [0, 00) cuya integral
sobre todo R es igual a uno y F(z) = [ f(z)dz, entonces, se dice que X es Abso-

lutamente Continua. A la funcion f se le llama Funcion de Densidad de X.

Los vectores aleatorios inducen una medida de probabilidad, a la cual se le cono-

ce como Funcion de Distribucion Conjunta.

Definicién 1.2.10.
Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio definido en el espacio de probabilidad
(Q,.Z,P). La funcion de distribuciéon conjunta F' : R" — [0, 1], asociada a X se

define como

F(z1,....,2,) = P(X7 (=00, 1) X -+ X (—00,2,))) = P(X] < 21, ..., X, < ).
(1.2.9)

Si el vector aleatorio X = (Xi,...,X,,) tiene funcién de distribucién conjunta
F(zy,...,x,) y existe una funcién f : R" — [0,00) integrable, tal que para todo
(1, ..., x,) € R™ se cumple que F(zy,...,x,)) = [T - [T fu, ..., up)duy, - - - duy,
entonces, se dice que X es absoltamente continuo y a la funcién f se le conoce como
Densidad Conjunta. Dado que las entradas de un vector aleatorio son variables alea-

toria unidimensionales, es posible obtener la funcién de distribuciéon de cualquiera de
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dichas variables, a partir de la distribuciéon conjunta.

Definicién 1.2.11.
Sea X = (X1, ..., X;,) un vector aleatorio con funcion de distribucion conjunta F'(xy, ..., z,,).

A la funciéon

lim F(zy,...,z,) = F(z;), i=1,..,n. (1.2.10)

J#i
se le conoce como la Funcion Marginal de la variable aleatoria X, la cual, ademas,

coincide con su funcién de distribucion.

La probabilidad, en un sentido muy restrictivo, es una rama de la teoria de la
medida, lo cual no impide que sea rica en resultados y estructura, muchos de ellos
deben su origen al concepto de Independencia, cuyo esplendor se aprecia enfocando a

la probabilidad como rama de la teoria de la medida.

Definiciéon 1.2.12.
Sea (€2, .#,P) un espacio de probabilidad. Se dice que los eventos Ay, ..., A, € F son

independientes si para todo {ji, ..., jx} C {1,...,n}, se tiene que

P ((k] Aji) - ﬁP(Aji). (1.2.11)

Con la nocion de independencia de eventos se puede definir la independencia de

clases de eventos.

Definiciéon 1.2.13.
Sean las clases de eventos €; C .%,i = 1,...,n. Se dice que las clases %, son indepen-
dientes, si para toda coleccién de eventos Ay, ..., A, donde A; € €, se tiene que los

eventos A; son independientes.

La definicion anterior puede hacerse atin mas general del siguiente modo.
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Definicién 1.2.14.
Sea T un conjunto arbitrario de indices. Se dice que las clase {%;}icr son indepen-
dientes, si para todo subconjunto I C T, se tiene que las clase %;, ¢ € I, son indepen-

dientes.

Con base en las definiciones anteriores se establece el concepto de independencia

de variables aleatorias, el cual es mucho més 1til que los anteriores.

Definiciéon 1.2.15.
Sea {Xi}ier una familia de variables aleatorias, donde T es un conjunto de indi-
ces arbitrario. Se dice que las variables aleatorias X;, ¢ € T, son independientes si

{o(X}) }+er son independientes.

En la practica no es comun que la independencia de variables aleatorias se verifi-
que a través de la definicion anterior. El siguiente criterio es en ocasiones mas sencillo,

el cual se enuncia a continuacién.

Proposicion 1.2.3. Sean Xy, ..., X,, variables aleatorias con funcion de ditribucion
conjunta F. Si F; denota la funcion de distribucion de la variable aleatoria X;, i =

1,...,n. Entonces, las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si y solo si
F(z1, .., z,) = [ [ Filw). (1.2.12)

En [25] seccion 20, puede hallarse una demostracion de lo enterior. El siguiente
concepto fundamental es el de FEsperanza de una variable aleatoria, el cual, para
ser presentado requiere del concepto de Integral de Lebesgue, mismo que se expone

brevemente a continuacién.

1.2.2. Integral de Lebesgue

La teorfa de la medida estudia, entre otras cosas, el concepto de integral de una

funcién con respecto de una medida, conocida como integral de Lesbesgue. La proba-
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bilidad es una medida, de modo que se puede definir la integral con respcto a ésta. La
construccion de la integral de Lebesgue se definie primero para Funciones Simples No
Negativas Medibles, luego, se define para funciones medibles no negativas y desptes

para funciones medibles.

Definiciéon 1.2.16.
Sea (2, .%) un espacio medible. Sean ¢; € Rt A; € #,i=1,...,k donde Q = Ule A;.

Se dice que la funcién f: Q@ — R™ es simple no negativa medible si

k

flz) = ZCilAi’ (1.2.13)

=1

Con esta primera definicion se define la integral de Lebesgue.

Definiciéon 1.2.17.
Sea (€,.%#,P) un espacio de probabilidad. Si f = f(z) = Zle ¢;i1y, es simple no
negativa medible, se define la integral de f con respecto a la medida de probabilidad

P como i
/ fdP =) " ¢P(A). (1.2.14)
Q i=1

Una vez definido la integral de una funcién simple no negativa medible, se puede

definir la integral de una funcién medible no negativa como sigue.

Definiciéon 1.2.18.
Sea f : Q@ — R™ una funcién medible. Se define la integral de f con respecto a la

medida de probabilidad P como

/ fdP = sup { / odP : 0 < ¢ < f, ¢ funcién simple no negativa medible.}
Q Q
(1.2.15)

El caso de una funciéon medible que puede tomar tanto valores negativos como

positivos, se define con base en las definiciones anteriores. Antes, nétese que cualquier
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funcion f : Q@ — R, puede escribirse como

(@) = f(@) Lz p@)>0y + f(2) Lz f(m)<0)- (1.2.16)

Si se definen las siguientes funciones f* = f(2)1izr@)>0y v f~ = — (@) Lz f@)<0}5
entonces, toda funcion f se descompone como la diferencia de dos funciones no nega-

tivas.

f=ft—f. (1.2.17)

Si la funcion f es medible, entonces, f* y f~ también lo son. Si ademés se cumple

que

/f+dP <00y /f_dP < o0. (1.2.18)

Entonces, se dice que la funciéon medible f es Integrable con respecto a la medida de

probabilidad P. La integral de Lebesgue cumple las siguientes propiedades.

Proposicion 1.2.4. Sea f,g: Q2 — R funciones medible e integrables con respecto

aP,a,b e R, entonces:
1. [,(af +bg)dP =a [, fdP +D [, gdP.
2. Si [ <g, entonces [, fdP < [, gdP.

3. f es integrable, si y solo si, |f| es integrable. Y se cumple UQ fdP| < Jo |f]dP.

La demostracion de las dos primeras propiedades se basa en un famoso resultado,
conocido como Teorema de Convergencia Mondtona. La tercera propiedad se basa en
la segunda y en la desigualdad del triangulo. La demostraciéon puede consultarse en

[25] Teorema 16.1.

1.2.3. Esperanza

La breve exposicion anterior permite presentar el concepto de esperanza, el cual

se define a continuacion.
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Definiciéon 1.2.19.
Sean (£2,.%,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria cuya funcion de
distribucion es F(z) = P(X ' < x). Se define la esperanza de X, la cual se denota

como E(X), del siguiente modo
B(X) = / Xdp. (1.2.19)
Q

El Teorema 16.17 de [25] permite calcular la esperanza de una varibale aleatoria
X haciendo uso de la medida inducida por ésta, es decir, su funciéon de distribucion.

Dicho resultado, afirma lo siguiente:

Teorema 1.2.1. Sean los espacios medibles (2, %), (R, Z(R)) y sea la variabe alea-

toria X : Q — R, con funcion de distribucion F(z) = P(X ™' < x). Entonces

/QXdP:/Rde(Xl §:c):/:ch(x). (1.2.20)

R

De acuerdo al resultado anterior, la esperanza de una variable aleatoria X con

funcion de distribucion F, puede calcularse como

B(X) = /RxdF(x). (1.2.21)

Si la variable aleatoria es absolutamente continua y su funciéon de densidad es f, se

tiene que

E(X):/Rxf(w)dx. (1.2.22)

Considérese una variable aleatoria X con funciéon de distribuciéon Fy y a una fun-
cion g : R — R medible con respecto a Z(R). No es dificil ver que g(X) es una
varibale aleatoria y como tal tiene asociada una funcion de distribucion Fy x). Existe
un resultado que afirma que si E(g(X)) < oo, entonces, E(g(X)) = [; g(2)dFym) =
Jr 9(x)dFx (z). La funcion g(z) = 2" donde n es un natural, ciertamente cumple las

condiciones anteriores.
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Definiciéon 1.2.20.
Si n es un nimero natural y X es una variable aleatoria con funcién de distribuciéon

Fx, al nimero E(X") se le llama el n-ésimo Momento de X.

E(X") = /R 2"dFy (). (1.2.23)

En muchas ocasiones calcular los momentos de una variable aleatoria X puede
ser un tarea bastante complicada, de modo que un método alternativo siempre es
deseable. Una opcién para calcular los momentos de una variable aleatoria es a través

de su Funcion Generadora de Momentos Mx(t) la cual se define como
Mx(t) = E(e"¥), t€R. (1.2.24)

Si Mx(t) = E(e"X) existe en una vecindad en torno a ¢ = 0, entonces el Teorema
16.7 de [25] afirma que la n-ésima derivada de Mx(t) valuada en cero, coincide con

el n-ésimo momento de X.

Mx (t)™]i=o = E(X"). (1.2.25)

1.2.4. Probabilidad Condicional

El dltimo concepto que se introduce en este capitulo es el de Probabilidad Condi-

cional.

Definiciéon 1.2.21.
Sea (£2,.%#,P) un espacio de probabilidad y A, B € % con P(B) > 0. Se define la
probabilidad condicional de A dado B como

P(AN B)

P(AIB) = 55

(1.2.26)

La probabilidad condicional es una medida de probabilidad y como tal cumple

todas las propiedades de una medida de probabilidad cualquiera. Considérese un
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vector aleatorio (X, Y7, ..., Y,,) absolutamente continuo con funciéon de densidad con-
junta fxyi v, (.91, s YUn)- S i, v, (Y1, .., yn) representa la funcién de densidad
conjunta del vector aleatorio (Y71, ...,Y,), entonces, se define la Funcion de Densidad

Condicional de X dado (Y1 = y1, ..., Y = Yn), cOmo:

) o fX,Yl,...,Yn ('I7 Y1, .-, yn)

Sxie i (€41 0 n) = TR Pty (W, yn) > 0. (1.2.27)
' s Un

La Funcion de distribucion Condicional de X dado (Y3, ...,Y,), se define como

Fxiyvi, v (@91, Yn) = / X1 (S Y15 o Yn ) S, (1.2.28)

Sea g : R — R, si E(g(X)) < oo, entonces, se define La Esperanza Condicional
de g(X) dado (Y1 = y1,..., Yy, = yn), como:

B(g(X)|Vi,...Y,) = /Q IO Fxern (52 Y1 oo g ). (1.2.29)

Notese que la esperanza condicional define una variable aleatoria nueva y no un sim-
ple nimero como a primera vista parece. Por cada valor que tome el vector aleatorio
(Y1,...,Y,), se tiene una valor de la variable esperanza condicional. También es im-
portante notar que los posible valores del vector aleatorio (Y3, ..., Y,,) varian segun los
elementos w € (). Existe una manera mas formal de presentar a la esperanza condi-
cional, cuya justificaciéon requiere del teorema de Radon-Nikodym, el cual se basa en
conceptos de teoria de medida que se alejan de esta investigacion. Sin embargo, se

ofrece el resultado a modo de definicion.

Definiciéon 1.2.22.
Sean (Q2,.#,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria con esperanza
finita y ¢ C % una sub-c-algebra. La esperanza condicional de X dada la sub-o-

algebra ¢, denota como E(X|¥), es una variable aleatoria medible con respecto a ¢,
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con esperanza finita, tal que

/E(X|E¢)dP:/XdP, para todo A€ ¥.
A A

24

(1.2.30)



Capitulo 2

Procesos de Markov

En el capitulo anterior se presentaron los elementos més bésicos de la teoria de
la probabilidad, mismos que pemiten introducir conceptos mas elaborados de gran
utilidad mas adelante. En el presente capitulo se definen los Procesos Estocdsticos a
tiempo continuo, luego se presentan los Procesos de Markov y finalmente se define
el Movimiento Browniano y se dan algunas de sus principales propiedades. Estos
elementos, aunados a los elementos de mecénica clésica presentados previamente, son

el material necesaria para alcanzar el objetivo de esta investigacion.

2.1. Procesos Estocasticos

En esta secciéon se consideran conjuntos de variables aleatorias indexadas por un

conjunto 7" C [0, 00). A tales conjuntos se les conoce como Procesos Estocdsticos.

Definiciéon 2.1.1.
Sea (€2, .7 ) un espacio medible. Considérese el conjunto { X (t,w) : t € T C [0,00),w €
0}, si para cada t € T, X(t,w) es una variable aleatoria, entonces, se dice que es un

proceso estocastico.

Es comiin denotar a un proceso estocéstico, como el de la definiciéon anterior,

simplemente como {X; : t € T}, sobreentendiendo que las variables aleatorias X; =

25
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X(t,w), w € €. Las variables aleatorias que se consideran durante todo este traba-
jo son tales que X; € R, para todo t € T" C [0,00). Al conjunto en el que toman
valores las variables aleatorias de un proceso estocastico, se le conoce como FEspacio
de Estados. Es casi una convencién estandar interpretar a los elementos de T' como
tiempos. Cuando se fija un w € €2, el mapeo t — X;(w), se conoce como Trayectoria.
Por ultimo, si 0 < #; < --- < t,4; € T C [0,00), se consideraran probabilidades de

eventos del tipo {X;, € Ay,..., Xy ,, € Ayi1}, donde Ay, ..., A, € B(R) y seran

p+1
ampliamente consideradas las probabilidades de los eventos {X;  , € A4} dado
{Xy, € Ay,..., X, € Ay}, A continuacion se definen dos propiedad importantes que

poseen algunos procesos estocasticos.

Definicién 2.1.2.

Sea {X; :t > 0} un proceso estocastico a tiempo continuo.

a) Si para cualesquiera tiempos 0 < t; < ty--- < t,, las variables aleatorias

Xy, Xy — X4y s ooy Xy, — Xy, , son independientes, se dice que el proceso

tiene Incrementos Independientes.

b) Si para cualesquiera s < ¢ y para cualquiera h > 0, las variables aleatorias
Xion — Xsin v Xy — X, tienen la misma funcién de distribucion, se dice

que el proceso tiene Incrementos Estacionarios.

2.2. Filtraciones y Procesos de Markov

Cuando se estudian las varibales aleatorias, el concepto de espacio de probabilidad
es fundamental para ello, pero si el objeto de estudio cambia a un proceso estocéastico,
la estructura de espacio de probabilidad resulta insuficiente, no por ello se desecha,
sino que se amplia el concepto a lo que se conoce como FEspacio Filtrado, el cual con-

siste de un espacio de probabilida més un objeto llamado Filtracion.
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Definicién 2.2.1.
Sean (£2,.%) un espacio medible. y {#; }+>0 una familia de sub-o-algebras de .#. Si se

cumple que
1. 4 C .7 para todo t € [0,00).
2. Sit < s, entonces, ¥4, C 9,
Entonces, se dice que {%,; }+>¢ es una Filtracion.

Si sucede que X; es medible con respecto a ¥, para todo t > 0, entonces, se
dice que X; es Adaptado a la filtracion {%,};>o. Considérese un proceso estocastico
{X;:t>0},819 =0(X; : t <s), entonces, {4, }1>0 es una filtracion, llamada Filtra-
cion Natural y claramente el proceso es adaptado a ella. A continuacion se define una
clase muy particular de procesos estocasticos, conocidos como Procesos de Markowv,

los cuales aparecen més adelante.

Definicién 2.2.2.
Sea {X; : t > 0} un proceso estocastico con valores en R, adaptado a la filtracion
{Zi}1>0 v sea la o-dlgebra 4, = (X : s >t > 0). Se dice que {X; : ¢ > 0} es un
Proceso de Markov con respecto a la filtracion {Z:}i>0, si para todo A € #; y para

todo B € ¥, se tiene que

P(AN B|X,) = P(A|X,)P(B|X,). (2.2.1)

Una exposicion mas completa de los Procesos de Markov se halla en [26]. Notese
que en la definicion anterior se puede hacer .%; = (X, : s < 1), en cuyo caso se
dice que {X; : t > 0} es un Proceso de Markov. De modo que un proceso de Markov
es tal, que las o-algebras (X5 : s >t > 0) y (X5 : s < t) son independientes.
En un lenguaje menos formal, lo anterior equivale a decir que el pasado y el futuro
del proceso son independientes. El siguiente teorema ofrece formas equivalentes de la

definicion anterior, cuya demostracion puede encontrarse en [26] Teorema 1.3-a.
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Teorema 2.2.1. Sea X = {X; : t > 0} un proceso adaptado a la filtracion {o(X, :

u < t)}i>o entonces, los enunciados siguientes son equivalentes:
1. X es un proceso de Markov.

2. Para todot > 0, y Y funcidn acotada y medible respecto a o(X, : s <t), se
tiene

E(Y|o(X,:s < 1) = B(Y|X,). (2.2.2)

3. it <s, entonces

E(X.[o(X, : 5 < 1)) = E(X,|X,) (2.2.3)

Los tltimos dos enunciados del teorema contienen la nocién mencionada, de que el
pasado y el futuro son independientes en un proceso de Markov. El siguiente resultado
es una consecuencia del teorema anterior y de la definicién de esperanza condicional,

la demostracion puede encontrarse en [26] Teorema 1.3-b.

Teorema 2.2.2. Sea X = {X,; :t > 0} un proceso de Markovy0 <t; <---<t, <t,
entonces

E<Xt|Xt17 ceey th) - E(thth) (224)

En laigualdad anterior, el término E(X;| Xy, ..., Xy, ), denota a E(X;|o (X4, ..., X4,)),
el cual es un poco mas formal.

A continuacion se definen las Funciones de Transicion, que se asocian con las
probabilidades de pasar de un estado (o conjunto de estados) a otro en un intervalo

de tiempo dado.

Definicién 2.2.3.
Sea el espacio medible (R, #(R)). La funcién P(z,t; A, s) definida para 0 <t < s <
o0, z € R, A€ AB(R), se llama Funcion de Transicion de Markov sobre (R, Z(R))

y cumple lo siguiente:



CAPITULO 2. PROCESOS DE MARKOV 29

1. El mapeo A — P(x,t; A, s) es una medida de probabilidad sobre #(R) para
todot <syxeR.

2. El mapeo x — P(x,t; A, s) € B(R), paratodo 0 <t <s<oo, y Aec AR).

3. Si0<t<s<u,entonces para todoz € R y A € #B(R) se tiene
Pz, t; Aju) = / P(z,t;dy, s)P(y, s; A, u). (2.2.5)
R

La propiedad del enunciado 3, es la més respresentativa de una funciéon de tran-
sicion y se conoce como Ecuacion de Chapman-kolmogorov. La funcion P(x,t; A, s)
representara a la funcién de densidad de probabilidad de que el proceso esté en A
al tiempo s y que esté en el estado = al tiempo t < s. Por otra parte, si exis-
te una funcion P(x, A,t) definida para todo t > 0, x € R, A € A(R) tal que
P(x,t; A,s) = P(x, A, s —t), se dice que la funcion de transicion de Markov es Ho-
mogénea en el Tiempo, en cuyo caso la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se escribe

como P(x,A,s+1t) = [g Pz, dy,t)P(y, A, s).

Definicién 2.2.4.
Sea X un proceso estocastico con valores en (R, #(R)) adaptado a la filtracion
{Fi}i>0 v sea P(z,t; A, s) una funcion de transicion de Markov sobre (R, Z(R)).
Se dice que X es un proceso de Markov con respecto a {.%;}:>¢ con funcion de tran-

sicion P(x,t; A, s) si se cumple
E(X|%) = P(X,t;x,s), paratodo (<t < s. (2.2.6)

Donde P(y,t;x,s) = [g P(y,t;dz,s). Si . # = o(X, :u <t), entonces, E(X,|o(X
u<t)) =EXX;) = P(Xy, t;2,9).

Los resultados y definiciones anteriores permiten presentar el siguiente teorema,

el cual ofrece una forma de calcular las Distribuciones finito dimensionales de un
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proceso de Markov.

Teorema 2.2.3. Sean X = {X; : t > 0} un proceso de Markov, 0 < t; < --- < t,
y Px, la distribucion de la variable aleatorio Xo. La distribucion del vector aleatorio

(X4yy ey X4,)), estd dada por

PXt1:-~~7th (xlv s l’n) = PXO (xO)PO,tl(JJOv 1’1) e Plfml,tn (xtn717xtn)' (2'2'7)

2.3. Movimiento Browniano

En 1827 el botanico Robert Brown observé que, cuando se suspendian pequenos
granos de polen en agua, estos presentaban un movimiento irregular. Este fenémeno se
llamé Movimiento Browniano en honor al trabajo de Brown, quien ademéas demostro
que el movimiento estaba presente en cualquier suspension de particulas finas de vi-
drio y minerales, quedando descartado cualquier origen organico de este movimiento.
El problema de explicar satisfactoriamente el movimiento Browniano lo resolvié Eins-
tein en 1905. Una explicacion alternativa la dio independientemente Smoluchowski.
Los siguientes dos puntos son representativos de la soluciéon de Einstein al problema

del movimiento Browniano.

= El movimiento de los granos de polen es causado por impactos sucesivos de las

moléculas del liquido, las cuales estan en movimiento todo el tiempo.

= El movimiento de las moléculas del liquido es tan complicado, que su efecto en
el grano de polen puede describirse s6lo probabilisticamente, en términos de los

sucesivos impactos que son estadisticamente independientes.

El movimiento Browniano se entiende de dos maneras, por un lado esta el aspecto
fisico y por otro el aspecto mateméatico. Como fenémeno fisico es entendido con la

mecanica estadistica. Una sencilla forma de abordar el aspecto fisico del movimiento
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browniano unidimensional puede ser a través de dos parametros, la densidad de par-
ticulas p(z,t) y la corriente de particulas j(z,t) . El primero se refiere a el niimero
de ellas dentro de un intervalo infinitesimal alrededor de un punto x al tiempo ¢ y el
segundo a el nimero de éstas que pasan por x en direcciéon positiva por unidad de

tiempo. Es un hecho experimental que

j(z,t) = —D%. (2.3.1)

Donde D es una constante de proporcionalidad. Suponiendo que las particulas no

se crean ni se destruyen durante el proceso, entonces

op(et) __0ja,1)

ot ox

. (2.3.2)

Derivando con respecto a la posicién la primera expresion e igualando a la segunda
se obtiene:
Op(x,t) _  Pp(z,1)

Esta tltima ecuacion se llama Ecuacion de difusion y fue la que dedujo Einstein
en su estudio del movimiento Browniano y asocié a las probabilidades de transicion.
El aspecto matematico del Movimiento Browniano, que es el de interés en este es-
tudio, se basa en las observaciones del fenémeno fisico, cuyo lugar en los procesos
estocasticos se debe al matemético Norbert Wiener quien demostré la existencia y

unicidad de un proceso con tales caracteristicas.

Definiciéon 2.3.1.
Un movimiento Browniano unidimensional con parametro o2 es un proceso estocastico

a tiempo continuo {B; : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes condiciones.

(l) B() = 0.
b) Las trayectorias son continuas.

c¢) El proceso tiene incrementos independientes.
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d) Para 0 < s <t, la variable B, — B, tiene funcion de densidad

$2
_ P {sy )

fw) = o\ 2r(t —s)

La densidad de la variable aleatoria B; — B se conoce como Densidad Normal y se

(2.3.4)

representa como N (0,0%(t—s)). Lo anterior se denota como B; — B, ~ N (0, 0%(t —s))
y ademas significa que los incrementos del movimiento Browniano son estacionarios.

Sean 0 <t < -+ < tp, 21,....,0, € R.Sean Yy = By, y Y, = By, — B,;,_,, para
1 > 2, las cuales por definicién son independientes. Definase X; = Z;ZlY} = B,,.
Si fB,,...B,, representa la funcién de densidad del vector aleatorio (B, ..., By, ), por

independencia se tiene que

thl,...,Btn (T155Tn) =[xy X0 (T15 05 Tn)

= le,YlJrYg, ,Zyzlyj(xh "')xn)

= fy,..v, (1,00 — 21, .., Ty — Tp_1)
= fyi(z1) - fyv (@ — 2n)
= fB,(x1) - fBo-Bi,  (Tn — Tn-1).

Donde thj_ B, _, (x; — xj_1) representa la funcién de densidad de la variable
By, — By,_,, la cual es una normal N(0,0°(t; —t;_;)). Con lo anterior se puede probar

que el movimiento Browniano es un Proceso de Markov.

Teorema 2.3.1. El movimiento Browniano es un proceso de Markov.
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Demostracion.

Sean 0 <t < -+ <tui1y x1,...,Ths1 € R. Entonces

_ thnJrl,...,Bt1 (Tnt1y s 1)
thn,...,Btl (xna ceey xl)

_ fB, (@) - B,

 fe,(x1) - [ B, (Tn— Tn_1)

th

i1 | Btn s By (Tnt1s e, T1)

—DBy,, (anrl - :En)

= [Bi,,,—Bu, (Tnt1 — Tn)

_ th thn ({L‘n>

ni1—Btn (iUn+1 - xn)fB—(l‘)
tn n

= thn+1 |Bt,, (l‘n+1, $n)

Si0<s<tyuy,x € R, las funciones fp,_p (r — y) son las funciones de tran-
sicion de Markov del Movimiento Browniano, P(y,s;x,t), y estd asociadas con la

probabilidad de que el proceso esté al tiempo s en el estado y y al tiempo ¢ esté en z.

th_Bs (ZL’ - y) = P(?/a S; ilj’,t) (235)

De la definiciéon del movimiento Browniano facilmente se ve que las funciones de
transicion son homogéneas en el tiempo, por lo que la funcion P(y, s;z,t) se denota
como P(y,z,t — s). Ademéas si A € ZA(R), se tiene que la probabilidad de que el

proceso esté al tiempo s en y y al tiempo t esté en A estd dada por

Py, At —s) = /AP(a:,x,t — s)dzx. (2.3.6)

Integrando directamente se ve que las funciones de transiciéon cumplen la propiedad

de Chapman-Kolmogorov.
Py,z,t+s) = / P(y,u,s)P(u,z,t)du. (2.3.7)

—00

Ademas satisfacen la ecuacion de Difusion de Einstein, como puede corroborarse fa-
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cilmente derivando. A continuacién se define el Movimiento Browniano n-dimensional.

Definiciéon 2.3.2.
Sean B;(t), i = 1,...,d movimientos Brownianos unidimensionales independientes

2

con pardmetro o, el movimiento Browniano d-dimensional es el proceso B(t) =

(Bi(t), ..., Ba(t)).

Si0<s<tyx € R entonces el vector aleatorio B(s) — B(t) tiene densidad

dada por

exp {— e }
f (X) _ 202 (t—s) .
BB (2027 (t — 5))4/?

(2.3.8)

Donde [|x|| representa la norma euclidiana en R?. Analogamente al caso unidimensio-
nal, el movimiento Browniano d-dimensional es un proceso de Markov y las funciones
de transicion de Markov asociadas a la probabilidad de que el proceso al tiempo s

esté en el estado y y en el tiempo t esté en el estado x son

P(y,x,t —s) = fes)-B1) (X — ). (2.3.9)



Capitulo 3

Proceso estocastico asociado a un

Lagrangiano

En este capitulo se desarrolla la parte mas importante de esta investigacion, la
cual consiste, como ya se ha dicho, en la obtenciéon de un proceso estocastico asociado
a una particula que se mueve bajo el efecto de una fuerza conservativa. Para dicho fin
es necesario la idea de Integral de Trayectoria de Feynman, la cual se presenta bre-
vemente. Luego, dicha integral se utiliza para concluir que una particula Browniana
tiene asociado el lagrangiano de una particula libre. Esto ultimo sirve de motivacion
para encontrar la funciones de transicion de Markov y la funciéon generadora de mo-
mentos de un proceso estocastico que surge de sumarle al lagrangiano de una particula

libre un potencial conservativo.

3.1. Integral de trayectoria de Feynman

Imaginese una particula con masa m restringida a moverse sobre el eje z, la cual

esté sujeta al efecto de una fuerza conservativa F'(x). En mecénica clasica, usualmente

.. 2
se procede a resolver la ecuacién de Newton meZ = F = a‘gg(f), donde V' (z) es un
potencial conservativo, para obtener la posicion de la particula x(t) y con ella otras
variables dindmicas de interés. Las condiciones iniciales z(0) y 2’(0) son suficientes

para dicho fin. En mecénica cuantica el mismo problema se aborda de una manera

35



CAPITULO 3. PROCESO ESTOCASTICO ASOCIADO A UN LAGRANGIANO36

muy diferente. En este caso lo que se busca es la Funcion de Onda de la particula,
denotada como ¥ (x,t), y en vez de resolver la ecuacion de Newton se resuelve la
ecuacion de Schrédinger

Loy R 0%

Donde ¢ representa la unidad imaginaria y h la constante de Planck normalizada.
Las condiciones iniciales ¢ (z,0),1'(x,0) también son necesarias. La funcion de onda
(x,t) es un elementos del espacio de Hilbert de las funciones cuadrado integrables.
Con la funcién de onda se calculan las variables dinamicas. Uno de los aspectos mas
sorprendentes de la mecanica cuantica, propuesto por el fisico aleman Max Born en
1926, es que el término |¢(x,t)|*> = (Y(x,t),¥(z,t)) esta asociado a la probabilidad
de encontrar a la particula en la posicion x al tiempo t. La cantidad (¢ (x,t), ¥ (x,t))
representa el producto interno en el espacio de las funciones cuadrado integrables.

Dada la interpretaciéon probabilistica de Born es necesario que se cumpla que

| o, v ops =1 (3.1.2)

—0o0
En el contexto de la teorfa de la probabilidad, se dirfa que |1 (z,t)|* es una funcion de
densidad de probabilidad. En mecanica cuéntica se le llama Amplitud de Probabilidad.
Las formulaciones de la mecénica cuantica fueron desarrolladas por Schréedinger,
Heisenberg y otros en la década de 1920, y poco despties se mostrd que las distintas
formulaciones eran equivalentes entre si. En 1933, Dirac hizo la observacion de que
la accién juega un papel central en la mecénica clésica, pero parecia no haber un
analogo en la mecanica cuantica. Especul6 sobre como podria estudiarse la evolucion
en el tiempo de un sitema cuantico a partir de la accion clasica. En 1948, Feynman
desarroll6 la idea de Dirac y obtuvo una formulaciéon de la mecanica cuantica, basada
en el hecho de que la evoluciéon de un sistema cuéntico se puede escribir como una suma

que considera todas las posibles trayectorias (no solo las trayectorias clasicas) entre

dos puntos. Dicha descripcién se hace a través de una funcion llamada El propagador,
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denotado como A(zy,tf; x;,t;), donde x; es la posicion de la que parte el sistema al
tiempo t; y x5 es la posicion a la que llega el sistema al tiempo t;. La forma del

propagador es la siguiente

Aoty ts) = /FD(Q:) exp {iS/h}. (3.1.3)

Donde S es la accion clésica, h la constante de Planck normalizada, D(x) una funcion
que depende de z y I' el conjunto de trayectorias que existen entre los puntos x; y
x, ademas es importante mencionar que la integral anterior no es una integral de
Lebesgue ni mucho menos una integral de Riemann. Una explicacién mas completa de
la integral de trayectoria de Feynman y su relacién con el propagador puede hallarse
en [17,18,20]. La propiedad interesante del propagador es que permite obtener la

funcion de onda ¢(xf,ts) a partir de ¥(z;,t;) del siguiente modo.

Ademas el propagador cumple la ecuacion de Schrodinger con la condiciéon inicial

A(xys,0;24,0) = 0(zf — ;). (3.1.5)

3.2. Lagrangiano asociado al Movimiento Browniano

Considérese una particula Browniana. Ya se vi6 que la funcién de densidad de
probabilidad de que la particula esté en la posicion x € R? al tiempo ¢, y al tiempo
to <t se encuentre en xo € R? es una normal N(0,02(t — ty)), si en este caso se

hace 02 = 2D, entonces

) = 1 [ — xo|*
P(xq,to;x,t) = ADr( = )] exp {—m} . (3.2.1)
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Para dicha particula definase la siguiente funcion

G(x,xo):/ P(xq,to; %, t)dt. (3.2.2)

to

La cual se denomina Funcion de Green. Como el movimiento browniano es un proceso
de Markov, entonces, la funcién de transiciéon satisface la ecuaciéon de Chapman-

kolmogorov, de modo que

P(x,t;xo,to):/P(x,t;x’,t’)P(X’,t’;Xo,to)dx’ (3.2.3)
E

Donde tg < t' <t, E es el conjunto de todos los posible estados del procesoy X' es
un estado intermedio por el que puede pasar la particula al tiempo ¢’ antes de llegar a
x. Si tg <ty <..<t,1 <t,=1t esuna particion del intervalo [to,t]y Xi,...,Xp_1
son estados intermedios por los que puede pasar la particula antes de llegar a x,, = x,

entonces se puede escribir lo siguiente:

P(x,t;%0,t0) = / P(x,t;x1,t1)P(x1,t1; X0, to)dX;.
E

P(x,t;x1,t;) = / P(x,t;Xg,t2) P(Xa, t2; X1, t1)dXa.

E

P(x,t;x9,t2) = / P(x,t;x3,13) P(X3, t3; X, t2)dXs.
B

P(Xat;xnf%tan) = / P<X7t;xn717tn71)P(anlatnfl;xnf%tan)anfl-
E
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Combinando estas integrales se obtiene:
P(x,t;%0,t9) = (3.2.4)

// P(xy,t1;X0, t0) P(X2, t2; X1, t1) - - P(Xn—1, tn—1; Xn—2, tn_2)dxy ... dTp_1.
E E

(3.2.5)

Sustituyendo el valor de P(x;+1,t;41;%;,t;) en la ecuaciéon anterior y denotando las

n integrales por una sola se obtiene que

n—1 n_!
dx. 1 %541 — x5
[ j - IR+l A0
(3, £ %0, to) /EJI:I1 ([4D7r(tj — tj—l)]d/2> =P [ 4D j; (tjr1 —t5)
(3.2.6)

Si se hace n — o0, es decir, que la particion del intervalo [to,?] sea infinita y la

longitud de los intervalos tienda a cero, At; — 0, entonces:

n—1 B
dx; HX 11— X517
lim J ) ex L
/En_mjl;[l ([4D7T(tj —t ) P Z +1 —t5)

n—1
dx; 1 ||X~+1—X~|| At;
lim | | J )ex - E J J J
/En_)OO j=1 ([4D7T(tj - tj—l)]d/Q P L 4D =0 (tj-‘rl - tj)z

[ )| D).

Donde

n—1

, dx;
200 = i [T (7~ %) 420

En consecuencia las funciones de transicion, cuando la particula puede dar una infi-

nidad de saltos antes de llegar a x partiendo de xy se reescriben como:
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P(x,t;xo,to):/ED(x)exp {—i dT||>'<(T)H2] (3.2.8)

to

De modo que la ecuaciéon de Green toma la forma

G(x, %) = /:dt /E D(x) exp {—i t:dTHX(T)H?}. (3.2.9)

Si en esta ultima ecuacion, el argumento de la exponencial estuviera multiplicado por

%

el ntimero complejo ;, entonces, segin se hace en [16,20,21,17], la integral tomaria

la forma de una integral de trayectoria de Feynman, y el movimiento de la particula
representarfa un sistema fisico donde la accion serfa Sy = 75 ftz dr||x(7)||?, de modo
que el lagrangiano de la particula seria, % = %, es decir, representaria el
movimiento de una particula libre de masa m = %. De esta manera, el proceso esto-
castico asociado al lagrangiano de una particula libre es un movimiento browniano.
Una vez que se conoce esta conexion, surge de manera natural la siguiente pregunta:
., Qué pasaria si en la funcion de Green anterior, en vez de considerar el lagrangiano
Zy se considera un lagrangian de la forma & = % + €V (x(t))? Donde V(x) es un

potencial conservativo y € << 1 es una constante de acoplamiento. Una respuesta a

esta pregunta se desarrolla en la siguiente seccion.

3.3. Proceso Estocastico asociado a una particula
que se mueve en un potencial conservativo

Siguiendo la linea de desarrollo de la seccién anterior, en esta seccidon se obtiene

1

5p» cuyo lagrangiano es

el proceso estocastico asociado a una particula de masa m =

de la forma

L= Lo+ V(x() (3.3.1)
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Donde % representa el lagrangiano de una particula libre de masa m = 55, V(x(t))
representa un potencial conservativoy |e| << 1. La accion asociada a este lagrangiano

€S:

S = /t dr & = Sy + e/t drV (x(r)) (3.3.2)

to to

En cuyo caso la funcion de Green es

G, x0)y — /: dt [E D(x) exp {So—i-e /t: d7v<x(7))}. (3.3.3)

Sitg <t <..<t, 1 <t,=1t esuna particion del intervalo [to,t] y Xi,...,Xn_1
son estados intermedio por los que puede pasar la particula antes de llegar a x,, = x,

entonces se puede hacer la siguiente aproximacion

H

n—

t
1
[ arvixo) = 53 v i) (3.3.4)

to j

I
=)

Donde v(x;11,tj41; X, t;) = (tj41 —t;)(V(xj41) + V(X;)). De esta manera, la integral
es el promedio de las sumas de Riemann y v depende de sus puntos iniciales y finales.

Con lo anterior es posible ver la siguiente proporcionalidad

/ D(x) exp [so te /t t dTV(X(T))}

1

/ (H dxg) exp [”z: [ HX]H—_X]H) + %U(Xﬁhtﬁl;xwtﬁu-

—1
; +1
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Por otra parte, se tiene la siguiente igualdad.
S [ =Xl e
ex ——— "+ (X1, L1 X, t
p AD(t;p1 —t;) 2 j+15 Lj+1; X, Uj

n—1
%41 — x4 €
=|lexp |-+ zv(Xj41, tjr1: X5, £5) | -
H Xp{ AD(t;41 — 1) 2“( j+1, L X, 6)

En consecuencia se tiene lo siguiente

n—1 n—1
> %1 — x4 €
G(x,xo)voc/ dt/ dx; exp {—44——@()0 Lt X, t) ] |-
0w JE jl_[l ’ H) AD(tjpr —t;) 2 TR

(3.3.5)

Partiendo de lo hecho en la seccién anterior, es posible asociar el dltimo término
de la integral anterior con las funciones de transicion Py (x,t,Xg,%) de un proceso

estocastico, es decir

X1 — X2 €
i =l _U(Xjﬂ,tjﬂ;xj,tj)} . (336)

Py(xj11,tj41, %, t5) o< exp { AD(tj —t5) 2
7 J

De modo que la funcién de Green es tal que

) n—1 n—1
G(X, XO)V X / dt/ (H de) (H Pv(Xj+1,tj+1,Xj,tj)> . (337)
to E\j=1 j=0

De esta manera, debe existir una constante de proporcionalida N tal que

G(X, XO)V = /Oo dthv(X,t,Xo, to) (338)

to

El subindice V en la funcién de Green y en la funcién de transicion, es para distinguirla
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de las de la secciéon anterior. En la siguiente seccién se obtiene una aproximacion a
primer orden de la constante N, la cual depende de D(x). Las tltimas dos ecuaciones
implican que el proceso estocéstico asociado al lagrangiano .Z es tal que sus funciones

de transicion satisfacen la ecuacion de Champman-Kolmogorov.

3.4. Condiciones de Normalizacién para Py

El objetivo de esta seccidon es encontrar una aproximacion a primer orden de la
constante normalizadora N . Dicha aproximacion ser4 util en los casos en que la forma
del potencial V' (x) complique la obtencién de una forma exacta. Sin embargo, en el
ultimo capitulo se presentan algunos ejemplos en los que se puede obtener formas
exactas para la constante A/, de este modo, también se calculan expresiones exactas
de las fuciones de transicion Py (x, t;Xg, to). En la seccion previa se obtuvieron algunas
expresiones que involucran a dichas funciones de transicion, de las cuales se puede

concluir que

e —xof* | €
PV<X,t,X0,t0) = Nexp —m + §U(X,t;xo, t()) . (3.4.1)
=40

Partiendo del hecho de que las funciones de transiciéon son densidades de probabilidad,

debe cumplirse que

/ N / Pv(X, t, X, to)del T dl’d = 1. (342)

oo —00
Donde x = (1, ..., z4). Por otra parte notese que

1 2
o] g ) 13

En lo sucesivo se hara [* -+ [* dxy---dxq = [°_dx. Sipara todo entero k > 0
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se define
Lorenk [ Ix —xol*] &
I =:—-(—) d _IXZ X0 ke 4%, ). 3.4.4
T R\2 /_OO *exp { ID(ty) |V o tixo:to) (3:4.4)
Entonces
Notese que
Iy = [4Dm(t — to)]2. (3.4.6)

La cual es la constante de normalizacién de las funciones de transicion del movimiento
Browniano, de modo que debe utilizarse para completar la expresion (3.3.6). Dado

que se pretende encontrar una aproximaciéon de A a primer orden, es necesario I;

I — xof”

e(t — to) dxexp [_m} v(x)] . (3.47)

n= 5 Vo)t - )+ [

Considérese unicamente el dltimo término de la igualdad anterior y supdéngase que
existe la serie de Taylor alrededor del punto x, de la funciéon V(x), entonces, proce-
diendo como en [1], se tiene que

[ [ v

PN Van, .20 [2D(t — to)]
DY Y e o DS R
n1=0 nqg=0
Donde los coeficientes se calculan a través de la siguiente expresion
82n1 aQnd
Uin ..... 2nd = al‘%nl st 8$Z”d V(X)‘XO (349)

Utilizando Iy y I; se obtiene la aproximacion a primer orden de la constante N
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t—to)

Nt =[4D(t — ty)]¥? (1 + el 5 V(%) 4 e(t — t0)2r)

(3.4.10)
= [AD(t — to)] >N~

Donde T representa todas las sumas que aparecen en la ecuacion (3.4.8) y N’ ~l =
1+ 6(t;—to)V(x) + €(t — t9)2I es la constante de normalizacion de Py. De esta manera

se tiene la siguiente expresion a primer orden para Py .

PV(X7 ta Xq, tO)

t—1 t—1t
= P(x,1,%o,10) — WFN/P(XJZXOJO) + WNIV(X)P(X%XOJO)-

(3.4.11)
Se reitera que las funciones P(x,t, X, ) son las funciones de transicién del mo-

vimiento Browniano. Por otra parte, la aproximaciéon anterior es mejor siempre que

€V

el término a segundo orden en la serie de Taylor de exp [7} es mas pequeno que el

2 . . . 2
término a primer orden, es decir, sv > %UQ, lo que puede expresarse como v < %.

3.5. Funcion Generadora de Momentos

En el capitulo uno se present6 la funcion generadora de momentos de una variable
aleatoria y se mencion6 que su principal utilidad es que permite calcular los momentos
de la variable aleatoria correspondiente, siempre que existe en una vencindad entorno
a cero. En esta seccion se calculan los momentos de las variables aleatorias cuyas fun-
ciones de densidad son las funciones de transicion Py. Si dichas variables se denotan

por y, entonces

Mp, (s) = /_Oo dyexply -s|Py. (3.5.1)

o0

Donde s € R?. Utilizando la aproximacién para Py se tiene que
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MPV (S)

et —to) TN Mp(s) +

= Mp(s) - —

t—t o0
el 5 O)N’/ dy exp [y - s]V(y) P(y, t; yo, to)-

(3.5.2)

En la ultima expresion Mp denota a la funcién generadora de momentos de los in-
crementos del movimiento Browniano. Nétese que la tltima integral en la expresion
anterior tiene la forma de la ecuacion (3.4.8), de modo que si existe la serie de Taylor
de V(x) alrededor del punto xo + 2D(t — ty)s, se tiene que la funcién generadora de

momentos se reescribe como

MPV (S)

— Mp(s) — et

W ppragp(s) + LN exp s - (o + Dt~ )]

(3.5.3)

Donde

Z Z Uany...mg [2D(E = to)] ") (3.5.4)
n1=0 ng=0 2mtna nl'nd'

/ z
Y las constantes vy, ,, estdn dadas por

-----

, 82n1 aQnd

Vo, 2ny — 8x%n1 axindv (%) |xo+2D(t—t0)s- (3.5.5)

Notese que la funcion Mp(s) corresponde a los momentos de una variable normal

N(0,2D).



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo se obtienen las funciones de transicion y la funciéon generadora
de momentos de los procesos estocasticos que se surgen cuando se varia el potencial.
Los potenciales que se consideran son: el potencial lineal, el potencial del oscilador

armonico y el potencial de decaimiento exponencial.

4.1. Potencial Lineal V(x) = kx

Uno de los problemas mas sencillos en la mecanica cléasica es el estudio de una
particula sometida a un potencial lineal de la forma V' (z) = kz, lo que se corresponde
con el movimiento de una particula sometida a una fuerza constante. Para simplificar
el problema se considera el problema unidimensional. Considérese que la particula
parte del punto xg al tiempo ty. Entonces, utilizando (3.4.1) se tiene que las funciones

de transicién son

Py (ot 20, o) :Nexp{ (v 2o E/‘i(t—tO)(l’JF%)}- (4.1.1)

4Dt —tg) | 2

47
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Completando cuadrados, el argumento de la exponencial puede reescribirse como

(37 — $0)2 . € (t ; )( n ) 1 [ ( N D(t . )2)]2
_ — R\l — €T o) = —— " Jr— (g cr -
=) 27T D) T i)
ER2D(t — tg)?
+ er(t — to)zo + 1 .
En consecuencia, las funciones de transicion son tales que
- D(t —t)?))?
Py (,t; 20, to) ocexp{—[x (2o + enD( 0)°)] }
e (4.1.3)
Er2D(t —t)? L
X exp < €kt — to)zo + . '
Dado que
1= / NPydz. (4.1.4)

Resolviendo la integral se obtiene

N~V = \/4xD(t — to) exp {m(t oy + P (i —to)’ } (4.1.5)

Por lo tanto

Pv(ff, ta Zo, tO) =

1 [z — (g + ek D(t — to)?)]?
I ] exp {— D0 —to) } (4.1.6)

La funcién anterior es una distribucion normal N (u, 0?), donde pu = xg+exD(t — to)?
y 02 =2D(t —ty).

En este caso la funcion generadora de momentos es

Mp, (s) = !t (4.1.7)
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El n-ésimo momento de la variable aleatoria X cuya densidad es Py, esta dado por

dn
Ep, (X") = %MX,PV(S)\S:O- (4.1.8)

En consecuencia el primer y segundo momento de X estan dados por

EPV<X) = U

EPv(XZ) = H’2 + 02'

(4.1.9)

De la ecuacion de movimiento de Newton se sabe que si una particula de masa m = %
se mueve bajo el efecto de una fuerza cuya magnitud es ex, entonces, su posicion al
tiempo t esta dada por z = x¢ + ek D(t — tg)?, donde z, es la posicion de la particula
al tiempo ty. De modo que la posiciéon promedio de una particula Browniana afectada
por una fuerza constante de magnitud ek, coincide con la poscién de la paricula

previamente mencionada.

4.2. Potencial V(x) = kz*

En esta seccion se considera un potencial del tipo de un oscilador armoénico. Nueva-
mente, el problema es unidimensional y se obtiene una forma exacta para la constante
N, lo que implica formas exactas para las funciones de transicion. Si el potencial que

se considera es V(x) = kz?, entonces, (3.4.1) implica que

(x —x0)® €

Py (z,t;x0,t0) = N exp {—m + Em(t —to)(z* + w%)} (4.2.1)
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Manipulando el argumento de la exponencial anterior se obtiene que

(z — 20)° € 2 2
- Y L SRt —t
1D =t Tart )l 4 x) .
1 — 2exD(t — tg)* T 2 +é o
— xr — :
4D(t — t()) 1— QEHD(t — t0)2
Donde
2 2
Lo Lo € .2
= — = t—tp). 4.2.3
O = U enD(t— 1) AD(—1g) T 2"l ~10) (42:3)
En consecuencia
1 —2ekD(t — to)? xg 2
P — — ) 4.2.4
v o exp { D=1 |° 1= 2enDi—102] T¢ (4.2.4)
El valor de N se obtiene de la ecuacion
1= / N Pydzx. (4.2.5)
De modo que al resolver la integral se obtiene
A D(t
= . 4.2.6
Notese que la expresion anterior solo es valida siempre que
9 1
(t—t)” < (4.2.7)

2¢exD’
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De la misma manera, las fuciones de transicion son validas para los tiempos anteriores.

1 —2exD(t —tg)?
Pv(l’,t;mo,to):\/ D o)

47TD(t - to)
% 1— QEHZD(t — t0)2 Zo 2
exX — xr — .
P AD(t — to) 1— 2ewD(f — to)?2

Notese que la funcién anterior es una distribuciéon normal N(u,0?), donde p =

(4.2.8)

2D(t—t0)

%o 2 __ _ 2Pi—to) sz . .
2D Y O = T a2enDt)? La funciéon generadora de momentos tiene la misma

forma que (4.1.7), de modo que sus primeros dos momentos estan dados por (4.1.9).

4.3. Potencial V(z) = \jexp { Aoz}

En esta seccidon se presenta el problema para un potencial de tipo decaimiento
exponencial de la forma V(x) = Ajexp {2z}, donde Aj, A2 son constantes de aco-
plamiento. Para este caso se hara uso de las aproximaciones a primer orden que se
desarrollaron en el capitulo previo para la constante de normalizacion y las funciones
de transicion, con estas ultimas la funcién generadora de momentos puede calcularse
a partir de la definicién . Los parametros necesarios para las aproximaciones estan

dados por

v(x, t, 0, to) = A1(t — to)[exp {—Aax} + exp {—Aaxo }].

N =1+ —EMZ_ to) exp {—Aamo} + —dl(’;— fo) Mp(—Xy). (4.3.1)
po Ml =t)y ),

2

Donde Mp(—A2) es una constante con la misma forma funcional que la funcion gene-

radora de momentos de una distribucion normal N(0,2D(t —t,)) valuada en Ay. Por
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(3.4.11) se tiene que

A
Py (x,t;20,10) = P(x,t; 20, t0) — %(t — to)N"Mp(—X2) P(x, t; o, to)

. (4.3.2)
+ 71(75 — to)N" exp { =Xz} P(z,t; 20, to).
Por (3.5.1) se tiene que
MPV(S) = MP(S) + %(t - to)NlMp(—/\Q)Mp(S)[GXp {2D(t - to)/\QS} - ]_] (433)

En consecuencia el n-ésimo momento de la variable aleatoria X cuya funcion de

densidad es Py (z,t;xg, 1) estd dado por

6)\1 d"

EPV (Xn) = EP(Xn> + T(t — to)./\f’]\/[p(—)\g)@[exp {2D(t — t(])/\QS} — 1“320.
(4.3.4)



Capitulo 5

Conclusiones

La herramienta que se desarroll6 en este trabajo, ofrece un método para determinar
de manera analitica las funciones de transicion de un proceso estocastico asociado a
una particula Browniana afectada por un potencial conservativo. Con las funciones de
transicion de un proceso estocastico se puede obtener toda la informacion relevante del
proceso, segun se vio en el capitulo 1, de modo que la obtencién de dichas funciones era
el principal objetivo, el cual se logro satisfactoriamente. La condiciéon de que el valor
del potencial se viera afectado por una constante perturbativa, cuya magnitud ademas
se pidi6 fuera muy pequena, fue necesaria para que las aproximaciones a primer orden
de las funciones de transicion y la funcién generadora de momentos, tuvieran un rango
aceptable de validez. Como ya se ha mencionado, este trabajo se bas6 y se inspir6 en
[1], en donde el principal objetivo fue obtener sélo aproximaciones de las funciones de
transicion. En la presente investigacion se desarrollaron las aproximaciones y ademas
se obtuvieron soluciones exactas para un par de casos, dejando las aproximaciones
para los casos en que las formas exactas de las funciones de transiciéon no fueran
asequibles, por lo que se puede decir que se logré un poco mas de lo que en [1] se
hizo. La herremienta que se obtuvo puede aplicarse a los potenciales conservativos
més comunes. En este trabajo sélo se aplic6 a pocos ejemplos unidimensionales, sin
embargo, se puede hacer lo mismo para los casos multidimensionales. Hay que resaltar
que todo lo que se hizo esté basado en los métodos de la integral de trayectoria, la cual

permite establecer un vinculo entre la mecanica clésica y los procesos estocasticos.

53
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