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Resumen

Usando el formalismo de la GeometroTermoDindmica para derivar una ecuacién termodinamica fun-
damental, se construye un modelo cosmolégico consistente con la inflacién. Se estudia también la de-
pendencia de dicho modelo con el nimero de e-foldings, y su comportamiento termodindmico durante
la etapa de inflacion.

Con ayuda de la teorfa cosmoldgica de perturbaciones, se inducen un campo escalar (inflatén) y su
potencial, los cuales cumplen con las condiciones de slow-roll. Asi mismo se estudian las perturbaciones
del campo escalar y de la métrica.

Por 1ltimo, se sustenta la viabilidad del modelo mediante el cdlculo de su espectro de potencias, el
indice espectral escalar y la amplitud.

Palabras clave: GeometroTermoDinamica, Inflacion,

Summary

Using the formalism of GeometroThermoDynamics a fundamental thermodynamic equation is derived.
Using such equation a cosmological model consistent with inflation is developed. The dependence of
the model respect to the number of e-foldings and the thermodynamic behaviour during the inflation
process are studied.

Using the theory of cosmological perturbations, a scalar field (aka inflaton) and the respective potential
are induced. The slow-roll conditions are tested and fulfilled. Also the scalar field perturbations and
the metric perturbations are reviewed.

At last, the model’s viability is achieved by calculating the power spectrum; i.e the scalar spectral
index and the scalar amplitud of the spectrum.

Key words: GeometroThermodynamics, Inflation
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Introduccion

Como sabemos ACDM es el modelo cosmoldgico més acertado que tenemos junto con el modelo
inflacionario cadtico [21]. Sin embargo, ain existen otros modelos que nos permiten describir al universo
tal y como lo observamos, y que principalmente se diferencian por la ecuacion de estado que proponen
(usualmente la ecuacién de estado relaciona a la densidad de energfa del universo con su presién). Esto
nos lleva a preguntarnos, ;Podemos usar una ecuacién de estado arbitraria para generar un modelo
cosmoldgico que nos permita explicar la radiacién césmica de fondo, la estructura a gran escala y
la expansién del universo?; la respuesta es: no necesariamente, sin embargo existen métodos para
obtenerlas, uno de estos es a partir de una ecuacién fundamental [8].

Sin embargo, no todas las ecuaciones fundamentales generardn un modelo que explique las propiedades
que se conocen (experimentalmente) del universo. Es aqui es en donde entra en juego la Geometro-
TermoDindmica, que nos permite seleccionar dichas ecuaciones termodindmicas fundamentales [34].
En [1] se hace uso de esta herramienta para “generar’nuestra ecuacién de estado y asi, junto con la
ecuacién de continuidad en cosmologia y las ecuaciones de Friedmann, se crea un modelo cosmolégico;
tal y como se realizé en [11] .

A lo largo del presente trabajo, se hard uso de la ecuaciéon fundamental “generada”por la Geometro-
TermoDindmica y descrita en “Geometrotermodinamic model for the evolution of the universe”

[11] ¥ se desarrollara el modelo cosmoldgico que ésta tltima implica de una manera més generalizada,
incluyendo perturbaciones cosmolégicas.

La estructura de esta investigacién se encuentra divida en 5 capitulos. En el primer capitulo, plan-
teamiento del problema, se toma como punto de partida la historia del universo de manera breve,
haciendo hincapié a importancia de la etapa inflacionaria y al problema abierto que ain representa
para la fisica tedrica; a su vez se establecen los antecedentes de la GeometroTermoDinamica aplicada a
dicha etapa, y los aspectos que ain no se han desarrollado; los cuales definen los objetivos y preguntas
de investigacion.

En el segundo capitulo se desarrolla de manera muy breve la teoria de la relatividad general, la
cosmologia y la inflacién de slow-roll. Asi mismo, se desarrolla la teoria de perturbaciones cosmoldgicas
para un campo escalar y su impacto en la llamada radiacién césmica de fondo.

Posteriormente, en el tercer capitulo, se realiza un desarrollo del modelo, en donde se expresan la
presion, densidad y temperatura que lo rigen. Se hace un estudio de dichas expresiones durante la etapa
inflacionaria, y se determina el impacto de las constantes o parametros libres que tiene el modelo.

Derivado de los resultados encontrados en el tercer capitulo, se desarrollan dos submodelos distintos en
los siguientes capitulos; asi pues, en el cuarto capitulo, se impone una interacciéon termodindmica nula
y se calculan las cotas superiores de las constantes para que eso suceda. Se desarrollan, ademas, las
funciones cosmolégicas importantes como el factor de escala y el parametro de Hubble; y por supuesto
se inducen el campo escalar y su potencial. Por tdltimo, se desarrollan las perturbaciones del campo
escalar y de la métrica en la norma longitudinal encontrando la forma de éstas; y se determina el
espectro de potencias del modelo junto con su viabilidad.

XI
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El quinto capitulo corresponde al desarrollo del modelo con interaccion termodindmica. En €él, se impone
a priori el indice espectral; y con ello, se resuelven las ecuaciones del campo escalar y su potencial.

Finalmente, se presentan las conclusiones y resultados derivados del modelo, asi como la secciéon de
anexos en la que se incluyen distintas expresiones matemaéticas usadas en el desarrollo de la teoria de
perturbaciones cosmoldgicas y un apartado con las unidades utilizadas en el presente trabajo.

Cabe resaltar que, en el presente trabajo se usaron unidades naturales, en las que hay sélo una magnitud
fundamental, la energia. Estas se obtienen al imponer:

h=c=kp=1.

Una tabla en la que se expresan las conversiones de unidades se encuentra en los Anexos.

XII



Capitulo 1

Planteamiento del problema

La teoria de la relatividad general de Einstein publicada en 1915 fue un parte-aguas en el mundo de
la fisica tedrica y experimental, no sélo por la fisica y geometria que sus ecuaciones implican, sino por
su universalidad.

Antes de Einstein, la teoria de gravitacién era la newtoniana, y la relatividad era la galileana, en
la que el tiempo era absoluto, es decir que para dos observadores en marcos de referencia inerciales
distintos (que para la mecdnica newtoniana se reduce a que uno de ellos se desplace en linea recta a
velocidad constante del otro) y en la que las leyes de la fisica se mantienen invariantes (tienen la misma
forma); sin embargo, el electromagnetismo no seguia lo anterior y en 1905 Einstein con la teoria de la
relatividad especial lo resolvié; en pocas palabras, esta teoria se basa en 2 postulados: la invariancia de
las leyes de la fisica en cualquier sistema inercial (que implica que un observador dentro de un sistema
de referencia sin comunicacién o contacto visual con otro sistema de referencia no puede determinar
la velocidad de desplazamiento de un sistema respecto a otro mediante ningin experimento), y la
invarianza de la velocidad de la luz en el vacio (que implica que los objetos recorren el camino mds
corto en el espacio-tiempo que en este caso corresponde a una linea recta).

A pesar de sus esfuerzos la teoria de la relatividad especial no es aplicable a observadores acelerados
yva que la fuerza no necesariamente tiene la misma direccién que la aceleracion. No obstante, es ahi en
donde entra el principio de equivalencia (o la universalidad de la caida libre) que nos dice que en una
pequena regién del espacio cualesquiera efectos producidos por la gravitacion son los mismos que los
producidos por una aceleracién, es decir, que la masa inercial es igual a la masa gravitatoria o en otras
palabras que todos los cuerpos caen con la misma aceleracion en un campo gravitacional.

Asi pues, la relatividad general es una teoria de gravitacion pues la gravedad no es una fuerza sino una
distorsién del espacio-tiempo debida a la presencia de una masa; y el campo gravitatorio se manifiesta
en la geometria del espacio-tiempo. Y no sélo nos permite nos permite modelar fenémenos astronémicos
complejos como la precesion de mercurio, sino que ha dado pie a muchas otras y diversas teorias como
la cosmologia, que no sélo se enfoca a objetos astrondémicos o secciones del espacio-tiempo sino que
modela a todo el universo durante toda su existencia.

En la actualidad, el encontrar un modelo que sea capaz de describir todas las etapas de evolucién es, sin
lugar a dudas uno de los problemas més grandes de la fisica, tanto asi que ain con diversos proyectos
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de investigacién tales como el andlisis de la radiacién césmica de fondo (CMB o CMBR por sus siglas
en inglés) y de ondas gravitacionales; entre ellos COBE (Cosmic Background Explorer),DASI (Degrre
Angular Scale Interferometer), Plank, LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
por nombrar algunos; no es posible determinar atin cual es el modelo.

Sin embargo, uno de los mejores modelos es sin dudas ACDM —+ inflacién, en el que se dice que el uni-
verso proviene de una singularidad inicial llamada “Big Bang”, con materia oscura fria (con velocidad
mucho més baja que la velocidad de la luz) y energia oscura (dada por la constante cosmolégica A).
ACDM es capaz de explicar las etapas mas recientes del universo, sin embargo los primeros 3 minutos
de existencia siguen siendo un problema abierto; la fisica de particulas y la teoria de campos predicen
ciertas etapas como el rompimiento de simetrias entre las fuerzas primordiales; o la inflacién.

Derivado de lo anterior, se teoriza, que el universo debié haber pasado por las siguientes etapas:

1. Epoca Plankiana. Se da cuando el universo tiene una vida menor al tiempo de Plank. Aqui el
universo es sumamente pequeno (alrededor del radio del Plank i.e. 1073%m) y muy energético
(mayor a 102° GeV), por lo que es necesaria la mecanica cudntica y la relatividad durante este
periodo (< 107%3s) se habla de una unificacién en la que las 4 fuerzas fundamentales de la
naturaleza eran una sola.

2. Primer rompimiento de simetria. Se da justo en el tiempo de Plank (10~%3s. Aqui la
gravedad se separa de las otras 3 fuerzas (que aiin actiian como una sola).

3. Inflacién. Es un periodo que comprende de 10736 s a 10732 s en el que el universo experimenta
una expansiéon exponencial. También se generan fluctuaciones en la densidad de energia del
universo que, en tiempos posteriores (en los que domina la materia) generan las estructuras a
gran escala.

4. Fin de la GUT. La teoria de gran unificacién (”Grand Unification Theory” o GUT) nos dice
que a energias mayores a 10'4GeV o cuando el universo tenfa una temperatura mayor a 1027 K
la fuerza fuerte, la débil y la electromagnética eran una sola. Sin embargo cuando la energia
es menor a 10'GeV se rompe la simetria y la fuerza fuerte se separa de la electro-débil. Las
particulas aqui son quarks y antiquarks tan energéticos que no podian formar particulas, y en
cambio formaban un plasma o mar de quarks.

5. Fin de la unificacién electro-débil. Alrededor de 20 x 1072 s 0 100 GeV la fuerza débil y la
electromagnética se separan. Este rompimiento de simetria se atribuye al bosén de Higgs.

6. Bariogénesis. Junto con la inflacién, es una de las etapas del universo més estudiadas y con
més modelos en la actualidad. En ella se intenta explicar la asimetria entre materia (bariénica)
y sin asumir que dicha asimetria proviene del mismo Big Bang.

7. Transicién Hadrén-quark. Conocida también como “QCD phase transition”. Para energias
menores o iguales a los 150M eV la fuerza fuerte comienza a ser importante, por lo que los quarks
existentes se aglomeran en sistemas de 3 llamados bariones, o en parejas de quark-antiquark,
llamados mesones.

8. Desacoplamiento de neutrinos. Los neutrinos dejan de interactuar con las otras particu-
las (que en estos momentos, por las altas energfas forman un plasma) debido que sélo pueden
interactuar por medio de la fuerza débil. Se da cuando la energia del universo es de 0.8 MeV'.

9. Aniquilacién electrén-positrén. Alrededor de los 6 s 0 0.5M eV los pares se aniquilan haciendo
que su energia sea transferida a los fotones.
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10. Nucleosintesis. Conocida también como Big Bang Nucleosynthesis (BBN). Se da alrededor de
los tres minutos y en ella se forman los elementos més ligeros (Hidrégeno, Deuterio, Helio).

11. Recombinacién. A energias mayores a 1¢eV el universo consistia de un plasma de electrones
libres y ntcleos. Cuando la energfa es menor a 1 la reaccién inversa a e~ +p™ — H + v deja
de ser probable, por lo que se generan mas atomos neutros.

12. Energia Oscura. En la actualidad, se sabe que alrededor del 70 % del contenido energético del
universo es energia oscura. Existen muchas estudios que respaldan su existencia, y teorias sobre
su origen. Es sin duda alguna uno de los problemas abiertos mas importantes.

13. Desacoplamiento de fotones. Se da aproximadamente al mismo tiempo que la recombinacién.
Y se debe a que la densidad de electrones libres descienda en picada, por lo que los fotones
”pierden” el proceso mas probable de interaccién y se desacoplan de la materia. Se dice que el
universo se vuelve transparente; y a los fotones se les conoce como radiacion césmica de fondo.

Las etapas de rompimiento de simetrias, la formacién de particulas, y el desacoplamiento de neutrinos
son el area de estudio de la fisica de particulas, la teoria cuantica de campos y la cosmologia observa-
cional hoy en dia. Los fisicos de dichas areas de estudio han hecho avances importantes en los ambitos
tedrico y experimental. Sin embargo, dichas etapas, junto con la época plankiana y la inflacién, que
no han tenido avances experimentales significativos, atin son problemas abiertos.

Es por ello que la presente investigacién se centra en la etapa inflacionaria del universo.

1.1. Antecedentes del Problema

Como se mencioné anteriormente ACDM es un buen modelo que cubre las etapas de radiacién y
materia, pero falla en describir el universo temprano. Los fisicos de los 70's identificaron problemas
especificos en los que falla y estos son:

= El problema de la planitud: Experimentalmente, se mide que el parametro de densidad es
muy proximo a 1. El problema, es que 1 es una solucién inestable y que para que hoy en dia
tengamos ese valor, en el pasado, debié de haber sido mucho més préximo (i.e el universo debié
de haber sino plano desde el inicio!).

= El problema del horizonte: La radiacién césmica de fondo de dreas del universo que no estéan
causalmente conectadas tiene la misma temperatura.

= Las reliquias cosmolégicas: En la actualidad, no hay reliquias topolégicas que puedan ser
observadas (como los monopolos magnéticos), pero es muy probable que fueran producidas en
los primeros momentos del universo y que se diluyeran con el tiempo.

Es por ello que el fisico tedrico de particulas Alan Guth aplicé conceptos de su drea de estudio. El 23
de enero de 1980 presenté una idea que revolucionaria el estudio y modelaje de los primeros instantes
del universo. Bésicamente, en ella dicta que el universo se creé en un vacio falso (cudntico) sin el
bosén de Higgs, posteriormente pasé por un enfriamiento en el que se equilibra y después el bosén de
Higgs aparece. Al periodo de enfriamiento lo llamé inflacién (inflation) debido a que el universo debié
expanderse muy rapido para poder disminuir su densidad de energia (enfriarse).
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A pesar de que la idea era impactante, ésta tenia un problema, y es que no habia manera de detener
el enfriamiento y por ende la inflacién.

Empero, no pasé mucho tiempo antes de que alguien hallara una solucién a ese problema. A mediados

de la década de los 80 cuando el fisico ruso Andre Linde la encontré. Para su teorfa “new inflation”
o “slow-roll inflation” la inflacién ocurre debido a un campo escalar que rueda bajo un potencial; la

velocidad con la que rueda es muy lento comparada con la expansion del universo. Si el campo escalar
o inflatén no puede seguir rodando por el potencial, entonces la inflacién termina y la temperatura
aumente (un fenémeno conocido como recalentamiento).

Como esta nueva teoria sélo necesita de un potencial, fueron muchos los modelos que se crearon de
ella, tales como la inflacién de Higgs (HI), inflacién natural (NI), inflacién de campos grandes (LFI),
entre otros [17].

Varios de esos modelos tienen sus fundamentos fisicos en otras teorfas, por ejemplo, el RCMI (“Radia~
tively Corrected Massive Inflation”) que implementa correcciones debido al acoplamiento de fermiones
al (LFI) “Large Field Inflation”. Bajo la suposicién de que el universo en su etapa inflacionaria puede
ser descrito mediante una ecuacién de estado, Christine Gruber y Hernando Quevedo utilizaron la
GeometroTermoDindmica para fundamentarlo [11].

Retomando que la GeometroTermodindmica es un formalismo que permite describir las propiedades
termodindmicas de un sistema dado en término de estructuras geométricas. Se basa en representar
la primera ley de la termodindmica y las transformaciones de Legendre en una forma invariante y
definir la variedad de las fases, que es una variedad Riemanniana con una estructura de contacto. Una
vez hecho eso se define también la variedad de equilibrio usando un mapeo harménico que incluye la
especificaciéon de la ecuacion fundamental del sistema termodindmico en cuestién. Esta teoria puede
ser usada de forma inversa, es decir, que se pueden determinar ecuaciones fundamentales suponiendo
que se saben las propiedades termodindmicas del sistema (el potencial termodindmico y las variables
intensivas y extensivas de las que depende); se hace esto para el caso del gas ideal y el de van der
Waals [35] .

1.2. Justificacién

Como ya se ha mencionado anteriormente , Christine Gruber y Hernando Quevedo usaron el foralismo
de la GeometroTermodinamica para generar una ecuacién fundamental, en especifico, una generali-
zacion del gas de van der Waals, de la que se obtuvo una ecuacién de estado que fué aplicada a un
modelo cosmoldgico inflacionario [11]. Recientemente, demostraron que el modelo es concordante con
las observaciones y que, por consecuencia la etapa inflacionaria puede ser descrita de la misma manera
que las etapas en las que dominan la radiacién, materia y materia oscura; es decir sélo mediante una
ecuacién de estado [12].

Sin embargo, el estudio de las perturbaciones asi como los cambios a la métrica que éstos originan no son
estudiados a profundidad. Es por ello que en la presente investigacién, se hara uso de la teoria estdndar
desarrollada para inflacién (la que es implementada en el inflatén y su potencial). Para lograrlo, se
inducird un campo escalar y un potencial asociado a este mediante el tensor de energia momento de
un fluido perfecto.
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1.3. Objetivos

Objetivo General:

Inducir un campo escalar y un potencial a partir de una ecuacion de estado y describir las perturba-
ciones que los primeros generen. Objetivos especificos:

1. Determinar los valores de las cuatro constantes que aparecen en la ecuacién de estado dada en
[11].

2. Determinar la forma del campo escalar “inflatéon” y de su potencial.
3. Determinar la forma del campo perturbado §¢ y de la métrica debido a dicha perturbacién.

4. Calcular los parametros de “slow-rol” y determinar si el potencial inducido cumple con las con-
diciones de slow-roll.

5. Qalcular el espectro de potencias y la amplitud del espectro escalar, y comparar con las medi-
ciones.

1.4. Preguntas de Investigacion
Al analizar el planteamiento del problema surgen diferentes cuestionamientos y dudas:
i Cuéles son los mejores valores para las constantes en la ecuacién de estado?

LEl potencial inducido es alguno de los ya conocidos o se trata de uno completamente nuevo?

i Pueden el inflatén y potencial inducidos cumplir con las condiciones de “slow-roll”?

Ll s

iLa forma del campo perturbado d¢ es similar a la encontrada en la bibliografia?



Capitulo 2

Marco teodrico

Antes de iniciar con la descripcién del modelo cosmoldgico inflacionario asi como las perturbaciones
que se puedan generar de éste, es necesario establecer el marco conceptual o teorias que lo impulsan.

La cosmologfia fisica se entiende por el estudio del origen, la evoluciéon y el destino del Universo. Es por
eso que cuando hablamos de Cosmologia, no sélo nos referimos a modelar al universo con Relatividad
General, sino que, ademads se involucran otras areas de estudio de la fisica tedrica, como Termodinamica
y Teorfa (Cuéntica) de Campos, para describir las distintas etapas de evolucién del universo.

Es por ello que en la presente investigacion se retomaron algunos aspectos bésicos de la Teoria de la
Relatividad General de Einstein, los fundamentos de la Cosmologia y de la Inflacién como parte de
ésta, y se exponen de forma breve la teoria de perturbaciones cosmoldgica, que nos permite enlazar a
la teoria con algunas mediciones realizadas (las mediciones de la radiacién césmica de fondo).



Modelo Cosmolégico basado en GTD U.N.A.M.

2.1. Relatividad General

Recordemos, que en la teoria de la Relatividad General de Einstein, las ecuaciones que definen la
dindmica son las ecuaciones de Einstein:

1
G = Ry = 59 R = 87GNT, — (2.1)

87TGN g,uzw

En donde R, = R)‘UW denota a la contraccién del primer y tercer indices del tensor de Riemann; R
denota al escalar de Ricci que es una contraccién total de los indices del tensor de Riemann, 7}, es
el tensor de energia momento del sistema, Gy la constante de gravitacion universal de Newton, A la
constante cosmoldgica y g, la métrica con la que se trabaja.

Recordemos que el tensor de Riemann describe la curvatura de una variedad y esta dado por:
Ry = 0,15, — 0,1, + T2, TP — T2, T 0. (2.2)

En donde I'*,) son los simbolos de Christoffel, que representan la desviacién de los vectores tangentes
respecto de las coordenadas al usar el trasporte paralelo sobre ellos (como se aprecia en la figura 2.1)

X[ )

Figura 2.1: Transporte paralelo.

Para el caso de relatividad general, el espacio debe ser localmente plano (es decir que son localmente

inerciales) lo cual impone restricciones sobre los stmbolos; y permite escribirlos en funcién de la métrica®
como:

1 99pv . O9px _ Ogux
TH,y = —ght P PA ) 2.
AT Y (896/\ T 0w T our (2:3)

Esta teorfa es tratada en diversos libros, siendo [40] uno de los mds recomendados y citados 6 [13] en
donde se da un enfoque mas formal.

1El desarrollo de esta férmula se expresa de manera detallada en [13]
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2.2. Cosmologia

Los modelos cosmoldgicos se basan fuertemente en 4 postulados:

= Una teoria de Relatividad; usualmente, la teoria relativista usada es la de Einstein, sin embargo,
pueden usarse teorfas modificadas como en [18].

= Un ansatz en el que se supone que el universo es un fluido perfecto, que nos impone un tensor
de energia momento muy particular, del cual hablaremos mas adelante.

= Un segundo ansatz en el que se supone que el universo es un sistema termodinamico cerrado y
aislado, esto es, para que las leyes de la termodinamica sean validas para todo el universo visto
como un solo sistema.

= Un tercer ansatz, el Principio Cosmoldgico, el cual nos dice que el universo es homogéneo e
isotrépico a grandes escalas (i.e. a méas de 300Mps).

Para cumplir con principio cosmoldgico, necesitamos que la métrica que utilicemos denote la isotropia
y homogeneidad, es por eso que se usa la métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson Walker (FLRW):

2

2 _ 2 2

+7r2d6? + r? sin® 9d¢2) . (2.4)

En donde t es la variable temporal, y (r,0, ) son las coordenadas polares usuales. La constante k
”mide”la curvatura espacial y toma los valores de —1, 0 y lque corresponden a universos abiertos,
planos o cerrados respectivamente. Si k = —1 o k = 0 entonces r € (0,00) pero si k = 1 entonces

r € (0, ﬁ)
Por tltimo, a(t) es el llamado factor de escala del universo, que mide el tamano fisico.

Como se mencion6 anteriormente, supondremos que el universo es un fluido perfecto, lo que nos implica
que el tensor de energfa-momento a utilizar en (2.1) serd el de un fluido perfecto i.e.

T, = (p + P)utu, + Pé*,. (2.5)

Con p la densidad y P la presién.

Una vez que sustituimos (2.4) y (2.5) en (2.1) obtenemos las llamadas ecuaciones de Friedmann

d2 k 87TGN
a  k _8mGy 2.
2t 5 P (2.6)
i 4nG
2= T2 (p+3P). (2.7)
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Para poder resolver el sistema (conocer a = a(t)) es necesario otra la ecuacién de estado que relacione
Py p, o bien, se puede utilizar la ecuacién de continuidad (2.8) junto con la ecuacién de estado y (2.6)

p+3% (p+P)=0. (2.8)

En ACDM la ecuacién de estado es la barotrépica, i.e.

P = wp. (2.9)

En donde w es la constante barotrépica y toma distintos valores dependiendo de la etapa del universo.
Para radiacién, w = %, para la etapa de materia w = 0 y w = —1 corresponde energia de vacio debida

a la constante cosmolégica; esto puede ponerse explicitamente en las ecuaciones de Friedmann debido
a que:

__A (2.10)
pA = 87TGN ' '
Con A la constante cosmoldgica.
También, se define el parametro de densidad como:
k
a-1=" P = (2.11)

pe  3H2/87Gy  a2H?'

y como a?H? > 0 entonces el signo de £ — 1 coincide con el de k.

Observacionalmente, se ha determinado que Q—1 ~ 10712 y ademas, se sabe que 0 es un valor inestable
de 2 — 1 por lo que en el pasado, debié de haber sido atin mas cercano. Es por eso, que se considerara
k = 0 para los célculos siguientes.
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2.2.1. Imnflacién

Para que los problemas relacionados a AC' DM se solucionen es necesario que el universo se acelere,
ie. da>0[38].

Para poder conseguir las condiciones previamente mencionadas se puede utilizar un campo escalar. La
accién de dicho campo escalar es:

S = /d4x\/jg {—;auqsaw ~ V()] . (2.12)

En donde V(¢) representa un potencial. Usando Euler-Lagrange podemos obtener la ecuacién de
movimiento, que se reduce a:

V2¢

¢+ 3Ho — — V(@) =0 (2.13)

Por otro lado, se puede calcular el tensor de energia momento relacionado al campo escalar (también
llamadao el “tensor de energia-momento de Hilbert”[4])

2 48

i = 0000+ g | =50,:00° =V (0)| (214)

T, =

Este tensor de energia-momento resulta ser diagonal, y comparandolo con el tensor de energia-momento
de un fluido perfecto, se obtiene:

. )

po =15 = % +V(p) + (ng : (2.15)
T (Vg)*

Po=—7=5-V()-"co- (2.16)

Nuestro campo escalar puede ser divido en un campo cldsico y una fluctuacion, i.e.
d(t) = do(t) + dp(x,t). (2.17)

El campo clasico ¢g representa el valor de expectacién del campo en el estado isotrépico y homogéneo,
mientras que d¢(x,t) representa la fluctuacién (cudntica) alrededor de ¢y.

10
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Si nos fijamos solamente en el estado isotrépico y homogeneo, debemos “tirar” el término del gradiente y
utilizar sélo la parte cldsica del campo (debido a que las fluctuaciones son despreciables en comparacion)
y lo comparamos con el tensor energia-momento de un fluido perfecto, se tiene:

-2

Ppo = % + V(o) - (2.18)
(b' 2
Py === V(). (2.19)

2.2.2. Condiciones para Slow-Roll

Como trabajamos con la parte cldsica del campo, la ecuacién de movimiento se vuelve:

$o +3Hedo + V' (o) =0. (2.20)
Por otro lado, 2.6 se vuelve:
8rG 1.
H? = 773 = [V(%) + 2¢02] - (2:21)

Ahora, considerando que necesitamos que:

Q>0 P, < —%d’ = do” < V(o). (2.22)

Para tener inflacién, entonces necesitamos que la energia potencial domine. Esto 1ltimo es posible
. . ’ . . ! ~ .
si el potencial es lo suficientemente “plano”(i.e. V'(¢o) es “pequenio”) y si el campo escalar “rueda

-2
lento” (i.e. g9 < V(o) ). Ademés, el potencial debe tener un minimo en el que la inflacién pueda
terminar.

Estas tltimas condiciones se conocen como aproximacién de “slow-roll” (SRA), y nos simplifican las
ecuaciones anteriores

H2 ~ 8”?” V(o). (2.23)
3H g ~ —a‘g;‘i@ . (2.24)

11
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Si definimos a los pardmetros de rodamiento lento como:
-2
1 (95, o
= =4rGN— . 2.25
es.x.(%0) = 5 oy ( v ) TN (225)
1 02V 102V
ns.r.(¢0) = ( %o ) =--2 . (2.26)

8rGy\ V | 3 H?2

Usando 2.23 y 2.24 junto con las condiciones de rodamiento lento ((ﬁ02 < V(go), do < 04,V (¢0)),

obtenemos:

D V?
v

< H?.
|8§,0V\ < |H?|.

Estas condiciones, en términos de los parametros de rodamiento lento, nos llevan a:

esr<K1.

Ins.rl < 1.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

12



Modelo Cosmolégico basado en GTD U.N.A.M.

2.3. Tiempo conforme

En ciertos cdlculos, resulta mucho més sencillo utilizar otra variable temporal, el tiempo conforme 7(t)
que se define como:

n(t) = / dt_ (2.31)

Asi, el elemento de linea FLRW (2.4) toma la forma:

ds* = a(n)® (—dn® + 6;;dx'da?) . (2.32)
Y la métrica se vuelve:
-1 0
G = @’ ( 0 5”.) : (2.33)

Ademais, todas las expresiones y cantidades pasadas pueden ser expresadas en términos del tiempo
conforme. En particular, se satisface la regla de la cadena y se tiene:

i 1)
f(t) = an) (2.34)
F() = frm) o F'm) (2.35)

!
Con H = %. Un listado de todas las expresiones itilies que se utilizardn en el presente trabajo se
encuentra en Seccién .4.

13
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2.4. Teoria de Perturbaciones

El modelo inflacionario si bien resuelve muchas inconsistencias, es atin incompleto; en el sentido de las
mediciones, se tiene que la temperatura de la radiacién césmica de fondo es del orden de 2.7K pero
hay anisotropias del orden de 107°K, lo que nos dice que debieron de haber existido perturbaciones
en la densidad de energia a escalas méas grandes que el horizonte causal durante la inflacién Asi, el
modelo hasta antes desarrollado no es del todo correcto, sino que hace falta considerar algo mas; y ese
algo mas es una perturbacién, que mantenga la homogeneidad a grandes escalas, pero que la rompa a
pequenas.

La teoria de perturbaciones en general, es un método matematico para encontrar soluciones aproxi-
madas a un problema complejo; que se divide usualmente en un problema simple, ya resuelto, y una
parte “perturbada” [9]. Usualmente las soluciones para el problema complejo son en forma de series
de potencias de un pardmetro “pequeno”, tal y como se hace en mecanica cudntica.

En algunos modelos astrofisicos suele usarse la Teoria de Perturbaciones Newtoniana que considera
fluctuaciones sobre la densidad, la presion, la entropia, la velocidad del fluido y un campo gravitacional
newtoniano [5].

Sin embargo, la Teoria de Perturbaciones Newtonianas no cumple con las ecuaciones de Einstein, que
es la teoria gravitacional que se usa como base de nuestro modelo cosmolédgico, ni tampoco considera
fluctuaciones en la métrica; es por ello que se necesita una teoria que si lo considere.

2.4.1. Teoria (Relativista) de Perturbaciones Cosmoldgicas

En este caso, se considera que g,,, = g, (€) con lo que, R, = R, (€), 1), = Ty (€). El procedimiento
a seguir es hacer una expansién en términos de ¢; i.e:

Guv = gw(o)(e) + 6(1)9uu(1)(6) + 6(2)9#«1/(2)(6) T+

Y nos quedamos a primer orden, entonces se obtiene que la primera correccién a la métrica (2.33) es:

-2 B,
5g/w = g/w(l) =a? ( B; 2d]> . (236)
Donde:
Bi=B,;+5;. (2.37)
1
Cij = —W0ij + Eij + F(i, 5) + Shij - (2.38)

14
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® 2(“lapse function”), ¥ (“curvature perturbation”), B (un vector con rotacional cero) y E ? (“scalar
shear”) son perturbaciones escalares.

Si, F; son perturbaciones vectoriales sin divergencia y h;; es una perturbacién tensorial transversa, sin
traza y sin divergencia; i.e:

0;F; =0.
9;h =0 sin divergencia.

hi =0 sin traza.

Las perturbaciones son clasificadas en esas 3 categorias debido a la forma en que se transforman ba-
jo transformaciones puramente espaciales (i.e transformaciones sobre una hiper-superficie de tiempo
constante). Ademds, al hacer este tipo de separacién, es posible resolver las ecuaciones perturbadas
de manera independiente (es decir se tienen 3 ecuaciones independientes, uno con cada tipo de per-
turbacién); sin embargo, las vectoriales y tensoriales no logran exhibir inestabilidades, de hecho, las
perturbaciones vectoriales decaen a medida que el universo se expande, y las tensoriales se asocian a
ondas gravitacionales que no se acoplan a las fluctuaciones de densidad y presion.

Para continuar, a primer orden (orden lineal) se tiene que la métrica perturbada méas general es:
— (1429 B;
Juv = a2(77) ( ( B; ) 0i5 + 20@') ’ (2.39)

Con elemento de linea

ds* = a®(n) [ (14 2®) dn? + 2B;dz'dn + (8;5 + 2C;;) da'da’] . (2.40)

Ahora, si se hace un desarrollo en seria de perturbaciones para ®, ¥, etc. a primer orden y si se impone
la condicion:

9" G =0}, . (2.41)
Se tiene:
1 71 1)
o _ L +206 B )
9= 2w (5% 5 Bocu) (242)

2Una explicacién intuitiva de “the lapse functionz “scalar shear”puede verse en [6]).

15
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Como ya se mencioné anteriormente, no nos interesan las perturbaciones vectoriales ni tensoriales,
sblo las escalares que son las que nos llevardn a las inhomogeneidades que buscamos, por lo que
consideraremos S; =0, F; =0, h;; =0, i.e:

2 —(1429) B
Juv = G (77) ( B, (1 _ 2\11) 5”, + 2E7ij> . (2~43)

)

Una vez teniendo ésto, usando las definiciones de I', y de R,,,, pueden obtenerse las conexiones afines,
el tensor de Riemann y el escalar de Ricci perturbados a primer orden. (ver Seccién .3)

Una vez teniendo eso, se puede calcular el tensor de Einstein perturbado;

1 1
6GHIJ' = 6Ry,1/ — iégl“jR — §gMV6R (244.)
De donde obtenemos 3:
a _. a' , ,
0Gon = ~2 Bl — 6+ 20 + E1f. (2.45)
a a 2 a

0Goi=—-2—B,+|— | B;+2V, +2—d, + E'% . (2.46)

a a s )i a ik

1"

/ / " 7\ 2 7\ 2 /
5Gy; = (2"@’ +420 489 - 2(a) . 2(“) U420 — vk 4 2“13’;) 5ij
a a a a a a ? a ’

a a" a 2
+ (B + @8 + ENn) 6y — By + gEjij —2— B+ <a> Eg;+ E';

a// k
+ W, — @ —2—B,; + E,kij .

Ahora, el tensor energia-momento debido al campo escalar también debe ser perturbado, para hacerlo,
debemos perturbar el campo escalar de la misma manera que se hizo con las demés cantidades, y se
tiene que 3:

§Too = 64’ + 20V (¢)a® + aza‘g;@w. (2.48)
5Toi = 60/,6' + 5 B.i6” — PV (9B, (249)

16
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0Ty = (5¢/¢>’ — o¢” — a2a‘g;@5¢ — Uy + 2\IJV(¢)a2) 0ij + By — a?V(@)Ey.  (2.50)

Cabe recalcar, que este cédlculo es s6lo a primer orden de aproximacién. Sin embargo, existen trabajos
maés recientes en los que se hace hasta segundo orden de aproximacién [27], [28], [29], [30], [31].

Ahora, la relatividad general es una teorfa de norma (en donde las normas son las transformaciones
coordenadas de un marco de referencia local a otro). Ademds, para poder calcular la magnitud de la
perturbacion es necesario comparar el sistema perturbado con el no perturbado en el mismo punto
del espacio tiempo; no obstante, los sistemas tienen geometrias distintas (el no perturbado tiene una
geometria plana debido a la métrica FLRW, pero esto no necesariamente es cierto para el perturbado),
por lo que para compararlos es necesario especificar un mapeo entre ambos. Esto 1ltimo se conoce
como eleccién de norma, y en el presente trabajo se utilizara la “Longitudinal or Conformal Newtonian

Gauge” * que impone que una transformada de coordenadas tal que B = E = 0, i.e. una métrica de
la forma:
—(1+29 0
Juv = a2(77) < ( 0 ) (1-20) §ij) . (2.51)
Con tensor de Einstein:
a’ )
§Goo = —65\11’ + 20, (2.52)
a/
6Goi =20, +2—0 ;. (2.53)
’ a

’ / " N\ 2 % N\ 2
5Gi; = (2“@' 4% 4% 9 2(“) o442 0 2(“) U+ 20" — Tk 4 <I>’“k> 5ii
a a a a a a ’ ’

(2.54)
+ U — Dy
Y tensor de energia-momento:
§Too = 860" dly + 2BV (¢g)a® + a 8;;"30)@. (2.55)
5Ty = 56,6 - (2.56)

3Estos calculo se pueden ver de manera concisa en Seccién .2
4La eleccién de la norma CNG se hace para simplificar los cilculos a realizar; es de hecho la norma més utilizada
para programar los cdlculos en una computadora.
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2OV (¢0)
do

6Ti; = <5¢’¢6 —®¢'5 —a 56— We'o + 2\IJV(¢o)a2> 8ij - (2.57)

Existen otras normas como la “Uniform Energy Density Gauge”, la “Spatially Flat Gauge”, la de
“Uniform Curvature Gauge”, etc. Las caracteristicas de éstas pueden ser vistas en [38], [42], [23].

Usando las ecuaciones de Einstein (2.1) obtenemos que para la parte espacial no diagonal (i # j) se
tiene:

Vij— @5 = 0:0; (V- 2) =0. (2.58)

Por lo que se tiene:

V=05, (2.59)

Utilizando (2.59), (11), (12), para simplificar las demds ecuaciones, obtenemos:

Componente (00)

V2P — 3H (' + HP) = 47G (5¢’¢g — o+ aﬂagf‘))w) . (2.60)
0
Componente (0i)
b+ HP = AnGnodd), . (2.61)
Componente (ii)
" 4 3HY + (H? +2H') & = 4nGy <5¢>’¢g — 3 — aQa‘ng)&ﬁ) . (2.62)
0

Restando (2.60) de (2.62); usando (2.46) para poner a d¢g en términos de ®, &', (11) y (2.13) se tiene:

/! /!
<1>”+2( —?)q>’—v2¢+2<ﬂ’—ﬂ?>q>:o. (2.63)
%o 0

Esta tultima ecuacién puede resolverse, usando la transformada de Fourier (expandiendo en una base
de ondas planas) y con la ayuda de (2.61) se obtienen:
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Para perturbaciones de longitud de onda corta aH < 16 H™1 > A

D) ~ Q-SO |:0186’n (l/ a_ldt> + 02005 (l/ a_ldt>:| eil_ti’.

0 ~ 32? [C’lcos <l/ aldt> — (Cysen (l/ aldtﬂ eiq"f.

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH > 16 H™ ! < )

ng:A(l—Ij/adt) .
Sy~ oA (a—1 / adt) .

Con [ = %, A la longitud de onda fisica de la perturbacién, Cy, C2 y A constantes de integracion.

Sin embargo, puede demostrarse que, para un universo inflacionario las perturbaciones toman la forma:

d¢ para las perturbaciones de onda corta

—1/2

6¢l ~

—eap (iln(a)) -

d¢ para las perturbaciones de onda larga

—1/2
5(7251 ~ l < V > V¢O .
ai ‘/:050 T Vv

Y & para las perturbaciones de onda larga se vuelve:

I7Y2 0 v\ Vg, ¢
b, ~ 4 ( )T ’%%.

ai V:¢0 14
N_lil/2 14 V,¢0 2
Coa Ve ) NV )

¢
~ AT =¢;.

T 0¢
Donde 7 es tal que
a(r)H(T) =1

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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2.5. Teoria cuantica de perturbaciones cosmolégicas

La teoria de perturbaciones cosmoldgicas previamente desarrollada nos permite conocer d¢ y ®; esto

en teoria nos produce todas las estructuras a gran escala del universo, debido a que ¢ o p, es de-
cir, la evolucién temporal del inflatén regula la densidad de energia del universo durante el periodo
inflacionario. Sin embargo, no son d¢ ni ® lo que en verdad las produce sino su dindmica.

Ahora, para poder estudiar la dindmica de una perturbacién a primer orden (lineal) es necesario
desarrollar la accién hasta segundo orden en la perturbacion.

1 1
5= [atarv=g+ [atey=s [-30,00% - V)] (2.68)

Debido a que las ecuaciones de movimiento de las perturbaciones a primer orden estdn dadas en
términos de las perturbaciones de segundo orden.

Para hacerlo, se usa el formalismo ADM ° [41] para expresar al elemento de linea en términos de
las coordenadas generalizadas y sus respectivos momentos [44]. Si comparamos la métrica g,, dada
en (2.33) con la dada por ADM, asociamos los términos, y se expande hasta segundo orden en la
perturbacion, se puede demostrar que la accién perturbada a segundo orden es:

1 /2 2", 1 4 4
== vt P —— 34 D, . 2.
025 5 / (’U ViV p; v SrCn =0 d*x ( 69)
Con:

¢6
= 0+ =W | . 2.70
v a( 10} ) ( )

0

= g2 . 2.71
z aH ( )

Y D; son derivadas totales que no afectan a las ecuaciones de movimiento.

Ahora, para hacer la cuantizacién, construiremos el momento candénico asociado a v, el hamiltoniano
y las ecuaciones de movimiento. Asi, se tiene:

oL
/ 3 1 2 ij A
H= (vH—L')dac:§ II +5jvﬁiv7j—7v d°z. (2.73)

5Una formulacién hamiltoniana que debe su nombre a sus autores Richard Arnowitt, Stanley Deser y Charles W.
Misner. Se basa a su vez en el formalismo 3 + 1.
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A 7 constante, imponemos las reglas de conmutacién usuales:
[o(n 2),01,9)) = |1L(0,2), T1(n, 5)| = 0. (2.74)
Variando la accién respecto a v obtenemos la ecuacién de movimiento para v:
Z/I
0 — AD— —0=0. (2.76)
z

con Af = ﬁ@i ( l9lg'90; f) el operador de Laplace-Beltrami.

Para resolver la ecuacién (2.76) tomamos la transformada de Lapace y hacemos separacion de variables,

i.e:

@z/dJ[lg%—v}] .

vy =7(F)v* ().

Esto hace que () sea eigenfuncién de A con eigenvalor 17 (i.e A + 13).

(2.77)

(2.78)

En un universo inflacionario, consideramos H = 0 debido a que debe ser plano. Asi, se puede construir

una base de ondas planas para las v;(Z) y la ecuacién de movimiento (2.76) se vuelve:

, Nz
UJ/+(13—Z>UJ:O-

o= % / @1 [y(@) v ()ay +3(@) v(mas] .

(2.79)

(2.80)

Donde d‘} , G; son los operadores de creacién y aniquilacién, que deben satisfacer las relaciones de

conmutacion:

(2.81)

(2.82)
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Lo tnico que nos faltaria seria construir el vacio de nuestra teoria. Para un campo escalar real en teoria
cudntica de campos con la métrica de Minkowsky (g, = diag(—1,1,1,1)) podemos definir al vacio
como el estado que cumple:

at|o >=|1> a0 >=10>

Y los operadores G~ son los de energias positivas.

Y lo que hace que el vacio sea unico es la distincién temporal distinguible para particulas y anti-
particulas, y que las energias sean positivas definidas. El problema de cuantizar un campo con la
métrica FLRW es que no hay una nocién de tiempo absoluta, de hecho, si uno logra encontrar solu-

ciones en donde las energias de G~ sean positivas, entonces para algin tiempo to eso podria ya no ser
cierto.

Es por eso, que debe hacerse una eleccion de vacio, parecida a las elecciones de norma que consideramos

anteriormente 6.

Sin embargo, para obtener los espectros de las perturbaciones, s6lo necesitamos los vacios en las
soluciones de longitud de onda corta. Asi, podemos definir:

vi(no) = 172 M (1) vi(0) = il'* N (Ino)
Tales que:
NM*+ N*M =2 |M(Ino)| = 1 |N(Ing)] = 1 cuando Ing > 1

Con esto la accién esta cuantizada, y cualquier campo (¢ o ®) puede ser cuantizado si se hace una
expansion en términos de los modos &}' yay.

Antes de continuar, es necesario recalcar que la cuantizacién de la accion y de los campos a primer orden
en la perturbacién (d¢ , ®) debido a que las fluctuaciones cudnticas de éstas (es decir, la cuantizacién
del segundo orden de la perturbacién) es la generadora de las perturbaciones primordiales, es decir
aquellas que dan lugar a las anisotropias de la temperatura de la radiacién césmica de fondo [25].

6Una discusién sobre este tema se da en [44], [7] y [26]

22



Modelo Cosmolégico basado en GTD U.N.A.M.

2.5.1. Observables

Como ya se habia mencionado anteriormente, debido a la recombinacién se presenta el desacoplamiento

de fotones, el universo se llené de fotones libres que ademds tienen una distribucién de frecuencias de
cuerpo negro.

La descripcion del CMB se realiza sobre la esfera celeste, con el uso de los arménicos esféricos.

AT
T = Zl,malm}/lm.(a(vb) . (283)

con 0, ¢ las coordenadas esféricas usuales.

Los momentos dipolares, son determinados por las perturbaciones de densidad, campo gravitacional,
etc. y son descritas estadisticamente. Tienen media cero (< aj;, >= 0) respecto de todos los observa-
dores del universo, y un espectro angular C; =< a%m > (como el universo es isotrépico segiin nuestro
modelo, entonces < a?, > es independiente de m que contiene toda la informacién).

La mayor contribucién es la del dipolo pues se tiene que:

AT

—— x1073.

T =1

AT

— x 1072,
1>1

Lo que es importante entonces, es definir el espectro angular. Para ello es necesario determinar la
energia de los fotones de la radiacién césmica de fondo; esto se hace al resolver su ecuacion geodésica
(que depende la métrica, o en este caso de ®) y la ecuacién energética debido al scattering de Thomson
7. Para ello usualmente se realiza un desarrollo en multipolos seguido de una descomposicién en sus
partes escalar, vectorial y tensorial [19].

Es por ello que se definen los espectros angulares escalar, vectorial y tensorial. Estos dependen @ (debido
a la dependencia de la ecuacién geodésica con @) y en la literatura se denota dicha dependencia a través
de otra cantidad denominada como el espectro de potencias (que es proporcional a ®); i.e.

C)x /dlnk Pr(l). (2.84)

Para el caso escalar, el espectro de potencias es el asociado a una cantidad conocida como perturbacién

"Dispersién entre un fotén y una particula cargada en la que la energfa de la particula y la frecuencia del fotén no
cambian
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de curvatura comdévil (“comoving curvature perturbation” en inglés) que se define como:

)
R:qu’Hi. (2.85)
b0
Y su espectro de potencias se define como:
I )
Pr(l) = 92 <R3 > . (2.86)

En la figura 2.2 se observa la evolucién R. Antes de cruzar el horizonte, si las condiciones de “slow-
roll”se cumplen entonces R es proporcional a §¢; cuando la perturbacién sale del horizonte, se tiene

que La cantidad < |R?| >=< |6¢2l\ > y se mantiene constante; gracias a esto, en vez de realizar
un promedio espacial (que debe hacerse una vez que acaba la inflacién) se puede calcular el valor de
expectacion de R y llevarlo al limite en el que | = aH; es decir,

<R3 >=< 0] |R3|]0 > .

comoving

scales
[
- - 1H )1
~ | classical stochastic field (a )
~ N l . ’
~ -’
\\\ (Re[?) R == const. ’,’ .
subhorizon ~~ MVELY superhorizon . AT—} (59 .
= ras — * k
~ rd 1 Il
12 N PR ‘ :
U A AN RO |
4 : - . | | :
: ~ ’ ! ! !
quantum : N e | | |
fluctuations . R e - -
! N I i I
i A i | i
i i i | i
- - : : : = time
horizon reheating horizon VIR today
exit re-entry
‘swit.(:h from d¢ to R here| |compute evolution from now on‘

Figura 2.2: Evolucién de R y el horizonte (aH) en el tiempo

Como ya se mencioné como para perturbaciones de longitud de onda larga (es decir “subhorizon
scales”) R es proporcional a d¢ por lo que, para calcular el espectro de potencias, ya no es necesario
cuantizar |R2l\, sino que se puede expander en los modos previamente dados en la secciéon anterior. El

célculo se realiza en una gran cantidad de articulos y notas de la literatura, tales como [5], [25], [38],
[24].
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Si la funcién Pr(l) no depende de I, entonces se dice que el espectro es invariante escalar (scale-
invariant); pero como H y d¢ varian ”lentamente.®® el tiempo (i.e H(t;)/H(t;) < 1) entonces el
espectro no cambiard mucho respecto de un valor fijo I(7). Asi, se hace una expansién de dicho
espectro alrededor de un pivote, [17], cuyo valor usualmente es (1) = 0.05Mpc™".

Pe(l) =As |1 —2(C +2)es.p.(T) + Cea(T) — (2e5.r.(T) + €2(7))In (l(i_))] : (2.87)
Con:
__H*(7)
Cdlnesr My | (0V(go)\® 1 2 9*V(do) 1
o=t = |5 v e (2:59)
C = Yputer + 2In(2) — 2 ~ —0.7296. (2.90)

Aqui, se definen distintas cantidades como la amplitud del espectro escalar, el indice espectral escalar
y su corrimiento Ay, ng y ag respectivamente.

_ dinP;
ns—1= ") (2.91)
2
ag = TPl (2.92)
d(inl)?],.

A lo largo del presente trabajo, s6lo hemos descrito las perturbaciones cosmoldgicas escalares, sin
embargo, las perturbaciones tensoriales, que dan lugar a las ondas gravitacionales, son hoy en dia muy
importantes debido al avance que se tiene en su mediciéon. Es por ello, que existen las contra partes
tensoriales de las cantidades previamente descritas. En el presente trabajo no se hara alusién a éstas,
pero su cédlculo puede encontrarse de manera frecuente en la literatura.
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2.6. Geometrotermodinamica

El uso de la geometria en termodindmica comienza alrededor de 1871 con Gibbs quien presenta la
primera ley de la termodindmica como una forma diferencial; lo que permite interpretar a los estados
de equilibrio de un sistema termodindmico como una supercie. A partir de este primer trabajo, se han
realizado muchos otros que principalmente se pueden dividir en dos enfoques. El primero relaciona el
espacio de estados de equilibrio con métricas Riemannianas, mientras que el segundo el espacio fase
con estructuras de contacto; siguiendo esa linea de pensamiento, es decir la geometrizacién de la termo-
dindmica, Hernando Quevedo propone una nueva teoria a la que denominé GeometroTermodindmica
o GTD [34]. En la GTD se unifican ambos, a través de transformaciones de Legendre.

Sea ¢ el espacio de estados de equilibrio y 7 el espacio fase. Consideramos entonces un espacio fase de
(2n + 1) dimensiones, cuyas coordenadas estan dadas por el conjunto Z4 = {®, E%, I*} con {E?} el
conjunto de variables extensivas, { E*} el conjunto de variables intensivas, ® el potencial termodindmico
ytalque A=0,1,..2n,a=1,2,..,n.

La estructura de contacto se anade por medio de la 1-forma de Gibbs:
O =d® — 6, [°dE"  bap = diag(1,1,...,1) . (2.93)

Asi el par (7, ©) forma la variedad de contacto. Ahora, las transformaciones de Legendre para este
espacio son contactomorfismos cuya cualidad es dejar invariante a ©, (esta propiedad se conoce inva-
rianza de Legendre) [34]; la variedad de contacto, junto con una métrica no degenerada G en T definen
en Geometrotermodindmica al espacio fase termodinamico (7, O, G).

Por otro lado, el espacio de estados de equilibrio es una variedad diferencial de dimensién n, cuya
representacién en coordenadas es Z¢ = {E%} con a = 1,2,..,n, y que se define mediante el encaje
p:e—T,talque ¢ : {E*} — {®(E*) , E*, I*(E*)} y ¢*(©) =0 con ¢* el pullback de ¢.

Ademsas, el encaje ¢ junto con la métrica del espacio fase G, inducen una métrica en el espacio de
estados de equilibrio ¢ mediante el pullback, es decir ¢* (G) = g. Por lo que se define en GTD como
espacio de estados de equilibrio a la dupla (e, g).

Sin embargo, el encaje tiene a su vez un significado fisico mas profundo; éste impone claramente
una dependencia ® = ® (E?), es decir que el potencial termodindmico debe depende de las variables
extensivas, y que por ende se debe proporcionar una ecuacién fundamental. Asi mismo, la condicién
©* (0) = 0 implica las condiciones de equilibrio termodindmico y la primera ley de la termodindmica.

®
;Ea =0 I”. (2.94)
6B = 6o [°dE" . (2.95)

Y al ser ® (E?) una ecuacién fundamental entonces se cumple ® (AE®) = M® (E?) (), 8 constantes)
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por lo que se cumplen:
0P

B =E" o (2.96)
0?®
m Z O . (297)

Que son la identidad de Euler y la segunda ley de la termodinamica respectivamente.

En resumen, para aplicar la GTD a sistemas termodindmicos necesitamos conocer su ecuacién funda-
mental. Una vez hecho esto, todas las propiedades termodindmicas del sistema quedan relacionadas con
las propiedades geométricas de la métrica g; asi, el cdlculo del tensor de Riemann, el tensor de Ricci y
el escalar de Ricci las determina. Entre estds propiedades se encuentran la interaccién termodindmica,
las transiciones de fase y los procesos cuasi-estaticos, que han sido relacionados con la curvatura de
(e 9), las singularidades de curvatura en (£ g) y las geodésicas termodindmicas en (e g) respectivamente
[15].

2.6.1. Aplicaciones

Para poder hacer GTD necesitamos entonces una ecuacién fundamental y una métrica en el espacio
de las fases G que sea invariante de Legendre. Una de éstas métricas esta dada por:

2
G = (d(l) . 6abI“dEb> YA (B L) dEtdIe . (2.98)
Con k un entero y A una funcién arbitraria que sea invariante de Legendre.

Asi G induce una métrica g en el espacio de equilibrio, usando la condicién de equilibrio y la primera
ley de la termodindmica se obtiene la forma de g, que estd dada por:

S dE“dE" . (2.99)

Bl )2’““ PR

=A E® _—
g <5ab oE.

OFEY0FE°

Si en particular, se utiliza s6lo dos grados de libertad (a = 1,2) y a la entropia como potencial termo-
dindmico, entonces las coordenadas en el espacio fase son {S,U,V,1/T, P/T} (las variables intensivas
se escogieron de esa manera para que concuerde con la primera ley de la termodindmica); y por ende

las métricas G y g se vuelven:
1 p 2 U 2k 1 v\ 2kt p
G= (dS — de — TdV> +A <T) aud (T) + (T> dvd <T> (2.100)
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oUu oU? ov
2k+1 2k+1 2
(USi) + <v2‘5/> anUdV} .

ouov
Con éstas y con la ecuacion de estado se pueden entonces encontrar las transiciones de fase y si el
sistema tiene o no interacciéon termodindmica.

2k+1 2 2k+1 g2
gA{(UaS) anU2+(VaS> asdv2

(2.101)

Un punto muy importante de esta teoria es que, es reversible en el sentido de que se pueden hallar
“nuevas” ecuaciones fundamentales o generalizaciones de ecuaciones fundamentales ya existentes, que
sean compatibles con la GTD (es decir que induzcan métricas como las anteriores) y que representen
sistemas termodindmicos [3].
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Capitulo 3

Desarrollo Preliminar

Para modelar la etapa inflacionaria se decidié tomar un camino distinto al usual; en vez de proponer
un potencial y campo escalar se propuso una ecuacion fundamental y se derivé su respectiva ecuacion
de estado. Esto junto con las ecuaciones de Friedmann nos permiten evaluar la viabilidad de dicho
universo inflacionario. Ahora bien, como se mencioné anteriormente, el seleccionar una ecuacién de
fundamental no es una tarea sencilla, esto debido a que, para poder modelar bien la inflacién se
necesita de interacciéon termodindmica y de (al menos) un cambio de fase! que facilite el proceso de

“prehating”?.

3.1. Modelo

De las ecuaciones fundamentales existentes, sin duda las més conocidas y estudiadas son la del gas
simple y la de van der Waals. Sin embargo la primera de éstas no tiene interaccién termodindmica ni
cambios de fase [3]; sin embargo la ecuacién de van der Waals:

szclm(U+%)+zn(V—3) 0y > 0. (3.1)

Si tiene interaccién termodindmica al tener una curvatura termodindmica distinta de cero, e incluso
posee cambios de fase los cuales se estudian en “A geometric approach to the thermodynamics of the
van der Waals system”[36]; el problema de esta ecuacién fundamental es que no reproduce presiones
negativas, que son indispensables para el periodo inflacionario.

Pero retomando [3], es posible generar una ecuacién fundamental con las mismas propiedades termo-
dindmicas que van der Waals (curvatura termodindmica distinta de cero y singularidades en la misma)

1Esto puede no ser necesario, en general para poder pasar a la etapa de preheating, se acoplan los campos escalares
de las particulas al inflatén, para que la transicién sea suave
El proceso de preheating es una transferencia de energia entre el inflatén y los campos escalares de otras particulas,
su estudio queda fuera de los alcances de este proyecto
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que permita valores negativos para la presién. Asi, la ecuacién fundamental a usar [11] en este caso es:
@
S=cn (U + V) +e2In(V —p5). (3.2)

Donde c1, c2, @ y 8 son constantes. « representa una “fuerza” y £ un volumen que son intrinsecos del
sistema.

Al ser una ecuacién fundamental, cumple con la primera ley de la termodindmica (que se ve de la
forma T'dS = dU + PdV) y las ecuaciones de estado en este caso son:

=0 (3.3)
g = g—i . (3.4)
Usando las ecuaciones anteriores podemos determinar 7"y P, las cuales son:
T= C—Ul + c% . (3.5)
p_ cUV? 4+ aBer + (o — ¢1)V] (3.6)

V2V - B)

Definimos p = % = U = pV y ademds usamos que V = Vpa?, utilizando esto, y sustituyéndolo en la
férmula para la presién (3.6), tenemos que:

copVo’a® + o [Ber + (2 — e1)Vod®]

P= .
c1 Vo aS(Voa?® — jB)

(3.7)

Sustituyendo esto en la ecuacién de continuidad (2.8), obtenemos una ecuacién diferencial para p y a

. a capVa® + a[Ber + (co — e1)Voa?
p=-3-3 p—" 2[6 - e (3.8)
a Clv() a (‘/00, - 5)
Cuya solucién es:
SV _ _%
p— i@V 7) « (3.9)

a3 aSVE -~
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Con K una constante de integracién. Ademads los parametros termodinamicos resultan ser:

p_ c2 a’V, n af c « _ «
T e Vod® — 87T VES (Vod® — B)er | o1 Vod® (Vod® — B)  Vod® (Vod® — B) |

(3.10)

Voa? «

T .
C1 P V0a3

(3.11)

Siguiendo el camino de [11], queremos que la ecuacion de estado encontrada previamente se ajuste
a la etapa inflacionaria, y para ello necesitamos que la densidad durante el tiempo en que ocurre la
inflacién (aproximadamente entre t; = 1073¢s y ¢; = 1073?s ) sea proporcional a a=™ con m > 0.

Formalmente, necesitamos que a o e* con H el pardmetro de Hubble, sin embargo se puede puede

obtener un periodo de expansién si se fija el nimero e-foldings de manera apropiada.

Una forma de hacerlo con este modelo es considerar que 8 < Vpa® y haciendo una aproximacién a
primer orden en la densidad. Esto nos lleva a:

co co

KV, co KBV, o}
e ey s cruvy e e (3.12)

a cy a c1 0

_c2

K _ge | —-2241 Cl
T="073 |y, 0 (62> ﬁvoig . (3.13)

C1 Cc1 a
KV, o 2 gy !
P=-—3 ~+ ) 0 <C2> =E (3.14)
Via c1 a3[q+1] c1 a3[q+2]

Ahora, como «, [ son constantes y pequenas (debido al significado fisico que tienen S, o /8 deben ser
unos ordenes de magnitud mayor al volumen de Plank y la masa de Plank respectivamente), cuando
t — ty los términos que los contienen tenderan a cero. Por lo que el término con més contribucién es

el primero, y asi p oc — Conm:S(%-f-l),

am™

Para el inicio de la inflacién (i.e. en ¢;) en este caso, es claro que el denominador del primer término
siempre serd mas pequeno que el del segundo, lo que asegura, que el segundo se vuelva despreciable
a tiempos muy pequenos. Por lo que sélo nos haria falta ver para que valores de ¢y y ¢; se puede

despreciar el tercer término. Esto ultimo, se ve reflejado en la condicién —3 {—Z—i — 1| < 6 que nos

implica 2 <1y como 0 <m = -3 [—%’;‘ — } entonces se tiene que:

1< 2 <. (3.15)
(&1

31



Modelo Cosmolégico basado en GTD

U.N.AM.

Por otro lado, debemos también asegurar que los numeradores de los otros términos (el segundo y
tercero), sean también despreciables en comparacién con el primero, esto nos impone condiciones

sobre . y 3.
_e2_ _c2
co KBV, KV, “t
2 KP 0 < 0 .
o 5| < SFE]
a; a;
_c2
il S Ky °
i R
a;
Las cuales se reducen a:
C1
18] < Voa; ‘ =: Be.
C2

la| < KV, ' "a; ' = ae.

K3

42 -afg1]

Si todo lo anterior se cumple, entonces al inicio de la inflacién se tiene:

_ce2
KV, =

pla) = ag[%ﬁ = pinsl(a) .

Para que p(a) = pins(a) al inicio de la inflacién es necesario que se cumpla:

Kﬁ‘/i;%Jrlai_g(%) )

C2
ol = |2
C1

Con B > 0 por ser un volumen intrinseco del sistema.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Notemos que si 8 cumple con la condicién dada en (3.18), entonces, autométicamente se cumple (3.19)
lo que nos dice que, en general, no nos importa sélo valor de « y 8 sino su relacién con «, y B.. Asi,

definimos:

_B_ld
Bc_ac.

(3.22)
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3.2. Comportamiento termodinamico

Hasta este momento sélo sabemos que al inicio de la inflacién p = p;ns, sin embargo, es necesario
conocer el comportamiento de nuestros pardmetros termodindmicos (densidad, presién, temperatura)
durante toda la inflacién, para poder definir el factor de escala y determinar si el modelo es o no vélido
en esa etapa.

Para esto, se formularan dichos parametros en funcién de los valores de x y %’ considerando que
a = a(t;)x = a;x. Asi, se tiene:

c2

p= — - (3.23)
a?(ﬁﬂ) zs(ﬁw)
gy H 208 - 2x@® egn (2) 2x+ (2 1) S
pP=—2 C2 (3.24)
a?(a“) f’(a”)
Ky @ Lab— %Xx3(%+l> + sgn (i—f) Lxa® + X:c?’(ﬁﬂ)
T = alVy—-2 (3.25)

A&+ 2(8+2)

%

Las funciones dadas por (3.24), (3.23) y (3.25) se muestran graficadas en las figuras (3.1, 3.2, 3.2)
respectivamente.
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170 Pix) para N =860
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Figura 3.1: Gréfica de P(z) con N = 60 para diferentes .
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Figura 3.2: Gréfica de p(x) con N = 60 para diferentes .
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T(x) para N=60, c; =05

200 4
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(.25

0.00 +

400 RO RO 1000

Figura 3.3: Gréfica de T'(x) con N = 60, ¢; = 0.5 para diferentes x.

La densidad inflacionaria es positiva y decae exponencialmente con el tiempo, esto es de esperar,
debido a que el campo encargado de generar la inflacién (inflatén) debe ceder su energia al término de
la inflacién en un fenémeno conocido como recalentamiento.

Por otro lado, a presion inflacionaria es negativa y crece de manera asintética. Si definimos una ” presién
inflacionaria” y una temperatura inflacionaria de la misma manera que lo hicimos con la densidad, i.e:

Entonces se tendréd que:

€2

KV, @
Piny = @2 B8% (3.26)
c1 a3[§—f+1]
,24’,1
KV, ¢
Ting = —5— - (3.27)
cira’
C2

c2
£2 co

Y usando la ecuacién (2.8) se tiene que pin s a_3[cl +1] i.e decrece si 22 < 0.

C1
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Por lo que la presién negativa que se ha encontrado con un comportamiento creciente y asintético
concuerda y es lo que se espera, debido a que, para muchos modelos inflacionarios [38] la presién y
densidad cumplen con la misma relacion.

Otro punto muy importante es que no importa el valor de x cuando z — oo debido a que la distancia
entre las gréficas tiende a cero. Pero para los valores iniciales si que influye, una muestra de ello se ve
reflejado en las figuras 3.4, 3.5 y 3.6.

1870 Pix) para N = 60

—6.75

—7.00 4

—7.25 A

—7.50

=175 -

—5.00 -

—3.25 -

10 12 14 16 138 20
X

Figura 3.4: Gréfica de P(z) con N = 60 para diferentes x, = € (1,2).
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Figura 3.5: Gréfica de p(x) con N = 60 para diferentes x, x € (1, 2).

x

Tix) para N=60, ;=05

Figura 3.6: Gréfica de T'(x) con N = 60, ¢; = 0.5 para diferentes x, z € (1,2).
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Por ultimo, para determinar el impacto de las correcciones a los valores inflacionarios de la presion,
densidad y temperatura dividiremos las ecuaciones (3.24), (3.23) y (3.25) entre (3.26), (3.20) y (3.27)
respectivamente; sus graficas se representan en las figuras 3.7, 3.8 y 3.9.

pp'j‘; para N = 60

e ——- x=05
1084 F e x=1

106 -
104 -

102 -

100 1

_-‘::E-liﬁ-—ﬂnﬂﬂﬂﬁ-.......

0198 -

seprr

I}' g E B 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &0 80 100

Figura 3.7: Gréfica de sz(fw()m) con N = 60 para diferentes Y.
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i
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025 F

I
0004 "
—0254
—0.50 - ; x=01
-075 -=- x=05

=1.00 1

Figura 3.8: Gréfica de p_p (f()w) con N = 60 para diferentes x.
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Tl nara N =60, ¢, =05
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Figura 3.9: Gréfica de TT(;()I) con N =60, ¢; = 0.5 para diferentes x.

Puede observarse que mientras el valor de x disminuye, el comportamiento de las fracciones tiende a 1
durante el inicio de la inflacién; y cuando la inflacién termina (i.e. # — 00) la tendencia es ain mas

pronunciada, debido a que las diferencias entre las fracciones con distinto y es del orden de 1075,

Por ende, se puede decir que si x < 0.1 entonces durante toda la inflacién se cumple que:

P"&’Pinf.
P = Pinf -
T%T;nf.

En cuanto a las transiciones de fase, en [12] se demuestra que esta ecuacién fundamental presenta 2
transiciones, sin embargo ocurren en z < 1, es decir antes de que el periodo inflacionario si quiera
inicie, por lo que no se tomaron en cuenta para el presente trabajo.
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Capitulo 4

Modelo sin interaccion
termodinamica

Resolver el modelo con interaccion termodinamica, es decir encontrar una solucién analitica para el
factor de escala es una labor complicada, a pesar de ello, es posible usar el modelo sin interaccién ter-
modindmica como una base. Para tener una interaccién termodindmica nula (un gas ideal) necesitamos
que se cumpla idénticamente:

P = Pi.;. (4.1)
P = Pinf - (4.2)
T = Ting - (4.3)

Para lograrlo, se puede imponer simplemente a = 8 = 0. Sin embargo, es posible calcular una cota
superior para éstos; asi, numéricamente, se encuentra que para 60 e-foldings y x = 10™" con n entero
positivo, se tiene:

1~ 1.14x 10" (4.4)

Fijando el valor n = 16 se obtiene que PP(;%) —1 = 0 para Python 3.0; por lo que si usamos y = 10716

entonces se puede asegurar que durante toda la inflacién se cumplen las igualdades anteriores. Por
ultimo, para fijar el valor de ¢; sélo se tiene que igualar la temperatura inflacionaria, al tiempo ¢; con
la temperatura del universo al inicio de la inflacién (aproximadamente 1026 °K).

Basandonos en las igualdades anteriores, se calcularan las funciones cosmoldgicas importantes y se de-
terminaran las constantes del modelo que permitan que el modelo no tenga interaccion termodinamica
y que den un numero de e-foldings de 60.
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4.1. Factor de escala y Parametro de Hubble

De la primera ecuacién de Friedmann (2.6), con k = 0 y sustituyendo (3.20) en (2.6) tenemos:

1 2
8rG AL E 3 a[22 1]
a(t) = ( TN KV, ”)3[5“] ( [Cz + 1} t) el (4.5)
3 2 C1
Y ademds tenemos que el paramétro de Hubble H () es:

2 1
Ht) = ———-. (4.6)

32+

El nimero de e-foldings se define como N = f;f H(t)dt; donde t; y ty son los tiempos de inicio y

término de la inflacién, que tomaremos como 1073 y 10732 respectivamente. Asi, para nuestro caso
se tiene:

N = m In (10) . (4.7)

4.2. Parametros del modelo

Para poder realizar simulaciones y calculos, es necesario conocer los valores de a., (., K, % vy Vp. Sin

embargo, éstos pueden ser calculados de la siguiente forma. De la ecuacién (4.7) se puede escoger un
numero de e-foldings y con ello se encuentra Z—f Una vez que tenemos el nimero de e-foldings deseado,

podemos entonces calcular V{

Sabemos que el universo observable tiene un radio de Iy ~ 1026m luego entonces el volumen observable
es Vo ~ 10" m?3 = 1.3 x 102°GeV 3

El didmetro del universo al principio de la inflacién, es I; = —2— debido a que se expandié 103°
? 103%¢
veces durante la etapa de radiacién y de materia bosénica y eV durante la inflacién (N es el nimero

de e-foldings). Usando que V = Vya® y que a(ty) = 1, entonces podemos determinar el factor de escala
a al inicio de la inflacién, que viene dado por

li
@ == e N10730, (4.8)

Sustituyéndolo en (3.18), obtenemos S,
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Por otro lado, para obtener K, es necesario calcular la densidad que se tenia al iniciar la inflacién, i.e.,
si consideramos que se tenfa una energfa del orden de la escala GUT (= 106GeV), entonces se tiene:

_ 2
KV, t 101%GeV 10063V )
(a) = = = GeV* =
pmf(az) 3[%+1:| l? ‘/b (&

%

Ko 922 107%?[%“]

c2

c1
o

GeV*4

(4.9)

Y por tultimo, se puede obtener el valor de «. a partir de la ecuacién (3.19).

Como se puede observar, los cuatro parametros anteriores dependen del nimero de e-foldings N. Es
por ello que primero observamos su dependencia; para esto se hicieron graficas correspondientes con
valores de N en (55,70).

c2

En las figuras 4.1,4.2, 4.3, 4.4 se encuentran las graficas & K acy Be vs N.

L]
E‘JSN

—0.850 4

—0.855 4
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—0.910

5 58 60 62 6 66 68 70
Mamero de e-foldings

Figura 4.1: Gréafica de % vs N.
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Figura 4.2: Grafica de K vs N.
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Figura 4.3: Grafica de a. vs V.
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1le—-122 Bcvs N
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Figura 4.4: Grafica de 5. vs N.

Como se pudo apreciar en las graficas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 los valores de los parametros i—f, K,ay B no
cambian mucho con el nimero de e-foldings, en realidad, las diferencias entre dichos pardmetros para
55 y 70 e-foldings es del orden de 1072, 10, 107210 y 10~ 14! respectivamente. Ademas, i—f cumple con

la condicién dada en (3.15).

Como eleccién, se tomé N = 60 ! y que en el modelo ACDM con inflacién cadtica es el nimero de
e-foldings que se obtiene de manera “natural”[38].

Los valores de las constantes ag, 8., Ky i—f para 60 e-foldings se encuentran en la Tabla 4.1.

Parametro Valor
2—"1’ -0.897663
K 2.897025 x 101T
Q. 7.024525 x 10~ 172
Be 7.835196 x 10~ 22

Tabla 4.1: Valores de las constantes ag, 8., K y % para 60 e-foldings

En [11] se hace un desarrollo considerando que 2 = —3. En ese caso, se impone la condicién sobre &

y se obtiene que N = 55. Basandonos en eso, y usando las ecuaciones anteriores se pueden obtener los
pardmetros del modelo. En la Tabla 4.2 se puede ver una comparacién entre los valores calculados con

IEsto debido a que €50 = 1026, que es el nimero de veces que el universo debié expandirse durante la etapa inflacionaria
para tener su radio actual
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el algoritmo aqui propuesto y aquellos calculados en dicho articulo 2.

Parametro | Valor Calculado | Valor dado en [3] [ Unidades
N 55 55.262 -
%‘ —0.888359 —0.888888 -
K 2.166179 x 1010 2.510617 x 109 GeV'=
Q. 7.024309 x 10~ | 7.024323 x 10~1"? GeV?
Be 7.753992 x 10~ 22 | 7.758613 x 10— %2 GeV 3

Tabla 4.2: Comparacién de las constantes ag, 8., K y Z—f para 55 e-foldings

Como se puede apreciar, los valores calculados de ¢y /c; en la presente investigacién difieren en 10~*
de los reportados en “Geometrotermodinamic model forthe evolution of the universe”. Es por ello que
en lo restante del trabajo se hace uso de ambos valores de ¢o/c1 indistintamente.

Por tltimo, usando la definicién de temperatura inflacionaria, el valor de y = 10716 y los datos de la
tabla 4.1, se pueden calcular todos los pardmetros originales del modelo (co, c1, a., 5¢).

Parametro Valor Unidades
co 8.047621 x 10~%4 -
c1 —7.224051 x 10~%2 -
Q. 7.024525 x 10~ 172 Gev™2
B, 7.835196 x 10122 Gev™?

Tabla 4.3: Constantes co, ¢1, @ y B para el modelo sin interaccién termodindmica

Cabe aclarar, que los valores de a. y (. son las cotas méaximas, tales que de manera numeérica, los
términos que los contienen son despreciables respecto de los términos inflacionarios, y aunque los
ordenes de magnitud sean muy bajos, éstos siguen siendo mayores a los de la época plankiana; tomemos
por ejemplo a (3, si se hace la conversion al sistema internacional de unidades entonces se tiene que

beta ~ 10; —87 m?3 mientras que el volumen de plank es Vo = 1071053,

4.3. Tiempo conforme

Antes de pasar a la etapa inflacionaria y el comportamiento termodindmico, es necesario ver el com-

portamiento del factor de escala en funcién del tiempo t, y del tiempo conforme 7(t). Para este tltimo,

usando directamente la ecuaciéon 2.31 y que g—‘;’ ~ —% para simplificar las expresiones.

3
) 8T 8
—— | =5 KV | n
66 <3M§l 0)

2Cabe resaltar que en [11] se hace uso de la imposicién kg = 1 por lo que todas las cantidades descritas en dicho
articulo son adimensionales

~1/5

(4.10)
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~1/5

3
5\° [ 8r s
~ |2 —_KV? 6 ) 4.11
ot~ | (3) <3M51 VO) . (411)

Por ultimo, con los valores de las constantes calculados, se puede hacer una grafica del comportamiento
del factor de escala

1le—31 alt) para N=60

00 0z 04 D& 0.8 10 12 14
t le—8

Figura 4.5: Gréfica de a(t) con N = 60 durante la inflacién

Como era de esperarse, el factor de escala es una funcién creciente, positiva y convexa. Por otro lado,
cuando se cambia la dependencia al tiempo conforme, la grafica resultante para toda la inflacion parece
no ser suave; esto se debe simplemente a un apantallamiento de la misma escala.

Recordando la definicién del tiempo conforme 2.31, y aplicando la transformacién 4.11 se puede ver
que 1; < —1y 1y oc 1077; por otro lado la funcién a(n) o< n~¢/° por lo que |a(n + dn) — a(n)| — 0
cuando n — —o0, || < 1 y ademds, a(n) — oo cuando n — 0; sin embargo cuando se ajusta el
dominio, se puede observar un comportamiento similar al de su contraparte a(t), es decir, que es una
funcién suave, creciente, positiva y convexa.
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Figura 4.6: Gréfica de a(n) con N = 60 durante la inflacién

4.4. Inflacion

Una vez definidos los parametros del modelo, y revisando que termodinamicamente se comporta como
lo hace con otras teorias, podemos continuar con su estudio; durante la etapa inflacionaria

4.4.1. Campo escalar inducido

Una vez definidas la densidad y presién inflacionarias, se puede encontrar el campo escalar y el potencial
que los generan. Esto se logra igualando (3.26) con (2.19) y (3.20) con (2.18). Asi, se tiene:

o (t) =

Vi(go(1))

c2

K e
% <02 + 1> . (4.12)
a3[q+1] o
1KV, &

c1
S — <—CQ + 1) . (4.13)
2 a3[q+1] ¢l

47



Modelo Cosmolégico basado en GTD U.N.A.M.

La ecuacién (4.12) puede ser resuelta por integracién directa. El cdlculo directo nos lleva a:

Go(t) = ¢z + p My In (;) : (4.14)

7

Donde ¢z es una constante de integraciéon (un pardmetro libre que podemos ajustar adecuadamente),
t; es el tiempo al cual empieza la inflacién (1073%s) y M, es la masa de Plank.

Para obtener al potencial en funcién del campo, debemos sustituir (4.14) en (4.13).

Realizando los célculos, se obtiene:

V(po) = M*exp {2 (W)] ) (4.15)

Donde:

B (e B ()] (4.16)
b= 81 \ ¢1 2 \ ¢ ' '
M4_i 12 3 Cﬁ_|_1 _QLMQ (4.17)
_].67T C1 2 C1 tiQ p )

4.4.2. Slow-Roll

2
Recordemos que la condicién de rodamiento lento (slow-roll) es: % < 1. De las ecuaciones (4.12) y
(4.13) se tiene:

-2
do 1 [1+E
o 2<1_02>. (4.18)

Usando los datos de la Tabla 4.1 se consigue que V‘?%;) ~ 0.027 <« 1.

Por otro lado, tenemos los pardmetros de slow-rolling € y 7. Usando sus definiciones (ecuaciones (2.25)
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y (2.26)) se llega a:
( " 1)} . (4.19)

(“2 + 1)} " ean. (4.20)

4 [3
msr = —— |3
3(2+1)
1

Si empleamos el valor calculado de g—f en las expresiones se obtiene:

€ES.R. ~ 0.1535 NS.R. = 0.3070. (421)

Como se puede apreciar, el modelo cumple con las condiciones de rodamiento lento, i.e. se tiene
inflacion.

Antes de continuar con las perturbaciones veamos que tipo de potencial tenemos (que tipo de modelo

inflacionario representa). Para ello , en la figura 4.7 se grafica el potencial dado por (4.15) con distintos
valores de ¢7.

Vigg) para N=60

25 - — #=0

——— =10°

04 4 e ¢i=10%
15 4
10 -
5_ J
|} J

0.0 05 10 15 20 25

g 1220

Figura 4.7: Grafica de V(¢) para distintos valores de ¢g
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En la figura 4.8 se grafica ¢o(t) durante el periodo de inflacién, para distintos valores de ¢z.

1e20 dp(t) para N= 60

25 -

20 -
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10 4

05 A — #=0

' - =107
go4 ¢ =107

0.0 02 04 0& 0.8 10 12 14
t le—8

Figura 4.8: Grafica de ¢(t) para distintos valores de ¢q

Como era de esperarse, ¢7 no es un factor determinante para el comportamiento de ¢q(t), y de acuerdo
a la figura 4.7 tampoco lo es para V(¢g). Lo que nos da una libertad total sobre el pardmetro ¢z.

Otra cosa importante es que el potencial se asemeja al dado por la “Power Law Inflation” (V(¢g)) =
M* exp (—y¢po/Mp) en el caso en el que ¢z = 0. Asf se tendrfa que v =2/p .
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4.5. Perturbaciones cosmoldgicas

Para poder calcular d¢ y ® usaremos la ecuacién de movimiento de ® y luego con la componente 0i
de las ecuaciones de Einstein perturbadas se encontrard d¢.

Para este modelo cosmolégico se tiene:

6
My
dh=-" (4.23)
Por lo que la ecuacién (2.63) se convierte en:
o — 23— V2 =0 (4.24)
5 =0. .

Si hacemos una expansién en ondas planas, i.e ® = ®(n)exp (ﬁ f) y usamos las aproximaciones
pertinentes para longitudes de onda corta y larga se tienen:

2

Onda corta ' — %tb’ ~V?®=0. (4.25)
2 2 !/
Onda larga o' — 5—<I> =0. (4.26)
n

La ecuacién diferencial para perturbaciones de onda corta puede ser resuelta de forma analitica, pero
dicha solucién es una superposicién de funciones de Bessel del primer tipo; por lo que simplemente se
aproximard a la manera en que se hace en el marco tedrico fijando las constantes Co = &3 C; = 0 que
corresponderia a la parte real de la solucién; para las perturbaciones de onda larga si se puede obtener
una solucién analitica.

Para perturbaciones de longitud de onda corta aH < [

M 5 iz
D)~ —Py ;71#771/"008 (In)e™. (4.27)
Y

M5 1 o
5y~ — Py —Lt ; 6/5sen (I n) e ?. (4.28)
s
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~1/5

e )]

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH > [

5P
&, ~ Ton”%“'m. (4.30)

. 5P %nwseilff .

5y =~ (4.31)

7 Amu

Para ambos campos, se obtiene un comportamiento oscilatorio al inicio de la perturbacién, mientras
que al final se comporta de manera polinémica, esto es concordante con la teoria expuesta por [44].
Notemos que una vez que se cruza el horizonte la perturbacion se congela, por lo que su valor permanece
constante. Un esbozo del comportamiento de los campos d¢ y @ se da en las figuras 4.9, 4.10.

En las gréficas anteriores se usé ®¢ = 1 por simplicidad, sin embargo, es una constante de integracion,
y hasta este momento no se puede obtener de manera experimental alguna medicién que la fije; por lo
que funge como una constante libre.

4.5.1. Observables

Usando la ecuacién (2.87) y sustituyendo, para g—f dado en la tabla 4.1 y [ = 0.05Mpc™!; la amplitud,
el indice espectral y su corrimiento son:

Ag =1.434 x 10710 ng = 0.6 ag=0. (4.32)

Sin embargo, las mediciones [33], [32] nos dicen que:

Ag = 1.434 x 10710 ng = 0.6 as=0. (4.33)

En conclusién se puede observar que el modelo no es idéneo. Esto puede deberse a la condicién sobre
los términos que contenian a «, 8 que se impuso durante el desarrollo, en la que dichos términos se
consideraron despreciables en comparacién a p;,r durante toda la inflacién. Para poder generar un
modelo que cumpla con las mediciones observacionales es necesario considerar que dichos términos si

son pequenos pero no despreciables. Asi, en el préximo capitulo se estudiard de una manera detallada
este nuevo modelo.
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Figura 4.9: Gréfica de ®(n) para el modelo sin interaccién termodindmica
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Figura 4.10: Gréfica de d¢(n) para el modelo sin interaccién termodindmica
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Capitulo 5

Modelo con interaccion
termodinamica

Como se vio anteriormente, si x < 1 entonces P ~ Py, ¢, p = pins, 1’ = Tjys durante toda la inflacién,
y manteniendo (numéricamente hablando) a los términos que contienen a o y S pequefios pero no
despreciables en comparacién a los inflacionarios.

Asi pues, si se escoge x € (10716, 1) entonces los funciones cosmoldgicas calculadas para el modelo sin
interaccién (a(t), H(t), n(t) N)) y los pardmetros del modelo (c2/c1, K, ae, f:) no variardn del todo.

Sin embargo, para el inflatén y su potencial, los términos que contienen a « y 8 si imponen cambios en
los parametros de slow-roll, asi como en el espectro de potencias. Por ello, en esta ocasién definimos:

c2 _

3(2-1)
. _f2 1 3 9 c1
o’ = Kvy © (1 + 02) %) <1 " CQ> sgn (2) le = 6 (5.1)
c1 a3<q+1) c1 c1 a?’(q”) a
_c2 3
KV, c Xa;
=2 (-3) [ e (2) i "
a’\= a’\=

En general, éstas funciones no son integrables en términos de funciones elementales, sin embargo, los
parametros de slow-roll pueden ser calculados mediante la regla de la cadena, cosa que se realizara a
continuacion.
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5.1. El valor de y

Para determinar el valor de x tal que el indice espectral ng = 0.9603 primero debemos determinar los
pardmetros de slow-roll. Tomando la definicién de eg. p dada en la ecuacién (2.25) se tiene:

1 1 a;\3 a; —3(%2—)
— e (Z) —w(B) T .
1+ 2 1+g—§X(a) X\ 1 (5:3)

Para 7ng g se hace lo mismo, pero en este caso, se aproxima hasta primer orden en . Asf:

3
€ = —
S.R 2

Ns.R = 2€s.R - (5.4)

Para que los pardmetros funcionen, es necesario que durante toda la inflacién sean mucho menores a 1.
Y como a;/a — 0 cuando t — ¢ entonces sélo debemos preocuparnos de los términos que contienen
a x en el inicio de la inflacién. Asi, definimos los pardmetros de slow-roll dependientes de y como:

C1

esr(X) = 5 [1 +—= - (1 + CQ) X — 2x] : (5.5)

Sustituyendo ambas expresiones en (2.91) se obtiene que el indice espectral como funcién de x. Resol-
viendo para ng = 0.9603 entonces x ~ 0.045531.

ns para N =260

9612 4

19610 4

L9608 4

0.9606 4

09604 4

019602 4

09600 4

004550 0.04552 004554 004556 0.04558  0.04560
X

Figura 5.1: Gréfica de ng(x) con N = 60
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5.2. Inflacion
5.2.1. Campo escalar reducido

Usando las nuevas definiciones para inflatéon y su potencial, se puede hacer una integraciéon numérica
del primero. Asi, se tendran ambos como funcién del tiempo. Como ya se mencioné anteriormente, no
es posible encontrar una solucién analitica ¢g(t), y por ende, tampoco serd posible expresar el potencial
como funcién sélo del inflatén. A pesar de ello, sus graficas como funcién del tiempo tienen el mismo
comportamiento que sus contra partes del modelo sin interaccion termodindmica, aunque las escalas
sean distintas, como se aprecia en las figuras 5.2 y 5.3.

$olt) sin interaccion

1820 1824 golt) con interaccion
25 54 ===
20 125 T
f'-
100 ¥
15 !
075 II
10 1
050 !
]
0.3 0254 !
I
oo nood !
000 025 050 075 100 125 150 000 025 050 075 100 125 150
t G t+ e
Figura 5.2: Graficas de ¢y con y sin interaccién termodindmica
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30 20 !
I
25 i
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15 104 !
1
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05 |l
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0.0 0.0 b e o o o o e e e
000 025 050 075 100 125 150 000 025 050 075 100 125 150
t 1e—H t 1e—H

Figura 5.3: Gréficas de V(¢g) con y sin interaccién termodindmica

. . . - . —1/2 [
Para el inflatén y su potencial en el caso sin interaccién se cumple que p = (4meg. r) / , basandonos

en eso, y en el comportamiento similar del caso con interaccion, es valido afirmar, que las ecuaciones
que las dominan deben ser similares. Si se define:

Po(t) = éz +

F

4dmes R

t
Mpl in (ti> .

(5.6)
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V(o) = M*exp [(167reS_R)1/2 (M

G c
1_§ lMQ
ca | 4277l
8mes r 1+Cl t;

-

oz — ¢o(t)>} .

pl

(5.8)

Entonces, se puede hacer un ajuste con lo obtenido mediante la integracién numérica. Cabe destacar
que los exponentes F' y G son para poder controlar el orden de magnitud de las funciones, por ejemplo

si '=1/2, G =1 entonces se tendria el caso sin interaccién.

Al usar F' = 9.83, G = 29.44 se obtiene el ajuste que se necesita.

¢olt) para N=60

1629
0.8 - =TT
f"j‘-
0.6 - P
¥
i
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I
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00 02 04 06 08 10 12 14
l=—8

t

Figura 5.4: Graficas de ¢ con interaccién y su aproximacién
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Figura 5.5: Gréficas de V(¢g) con interaccién y su aproximacion
Por ende, se puede definir al inflatén y a su potencial como:
1 983 "
t) = Myl . 5.9
bult) =07+ e Mt () (5.9)
- 4
V(o) = M*exp [(16WES_R)1/2 (‘f’f‘%()ﬂ . (5.10)
M,
29.44 c
1 -2\ 1
M* = ) S M2 5.11
(87‘(‘65,3) (1+2> t% pl ( )
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5.2.2. Slow-Roll

De las ecuaciones (9) y (5.10) se obtiene ns. g = 2€s.r que es consistente con lo previamente encontrado.
Ahora, evaluando ambos pardametros de slow-roll en y = 0.045531 resultan:

es.r = 0.0099234
ns.r = 0.0198468(5.12)

Se puede apreciar que éstos valores de los pardmetros de slow-roll son 3 6rdenes de magnitud maés
pequenos que aquellos del modelo sin interaccién termodindmica. Esto resulta en una mejor condicién,
debido a que no sélo se tiene €g. g < 1, ng.gr < 1 sino que se logra es p < 1 ng.gp < 1.

5.3. Perturbaciones Cosmolégicas

El andlisis de los campos d¢ y ® es andlogo al caso sin interaccién. De hecho, haciendo el cambio

. —9.83 . . . .
de variable p — (47es.g) en todas las ecuaciones de la respectiva seccién de perturbaciones
cosmologicas del caso sin interaccién se obtienen las ecuaciones para el caso interactuante; en este caso
se tiene:

H ~ —% . (5.13)
1 983 np
0 =— U 14
b= () B (5.14)
Y la ecuacién (2.63) nuevamente es:
& 2 V2P =0 (5.15)
5 =0. .

De la misma manera, fijando las constantes de integracién para las soluciones cortas como Cy = Py
C1 =0 se llega a:

Para perturbaciones de longitud de onda corta aH < [

M, 1 9.83 .

D)~ — Py Yo¢cos (In)e™ 5.16

=G () st (5.16)
M2 1 -

8¢y =~ —(bo—lplmnfs/‘:’sen (In)et® (5.17)
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~1/5

e )]

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH > [

P o
P, ~ 570777/56““. (5.19)
®y M, . b e
Sy =~ —5—704—: (dmeg.r)” % nT/oei? (5.20)

El comportamiento es el mismo que el su contra-parte sin interaccién, sin embargo, las escalas son
totalmente distintas. Esto se aprecia en las figuras 5.6, 5.7.

5.3.1. Observables

El indice espectral se escogié tal que ng = 0.9603 desde al inicio del capitulo, de tal manera que su
corrimiento fuera idénticamente 0; por lo que sélo falta la amplitud para tener el espectro de potencias
completo. Un célculo directo nos lleva a:

Ag =2.218 x 107° (5.21)

Los parametros que conforman el modelo (cz, ¢1, a'y § se calcularon usando el valor de ) se encuentran
en la tabla 5.1

Parametro Valor Unidades
co 8.047621 x 10~%4 -
c1 —7.224051 x 10~%1 -
Q 3.198336 x 10~173 Gev™?
B 3.567443 x 10~123 Gev™3

Tabla 5.1: Constantes ¢z, ¢1, @ y 8 para el modelo con interaccién termodindmica

El modelo con interaccién termodindmica cumple con los resultados experimentales encontrados. En
este momento no es posible afirmar que el modelo sea capaz de describir la etapa inflacionaria con
exactitud debido a que falta el calculo de los pardmetros asociados a las ondas gravitacionales; dichos
calculos “quedan fuera de los alcances del proyecto”.
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Figura 5.6: Gréfica de ®(n)
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un modelo cosmoldgico inflacionario basado en una ecuacién de estado
generada a través de la GeometroTermodinamica. Este tratamiento alternativo ha estado motivado
por la bisqueda de la homogeneidad en las etapas de evolucién del universo; es decir, que durante la
etapa inflacionaria, el universo sea un fluido, sin la necesidad de utilizar agentes externos tales como
el inflatén (un campo escalar).

La propuesta, fundamentalmente se basa en obtener una ecuacién de estado de la forma P = P(U,V),
usar la igualdad U = pV y usar la ecuacion de continuidad para obtener la densidad p y la presién P
en términos del factor de escala a(t). Esto se realizé con la ecuacién fundamental de un gas de Van
der Waals (que fué generada y generalizada con la GTD).

Dicha ecuacién depende de 4 pardametros cs, ¢1, a y 8 los cuales influyen en el modelo. Asi pues, se
investigd el comportamiento de las funciones p y P en términos de éstas, y se determiné que sélo el
valor de cg/cy era determinante en el modelo. Ademds, para que en el inicio del periodo inflacionario,
la densidad de energia fuera idénticamente proporcional a a=3(¢2/¢1+1) ge generaron dos pardmetros
auxiliares a. y S. tales que @ < a. y f < f.. De igual manera, se determiné que sélo la razén
a/a. = B/B. = x era de vital importancia para el modelo, por lo que el nimero de pardmetros libres
disminuy6 a 3.

El nuevo pardmetro y, podia ser escogido de tal manera, que se nulificara la interaccién termodindmica
(es decir, que fueran tan pequenos que computacionalmente los términos que los contuvieran fueran
despreciables) o que fuera minima (es decir, que la variacién entre las funciones sin interaccién termo-
dindmica, y las que s la tenfan fuera minima).

A partir de ello, se hicieron 2 sub-modelos distintos, uno sin interaccién termodindmica, y otro con
interaccion termodindmica; la razén de esto es debido al impacto que tienen en las ecuaciones diferen-
ciales que definen al campo escalar y el potencial inducidos. Sin embargo, las funciones cosmoldgicas
tales como el pardmetro de Hubble y el factor de escala coinciden en ambos casos. Asi, imponiendo un
nimero de 60 e-foldings se encontré que los valores de cz/c1, v, B. son —0.897663, 7.024525 x 107208,
7.835196 x 107149 respectivamente.
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Para el sub-modelo sin interaccién termodindmica (es decir, el que representa a un gas ideal), se

determiné que el valor de x debe ser menor o igual a 10716, Asi mismo, el campo escalar y su potencial
inducido tomaron la forma:

t
o = ¢z + pMpyln (t)

w55

Estos se conocen en la literatura “Power Law Inflation” (PLI), y su origen se remonta a 1984, en [2];
donde se calcula la funcién de correlacion de las fluctuaciones cosmoldgicas.

La PLI, ha sido estudiada desde el momento de su publicacién. En [22], [45], [20] se analiza en detalle
su dindmica; mientras que en [39], [16], [14], su fenomenologfa. Su viabilidad respecto a las mediciones
de Plank se termina en [43]. Ha sido usado en algunas otras teorias tales como quinta esencia [37], [10].

Sus aspectos mas fundamentales son que el indice espectral es siempre menor que 1, el factor de escala
es proporcional a t? con ¢ > 1 y sus parametros de slow-roll son constantes. Tiene también un ligero
problema y es que al ser sus parametros de S.R constantes, entonces la inflacion no puede terminar
por si sola, sino que se necesita de un mecanismo externo que la detenga.

Por otro lado, los campos debidos a las perturbaciones, ® y d¢, tienen el comportamiento usual, es
decir, son oscilatorios al inicio de la inflacién, y una vez que se cruza el horizonte (en algin punto de
la inflacién) su comportamiento pasa a ser polinémico.

Por ultimo, se calcul6 el espectro de potencias, resultando en que el indice espectral no cumple con lo
arrojado por las observaciones, diciéndonos asi que un gas ideal no genera las condiciones necesarias
para la inflacién.

Para el modelo con interaccién termodinamica, en primer lugar se determinaron los pardmetros de slow-
roll, y se usé su relacién con el indice espectral. Esto impuso una ecuacién en funcién de y, asi usando
el valor de ng = 0.9603 se encontré que x = 0.045531. Mientras que, el campo escalar y el potencial
inducido se integraron de manera numérica, resultando en funciones con el mismo comportamiento
sus homénimos para el caso sin interaccién, por lo que se procedié a realizar un ajuste que arrojo lo

siguiente:
1 9.83 "
t) = My in | —
Po(t) = ¢z + (47T€S.R> pLln <t1>

V(o) = M*exp {(167@5.1{)1/2 (‘bl_%(t)ﬂ

M

pl

Nuevamente, es un modelo inflacionario del tipo “Power Law Inflation” (PLI). En cuanto a los campos
d y d¢, su comportamiento es exactamente el mismo que los del caso sin interaccién.
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Por todo lo anterior, se puede decir que un modelo sin interaccién (un universo inflacionario basado en
un gas ideal) no es viable, y que uno con interaccién sf lo es. Otra aportacién (quizés la més importante
de este trabajo) es que, el suponer que la etapa inflacionaria se rige por una ecuacién de estado de tipo
Van der Waals induce un modelo inflacionario ya existente. A partir de esto surgen diversas interro-
gantes que posibilitan nuevas investigaciones, por ejemplo, ;Es posible que otros modelos cosmoldgicos
puedan ser inducidos mediante alguna ecuaciéon fundamental?, y de ser asi ;Bajo qué circunstancias
lo hacen?; entre otros. Consideramos necesario, examinar bajo esta nueva perspectiva termodindmica
a los modelos ya existentes.
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Anexos

.1. Unidades

Se usaron unidades naturales, en las que hay s6lo una magnitud fundamental, la energia. Estas se
obtienen al imponer:

h=c=kp=1
[Energia] = [Masa] = [Temperatura] = [Longitud]~' = [Tiempo] "

Asi, se tiene la siguiente equivalencia entre unidades

Unidades GeV g K cm ! 57!
GeV 1.78 x 10~ | 1.16 x 10 [ 5.06 x 10'% | 1.52 x 10%**
g 5.62 x 1073 6.52 x 10%° | 2.84 x 1037 | 8.53 x 10%7
K 8.62 x 10~ [ 1.53 x 10=37 4.34 1.30 x 10!
cem ™! 1.98 x 10~ [ 3.51 x 10=38 0.23 3.00 x 10™
5~ 6.58 x 10=2° [ 117 x 10~ [ 7.64 x 10~2 [ 3.33 x 10— 11

Tabla 1: Factores de conversiéon de unidades

La tabla se usa de la siguiente manera:

[Encabezado de la columna] ™' = [Valordelatabla] x [Encabezado de la fila] ™!

[Encabezado de la fila] ' = [V alordelatabla] x [Encabezado de la columna]~

2

Ademds en unidades naturales se tiene que Gy = M, y

My =122 x 10" GeV
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.2. Cantidades asociadas a las ecuaciones sin perturbar (“Back-

ground”)

Para los calculos que a continuacién se presentan, se considera:

Ty = 0,000, 00 + guv {—;@L%a“ﬁbo - V(%)}

.2.1. Simbolos de Christoffel

1 9Gpv | Ogpx  Ogux
T, = —gh* P pA
AT <8$>‘ T T D

I = £
I%; =0
T =0

;= ,5”
Iy = —/5;1
I, =0
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.2.2. Tensor de Riemman

SRy = 0l —

auraua + Faaarﬂpu -

a o
r UUF po

.2.3. Escalar de Ricci

R=g¢""Ra,
6 12
R == ?7
.2.4. Tensor de Einstein
1

Gup = R — §9WR

a\ 2
cuni(2)
a

Goi =0
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.2.5. Tensor de energia-momento para un campo escalar

1
T,uu = 3u¢03u¢0 + Guv 7§8p¢08u¢0 - V(¢O)

1
T = 5% +0a°V (90)

T()i:O

Tij = (; 0 — a2V(¢0)> dij

.2.6. Ecuaciones de Einstein

Guu = SWGNTMV

Componente (00)

N2
3(2) — 871Gy (;gb'g +a2V(¢o)>

Componente (ii)

Las componentes (0i) (ij) dan (0 = 0).
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.3. Cantidades con perturbacion escalar a primer orden

Para los célculos que a continuacién se presentan, se considera:

o g2 (2% B
Guv = B, —2Ws; +2E,;

sow — L (22 B!
T T2\ B 208, - 2B,
b= o + 00
a = a(n)

Donde ¢q es el que cumple con las condiciones de slow-roll y suele ser llamado como “background
field”

.3.1. Simbolos de Christoffel

ox* ox” oxP

1 9gpv | Ogox  Ogur\ | 1 9ogpy | Dogpx  Odgux
B = Z§gHP P p ZgkP p P
oL 259 ( i oY 92 Bav ozr

0T%0 = @’

/

6T%; =@, + %B,q:

. . al .
6T = &' + —B"
B

!/

0 a a , a' ,
6T = —V'8; + E'ij

i i i i a i i
(51_‘ jk) = \I/)jak - \I’7k57 + \1176]k - EB75]]C + E,(k:j) - E,]k
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.3.2. Tensor de Riemman

Ry = 0001, — 0,07 )q + 01507 4y + 1950617 4y — 005,17 jo = T95, 017 o

/ I I
SRop = — B + &', + 30" + 320 + 3% ¢/
a ’ ’ a a

" !

2 /
SRy =B, + <a> B, +20, +2%9 + B,
a ’ a ’ ’

a

" !/ " !

l ’ 2 2 ’
SRy = <“<I>’ 5%y 2% g 2(a) o 2% - 2<“) D L aB‘;) 5
a a a a a a ’ a ’

/ a / a’ a : " a k k
_ B,ij =+ 2EE’U + ;E,ij =+ 2<a> Eﬂ'j + E,ij =+ \I/J‘j — Q,ij — 2587”’ + E,(ij)k — E,ijk

.3.3. Escalar de Ricci

OR = 69" Ray + 9" 6 Rayp

1 a . , . a a a” ; ;
OR=— (633 — 2B — 20, — 60 — 6 — 1820 — 122 + 4T, + 2E’7€>
a a : ’ a a a ’ .
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.3.4. Tensor de Einstein

1 1
6GH4" = (SRHV — 559HVR — igHV(SR

a a’ ) ,
0Goo = —2— B — 6—W' + 20", + E'f;
a '’ a ) »
a// a/ 2 a/
0Goi =—2—B,; + () B, +2V, +2—®,; + E/zl'gk
a a ) a ,
’ ’ " N 2 ” N2 /
3G = (2‘1@/ 4420 4% 2<a) 3140 g 2(@) you ok 4 2aBkk> i
a a a a o a 7 B,

/ " 7\ 2

!
a k
t Wi = Py — 2 Bij + By
.3.5. Tensor de energia-momento para un campo escalar

1
6Tp,1/ = aué(baud)o + 8u¢08u6¢ - 69,“/ §gauau¢08a¢0 + V(¢0):|

IV (¢o)
o

1
~ v | 5097 0ud00ado + 9°" 0,P00a0¢ + 5¢]

6Ty = 5¢/¢6 + Q@V((bo)az + GZa‘gEjO)éqﬁ
0

1

OTpi = 36/;6% + 5B’ — aV(¢0) B,

20V (o)
0o

5Ty = (5¢'¢g Y- 5 — We'e + 2\I/V(¢)o)a2) 8i; + E.i;0 s — a?V($0)E.;
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.4. Relaciones en tiempo conforme

Se tiene que:

a
a= o (1)
a o H
H=0=2~% @)
. H A
H=a-= ®)
2
242 — 87rG§Vpa L @)
4 2
" = —@ (p+ 3P) a? (5)
P +3H(p+P)=0 (6)
(b” + 27‘[(]5/ 442 av(¢0) -0 (7)
o
H?2  8rG
=g Vi) (8)
3H2 , OV ()
7T ag ©)
a//
—= H + H? (10)

Usando las relaciones anteriores juntos con las ecuaciones de Einstein para el “Background”se obtienen
las dltimas 2 ecuaciones.

AnGnoh = H? —H' (11)

8TGNna?V (po) = 2H? + H' (12)
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