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2.1. Relatividad General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.1. Factor de escala y Parámetro de Hubble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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.2.1. Śımbolos de Christoffel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

.2.2. Tensor de Riemman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

.2.3. Escalar de Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

.2.4. Tensor de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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3.4. Gráfica de P (x) con N = 60 para diferentes χ, x ∈ (1, 2). . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Resumen

Usando el formalismo de la GeometroTermoDinámica para derivar una ecuación termodinámica fun-
damental, se construye un modelo cosmológico consistente con la inflación. Se estudia también la de-
pendencia de dicho modelo con el número de e-foldings, y su comportamiento termodinámico durante
la etapa de inflación.

Con ayuda de la teoŕıa cosmológica de perturbaciones, se inducen un campo escalar (inflatón) y su
potencial, los cuales cumplen con las condiciones de slow-roll. Aśı mismo se estudian las perturbaciones
del campo escalar y de la métrica.

Por último, se sustenta la viabilidad del modelo mediante el cálculo de su espectro de potencias, el
ı́ndice espectral escalar y la amplitud.

Palabras clave: GeometroTermoDinámica, Inflación,

Summary

Using the formalism of GeometroThermoDynamics a fundamental thermodynamic equation is derived.
Using such equation a cosmological model consistent with inflation is developed. The dependence of
the model respect to the number of e-foldings and the thermodynamic behaviour during the inflation
process are studied.

Using the theory of cosmological perturbations, a scalar field (aka inflaton) and the respective potential
are induced. The slow-roll conditions are tested and fulfilled. Also the scalar field perturbations and
the metric perturbations are reviewed.

At last, the model’s viability is achieved by calculating the power spectrum; i.e the scalar spectral
index and the scalar amplitud of the spectrum.

Key words: GeometroThermodynamics, Inflation
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Introducción

Como sabemos ΛCDM es el modelo cosmológico más acertado que tenemos junto con el modelo
inflacionario caótico [21]. Sin embargo, aún existen otros modelos que nos permiten describir al universo
tal y como lo observamos, y que principalmente se diferencian por la ecuación de estado que proponen
(usualmente la ecuación de estado relaciona a la densidad de enerǵıa del universo con su presión). Esto
nos lleva a preguntarnos, ¿Podemos usar una ecuación de estado arbitraria para generar un modelo
cosmológico que nos permita explicar la radiación cósmica de fondo, la estructura a gran escala y
la expansión del universo?; la respuesta es: no necesariamente, sin embargo existen métodos para
obtenerlas, uno de estos es a partir de una ecuación fundamental [8].

Sin embargo, no todas las ecuaciones fundamentales generarán un modelo que explique las propiedades
que se conocen (experimentalmente) del universo. Es aqúı es en donde entra en juego la Geometro-
TermoDinámica, que nos permite seleccionar dichas ecuaciones termodinámicas fundamentales [34].
En [1] se hace uso de esta herramienta para “generar”nuestra ecuación de estado y aśı, junto con la
ecuación de continuidad en cosmoloǵıa y las ecuaciones de Friedmann, se crea un modelo cosmológico;
tal y como se realizó en [11] .

A lo largo del presente trabajo, se hará uso de la ecuación fundamental “generada”por la Geometro-
TermoDinámica y descrita en “Geometrotermodinamic model for the evolution of the universe”
[11] y se desarrollará el modelo cosmológico que ésta última implica de una manera más generalizada,
incluyendo perturbaciones cosmológicas.

La estructura de esta investigación se encuentra divida en 5 caṕıtulos. En el primer caṕıtulo, plan-
teamiento del problema, se toma como punto de partida la historia del universo de manera breve,
haciendo hincapié a importancia de la etapa inflacionaria y al problema abierto que aún representa
para la f́ısica teórica; a su vez se establecen los antecedentes de la GeometroTermoDinámica aplicada a
dicha etapa, y los aspectos que aún no se han desarrollado; los cuales definen los objetivos y preguntas
de investigación.

En el segundo caṕıtulo se desarrolla de manera muy breve la teoŕıa de la relatividad general, la
cosmoloǵıa y la inflación de slow-roll. Aśı mismo, se desarrolla la teoŕıa de perturbaciones cosmológicas
para un campo escalar y su impacto en la llamada radiación cósmica de fondo.

Posteriormente, en el tercer caṕıtulo, se realiza un desarrollo del modelo, en donde se expresan la
presión, densidad y temperatura que lo rigen. Se hace un estudio de dichas expresiones durante la etapa
inflacionaria, y se determina el impacto de las constantes o parámetros libres que tiene el modelo.

Derivado de los resultados encontrados en el tercer caṕıtulo, se desarrollan dos submodelos distintos en
los siguientes caṕıtulos; aśı pues, en el cuarto caṕıtulo, se impone una interacción termodinámica nula
y se calculan las cotas superiores de las constantes para que eso suceda. Se desarrollan, además, las
funciones cosmológicas importantes como el factor de escala y el parámetro de Hubble; y por supuesto
se inducen el campo escalar y su potencial. Por último, se desarrollan las perturbaciones del campo
escalar y de la métrica en la norma longitudinal encontrando la forma de éstas; y se determina el
espectro de potencias del modelo junto con su viabilidad.

xi
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El quinto caṕıtulo corresponde al desarrollo del modelo con interacción termodinámica. En él, se impone
a priori el ı́ndice espectral; y con ello, se resuelven las ecuaciones del campo escalar y su potencial.

Finalmente, se presentan las conclusiones y resultados derivados del modelo, aśı como la sección de
anexos en la que se incluyen distintas expresiones matemáticas usadas en el desarrollo de la teoŕıa de
perturbaciones cosmológicas y un apartado con las unidades utilizadas en el presente trabajo.

Cabe resaltar que, en el presente trabajo se usaron unidades naturales, en las que hay sólo una magnitud
fundamental, la enerǵıa. Estas se obtienen al imponer:

~ = c = kB = 1.

Una tabla en la que se expresan las conversiones de unidades se encuentra en los Anexos.

xii



Caṕıtulo 1

Planteamiento del problema

La teoŕıa de la relatividad general de Einstein publicada en 1915 fue un parte-aguas en el mundo de
la f́ısica teórica y experimental, no sólo por la f́ısica y geometŕıa que sus ecuaciones implican, sino por
su universalidad.

Antes de Einstein, la teoŕıa de gravitación era la newtoniana, y la relatividad era la galileana, en
la que el tiempo era absoluto, es decir que para dos observadores en marcos de referencia inerciales
distintos (que para la mecánica newtoniana se reduce a que uno de ellos se desplace en ĺınea recta a
velocidad constante del otro) y en la que las leyes de la f́ısica se mantienen invariantes (tienen la misma
forma); sin embargo, el electromagnetismo no segúıa lo anterior y en 1905 Einstein con la teoŕıa de la
relatividad especial lo resolvió; en pocas palabras, esta teoŕıa se basa en 2 postulados: la invariancia de
las leyes de la f́ısica en cualquier sistema inercial (que implica que un observador dentro de un sistema
de referencia sin comunicación o contacto visual con otro sistema de referencia no puede determinar
la velocidad de desplazamiento de un sistema respecto a otro mediante ningún experimento), y la
invarianza de la velocidad de la luz en el vaćıo (que implica que los objetos recorren el camino más
corto en el espacio-tiempo que en este caso corresponde a una ĺınea recta).

A pesar de sus esfuerzos la teoŕıa de la relatividad especial no es aplicable a observadores acelerados
ya que la fuerza no necesariamente tiene la misma dirección que la aceleración. No obstante, es ah́ı en
donde entra el principio de equivalencia (o la universalidad de la cáıda libre) que nos dice que en una
pequeña región del espacio cualesquiera efectos producidos por la gravitación son los mismos que los
producidos por una aceleración, es decir, que la masa inercial es igual a la masa gravitatoria o en otras
palabras que todos los cuerpos caen con la misma aceleración en un campo gravitacional.

Aśı pues, la relatividad general es una teoŕıa de gravitación pues la gravedad no es una fuerza sino una
distorsión del espacio-tiempo debida a la presencia de una masa; y el campo gravitatorio se manifiesta
en la geometŕıa del espacio-tiempo. Y no sólo nos permite nos permite modelar fenómenos astronómicos
complejos como la precesión de mercurio, sino que ha dado pie a muchas otras y diversas teoŕıas como
la cosmoloǵıa, que no sólo se enfoca a objetos astronómicos o secciones del espacio-tiempo sino que
modela a todo el universo durante toda su existencia.

En la actualidad, el encontrar un modelo que sea capaz de describir todas las etapas de evolución es, sin
lugar a dudas uno de los problemas más grandes de la f́ısica, tanto aśı que aún con diversos proyectos

1
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de investigación tales como el análisis de la radiación cósmica de fondo (CMB o CMBR por sus siglas
en inglés) y de ondas gravitacionales; entre ellos COBE (Cosmic Background Explorer),DASI (Degrre
Angular Scale Interferometer), Plank, LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
por nombrar algunos; no es posible determinar aún cual es el modelo.

Sin embargo, uno de los mejores modelos es sin dudas ΛCDM + inflación, en el que se dice que el uni-
verso proviene de una singularidad inicial llamada “Big Bang”, con materia oscura fŕıa (con velocidad
mucho más baja que la velocidad de la luz) y enerǵıa oscura (dada por la constante cosmológica Λ).
ΛCDM es capaz de explicar las etapas más recientes del universo, sin embargo los primeros 3 minutos
de existencia siguen siendo un problema abierto; la f́ısica de part́ıculas y la teoŕıa de campos predicen
ciertas etapas como el rompimiento de simetŕıas entre las fuerzas primordiales; o la inflación.

Derivado de lo anterior, se teoriza, que el universo debió haber pasado por las siguientes etapas:

1. Época Plankiana. Se da cuando el universo tiene una vida menor al tiempo de Plank. Aqúı el
universo es sumamente pequeño (alrededor del radio del Plank i.e. 10−35m) y muy energético
(mayor a 1020GeV ), por lo que es necesaria la mecánica cuántica y la relatividad durante este
periodo (< 10−43 s) se habla de una unificación en la que las 4 fuerzas fundamentales de la
naturaleza eran una sola.

2. Primer rompimiento de simetŕıa. Se da justo en el tiempo de Plank (10−43 s. Aqúı la
gravedad se separa de las otras 3 fuerzas (que aún actúan como una sola).

3. Inflación. Es un periodo que comprende de 10−36 s a 10−32 s en el que el universo experimenta
una expansión exponencial. También se generan fluctuaciones en la densidad de enerǵıa del
universo que, en tiempos posteriores (en los que domina la materia) generan las estructuras a
gran escala.

4. Fin de la GUT. La teoŕıa de gran unificación (”Grand Unification Theory” o GUT) nos dice
que a enerǵıas mayores a 1014GeV o cuando el universo teńıa una temperatura mayor a 1027K
la fuerza fuerte, la débil y la electromagnética eran una sola. Sin embargo cuando la enerǵıa
es menor a 1014GeV se rompe la simetŕıa y la fuerza fuerte se separa de la electro-débil. Las
part́ıculas aqúı son quarks y antiquarks tan energéticos que no pod́ıan formar part́ıculas, y en
cambio formaban un plasma o mar de quarks.

5. Fin de la unificación electro-débil. Alrededor de 20× 10−12 s o 100GeV la fuerza débil y la
electromagnética se separan. Este rompimiento de simetria se atribuye al bosón de Higgs.

6. Bariogénesis. Junto con la inflación, es una de las etapas del universo más estudiadas y con
más modelos en la actualidad. En ella se intenta explicar la asimetŕıa entre materia (bariónica)
y sin asumir que dicha asimetŕıa proviene del mismo Big Bang.

7. Transición Hadrón-quark. Conocida también como “QCD phase transition”. Para enerǵıas
menores o iguales a los 150MeV la fuerza fuerte comienza a ser importante, por lo que los quarks
existentes se aglomeran en sistemas de 3 llamados bariones, o en parejas de quark-antiquark,
llamados mesones.

8. Desacoplamiento de neutrinos. Los neutrinos dejan de interactuar con las otras part́ıcu-
las (que en estos momentos, por las altas enerǵıas forman un plasma) debido que sólo pueden
interactuar por medio de la fuerza débil. Se da cuando la enerǵıa del universo es de 0.8MeV .

9. Aniquilación electrón-positrón. Alrededor de los 6 s 0 0.5MeV los pares se aniquilan haciendo
que su enerǵıa sea transferida a los fotones.
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10. Nucleośıntesis. Conocida también como Big Bang Nucleosynthesis (BBN). Se da alrededor de
los tres minutos y en ella se forman los elementos más ligeros (Hidrógeno, Deuterio, Helio).

11. Recombinación. A enerǵıas mayores a 1 eV el universo consist́ıa de un plasma de electrones
libres y núcleos. Cuando la enerǵıa es menor a 1 la reacción inversa a e− + p+ −→ H + γ deja
de ser probable, por lo que se generan más átomos neutros.

12. Enerǵıa Oscura. En la actualidad, se sabe que alrededor del 70 % del contenido energético del
universo es enerǵıa oscura. Existen muchas estudios que respaldan su existencia, y teoŕıas sobre
su origen. Es sin duda alguna uno de los problemas abiertos más importantes.

13. Desacoplamiento de fotones. Se da aproximadamente al mismo tiempo que la recombinación.
Y se debe a que la densidad de electrones libres descienda en picada, por lo que los fotones
”pierden” el proceso más probable de interacción y se desacoplan de la materia. Se dice que el
universo se vuelve transparente; y a los fotones se les conoce como radiación cósmica de fondo.

Las etapas de rompimiento de simetŕıas, la formación de part́ıculas, y el desacoplamiento de neutrinos
son el área de estudio de la f́ısica de part́ıculas, la teoŕıa cuántica de campos y la cosmoloǵıa observa-
cional hoy en d́ıa. Los f́ısicos de dichas áreas de estudio han hecho avances importantes en los ámbitos
teórico y experimental. Sin embargo, dichas etapas, junto con la época plankiana y la inflación, que
no han tenido avances experimentales significativos, aún son problemas abiertos.

Es por ello que la presente investigación se centra en la etapa inflacionaria del universo.

1.1. Antecedentes del Problema

Como se mencionó anteriormente ΛCDM es un buen modelo que cubre las etapas de radiación y
materia, pero falla en describir el universo temprano. Los f́ısicos de los 70′s identificaron problemas
espećıficos en los que falla y estos son:

El problema de la planitud: Experimentalmente, se mide que el parámetro de densidad es
muy próximo a 1. El problema, es que 1 es una solución inestable y que para que hoy en d́ıa
tengamos ese valor, en el pasado, debió de haber sido mucho más próximo (i.e el universo debió
de haber sino plano desde el inicio!).

El problema del horizonte: La radiación cósmica de fondo de áreas del universo que no están
causalmente conectadas tiene la misma temperatura.

Las reliquias cosmológicas: En la actualidad, no hay reliquias topológicas que puedan ser
observadas (como los monopolos magnéticos), pero es muy probable que fueran producidas en
los primeros momentos del universo y que se diluyeran con el tiempo.

Es por ello que el f́ısico teórico de part́ıculas Alan Guth aplicó conceptos de su área de estudio. El 23
de enero de 1980 presentó una idea que revolucionaŕıa el estudio y modelaje de los primeros instantes
del universo. Básicamente, en ella dicta que el universo se creó en un vacio falso (cuántico) sin el
bosón de Higgs, posteriormente pasó por un enfriamiento en el que se equilibra y después el bosón de
Higgs aparece. Al periodo de enfriamiento lo llamó inflación (inflation) debido a que el universo debió
expanderse muy rápido para poder disminuir su densidad de enerǵıa (enfriarse).
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A pesar de que la idea era impactante, ésta teńıa un problema, y es que no hab́ıa manera de detener
el enfriamiento y por ende la inflación.

Empero, no pasó mucho tiempo antes de que alguien hallara una solución a ese problema. A mediados
de la década de los 80 cuando el f́ısico ruso Andre Linde la encontró. Para su teoŕıa “new inflation”
o “slow-roll inflation” la inflación ocurre debido a un campo escalar que rueda bajo un potencial; la
velocidad con la que rueda es muy lento comparada con la expansión del universo. Si el campo escalar
o inflatón no puede seguir rodando por el potencial, entonces la inflación termina y la temperatura
aumente (un fenómeno conocido como recalentamiento).

Como esta nueva teoŕıa sólo necesita de un potencial, fueron muchos los modelos que se crearon de
ella, tales como la inflación de Higgs (HI), inflación natural (NI), inflación de campos grandes (LFI),
entre otros [17].

Varios de esos modelos tienen sus fundamentos f́ısicos en otras teoŕıas, por ejemplo, el RCMI (“Radia-
tively Corrected Massive Inflation”) que implementa correcciones debido al acoplamiento de fermiones
al (LFI) “Large Field Inflation”. Bajo la suposición de que el universo en su etapa inflacionaria puede
ser descrito mediante una ecuación de estado, Christine Gruber y Hernando Quevedo utilizaron la
GeometroTermoDinámica para fundamentarlo [11].

Retomando que la GeometroTermodinámica es un formalismo que permite describir las propiedades
termodinámicas de un sistema dado en término de estructuras geométricas. Se basa en representar
la primera ley de la termodinámica y las transformaciones de Legendre en una forma invariante y
definir la variedad de las fases, que es una variedad Riemanniana con una estructura de contacto. Una
vez hecho eso se define también la variedad de equilibrio usando un mapeo harmónico que incluye la
especificación de la ecuación fundamental del sistema termodinámico en cuestión. Esta teoŕıa puede
ser usada de forma inversa, es decir, que se pueden determinar ecuaciones fundamentales suponiendo
que se saben las propiedades termodinámicas del sistema (el potencial termodinámico y las variables
intensivas y extensivas de las que depende); se hace esto para el caso del gas ideal y el de van der
Waals [35] .

1.2. Justificación

Como ya se ha mencionado anteriormente , Christine Gruber y Hernando Quevedo usaron el foralismo
de la GeometroTermodinámica para generar una ecuación fundamental, en espećıfico, una generali-
zación del gas de van der Waals, de la que se obtuvo una ecuación de estado que fué aplicada a un
modelo cosmológico inflacionario [11]. Recientemente, demostraron que el modelo es concordante con
las observaciones y que, por consecuencia la etapa inflacionaria puede ser descrita de la misma manera
que las etapas en las que dominan la radiación, materia y materia oscura; es decir sólo mediante una
ecuación de estado [12].

Sin embargo, el estudio de las perturbaciones aśı como los cambios a la métrica que éstos originan no son
estudiados a profundidad. Es por ello que en la presente investigación, se hará uso de la teoŕıa estándar
desarrollada para inflación (la que es implementada en el inflatón y su potencial). Para lograrlo, se
inducirá un campo escalar y un potencial asociado a este mediante el tensor de enerǵıa momento de
un fluido perfecto.
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1.3. Objetivos

Objetivo General:

Inducir un campo escalar y un potencial a partir de una ecuación de estado y describir las perturba-
ciones que los primeros generen. Objetivos espećıficos:

1. Determinar los valores de las cuatro constantes que aparecen en la ecuación de estado dada en
[11].

2. Determinar la forma del campo escalar “inflatón” y de su potencial.

3. Determinar la forma del campo perturbado δφ y de la métrica debido a dicha perturbación.

4. Calcular los parámetros de “slow-rol” y determinar si el potencial inducido cumple con las con-
diciones de slow-roll.

5. Calcular el espectro de potencias y la amplitud del espectro escalar, y comparar con las medi-
ciones.

1.4. Preguntas de Investigación

Al analizar el planteamiento del problema surgen diferentes cuestionamientos y dudas:

1. ¿Cuáles son los mejores valores para las constantes en la ecuación de estado?

2. ¿El potencial inducido es alguno de los ya conocidos o se trata de uno completamente nuevo?

3. ¿Pueden el inflatón y potencial inducidos cumplir con las condiciones de “slow-roll”?

4. ¿La forma del campo perturbado δφ es similar a la encontrada en la bibliograf́ıa?

5



Caṕıtulo 2

Marco teórico

Antes de iniciar con la descripción del modelo cosmológico inflacionario aśı como las perturbaciones
que se puedan generar de éste, es necesario establecer el marco conceptual o teoŕıas que lo impulsan.

La cosmoloǵıa f́ısica se entiende por el estudio del origen, la evolución y el destino del Universo. Es por
eso que cuando hablamos de Cosmoloǵıa, no sólo nos referimos a modelar al universo con Relatividad
General, sino que, además se involucran otras áreas de estudio de la f́ısica teórica, como Termodinámica
y Teoŕıa (Cuántica) de Campos, para describir las distintas etapas de evolución del universo.

Es por ello que en la presente investigación se retomaron algunos aspectos básicos de la Teoŕıa de la
Relatividad General de Einstein, los fundamentos de la Cosmoloǵıa y de la Inflación como parte de
ésta, y se exponen de forma breve la teoŕıa de perturbaciones cosmológica, que nos permite enlazar a
la teoŕıa con algunas mediciones realizadas (las mediciones de la radiación cósmica de fondo).
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2.1. Relatividad General

Recordemos, que en la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein, las ecuaciones que definen la
dinámica son las ecuaciones de Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = 8πGNTµν −

Λ

8πGN
gµν . (2.1)

En donde Rµν = Rλσµν denota a la contracción del primer y tercer ı́ndices del tensor de Riemann; R
denota al escalar de Ricci que es una contracción total de los ı́ndices del tensor de Riemann, Tµν es
el tensor de enerǵıa momento del sistema, GN la constante de gravitación universal de Newton, Λ la
constante cosmológica y gµν la métrica con la que se trabaja.

Recordemos que el tensor de Riemann describe la curvatura de una variedad y está dado por:

Rλσµν = ∂µΓλσν − ∂νΓλσµ + ΓλµρΓ
ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ. (2.2)

En donde Γµνλ son los śımbolos de Christoffel, que representan la desviación de los vectores tangentes
respecto de las coordenadas al usar el trasporte paralelo sobre ellos (como se aprecia en la figura 2.1)

Figura 2.1: Transporte paralelo.

Para el caso de relatividad general, el espacio debe ser localmente plano (es decir que son localmente
inerciales) lo cual impone restricciones sobre los śımbolos; y permite escribirlos en función de la métrica1

como:

Γµνλ =
1

2
gµρ

(
∂gρν
∂xλ

+
∂gρλ
∂xν

− ∂gνλ
∂xρ

)
. (2.3)

Esta teoŕıa es tratada en diversos libros, siendo [40] uno de los más recomendados y citados ó [13] en
donde se da un enfoque más formal.

1El desarrollo de esta fórmula se expresa de manera detallada en [13]
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2.2. Cosmoloǵıa

Los modelos cosmológicos se basan fuertemente en 4 postulados:

Una teoŕıa de Relatividad; usualmente, la teoŕıa relativista usada es la de Einstein, sin embargo,
pueden usarse teoŕıas modificadas como en [18].

Un ansatz en el que se supone que el universo es un fluido perfecto, que nos impone un tensor
de enerǵıa momento muy particular, del cual hablaremos más adelante.

Un segundo ansatz en el que se supone que el universo es un sistema termodinámico cerrado y
aislado, esto es, para que las leyes de la termodinámica sean válidas para todo el universo visto
como un sólo sistema.

Un tercer ansatz, el Principio Cosmológico, el cual nos dice que el universo es homogéneo e
isotrópico a grandes escalas (i.e. a más de 300Mps).

Para cumplir con principio cosmológico, necesitamos que la métrica que utilicemos denote la isotroṕıa
y homogeneidad, es por eso que se usa la métrica Friedmann-Lemàıtre-Robertson Walker (FLRW):

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
. (2.4)

En donde t es la variable temporal, y (r, θ, φ) son las coordenadas polares usuales. La constante k
”mide”la curvatura espacial y toma los valores de −1, 0 y 1que corresponden a universos abiertos,
planos o cerrados respectivamente. Si k = −1 o k = 0 entonces r ∈ (0,∞) pero si k = 1 entonces
r ∈ (0, 1√

k
).

Por último, a(t) es el llamado factor de escala del universo, que mide el tamaño f́ısico.

Como se mencionó anteriormente, supondremos que el universo es un fluido perfecto, lo que nos implica
que el tensor de enerǵıa-momento a utilizar en (2.1) será el de un fluido perfecto i.e.

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pδµν . (2.5)

Con ρ la densidad y P la presión.

Una vez que sustituimos (2.4) y (2.5) en (2.1) obtenemos las llamadas ecuaciones de Friedmann

ȧ2

a2
+

k

a2
=

8πGN
3

ρ. (2.6)

ä

a
= −4πGN

3
(ρ+ 3P ) . (2.7)
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Para poder resolver el sistema (conocer a = a(t)) es necesario otra la ecuación de estado que relacione
P y ρ, o bien, se puede utilizar la ecuación de continuidad (2.8) junto con la ecuación de estado y (2.6)

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0. (2.8)

En ΛCDM la ecuación de estado es la barotrópica, i.e.

P = ωρ. (2.9)

En donde ω es la constante barotrópica y toma distintos valores dependiendo de la etapa del universo.
Para radiación, ω = 1

3 , para la etapa de materia ω = 0 y ω = −1 corresponde enerǵıa de vaćıo debida
a la constante cosmológica; esto puede ponerse expĺıcitamente en las ecuaciones de Friedmann debido
a que:

ρΛ =
Λ

8πGN
. (2.10)

Con Λ la constante cosmológica.

También, se define el parámetro de densidad como:

Ω− 1 =
ρ

ρc
=

ρ

3H2/8πGN
=

k

a2H2
. (2.11)

y como a2H2 > 0 entonces el signo de Ω− 1 coincide con el de k.

Observacionalmente, se ha determinado que Ω−1 ≈ 10−12 y además, se sabe que 0 es un valor inestable
de Ω− 1 por lo que en el pasado, debió de haber sido aún mas cercano. Es por eso, que se considerará
k = 0 para los cálculos siguientes.
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2.2.1. Inflación

Para que los problemas relacionados a ΛCDM se solucionen es necesario que el universo se acelere,
i.e. ä > 0 [38].

Para poder conseguir las condiciones previamente mencionadas se puede utilizar un campo escalar. La
acción de dicho campo escalar es:

S =

∫
d4x
√
−g
[
−1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
. (2.12)

En donde V (φ) representa un potencial. Usando Euler-Lagrange podemos obtener la ecuación de
movimiento, que se reduce a:

φ̈+ 3Hφ̇− ∇
2φ

a2
+ V ′(φ) = 0. (2.13)

Por otro lado, se puede calcular el tensor de enerǵıa momento relacionado al campo escalar (también
llamadao el “tensor de enerǵıa-momento de Hilbert”[4])

Tµν = − 2√
−g

δS

δgµν
= ∂µφ∂νφ+ gµν

[
−1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
. (2.14)

Este tensor de enerǵıa-momento resulta ser diagonal, y comparándolo con el tensor de enerǵıa-momento
de un fluido perfecto, se obtiene:

ρφ = T 0
0 =

φ̇2

2
+ V (φ) +

(∇φ)
2

6a2
. (2.15)

Pφ =
T ii
3

=
φ̇2

2
− V (φ)− (∇φ)

2

6a2
. (2.16)

Nuestro campo escalar puede ser divido en un campo clásico y una fluctuación, i.e.

φ(t) = φ0(t) + δφ(x, t) . (2.17)

El campo clásico φ0 representa el valor de expectación del campo en el estado isotrópico y homogéneo,
mientras que δφ(x, t) representa la fluctuación (cuántica) alrededor de φ0.
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Si nos fijamos solamente en el estado isotrópico y homogeneo, debemos “tirar” el término del gradiente y
utilizar sólo la parte clásica del campo (debido a que las fluctuaciones son despreciables en comparación)
y lo comparamos con el tensor enerǵıa-momento de un fluido perfecto, se tiene:

ρφ0
=
φ̇0

2

2
+ V (φ0) . (2.18)

Pφ0 =
φ̇0

2

2
− V (φ0) . (2.19)

2.2.2. Condiciones para Slow-Roll

Como trabajamos con la parte clásica del campo, la ecuación de movimiento se vuelve:

φ̈0 + 3Hφ̇0 + V ′(φ0) = 0 . (2.20)

Por otro lado, 2.6 se vuelve:

H2 =
8πGN

3

[
V (φ0) +

1

2
φ̇0

2
]
. (2.21)

Ahora, considerando que necesitamos que:

ä > 0⇐⇒ Pφ < −
ρφ
3
⇐⇒ φ̇0

2
< V (φ0) . (2.22)

Para tener inflación, entonces necesitamos que la enerǵıa potencial domine. Esto último es posible
si el potencial es lo suficientemente “plano”(i.e. V ′(φ0) es “pequeño”) y si el campo escalar “rueda

lento”(i.e. φ̇0
2
� V (φ0) ). Además, el potencial debe tener un mı́nimo en el que la inflación pueda

terminar.

Éstas últimas condiciones se conocen como aproximación de “slow-roll”(SRA), y nos simplifican las
ecuaciones anteriores

H2 ' 8πGN
3

V (φ0) . (2.23)

3Hφ̇0 ' −
∂V (φ0)

∂φ0
. (2.24)
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Si definimos a los parámetros de rodamiento lento como:

εS.R.(φ0) =
1

16πGN

(
∂φ0

V

V

)2

= 4πGN
φ̇0

2

H2
. (2.25)

ηS.R.(φ0) =
1

8πGN

(
∂2
φ0
V

V

)
=

1

3

∂2
φ0
V

H2
. (2.26)

Usando 2.23 y 2.24 junto con las condiciones de rodamiento lento (φ̇0
2
� V (φ0), φ̈0 � ∂φ0

V (φ0)),
obtenemos:

∂φ0V
2

V
� H2 . (2.27)

|∂2
φ0
V | � |H2| . (2.28)

Éstas condiciones, en términos de los parámetros de rodamiento lento, nos llevan a:

εS.R � 1 . (2.29)

|ηS.R| � 1 . (2.30)
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2.3. Tiempo conforme

En ciertos cálculos, resulta mucho más sencillo utilizar otra variable temporal, el tiempo conforme η(t)
que se define como:

η(t) =

∫ t

−∞

dt

a(t)
. (2.31)

Aśı, el elemento de ĺınea FLRW (2.4) toma la forma:

ds2 = a(η)2
(
−dη2 + δijdx

idxj
)
. (2.32)

Y la métrica se vuelve:

gµν = a2
(−1 0

0 δij

)
. (2.33)

Además, todas las expresiones y cantidades pasadas pueden ser expresadas en términos del tiempo
conforme. En particular, se satisface la regla de la cadena y se tiene:

ḟ(t) =
f ′(η)

a(η)
. (2.34)

f̈(t) =
f ′′(η)

a2(η)
−H f

′(η)

a2(η)
. (2.35)

Con H = a′

a . Un listado de todas las expresiones útilies que se utilizarán en el presente trabajo se
encuentra en Sección .4.
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2.4. Teoŕıa de Perturbaciones

El modelo inflacionario si bien resuelve muchas inconsistencias, es aún incompleto; en el sentido de las
mediciones, se tiene que la temperatura de la radiación cósmica de fondo es del orden de 2.7K pero
hay anisotroṕıas del orden de 10−5K, lo que nos dice que debieron de haber existido perturbaciones
en la densidad de enerǵıa a escalas más grandes que el horizonte causal durante la inflación Aśı, el
modelo hasta antes desarrollado no es del todo correcto, sino que hace falta considerar algo más; y ese
algo más es una perturbación, que mantenga la homogeneidad a grandes escalas, pero que la rompa a
pequeñas.

La teoŕıa de perturbaciones en general, es un método matemático para encontrar soluciones aproxi-
madas a un problema complejo; que se divide usualmente en un problema simple, ya resuelto, y una
parte “perturbada” [9]. Usualmente las soluciones para el problema complejo son en forma de series
de potencias de un parámetro “pequeño”, tal y como se hace en mecánica cuántica.

En algunos modelos astrof́ısicos suele usarse la Teoŕıa de Perturbaciones Newtoniana que considera
fluctuaciones sobre la densidad, la presión, la entroṕıa, la velocidad del fluido y un campo gravitacional
newtoniano [5].

Sin embargo, la Teoŕıa de Perturbaciones Newtonianas no cumple con las ecuaciones de Einstein, que
es la teoŕıa gravitacional que se usa como base de nuestro modelo cosmológico, ni tampoco considera
fluctuaciones en la métrica; es por ello que se necesita una teoŕıa que śı lo considere.

2.4.1. Teoŕıa (Relativista) de Perturbaciones Cosmológicas

En este caso, se considera que gµν = gµν(ε) con lo que, Rµν = Rµν(ε), Tµν = Tµν(ε). El procedimiento
a seguir es hacer una expansión en términos de ε; i.e:

gµν = gµν
(0)(ε) + ε(1)gµν

(1)(ε) + ε(2)gµν
(2)(ε) + ...

Y nos quedamos a primer orden, entonces se obtiene que la primera corrección a la métrica (2.33) es:

δgµν = gµν
(1) = a2

(−2Φ Bi
Bi 2Cij

)
. (2.36)

Donde:

Bi = B,i + Si . (2.37)

Cij = −Ψδij + E,ij + F(i, j) +
1

2
hij . (2.38)
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Φ 2(“lapse function”), Ψ (“curvature perturbation”), B (un vector con rotacional cero) y E 2 (“scalar
shear”) son perturbaciones escalares.

Si, Fi son perturbaciones vectoriales sin divergencia y hij es una perturbación tensorial transversa, sin
traza y sin divergencia; i.e:

∂iSi = 0 .

∂iFi = 0 .

∂ih
ij = 0 sin divergencia.

hii = 0 sin traza.

Las perturbaciones son clasificadas en esas 3 categoŕıas debido a la forma en que se transforman ba-
jo transformaciones puramente espaciales (i.e transformaciones sobre una hiper-superficie de tiempo
constante). Además, al hacer este tipo de separación, es posible resolver las ecuaciones perturbadas
de manera independiente (es decir se tienen 3 ecuaciones independientes, uno con cada tipo de per-
turbación); sin embargo, las vectoriales y tensoriales no logran exhibir inestabilidades, de hecho, las
perturbaciones vectoriales decaen a medida que el universo se expande, y las tensoriales se asocian a
ondas gravitacionales que no se acoplan a las fluctuaciones de densidad y presión.

Para continuar, a primer orden (orden lineal) se tiene que la métrica perturbada más general es:

gµν = a2(η)
(− (1 + 2Φ) Bi

Bi δij + 2Cij

)
. (2.39)

Con elemento de ĺınea

ds2 = a2(η)
[
− (1 + 2Φ) dη2 + 2Bidx

idη + (δij + 2Cij) dx
idxj

]
. (2.40)

Ahora, si se hace un desarrollo en seria de perturbaciones para Φ, Ψ, etc. a primer orden y si se impone
la condición:

gµαgαν = δµν . (2.41)

Se tiene:

gµν =
1

a2(η)

(
−1 + 2Φ Bi

Bi δij − 2Cij

)
. (2.42)

2Una explicación intuitiva de “the lapse function 2“scalar shear”puede verse en [6]).
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Como ya se mencionó anteriormente, no nos interesan las perturbaciones vectoriales ni tensoriales,
sólo las escalares que son las que nos llevarán a las inhomogeneidades que buscamos, por lo que
consideraremos Si = 0, Fi = 0, hij = 0, i.e:

gµν = a2(η)

(
− (1 + 2Φ) B,i

B,i (1− 2Ψ) δij + 2E,ij

)
. (2.43)

Una vez teniendo ésto, usando las definiciones de Γµνλ y de Rµν pueden obtenerse las conexiones afines,
el tensor de Riemann y el escalar de Ricci perturbados a primer orden. (ver Sección .3)

Una vez teniendo eso, se puede calcular el tensor de Einstein perturbado;

δGµµ = δRµν −
1

2
δgµνR−

1

2
gµνδR . (2.44)

De donde obtenemos 3:

δG00 = −2
a′

a
Bi,i − 6

a′

a
Ψ′ + 2Ψi

,i + Eik,ik . (2.45)

δG0i = −2
a′′

a
B,i +

(
a′

a

)2

B,i + 2Ψ′,i + 2
a′

a
Φ,i + E′k,ik . (2.46)

δGij =

(
2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 4
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2Ψ′′ −Ψk
,k + 2

a′

a
Bk,k

)
δij

+
(
B′k,k + Φk,k + Ekm,km

)
δij −B′,ij +

a′

a
E′,ij − 2

a′′

a
E,ij +

(
a′

a

)2

E,ij + E′′,ij

+ Ψ,ij − Φ,ij − 2
a′

a
B,ij + Ek,kij .

(2.47)

Ahora, el tensor enerǵıa-momento debido al campo escalar también debe ser perturbado, para hacerlo,
debemos perturbar el campo escalar de la misma manera que se hizo con las demás cantidades, y se
tiene que 3:

δT00 = δφ′φ′ + 2ΦV (φ)a2 + a2 ∂V (φ)

∂φ
δφ . (2.48)

δT0i = δφ′,iφ
′ +

1

2
B,iφ

′2 − a2V (φ)B,i . (2.49)
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δTij =

(
δφ′φ′ − Φφ′

2 − a2 ∂V (φ)

∂φ
δφ−Ψφ′

2
+ 2ΨV (φ)a2

)
δij + E,ijφ

′2 − a2V (φ)E,ij . (2.50)

Cabe recalcar, que este cálculo es sólo a primer orden de aproximación. Sin embargo, existen trabajos
más recientes en los que se hace hasta segundo orden de aproximación [27], [28], [29], [30], [31].

Ahora, la relatividad general es una teoŕıa de norma (en donde las normas son las transformaciones
coordenadas de un marco de referencia local a otro). Además, para poder calcular la magnitud de la
perturbación es necesario comparar el sistema perturbado con el no perturbado en el mismo punto
del espacio tiempo; no obstante, los sistemas tienen geometŕıas distintas (el no perturbado tiene una
geometŕıa plana debido a la métrica FLRW, pero esto no necesariamente es cierto para el perturbado),
por lo que para compararlos es necesario especificar un mapeo entre ambos. Esto último se conoce
como elección de norma, y en el presente trabajo se utilizará la “Longitudinal or Conformal Newtonian
Gauge” 4 que impone que una transformada de coordenadas tal que B = E = 0, i.e. una métrica de
la forma:

gµν = a2(η)

(
− (1 + 2Φ) 0

0 (1− 2Ψ) δij

)
. (2.51)

Con tensor de Einstein:

δG00 = −6
a′

a
Ψ′ + 2Ψi

,i . (2.52)

δG0i = 2Ψ′,i + 2
a′

a
Φ,i . (2.53)

δGij =

(
2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 4
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2Ψ′′ −Ψk
,k + Φk,k

)
δij

+ Ψ,ij − Φ,ij .

(2.54)

Y tensor de enerǵıa-momento:

δT00 = δφ′φ′0 + 2ΦV (φ0)a2 + a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ . (2.55)

δT0i = δφ′,iφ
′
0 . (2.56)

3Estos cálculo se pueden ver de manera concisa en Sección .2
4La elección de la norma CNG se hace para simplificar los cálculos a realizar; es de hecho la norma más utilizada

para programar los cálculos en una computadora.
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δTij =

(
δφ′φ′0 − Φφ′

2
0 − a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ−Ψφ′

2
0 + 2ΨV (φ0)a2

)
δij . (2.57)

Existen otras normas como la “Uniform Energy Density Gauge”, la “Spatially Flat Gauge”, la de
“Uniform Curvature Gauge”, etc. Las caracteŕısticas de éstas pueden ser vistas en [38], [42], [23].

Usando las ecuaciones de Einstein (2.1) obtenemos que para la parte espacial no diagonal (i 6= j) se
tiene:

Ψ,ij − Φ,ij = ∂i∂j (Ψ− Φ) = 0 . (2.58)

Por lo que se tiene:

Ψ = Φ . (2.59)

Utilizando (2.59), (11), (12), para simplificar las demás ecuaciones, obtenemos:

Componente (00)

∇2Φ− 3H (Φ′ +HΦ) = 4πGN

(
δφ′φ′0 − φ0

′2Φ + a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ

)
. (2.60)

Componente (0i)

Φ′ +HΦ = 4πGNδφφ
′
0 . (2.61)

Componente (ii)

Φ′′ + 3HΦ′ +
(
H2 + 2H′

)
Φ = 4πGN

(
δφ′φ′0 − φ0

′2Φ− a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ

)
. (2.62)

Restando (2.60) de (2.62); usando (2.46) para poner a δφ0 en términos de Φ, Φ′, (11) y (2.13) se tiene:

Φ′′ + 2

(
H− φ′′0

φ′0

)
Φ′ −∇2Φ + 2

(
H′ −Hφ

′′
0

φ′0

)
Φ = 0 . (2.63)

Esta última ecuación puede resolverse, usando la transformada de Fourier (expandiendo en una base
de ondas planas) y con la ayuda de (2.61) se obtienen:
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Para perturbaciones de longitud de onda corta aH � l ó H−1 � λ

Φl ' φ̇0

[
C1sen

(
l

∫
a−1dt

)
+ C2cos

(
l

∫
a−1dt

)]
ei
~l·~x .

δφl '
2

3l2

[
C1cos

(
l

∫
a−1dt

)
− C2sen

(
l

∫
a−1dt

)]
ei
~l·~x .

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH � l ó H−1 � λ

Φl ' A
(

1− H

a

∫
adt

)
.

δφl ' φ̇0A

(
a−1

∫
adt

)
.

Con l = a
λ , λ la longitud de onda f́ısica de la perturbación, C1, C2 y A constantes de integración.

Sin embargo, puede demostrarse que, para un universo inflacionario las perturbaciones toman la forma:

δφ para las perturbaciones de onda corta

δφl '
l−1/2

a
exp (il η(a)) . (2.64)

δφ para las perturbaciones de onda larga

δφl '
l−1/2

a l

(
V

V,φ0

)
τ

V,φ0

V
. (2.65)

Y Φ para las perturbaciones de onda larga se vuelve:

Φl ' 4π
l−1/2

a l

(
V

V,φ0

)
τ

V,φ0

V

φ̇

H
.

' − l−1/2

a l

(
V

V,φ0

)
τ

(
V,φ0

V

)2

.

' 4π
φ̇

H
δφl .

(2.66)

Donde τ es tal que

a(τ)H(τ) = l . (2.67)
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2.5. Teoŕıa cuántica de perturbaciones cosmológicas

La teoŕıa de perturbaciones cosmológicas previamente desarrollada nos permite conocer δφ y Φ; esto
en teoŕıa nos produce todas las estructuras a gran escala del universo, debido a que φ̇ ∝ ρ, es de-
cir, la evolución temporal del inflatón regula la densidad de enerǵıa del universo durante el periodo
inflacionario. Sin embargo, no son δφ ni Φ lo que en verdad las produce sino su dinámica.

Ahora, para poder estudiar la dinámica de una perturbación a primer orden (lineal) es necesario
desarrollar la acción hasta segundo orden en la perturbación.

S = − 1

16π

∫
d4xR

√
−g +

∫
d4x
√
−g
[
−1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
. (2.68)

Debido a que las ecuaciones de movimiento de las perturbaciones a primer orden están dadas en
términos de las perturbaciones de segundo orden.

Para hacerlo, se usa el formalismo ADM 5 [41] para expresar al elemento de ĺınea en términos de
las coordenadas generalizadas y sus respectivos momentos [44]. Si comparamos la métrica gµν dada
en (2.33) con la dada por ADM, asociamos los términos, y se expande hasta segundo orden en la
perturbación, se puede demostrar que la acción perturbada a segundo orden es:

δ2S =
1

2

∫ (
v′

2 − v,iv,i +
z′′

z
v2 +

1

8πGN
Σ4
i=0Di

)
d4x . (2.69)

Con:

v = a

(
δφ+

φ′0
H

Ψ

)
. (2.70)

z = a
φ′0
H
. (2.71)

Y Di son derivadas totales que no afectan a las ecuaciones de movimiento.

Ahora, para hacer la cuantización, construiremos el momento canónico asociado a v, el hamiltoniano
y las ecuaciones de movimiento. Aśı, se tiene:

Π(η, x) =
∂L
∂v′

= v′(η, x) . (2.72)

H =

∫
(v′Π− L) d3x =

1

2

∫ (
Π2 + δijv,iv,j −

z′′

z
v2

)
d3x . (2.73)

5Una formulación hamiltoniana que debe su nombre a sus autores Richard Arnowitt, Stanley Deser y Charles W.
Misner. Se basa a su vez en el formalismo 3 + 1.
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A η constante, imponemos las reglas de conmutación usuales:

[v̂(η, ~x), v̂(η, ~y)] =
[
Π̂(η, ~x), Π̂(η, ~y)

]
= 0 . (2.74)

[v̂(η, ~x), v̂(η, ~y)] = iδ(~x− ~y) . (2.75)

Variando la acción respecto a v obtenemos la ecuación de movimiento para v:

v̂′′ −4v̂ − z′′

z
v̂ = 0 . (2.76)

con 4f = 1√
|g|
∂i

(√
|g|gij∂jf

)
el operador de Laplace-Beltrami.

Para resolver la ecuación (2.76) tomamos la transformada de Lapace y hacemos separación de variables,
i.e:

v̂ =

∫
dJ
[
vj + v†J

]
. (2.77)

vJ = γJ(~x) v∗(η) . (2.78)

Esto hace que γJ(~x) sea eigenfunción de 4 con eigenvalor l 2
J (i.e 4+ l2J).

En un universo inflacionario, consideramos H = 0 debido a que debe ser plano. Aśı, se puede construir
una base de ondas planas para las γJ(~x) y la ecuación de movimiento (2.76) se vuelve:

v
′′
J +

(
l 2
J −

z′′

z

)
vJ = 0 . (2.79)

v̂ =
1√
2

∫
d3l
[
γJ(~x) v∗(η)â−J + γ∗J(~x) v(η)â+

J

]
. (2.80)

Donde â+
J , â−J son los operadores de creación y aniquilación, que deben satisfacer las relaciones de

conmutación:

[
â+
I , â

+
J

]
=
[
â−I , â

−
J

]
= 0 . (2.81)

[
â+
I , â

−
J

]
= δ(~I − ~J) . (2.82)
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Lo único que nos faltaŕıa seŕıa construir el vaćıo de nuestra teoŕıa. Para un campo escalar real en teoŕıa
cuántica de campos con la métrica de Minkowsky (gµν = diag(−1, 1, 1, 1)) podemos definir al vaćıo
como el estado que cumple:

â+|0 >= |1 > â−|0 >= |0 > .

Y los operadores â− son los de enerǵıas positivas.

Y lo que hace que el vaćıo sea único es la distinción temporal distinguible para part́ıculas y anti-
part́ıculas, y que las enerǵıas sean positivas definidas. El problema de cuantizar un campo con la
métrica FLRW es que no hay una noción de tiempo absoluta, de hecho, si uno logra encontrar solu-
ciones en donde las enerǵıas de â− sean positivas, entonces para algún tiempo t2 eso podŕıa ya no ser
cierto.

Es por eso, que debe hacerse una elección de vaćıo, parecida a las elecciones de norma que consideramos
anteriormente 6.

Sin embargo, para obtener los espectros de las perturbaciones, sólo necesitamos los vaćıos en las
soluciones de longitud de onda corta. Aśı, podemos definir:

vl(η0) = l−1/2M(l η0) v′l(η0) = il 1/2N(l η0) .

Tales que:

NM∗ +N∗M = 2 |M(l η0)| → 1 |N(l η0)| → 1 cuando l η0 � 1 .

Con esto la acción esta cuantizada, y cualquier campo (δφ o Φ) puede ser cuantizado si se hace una
expansión en términos de los modos â+

I y â−J .

Antes de continuar, es necesario recalcar que la cuantización de la acción y de los campos a primer orden
en la perturbación (δφ , Φ) debido a que las fluctuaciones cuánticas de éstas (es decir, la cuantización
del segundo orden de la perturbación) es la generadora de las perturbaciones primordiales, es decir
aquellas que dan lugar a las anisotroṕıas de la temperatura de la radiación cósmica de fondo [25].

6Una discusión sobre este tema se da en [44], [7] y [26]
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2.5.1. Observables

Como ya se hab́ıa mencionado anteriormente, debido a la recombinación se presenta el desacoplamiento
de fotones, el universo se llenó de fotones libres que además tienen una distribución de frecuencias de
cuerpo negro.

La descripción del CMB se realiza sobre la esfera celeste, con el uso de los armónicos esféricos.

∆T

T
= Σl,malmYlm(θφ) . (2.83)

con θ, φ las coordenadas esféricas usuales.

Los momentos dipolares, son determinados por las perturbaciones de densidad, campo gravitacional,
etc. y son descritas estad́ısticamente. Tienen media cero (< alm >= 0) respecto de todos los observa-
dores del universo, y un espectro angular Cl =< a2

lm > (como el universo es isotrópico según nuestro
modelo, entonces < a2

lm > es independiente de m que contiene toda la información).

La mayor contribución es la del dipolo pues se tiene que:

∆T

T

∣∣∣∣
l=1

∝ 10−3 .

∆T

T

∣∣∣∣
l>1

∝ 10−5 .

Lo que es importante entonces, es definir el espectro angular. Para ello es necesario determinar la
enerǵıa de los fotones de la radiación cósmica de fondo; esto se hace al resolver su ecuación geodésica
(que depende la métrica, o en este caso de Φ) y la ecuación energética debido al scattering de Thomson
7. Para ello usualmente se realiza un desarrollo en multipolos seguido de una descomposición en sus
partes escalar, vectorial y tensorial [19].

Es por ello que se definen los espectros angulares escalar, vectorial y tensorial. Éstos dependen Φ (debido
a la dependencia de la ecuación geodésica con Φ) y en la literatura se denota dicha dependencia a través
de otra cantidad denominada como el espectro de potencias (que es proporcional a Φ); i.e.

C l ∝
∫
d lnk PR(l ) . (2.84)

Para el caso escalar, el espectro de potencias es el asociado a una cantidad conocida como perturbación

7Dispersión entre un fotón y una part́ıcula cargada en la que la enerǵıa de la part́ıcula y la frecuencia del fotón no
cambian
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de curvatura comóvil (“comoving curvature perturbation” en inglés) que se define como:

R = Φ−H δφ

φ0
′ . (2.85)

Y su espectro de potencias se define como:

PR(l ) =
l 3

2π2
< |R2

l | > . (2.86)

En la figura 2.2 se observa la evolución R. Antes de cruzar el horizonte, si las condiciones de “slow-
roll”se cumplen entonces R es proporcional a δφ; cuando la perturbación sale del horizonte, se tiene
que La cantidad < |R2

l | >=< |δφ2
l | > y se mantiene constante; gracias a esto, en vez de realizar

un promedio espacial (que debe hacerse una vez que acaba la inflación) se puede calcular el valor de
expectación de R y llevarlo al ĺımite en el que l = aH; es decir,

< |R2
l | >=< 0| |R2

l | |0 > .

Figura 2.2: Evolución de R y el horizonte (aH) en el tiempo

Como ya se mencionó como para perturbaciones de longitud de onda larga (es decir “subhorizon
scales”) R es proporcional a δφ por lo que, para calcular el espectro de potencias, ya no es necesario
cuantizar |R2

l |, sino que se puede expander en los modos previamente dados en la sección anterior. El
cálculo se realiza en una gran cantidad de art́ıculos y notas de la literatura, tales como [5], [25], [38],
[24].
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Si la función PR(l ) no depende de l , entonces se dice que el espectro es invariante escalar (scale-
invariant); pero como H y δφ vaŕıan ”lentamente.en el tiempo (i.e H(tf )/H(ti) � 1) entonces el
espectro no cambiará mucho respecto de un valor fijo l (τ). Aśı, se hace una expansión de dicho
espectro alrededor de un pivote, [17], cuyo valor usualmente es l (τ) = 0.05Mpc−1.

Pζ(l ) = AS

[
1− 2(C + 2)εS.R.(τ) + Cε2(τ)− (2εS.R.(τ) + ε2(τ))ln

(
l

l(τ)

)]
. (2.87)

Con:

AS =
H2(τ)

πM2
plεS.R.

. (2.88)

ε2 =
d lnεS.R
dN

=
M2
pl

4π

[(
∂V (φ0)

∂φ0

)2
1

V (φo)

2

− ∂2V (φ0)

∂φ2
0

1

V (φo)

]
. (2.89)

C = γEuler + 2ln(2)− 2 ≈ −0.7296 . (2.90)

Aqúı, se definen distintas cantidades como la amplitud del espectro escalar, el ı́ndice espectral escalar
y su corrimiento As, ns y αs respectivamente.

nS − 1 =
d lnPζ
d ln l

∣∣∣∣
l ∗
. (2.91)

αS =
d2 lnPζ
d (ln l)

2

∣∣∣∣∣
l ∗

. (2.92)

A lo largo del presente trabajo, sólo hemos descrito las perturbaciones cosmológicas escalares, sin
embargo, las perturbaciones tensoriales, que dan lugar a las ondas gravitacionales, son hoy en d́ıa muy
importantes debido al avance que se tiene en su medición. Es por ello, que existen las contra partes
tensoriales de las cantidades previamente descritas. En el presente trabajo no se hará alusión a éstas,
pero su cálculo puede encontrarse de manera frecuente en la literatura.

25



Modelo Cosmológico basado en GTD U.N.A.M.

2.6. Geometrotermodinamica

El uso de la geometŕıa en termodinámica comienza alrededor de 1871 con Gibbs quien presenta la
primera ley de la termodinámica como una forma diferencial; lo que permite interpretar a los estados
de equilibrio de un sistema termodinámico como una supercie. A partir de este primer trabajo, se han
realizado muchos otros que principalmente se pueden dividir en dos enfoques. El primero relaciona el
espacio de estados de equilibrio con métricas Riemannianas, mientras que el segundo el espacio fase
con estructuras de contacto; siguiendo esa ĺınea de pensamiento, es decir la geometrización de la termo-
dinámica, Hernando Quevedo propone una nueva teoŕıa a la que denominó GeometroTermodinámica
o GTD [34]. En la GTD se unifican ambos, a través de transformaciones de Legendre.

Sea ε el espacio de estados de equilibrio y T el espacio fase. Consideramos entonces un espacio fase de
(2n + 1) dimensiones, cuyas coordenadas están dadas por el conjunto ZA = {Φ , Ea , Ia} con {Ea} el
conjunto de variables extensivas, {Ea} el conjunto de variables intensivas, Φ el potencial termodinámico
y tal que A = 0, 1, ...2n, a = 1, 2, .., n.

La estructura de contacto se añade por medio de la 1-forma de Gibbs:

Θ = dΦ− δabIadEb δab = diag (1, 1, ..., 1) . (2.93)

Aśı el par (T , Θ) forma la variedad de contacto. Ahora, las transformaciones de Legendre para este
espacio son contactomorfismos cuya cualidad es dejar invariante a Θ, (esta propiedad se conoce inva-
rianza de Legendre) [34]; la variedad de contacto, junto con una métrica no degenerada G en T definen
en Geometrotermodinámica al espacio fase termodinamico (T , Θ , G).

Por otro lado, el espacio de estados de equilibrio es una variedad diferencial de dimensión n, cuya
representación en coordenadas es Za = {Ea} con a = 1, 2, .., n, y que se define mediante el encaje
ϕ : ε −→ T , tal que ϕ : {Ea} −→ {Φ (Ea) , Ea , Ia (Ea)} y ϕ∗ (Θ) = 0 con ϕ∗ el pullback de ϕ.

Además, el encaje ϕ junto con la métrica del espacio fase G, inducen una métrica en el espacio de
estados de equilibrio ε mediante el pullback, es decir ϕ∗ (G) = g. Por lo que se define en GTD como
espacio de estados de equilibrio a la dupla (ε , g).

Sin embargo, el encaje tiene a su vez un significado f́ısico mas profundo; éste impone claramente
una dependencia Φ = Φ (Ea), es decir que el potencial termodinámico debe depende de las variables
extensivas, y que por ende se debe proporcionar una ecuación fundamental. Aśı mismo, la condición
ϕ∗ (Θ) = 0 implica las condiciones de equilibrio termodinámico y la primera ley de la termodinámica.

∂Φ

∂Ea
= δabI

b . (2.94)

δΦ = δabI
adEb . (2.95)

Y al ser Φ (Ea) una ecuación fundamental entonces se cumple Φ (λEa) = λβΦ (Ea) (λ, β constantes)
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por lo que se cumplen:

βΦ = Ea
∂Φ

∂Ea
. (2.96)

∂2Φ

∂Ea∂Eb
≥ 0 . (2.97)

Que son la identidad de Euler y la segunda ley de la termodinámica respectivamente.

En resumen, para aplicar la GTD a sistemas termodinámicos necesitamos conocer su ecuación funda-
mental. Una vez hecho esto, todas las propiedades termodinámicas del sistema quedan relacionadas con
las propiedades geométricas de la métrica g; aśı, el cálculo del tensor de Riemann, el tensor de Ricci y
el escalar de Ricci las determina. Entre estás propiedades se encuentran la interacción termodinámica,
las transiciones de fase y los procesos cuasi-estáticos, que han sido relacionados con la curvatura de
(ε g), las singularidades de curvatura en (ε g) y las geodésicas termodinámicas en (ε g) respectivamente
[15].

2.6.1. Aplicaciones

Para poder hacer GTD necesitamos entonces una ecuación fundamental y una métrica en el espacio
de las fases G que sea invariante de Legendre. Una de éstas métricas está dada por:

G =
(
dΦ− δabIadEb

)2

+ Λ (EaIa)
2k+1

dEadIa . (2.98)

Con k un entero y Λ una función arbitraria que sea invariante de Legendre.

Aśı G induce una métrica g en el espacio de equilibrio, usando la condición de equilibrio y la primera
ley de la termodinámica se obtiene la forma de g, que está dada por:

g = Λ

(
δabE

a ∂Φ

∂Ea

)2k+1
∂2Φ

∂Eb∂Ec
δabdEadEc . (2.99)

Si en particular, se utiliza sólo dos grados de libertad (a = 1, 2) y a la entroṕıa como potencial termo-
dinámico, entonces las coordenadas en el espacio fase son {S,U, V, 1/T, P/T} (las variables intensivas
se escogieron de esa manera para que concuerde con la primera ley de la termodinámica); y por ende
las métricas G y g se vuelven:

G =

(
dS − 1

T
dU − P

T
dV

)2

+ Λ

[(
U

T

)2k+1

dUd

(
1

T

)
+

(
V P

T

)2k+1

dV d

(
P

T

)]
. (2.100)
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g = Λ

{(
U
∂S

∂U

)2k+1
∂2S

∂U2
dU2 +

(
V
∂S

∂V

)2k+1
∂2S

∂V 2
dV 2

[(
U
∂S

∂U

)2k+1

+

(
V
∂S

∂V

)2k+1
]

∂2S

∂U∂V
dUdV

}
.

(2.101)

Con éstas y con la ecuación de estado se pueden entonces encontrar las transiciones de fase y si el
sistema tiene o no interacción termodinámica.

Un punto muy importante de esta teoŕıa es que, es reversible en el sentido de que se pueden hallar
“nuevas” ecuaciones fundamentales o generalizaciones de ecuaciones fundamentales ya existentes, que
sean compatibles con la GTD (es decir que induzcan métricas como las anteriores) y que representen
sistemas termodinámicos [3].
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Caṕıtulo 3

Desarrollo Preliminar

Para modelar la etapa inflacionaria se decidió tomar un camino distinto al usual; en vez de proponer
un potencial y campo escalar se propuso una ecuación fundamental y se derivó su respectiva ecuación
de estado. Esto junto con las ecuaciones de Friedmann nos permiten evaluar la viabilidad de dicho
universo inflacionario. Ahora bien, como se mencionó anteriormente, el seleccionar una ecuación de
fundamental no es una tarea sencilla, esto debido a que, para poder modelar bien la inflación se
necesita de interacción termodinámica y de (al menos) un cambio de fase1 que facilite el proceso de
“prehating”2.

3.1. Modelo

De las ecuaciones fundamentales existentes, sin duda las más conocidas y estudiadas son la del gas
simple y la de van der Waals. Sin embargo la primera de éstas no tiene interacción termodinámica ni
cambios de fase [3]; sin embargo la ecuación de van der Waals:

S = C1 ln
(
U +

α

V

)
+ ln (V − β) C1 > 0 . (3.1)

Si tiene interacción termodinámica al tener una curvatura termodinámica distinta de cero, e incluso
posee cambios de fase los cuales se estudian en “A geometric approach to the thermodynamics of the
van der Waals system”[36]; el problema de esta ecuación fundamental es que no reproduce presiones
negativas, que son indispensables para el periodo inflacionario.

Pero retomando [3], es posible generar una ecuación fundamental con las mismas propiedades termo-
dinámicas que van der Waals (curvatura termodinámica distinta de cero y singularidades en la misma)

1Esto puede no ser necesario, en general para poder pasar a la etapa de preheating, se acoplan los campos escalares
de las part́ıculas al inflatón, para que la transición sea suave

2El proceso de preheating es una transferencia de enerǵıa entre el inflatón y los campos escalares de otras part́ıculas,
su estudio queda fuera de los alcances de este proyecto
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que permita valores negativos para la presión. Aśı, la ecuación fundamental a usar [11] en este caso es:

S = c1 ln
(
U +

α

V

)
+ c2 ln(V − β) . (3.2)

Donde c1, c2, α y β son constantes. α representa una “fuerza” y β un volumen que son intŕınsecos del
sistema.

Al ser una ecuación fundamental, cumple con la primera ley de la termodinámica (que se ve de la
forma TdS = dU + PdV ) y las ecuaciones de estado en este caso son:

1

T
=
∂S

∂U
. (3.3)

P

T
=
∂S

∂V
. (3.4)

Usando las ecuaciones anteriores podemos determinar T y P , las cuales son:

T =
U

c1
+

α

c1V
. (3.5)

P =
c2UV

2 + α [βc1 + (c2 − c1)V ]

c1V 2(V − β)
. (3.6)

Definimos ρ = U
V ⇒ U = ρV y además usamos que V = V0a

3, utilizando esto, y sustituyéndolo en la
fórmula para la presión (3.6), tenemos que:

P =
c2ρV0

3a9 + α
[
βc1 + (c2 − c1)V0a

3
]

c1V0
2a6(V0a3 − β)

. (3.7)

Sustituyendo esto en la ecuación de continuidad (2.8), obtenemos una ecuación diferencial para ρ y a

ρ̇ = −3
ȧ

a

{
ρ
c2ρV

3
0 a

9 + α
[
βc1 + (c2 − c1)V0a

3
]

c1V 2
0 a

6(V0a3 − β)

}
. (3.8)

Cuya solución es:

ρ = K

(
a3V0 − β

)− c2
c1

a3
− α

a6V 2
0

. (3.9)
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Con K una constante de integración. Además los parámetros termodinámicos resultan ser:

P =
c2
c1

a3V0

V0a3 − β
ρ+

αβ

V 2
0 a

6 (V0a3 − β) c1
+
c2
c1

α

V0a3 (V0a3 − β)
− α

V0a3 (V0a3 − β)
. (3.10)

T =
V0a

3

c1
ρ+

α

V0a3
. (3.11)

Siguiendo el camino de [11], queremos que la ecuacion de estado encontrada previamente se ajuste
a la etapa inflacionaria, y para ello necesitamos que la densidad durante el tiempo en que ocurre la
inflación (aproximadamente entre ti = 10−36s y tf = 10−32s ) sea proporcional a a−m con m > 0.

Formalmente, necesitamos que a ∝ eHt con H el parámetro de Hubble, sin embargo se puede puede
obtener un periodo de expansión si se fija el número e-foldings de manera apropiada.

Una forma de hacerlo con este modelo es considerar que β � V0a
3 y haciendo una aproximación a

primer orden en la densidad. Esto nos lleva a:

ρ =
KV

− c2
c1

0

a
3
[

c2
c1

+1
] +

c2
c1

KβV
− c2

c1
−1

0

a
3
[

c2
c1

+2
] − α

a6V 2
0

. (3.12)

T =
K

c1
a−3

c2
c1

V − c2
c1

+1

0 +

(
c2
c1

)
βV
− c2

c1
0

a3

 . (3.13)

P = − α

V 2
0 a

6
+
c2
c1

KV
− c2

c1
0

a
3
[

c2
c1

+1
] +

(
c2
c1

)2
KβV

− c2
c1
−1

0

a
3
[

c2
c1

+2
] . (3.14)

Ahora, como α, β son constantes y pequeñas (debido al significado f́ısico que tienen β, α/β deben ser
unos ordenes de magnitud mayor al volumen de Plank y la masa de Plank respectivamente), cuando
t −→ tf los términos que los contienen tenderán a cero. Por lo que el término con más contribución es

el primero, y aśı ρ ∝ 1
am con m = 3

(
c2
c1

+ 1
)

.

Para el inicio de la inflación (i.e. en ti) en este caso, es claro que el denominador del primer término
siempre será mas pequeño que el del segundo, lo que asegura, que el segundo se vuelva despreciable
a tiempos muy pequeños. Por lo que sólo nos haŕıa falta ver para que valores de c2 y c1 se puede

despreciar el tercer término. Esto último, se ve reflejado en la condición −3
[
− c2c1 − 1

]
< 6 que nos

implica c2
c1
< 1 y como 0 < m = −3

[
− c2c1 − 1

]
entonces se tiene que:

−1 <
c2
c1
< 1 . (3.15)
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Por otro lado, debemos también asegurar que los numeradores de los otros términos (el segundo y
tercero), sean también despreciables en comparación con el primero, esto nos impone condiciones
sobre α y β.

∣∣∣∣∣∣∣
c2
c1

KβV
− c2

c1
−1

0

a
−3
[
− c2

c1
−2
]

i

∣∣∣∣∣∣∣�
KV

− c2
c1

0

a
−3
[
− c2

c1
−1
]

i

. (3.16)

∣∣∣∣ α

a6
iV

2
0

∣∣∣∣� KV
− c2

c1
0

a
−3
[
− c2

c1
−1
]

i

. (3.17)

Las cuales se reducen a:

|β| � V0a
3
i

∣∣∣∣c1c2
∣∣∣∣ =: βc . (3.18)

|α| � KV
− c2

c1
+2

0 a
−3
[

c2
c1
−1
]

i =: αc . (3.19)

Si todo lo anterior se cumple, entonces al inicio de la inflación se tiene:

ρ(a) =
KV

− c2
c1

0

a
3
[

c2
c1

+1
] ≡ ρinf (a) . (3.20)

Para que ρ(a) = ρinf (a) al inicio de la inflación es necesario que se cumpla:

|α| =
∣∣∣∣c2c1
∣∣∣∣KβV − c2

c1
+1

0 a
−3
(

c2
c1

)
i . (3.21)

Con β > 0 por ser un volumen intŕınseco del sistema.

Notemos que si β cumple con la condición dada en (3.18), entonces, automáticamente se cumple (3.19)
lo que nos dice que, en general, no nos importa sólo valor de α y β sino su relación con αc y βc. Aśı,
definimos:

χ =
β

βc
=
|α|
αc

. (3.22)
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3.2. Comportamiento termodinámico

Hasta este momento sólo sabemos que al inicio de la inflación ρ = ρinf , sin embargo, es necesario
conocer el comportamiento de nuestros parámetros termodinámicos (densidad, presión, temperatura)
durante toda la inflación, para poder definir el factor de escala y determinar si el modelo es o no válido
en esa etapa.

Para esto, se formularán dichos parámetros en función de los valores de χ y c2
c1

, considerando que

a = a(ti)x = aix. Aśı, se tiene:

ρ =
KV

− c2
c1

0

a
3
(

c2
c1

+1
)

i

x3 − χx3
c2
c1 + sgn

(
c2
c1

)
χ

x
3
(

c2
c1

+2
)

 . (3.23)

P =
KV

− c2
c1

0

a
3
(

c2
c1

+1
)

i

 c2
c1
x3 − c2

c1
χx3

c2
c1 + sgn

(
c2
c1

)
c2
c1
χ+

(
c2
c1
− 1
)
χx3

c2
c1

x
3
(

c2
c1

+2
)

 . (3.24)

T = a3
iV0

KV
− c2

c1
0

a
3
(

c2
c1

+1
)

i

 1
c1
x6 − 1

c1
χx

3
(

c2
c1

+1
)

+ sgn
(
c2
c1

)
1
c1
χx3 + χx

3
(

c2
c1

+1
)

x
3
(

c2
c1

+2
) .

 (3.25)

Las funciones dadas por (3.24), (3.23) y (3.25) se muestran graficadas en las figuras (3.1, 3.2, 3.2)
respectivamente.
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Figura 3.1: Gráfica de P (x) con N = 60 para diferentes χ.

Figura 3.2: Gráfica de ρ(x) con N = 60 para diferentes χ.
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Figura 3.3: Gráfica de T (x) con N = 60, c1 = 0.5 para diferentes χ.

La densidad inflacionaria es positiva y decae exponencialmente con el tiempo, esto es de esperar,
debido a que el campo encargado de generar la inflación (inflatón) debe ceder su enerǵıa al término de
la inflación en un fenómeno conocido como recalentamiento.

Por otro lado, a presión inflacionaria es negativa y crece de manera asintótica. Si definimos una ”presión
inflacionaria” y una temperatura inflacionaria de la misma manera que lo hicimos con la densidad, i.e:

Pinf =
c2
c1

KV
− c2

c1
0

a
3
[

c2
c1

+1
] . (3.26)

Tinf =
KV

− c2
c1

+1

0

c1a
3

c2
c1

. (3.27)

Entonces se tendrá que:

Pinf =
c2
c1
ρinf . (3.28)

Y usando la ecuación (2.8) se tiene que ρinf ∝ a
−3
[

c2
c1

+1
]

i.e decrece si c2
c1
< 0.
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Por lo que la presión negativa que se ha encontrado con un comportamiento creciente y asintótico
concuerda y es lo que se espera, debido a que, para muchos modelos inflacionarios [38] la presión y
densidad cumplen con la misma relación.

Otro punto muy importante es que no importa el valor de χ cuando x −→∞ debido a que la distancia
entre las gráficas tiende a cero. Pero para los valores iniciales si que influye, una muestra de ello se ve
reflejado en las figuras 3.4, 3.5 y 3.6.

Figura 3.4: Gráfica de P (x) con N = 60 para diferentes χ, x ∈ (1, 2).

36



Modelo Cosmológico basado en GTD U.N.A.M.

Figura 3.5: Gráfica de ρ(x) con N = 60 para diferentes χ, x ∈ (1, 2).

Figura 3.6: Gráfica de T (x) con N = 60, c1 = 0.5 para diferentes χ, x ∈ (1, 2).
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Por último, para determinar el impacto de las correcciones a los valores inflacionarios de la presión,
densidad y temperatura dividiremos las ecuaciones (3.24), (3.23) y (3.25) entre (3.26), (3.20) y (3.27)
respectivamente; sus gráficas se representan en las figuras 3.7, 3.8 y 3.9.

Figura 3.7: Gráfica de P (x)
Pinf (x) con N = 60 para diferentes χ.

Figura 3.8: Gráfica de ρ(x)
ρinf (x) con N = 60 para diferentes χ.
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Figura 3.9: Gráfica de T (x)
Tinf (x) con N = 60, c1 = 0.5 para diferentes χ.

Puede observarse que mientras el valor de χ disminuye, el comportamiento de las fracciones tiende a 1
durante el inicio de la inflación; y cuando la inflación termina (i.e. x −→ ∞) la tendencia es aún mas
pronunciada, debido a que las diferencias entre las fracciones con distinto χ es del orden de 10−8.

Por ende, se puede decir que si χ < 0.1 entonces durante toda la inflación se cumple que:

P ≈ Pinf .
ρ ≈ ρinf .
T ≈ Tinf .

En cuanto a las transiciones de fase, en [12] se demuestra que esta ecuación fundamental presenta 2
transiciones, sin embargo ocurren en x < 1, es decir antes de que el periodo inflacionario si quiera
inicie, por lo que no se tomaron en cuenta para el presente trabajo.
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Caṕıtulo 4

Modelo sin interacción
termodinámica

Resolver el modelo con interacción termodinámica, es decir encontrar una solución anaĺıtica para el
factor de escala es una labor complicada, a pesar de ello, es posible usar el modelo sin interacción ter-
modinámica como una base. Para tener una interacción termodinámica nula (un gas ideal) necesitamos
que se cumpla idénticamente:

P = Pinf . (4.1)

ρ = ρinf . (4.2)

T = Tinf . (4.3)

Para lograrlo, se puede imponer simplemente α = β = 0. Sin embargo, es posible calcular una cota
superior para éstos; aśı, numéricamente, se encuentra que para 60 e-foldings y χ = 10−n con n entero
positivo, se tiene:

P (x)

Pinf (x)
− 1 ≈ 1.14× 10−(n+1) . (4.4)

Fijando el valor n = 16 se obtiene que P (x)
Pinf (x) −1 = 0 para Python 3.0; por lo que si usamos χ = 10−16

entonces se puede asegurar que durante toda la inflación se cumplen las igualdades anteriores. Por
último, para fijar el valor de c1 sólo se tiene que igualar la temperatura inflacionaria, al tiempo ti con
la temperatura del universo al inicio de la inflación (aproximadamente 1026 oK).

Basándonos en las igualdades anteriores, se calcularán las funciones cosmológicas importantes y se de-
terminarán las constantes del modelo que permitan que el modelo no tenga interacción termodinámica
y que den un número de e-foldings de 60.
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4.1. Factor de escala y Parámetro de Hubble

De la primera ecuación de Friedmann (2.6), con k = 0 y sustituyendo (3.20) en (2.6) tenemos:

a(t) =

(
8πGN

3
KV

− c2
c1

0

) 1

3[ c2
c1

+1]
(

3

2

[
c2
c1

+ 1

]
t

) 2

3[ c2
c1

+1]
. (4.5)

Y además tenemos que el paramétro de Hubble H(t) es:

H(t) =
2

3
[
c2
c1

+ 1
] 1

t
. (4.6)

El número de e-foldings se define como N =
∫ tf
ti
H(t)dt; donde ti y tf son los tiempos de inicio y

término de la inflación, que tomaremos como 10−36 y 10−32 respectivamente. Aśı, para nuestro caso
se tiene:

N =
8

3
[
c2
c1

+ 1
] ln (10) . (4.7)

4.2. Parámetros del modelo

Para poder realizar simulaciones y cálculos, es necesario conocer los valores de αc, βc, K, c2c1 y V0. Sin

embargo, éstos pueden ser calculados de la siguiente forma. De la ecuación (4.7) se puede escoger un
número de e-foldings y con ello se encuentra c2

c1
. Una vez que tenemos el número de e-foldings deseado,

podemos entonces calcular V0

Sabemos que el universo observable tiene un radio de l0 ≈ 1026m luego entonces el volumen observable
es V0 ≈ 1078m3 = 1.3× 1029GeV −3

El diámetro del universo al principio de la inflación, es li = l0
1030eN

debido a que se expandió 1030

veces durante la etapa de radiación y de materia bosónica y eN durante la inflación (N es el número
de e-foldings). Usando que V = V0a

3 y que a(t0) = 1, entonces podemos determinar el factor de escala
a al inicio de la inflación, que viene dado por

ai =
li
l0

= e−N10−30 . (4.8)

Sustituyéndolo en (3.18), obtenemos βc
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Por otro lado, para obtener K, es necesario calcular la densidad que se teńıa al iniciar la inflación, i.e.,
si consideramos que se teńıa una enerǵıa del orden de la escala GUT (≈ 1016GeV ), entonces se tiene:

ρinf (ai) =
KV

− c2
c1

0

a
3
[

c2
c1

+1
]

i

=
1016GeV

l3i
=

10106e3N

V0
GeV 4 ⇒

K =
9.22× 1070a

3
[

c2
c1

+1
]

i GeV 4

V
− c2

c1
0

. (4.9)

Y por último, se puede obtener el valor de αc a partir de la ecuación (3.19).

Como se puede observar, los cuatro parámetros anteriores dependen del número de e-foldings N. Es
por ello que primero observamos su dependencia; para esto se hicieron gráficas correspondientes con
valores de N en (55,70).

En las figuras 4.1,4.2, 4.3, 4.4 se encuentran las gráficas c2
c1

, K, αc y βc vs N.

Figura 4.1: Gráfica de c2
c1

vs N .
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Figura 4.2: Gráfica de K vs N .

Figura 4.3: Gráfica de αc vs N .

43



Modelo Cosmológico basado en GTD U.N.A.M.

Figura 4.4: Gráfica de βc vs N .

Como se pudo apreciar en las gráficas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 los valores de los parámetros c2
c1

, K, α y β no
cambian mucho con el número de e-foldings, en realidad, las diferencias entre dichos parámetros para
55 y 70 e-foldings es del orden de 10−2, 103, 10−210 y 10−141 respectivamente. Además, c2c1 cumple con

la condición dada en (3.15).

Como elección, se tomó N = 60 1 y que en el modelo ΛCDM con inflación caótica es el número de
e-foldings que se obtiene de manera “natural”[38].

Los valores de las constantes αc, βc, K y c2
c1

para 60 e-foldings se encuentran en la Tabla 4.1.

Parámetro Valor
c2
c1

-0.897663

K 2.897025× 1011

αc 7.024525× 10−172

βc 7.835196× 10−122

Tabla 4.1: Valores de las constantes αc, βc, K y c2
c1

para 60 e-foldings

En [11] se hace un desarrollo considerando que c2
c1

= − 8
9 . En ese caso, se impone la condición sobre c2

c1
y se obtiene que N ≈ 55. Basándonos en eso, y usando las ecuaciones anteriores se pueden obtener los
parámetros del modelo. En la Tabla 4.2 se puede ver una comparación entre los valores calculados con

1Esto debido a que e60 ≈ 1026, que es el número de veces que el universo debió expandirse durante la etapa inflacionaria
para tener su radio actual

44



Modelo Cosmológico basado en GTD U.N.A.M.

el algoritmo aqúı propuesto y aquellos calculados en dicho art́ıculo 2.

Parámetro Valor Calculado Valor dado en [3] Unidades
N 55 55.262 -
c2
c1

−0.888359 −0.888888 -

K 2.166179× 1010 2.510617× 1010 GeV
20
3

αc 7.024309× 10−172 7.024323× 10−172 GeV −2

βc 7.753992× 10−122 7.758613× 10−122 GeV −3

Tabla 4.2: Comparación de las constantes αc, βc, K y c2
c1

para 55 e-foldings

Como se puede apreciar, los valores calculados de c2/c1 en la presente investigación difieren en 10−4

de los reportados en “Geometrotermodinamic model forthe evolution of the universe”. Es por ello que
en lo restante del trabajo se hace uso de ambos valores de c2/c1 indistintamente.

Por último, usando la definición de temperatura inflacionaria, el valor de χ = 10−16 y los datos de la
tabla 4.1, se pueden calcular todos los parámetros originales del modelo (c2, c1, αc, βc).

Parámetro Valor Unidades
c2 8.047621× 10−64 -
c1 −7.224051× 10−64 -
αc 7.024525× 10−172 Gev−2

βc 7.835196× 10−122 Gev−3

Tabla 4.3: Constantes c2, c1, α y β para el modelo sin interacción termodinámica

Cabe aclarar, que los valores de αc y βc son las cotas máximas, tales que de manera numérica, los
términos que los contienen son despreciables respecto de los términos inflacionarios, y aunque los
órdenes de magnitud sean muy bajos, éstos siguen siendo mayores a los de la época plankiana; tomemos
por ejemplo a β, si se hace la conversión al sistema internacional de unidades entonces se tiene que
beta ≈ 10;−87m3 mientras que el volumen de plank es Vpl ≈ 10−105m3.

4.3. Tiempo conforme

Antes de pasar a la etapa inflacionaria y el comportamiento termodinámico, es necesario ver el com-
portamiento del factor de escala en función del tiempo t, y del tiempo conforme η(t). Para este último,
usando directamente la ecuación 2.31 y que c2

c1
≈ − 8

9 para simplificar las expresiones.

t ≈

− 5

66

(
8π

3M2
pl

KV
8
9

0

)3

η

−1/5

. (4.10)

2Cabe resaltar que en [11] se hace uso de la imposición kB = 1 por lo que todas las cantidades descritas en dicho
art́ıculo son adimensionales
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a(η) ≈

(5

6

)6
(

8π

3M2
pl

KV
8
9

0

)3

η6

−1/5

. (4.11)

Por último, con los valores de las constantes calculados, se puede hacer una gráfica del comportamiento
del factor de escala

Figura 4.5: Gráfica de a(t) con N = 60 durante la inflación

Como era de esperarse, el factor de escala es una función creciente, positiva y convexa. Por otro lado,
cuando se cambia la dependencia al tiempo conforme, la gráfica resultante para toda la inflación parece
no ser suave; esto se debe simplemente a un apantallamiento de la misma escala.

Recordando la definición del tiempo conforme 2.31, y aplicando la transformación 4.11 se puede ver
que ηi � −1 y ηf ∝ 10−7; por otro lado la función a(η) ∝ η−6 / 5 por lo que |a(η + δη)− a(η)| −→ 0
cuando η −→ −∞, |δη| � 1 y además, a(η) −→ ∞ cuando η −→ 0; sin embargo cuando se ajusta el
dominio, se puede observar un comportamiento similar al de su contraparte a(t), es decir, que es una
función suave, creciente, positiva y convexa.
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Figura 4.6: Gráfica de a(η) con N = 60 durante la inflación

4.4. Inflación

Una vez definidos los parámetros del modelo, y revisando que termodinamicamente se comporta como
lo hace con otras teoŕıas, podemos continuar con su estudio; durante la etapa inflacionaria .

4.4.1. Campo escalar inducido

Una vez definidas la densidad y presión inflacionarias, se puede encontrar el campo escalar y el potencial
que los generan. Esto se logra igualando (3.26) con (2.19) y (3.20) con (2.18). Aśı, se tiene:

φ̇2
0(t) =

KV0
− c2

c1

a
3
[

c2
c1

+1
]
(
c2
c1

+ 1

)
. (4.12)

V (φ0(t)) =
1

2

KV0
− c2

c1

a
3
[

c2
c1

+1
]
(
−c2
c1

+ 1

)
. (4.13)
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La ecuación (4.12) puede ser resuelta por integración directa. El cálculo directo nos lleva a:

φ0(t) = φI + µMpl ln

(
t

ti

)
. (4.14)

Donde φI es una constante de integración (un parámetro libre que podemos ajustar adecuadamente),
ti es el tiempo al cual empieza la inflación (10−36s) y Mpl es la masa de Plank.

Para obtener al potencial en función del campo, debemos sustituir (4.14) en (4.13).

Realizando los cálculos, se obtiene:

V (φ0) = M4exp

[
2

(
φI − φ0

Mpl µ

)]
. (4.15)

Donde:

µ =

[
3

8π

(
c2
c1

+ 1

)] 1
2
[

3

2

(
c2
c1

+ 1

)]−1

. (4.16)

M4 =
3

16π

(
1− c2

c1

)[
3

2

(
c2
c1

+ 1

)]−2
1

ti
2Mpl

2 . (4.17)

4.4.2. Slow-Roll

Recordemos que la condición de rodamiento lento (slow-roll) es:
φ̇2
0

V (φ0) � 1. De las ecuaciones (4.12) y

(4.13) se tiene:

φ̇0
2

V (φ0)
=

1

2

(
1 + c2

c1

1− c2
c1

)
. (4.18)

Usando los datos de la Tabla 4.1 se consigue que φ̇0
2

V (φ0) ≈ 0.027� 1.

Por otro lado, tenemos los parámetros de slow-rolling ε y η. Usando sus definiciones (ecuaciones (2.25)
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y (2.26)) se llega a:

εS.R. =
2

3
(
c2
c1

+ 1
) [3

2

(
c2
c1

+ 1

)]2

. (4.19)

ηS.R. =
4

3
(
c2
c1

+ 1
) [3

2

(
c2
c1

+ 1

)]2

= 2εS.R. . (4.20)

Si empleamos el valor calculado de c2
c1

en las expresiones se obtiene:

εS.R. ≈ 0.1535 ηS.R. ≈ 0.3070 . (4.21)

Como se puede apreciar, el modelo cumple con las condiciones de rodamiento lento, i.e. se tiene
inflación.

Antes de continuar con las perturbaciones veamos que tipo de potencial tenemos (que tipo de modelo
inflacionario representa). Para ello , en la figura 4.7 se gráfica el potencial dado por (4.15) con distintos
valores de φI .

Figura 4.7: Gráfica de V (φ) para distintos valores de φ0
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En la figura 4.8 se grafica φ0(t) durante el periodo de inflación, para distintos valores de φI .

Figura 4.8: Gráfica de φ(t) para distintos valores de φ0

Como era de esperarse, φI no es un factor determinante para el comportamiento de φ0(t), y de acuerdo
a la figura 4.7 tampoco lo es para V (φ0). Lo que nos da una libertad total sobre el parámetro φI .

Otra cosa importante es que el potencial se asemeja al dado por la “Power Law Inflation” (V (φ0)) =
M4 exp (−γφ0/Mpl) en el caso en el que φI = 0. Aśı se tendŕıa que γ = 2/µ .
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4.5. Perturbaciones cosmológicas

Para poder calcular δφ y Φ usaremos la ecuación de movimiento de Φ y luego con la componente 0i
de las ecuaciones de Einstein perturbadas se encontrará δφ.

Para este modelo cosmológico se tiene:

H ≈ − 6

5η
. (4.22)

φ′0 = −µMpl

5η
. (4.23)

Por lo que la ecuación (2.63) se convierte en:

Φ′ ′ − 2

5η
Φ′ −∇2Φ = 0 . (4.24)

Si hacemos una expansión en ondas planas, i.e Φ = Φ(η)exp
(
i~l · ~x

)
y usamos las aproximaciones

pertinentes para longitudes de onda corta y larga se tienen:

Onda corta Φ′ ′ − 2

5η
Φ′ −∇2Φ = 0 . (4.25)

Onda larga Φ′ ′ − 2

5η
Φ′ = 0 . (4.26)

La ecuación diferencial para perturbaciones de onda corta puede ser resuelta de forma anaĺıtica, pero
dicha solución es una superposición de funciones de Bessel del primer tipo; por lo que simplemente se
aproximará a la manera en que se hace en el marco teórico fijando las constantes C2 = Φ0 C1 = 0 que
correspondeŕıa a la parte real de la solución; para las perturbaciones de onda larga si se puede obtener
una solución anaĺıtica.

Para perturbaciones de longitud de onda corta aH � l

Φl ' −Φ0
Mpl µ

5y
η1/5cos (l η) ei

~l·~x . (4.27)

δφl ' −Φ0

M2
pl

l

1

4πy
η6/5sen (l η) ei

~l·~x . (4.28)

51



Modelo Cosmológico basado en GTD U.N.A.M.

y =

[(
5

6

)6(
8π

3Mpl
KV

8/9
0

)3
]−1/5

. (4.29)

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH � l

Φl '
5Φ0

7
η7/5ei

~l·~x . (4.30)

δφl ' −
5Φ0

7

Mpl

4πµ
η7/5ei

~l·~x . (4.31)

Para ambos campos, se obtiene un comportamiento oscilatorio al inicio de la perturbación, mientras
que al final se comporta de manera polinómica, esto es concordante con la teoŕıa expuesta por [44].
Notemos que una vez que se cruza el horizonte la perturbación se congela, por lo que su valor permanece
constante. Un esbozo del comportamiento de los campos δφ y Φ se da en las figuras 4.9, 4.10.

En las gráficas anteriores se usó Φ0 = 1 por simplicidad, sin embargo, es una constante de integración,
y hasta este momento no se puede obtener de manera experimental alguna medición que la fije; por lo
que funge como una constante libre.

4.5.1. Observables

Usando la ecuación (2.87) y sustituyendo, para c2
c1

dado en la tabla 4.1 y l = 0.05Mpc−1; la amplitud,
el ı́ndice espectral y su corrimiento son:

AS = 1.434× 10−10 nS = 0.6 αS = 0 . (4.32)

Sin embargo, las mediciones [33], [32] nos dicen que:

AS = 1.434× 10−10 nS = 0.6 αS = 0 . (4.33)

En conclusión se puede observar que el modelo no es idóneo. Esto puede deberse a la condición sobre
los términos que conteńıan a α, β que se impuso durante el desarrollo, en la que dichos términos se
consideraron despreciables en comparación a ρinf durante toda la inflación. Para poder generar un
modelo que cumpla con las mediciones observacionales es necesario considerar que dichos términos si
son pequeños pero no despreciables. Aśı, en el próximo caṕıtulo se estudiará de una manera detallada
este nuevo modelo.
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Figura 4.9: Gráfica de Φ(η) para el modelo sin interacción termodinámica
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Figura 4.10: Gráfica de δφ(η) para el modelo sin interacción termodinámica
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Caṕıtulo 5

Modelo con interacción
termodinámica

Como se vio anteriormente, si χ < 1 entonces P ≈ Pinf , ρ ≈ ρinf , T ≈ Tinf durante toda la inflación,
y manteniendo (numéricamente hablando) a los términos que contienen a α y β pequeños pero no
despreciables en comparación a los inflacionarios.

Aśı pues, si se escoge χ ∈ (10−16 , 1) entonces los funciones cosmológicas calculadas para el modelo sin
interacción (a(t), H(t), η(t) N)) y los parámetros del modelo (c2/c1, K, αc, βc) no variarán del todo.

Sin embargo, para el inflatón y su potencial, los términos que contienen a α y β si imponen cambios en
los parámetros de slow-roll, aśı como en el espectro de potencias. Por ello, en esta ocasión definimos:

φ̇0
2

= KV
− c2

c1
0

(1 +
c2
c1

)
1

a
3
(

c2
c1

+1
) +

(
1 +

c2
c1

)
sgn

(
c2
c1

)
χa3

i

a
3
(

c2
c1

+2
) − 2χa

−3
(

c2
c1
−1
)

i

a6

 . (5.1)

V (φ0) =
KV

− c2
c1

0

2

(
1− c2

c1

)[
1

a
3
(

c2
c1

+1
) + sgn

(
c2
c1

)
χa3

i

a
3
(

c2
c1

+2
)
]
. (5.2)

En general, éstas funciones no son integrables en términos de funciones elementales, sin embargo, los
parámetros de slow-roll pueden ser calculados mediante la regla de la cadena, cosa que se realizará a
continuación.
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5.1. El valor de χ

Para determinar el valor de χ tal que el ı́ndice espectral nS = 0.9603 primero debemos determinar los
parámetros de slow-roll. Tomando la definición de εS.R dada en la ecuación (2.25) se tiene:

εS.R =
3

2

[
1

1 + c2
c1

− 1

1 + c2
c1

χ
(ai
a

)3

− 2χ
(ai
a

)−3
(

c2
c1
−1
)]

. (5.3)

Para ηS.R se hace lo mismo, pero en este caso, se aproxima hasta primer orden en χ. Aśı:

ηS.R ≈ 2εS.R . (5.4)

Para que los parámetros funcionen, es necesario que durante toda la inflación sean mucho menores a 1.
Y como ai/a −→ 0 cuando t −→ tf entonces sólo debemos preocuparnos de los términos que contienen
a χ en el inicio de la inflación. Aśı, definimos los parámetros de slow-roll dependientes de χ como:

εS.R(χ) =
3

2

[
1 +

c2
c1
−
(

1 +
c2
c1

)
χ− 2χ

]
. (5.5)

Sustituyendo ambas expresiones en (2.91) se obtiene que el ı́ndice espectral como función de χ. Resol-
viendo para nS = 0.9603 entonces χ ≈ 0.045531.

Figura 5.1: Gráfica de nS(χ) con N = 60
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5.2. Inflación

5.2.1. Campo escalar reducido

Usando las nuevas definiciones para inflatón y su potencial, se puede hacer una integración numérica
del primero. Aśı, se tendrán ambos como función del tiempo. Como ya se mencionó anteriormente, no
es posible encontrar una solución anaĺıtica φ0(t), y por ende, tampoco será posible expresar el potencial
como función sólo del inflatón. A pesar de ello, sus gráficas como función del tiempo tienen el mismo
comportamiento que sus contra partes del modelo sin interacción termodinámica, aunque las escalas
sean distintas, como se aprecia en las figuras 5.2 y 5.3.

Figura 5.2: Gráficas de φ0 con y sin interacción termodinámica

Figura 5.3: Gráficas de V (φ0) con y sin interacción termodinámica

Para el inflatón y su potencial en el caso sin interacción se cumple que µ = (4πεS.R)
−1/2

, basándonos
en eso, y en el comportamiento similar del caso con interacción, es válido afirmar, que las ecuaciones
que las dominan deben ser similares. Si se define:

φ0(t) = φI +
1

4πεS.R

F

Mpl ln

(
t

ti

)
. (5.6)
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V (φ0) = M4exp

[
(16πεS.R)

1/2

(
φI − φ0(t)

Mpl

)]
. (5.7)

M4 =

(
1

8πεS.R

)G(1− c2
c1

1 + c2
c1

)
1

t2i
M2
pl . (5.8)

Entonces, se puede hacer un ajuste con lo obtenido mediante la integración numérica. Cabe destacar
que los exponentes F y G son para poder controlar el orden de magnitud de las funciones, por ejemplo
si F = 1/2, G = 1 entonces se tendŕıa el caso sin interacción.

Al usar F = 9.83, G = 29.44 se obtiene el ajuste que se necesita.

Figura 5.4: Gráficas de φ0 con interacción y su aproximación
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Figura 5.5: Gráficas de V (φ0) con interacción y su aproximación

Por ende, se puede definir al inflatón y a su potencial como:

φ0(t) = φI +
1

4πεS.R

9.83

Mpl ln

(
t

ti

)
. (5.9)

V (φ0) = M4exp

[
(16πεS.R)

1/2

(
φI − φ0(t)

Mpl

)]
. (5.10)

M4 =

(
1

8πεS.R

)29.44
(

1− c2
c1

1 + c2
c1

)
1

t2i
M2
pl . (5.11)
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5.2.2. Slow-Roll

De las ecuaciones (9) y (5.10) se obtiene ηS.R = 2εS.R que es consistente con lo previamente encontrado.
Ahora, evaluando ambos parámetros de slow-roll en χ = 0.045531 resultan:

εS.R = 0.0099234

ηS.R = 0.0198468(5.12)

Se puede apreciar que éstos valores de los parámetros de slow-roll son 3 órdenes de magnitud más
pequeños que aquellos del modelo sin interacción termodinámica. Esto resulta en una mejor condición,
debido a que no sólo se tiene εS.R < 1, ηS.R < 1 sino que se logra εS.R � 1 ηS.R � 1.

5.3. Perturbaciones Cosmológicas

El análisis de los campos δφ y Φ es análogo al caso sin interacción. De hecho, haciendo el cambio
de variable µ −→ (4πεS.R)

−9.83
en todas las ecuaciones de la respectiva sección de perturbaciones

cosmológicas del caso sin interacción se obtienen las ecuaciones para el caso interactuante; en este caso
se tiene:

H ≈ − 6

5η
. (5.13)

φ′0 = −
(

1

4πεS.R

)9.83
Mpl

5η
. (5.14)

Y la ecuación (2.63) nuevamente es:

Φ′ ′ − 2

5η
Φ′ −∇2Φ = 0 . (5.15)

De la misma manera, fijando las constantes de integración para las soluciones cortas como C2 = Φ0
C1 = 0 se llega a:

Para perturbaciones de longitud de onda corta aH � l

Φl ' −Φ0
Mpl

5y

(
1

4πεS.R

)9.83

η1/5cos (l η) ei
~l·~x . (5.16)

δφl ' −Φ0

M2
pl

l

1

4πy
η6/5sen (l η) ei

~l·~x (5.17)
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y =

[(
5

6

)6(
8π

3Mpl
KV

8/9
0

)3
]−1/5

. (5.18)

Para perturbaciones de longitud de onda larga aH � l

Φl '
5Φ0

7
η7/5ei

~l·~x . (5.19)

δφl ' −
5Φ0

7

Mpl

4π
(4πεS.R)

9.83
η7/5ei

~l·~x . (5.20)

El comportamiento es el mismo que el su contra-parte sin interacción, sin embargo, las escalas son
totalmente distintas. Esto se aprecia en las figuras 5.6, 5.7.

5.3.1. Observables

El ı́ndice espectral se escogió tal que nS = 0.9603 desde al inicio del caṕıtulo, de tal manera que su
corrimiento fuera idénticamente 0; por lo que sólo falta la amplitud para tener el espectro de potencias
completo. Un cálculo directo nos lleva a:

AS = 2.218 × 10−9 (5.21)

Los parámetros que conforman el modelo (c2, c1, α y β se calcularon usando el valor de χ) se encuentran
en la tabla 5.1

Parámetro Valor Unidades
c2 8.047621× 10−64 -
c1 −7.224051× 10−64 -
α 3.198336× 10−173 Gev−2

β 3.567443× 10−123 Gev−3

Tabla 5.1: Constantes c2, c1, α y β para el modelo con interacción termodinámica

El modelo con interacción termodinámica cumple con los resultados experimentales encontrados. En
este momento no es posible afirmar que el modelo sea capaz de describir la etapa inflacionaria con
exactitud debido a que falta el cálculo de los parámetros asociados a las ondas gravitacionales; dichos
cálculos “quedan fuera de los alcances del proyecto”.
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Figura 5.6: Gráfica de Φ(η)
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Figura 5.7: Gráfica de δφ(η)
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un modelo cosmológico inflacionario basado en una ecuación de estado
generada a través de la GeometroTermodinámica. Este tratamiento alternativo ha estado motivado
por la búsqueda de la homogeneidad en las etapas de evolución del universo; es decir, que durante la
etapa inflacionaria, el universo sea un fluido, sin la necesidad de utilizar agentes externos tales como
el inflatón (un campo escalar).

La propuesta, fundamentalmente se basa en obtener una ecuación de estado de la forma P = P (U, V ),
usar la igualdad U = ρV y usar la ecuación de continuidad para obtener la densidad ρ y la presión P
en términos del factor de escala a(t). Esto se realizó con la ecuación fundamental de un gas de Van
der Waals (que fué generada y generalizada con la GTD).

Dicha ecuación depende de 4 parámetros c2, c1, α y β los cuales influyen en el modelo. Aśı pues, se
investigó el comportamiento de las funciones ρ y P en términos de éstas, y se determinó que sólo el
valor de c2/c1 era determinante en el modelo. Además, para que en el inicio del periodo inflacionario,
la densidad de enerǵıa fuera idénticamente proporcional a a−3(c2/c1+1) se generaron dos parámetros
auxiliares αc y βc tales que α � αc y β � βc. De igual manera, se determinó que sólo la razón
α/αc = β/βc = χ era de vital importancia para el modelo, por lo que el número de parámetros libres
disminuyó a 3.

El nuevo parámetro χ, pod́ıa ser escogido de tal manera, que se nulificara la interacción termodinámica
(es decir, que fueran tan pequeños que computacionalmente los términos que los contuvieran fueran
despreciables) o que fuera mı́nima (es decir, que la variación entre las funciones sin interacción termo-
dinámica, y las que śı la teńıan fuera mı́nima).

A partir de ello, se hicieron 2 sub-modelos distintos, uno sin interacción termodinámica, y otro con
interacción termodinámica; la razón de esto es debido al impacto que tienen en las ecuaciones diferen-
ciales que definen al campo escalar y el potencial inducidos. Sin embargo, las funciones cosmológicas
tales como el parámetro de Hubble y el factor de escala coinciden en ambos casos. Aśı, imponiendo un
número de 60 e-foldings se encontró que los valores de c2/c1, αc, βc son −0.897663, 7.024525× 10−208,
7.835196× 10−140 respectivamente.
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Para el sub-modelo sin interacción termodinámica (es decir, el que representa a un gas ideal), se
determinó que el valor de χ debe ser menor o igual a 10−16. Aśı mismo, el campo escalar y su potencial
inducido tomaron la forma:

φ0 = φI + µMplln

(
t

ti

)
V (φ0) = M4exp

[
2

(
φI − φ0

µMpl

)]

Éstos se conocen en la literatura “Power Law Inflation” (PLI), y su origen se remonta a 1984, en [2];
donde se calcula la función de correlación de las fluctuaciones cosmológicas.

La PLI, ha sido estudiada desde el momento de su publicación. En [22], [45], [20] se analiza en detalle
su dinámica; mientras que en [39], [16], [14], su fenomenoloǵıa. Su viabilidad respecto a las mediciones
de Plank se termina en [43]. Ha sido usado en algunas otras teoŕıas tales como quinta esencia [37], [10].

Sus aspectos más fundamentales son que el ı́ndice espectral es siempre menor que 1, el factor de escala
es proporcional a tq con q > 1 y sus parámetros de slow-roll son constantes. Tiene también un ligero
problema y es que al ser sus parámetros de S.R constantes, entonces la inflación no puede terminar
por śı sola, sino que se necesita de un mecanismo externo que la detenga.

Por otro lado, los campos debidos a las perturbaciones, Φ y δφ, tienen el comportamiento usual, es
decir, son oscilatorios al inicio de la inflación, y una vez que se cruza el horizonte (en algún punto de
la inflación) su comportamiento pasa a ser polinómico.

Por último, se calculó el espectro de potencias, resultando en que el ı́ndice espectral no cumple con lo
arrojado por las observaciones, diciéndonos aśı que un gas ideal no genera las condiciones necesarias
para la inflación.

Para el modelo con interacción termodinámica, en primer lugar se determinaron los parámetros de slow-
roll, y se usó su relación con el ı́ndice espectral. Esto impuso una ecuación en función de χ, aśı usando
el valor de nS = 0.9603 se encontró que χ = 0.045531. Mientras que, el campo escalar y el potencial
inducido se integraron de manera numérica, resultando en funciones con el mismo comportamiento
sus homónimos para el caso sin interacción, por lo que se procedió a realizar un ajuste que arrojó lo
siguiente:

φ0(t) = φI +

(
1

4πεS.R

)9.83

Mpl ln

(
t

ti

)

V (φ0) = M4exp

[
(16πεS.R)

1/2

(
φI − φ0(t)

Mpl

)]

Nuevamente, es un modelo inflacionario del tipo “Power Law Inflation” (PLI). En cuanto a los campos
Φ y δφ, su comportamiento es exactamente el mismo que los del caso sin interacción.
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Por todo lo anterior, se puede decir que un modelo sin interacción (un universo inflacionario basado en
un gas ideal) no es viable, y que uno con interacción śı lo es. Otra aportación (quizás la más importante
de este trabajo) es que, el suponer que la etapa inflacionaria se rige por una ecuación de estado de tipo
Van der Waals induce un modelo inflacionario ya existente. A partir de esto surgen diversas interro-
gantes que posibilitan nuevas investigaciones, por ejemplo, ¿Es posible que otros modelos cosmológicos
puedan ser inducidos mediante alguna ecuación fundamental?, y de ser aśı ¿Bajo qué circunstancias
lo hacen?; entre otros. Consideramos necesario, examinar bajo esta nueva perspectiva termodinámica
a los modelos ya existentes.
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Anexos

.1. Unidades

Se usaron unidades naturales, en las que hay sólo una magnitud fundamental, la enerǵıa. Estas se
obtienen al imponer:

~ = c = kB = 1

[Enerǵıa] = [Masa] = [Temperatura] = [Longitud]−1 = [Tiempo]−1

Aśı, se tiene la siguiente equivalencia entre unidades

Unidades GeV g K cm−1 s−1

GeV 1.78× 10−24 1.16× 1013 5.06× 1013 1.52× 1024

g 5.62× 1023 6.52× 1036 2.84× 1037 8.53× 1047

K 8.62× 10−14 1.53× 10−37 4.34 1.30× 1011

cm−1 1.98× 10−14 3.51× 10−38 0.23 3.00× 1010

s−1 6.58× 10−25 1.17× 10−48 7.64× 10−12 3.33× 10−11

Tabla 1: Factores de conversión de unidades

La tabla se usa de la siguiente manera:

[Encabezado de la columna]−1 = [V alordelatabla]× [Encabezado de la fila]−1

[Encabezado de la fila]−1 = [V alordelatabla]× [Encabezado de la columna]−1

Además en unidades naturales se tiene que GN = M−2
pl y

Mpl = 1.22× 1019GeV
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.2. Cantidades asociadas a las ecuaciones sin perturbar (“Back-
ground”)

Para los cálculos que a continuación se presentan, se considera:

Tµν = ∂µφ0∂νφ0 + gµν

[
−1

2
∂µφ0∂

µφ0 − V (φ0)

]

gµν = a2
(−1 0

0 δij

)

φ = φ0 + δφ

a = a(η)

.2.1. Śımbolos de Christoffel

Γµνλ =
1

2
gµρ

(
∂gρν
∂xλ

+
∂gρλ
∂xν

− ∂gνλ
∂xρ

)

Γ0
00 =

a′

a

Γ0
0i = 0

Γi00 = 0

Γ0
ij =

a′

a
δij

Γi0j =
a′

a
δij

Γijk = 0
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.2.2. Tensor de Riemman

δRµν = ∂αΓαµν − ∂µΓανα + ΓασαΓσµν − ΓασνΓσµα

R00 = −3
a′′

a
+ 3

(
a′

a

)2

R0i = 0

Rij =

(
a′′

a
+

(
a′

a

)2
)
δij

.2.3. Escalar de Ricci

R = gµαRαµ

R =
6

a2

a′′

a

.2.4. Tensor de Einstein

Gµµ = Rµν −
1

2
gµνR

G00 = 3

(
a′

a

)2

G0i = 0

Gij =

(
−2

a′′

a
+

(
a′

a

)2
)
δij
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.2.5. Tensor de enerǵıa-momento para un campo escalar

Tµν = ∂µφ0∂νφ0 + gµν

[
−1

2
∂µφ0∂

µφ0 − V (φ0)

]

T00 =
1

2
φ′0

2
+ a2V (φ0)

T0i = 0

Tij =

(
1

2
φ′0

2 − a2V (φ0)

)
δij

.2.6. Ecuaciones de Einstein

Gµν = 8πGNTµν

Componente (00)

3

(
a′

a

)2

= 8πGN

(
1

2
φ′

2
0 + a2V (φ0)

)

Componente (ii)

−2
a′′

a
+

(
a′

a

)2

= 8πGN

(
1

2
φ′

2
0 − a2V (φ0)

)

Las componentes (0i) (ij) dan (0 = 0).
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.3. Cantidades con perturbación escalar a primer orden

Para los cálculos que a continuación se presentan, se considera:

δgµν = a2
(−2Φ B,i
B,i −2Ψδij + 2E,ij

)

δgµν =
1

a2

(
2Φ Bi,
Bi, 2Ψδij − 2E,ij

)

φ = φ0 + δφ

a = a(η)

Donde φ0 es el que cumple con las condiciones de slow-roll y suele ser llamado como “background
field”

.3.1. Śımbolos de Christoffel

δΓµνλ =
1

2
δgµρ

(
∂gρν
∂xλ

+
∂gρλ
∂xν

− ∂gνλ
∂xρ

)
+

1

2
gµρ

(
∂δgρν
∂xλ

+
∂δgρλ
∂xν

− ∂δgνλ
∂xρ

)

δΓ0
00 = Φ′

δΓ0
0i = Φ,i +

a′

a
B,i

δΓi00 = Φi, +
a′

a
Bi,

δΓ0
ij = −2

a′

a
Φδij −B,ij − 2

a′

a
Ψδij −Ψ′δij − 2

a′

a
E,ij + E′,ij

δΓi0j = −Ψ′δij + E′i,j

δΓijk = Ψ,jδ
i
k −Ψ,kδ

i
j + Ψi

,δjk −
a′

a
Bi, δjk + Ei,(kj) − E

i
,jk
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.3.2. Tensor de Riemman

δRµν = ∂αδΓ
α
µν − ∂µδΓανα + δΓασαΓσµν + ΓασαδΓ

σ
µν − δΓασνΓσµα − ΓασνδΓ

σ
µα

δR00 =
a′

a
Bi,i + Φi,i + 3Ψ′′ + 3

a′

a
Ψ′ + 3

a′

a
Φ′

δR0i =
a′′

a
B,i +

(
a′

a

)2

B,i + 2Ψ′,i + 2
a′

a
Φ′,i + E′k,ki

δRij =

(
−a
′

a
Φ′ − 5

a′

a
Ψ′ − 2

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ− 2
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ−Ψ′′ + Ψk
,k −

a′

a
Bk,k

)
δij

−B′,ij + 2
a′

a
E′,ij +

a′′

a
E,ij + 2

(
a′

a

)2

E,ij + E′′,ij + Ψ,ij − Φ,ij − 2
a′

a
B,ij + Ek,(ij)k − E

k
,ijk

.3.3. Escalar de Ricci

δR = δgµαRαµ + gµαδRαµ

δR =
1

a2

(
−6

a′

a
Bi,i − 2B′i,i − 2Φi,i − 6Ψ′′ − 6

a′

a
Φ′ − 18

a′

a
Ψ′ − 12

a′′

a
Φ + 4Ψi

,i + 2Eik,ik

)
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.3.4. Tensor de Einstein

δGµµ = δRµν −
1

2
δgµνR−

1

2
gµνδR

δG00 = −2
a′

a
Bi,i − 6

a′

a
Ψ′ + 2Ψi

,i + Eik,ik

δG0i = −2
a′′

a
B,i +

(
a′

a

)2

B,i + 2Ψ′,i + 2
a′

a
Φ,i + E′k,ik

δGij =

(
2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 4
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2Ψ′′ −Ψk
,k + 2

a′

a
Bk,k

)
δij

+
(
B′k,k + Φk,k + Ekm,km

)
δij −B′,ij +

a′

a
E′,ij − 2

a′′

a
E,ij +

(
a′

a

)2

E,ij + E′′,ij

+ Ψ,ij − Φ,ij − 2
a′

a
B,ij + Ek,kij

.3.5. Tensor de enerǵıa-momento para un campo escalar

δTµν = ∂µδφ∂νφ0 + ∂µφ0∂νδφ− δgµν
[

1

2
gαµ∂µφ0∂αφ0 + V (φ0)

]
− gµν

[
1

2
δgαµ∂µφ0∂αφ0 + gαµ∂µφ0∂αδφ+

∂V (φ0)

∂φ0
δφ

]

δT00 = δφ′φ′0 + 2ΦV (φ0)a2 + a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ

δT0i = δφ′,iφ
′
0 +

1

2
B,iφ

′2
0 − a2V (φ0)B,i

δTij =

(
δφ′φ′0 − Φφ′

2
0 − a2 ∂V (φ0)

∂φ0
δφ−Ψφ′

2
0 + 2ΨV (φ0)a2

)
δij + E,ijφ

′2
0 − a2V (φ0)E,ij
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.4. Relaciones en tiempo conforme

Se tiene que:

ȧ =
a′

a
(1)

H =
ȧ

a
=
a′

a2
=
H
a

(2)

Ḣ =
H
a2
− H

2

a2
(3)

H2 =
8πGNρa

2

3
− k (4)

H′ = −4πGNa
2

3
(ρ+ 3P ) a2 (5)

ρ′ + 3H (ρ+ P ) = 0 (6)

φ′′ + 2Hφ′ + a2 ∂V (φ0)

∂φ0
= 0 (7)

H2

a2
=

8πGN
3

V (φ0) (8)

3H2

a2
φ′ = −∂V (φ0)

∂φ0
(9)

a′′

a
= H′ +H2 (10)

Usando las relaciones anteriores juntos con las ecuaciones de Einstein para el “Background”se obtienen
las últimas 2 ecuaciones.

4πGNφ
′
0 = H2 −H′ (11)

8πGNa
2V (φ0) = 2H2 +H′ (12)
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