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Introduccion

El presente trabajo utiliz6 la teoria desarrollada en [1] para construir el espacio
emergente en el modelo de Ising en una y dos dimensiones. Dicha teoria yace en
la idea de que existe una conexién entre entropia y gravedad como lo sugieren los
trabajos [2, 3, 4, 5, 6]. Durante el capitulo 1 se revisan los antecedes y hallazgos que
llevaron a esta idea, ademds de algunos conceptos clave para el entendimiento de la
propuesta.

A partir de la entropia de entrelazamiento es posible definir una nocién de distancia
en un conjunto de puntos cuyos elementos son subespacios de un espacio de Hilbert
total, en los cuales puede descomponerse el espacio de estados de un sistema. En
[1] proponen una estructura de grafica para este conjunto de puntos, como se explica
en el capitulo 2. Sin embargo, en el transcurso de este proyecto se encontraron
algunas inconsistencias con tal construccion, pues no permite usar un espacio de
Hilbert 2-dimensional para generar un espacio unidimensional a la vez que presentan
el espacio generado por una cadena de Heisenberg antiferromagnético. Para dar
consistencia a este aspecto, se propone considerar a estos puntos simplemente como
un conjunto, al cual se le dotard de propiedades geométricas a través de célculos
posteriores, inspirado en este trabajo. El tratamiento estd inspirado por [1], pero supera
la limitante mencionada arriba. Adema4s, en este trabajo se hace una ligera correcion
en la definicién de distancia con la finalidad de garantizar que el espacio métrico
obtenido pueda representarse de manera isométrica en un espacio euclideano.

En el capitulo 3 se presenta el modelo de Ising y, usando la teoria expuesta en
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el capitulo 2, se reproduce un segmento de recta para el modelo de Ising en una
dimension, mientras que en el modelo bidimensional se encontré una seccién de un
plano, debido a que se utiliz6 una cantidad finita de puntos. En el primer ejemplo se
tiene la ventaja respecto a [1] de no haber usado una teoria de campo para calcular los
correladores, que sirven para estimar la entropia de entrelazamiento. En el segundo
ejemplo se construyé un segmento de plano a la temperatura critica del sistema,
detectando que cerca de esta ultima, existe cierta sensibilidad en el método respecto a
la definicién de distancia que se tome.

En el capitulo 4 se hace la discusion de los resultados obtenidos en este trabajo,
asi como varias directrices en las que se puede seguir investigando desde este en-
foque donde el espaciotiempo y la gravedad son un fenémeno emergente debido al
entrelazamiento cudntico.



—Capitulo 1

Fundamentos

B 1.1. Motivacion

Uno de los grandes problemas que quedan sin resolver en fisica es la incompatibili-
dad de la mecdnica cudntica y la relatividad general. Ambas teorias son exitosas en sus
respectivas escalas, no obstante, aun se carece de una teoria cuantica de la gravedad
o un mejor entendimiento gravitacional de la mecédnica cudntica. Hasta el momento
se ha logrado conciliar la mecanica cudntica con la relatividad especial a través de la
teorfa cudntica de campos, la cual es la herramienta fundamental para el entendimiento
de las interacciones fundamentales que suceden en la naturaleza, salvo la gravedad, y
que ha conllevado a la construccién del modelo estdndar de particulas. Dicho de otro
modo, hasta el momento se tiene una descripcién de tres de las cuatro interacciones
fundamentales que se conocen en la naturaleza, gracias a la combinacién de la me-
cénica cudntica y la relatividad especial. Si bien aun no se conoce todo respecto a la
naturaleza de las interacciones que describe el modelo estdndar, se tiene un panorama
bastante amplio respecto a lo que se ha logrado entender del comportamiento cudntico
de la materia.

Existen muchas propuestas para establecer una teoria que contemple la gravedad
en las interacciones cudnticas como la teoria de cuerdas o la teoria cudntica por lazos
(LQG por sus siglas en inglés), por nombrar las més famosas hasta el momento. Dentro
de los desarrollos en teoria de cuerdas existe una rama que ha cobrado mucha fuerza
dentro de la comunidad cientifica debido a su poder de prediccion, la llamada corres-
pondencia norma/gravedad establecida por Juan Maldacena [7]. En este formalismo,
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se postula una dualidad entre una teorfa gravitacional y una teoria cudntica de campos
conforme; para los lectores interesados en ahondar mas respecto a los avances de este
tema, pueden consultar [8] y las referencias que hay en el.

Afios més tarde, en 2013, Maldacena y Susskind sugirieron, en el contexto de
la correspondencia norma/gravedad, que el enredamiento cudntico en una teoria de
campos es equivalente a la existencia de puentes de Einstein-Rosen en la teoria dual
gravitacional [2]. A partir de que este articulo vi6 la luz, la comunidad cientifica se
volcé a prestar atencion a las propiedades del enredamiento cudntico y entropia de
entrelazamiento, asi como su traduccién a la teorfa gravitacional dual. En este aspecto
se ha encontrado aplicacion de esta herramienta a problemas de informacién cudntica
que antes eran dificiles de atacar debido a lo complejo que puede llegar a ser el calcular
la entropia de entrelazamiento. Particularmente, también cobr6 fuerza la idea de que el
espaciotiempo y la gravedad pueden emerger como consecuencia del entrelazamiento
cudntico pues en los trabajos [4, 9] la entropia de entrelazamiento en una regién de
la CFT es tal que corresponde a una superficie de codimensién dos extremal. Por
otra parte, en [10, 11] encontraron que la métrica de la teoria gravitacional puede
recuperarse tomando una infinidad de curvas que atraviesen una superficie en el bulto
ancladas a la frontera del espacio, que es donde se encuentra la teorfa de campos.

Esta aproximacion tiene sus problemas pues, a pesar de tener un entendimiento
microscépico de la entropia, sélo se han podido recuperar las ecuaciones de Einstein
hasta orden lineal. No obstante, se espera que puedan recuperarse en su totalidad ya
que las ecuaciones de Einstein implican la primera ley de enredamiento [5, 6].

La idea de un espacio emergente no es nueva como puede verificarse en [12],
sin embargo, en los dltimos afios se ha explorado de manera activa debido a lo que
mencionado arriba, aunado a un trabajo de Ted Jacobson [3], en donde logra recuperar
las ecuaciones de Einstein usando una teoria cuantica de campos en fondos curvos.
Al igual que en los trabajo de correspondencia norma/gravedad, la entropia juega
un papel preponderante en el desarrollo de la teoria, lo que sugiere que, en caso
de que el espaciotiempo y la gravedad sean un fendmeno emergente, la entropia
debe ser protagonista en la construccion del modelo. En el formalismo desarrollado
por Ted Jacobson, se obtienen las ecuaciones de Einstein completas, pero tiene el
defecto de que carece de una definicién microscépica y precisa de la entropia pues la
aproximacion es semiclésica.

En vista de lo expuesto con anterioridad, el desarrollar todo un programa para
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buscar la emergencia del espaciotiempo debido a la mecdnica cudntica suena como
algo bastante prometedor y, como es evidente, no es una empresa sencilla. Este
trabajo toma como base parte de la teoria desarrollada en los articulos de Sean Carroll
[1], en donde prescinde de la correspondencia norma/gravedad y toma como punto
fundamental el entrelazamiento cudntico para obtener un espacio emergente, teniendo
como finalidad encontrar el espacio de un sistema especifico: el modelo de Ising 1D
y 2D. El extender la investigacion mencionada tiene por objetivo entender mejor el
programa desarrollado, asi como sus limitantes con la intencién de contribuir en el
desarrollo de un formalismo mads robusto que pueda contemplar mds casos que los
considerados inicialmente en los trabajos citados, tener una mejor comprensién del
papel que juega la entropia en la emergencia del espacio y dar un paso hacia adelante
en del papel que juega la gravedad a escalas muy pequeiias.

Mis adelante se expondrd, de manera precisa, la forma en que el espacio emerge
pero antes es necesario desarrollar varios conceptos fundamentales para el entendi-
miento del plan propuesto por Sean Carroll y su grupo de trabajo.

B 1.2. Estados enredados y operador de densidad

La mecénica cudntica es la teoria que describe el mundo microscdpico, en donde
falla la fisica clasica y el sentido comiin pues tiene predicciones que van en contra
de lo que observa una persona en su vida cotidiana. Uno de estos fenémenos que
resultan contraintuitivos, desde el punto de vista clésico, es el enredamiento o entre-
lazamiento de particulas, cuyo comportamiento es consecuencia de las leyes de la
mecdanica cudntica y es lo que se explicard a continuacion.

Un sistema cudntico, como bien se sabe, tiene asociado un espacio de Hilbert,
el cual estd determinado por todos los estados en los que puede encontrarse al siste-
ma. Los observables fisicos estan representados por operadores hermitianos cuyos
eigenvalores estdn asociados con los valores esperados de esta magnitud, estos se
pueden recuperar a través de la realizacion de mediciones de dicha cantidad. Para una
particula, este espacio de estados se puede descomponer en subespacios asociados a
eingevalores de observables como la energia, la componente del momento angular
en alguna direccién, el momento angular total, el momento lineal, etc., de manera
que puede encontrarse una base de estados que sean invariantes de estos operadores.
Esta descomposicién permite describir completamente a la particula en cualquier
estado, que estard descrito por una combinacién lineal de los estados invariantes de los
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observables de interés. Para un conjunto de particulas', el espacio de Hilbert asociado
estd dado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada una de las
particulas, esto es, para la i-ésima particula se tiene un espacio de Hilbert %/, de
manera que el estado del sistema, |/), es un elemento del espacio de Hilbert

%:@y{i.

Dado que para cada espacio de Hilbert #; existe una base {|e;),};cs, donde J es un
conjunto de indices, puede construirse una base para # tomando el producto tensorial
de la bases, esto es, el conjunto

{®ilej), :iel, jel},

donde [ tiene la misma cardinalidad que el conjunto de subsistemas del total. A
pesar de que se pueden tener otras bases, esta en particular es interesante pues arroja
cierta informacion respecto al comportamiento de los subsistemas como se vera a
continuacion. Si se tiene un estado |'¥') en el espacio Hilbert %, uno puede preguntarse
si existen estados |i;) € #; tales que

1) = (X ys). 1.2.1)

Naturalmente la respuesta a la pregunta anterior es que no siempre es posible encontrar
dichos estados, de manera que puede hacerse una distincion entre los estados que
admitan esta descomposicion y los que no. Cuando un estado se puede expresar como
(1.2.1) se diré que el estado es puro, en caso contrario, el estado se llamar4 enredado
y admitird ser escrito como una combinacion lineal de estados de la forma (1.2.1).
Los estados enredados tienen la particularidad de que la medicién de dos ob-
servables de distintos subsistemas no son independientes una de la otra, es decir, si
el i-ésimo subsistema y el j-ésimo subsistema tiene asociados un observable O; y
Oj, entonces al medir O; se tendrd informacion del observable O; y viceversa, por
ejemplo: si se toma el caso de dos particulas de espin un medio, cuyo espacio de

En el caso de particulas no interactuantes es claro que el espacio de estados del sistema debe
descomponerse asi aunque, en general, la descomposion del espacio de Hilbert del sistema dependera,
en gran medida, del tipo de interaccién que exista entre sus componentes, es decir, del Hamiltoniano al
cual estd sujeto el sistema.



1.2. Estados enredados y operador de densidad 5

Hilbert tiene dimension 2, se toma la base de eigenestados del operador S,, denotados
por {[+);,|-);}.i = 1,2,y se considera el estado

1
ly) = 6(""‘)1 ® [=)a + =) ®[+)2),

se puede saber el valor de SZ1 al conocer el valor de Szz, y viceversa; si el valor que
se mide para la particula 1 es SZ1 = +, entonces, la particula 2 arrojar4 el resultado
S2 = —. Asi, se puede calcular el valor esperado de S} y S? y comparar con S! ® S? a
través de la funcién de correlacién, cuya definicién es

I (8L82) = (St $2) - (SH (S

Cuando el estado es puro, es evidente que la cantidad anterior es cero, y para el estado
considerado no sucederd asi. Un calculo directo lleva a

. 72
(Siy=0, (S!®S2) = -7

de manera que
1 @2 n*
r(sks?) = e *0.

El ejemplo anterior muestra que existe un vinculo entre enredamiento y los valores
de expectacion y esto fue relevante en el trabajo que se hizo, también es de esperarse
que esta cantidad alcance un méximo y esto estard relacionado de manera directa con
el nivel de enredamiento. Al estado que maximiza esta cantidad se le conoce como
estado maximamente enredado.

En mecanica cudntica, el estado de una particula queda totalmente descrito por
su funcién de onda, la cual puede descomponerse en una base dada del espacio de
Hilbert asociado al conjunto de estados que puede tener la particula. Ahora bien, se
puede tener un conjunto de particulas idénticas en distintos estados, cuya probabilidad
dependera de las condiciones en que se generan, de tal suerte que la funcién de
onda del sistema puede verse como una superposicion de productos tensoriales de
los distintos estados que puedan tener las particulas. A este conjunto de particulas
descritas por esta combinacion de estados se le denominard ensamble. En la prictica,
es dificil determinar el conjunto de estados y sus probabilidades, razén por lo que
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es conveniente usar otra forma para describir al sistema, con la que resulta mas
sencillo trabajar con estados enredados. Este método fue introducido por Landau y se
conoce como operador de densidad estadistico o simplemente operador de densidad.
Este objeto contiene toda la informacién relevante al sistema, en particular, sobre el
entrelazamiento que pueda existir entre subsistemas, también permite calcular valores
esperados, como se puede hacer con la funcién de onda. El operador de densidad se
define como

0= w" W) Wal, (12.2)

donde los coeficientes w® son los pesos estadisticos o las probabilidades de hallar
al sistema en el estado |/, ). En efecto, pues al calcular (3|o|/g), que es el valor
esperado de o en el estado |/3) se obtiene

Wglolwg) = D" w™ Wplba) (Waltp) = w*Sap = uP.

Los coeficientes w?, al tratarse de probabilidades, cumplen con
w® >0, Z w? =1,
a

por tanto se sigue
tro=1.

También es claro de su definicién que debe cumplirse que

=0,

es decir, es un operador hermitiano.

Lo siguiente es definir una forma de realizar calculos de las cantidades fisicas del
sistema a partir de su operador de densidad, esto es, como calcular valores esperados
de las magnitudes fisicas. Dado un operador O asociado a un observable del sistema,
su valor esperado estard dado por

(0) = tr(00), (1.2.3)
pues de la definicién del operador de densidad se llega a

tr(00) = " w (0),,
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donde (0}, = (Yal|O|¥a)-
Si se quiere analizar solo una parte del sistema total, es necesario encontrar el

operador de densidad correspondiente a ese subsistema. Dado que el operador de
densidad contiene toda la informacidon del sistema, particularmente, la que proviene
de la interaccién entre sus elementos y de la correlacidn entre observables de estos,
es natural definir el operador de densidad del subsistema trazando parcialmente el
operador de densidad total. Asf pues, el operador de densidad reducido al subsistema
Aes

04 = tr5(0),
donde A denota al complemento de A.
El operador de densidad tiene muchas mds propiedades pero no son relevantes

para los fines de este trabajo. El lector interesado puede profundizar en este tema
consultando las referencias [13, 14].

H 1.3. Entropia e Informacion mutua
En termodindmica y fisica estadistica, se entiende a la entropia como una medida
de la cantidad de microestados que componen un estado macroscépico del sistema
termodindmico en cuestién. Dicho estado tendrd una mayor entropia cuantos mas
microestados puedan componerlo. La forma en que estd definida la entropia, segiin
esta escrita en el epitafio de Boltzmann, es

S=kplnQ, (1.3.1)

donde kp es la constante de Boltzmann y Q es el hipervolumen que ocupan los estados
accesibles del sistema en el espacio fase.

Existe una version cudntica de entropia en la cual no existe, a priori, una nocién
de temperatura, lo cual tiene sentido fisico pues se estd tratando con estado y no
son observables fisicos. La entropia en un sistema cudntico estd relacionada con la
concepcién estadistica para variables aleatorias, a esta cantidad se le conoce como
entropia de Von Neumann y se define por

S = —tr(olog o). (1.3.2)

De acuerdo a (1.2.3), puede pensar a la entropia de Von Neumann como el valor
esperado del operador log 0~!. Debe observarse que esta cantidad es positiva; en el



8 1. Fundamentos

caso de un espacio de Hilbert de dimension finita es relativamente sencillo verificar
esto pues, dado que el operador de densidad es hermitiano, entonces, por el teorema
espectral, existen eigenvalores Ay, Ay, . .., Ag y eigenvectores ey, €2, ...,ep, d < D,
base del espacio de Hilbert, tales que o tiene una representacion matricial diagonal en
esta base. Asi, se sigue que

S == daIn(d,),
a

luego, dado que la traza es invariante ante cambios de base, se puede concluir lo
siguiente

ro= > da=1.

a
Por otro lado, usando el mismo argumento que se uso para w<, se llega a
0 < 4,
Juntando estos resultados se obtiene la desigualdad
0<1,51 = §>0.

Una propiedad importante de la entropia de Von Neuman es la siguiente: supongase
que el operador de densidad est4d dado por

1

=—1u,
QNN

donde 1, es la matriz identidad de dimensién N. Al calcular su entropia se obtiene

S(o)

—tr(o1n o)
N
Z—lnN
i=1 N
= InN,

por lo que la entropia tendrd como cota superior la cantidad

S<InN,
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pues el operador usado para este cdlculo resulta ser un estado cuyo enredamiento es
maximo.

Si se tienen dos operadores de densidad, o y o, para un sistema, se puede calcular
la entropia de o relativa a o a través de la férmula

S(ello) = —tr(o(log ¢ — log 7). (1.3.3)

La entropia relativa mide, en cierto sentido, la diferencia entre los operadores oy o.
En teoria de la informacidén y probabilidad, a la entropia relativa también se le conoce
como divergencia de Kullback-Liebler.

En particular, si se toman dos subsistemas A y B, a partir del operador de densidad
o del sistema, puede calcularse el operador reducido sobre AU B, Ay By luego,
usando (1.3.3), se calcula la entropia relativa entre ambas. A esta tltima se le conoce
como informacion mutua y esta dada por

I(A: B) = S(oaBlloa ® o) = —tr oap(log 0ap —1og 04 ® 0B). (1.3.4)

La expresion anterior es cero si el operador reducido p4p es igual al producto tensorial
de los operadores reducidos o4 y 0B, entonces, la informacién mutua es una medida
del enredamiento entre dos subsistemas de un sistema y arroja informacién de la
correlacién que existe entre los subsistemas, ya que es una cota superior para funcion
de correlacion, pues se tiene

I(A:B) = S(oaBlloa ® oB) (1.3.5)
1
> ElgAB—@A@»QBP (1.3.6)
(tr((0aB — 04 ® 0B)(040B)))?
1.3.7
z 210ATTO5 ] (13.7)
({(0A0B) — (0a) (OB))*
= . 1.3.8
210Al 051 (1.3.8)

Otra propiedad que tiene la informacién mutua es que es semipositiva, pues satisface
I(A:B)>0. (1.3.9)
Ademas, cumple con ser simétrica, esto es

I(A:B)=1I(B: A). (1.3.10)
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Dadas estas propiedades, uno puede pensar que la informacién mutua por si misma
serfa suficiente para definir una métrica, sin embargo, no cumple que la informacién
mutua sea cero cuando se calcula sobre un mismo sistema, de hecho, sucede que

I(A : A) = S(A),

este resultado se sigue de otra definicion equivalente a (1.3.4) como se muestra en
[15], 1a cual es

I(A: B) = S(0a) + S(0B) — S(04B)- (1.3.11)

Para que la informacién mutua sea, efectivamente, una distancia deberia cumplir
I(A:A)=0

lo cual no siempre se cumple pues depende de la regién A y del estado.

No todo esté perdido pues , como se verd mds adelante, puede usarse la informacién
mutua para definir una métrica en funcidn de esta con las propiedades adecuadas para
que cumpla con las axiomas que debe satisfacer una métrica.

B 1.4. Multidimensional Scaling Method (MDS)
En este apartado se detallard el método que se usard para encontrar una representa-
cién euclideana del espacio métrico” originado por el sistema cuéntico. La exposicién
que viene a continuacidn estd basado en [18]. Considérense dos vectores en un espacio

euclideano x; = (xl.l, e, sz)’ X; = (x}, e, xJN), con los cuales se puede calcular la
cantidad
N
k_k
Z xl Xj = Xj.
k=1

Noétese que la magnitud de un vector x; corresponde con

hi = Albii = |Ixll,

ya que, como es usual, la norma de un vector en un espacio euclideano, se define como
la raiz cuadrada del producto de interior del vector consigo mismo.

2Ver [16, 17]
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Dados dos vectores, el dngulo que forman estd dado por
X; - Xj _ bij

Ixillllx;ll - hihy”
de esta manera las cantidades b;; codifican completamente las relaciones entre un con-
junto de vectores, sus magnitudes y el 4ngulo que forman entre ellos. La construccién
anterior puede escribirse como una matriz B de dimensién m X m para un conjunt de
m vectores, cuya entradas estardn dadas por b;;.

En un espacio euclideano de dimensién N se satisface la ley de cosenos para
cualesquiera puntos (vectores) X;, X;, entonces, tomando como punto de referencia a
Xg, se debe cumplir la férmula

d*(x;, X;) = d*(x;,X0) + d*(x;, Xo) — 2d(X;, X0)d(X;, X0) €08 6y,

cosb;; = (1.4.1)

que despejando conlleva a
1
d(x;,Xo)d(xj,X0) cos 0;; = 3 (dz(xi, Xo) + dz(xj, x0) — d*(x;, xj)) . (1.4.2)
Usando (1.4.1) se puede relacionar a los elementos de la matriz B con las distancias y
magnitudes entre los distintos vectores a través de la férmula
1
bij =3 (20, %0) + d(xj,%0) = d(x,%,)) (1.4.3)

Una eleccion estdndar para el origen de coordenadas es el centroide, z, de manera
que el producto interior b;; se ve modificado al recorrerse las componentes de los
vectores como

N
bij = Z(Xf - ) - 25, (1.4.4)
k=1

donde
1 N 1 N . N k
12 kL
Z—(Z,Z,---,Z NZXPN;X;Z’ ; N

Sustituyendo esto dltimo en (1.4.4), reordenando los términos y usando las ecuaciones
(1.4.1)y (1.4.2) se llega a

bij = 5 d2<x,,x,> - Z (%, 1) = Z (X)) + 5 Z d*(xi, xm>)

lml

(1.4.5)
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De esta manera, se tiene determinada la matriz B en funcién de las distancias,
tomando como origen de coordenadas el centroide del conjunto de puntos. Lo siguiente
es encontrar el conjunto de vectores columna {Vi}l.]\i , tales que

B=X"X, (1.4.6)

donde
X=[V1 Vo e VN.]

Noétese que la expresion anterior es Unica salvo una tranformacién ortonormal de
coordenadas pues si X’ = 6X y 676 = I, entonces

B = (X)'X’' = (6X)" (0X) = XT670X = B.

Las propiedades de distancia garantizan que la matriz B sea simétrica, de manera que
es diagonalizable, es decir, existe una matriz A tal que

B = ADAT. (1.4.7)

Entonces, una de las soluciones para la ecuacién (1.4.6) es tomar los eigenvectores
{e;}1<i<n de manera que

X =[Vler - VAyen]. (1.4.8)

donde 1} > Ay > --- > An.

Dado un espacio métrico (X, d), en principio arbitrario, se puede tomar una
coleccion de puntos {py, ..., pm} Y construir una matriz B, segin la férmula (1.4.5),
diagonalizarla y encontrar los eigenvectores, cuyas componentes x', definirdn un
encaje de los puntos {p;}!", en un RP, con D € N. La dimensién del espacio
euclideano al que pertenecen los x; = V/A;e; estard definida por todos los eigenvalores
distintos de cero que se obtengan de la diagonalizacion, es decir, del rango de la matriz
B, mas atin, determinan la dimensionalidad del espacio (X, d). Las coordenadas del
encaje isométrico de los m puntos estardn dadas por

X=[Vlier -+ Vipep 0 --- 0] (1.4.9)

donde d es el rango de la matriz B y 0 es el vector columna cero. Es conveniente
aclarar que la cantidad de vectores 0 esta relacionado con el espacio en donde se quiera
hacer el encaje, como se verd mds adelante con el modelo de Ising en una dimension.
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El encaje hecho a través del MDS puede resultar en un espacio que no sea exacta-
mente euclideano, pero si en buena aproximacion. Se puede considerar que el encaje
es valido si la cantidad

d 1

iz |l

N 2

Zi:] |/li|
es suficientemente pequefia. La forma en la cual se puede cuantificar la distorsién del
encaje es a través de la funcién de esfuerzo

€= (1.4.10)

2
(Zp,q d(p’ Q)dE (Xp’ Xq))
Zp,q dz(pv q)dé(xlh Xq) '

(1.4.11)

donde dg(x,,X,) representa la distancia euclideana, de los puntos p y g, cuyo encaje
en el espacio euclideano corresponden a X, y X,,.

En este punto caben varias observaciones importantes respecto al método. La
primera cosa que hay que notar es que, a pesar de que la matriz es simétrica y
diagonalizable, no puede garantizarse que los eigenvalores obtenidos sean positivos
de tal suerte que las raices cuadradas en (1.4.8) estén bien definidas. En caso de
que existan eigenvalores negativos lo que puede decirse respecto al espacio métrico
con el que se construyé la matriz B es que no es euclideano, es decir, no admite un
encaje isométrico en un R”. Esto no quiere decir inmediatamente que el espacio sea
Lorentziano, ni mucho menos. Puede tomarse (R”, d;)’ y se llegard a que no puede
hacerse un encaje euclideano, lo cual era de esperarse a pesar de que se trate de un
espacio plano, pues la distancia no proviene de un producto interior. Las figuras 1.1
y 1.2 muestran el encaje y los eigenvalores, para este ejemplo, usando el método de
escalamiento multidimensional (MDS). Esto restringe de manera drdstica la forma que
debe tener la distancia en el espacio métrico para que puede encajarse en un espacio
euclideano. A fin de cuentas, el método lo que hace es, en cierto modo, establecer un
difeomorfismo isométrico entre el espacio métrico y un espacio euclideano.

Si se quiere establecer una relacion entre un espacio euclideano y un espacio
generado por un sistema cudntico usando este método, es fundamental definir de
manera adecuada la métrica en el espacio generado por el sistema cuéntico, de tal
suerte que las distancias obtenidas entre los puntos del espacio sean lo més parecidas

3Ver [16, 17]
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Grafica del encaje
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Figura 1.1: Pseudoencaje del espacio generado por el espacio métrico (R?, dy), considerando
400 puntos.

Grafica de los cigenvalores
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Figura 1.2: Grdfica de los eigenvalores de la matriz de productos interiores para (R, d,), con
400 puntos.
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a una distancia que provenga de un producto interior. Esto dltimo implica que la
forma del espacio métrico no es completamente arbitrario, sino que la métrica debe
cumplir con ciertas propiedades para que sea candidato a poder encajarse en un espacio
euclideano y, en un sentido mas profundo, a generar una variedad.

Por supuesto, esta no es la tnica forma de verificar que el espacio generado sea
un espacio euclideano donde la distancia sea inducida por un producto interior, sin
embargo, es una forma rdpida de corroborarlo y entender mejor la emergencia del
espacio. También, como sugiere Carroll en su trabajo [1], puede verificarse usando
el cdlculo de Regge [19]. Aun asi, debido a que ambos enfoques yacen en la misma
estructura geométrica, debe ser indistinto el método que se use para corroborar la
teorfa.

El siguiente capitulo desarrollard la forma en que se puede obtener un espacio
métrico a partir de un sistema cudntico, usando la entropia de entrelazamiento para
definir distancias en este espacio. Se revisaran las propiedades de este espacio discreto
que, en un limite adecuado, debe resultar en un espacio continuo.
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—Capitulo 2

Geometria emergente debida al
entrelazamiento cuantico

En este capitulo se buscard establecer la geometria emergente a partir de un sistema
cudntico dado. La pieza clave para obtener un espacio métrico a partir de este sistema
es la informacién mutua o la entropia de entrelazamiento, pues definira la distancia
entre puntos correlacionados. Se desarrollard aqui la teoria que puede encontrarse en

[1].

B 2.1. Entropia y geometria

Como ya se menciond, la forma en que se establecerd la conexién entre un sistema
cudntico y un espacio euclideano serd a través de la entropia de entrelazamiento. Lo
primero a desarrollar para tener una mejor idea de por qué es posible que exista este
puente es la Ley de area de entropia. El ejemplo cldsico en donde se tiene una ley
de drea es un agujero negro, cuya entropia en 3+1 dimensiones estd dada, en unidades
naturales, por

2n 4

idiy 2.1.1)
&

SBH =
donde £, es lalongitud de Planck reducida y 4 es el drea del horizonte de eventos. Esta
cantidad resulté sorpresiva y un tanto extrafia, pues para un sistema termodindmico
clasico se sabe que la entropia es proporcional al volumen del sistema debido a que
es una cantidad extensiva. Esta propiedad de los agujeros negros, o de cualquier
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otro sistema que cumpla con una ley de drea, debe ser una consecuencia de alguna
propiedad del espacio de Hilbert que lo describe.

Por ejemplo, si se considera un conjunto de qubits arreglados en una reticula cuyo
espaciamiento entre cada elemento sea £y y cuyos lados midan r, entonces el niimero
total de qubits es propocional al volumen de la reticula de dimensién D, esto es

D
-
x| — .
" (50)

Por su parte, el espacio de Hilbert del sistema completo tendrd por dimensién N = 2".
Si el sistema estd maximamente enredado entonces la entropia asociada al operador
de densidad que lo describe estard dada por

Smax « logy N = n,

es decir, la entropia maxima del sistema es proporcional a su volumen. No obstante,
Bekenstein argumenté que en un agujero negro gran parte de los estados incluidos en
el cédlculo no son fisicos y, en consecuencia, la entropia de un sistema de masa M y
tamafio lineal R estd acotada por la cantidad

S <27nRM.

Dado que un sistema que satisfaga la desigualdad GM > R/2 colapsard eventualmente
en un agujero negro, se puede concluir que (2.1.1) representa mas bien una cota
superior a la entropia de cualquier sistema en el espacio. Esta constriccidn se conoce
como la cota holografica. Si fuera posible construir un estado con una entropia alta
y una energia menor a la de un agujero negro, este estado colapsaria a un agujero
negro, lo cual harfa que su entropia disminuyera violando asi la segunda ley de la
termodinamica. La cota de Buosso es una versién covariante de la cota holografica
y con ella ‘t Hooft y Susskind postularon el principio holografico, el cual puede
enunciarse como: En teorias con gravedad, el niimero total de grados de libertad
verdaderos dentro de cualquier region es proporcional al drea de la frontera de la
region. Dicho sistema puede describirse por un espacio de Hilbert con una dimensién
aproximadamente dada por

D-1
dim % ~ &5 ~ exp(gl) . (2.12)
0
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Este tipo de comportamientos también se observa en sistemas cudnticos, como sucede
en materia condensada, donde no se consideran efectos gravitacionales.

Se dice que un estado |/) obedece una ley de area si la entropia S4, asociada a
una region A en el espacio, de la matriz de densidad reducida pa = tr |¢) (¥|, puede
aproximarse como

Sa=na+---, (2.1.3)

donde 4 es el area de la frontera de la region A y 7 es una constante. Dicho de otro
modo, el término dominante en la entropia es proporcional al drea de la frontera de
la regién considerada. Este tipo de comportamiento se observa en la mayoria de los
estados de energia baja en teorias cudnticas de campos con corte en el ultravioleta y
aquellos sistemas discretos en materia condensada con hamiltonianos con interaccién
de corto alcance o de interaccion finita entre los distintos componentes. En esta
direccién, Ryu y Takayanagi mostraron que, en una teoria de campos conforme, la
entropia de una region estd relacionada con el drea de una superficie extremal en la
geometria del bulto dual a la teoria [4].

La existencia de una ley de drea no implica por si misma un comportamiento
hologréfico. La holografia es un postulado acerca del nimero de grados de libertad
en una region, lo cual estd relacionado con la entropia maxima posible y no con la
entropia de algin estado en especifico como en (2.1.3).

Conforme el espaciamiento entre qubits, £y, tienda a cero, la dimension del espacio
de Hilbert se volvera infinita como sucede en cualquier teoria cudntica de campos y, en
consecuencia, sucede que la entropia de cualquier region en el espacio sea divergente.
Esta tltima cantidad puede regularizarse, como usualmente se hace con las cantidades
fisicas en teorfa de campos, tomando una versién cudntica de la cota de Buosso. El
procedimiento consiste en sustraer a cualquier estado con operador de densidad o4 en
una regién dada, la entropia del vacio de la teorfa, con operador de densidad 4. Esta
cantidad se conoce como entropia de Casini y estd dada por

AS = S(oa) — S(oa) = —trogzlogos +troslogoy. (2.1.4)

La entropia de Casini resulta ser finita a pesar de que las entropias del vacio y del
estado en cuestion sean infinitas. Cabe la pregunta de si el espacio de Hilbert fisico es
de dimensién infinita y la cota holografica estd referida a un entropia medida desde la
entropia del vacio o si es de dimensidn finita y la regularizacién es un truco matematico
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conveniente para controlar las divergencia que conlleva el tratar con sistemas con
grados de libertad infinitos.

Dado este contexto se puede ir mds alld y suponer que la cota hologrifica no es
una desigualdad sino que toda region del espacio la satura, esto es, cada region del
espacio tiene una entropia que obedece una ley de érea. El trabajo de Jacobson [3]
muestra que si la fisica en la regiéon UV mantiene la entropia finita, entonces a través
de un argumento termodindmico se obtiene la emergencia de la gravedad y viceversa.
En ese sentido se puede relacionar a la entropia con la gravedad y geometria.

Lo siguiente es describir la forma en que puede generarse un espacio a través de
la entropia en sistemas que obedezcan una ley de drea, y esto se hard en la siguiente
seccion.

B 2.2. Construccion de la geometria
Un sistema cudntico general tiene asociado un espacio de Hilbert, #, el cual es
un espacio vectorial con un producto interior y completo respecto a la norma que
induce dicho producto interior. Para este espacio siempre puede encontrarse una base
{|#i)}ier, donde I es un conjunto de indices cuya cardinalidad puede ser finita o
infinita, la cual satisface la condicién

(Bilgj) =06i.  Vijel (2.2.1)

Si se quiere obtener mayor informacién respecto al sistema es necesario conocer el
hamiltoniano al cual esta sujeto. A su vez, puede conocerse mds respecto al espacio
de Hilbert si se sabe como puede descomoponerse, ya sea en suma directa o en
productos tensoriales de subespacios de este espacio. Es claro que la forma explicita
del hamiltoniano dependeré tanto de la base que se utilice para el espacio de Hilbert,
como de la descomposicién que se haga de este tiltimo. Por ejemplo, para un par de
osciladores armoénicos acoplados se puede usar la base dada por los modos normales
del sistema. En esta descripcién, el hamiltoniano aparece como la suma de dos
términos, asociados cada uno a un oscilador arménico y sin acoplamiento entre ellos.
Esto sugiere descomponer al espacio de Hilbert en los dos subespacios asociados a
cada uno de los osciladores desacoplados, haciendo muy f4cil hallar, por ejemplo,
el estado base de la teorfa. A pesar de la simplicidad del tratamiento anterior, debe
recordarse que los modos normales estdn asociados con estados del sistema completo,
y no son propios de solo uno de los dos osciladores originales. El ejemplo anterior pone
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en evidencia que no toda descomposicién del Hamiltoniano se corresponde con lo que
visualizariamos como una separacién del sistema en las partes que considerariamos
como sus constituyentes. Asi, una de las cosas que hay que contemplar es que la
descomposicién elegida corresponda a una en subsistemas y no de los diferentes
eigenestados colectivos de todo el sistema considerado. La primera suposicion que se
har4 sobre el espacio de Hilbert, #, asociado a los estados de un sistema cudntico es
que admite la siguiente descomposicion

H = ®5{a, (2.2.2)

a€cA

donde los componentes #, son espacios de dimension finita y corresponden a subes-
pacios asociados a subsistemas del espacio total. Al suponer que los subespacios H,
son de dimension finita se estd aceptando que el espacio de Hilbert de una regién
en el espacio y su entropia estan relacionados con un conjunto finito de grados de
libertad. Dichos espacios de Hilbert corresponderdn a un conjunto de puntos, es decir,
el conjunto

X ={Ha}aea, (2.2.3)

serd el espacio donde se definird, a través de la informacién mutua, una métrica para
volverlo un espacio métrico. En [1], se construye un grafo cuyos vértices corresponden
a los elementos de X, y se coloca una arista entre cualesquiera dos de estos dltimos para
los que la informacién mutua no sea nula. En principio, las aristas no estdn dotadas
de una longitud a la que se le pueda llamar distancia entre los vértices. La distancia
la introducen después de manera que el grafo se convierte en un espacio métrico. Si
bien esta representacion puede facilitar la visualizacion de las conexiones entre los
distintos vértices, existen sistemas no triviales donde se puede caer en errores que,
de alguna manera, distorsionen la conexién entre el sistema cudntico y la geometria
que genera, dicho de otro modo, no se debe presuponer una geometria a priori aunque
parezca evidente del grafo generado. Este trabajo, a diferencia de lo hecho por Carroll
y compailia, perseguird la construccién de un espacio métrico discreto que tenga
una realizacién geométrica a través del método de multiescalamiento dimensional
presentado en el capitulo 1. Otra diferencia, al menos conceptual, es que no se
considerard la existencia de un espacio o la nocién de localidad, a priori, como ellos
hicieron en sus ejemplos. Esto porque puede considerarse, siendo estrictos, que el
argumento es redundante, ya que parten de una teoria cuantica en donde la nocién
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de espacio existe y calculan la informacién mutua entre ellos para generar el espacio
donde estd definida la teorfa. Claro que es un buen ejercicio para verificar que la
teoria sea, por lo menos, consistente. No obstante, si de verdad son las interacciones
cudnticas las que generan el espaciotiempo, entonces se debe dejar de lado la idea
espacio, de manera que la teoria resultante lo haga emerger como una consecuencia
de la misma.

Considérese una regién en el espacio U y {W;};e; una coleccion de subregiones
que no se traslapan entre si y que cubren al espacio. Para estados cuyo enredamiento
es de corto alcance, la entropia de U puede aproximarse a través de la funcién de corte

1
SW) = 5 D I(Wa : W), (2.2.4)
aeU, BeUc°

donde U¢ denota al complemento de U. Esta igualdad muestra que es suficiente
conocer la informacién mutua entre subregiones contenidas dentro de una regién mas
grande y subregiones dentro de su complemento para determinar la entropia de dicha
region.

Se puede conjeturar que la informacién mutua captura todo la informacién de la
geometria en este granulado que se ha hecho del espacio para estados que obedezcan
una ley de drea. Para este tipo de enredamiento, es suficiente con determinar la
informacién mutua entre todos los distintos factores para determinar su entropia,
aunque esto no suceda para cualquier estado, en general. Asi, si se toman particiones
mads grandes del sistema, la informacién debida a la entropia de entrelazamiento serd
redundante pues ya estard capturada en la informacién mutua de sus componentes
més pequefios.

Se han discutido algunas de las propiedades de los estados que obedecen una ley
de area, en donde existe una nocidn clara de espacio y localidad. Lo siguiente es pensar
en un contexto mds general o, mejor dicho, en las propiedades de dichos estados y del
espacio de Hilbert al que pertenecen, de manera que se tenga una forma de identificar
un estado que obedece una ley de 4rea sin la necesidad de introducir la nocién de
espacio. Asi, un estado que obedece una ley de drea, serd aquel cuya entropia puede
determinarse a través del conocimiento de la informacién mutua entre los distintos
factores en que se descomponga el espacio de Hilbert. A este estado se le dird, segin
[1], redundantemente constrefiido. De forma mads precisa, un estado |¢) € #, donde
# admite una descomposicién como en (2.2.2), se dird redundantemente constreiiido
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si para cualquier subsistema A construido a partir de un subconjunto de {#,}, su
entropia de entrelazamiento puede calcularse con la funcién de corte (2.2.4), donde
Wao — Ha, es decir, W, serd el subsistema cuyo espacio de estados es #,.

Dado un estado |¢) € # redudantemente constrefiido se calcula su operador de
densidad o y después la informacién mutua, o su entropia de entrelazamiento, entre
los distintos subsistemas #; de la descomposicién de #, con la finalidad de establecer
un criterio de distinguibilidad. De acuerdo a [1], se puede realizar un grafo tomando
como vértices todos los subespacios H,, este serd el conjunto de vértices, V, del grafo
G y se trazan aristas entre aquellos cuya informacién mutua sea distinta de cero. El
grado de un vértice se define como el nimero de aristas que salen de él, entonces, de
acuerdo a la funcién de corte y a la cota en la entropia se tiene

grad(Wy) = Z I(Wy : Wg) < 28max(Wa) < 210D, (2.2.5)
B

donde D, = dim #,. Esta expresion serd analizada mds adelante a la luz de los
resultados obtenidos por Carroll y los obtenidos en este trabajo ya que lleva a un
problema serio respecto a uno de los ejemplos mostrados en [1] y el modelo de Ising
en 1D, pues no la satisfacen. Para un sistema de espines, cada espacio de Hilbert de
sus componentes tiene dimension 2, al sustituir en (2.2.5), se obtiene

grad(#,) < 2In2 ~ 1.3863,

en consecuencia, ningin sistema de espines podria generar, por si solo, siquiera un
espacio de dimensién 1, pues no podria conectarse con mds de un subsistema, mientras
que en [1] presentan el espacio generado por una cadena de Heisenberg antiferro-
magnética, considerando como vértices los espacios de Hilbert de cada espinor. De
hecho, en su ejemplo, cada espacio comparte informacién con los demas elementos.
Debido a lo anterior, la idea de considerar una gréfica con aristas pesadas a través de la
informacién mutua no parece una idea aceptable. En cambio, si simplemente se piensa
en los espacios de Hilbert como puntos en un espacio métrico, no se estd limitado a que
satisfagan dicha expresion. Ahora bien, esto repercute fuertemente en que la entropia
de cada subsistema no puede expresarse como (2.2.4), no son estados redudantemente
contrefiidos, o bien, la definicién de estado redundantemente constrefiido es deficiente.

Para volver al conjunto X, dado por (2.2.3), en un espacio métrico es necesario
definir una distancia. Se seguird considerando que el ndmero de subsistemas que se
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relacionan entre ellos son finitos, debido a que las interacciones siguen siendo de corto
alcance. Asi, dados dos espacios entrelazados H,, y #,, los cuales serdn mapeados
en el conjunto X como H, — py #Hp + ¢, se determina su distancia a través de la
expresion

d(p. q) = (O(I(Ha : )/ Io). (2.2.6)

donde Iy es una constante de normalizacidn asociada a dos subespacios cuya informa-
cién mutua sea maxima y ¢ es una constante asociado con la longitud caracteristica
del sistema. La funcién @ debe ser mondtona decreciente y positiva. Esta funcién
estard determinada por el tipo de sistema que se esté trabajando, particularmente, con
el comportamiento de la informacién mutua respecto a los distintos subsistemas. Se
espera que la informacién mutua entre los subsistemas #, y #}, sea funcién de estos,
es decir
1(#Hq = Hp) ~ f(a, D),

donde a, b son naturales. En principio, no puede asumirse una forma explicita de la
funcién f, aunque pueden hacerse ciertas suposiciones respecto a ella, usando las
propiedades que debe cumplir la informacién mutua. Dado que la informacién mutua
siempre es positiva, la funcién f también debe serlo, debe ser simétrica, es decir, debe
cumplir f(a, b) = f(b, a), también debe considerar que si el sistema es isotrépico,
entonces debe ser invariante ante rotaciones. Asi, una buena suposicion es que la
informacion mutua sea
1(Hq = Hp) = ¢(lla = DI]),

donde | - | es la norma usual para el caso euclideano. Si el comportamiento es de esta
manera, entonces la funcion ® debe ser

O ~ cp_],

de tal suerte que
d(p, q) = klla - bl|,

con k una constante positiva de proporcionalidad de acuerdo al sistema bajo conside-
racion.

Cuando dos vértices no se encuentren conectados por una arista, por la misma
construccion del grafo, existird cuando menos una trayectoria entre dichos vértices
que consistird en una sucesioén de vértices que si esten conectadas a través de una
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arista. En estos casos, se pueden definir distintas distancias; en [1] sugieren tomar el
minimo de la suma de las distancias, sin embargo, esta distancia conllevaria a generar
espacios métricos con mayor similitud a (R”, d,), en lugar del espacio euclideano en
donde se pretende encajar el espacio (X, d).

En virtud de lo expuesto arriba, la distancia entre dos puntos cualesquiera p y g
del conjunto X estard dada por

d(p, q) sil(Hy, : Hy) # 0,
ming {\/Z:‘io Jz(pl-,p,-+1)} en otro caso,

d(p,q) = (2.2.7)

donde pg = py pm+1 = ¢, y 6 son todos las formas posibles que hay de llegar de p
hasta ¢ por una sucesién de aristas. De esta manera, el conjunto (X, d) resulta ser un
espacio métrico.

Aqui hay un diferencia sutil pero importante para poder encajar el espacio ge-
nerado por el sistema cudntico en un espacio de dimensiéon > 2. En cierto sentido,
esta definicion recuerda la forma en que deberian de ser las distancias en espacios
euclideanos y si, esa es la intencidn, pues se busca tener una distancia lo mas parecida
a la de un espacio euclideano para que provenga de un producto interior, justo como
se discutié al final del capitulo 1.

La métrica que se propone en [1] es de la forma

k-1

d(p,q) = ming D" d(pn, prs1),
n=0

que, esencialmente, es muy similar a la métrica d, y, como ya se mostrd, no admite
un encaje a través del MDS con la matriz de productos interiores.

Lo mas importante de la estructura en la que yace la relatividad general es la
métrica, pues esta dicta la forma que toma el espacio, la cual a su vez estd determinada
por el contenido de materia. Asi, si el espacio es emergente desde esta perspectiva,
lo que debe de seguir prevaleciendo es el concepto de producto interior, dado por la
métrica, sobre cualquier otra cosa.
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—Capitulo 3

Geometria emergente en el modelo de
Ising

En este capitulo se implimentard la teoria desarrollada en el capitulo 2 para
el modelo de Ising en 1D y 2D. Se comparara el comportamiento de los espacios
obtenidos mediante la férmula propuesta por Carroll y lo que se propone en este
trabajo, basados en la observacién hecha al final del capitulo 1.

En sentido estricto, se deberia de calcular la entropia de entrelazamiento de cada
subsistema considerado (1.3.4), sin embargo, realizar dicho célculo suele ser muy
dificil y, en ciertos casos, s6lo se puede hacer mediante métodos numéricos. Si se
utiliza la matriz de transferencia, que se definird més adelante, se puede calcular
directamente la entropia de entrelazamiento haciendo uso de la descomposicidn de
Schmidt, como puede verificarse en [20]. También puede calcularse usando el método
de Corner Matrix Transfer introducido por Baxter [21]. En el modelo de Ising se
pueden implementar ambos esquemas para calcular directamente la informacién
mutua, no obstante, en una primera aproximacion, es mucho mas sencillo calcular los
correladores a través de la matriz de transferencia para verificar la teorfa. Lo que se
estd buscando en este trabajo es comprobar la validez de la construccién propuesta en
[1], més que nada, en las condiciones adecuadas. Realizar el cdlculo de la entropia de
entrelazamiento conlleva a detalles mas técnicos y de calculo que fisicos, por lo que
no se obtendria informacion adicional sobre los fundamentos de las ideas de Carroll ni
tampoco se tendria un mejor entendimiento de la fisica en la que yace todo lo expuesto
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en los capitulos anteriores.

Entonces, al igual que Carroll, se usardn los correladores como una estimacion
de la informaciéon mutua entre subsistemas, con la principal diferencia de que, en
este caso, el cdlculo se realiza usando la matriz de tranferencia. De manera que en
ninglin momento se introduce una teoria cudntica de campo como hizo él en su trabajo,
ni nocién alguna de espacio como se verd mds adelante. Para el modelo en 1D se
recupera un espacio unidimensional como un segmento de recta, mientras que el
modelo 2D tiene ciertos problemas técnicos para realizar el calculo de los correladores
de espin, por lo que se usé la funcién de correlacién del pardmetro de orden, con
esto se recuperd un espacio plano en la temperatura critica y, para valores cercanos a
esta dltima, se observé una ligera deformacién en los bordes del segmento de plano
generado. La deformacidn hallada en este tltima caso se debe la eleccion de la funcién
que se usd para construir la distancia.

La razon por la cual se estudiaréd el modelo de Ising son sus multiples aplicaciones
a varios problemas fisicos. En una dimension es relativamente sencillo obtener la
informacién termodindmica del sistema tales como la magnetizacién, la energia
libre, la capacidad térmica especifica, etc. Cuando se considera el modelo en dos
dimensiones las cosas se ponen mads interesantes debido a que existen transiciones de
fase en el sistema y los cdlculos resultan bastante complicados. La solucién exacta a
este problema en dos dimensiones la dio Onsager y se han hecho estudios exhaustivos a
través de su solucién. En particular, se tiene una férmula exacta para hallar el correlador
de espin-espin de dos puntos [22]en este sistema, no obstante, la expresion es bastante
complicada a pesar de hacer varias aproximaciones, como se verd mds adelante. En el
caso de tres dimensiones s6lo se conocen soluciones aproximadas a través de teorias
de campo o usando el método de campo medio y métodos de renormalizacién. Asi
pues, el modelo de Ising es uno de los primeros en estudiarse cuando se adentra
a los conceptos antes mencionados como parte de la herramienta para entender el
modelo estdndar de particulas. También es importante su estudio cuando ocurren
fenémenos criticos por su universalidad, esto quiere decir que muchos sistemas tienen
comportamientos diferentes dependiendo de sus interacciones y temperatura, sin
embargo, cerca de la temperatura critica todos muestran comportamientos similares.
Asi pues, al entender qué sucede en el modelo de Ising en éste régimen, se entienden
muchos otros sistemas que, en principio, pudieran ser mds complicados de analizar.

Debido a lo anterior, usar el modelo de Ising como prueba para la teoria desa-
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rrollada en los capitulos anteriores suena bastante sensato, considerando que puede
presentar un comportamiento de ley de 4rea en la entropia cerca de la tempertura
critica.

En los dos ejemplos que se trataran mas adelante, se tomara el espacio de Hilbert

del sistema como
N
7 = ® }[espl’n,
i=1

donde Hegpim corresponde al espacio de Hilbert asociado a cada espin.

l 3.1. Modelo delsing en 1D
El hamiltoniano para un sistema de particulas con espin 1/2, sumergido en un
campo magnético constante con magnitud constante / y transversal al sistema, esta

dado por la expresién
H:—hzai—fzmaj, (3.1.1)
i (i)
donde (i, j) significa a primeros vecinos; en el caso en una dimension es claro como

realizar la suma con un sélo indice. Para este sistema se puede considerar un ensamble
de Gibbs, el cual tiene por operador de densidad

o= —ePH (3.1.2)

donde Z es la funcién de particién del sistema y estd dada por

ZN=Z-~~Zexp —ﬁhim—ﬂ]Z(na‘j, (3.1.3)
S1 SN i=1

(6.

esta dltima expresion puede reescribirse como

N N N
L
ZN :Zl_llexp KZO'i+10'i+EZ;(o-,-+o-,-+1) , (3.1.4)
S 1= 1 i=

donde K = 8J, L = Shy el segundo término se ha rearreglado con la condicién de
frontera Sy +1 = 51 de manera que la expresion quede simétrica. Para poder calcular
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la funcidn de particion se utiliza un método conocido como matriz de transferencia T,
la cual permite escribir a la funcién de particién como

N
zv=), [|rwicu. (3.1.5)
SiaSn i=1
donde
L
T(oi, 0i41) = CXP(KO'iO'i+1 + E(U'i + 0'i+1))- (3.1.6)

Esta ultima expresion puede arreglarse en una matriz 2 X 2 para los distintos valores
de 0; = £1 y 041 = +1, de manera que se tiene

_|exp(K + L) exp(-K)
B [ exp(-K)  exp(K — L)} ’ G.1.7)

T(+,+) T(+-)

=y 1=

Asi, la funcién de particién puede escribirse como
Zy =tr TV, (3.1.8)

Debido a que la matriz de transferencia es simétrica, puede diagonalizarse de manera
que existe una matriz D y una matriz ortogonal A tal que

D =ATA L

Como la traza es invariante ante transformaciones de similaridad, se puede concluir
que
Zn = tr(TN) = AN 4 AV, (3.1.9)

donde 4;; son los eigenvalores de la matriz de transferencia. De acuerdo a (3.1.7), los
eigenvalores de la matriz de transferencia para el modelo de Ising en una dimension
son

A2 =efcosh L + \/eZK cosh® L — 2 sinh(2K), (3.1.10)
en consecuencia, la funcién de particion, seguin (3.1.9), es

/lN

/1N
zN=,1{V(1+i). (3.1.11)
1
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Por la forma en que se han etiquetado los eigenvalores, se tiene que A; > Ap. Asi, se
puede hacer la siguiente aproximacién en el limite termodinamico, es decir, cuando
N — o

/IN
Zy = lim AN [1+ =% | =V,
N N—ooo 1 /l{V 1
que tiene sentido fisico en tanto que no se espera que el espacio sea generado por unos
pocos puntos.
El correlador de dos puntos puede calcularse usando el método de la matriz de
transferencia, ya que para el operador de espin del a-ésimo espinor, o, y el operador

de espin del b-ésimo subsistema, 0, estard dado por

(Oqop) = %tr(o‘an exp(—,BI:I)), (3.1.12)

donde a > b. Después de un rato de dlgebra, al igual que con la funcién de particién,

se obtiene N—(acb) N-—(ah)
—(a— n _p yN—(a-
/11 /lg + /1‘11 /12

(qop) = , (3.1.13)

N , N
T+ A4
esta expresion puede reescribirse, en el limite termodindmico y en ausencia de campo
magnético externo, como

(040p) = tanh(J/T) 4. (3.1.14)

Noétese que este procedimiento funciona de igual forma si a < b, intercambiando a
por by viceversa, de manera que puede escribirse

(o) = tanh(J/T)14b!, (3.1.15)
Por tanto, la informacién mutua entre el espinor a-ésimo y b-€simo es
I(a : b) ~ tanh(J/T)*147?1, (3.1.16)

ya que {o,) = 0, pues no tienen una direccién predilecta para alinearse debido a la
ausencia de campo magnético externo. Asi, tomando ®(x) = | In(x)|, la distancia entre
los puntos en (X, d) es

2lla-b|

d(a, b) = 2€|a - b||In(tanh(J /T))| = ;

tla—b|. (3.1.17)



32 3. Geometria emergente en el modelo de Ising

Comportamiento de la distancia caracteristica respecto a T’

-~

L L L L L
100 200 300 400 500

Figura 3.1: Grdfica de la longitud caracteristica del sistema en funcion de la temperatura con
J=1

donde ¢ = 1/|In(tanh(J/T))| y £ = 2¢/£. Se puede apreciar una dependencia en la
temperatura de la distancia entre los distintos puntos. la gréfica de £(T') como funcién
de T se muestra en la figura 3.1.

Ya que se tiene el espacio métrico (X, d), donde X = {#*}i=1 . n.con H* el
espacio de Hilbert de estados de particulas con espin 1/2, y la distancia d, dada por
(3.1.17), puede construirse la matriz B de acuerdo a la expresion (1.4.5). Una vez
determinada B, se diagonaliza para encontrar sus eigenvalores y sus correspondientes
eigenvectores para construir la matriz X (1.4.9), que especifica las coordenadas del
encaje del espacio métrico (X, d) en un R3 o R?.

Se muestra el encaje en 3D del espacio obtenido para 1000 puntos en la figura 3.2.
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Grafica del encaje
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Figura 3.2: Encaje en 3D del espacio obtenido para el modelo de Ising en 1D para una
temperaturade T =315 K

La figura 3.3 muestra el encaje del mismo espacio generado en R?

Encaje en 2D
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Figura 3.3: Encaje en 2D del espacio obtenido para el modelo de Ising en 1D para una
temperaturade T = 315 K

Los eigenvalores obtenidos al realizar la diagonalizacion de la matriz B se muestran
en la gréfica 3.4. Aqui debe observarse que existe s6lo un eigenvalor dominante sobre
los demds, con trece 6rdenes de magnitud de diferencia respecto al mds cercano. Este
comportamiento estd determinando la dimensionalidad del espacio generado, es decir,
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surge del tratamiento que se estd utilizando. De esta manera, puede determinarse tanto
el encaje como la dimensionalidad del espacio emergente, usando el MDS.

Grafica de los cigenvalores
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Figura 3.4: Grdfica de los eigenvalores obtenidos para 1000 puntos del modelo de Ising a
T=315K

0 3.2. Modelo de Ising en 2D
El hamiltoniano para un modelo de Ising en 2D es similar al mostrado en (3.1.1),

salvo que en este caso cada espinor interactiia con cuatro vecinos, considerando un
arreglo cuadrado (ver fig. 3.5), aunque pueden ser tres vecinos en un arreglo de panal
de abeja (ver fig. 3.6); también podria usarse una estructura triangular. Por simplicidad
se tomard el caso del la reticula cuadrada con condiciones de frontera periddicas, de tal
suerte que el sistema tenga la fopologia de un toro, ademds de invarianza traslacional.

Figura 3.5: Reticula cuadrada para el modelo de Ising en 2D

En dos dimensiones, el modelo de Ising tiene propiedades termodindmicas que
no tiene el modelo de una dimensién. Existen transiciones de fase a una temperatura
distinta de cero; ocurre una magnetizacién espontdnea en el sistema debido a la
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Figura 3.6: Reticula hexagonal para el modelo de Ising en 2D

interaccidn entre los distintos espines de las particulas, etc.. En [23] puede verificarse
que, usando el método de la matriz de transferencia, se puede determinar la funcién
de particion hallando su eigenvalor mds grande. Para este modelo, la matriz tiene una
dimensién 2" x 2". A su vez, el método de la matriz de transferencia ya no resulta util
para realizar el cdlculo de los correladores de espin-espin entre las distintas particulas,
es por ello que se utilizan métodos de teoria de campos, expansién en cimulos, etc.,
para realizar los cdlculos pertinentes. Si bien es cierto que se conoce la expresion
exacta para los correladores, por su complejidad es necesario desarrollar un programa
computacional para hacer los calculos. La férmula para los correladores varia, segin
la temperartura, pues hay distintas aproximaciones cuando la temperatura es menor
que la temperatura critica, T, o cuando es mayor.

Respecto al célculo de los correladores de espin-espin en este modelo existen
varios trabajos, en particular [22], donde dan una expresién completa de ellos. En
general, los correladores toman diferentes formas bajo distintas condiciones o métodos.
Entonces, realizar este cdlculo no es cosa sencilla y es mucho mds complicado estimar
la entropia de entrelazamiento, como puede verificarse en [24]. Otra cosa que hay que
considerar es que, si bien los estados base de la teoria obedecen una ley de 4rea [25]
en 1D y 2D, no es claro que eso mismo suceda para un ensamble térmico.

Segun [22], el correlador de dos puntos cuando T’ < T, es

(o0,00m,n) = ST exp(=F<mn), (3.2.1)

donde
S< =[1 - (sinh28J)~4]"/4, (3.2.2)
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Foun = ) Foy. (3.2.3)
n=1

. 2 . e,
Las funciones Fi A';)N tiene una expresion integral bastante extensa que puede consul-

tarse en el articulo citado. Mientras que para temperaturas superiores a la temperatura

critica el correlador sera
k—
> 6y exp(z Ff,(;),v). (3.2.4)
n=1

k=1

(o000m,N) =S

donde
§> = [(sinh BJ)* = 1]'/4,
G(2k—1)

y las funciones G, \; también tiene una férmula integral que puede revisarse en [22].

En primera instancia, el correlador de dos puntos puede calcularse a cualquier
temperatura, no obstante, la entropia no obedece siempre una ley de 4rea, esto tltimo
s6lo sucede cerca de la temperatura critica 7. [26]. El correlador de dos puntos cerca
de esta temperatura y cuando el niimero de espines es suficientemente grande, esta
dado por la expresién

(00.00m.N)7, = (1= ) Fe(t) + o(R7)], (3.2.5)

donde las funciones £, dependen de J, M y N a través de la variable r = |72 + 27 —
1|(z(1 = z?))R, z = tanh 8J y R = VM? + N2, s = (sinh 8J)~*. Los subindices +
denotan si se estd en un régimen por encima de la temperatura critica o por debajo,
respectivamente. Al igual que en el modelo en una dimensidn, en ausencia de campo
magnético externo, se cumple
<O-a> =0,

por lo que la informacién mutua quedard en funcién del correlador (3.2.5). Las
funciones F.(r) no tiene una expresién sencilla o manejable para cualquier M, N,
s6lo tienen una férmula relativamente sencilla en los limites cuando ¢ tiende a cero o
infinito. As{ pues, para cualquier valor de M, N debe usarse la expresion completa de
las funciones F.(¢), la cual es, para temperaturas por debajo de la temperatura critica,
la siguiente [22]

F(r) = exp(— i f<2">(t)), (3.2.6)

n=1
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donde

7200 =yt [Cane [0 dyzn]_[ 2 ﬂ(yZ, )

yi— 1(yj + yj+1) j=

tyj

y se tienen las condiciones de frontera y,,+; = y;. Para las funciones por encima de la
temperatura critica se tiene

E.(t) = GO)F_(1), (3.2.7)
con .
G(r)= ) ), (3.2.8)
k=0
y

2k+1

o0 oo 2%k
g(2k+1)(t) = (—1)"77_21‘_1/1 a’yl---/1 dyar+1 l_l l_[(Yj"‘)’jH)_l

j=l Y7 = 1=

k
<[ ]03 - 1. (3.2.9)
j=1

e i

Si bien puede implementarse un programa para calcular directamente esta cantidad,
no es la dnica funcién de correlacion para el modelo de Ising. Existe otra cantidad
conocida como el pardmetro de orden dado por [23]

M= < / drzm(7)>, (3.2.10)
donde m(7) es la densidad del parametro de orden. La funcién de correlacion serd

L(F) = (m(F)m(0)) — (m(F)) (m(0)) . (3.2.11)
Cuando hay invarianza traslacional e isotropia y con una temperatura 7 > T, la

funcién de correlacién para el pardmetro de orden es

/&
() = < — (3.2.12)

donde ¢ es la longitud de correlacion, la cual es funcion de la temperatura.
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3.2.1. Exponentes criticos

En los sistemas en los que ocurren transiciones de fase y fendmenos criticos, exis-
ten cantidades medibles que tienen una singularidad, esto es, tiene un comportamiento
divergente. Para poder describir su naturaleza se definen los exponentes criticos, los
cuales se denotan por @, 3, v, 9, 17, v. Se usaré la cantidad

T-T.
=

T 5 (3.2.13)
que, por definicién tiende a cero cuando la temperatura T tiende a la temperatura
critica T;. En dicho limite se asumird que cualquier cantidad termodindmica puede
descomponerse en una parte regular, que permanece finita aunque no necesariamente
continua, y una parte singular que puede ser divergente o tener derivadas que lo sean.
Se asumird que esta parte es proporcional a una potencia 7.

Asi, cuatro de los seis exponentes criticos tienen la siguiente definicion:

Capacidad térmica: C~|r|™® (3.2.14)
Parametro de orden: M~ |7 (3.2.15)

Susceptibilidad: x ~ |t (3.2.16)
Ecuacién de estado: @ ~ pl/o (3.2.17)

El simbolo “~” quiere decir en este contexto que la parte singular es proporcional a la
expresion que le sigue.

Los dos exponentes criticos restantes se definen a través de la funcién de correla-
cidn, la cual se asumird que se comporta como [23]

I(F) > rPe”/%, cont — 0. (3.2.18)
Entonces, v y 1 se definen como

Longitud de correlacion: E~ || (3.2.19)
Ley de potencia de decaimento en 7 = 0: p=D-2+n, (3.2.20)
donde D es la dimensionalidad del espacio.

Los exponentes criticos describen a toda una clase de sistemas cerca de su tem-
peratura critica, como se mencioné antes, debido a la universalidad que muestran
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los sistemas de manera experimental. Esto es, para distintos sistemas que caen en
la misma clase de universalidad, sus exponentes criticos son aproximadamente los
mismos, de tal suerte que el comportamiento singular, que es el dominante en el
regimen cercano a la temperatura critica, es equivalente.

3.2.2. Informacion mutua cerca de la temperatura critica 7,
De acuerdo a (1.3.8) y (3.2.18), la informacién mutua estard dada por la férmula

1

Para este modelo p = 1/4, por lo que la distancia es
d(p,q) = fH)_C)p - )_C)q” =R, (3.2.22)
donde ¢ es una constante positiva y se ha tomando como funcién
1
O(I(Hpy : HN)) = (3.2.23)

(I(Hp : HN))?

De acuerdo a (3.2.22), es claro que el encaje de este espacio serd un espacio euclideano
de dimensidén 2. Cabe preguntarse qué sucede si se expande la funcién de correlacién
a primer orden en &' ,en este régimen, de manera que pueda observarse el comporta-
miento de la informacién mutua entre distintos subsistemas cerca de la temperatura
critica en donde se satisface una ley de drea en la entropia.

A primer orden se tiene la expresion

L) =/ (1 - g) +0 (é) (3.2.24)
por lo cual la informacién mutua sera
R 2
I(Hyy : Hy) ~ R7V? (1 - E) , (3.2.25)

y la distancia puede escribirse como

d(p.q) = r.R (1 + %R), (3.2.26)
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Figura 3.7: Encaje generado para el modelo de Ising en 2D considerando 900 puntos y
7 = 0.0025.

en esta dltima expresion se ha usado que R <« € y la aproximacion

=) (%)

Cerca de la temperatura critica, la longitud de correlacciéon obedece (3.2.19), de
manera que la distancia quedard como

d(p,q) ~ tr.R(1 + 4|7|"R). (3.2.27)

En el modelo de Ising en 2D v = 1, por lo que el comportamiento de la distancia es
lineal respecto a la temperatura. En la figura 3.7 se muestra el encaje obtenido para
900 puntos con 7 = 0.0025, usando (3.2.27). Para este ejemplo existen eigenvalores
negativos, lo que indica que el encaje, en principio, no es euclideano. Claro que
este resultado es de esperarse pues se estd usando la misma funcién para definir
la distancia que se usé en la temperatura cfitica. En la figura 3.8 se muestran los
eigenvalores en valor absoluto que se obtuvieron de la matriz (1.4.5) para el encaje
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Figura 3.8: Eigenvalores de la matriz B para 900 puntos con T = 0.0025.

anterior. En (3.2.27) se observa una parte proporcional a |7|, de manera que para
valores suficientemente pequefos, la funcién (3.2.23) sirve. Para un caso méas general,
debe usarse otro mapeo para definir la distancia, de tal forma que el encaje resulte
euclideano. En el ejemplo considerado aqui, los dos eigenvalores positivos dominantes
son del orden de A, ~ 10°, mientras que los eigenvalores negativos llegan a ser del
orden de A_ ~ 10, lo cual muestra que siguen dominando en dos 6rdenes de magnitud
los eigenvalores positivos y puede considerarse que el encaje es suficientemente bueno,
pues de acuerdo a (1.4.10), para este ejemplo se obtuvo

€ ~0.10126 (3.2.28)

Para un valor de 7 = 0.1 se obtiene el encaje mostrado en la figura 3.9, usando la
distancia (3.2.27), mientras que la grafica del valor absoluto de los eigenvalores se
muestra en la figura 3.10. En esta tltima se observa que la diferencia de érdenes de
magnitud entre los eigenvalores positivos y negativos ya no es considerable. Esto
también se ve manifestado en el valor

€=~0.3, (3.2.29)
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Figura 3.9: Encaje generado para el mismo sistema con v = 0.1
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Figura 3.10: Grdfica del valor absoluto de los eigenvalores para T = 0.1

obtenido para este caso, lo cual indica que el encaje no es muy bueno, en el sentido de
que no se preserva de manera adecuada las distancias en la representacién del espacio
métrico como subconjunto de un espacio euclideano.
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—Capitulo 4

Discusion y conclusiones

En este capitulo se hard una discusién de los resultados obtenidos en el trabajo que
se realiz6, asi como los posibles caminos que a tomarse para seguir avanzando en el
entendimiento de la relacién que existe entre la entropia de entrelazamiento entre los
distintos componentes de un sistema y la geometria. En particular, se dardn algunas
propuestas para seguir adelante con la investigacion.

B 4.1. Entropia, geometria y gravedad

En el capitulo 3 se mostraron los resultados al usar la construccién propuesta en
[1], con sus correcciones, aplicada a un estado de Gibbs en el modelo de Ising en 1D y
2D. Al igual que Carroll, se calcularon los correladores por su sencillez en este tipo de
estados, usando la matriz de transferencia, en el caso unidimensional, mientras que en
el caso bidimensional se utilizé el pardmetro de orden, del cual se tiene una expresion
sencilla y manejable de forma analitica.

La primera diferencia entre el tratamiento hecho para el modelo de 1D y 2D es
que en el primero se utilizé6 un método que no parte de la existencia de un espacio
entre los distintos componentes, para realizar el cdlculo de la funcién de correlacién
del operador de espin o, entre los distintos componentes del sistema. Para el modelo
en dos dimensiones se utiliz6 un correlador cuya expresion es sencilla y es mucho
mdas manejable que los correladores de espin, pues a pesar de tener una expresion
analitica (3.2.1), es claro que se necesita del desarrollo de un programa computacional
para realizar los cdlculo de manera numérica. No obstante, no tiene mds informacién
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respecto a la entropia de entrelazamiento que el pardmetro de orden, es por ello que se
utilizo este dltimo.

Este trabajo, como el presentado en [1], muestra que la realizacién de un ejemplo
concreto con esta estrategia no es sencillo, no obstante, puede hacerse y muestra
consistencia, en tanto que generan el espacio sobre el cual estdn definidos, en el caso
en 2D. En el caso en 1D la mejoria respecto a lo que presentan en [1] proviene del
hecho de no usar teoria de campos para realizar los calculos. Puede decirse que en el
modelo unidimensional se recupera el espacio, de primeros principios, de la teorfa.

También cabe sefialar que el enfoque en este trabajo es diferente en cuestion
conceptual, dado que es posible recuperar espacios que, segin [1], no se podria.
Ademads de que en el ensamble de Gibbs para el modelo unidimensional, puede
obtenerse un encaje a cualquier temperatura y no se necesitd considerar que la entropia
siempre cumpliera una ley de drea para realizar los cdlculos. Ahondando mads en este
ultimo punto, se puede decir que se ha logrado geometrizar un sistema cudntico con
esta construccion, aunque no puede garantizarse que toda la informacién del sistema
esté capturada alli. Es posible mejorar éste tltimo aspecto con la propuesta que se hara
un poco mds abajo, de tal manera que se garantize que el espacio obtenido contenga
la misma informacién que el sistema cudantico. En tanto, el esquema es consistente
si se considera un conjunto que puede dotarse de una métrica, en lugar de un grafo,
pues con esto no existe una limitacion entre el nimero de puntos, pensados como
vértices, que pueden connectarse. Debe hacerse la aclaracion de que la idea del grafo
proviene justamente de la construccidn hecha en el capitulo 2, sin embargo, tiene un
fallo esencial, que es que la expresion (2.2.4) el nimero de subregiones dentro y fuera
de la regién A no necesariamente son finitas, lo que se refleja en el hecho de que los
correladores decaigan de manera exponencial con la distancia, tanto en el modelo de
Ising y en los ejemplos mostrados en [1]. De manera que la construccién del grafo, asi
como la definicion de estado redundantemente constrefiido, no son consistentes con la
funcién de corte en la entropia.

En el modelo de Ising bidimensional, se encontré que en la temperatura critica se
puede recuperar la distancia de forma directa, tomando como funcién una potencia
fraccionaria del inverso de la informacién mutua. A su vez, cerca de la temperatura
critica, puede usarse la misma férmula para la distancia para valores pequefios de |7|.
El encaje obtenido se ve completamente contenido en un plano, con la observacién de
que presenta cierta deformacion en los lados que componen al sistema. El segundo
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ejemplo hecho con la misma distancia muestra lo sensible que es el método respecto
a la funcién de distancia que se escoja para determinar la distancia, de manera que
puede decirse que definir la funcién que daré lugar a la distancia no es un aspecto
trivial en la estrategia a seguir y en la construccion del espacio. Es este caso, el encaje
generado se ve con una distorsién completa de los bordes, de tal suerte que el espacio
obtenido se asemeja a una estrella. Dado que el sistema es isotrépico y que atin no se
considera algin efecto que pudiese deformarlo, se concluye, como se dijo antes, que
estd relacionado con la eleccion de la funcién de distancia.

B 4.2. Conclusiones y trabajo futuro

El modelo propuesto por [1], a pesar de las inconsistencias que tiene, es valioso
por las ideas que presenta respecto a la relacion entre la entropia de entrelazamiento
y la gravedad. Este trabajo mostré que las éstas siguen siendo aplicables aun en
sistemas cuyo comportamiento no obedece una ley de 4rea, con el detalle de que
no se puede garantizar que el espacio emergente contenga toda la informacién del
sistema, por ello, como se coment6 antes, uno de los trabajos a realizar es seguir
la investigacion para hallar la manera de representar geométricamente de forma
equivalente al sistema. Conceptualmente se logré hacer compatible la idea de espacio
emergente reemplazando el grafo por un conjunto metrizable asi como el cambio en la
definicién de distancia, en los caso en que la informacién mutua entre dos subsistemas
sea nula, buscando que este espacio tenga una distancia lo mds parecida a un espacio
euclideano. Cabe aclarar que no es por conveniencia, es mas bien, una necesidad para
establecer la conexién entre ambos espacios, como se explicé en el capitulo 1y se
ejemplificé con el espacio (R?, d;).

Queda pendiente de andlisis la deduccion que hacen en [27] respecto a la obtencién
de las ecuaciones de Einstein a orden lineal, ya que sus resultados estriban fuertemente
en la definicién de estado redundantemente constrefiido. Entonces, entender como
surge la gravedad en este esquema, con nuevas hipétesis que lo hagan consistente, es
uno de los trabajos que pueden desarrollarse en un futuro.

Un aspecto interesante a investigar, resultado de este trabajo, es la forma en que
puede emerger una teoria de campos sobre el espacio generado a través de este método.
El primer campo que puede estudiarse por la simplicidad que implica es el campo
escalar y, considerando que puede verse como un conjunto infinito de osciladores, el
sistema en el que puede emerger de manera natural es en un conjunto de osciladores
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armoénicos. Particularmente, deben trabajarse dos enfoques: en uno debe mantenerse la
hipétesis de que los espacios de Hibert de la descomposicion tienen dimensidn finita,
con la finalidad de investigar si el espacio de Hilbert asociado a los verdaderos grados
de libertad es finito o tomar el otro enfoque, y considerar que el espacio de Hilbert es
de dimensién infinita e investigar si en este formalismo resulta claro cémo ocurre el
corte de los grados de libertad en el UV para mantener la entropia finita.

4.2.1. Sistemas cuanticos, espacios topolégicos y complejos CW: una propuesta

Los resultados obtenidos en este trabajo manifiestan la necesidad de mejorar la
parte conceptual en esta construccidon que busca la emergencia del espaciotiempo.
De acuerdo a [28], tomar la entropia de entrelazamiento como punto de partida para
construir este enfoque estd equivocado pues existen sistemas gravitacionales que no
cumplen con las hipétesis planteadas en [1], ademads de las observaciones indicadas
en el presente trabajo. En particular, debe enfatizarse que la definicién de estado
redundantemente constrefiido no es adecuado. Por el momento se dejard de lado el
considerar un estado particular y se buscard una forma de generar ahora un espacio
topolégico usando la informacién mutua y los observables del sistema.

En [29] se muestra una manera de obtener una nocién de vecindad a través de
las dlgebras de operadores que conmuten asi que a continuacién, siguiendo un poco
las ideas propuestas en [30, 31], se dard una topologia al espacio de puntos que se
obtendrd del dlgebra de operadores. Sea # el espacio de Hilbert asociado a un sistema
cuantico y sean {O, }oes un conjunto de operadores asociados a observables de interés
de dicho sistema, este conjunto de operadores forman una dlgebra 2. En general, los
elementos de 2{ no conmutan entre si, no obstante, se asumira que la restriccion de un
subconjunto de estos operadores (tal vez finito) {O; };c; conmutan en un subespacio
invariante #; del espacio de Hilbert del sistema #'. #{; definird a un subsistema
del total. Nétese que el pedir que estos operadores conmuten en este subespacio es
equivalente a encontrar una base de eigenestados para describir a este subsistema,
como usualmente se hace en mecdnica cudntica. Si se toma un subconjunto de los
operadores {O,} del conjunto {0;}, dicho subconjunto definira otro subespacio H, y

IEs fécil convencerse de que es un subespacio de % ya que el estado nulo y cualquier combinacién
lineal de elementos de #; sigue siendo un elemento de #;
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una inclusion de este en #;, es decir,
H, C H;,

Al conjunto de subsistemas del espacio de Hilbert # se le denotard por § y estara
dado por
S ={H; : H; C ¥ es un subsistema}.

Hasta este punto no se ha hecho nada salvo tener un definicién de subsistema en
términos de los observables. Por supuesto, en teoria cudntica de campos se tienen
operadores que conmutan fuera del cono de luz, por lo que esto definiria subsistemas
tipo espacio, mientras que también permite la definicién de subsistemas tipo tiempo.
La diferencia esencial entre un subsistema tipo tiempo y tipo espacio es que en el
primer caso los observables que conmutan forman un subconjunto propio del total de
observables; por su parte, en un subsistema tipo espacio, los elementos de cualquier
subconjunto de observables de interés restringido a este subsistema conmutan.

Con la definicién de subsistema, se puede mapear a un espacio distinto y dar
condiciones para que este espacio tenga una estructura de espacio topologico. Es
claro que si dos subsistemas #; y #; tienen en comun operadores que conmuten,
entonces la interseccion de estos subespacios #; N #; es también un subespacio y, en
consecuencia, también define un subsistema. Si se sigue reduciendo un subsistema
en subespacios mds pequefios, a través de la interseccién de los mismos y usando
menos operadores, es 16gico pensar que existird una cantidad de operadores tales que
el subespacio que determinan tiene interseccion con el elemento neutro con el resto de
los subsistemas o, en su defecto, es un subconjunto propio de otro subsistema. Por
supuesto, este subespacio también es el mds grande de los subespacios invariantes que
determinan los operadores. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo: si se considera
el un sistema de particulas de espin 1/2, este tiene como observables que conmuten a
S. y S2 entre si, y el espacio de Hilbert asociado es de dos dimensiones, sin embargo,
cada eigenestado |+), |—) define un subespacio invariante de estos operadores, es por
ello que se pide que el subespacio sea el de mayor dimensién y que cumpla con la
condicién de interseccion vacia con el resto de subsistemas o inclusién completa.
De este modo se puede encontrar una coleccién de subsistemas {4g}gcp tal que
satisfagan

/‘Zliﬂﬂj:{()}, Vi,j € B.
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Este tipo de subsistemas se les denominard como subsistemas principales, se consi-
derara que son de dimensién finita por lo expuesto anteriormente respecto a los grados
de libertad y la entropia’, y el conjunto de subsistemas principales representaran
puntos de un conjunto que se denotara por X.

Hasta el momento se ha hecho una construccién del espacio topolégico en dénde
no se ha introducido el tipo de interaccién que tienen los elementos de los subsistemas.
Las interacciones serdn las que permitirdn la manera de refinar las vecindades de los
espacios elementales 4, lo cual definird diferentes tipos de vecindades y determinara
la dimensién del espacio R" al cual el sistema es homeomorfo. Esto tiene sentido
ya que si se toma el ejemplo de R y R?, ambos tienen la misma cardinalidad, no
obstante, sus puntos tiene una nocion diferente de cercania[32]. El operador que carga
con la informacidn de la interaccion es el hamiltoniano, entonces serd pieza clave en
la forma en que se obtendrén los subsistemas del espacio total y, en consecuencia, de
las vecindades de los puntos y la dimensién del espacio.

La forma en que se determinard el homeomorfismo es como sigue: dado un sistema
cuantico, se considerard como una vecindad del subespacio principal 4, a aquellos
subsistemas tales que

(A4 : Ap) # 0, vV,

de manera que
Wo ={Ag CHy : (Ao : Ag) #0, VB} C H,.

La informacién mutua o entropia de entrelazamiento dara la nocién de vecindad,
en el sentido topolégico, no en un sentido métrico. Esto, debido a que la métrica en
relatividad general estd determinada por el contenido de materia y energia, y se esta
asumiendo que esto genera dicho espaciotiempo a través de las interacciones. En
consecuencia, debe ser el contenido energético y de materia a nivel cudntico lo que
determine la métrica, o bien, puede surgir como un fenémeno efectivo de interacciones
cudnticas. También debe indicarse la manera en que se le puede dar coordenadas a
estas vecindades, en ese aspecto el método de escalamiento multidimensional (MDS)
es capaz de determinarlas, como se hizo en este trabajo con el modelo de Ising en 1D
y 2D, suponiendo que el espacio sea plano o localmente plano.

ZHipétesis que probablemente no sea necesaria, en caso de que ocurra un corte en el UV como en
teoria de campos.
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Es evidente que el conjunto B = {W, }oc4 también es una base para una topologia
T, sin embargo, con esta definicién el espacio topolégico resultante es separable, pues
es posible encontrar subespacios tales que contengan a cada uno y no contengan
al otro. A partir de esta base puede construirse la topologia del espacio quedando
pendiente verificar que dicho espacio puede mapearse localmente a un subconjunto
de R", para alguna n natural, posteriormente dotar al espacio de una estructura de
variedad diferenciable y, finalmente, encontrar la manera en que la métrica puede
incluirse. En este momento el camino no es directo ni obvio por lo que requiere mas
tiempo de investigacion.

Otra forma de darle una realizacién geometrica al conjunto de puntos derivado
de lo anterior es el siguiente: considérese el conjunto X° = {4, : @ € A} que es un
conjunto discreto, como lo es un sistema cuéntico de N elementos y el conjunto X! =
{I(4q : Ap) : @, B € A}. Esto definird, en principio, una cadena que caracterizard a un
complejo CW de un espacio topoldgico X, el cual deberd corresponder a un complejo
CW de un R", al menos de manera local, pues lo que se espera es que el espacio
topoldgico X sea una variedad diferenciable. Por supuesto, esto tiene detalles pues
hay que definir, cuando menos, los espacios X*> ¢ X? c ... ¢ X = X para completar
el complejo CW. La manera mds natural es definir regiones, B,, para poder calcular
la informaciéon mutua entre ellas, con esta forma de construir el espacio se puede
capturar mds informacién que solo aquella en dénde los estados obedecen una ley de
drea en la entropia, como se menciond arriba, esto representa un paso adelante en el
desarrollo de la teoria. Por supuesto, atin queda por investigar més al respecto para
poder establecer de manera concreta la forma en que las regiones deben tomarse para
capturar toda la informacién del sistema conociendo la entropia de entrelazamiento
entre ellas.

Esta aproximacion es bastante interesante pues se pueden utilizar los métodos
desarrollados en [19] para investigar como se podria incorporar la métrica en términos
de los dngulos que forman las aristas o el esqueleto del espacio y, eventualmente, buscar
incorporar aspectos gravitacionales. Esto dltimo es bastante ambicioso y, seguramente,
tomard su tiempo para poder establecer dicha conexidn pues primero debe entenderse
como realizar la construccién del complejo CW para sistemas en general, es decir,
esto es un objetivo a mediano plazo.

Asi pues, seguir investigando en este tema resulta interesante por los resultados
obtenidos, asi como los que han obtenido en los trabajos citados aqui, en los cuales
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queda claro que no puede negarse la relacion entre la gravedad y la termodindmica y
esta relacion puede significar un nuevo paradigma en el entendimiento de la gravedad.
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