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IN'J'RODUCCION . 

. J 

cas 

En este trabajo discutiremos las propiedades dinámi

de los líquidos. Tal discusi6n se presentará utilizando el 

concepto central de funci6n de correla.ci6n dependiente del tiem

po, es decir, emplearemos el lenguaje de la mecánica estadística 

para sistemas que muestran propiedades dinámicas. De las varias 

funciones de correlación que estudiaremos estaremos primordial

mente interesados en la correlación densidad-densidad, la cual 

nos permitirá, además de conocer estadísticamente las caracterís 

ticas de los movimientos moleculares en el líquido, determinar 

las propiedades de transporte y el espectro de dispersi6n del 

sistema, ambos observables experimentalmente. A lo largo de este 

trabajo, también haremos referencia a otras funciones de correla

ción intimamente relacionadas a la función de correlación densi~ 

dad-densidad. 

Por simplicidad de la discusi6n consideraremos única

mente líquidos cuyas moléculas se compor·ten clásicamente y sean 

monoatómicas. El líquido bajo consideración constar~ de una sola 

especie química y tendrá propiedades de homogeneidad e isotropía. 

En el capítulo I presenta~os primero, por considerar

lo un punto de partida conveniente, el tratamiento de las propi~ 

dades estáticas del líquido, es decir sus propiedades termodiná

micas, en términos de la funci6n de distribuci6n de pares estáti 

ca. Hacemos énfasis en su determinaci6n experimental por medio 

de dispersión de rayos X o de neutrones lentos. Posteriormente 

generalizamos el concepto de distribución de pares al caso diná

mico y presentamos las propiedades de la función de correlación 

densidad-densidad, o función de van Hove, tanto a tiempos peque

ños como en el llamado límite hidrodinámico. Discutimos también 

la determinación por medio de experimentos de dispersión de esta 

función. 

El capítulo II contiene la derivación del formalismo 

generalizado del movimiento browniano que constituye el marco teó 

rico dentro del cual discutiremos algunas aproximaciones para la 

funci6n de van Hove. En este capítulo p,resentaremos el concepto 
i 
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. :· 

de función de memoria y la ecuación generalizada de Langevin em

pleando para esto la técnica de operadores de proyección diseña

da por R .. __ z.w~u:tzig. 

En e~ capítulo III empleamos la ecuación generalizada 

de Langevin para obtener una familia de aproximaciones a la fun

ción de van Hove en términos de la función de correlación densi

dad-densidad de una sola partícula y de las correlaciones estáti 

cas. Dichas aproximaciones son particularmente útiles a tiempos 

pequeños. Las diferentes aproximaciones mencionadas en este capf 

tulo fueron obtenidas por diferentes autores en las dos últimas 

dgcadas y la presentación que empleamos es original de K. Kim y 

M. Nelkin!l) 

Por último, en el capítulo IV, discutimos otra fami

lia de aproximaciones a la función de van Hove cuyas propiedades 

· son semejantes a la que se encuentra en el capítulo anterior (es 

decir, son correctas a tiempos pequeños), pero que muestra venta 

jas tales como sencillez y transparencia en su deducción y faci

lidad en su manejo. Esta familia de aproximaciones se presenta 

por primera vez en esta tesis. 

i; 
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CAPITULO I ----
MEC \NICA ESTADIS.TICA DE LOS FLUIDOS DENSOS. FUNCIONES DE 

CORRELACION DE PARES .• 

El empleo .de las funciones de correlación dependien

tes de dos puntos espaciales para la descripción de la estructu

ra de fluidos y sólidos en equilibrio, nos presenta un esquema 

inmensamente mas detal.llado de tales sistemas que aquel que se ob 

tiene ünicamente a·p&rtir de las propiedades termodinámicas y de 

transporte. Por ejen~rilo, la función de distribución radial de un 

fluido nos provee, ae('J:emás de las propiedades termodinámicas, de 

una visión semimicroscópica de la distribución de pares de molé

culas en el espacio. ~on mayor generalidad, la función de corre

lación densidad-densii.•dad dependiente del tiempo nos provee ,ade

más de la información contenida en la función de distribución 

radialr información ilicerca de las propiedades de transporte y de 

los modos dinámicos del sistema.Más aún, se tiene acceso experi

mental preciso y directo a estas funciones; a la primera, a tra

vés d~ dispersión de rayos X y a la segunda a través de disper

sión de neutrones té1micos o de luz de láser. Esta combinación 

de una. riqueza de in..:lformación teórica y de facilidad de medición 

le ha dado a estas D':l'nciones de dos puntos, o de pares, un papel 

prominente en el est.1udio de fluidos y sólidos. Por razones sem~ 

jantes las funciones 0e correlación que corresponden a más de -~ 

dos puntos en el esp~acio contienen aún mayor información acerca 

de la. estructura de $istemas macroscópicos. En este trabajo nos 

referiremos primordialmente a las funciones de correlación de pa 

res. 

1.- La Función de Dtústribución de Pares. 

Antes de ~iscutir la función de distribución de pares 

daremos la definicili'.-.n general de las funciones de distribución 

de N puntos. Si se smpone que la energía potencial del sistema 

depende únicamente di:e las N moléculas del mismo (las cuales con

sideramos monoatómicQs, o bien, simplemente despreciamos los e

fectos debidos a la_ !forma molecular), entonces el h&~iltoniano 

del sistema puede ~~presarse corno sigue: 
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(I.l) 

dor.-de M es la masa molecular, p:. el momento lineal de la i-ési

ma mo~écula, U es la e~ergía potencial y t N J denota las posi-
....... - ~ ciones de las N moléculas { f•, f:t 1 ••• , 'in) • La funci6n de correla-

ci6n de n puntos se define ( 2 ) en térmi.nos de la energia poten

cial U{NJ como: 

' (I. 2) 

donde 

.. 
(I. 3) 

Esta definición corresponde al empleo de un ensamble canónico; 

los cálculos se llevan a cabo con N finita y luego se toma el lí 

mite N~~ en las expresiones finales. Existen otras definicio

nes de estas funciones de correlación que corresponden al empleo 

de otros ensambles. 

El significado de algunas de las funciones de correla 

ci6n mas sencillas son 

· h~)(~)d~ : es proporcional a la probabilidad de encon

trar a una molécula en ~ en un elemento de 

volumen d.~ • 

es proporcional a la probabilidad de encon--trar una molécula en 'fi. en un elemento de 

volumen d~ si, al mismo tiempo, hay una mo 

lécula en ;t, en el elemento de volumen d ~ 
(independientemente de la posici6n de las de 

más) • 

Es claro que este esquema puede extenderse para darle a la fun-
< VI) ( -;Y -i> ) ci6n n.., ,-,, ... . 

1 
rn un significado similar. 

Para un líquidq uniforme en equilibrio 

térmico' n~'l) cr:, rz) depende únicamente de la diferencia "?-::: ~1 ~ ti 
{despreciando efectos de superficie). Más aún, puesto que el lí-

. ...., 
quido es un cuerpo macrosc6pice isotr6pico, la direcci6n de \ no 

.-. 
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es ~mportante. Entonces n~) depende únicamente del escalar 'f!t \f'l. 
La función de correlación de dos puntos a menudo se 

esuribe de la siguiente manera 

(I.4) 

Esta función ~(M llamada función de distribución de pares es .. _, 
proporcional a la probabilidad de encontrar una molecula en ~ si 

hay una molécula en el origen, y esta normalizada a la unidad pa 
..... 

ra \ grande. 

Ahora procederemos a dar una definición alternativa 

de la función de correlación de pares que nos permitirá asignar

le el significado de una covariancia de fluctuaciones en la den

sidad. Esta definición será de gran utilidad más adelante. 

Una clase importante de observables son las densida-· -des locales de cantidades macroscópicas en un punto dado r del 

siste~a. Un ejemplo sencillo nos esta dado por la densidad numé

rica (N/v) de partículas. Para obtener esta cantidad macroscópi

ca debemos promediar una función dinámica extremadamente discon

tinua (una función dinámica es toda función de las posiciones y 

los momentos de las partículas del sistema) • Si nosotros calcula 

mos ia densidad VI C.')(?') , una partícula contribuye con un término 

de la forma ~(~- ~j) ; ciertamente, si la partícula j .no está en 

el pun-to r , entonces no contribuye a '{)(\) C.r) 1 y si está en r 
contribuye con una cantidad infinita (esto es a causa de que el 

volumen de una partícula puntual se supone despreciable). La den 

sidad total en 7 está dada por una superposici6n.de términos si

milares para todas las partículas; el promedio es 

h('~C.~)-;:. 5 ~\ d(~~~j) F(iP!,{N~) d{\>}d{~l 

:: < i á'(f-~) > 
.J':.\ ' (I. 5) 

donde 

(I. 6) 



. es ia función de 

ble canónico;- {. Ps 
La notación <: • •) 

distribución en espacio de fase para el ensam-

( 

...lo -¡¡. 
representa los momentos lineales p,, ... , pM ). 

1 

ble canónj_co cOmo 

representa el promedio con respecto al ensam

lo indica la ecuación (I.S }. 

La /función dinámica microscópica que corresponde a la 

densidad numé~ica es 

' 
(I. 7) 

la cual es una suma de funciones de una sola partícula. Otras 1 

densidades pueden construirse de modo semejante. 

Un tipo más sutil de propiedades están dadas por las 

correlaciones. Estas miden la influencia de un fenómeno que ocu

rre en un punto dado sobre otros fenómenos que ocurren en otro 

punto. Por ejemplo, nosotros podríamos interesarnos en la medi-- -ción simultánea de la densidad en dos puntos r¡ y '(,_ • La fun-

ción dinámica microscópica que corresponde a la densidad numéri

ca en dos puntos puede obtenerse ·por medio de una extensión di-

recta del argumento dado anteriormente. Así, tenemos 

. N 1-J 

nt~ e í l-J s. r. ~ ) = [ L. ¿ ( ~- r~ ) ó e~- t1. > 
. 1 \ 1 .)=l t•q 

(I. 8) 

Esta es una suma de términos que dependen de una partícula (para 

):t más una suma de términos de dos partículas. Su promedio 

es 
t.l tJ 

nt2.>{~,rl.) ~ J ~' &, Jtr:-~) d(r,-~d t:(íPJ,{w~) J{Pid[t-J~ 
:: < [. t ¿; ( ~- "i)) S ( ?, -"fL) > 

)::.l ~,o::' 

.. (I. 9) 

Es claro que considerando el significado de densidad 

de probabilidad de F({PLt\-)~) , de las ecuaciones (I. 5) y (I. 9~ 
n(l)(r) y "'(a)(~,~,_) son el promedio y la covariancia de la vari~ 

ble aleatoria que representa a la densidad local, dada por la e

cuaci6n (I. 7) • Es claro que las funciones nc'')(f) y V\Lt.) t1\1 fz.) son 

las funciones de correlación para uno y dos puntos respectivame~ 

te que hemos definido anteriormente a través de la ecuaci6n(I.2l. 

Tampoco es difícil demostrar(3) que para un fluido isotrópico, 

J 

l 
1 
1 

1 
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~Cñ, la funci6n de distribución de pares, puede expresarse en 

la forma 
' 

. : tJ 

D a(~)'-= _L < ~- Ó ( ~ + ~ - ~ ) ) 
J J , N t.;L:J , 

(I.10) 

1 
El/conocimiento de la función de distribuci6n de pa-

res ~((") junto con la· suposici6n de que la energfa potencial 

U!"-lJ es igual a la suma de potenciales 1 U-('\), entre pares de mo 

léculas o de átomos, es decir, 

{I.11) 

~ -4 ~ 
donde rij ~ \i.- 'fl 1 nos permite evaluar las propiedades macroscópi-

cas del sistema en el equilibrio. Por ejemplo, las expresiones 

que determinan la energía interna, el calor específico y la pre

si6n a partir de estas· cantidades son< 4 , 5 ~espectivamente 

(I.12a) 

(I.12b) 

(I .12c) 

La ecuación de estado puede también obtenerse a partir del teo

rema de las fluctuaciones {5) 

' (I.13) 

donde h (t) ::. <;3Cf')-i , la función de correlación total, y C.( r) , la 

función de correlación directa,están relacionadas por medio de 

la ecuación de Orstein-Zernike 

(I.14) 
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2.- Determinación Experimental de la Función de Correlación de 

Pares. Factor de Estructura Estática. 

Como hemos visto en la sección anterior, los datos mi

croscópicos importantes, en lo que respecta a las propiedades de equi

librio, son las posiciones y energías de los átomos. Las únicas técni

cas que existen para medir las posiciones _relativas de los átomos son 

técnicas de dispersión de radiación o de partículas subatómicas. En es 
. ... \ 1 . f ... ta secc1on veremos como a 1n OlTiacion que se obtiene de un experimen-

to de dispersión elástica, esto es, uno en el que no se altere el est~ 

do cuántico interno de· los átomos que sufren colisiones, está directa

mente relacionada con la función de distribución de pares. La disper

sión de radiación por materia condensada involucra la distribución de 

las posiciones atómicas, es decir 9(~), si la longitud de onda de la 

radiación es del orden del espaciamiento interatómico. Si un haz de ra 

diación que incide sobre la muestra tiene fase y amplitud semejante a 

.las de las ondas dispersadas por los diferentes átomos de ella, esta~ 

interfieren y la muestra actúa como una rejilla de difracción. En este 

caso, la distribución de la intensidad de la radiación dispersada con

tiene información acerca de la distribución de los átomos.Varios tipos 

de sondas pueden ser empleadas para estos experimentos:radiación elec

·tromagnética(rayos X, rayos 't- ,luz visible) ,electrones, neutrones ,etc. 

Veremos ahora como la sección transversal o intensidad de 

radiación dispersada en la dirección ~t está directamente relacionada 

con la función de distribución de pares <j(r) • Supondremos primero que la 

amplitud de la onda dispersada por la partículaj en la dirección ~t es 
-> . ( -.1> * 

«J·{R) y entonces su intensidad es O(lR) [2 
• Esta intensidad es la misma p~ 

-:>. 
ra todas ·las partículas del fluido. La función ~j(~) depende de la es-

tructura atómica o molecular de la partícula( 3 , 6 ). La amplitud ~j(~) 
podría ser calculada o en su caso medida experimentalmente , pero su 

forma no es de mayor importancia para nosotros ahora, ya que en lo que 

realmente estamos interesados es en la intens~dad de la onda disper

sada por el conjunto de N partícuias que constituyen el fluido. Si 

~ -> -> 
* donde ~=~~.~~es el vector de onda de la onda dispersada menos 

el vector de onda de la onda incidente. 

.-. 
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estas intensidades fueran aditivas, el resultado sería 

( I.lS) 

Sin embargo, sabemos que las intensidades de la.s ondas no son adi 

tivas, sino que se de~e sumar las dnlplitudes y tomar el módulo 
' /' 

al cuadrado de la suma para obtener la intensidad total. Las on-

das dispersadas por dos partículas, digamos la 1 y laj, difie

ren en fase en una cantidad que depende de la distancia, es de

cir, 

--;> ~ J ~ ~ ~ 7' 
o< j ( k.) ::. ot 1 ( ~ ) ex p l. t., k .. ( 'f j - \ 1 ) J • (I.l6) 

Por lo tanto, la intensidad total se obtiene promediando el va

lor ab~oluto del cuadrado de la amplitud total con respecto a to 

das las posiciones de las partículas, así tenemos 

I (~) =- ( 1 t. "'j tt.,l 1) =- < 1 o(l <~t. e3 · · <'1-?. l 1) 
" Jot,(k>l\ t f e-'~· ti) -~l) 

' .)- \ <,::' . ( I. 1 7 ) 

=N' L (k) S d x el~· e"1 ~ • tit-it·~ Z, !. ,f< X- tiJ.íct--i1>). 

Empleando las ecuaciones (I.S), (I.9) y (I.lO) obtenemos 

l(t) : Le"~) i {\r'Jái1 11'~ (it)+ l·.r')óit jJ.f /~·¡." f 2 <jW J 
~ ~ "'l) -

:: Io {~) { 1 + J J d ~ Q [ ~ • {' 9 t ~) 1 • (I.18) 

En un fluido en el que no hay correlaciones entre las partículas 

~(ñ toma el valor unitario, y en este caso obtenemos 

.. (I.19) 
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En otras palabras, sencillamente se tendrfa un incremento consi

derable de 1~ int~nsidad en la dirección del haz incidente, pero 
¡ 

esta no sería ,observable pues quedaría enmascarada por el mismo 

haz incidente.' La verdadera causa del fenómeno de dispersión a 

ángulos difer~ntes de cero es la presencia de correlaciones en-
; 

tre las partículas, esto es, de las correlaciones entre fluctua-

ciones de la densidad en el fluido. Es conveniente eliminar el 

término trivial f Ó(~ de la intensidad total, para esto defini

mos 

-> 
t( t2} 

li--=> 
:: IotkJ [ i+f)ár>e-i ·~ (~tr}-\)} 

:. lo(t){i-¡..fJd~e-ii:.~ he~) J , {I.20) 

o 

S(~): t~" :L + f Sdf e_,¡;:.~ hM 
J\ -> 

:. i+j> hUv , (I.21) 

_, 
donde la función S(\a~ se denomina factor de estructura estática 

del fluido. 

· Así hemos visto,pues,que la intensidad de la diSper

sión experimentalmente observable está directamente relacionada 

a la transformada de Fourier de la función de correlación de pa

res. Este es un resultado fundamental. 

Hacemos notar que el patrón de intensidades es de he 

cho una función del ángulo de dispersión. De la geometría· de la 

siguiente figura, 

. • ,• .,, 
; 

/ 
/ 
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enc~:;mtramos que 

Por lo tanto, sondeando al fluido con radiación en un cierto in

tervalo de frecuencias~ y observando el patrón de dispersión a 

diferentes ángulos obtenemos suficiente información para la de

terminación de ht~) a través del análisis de Fourier de los re

sultados. 

La elección de frecuencias es crucial en estos experi 

mentas. Es necesario emplear frecuencias que correspondan a lon

gitudes de onda A a 2.1{ /k. 1 del orden del alcance de la función de 

correlación, esto es, necesitamos realizar el experimento con ra 

yos X. Si empleamos longitudes de onda mayores, tales como luz 

visible, ninguna estructura se detectará. 

3.- Función de Distribución de Van-Hove. Función de Dist~ibuci6n 

de Autodifusión. 

En la discusión anterior nos hemos referido primor

dialmente a las posiciones de las moléculas en el líquido. Sin 

embargo, un análisis completo del líquido requiere de una discu

ción en términos de la posición y momento de cada molécula en ca 

da instante del tiempo. Por esto, es útil definir funciones de 

distribución más generales que involucren posición ( ~), momento 

( p ) ;¡ tiempo ( t ) , la.s cuales describen la distribuci:Sn en el 

tiempo i2 rela~iva a la distribución inicialeh~· La más sencilla 

de estas distribuciones es la función de ~istribuci6n general de 
,..( ~ '"') .L .. ~ -) ) 

pares, es decir 1 t r, 1 f'\ 1 \;,' ~ íz 1 P'a; t2. que es la densidad de pro 

habilidad de encontrar una molécula en r: con momento ~ en el 
--> -=> 

tiempo -l2. si estuvo una molécula en ( f'.1 1 P1 1 -61 ) • Afortunadamen-

te, muchas propiedades de transporte pueden describirse en ténni 

nos de una función (G) en la que intervienen únicamente espacio 

y tiempo, esta es 

(!.22) 

· ...... 
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Físicamente ~ es proporcional a la probabilidad de encontrar 
,·. 

una ·m6lécula en Yi al tiempo t2. si estuvo una molécula en(~1t,). 
Como en la discusión anterior para 

.... -!> 

tJC.\,~'\z,) , esta funci6n depe!!. 

de únicamente de las diferencias en espacio y tiempo debido a 

que el sistema se considera homogéneo~ isotrópico y en equili-
- -l> ~ -:> 

br:io térmico. Estas diferencias se denotan por ( \ 1-\z_):::. \ y 

(-t,-t6)~t . Gt c~Jt) es conocida como la función de correlación 

de van Hove. 

La siguiente figura nos muestra como puede obtene·rse 

la definición matemática de ~(f,~) . En la figura (a) vemos la 
~ -::> -

posición de la i-ésima molécula en \ 1-\-= \~(()) para t= O ; matemá-
-> -> ..:;. 

ticamente esta situación se representa por Ó (rol- \e: Lb)- '('•) • La 
~ -;;. 

figura (b) muestra la posición de la j-ésima molécula en r'::.. fj(t) 
para el tiempo t ; de nuevo, matemáticamente esta situación que

r ..... -,) 
da descrita por 0 ( f'- f.)(.~)) • Combinando las dos situaciones te- · 

nemos á'("?-\~Í.(o)- ~~) 6 ~ ( f:- ~Lt)) • 

o o 

(a.)' (b) 

Significado de la funcion de correlación de van Hove. 

En el tiempo JI o JI hay una molécula en el punto mar

cado por el circulo negro, y el círculo punteado in 

~ dica una posici6n donde puede o no estar una molécu 

la. En el tiempo JI t JI (b) hay una molécula en el 

círculo negro y puede o no estar otra en el punteado. 
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Pue.sbo que el origen puede colocarse en cualquier par 
-'> 

te lel líquido, este resultado es integrado con respecto a ~' , 

es-decir 

(I.23) 

Ahora: consideram.c.o:s todos los posibles pares (i 1 j) de moléculas, 

es decir, 

{:¡ r t di!'• át~\ Q(o)--¡?, J J(\"• -r} L*)1 • 
C.,) 

{I.24) 

Finalmente debemros tomar un promedio con respecto a un ensamble 

de equilibrio, y :de esta manera, obtenemos la siguiente defini

ción de 

(I. 25) 

-;:. -> 
Para un sistema ~:lásico los vectores Y'r: y r.\ conmutan y la ecua-

.. 

ción anterior se :xeduce a 

~e?., t> =. JL ./ ¿ ~[r t ~~tb)- t1 t-t.)J). 
~ "' t,) . 

(I.26) 

Es :f~cti.l ver que cuando i:.::o aparece una conexión 

senc:Ella entre Gt(~,o) y <j (~) {ecuación (I .lO))esta es 

• (I. 27) 

La suma en la eo~ación {I.26) la hemos dividido en la ecuación 

anterior en dos: }partes; una parte que llamaremos de autodifusión 

y que· correspouu.~~e a los términos para los cuales i=j y una parte 

"distinta" forii"l:a!.&a por los términos para los cuales ifj. Estas 

dos partes las di\enotamos con los subíndices "s" y "d" respectiv~ 

mente .... Es claro l'ffUe esta separación la podemos efectuar para t1o. 
Debe también nat::.-arse que la convenci6n empleada es la de normali 

zar «J.tt) a la umd.dad y ~(f,t) a f en el límite \->oo • 

Otra. :íforma conveniente para Gt ({>!:) , y que nos permi-

-~. 
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te establecer una relación con la definición de nc:t.>c{? f' 1¡ z) (ver 
-

ecuación (I. 9)) , se obtiene definiendo la función densidad numéri 

ca por 
1 

V)(l) (t t) 
1 1 
1 
1 
i 

tJ - L ~[~- ~<.0J .. (I.28) 
t:n 

En términos de esta función, la función de van Hove puede escri

birse como 

(I.29) 

la cual muestra que ~ (~t) está relacionada con las fluctuacio

nes de la densidad; de hecho, esta es la covariancia de las fluc 

tuaciones de la densidad en (c,c) y en (~1'>t) • Para ~ y t sufi-

cientemente grandes las dos moléculas son, estadísticamente ha

blando, independientei y la ecuación (I.29» toma el valor p . El 

comportamiento de GtCr,t) lo ilustramos en la siguiente figura p~ 
ra diferentes valores de t . 

. 
: . . ,._...... 

? ' ""' Tiempos Cortos 
1 ~ ' • • 1 

1 
l 

·~ 

...-... 
r~ ....., 

~ 
"-J ., 

~ \..::1 
Tiempos Intermedios 

"o _...., 
• o • r~ f 
1 • . 

'-r' 
.......... 

9 ...,., r- -'l'j... ..... ¡-
Tiempos Largos ..._, 

(/) 

\.!! .............. --. .................... 
o r-+ 

Comport~miento de la Función de van Hove. 
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4.~ Determinación Experimental de la Función de van Hove. Factor 

de Estructura Dinámica. 

De manera similar al caso de la función de distribución 

de pares 9Cr), es posible determinar la función de distribución 

de van Hove G (~1 -l) por medio de experimentos de dispersión de ra

diación por materia condensada. En este caso, la información debe 

. rá ser obtenida de.aquellos experimentos que involucren colisiones 

inelásticas (aquellas en las cuales se altera el estado cuántico 

interno del sistema). Como en el caso estático, será necesario 

que la longitud de onda de 1~ radiación sea del orden del espacia 

miento interatómico. Al ser dispersado inelásticamente, el haz de 

radiación incidente sufrirá un cambio, no solo en la magnitud de 

su vector de onda k¿, sino también en su frecuencia w 0 • La distri 

bución de la intensidad de la radiación dispersada contendrá in

formación acerca de la distribución de los átomos a tiempos dife

rentes y no a tiempos iguales como en el caso del factor de estruc 

tura estática. Pueden ser empleados en este experimento los mismos 

tipos de radiación que para el caso estático. 
Supongamos entonces que tenemos N dispersores esféricos 

idénticos. Si irradiamos la muestra con una onda pla~a monocromáti 
-~ 

ca de frecuencia W0 , la luz dispersada en la dirección~~ por la 

partícula j está dada por 

P\j t~¡t) = ot etli. ~l~) et wot 

donde O( es 

diente del 

f1tt) es la 

la amplitud de la onda dispersada, la cual es indepen~ 
. T~->-> 

tiempo por ser esféricos los dispersores, R= ~~-~t' y 

posición del dispersor j en el tiempo t. 
El campo dispersado total que se observa a una distan-

cia grande comparada con el volumen de la muestra es,por lo tanto 

E tk t) = f o(. tt.,\:.> = ~ tX e.ttrjl{-) e~ lwet 
S 1 ·-, J L 1 J- ·- . j~' 

(I.30) 

y la intensidad total· promedio de la onda dispersada será 
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Es importantje e•·::plicar aquí la naturaleza del experime~ 

to é ~ dispersión con radiación electromagnética. Existen dos técni 

cas~para medir la luz dispersada y poder detectar los extremadamen 

te pequeños corrimientro:s de la frecuencia que tienen lugar. La pri 

mera de estas técnicas .llamadas de mezc:lado óptico, consis·L:e en que 

el espectro de dispersión :es mezclado conigo mismo (método homodi

no) y la segunda en que el espectro es mezclado con parte del haz 

incidente (método heterodin.:o) . Mostraremos como se interpretan los 

resultados en el caso ile.l. :'método homodino(6,18). En este caso, la 

intensidad de la radia,,ci-6n dispersada es observada en el cátodo de 

un fotomultiplicador. La salida del fotomultiplicador es analizada 

usualmente por un "aubooor!l:'elacionador" de tiempo real o bien por 

medio de un analiz ad.or de ·espectros. 

Si se utiliza un autocorrelacionador, lo que se mide es 

la función de autocorreJ .. aci-'-ón de la corriente de salida del foto

multiplicador, esto esw 

(I.31) 

Si lo que se utiliza es 1eil ,analizador de espectro, entonces es la .,.... 
transformada de Fourie::r -creCOí,-0 lo que se mide, o sea 

e<~.{,).) l "S e-¡_.,. .c.¡;,t) J t. . 

como la corriente de sal.ida del fotomul tiplicador t(_-(:) es proporcio

nal a la intensidad de .la radiación dispersada, tenemos que 

. ~~ <K"'» -:t> *-> ~ > ((r¿,t.) "" Est~,¡~ ~Es(t:z¡l) t5 (~,c) t.stk.D) 

.._ ( 1 Es.(\ttJ\2
:\ E-s(~,o)\z > 

Se puede demostrar que si consideramos el campo dispersado como una 

variable aleatoria de un proceso estocástico gaussiano(6) ,entonces 

1 

donde ...; ) < 1 -+:> 1.,. I (k, o = Eslhll)!¡;t) 
y 

I (~,t) ~<E; (t;ü Esf(o)) _, 
término que contiene a IC~.o) puede El ser substraído de la medición 

ya que representa un :fondo base de corriente, por lo cual lo que 
1 
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. ': 

medimos experimentalmente es el cuadrado de la intensidad 

(I. 32) 

Por lo que . . lJ "" . 

I (~,t.) :::!(t~ ~.o(?. ¡z<wo 
. t.l» ...,;\ ~ ~ . 

=1~\' ei.tL)ot< 2 Ie-tk. (~jtt)-~~(C))) 
\.ll\ ~":~.'~ 

-;:> ) ~ ~:-.,.;; t.l Ñ ) t ~ ~;> \ •• ' = N .... l,J\~) Ji'd;t, eT~: \~.t~~Y.·> <.I [ 6 {xA ~ L-t)) ot"~~~ '':.({.~;) ¡e~·tt)~\:. 
. (:a ):' . 

Para un sistema clásico, podemos efectuar una de las integrales 

en la ecuación anterior, obteniendose 

Ahora bien, la transformada de Fourier de la ecuación anterior es 

donde W :W~-W0 es el cambio de frecuencia. 
7 " . La función st~,m) recibe el nombre de factor de estruc 

-1) 

tura dinámica del fluido. Al ser S(~w)la intensidad observada ·;-:. I ->, . 
I(l?

1
w) dividida entre e;t\?J (La int.ensidad que se observaría en ca-

so de que las intensidades fueran aditivas), el factor de estruc

tura dinámica no depende de la naturaleza de la radiación inci

dente. 

Comparando las ecuaciones (I.26) y (I.34) es claro que 

el factor de estructura dinámica es la transformada de Fourier 

espacio-tiempo de la función de van Hove, esto es 

(I.35) 

........ 

Para un líquido isotrópico y homogéneo, S (b,w) depen
~ 

de únicamente de la magnitud de k por la misma razón que el fac
-) 

tor de estructura estática $(~). Existe una relación sencilla en 
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.. ') ~ 

tre S(k,w) y St\i). Si empleamos la representación de J:í'ourier de la 

función $ 

(I.36) 

tenernos i: 

(I.37) 

-> 
Consecuentemente 1 la medición de $(\t) p01r dispersión de rayos X 

~~ 

o de neutrones debe involucrar una integ;ración de Sth.,tu) con res-
"':? . 

pec.to a w 1 a h. constante. . 

La dispersión de radiación ele.ctromagnética siempre es 

coherente 1 es decir 1 la amplitud y la f'ase de las ondas dispersa

das provenientes de átomos diferentes siempre.son las mismas. En 

contraste con lo anterior, la dispersión de neutrones en general 

consta de dos componentes , uno cohere:ndte y otro incoherente 

(la amplitud y la fase de las ondas dis;persadas provenientes de 

átomos diferentes son diferentes ) . Aprovechando esta propiedad 

es posible 1 empleando mezclas isotópicas, medir exclusivamente 

la.contribución de la parte incoherente a la intensidad dispersa

da. En este caso(7), las ondas dispersadas por átomos diferentes 

no generan términos de interferencia sü¡,o que ~nicamente las on

das dispersadas por un mismo átomo interferirán. El factor de es-
-> 

tructura dinámica incoherente t;5 (k,w), p.uede obtenerse de la ecua-

ción ( I. 34) reteniendo en ella únicame'lillte los términos j=i, es 

* En lo que sigue, no tornaremos en cuenta el término sin interés 
r .... ) r· . -) '"")¡ 

experimental ~o(~), y consideraremos ) Stli,w)c.\w :: SC~.) . 
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(I.38) 

es claro, de la discusión que sigue a la ecuación (I.27), que 

(I.39) 

y que 

. (I.40) 

5.- Algunas Propiedades del Factor de Estructur~ D~~ámica para 

Fluidos Clásicos Simples. 

A) Comportamiento de Gs(~t) y G,(~t) ·a Tiem29.~ ... S;.9rtos. 

Reglas de Suma. 

Consideremos primero a la función de autodifusión 

~s(~i) . La expansión en potencias de t. de la transformada de 

Fourier espacial de esta función podemos escribirla como 

~:Cn) 
Deduciremos ahora expresiones para ~s (~,o) . Sea 

9s (k_, -b) :: e l.~. t\ t-t) ,., 

(I.41) 

transforma 

entonces 

(I.42) 

(I. 43) 
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entonces, de acuerdo con .(I-.21), -(!.28) y (I.29), 

(I. 44) 

es claro que 

":i> ·1! .... ;-? - . t: (¡~.) --<a-t.;<!.r',(o} ,...,t~·~1 (o))_A 
'-1s ta, o c. 't::. - :l. 1 (I..':45) 

y que 

(I.4.6) 

-.;, 
donde V¡~(o) es el componente en la dirección ~ de la velocidad 1 

de la partícula 1 en el tiempo cero y su promedio cuadrático es 

ke.T/V'fl debido a la equipartíción de energía. 

Para c;~<~~)(~,o) , obtenemos: 

(I.47) 

donde la penúltima igualdad resulta de haber utilizado la ecua

ci6n de movimiento 

(I.48) 

y la última, de la aplicaci6n del teorema de Yvon que nos dice 

que 

(I.49) 
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donde F [NJ es una función analítica de las pos1c1ones atómicas. 

El valor <v,~q(o)):: 3(k6T/vnY es el que resulta de una distribu

ción de velocidades de Maxwell. Finalmente, cuando empleamos la 
1 

aproximación de suma de contribuciones de pares para el poten-

cial del sist~ma, 
/ 
' 

u (~, .. "1 rt) ~ ~ u. t ~ ) 
t.d 

(I. 50) 

obtenernos para la 'ecuación (I. 4 7) 

(I. 51) 

De manera similar, es posible deducir que 

' 
(I.52) 

·donde 

{I.53) 

y donde <jCf': ~) es la función de distribución estática de tres 

partículas. 

Procedemos ahora a determinar las derivadas a tiempo 

cero, o momentos, de la función de van Hove .. Sea 

(I.54) 

y 
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. :· 

Ad~más, si 

' 
(I.56) 

(la cual es la transformada de Fourier de la ecuación (I.7) cuan 

do consideramos la dependencia en el tiempo de las posiciones de 

las partículas) tenemos que 

(I. 57) 

Para los primeros momentos G,(lfl) ( ~2, o) obtenemos: 

(I. 58) 

donde S(~) es el factor de estructura estática(ver ecuaciones 

(I.17) a (I.21}). 

U) .~ ~ ...¡, :f1 ~ ) 
'~(l'.)(k,o):: -~ 1 0(-k,o) O(~¡o)) =-iN r. (-ih.v,(o) elil•lt(C\) t. k.~{o)é~'f"j(O) 

N 'J J ~ . . 

--!~.t/\i·(·'V:·(o'e~~.c~colQ\1(ol)\ 1a< tt , ,z 
.... N ' ' \vtlie»"' JR 'J / =-R Yc:p_(o)¡::. ... t2.!.Jta • 

l,1J:::( (I. 59) 

los términos itj en la ecuación anterior son cero pues las velo

cidades de dos partículas diferentes no están correlacionadas en 

ei mismo instante. 

(I.60) 
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tv) 
¡"'(G.) (1 ) .--· L":f . R, ó ~ - ' 

doLde 

• {I. 61) 

Es claro de las ecuaciones anteriores que los momento~ o deriva

das de las funciones de correlación pueden ser determinados a 
partir del conocimiento del potencial intermolecular y de las 

funciones de correlación estática de dos, tres, etc. partículas. 

A estas propiedades se les conoce con el nombre de re::¡las de su~-:: 

ma. Es común eva.luar a las diferentes teorías que se han propue~ 

to para G.s (r,t) o G¡ (tjt) determinando sus diferentes ::tomentos y 

examinando si estos cumplen con las diferentes reglas de suma, 

ya que es claro que expresiones para estas funciones que cumplan 

las primeras reg.las de suma tendrán el comportamiento correcto a 

tiempos cortos. Resumiendo los anteriores resultados 1 tenemos: 

~ c~,t) 

Re'j la. de, Su -n)a+e.~~~.c:.\o.. 
E?.V\ t. 

-----------------t t• ,2:- Gis ( 1<, o) : 1 

12-

2!?.:-

3~ 

4~ 
etc.. 

~ ;~l {k, o) ::. ... k. 2. \S1t 

~;-u (k, o) :: kau;.a <wJ) 

~~')( ~,,6) : -k\'t~ (w5'f) 
1 

----------·r~----

~ ( k, e) :: S (k) 

Gtl(lt,o)~ -\tu;z 

G.'iU( ~L1 e)= \l01l (wA.t) 

~f') (h., o) :: - \i u-l· ( WJ. 4> 
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Los términos <wt> y <wsf) se pueden identificar como los mo

mentos 
1 

<ws'{= ~ w" sJ¡;,w) J..., 
1 

y 1 

< w._"'>' ""j w~ S tk,o.,)J""' 

respectivamente. 

Tales expresiones, muestran la e~ ·.enci6n por la 

via experimental de estas cantidades,para u~ :stema dado. 
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~} Comportamiento de G;s(r·~ ·t) y_ G\ (r/t) a Tiempos Largos. 

1 
·-' 

Lfmite Hidrodin&mico. 

Las ecuaciones fenomenológicas de la hidrodinám.:!:_ 

ca gobiernan el transporte de masa, c~ntidad de movimiento y e

nE!rgía en un fluido en condiciones de equilibrio local, cuando 

se consideran procesos que ocurren a tiempos y distancias gran

des con respecto al tiempo promedio entre colisiones y a la tra

yectoria libre medla, respectivamente. 

En el caso de la función de correlación de auto~~ 

difusión, esta debe de satisfacer la ecuación de difusión o ley 

de Fick 

(I.62) 

con la condición inicial (;¡5 (?.o): ~(.r')_y donde 'D es el coeficien 

te de difusión. En espacio de Fourier tenemos 

d~s(l,t.2_ =: ~ ~ D ~s t"'-,t) 
Jt 

.{I.63) 

junto con ~s(b,o )~!. La solución de la ecuación anterior es 

(I. 6k) 

La tránsformada de Laplace de <4s(h 1~) está dada por 

(I. 65) 

.Rª-.:~sta última ecuación obtenemos el factor de estructura diná

mica incoherente Ss (~.,w) en el límite hidrodinámico (ecuación 

(I.39)) reemplazando ~por LU) 

(I.66) 

Ahora examinaremos la forma que presenta la función de van Hove 

en el límite hidrodinámico. Para este fin utilizaremos la ecua-
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ci6n linearizada de Navier-Stokes(B) 

(I.67) 

' 

donde p ~ fC\~ -t.~ y v.!'. v(~-t) son la densidad y la velocidad del fl u 

ido en ( f: t ) ~ respectivamente¡ {y es la presión y ~s y Y( 11 son las 

viscosidades cort.ante y volumétrica respectivamente. Emplearemos 

también la ecuación de continuidad 

(I.68) 

la cual podemos linearizar si escribimos ~ ~~Po+P1 1 donde fo es 

la densidad del fluido en equilibrio y~((~ , es decir 

(I.69) 

Por último 1 también será necesario considerar la ·ecuación de ba

lance de energía debidamente linearizada 

o_~:::- (pchv V +>\VZT\ {I.70) 
J Jt . J 

donde T:.. Te+Tt es la temperatura en { ~~ t ) .. Las ecuaciones (I. 67) 

{I.69) y {I.70) representan las condiciones de conservación de 

cantidad de movimiento, masa y energía en el. límite hidrodinámi

co. De lai ecuaciones anteriores podemos eliminar div~ y, por 

medio de manipulaciones termodinámicas usuales, obtenemos 

.. y 

' ! 

\1'\ 9c ~~ + ~ S'<'o..d ~' +-~ ~r~d T, -\' 

·~ ( t '?s + \(v) 9x-a.d c\iv ~ :: O (I. 71) 

(I.7 2) 

donde Cv es el calor específico a volúmen constante 1 (J':.Cf> /C.v , (3 
es el coeficiente de expansión térmico 1 A e.s el coeficiente de 
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conductividad térmica y Co es la velocidad del sonido a frecuen

cia ·cero. Hemos pues obtenido dos ecuaciones diferenciales par

cic_les simul táne.as en las dos variables independientes fi (~t) y 

T, ((-,-1:.) • Tomando la transformada espacial de Fourier y ln tempo

ral de Laplace estas se transforman en dos ecuaciones algebrai

cas simultáneas para 

P( , ) sd ~(diO ~t. t.~ u.t 
~,u- =- 'Jo t e e.- 9l t'r,t.) - (I.73) 

y 

T(k,u..) .. Jd ;;' J!t e·'-·b.;t e-u. t T. ( ~t) (I .. 74) 

cuya solución para PO~, u.) en términos de f (\a, t::o) es 

ptL u'- f(l,., t-~\ lJ..?.+('Hio) u.;..a.b \il+t.!(t-lf~)~~ 
\l.!.' • J - . ""-, ~v' u~"' (a. .... 'o~·<t-=-;;_) .::....u....:. ... ...;;r .;_o ....... c-·o2.~\t~~"'"!'":'o_"'_.,~ ' ( r. 7 s) 

donde hemos introducido la notación 0..~>./foCv Y b:::: ('o/3 l?s ~- l'(v)/fo · 
El siguiente paso es invertir 9Cb.,u.) para obtener vc~,t) f multi

plicarlo por V~k,o) , y promediar con respecto a un ensmnble de 

equilibrio de condiciones iniciales; despreciando· términos de (:1(R.4) 

(4 t '('' t) :;( ~ (-k1o) f ( k;t)):: <~ {-\2,o) y {\z,o)) ~ (\~,t.) (I.76) 

c~n 'Jl( ~1..1 t.) dado por 

'f(k t)-( ~- 1 ) expf _ _k~Al) 
' - (1\ \ . focr 

+t ~)(p(- k2rt)[cos ~kt ... b(k) sh11 eokt], 

donde r es el coeficiente de atenuación acústica 

y 

• 
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. Fi.nalmente, el factor de estructura dinámica S(h,~ quedo. expre

sado como 

+ ~L[- _ ~?·r + ~~r J 
d' (w +Ca \z):?.+ (\?_2. P )2 (W-Co ~)2 + ( ~2 \' y;-".\ 

-le _b( \:.~ [ Co \a t C.U ~-- + Cs?> k. - lJ'..) l 
. ?f (UJ+Cob.)2+(~p)-a (w-~\a}'4(J¡;.!~fl)2.. J " (I. 77) 

Observamos que el espectro S (k,~ consiste de un com

p.rment:e central (dispersión de Rayleigh) y dos component.es des

plazados (dispersión de Brillouin) como mostramos esquemát.icarneE_ 

te en la siguiente figura: 

w 

Hemos descrito en detalle el comportamiento de GC~i) 

a tiempos cortos (reglas de suma) y a tiempos grandes 

(línli.ite hidrodinámico) • El comportamiento a tiempos intermedios 

.Je:S substancialmente más dificil de determinar y para ello necesi 

t:.aremos hacer uso de un formalismo general denominado teoría ge

n•e.raLizada del movimiento browniano el cual delinearemos en el 

s~gu~ente capitulo. 
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CAPITULO II 

GENERALIZACION DE LA TEORIA DEL MOVIMIENTO BROWNIANO. 

ECUACION GENERALIZADA DE LANGEVIN. FUNCIONES DE MEMORIA. 

1 

La:teoría del movimiento browniano ha presentado dife 

rentes formas o etapas a lo largo de su desarrollo. En su forma 

tradicional la teoría se refirió esclusivamente al movimiento de 

un subsistema físicamente separable, tal como una partícula co

loidal en contacto con un medio que suministra una fuerza esto

cástica~ En esta etapa la teoría fué estrictamente fenomenológi

ca. Esto es, ningún intento se hizo para sustentar la teoría es

tocástica sobre las ecuaciones de movimiento exactas del sistema 

total. Al principio de la década de 1950 Green sugirió que la 

teorf.a tradicional del movimiento browniano debía ser extendida 

de manera que cubriera· una clase mucho mayor de fenómenos depen

dientes del tiempo en mecánica estadística. La idea central fué 

reemplazar a la partícula browniana por algún conjunto suficien-

·temente grande de variables dinámicas y subsecuentemente emplear 

los métodos tradicionales de la teoría estocástica para obtener 

las leyes de transporte que satisfacen dichas variables.Más re

cientemente la atención se ha centrado sobre la posibilidad de 

~-que el car,ácter fenomenológico del formalismo pueda eliminarse y 

de que este quede sustentado enteramente sobre primeros princi-~· 

pios~de carácter microscópico. 

Un progreso significativo hacia esta dirección ha si 

do realizado con éxito en base a técnicas de operadores de pro

yección como las ha sugerido Zwanzig(9)al obtener una ecuación 

generalizada de Fokker-Planck. Más adelante Mori(10,1.1.cibtuvo una e 

cuación lineal generalizada de Langevin empleando métodos de op~ 

radares de proyección semejantes. En años recientes, las ideas 

básicas de la teoría generalizada de movimiento browniano han si 

do aplicadas al estudio de funciones de correlación dependientes 

del tiempo de equilibrio , teoría cinética , coeficientes de 

transporte ( 12 ) , etc. En este capítulo:· ·presentamos una deducción 

sencilla pero general de la teoría generalizada del movimiento 

browniano debida a Nordholm y Zwanzig( 12 ). 
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1.- Formulaci6n de la Dinámica Clásica. 

Emplearemos como punto de partida para la formulación 

de la teorfa generalizada del movimiento browniano a la ecuaci6n 

eJe Liouville 

~ r (t.; -r) = - t L f (-t, r) d.t T J 
(II.l) · 

donde ~ es un punto en espacio de fase que representa a las 

coordenadas de todas las posiciones y cantidades de movimiento 

de todas las partículas puntuales que constituyen el sistema; 

t(t;ll) es una densidad de probabilidad en espacio T' , t L es el 

operador de Liouville, 

(II. 2) 

( {••" }PP es el paréntesis de Poisson y \-1-(í') es el hamiltonia-

no). Alternativamente, nuestro formalismo pudiera empezar a par

tir dé la ecuaci6n de movimiento de variables dinámicas A(tj r), 
es decir, 

-jt- A(-t¡r) =tLA(t;P) (II. 3) 

La aplicaci6n de operadores de proyección en un espa

cio de Hilbert de densidades de probabilidad a la ecuaci6n de 

Liouv~lle permite obtener ecuaciones generalizadas de Fokker-

Planck y maestras , mientras que la aplicaci6n de operadores 

de proyecci6n en un espacio de Hilbert de funciones dinámicas a 

la ecuaci6n (II.3) suministra ecuaciones de Langevin y de trans

porte. Estos dos puntos de partida son equivalentes. 

Es importante notar que la información que uno busca 

obtener en mecánica estadística siempre toma la forma de un va

lor promedio de alguna propiedad de importancia A ( T') 

(A\ :: Jd. f' fCo¡í') A (tjT') • (II.4) 
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. La información disponible al principio del experimento {"{::::::0) de 

termina la densidad de probabilidad t(o,r), y la dependencia en 

el tiempo está contenida en la funci6n dinámica que satisface la 

ecuaci6n de mo:Vimiento (II.3). Sin embargo, la misma información 

puede obteners,e resolviendo la ecuación de Liouville y empleando 
i 

la relación 

( II. 5) 

La anterior equivalencia puede demostrarse fácilmente resolvien

do formalmente las ecuaciones (II.l) y (II.3), de las cuales ob

tenemos 

(II. 6) 

y 

A (t; 'P) = ec:Lt A (o; r) ( II. 7) 

ayudandonos de ellas en la ecuación (II.4) y recordando que el 

operador de Liouville es hermitiano, tenemos 

(A}., ::: fd T' f (o¡ T') A (t¡T'} = f.tT' fCo; T') e tL t A (o; i') 

:: Jc!\' e-i.L-t: t to;"r') A(o¡ T') 

=-S J r f ( t¡ r) A (o; T') 

También debemos hacer notar que las ecuaciones (II.4) 

y (II.S) tienen ~a forma de productos escalares en un espacio de 

fiilbert de funciones de r . Para aprovechar esta característica 

construimos un espacio de Hilbert que contenga todas las funcio

nes dinámicas y densidades de probabilidad necesarias para que 

{II.l) y (II.3) representen ecuaciones diferenciales de primer 

orden lineales en este espacio y para que (II.4) y (II.S) puedan 

ser escritas como 
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(A)t~(A(t)ff>~ <A/f(í>) (II.8) 

gonde A y f representan A(o) y t (o) respectivamente. Supondre

mos pues que el producto escalar de dos cantidades A y B puede 

definirse como 

(II.9) 

La conclusi6n más sobresaliente de lo anterior es que ambas, fun 

ciones dinámicas y densidades de probabilidad, son vectores del 

mismo espacio de Hilbert y que la información es extraída de él 

tomando el producto escalar entre un vector que representa una 

propiedad del sistema y otro vector que representa un estado del 

mismo. 

Es importante hacer notar que este espacio de Hilbert 

dinámico no es único. Por ejemplo, el producto escalar (II.9) 

puede generalizarse al siguiente 

(II.lO) 

donde tu(r) es una función peso real no negativa. Al espacio de 

Hilbert correspondiente lo denotaremos como ~(GU/r} . La métrica 

unidad, w(T')=J , parece ser quizá ·la más natural y en este caso 

los vectores que representan estados del sistema pueden identif! 

carse con las densidades de probabilidad convencionales. Sin em

bargo, es a menudo muy conveniente adaptar la métrica al estado 

de equilibrio del ensamble estadístico con el cual uno está tra

bajando. Así, haremos uso de la métrica del equilibrio can6nico 

definida por 

. ( ) - ~ H CT') / Jrd - ~ H ("r) wP:e re (II.ll) 
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2.- Ecuaciones de Langev~E_Y_de ~ra~~porte. 

El espacio de Hilbert descrito en la secciGn anterior no 

sólo exibe su contenido estadístico de una manera ext.:r:mnadamente sim 

ple, sino que también es un punto de partida muy conveniente para la 

reducción de la descripción del sistema por medio de 1.'.11 subconjunto 

pequeño de variables previamente seleccionadas. Primen) supoEgamos 

que estamos únicamente interesados en los promedios (úo:_~pendientes del 

, tiempo) de las funciones { A}:r}..,) =- l_. ... ,t'ljque corresponc:>~:n a algún con-

junto de propiedades' del sistema (al conjunto {A;·(1~1 j:-.l, ... ,M} lo denota 
~ ; --

remos mas adelante como 1\ puesto que puede manejarsE: como un vector 

cuyas componentes son las funciones dinámicasAjtll)) .Teni.endo en cuenta 

la ecuación (II.8) notamos que estos promedios están dados por la pr~ 

yección del vector de estado fw-::~ .. w dependiente del t.icmpo sobre los 

vectores propiedades o funciones dinámicas respectj_ ver:,. Si ahora re

presentamos por 'P al operador de proyección correspond.:lente al subes

pacio de -J.f(w,r) generado por el conjunto de vectores /..\" , se sigue que 

(II.12) 

donde,P ~stá definido por 

Asf vemos que toda la información relevante está contenida en un 

vector reducido de estado 'P/~o(é; J7) que pertenece a un espacio 

1' !/(tv¡ T').: J%4(~T9,de dimensionalidad mucho menor. 

La espectativa que surge de la relación (II.12) es 

que quizá podamos limitar nuestro problema dinámico al subespa

cio J/¡¡.~ . Para verificar esto, procuraremos encont:r.'a.r una ecua

ció~ de movimiento para P/wfl.:ifl) la cual no haga referencia a la 

parte restante del vector de estado completo, es decir a 

(/- P){w {t,;T'}, la cual contiene información ortogonaL Aplicando 

los operadores de proyección P y ( ¡ ... 'P} a la ecuacién de Liouvi-' 

lle (II.l), obtenemos 

(II.13} 
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.''~ ·~~ ( 1~ P)fcu Ü/ T'):!-( 1- P) i L ( 1-PJ fw ((• r)- (t~P) t.' L P/wCt; f1) • ( II .14) 

Resolviendo formalmente la última ecuación, tomando en cuenta 

que es no homogénea y de primer orden, obtenemos 

. . -i.Í:. (1-P)L ·f. ) 
(1-PJfw(t¡T')= e (J-PJ 1w(O/l' 

rt -is(I-P)L ( r) -J;s e (t-P) iLPfw -l·$; 

Es.te resultado substituido en (II.14) implica que 

l
t. -tSLI·Í'}L 

;t'P.fw(i¡f) =.-'P~L'P-fwtt;"fl)+ 0ch~\li.Le (l-"P)[L'Pfw(t-s¡T') 

· -t.i:.(I-P) L 
-'Ptle. (l-P).fw(c¡r) • (II.15) 

La rapidez de cambio del vector Yfwl~j~) que representa la informa 

ción relevante, ha quedado separada en tres partes. La primera 

parte,-Pi.L P.fw(l¡fi}, esta directamente relacionada a Pfw (tj f') y 

es la parte markoviana de la velocidad de cambio. 

La segunda parte, representa los efectos de la informa

ción relevante que se ha filtrado del subespacio ~Á> a su comple

mento ortogonal J/¡¡} • Más específicamente, ( l- P) t L Pfwtl~Sj P) es el 

flujo de información de MA) a JJl .a un tiempo anterior (!~s) • El 

operador e~ LS(I-P) L da la evolución temporal ortogonal. El operador 

?bL a la izquierda,mide el efecto de dicha información ortogonal 

sobre el desarrollo temporal de 'P..fw(t.¡T')y, finalmente, la integra

ción suma tales efectos con respecto al tiempo en el cual dicha in 

formación ortogonal abandonó ~';(. Este términ~ representa efectos

de memoria y será, por lo tanto, denominado no-markoviano. 

El tercer término representa los efectos de aquella par

te de la información ortogonal instantánea que era ortogonal tam

bién en t;:o y nunca abandonó Jf;l. 
Notemos ahora que si el tercer término se anula, como 

necesariamente ocurrirá si no hay información ortogonal en i-=O , 
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(II.l6) 

entonces (II.15) se convierte en una ecuaci6n de movimiento para 

el vector de estado reducido restringida al subespacio correspon 

diente -;1/;¡~ , tal y como deseabamos. 

Ahora procederemos a demostrar que a partir de la e

cuaci6n (II.15) podemos obtener ecuaciones de transporte linea

les para las variables <A,¡)é . Empezamos con la siguiente rela

ci6n para la velocidad de cambio de (A;)t: 

ft (Aj)t = {AJ t -fc Pfw (tl) 

=- (Aj \ Ptl'P.~w(t)) 
t . 

J \ ~ts(t-P)L 
4- ds (AJ 'Ptle (l-P)i.LP-fw(-l-s)) 

o 

< ( 
'f\ .. ¿'{: (1- P)L 

- 4j ri.Le (t-P)fto(o)) {rr.17) 

Recordando ahora que 'P , ( 1- 'P) , y L son operadores hermi ti anos 
.. 

y que L es antihermitiano, al intercambiar los operadores de de-

recha a izquierda en el producto escalar de la·ecuaci6n anterior 

obtenemos 

-fft ( Aj)t.:: < Pi L 4.; / fwt-lJ) 
t , {II.18) 

. + Jds ( Pil e <S {¡.pJ~t-1') ¿ L !1¡/(w(l-s)) + < ét {1-P)l( 1- P)i Ulj/ fw (o)) 
o 

Ahora empleamos el hecho de que todo vector en ;e~~ puede expan

derse como combinaci6n lineal de vectores en A: y por lo tanto 

(II.19) 

y 
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- ?~L et:Sti-?)L(I- P)tlAjCP)::. t Mj,t. ts) A.A.Cr). 
c.at 

(II.20) 

.J 

Si suponemos que las propiedades o variables dinámicas que he

mos escogido son linealmente independientes, entonces los coefi 
; 

cientes en las anteriores expansiones son únicos y están dados 

por 

(II.21) 

y 

(II.22) 

Aunque, en principio, siempre es posible escoger las variables 

dinámicas de modo que sean linealmente independientes, no siem

pre es conveniente hacerlo así. En este último caso ser& necesa 

rio emplear un método de ortogonalización de manera que las e- -

cuaciones (II.21) y (II.22) sean aplicables. 

Empleando estas expansiones, podemos escribir de nue·•f 

vo la ecuación (II.18) en forma vectorial de la manera siguien

te 

(II.23) 

El último término en esta ecuación se construye a partir de 

(II. 24) 

--> . . 
Observamos que si < f{·0)

0 
se anula, como ocurriría si la ecua-

ción (II.16) fuera satisfecha, entonces la ecuación (II.23) se 

convierte en una ecuación de transporte lineal en general no 

markoviana, es decir 

(II.25) 

.... ; 
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La ecuación de Langevin que corresponde al resultado 

an .erior describe el desarrollo en el tiempo de todas las varia 

b~es. Esta se obtiene de la ecuación (II.23) tomando el límite 

en el cual {w (o¡ T') tiende a una función Ó que describe las con 

diciones iniciales para un sistema. Así, obtenemos 
; 

t . 

~ A(t · P}- i.D... A (t; 71) +jd~ /1(sJ A (t.-s; T')::: F(tj r) · 
Jt. 1 . 

0 
. (II.26) 

Las ecuaciones (II.25) y (II.26) fueron obtenidas.por 

Mori en 1965 para el caso cuando W es la densidad que corres

ponde a un ensamble canónico en equilibrio. Tal como lo señalÓ 

Mori, la fuerza fluctuante t(t/· TI) , que representa el efecto de 

lainformación ortogonal, está relacionado al núcleo (kernel) de 

memoria H(t.) por medio de un teorema de fluctuación disipación, 

el cual, para variables linealmente independientes queda descri 

to de la manera siguiente 

M {-1:) = ( f(t+s) /F(s)) (A/ A)-1
• (II.27) 

Esta relación es fácilmente verificable si empleamos la siguien 

te identidad 

<rtt.J s) 1 F(sJ): ( e,'tto~s>c,-PJL(t-J>) ilA / eis (l- PJ'zi~P) i Lll) 

:::- (Pi.Lef-Hl-P)I~(I- P) i.LA/A> • (II.28) 

Para que la ecuación (II.26) adquiera la forma carac

terística de una ecuación de Langevin es necesario pedir que el 

vector de estado inicial que describe al ensamble no contenga 

información ortogonal, de tal manera que la ecuación (II.16) se 

satisfaga. Entonces se concluye que el promedio de la fuerza 

fluctuante se anula y la ecuación de transporte lineal (II.25) 

se satisface. Esta condición impone una limitación severa con 

respecto a la validez de las ecuaciones lineales de Langevin y 

de transporte. Sin embargo, como veremos en el capítulo siguien 

te, el estudio de las correlaciones·de equilibrio dependientes 
' 

del tiempo y el de pequeñas desviaciones del equilibrio puede 

realizarse empleando esta teoría lineal. 
! 
¡ 
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La matriz .:::-(t.) de correlaciones de equilibrio depen

dientes del t~empo se define por medio de 

:::::1,-i:): Id T' Aj (t; 1') Ateo.; P) co(T') 
i 
! ' (11. 29) 

donde W(T") es la densidad de equilibrio can6nica definida por 

la ecuaci6n (11.11). Es claro que 1 puesto que u;[P) es también 

la funci6n peso en el producto escalar del espacio de Hilbert, 

la correlaci6n -= j,9. ( t) también puede escribirse como 

(11.30) 

donde el vector de estado inicial es precisamente A;. (o;P) 
1 

el 

cual satisface la ecuaci6n (11.16). AsÍ 1 se puede deducir de in 

mediato que la matriz de correlaci6n :E:.(-é) satisface la ecua

ci6n 
. . 

-fft -::;;:_ (1:) _¿.D..·~ (t) +i~s M (s) ·:E. (f. -s) =- o.l <rr. 
31 

l 

la cual se puede expresar de manera más c6moda en espacio de 

Laplace, obteniendose 

(11.32) 

En el capítulo siguiente emplearemos extensamente esta ecuaci6n 

para obtener expresiones para la funci6n de correlaci6n de van 

Hove .. 
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CA:j?ITULO III 

APLICACION DEL FOR"vlALISMO DE FUNCIONES DE HEMORil\ PARA APROXI'V1AR 

LA FUNCION DE VAN HOVE EN TERl'1INOS DE LA FUNCION Dl: AUTODIFUSION 

DE VAN HOVE. _ 

Estamos ahora en condiciones de especificar las . ~ 

variables dinámicas que com:;tituyen al vector A en la ecuación 

generalizada de La!lgevin (II. 31) de manera de aplicarla al es·tu

dio de las correlaciones Gj(rl-t) y 4s (t¡ t.) definüi.:.ts en el capí tu 

lo I. Es decir, estaremos interesados en las vari<':1.bles dinámicas 

PsCr,t): $(f-~,{-t)) 
' (III.l) 

N 

pd. (r, ·l) == ~ $ (r ... rj tt}) ' (III. 2) 

y 

(III.3) 

que representan a la densidad de una o más partículas en (~i) . 
Sus expresiones en espacio de Fourier son 

(III.4) 

(III.5) 

y 

(III. 6) 

1.- Descripción con un Componente. 

-!) 

Para· el caso en que A :: ~S (k, t), el término i. .D.. de 

finido por la ecuación (II.21) se anula debido a que la rapidez 

de cambio de.una variable dinámica debe ser cero en el equili-
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brio, es decir, 

L ..Q ~ ( ? l L ~S (k, ()) 1 p S t h, o)> ~ < L L r S (lato) 1 p p S (~'o)> 

:::(ftfsCbl-t)\~~(b,e)\_0 :!l<~ ~52 (k1 tJ\ :::6 '1 .... - Z. at /t.=.c. (III.7) 

Aqututilizamos el hecho de que P es hermitiano y de que, al ac- · 

tuar sobre un vector de ~A> no lo modifica, por lo cual puede su 

primirse; en el pr~sente capítulo se utilizarán varias veces ma

nipulaciones similares a la anterior. Por lo tanto, la ecuación 

generalizada de Langevin para fs (k1t) toma la forma 

~ Ps (b,-1:) + I~?. Ms ( b,t-~) fs (l.;&)"' fs lb,t) (III. 8 ¡ 

donde f5 Ol;t) está definida por la ecuación (II. 24). Multiplican 

do esta expresión por ·la derecha por . ft (h,o) y promediando térmi 

camente¡. obtenemos la ecuación de movimiento para· la función de 

autocorrelación dependiente del tiempo 4s ( h
1
t), 

(III.9) 

donde la función de memoria fl1s f/J,-1) y la función de autocorrela

ción Grsflz,t:) están definidas respectivamente por (II.27) y 

( I . 4 4) , es decir, 

(III.lO) 

(III.ll) 

Además, el término ( fs (6., i:) J A ( 4oJ) se anula debido a que ambas 

funciones son ortogonales por definición de ffs ( lz,t} (ver ecua

ción (II. 24)). 

Por otra parte, la función de correlación corres 

pondiente a fcl queda definida por 
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(III.12) 

_ _} 

Finalmente, la función de correlaci6n total o de van Hove, defi

nida por la ecuaci6n (I.57), está dada por 

donde la última igualdad es facílmente comprobable a partir de 

(III.4), (III.S) y (III.6). En particular las primeras reglas de 

suma (capítulo II secci6n 5 A) para G¡ 5 (k,-l:) y ~(k,{) apuntan que 

en t:: O , 

(III.14.). 

y 

' 
(III.15) 

donde S(b) es el factor de estructura estática del fluido defini 

do por (I.21); además, de la misma regla de suma, 

(III.16) 

Si ahora multiplicamos (III.8) por la derecha 

por f¿*(~ y promediamos, obtendremos la ecuaci6n de movimiento 

para <=id. ( b., t) rt . i- Gid. { b, i) + }
0

d ~ Yns ( \?.,-lp a.) ~el tb., 'G) = < fs( k,-t) \ f¿ tk}) • ( III .l 7 ) 

En la ecuaci6n anterior no se anula el término no homogéneo ya 

que 'fs 0<, t) no es ortogonal a ?¿,(k.), 
De la transformaci6n de Laplace con respecto al 

tiempo de las ecuaciones (III.9) y (III.17), obtenemos el siste

ma de ecuaciones en ~$(k,~) y Gtd (b, a) 

_; 
1 
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=é ~a.(la,~) -q (SCk)-1) + m5 0~.,e) Gt~l~,e)::: 

=<Fs_(b,?:)\~¿(~)) ~ 

(III.18) 

(III.l9) 

Para resolver este sistema se puede pensar , como primera aproxi 

maci6n, en despreciar el término de la derecha de la ecuación 

(III.19) con lo que se obtiene 

(III.20) 

o, en términos de ~ ( b.,tt-) 

(III.21) 

A esta expresión para Gt(b1~) se le conoce como la aproximación 

de Vineyard (15). No es difl.cil comprobar que la ecuación ( III. 21) 

satisface la primera regla de suma , pero no así las siguientes. 

La aproximación de Vineyard no satisface las conservaciones de 

partículas, de cantidad de movimiento o de energía. Al incluir 

términos en (fs(k¡t} \ rd (b)) en (III .19) de orden :-e~2 ob-:.:endríamos 

una nueva aproximación que, al satisfacer la segunda regla de su 

roa, incluiría correctamente la conservación de partículas. Si

guiendo este procedimiento hasta orden i-q quedaría satisfecha 

tambi.én la tercera regla de suma y por lo tanto también la con

servación de cantidad de movimiento ( ver ecuaciones (IV.13) a 

(IV.19) y discusión que las acompaña). 

2.- Descripción con dos Componentes. 

Con la misma intención de relacionar (~¿ (b,{) con 

~5 (~1{) se pued~pensar ~n otra alternativa de elección más natu 

ral del vector A teniendo como componentes a las propias funcio 

nes Ps ( ~,{) y fJ (k, t) , es decir 

A)(k,-l):: [~s(b,i:), Pctéb,t.)] (III.22) 



- 41 -

-:"> 
Para esta construcción de A(~,i) también se anula el término de 

frecuencia i..fL.. (ecuación ( II. 21) ) . Que todos los componentes de 

LQ, es decir (tL ~s \rs) 1 (~Lp¿l ~¿) y (i.l ?s \9J.) se anulan se pu~ 
de demostrar empleando 

' -
! 

( i, 1 f > ~ < L l (~S+ ~J) '(~ $ t ~ J) > 
::(t.l~s \~s) -\-<i.L?~d?J) +(t:l~s\f¿)i<i.L~~\~s) (III.23) 

y ap.li.cando el argumento utilizado en (III. 7) para (l.Lfl~), 
(iL r~·> y (i.lp¿ lpd.) . Ahora, si observamos que debido a la con 

dición de estacionariedad 

(·(>(, ( i) r «z (o))::: (rX1 (tts) \ «<t (S)) J 

entonces tenemos 

(i L9s \fct)= <ft fst~,-t)\ V&(k,o)>~~=oft<fs0a,t)l?d(k.1 6)).~~c' 

. = gt(~s(~,o)} Pc1(~-t)~=o = -<~s(~~o)(~ ~~di~~-+)~~o 

:. - <?S 1 i.. L ~¿> ::: < t L ~ .• d ? S > ) ( I I I • 2 5) 

entonces 11 tillnbién los dos términos restantes de l.rl son cero. 

Por otro lado 1 utilizando el hecho . de que r.~ {{)::. 

e](pf:tt r/.(()) para cualquier variable dinámica « (t) 1 tenemos 

(III.26} 

ya que 



. Además 1 utilizando esta última ecuación y las relaciones (III .11) 1 

(III.12) y (ÍII.13} 1 tenemos 
' ' 

< YJ (~¡t) \ Pd. (l.)>,_ < t é\i. \1tü 1 fe' 1:. '!c<0 > , 
1 j ::?~ l:i"z. 

<
¡ t-3 ·Y!~ ~ 1-'> ~ ~ W T-. = [ec.rz.YJt-t) 1 L ~2lR·'Jtw) _ < et~. rr(-\) 1r e tQ. r;(b)> 
' j::l j:!l 1 .)::.~ 

- (f::e~\t~tt>leL~:~,co))- <e{~.;r:(~>Iet.~.rf(e)\ 
j=&e 1 

.... N G¡(~i)- 2G~d(\a,i:.)-Gts (~,t) (III.27) 

-=- [N + 0 (l)] G\ ( \~~ t) • 

"'.::r -> 
Por lo t.:mto 1 la matriz de correlación-:=:_ (-1:,)-= (At-l:.)/A) toma la 

forma 

:::::. (:l) .:: ' (III.28) 

y ent:o 1 recordando (III.14) 1 (III.15) y (III.16) 

' 
.:;:: (t= o)::: : (III. 2 9) 

(SCk)-l) NS{b) 

Utilizando estos resultados para la ecuación de movimiento de 

-::-:( ~) (ecuación (II. 32)) se obtiene finalment~ 

~Gis -2qd (5{1_1-1) tv1u M,z Gs ~t! 

..... .r =O 
' 

(III.30) 

~Gid -a. N~ (S(b)- 1) HS{~) M2, M u G1ri i~~ 

donde G 1Gs Y G4d dependen de las variables yil . La ecuación an 

terior implica el sistema de ecuaciones 
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a ~d ·- (t;(b)-i) + Mu~cl {. t"'Hz(N~)::o 

e Gtc1 ... (SO~)-i) + Mz.l~s 1~ l"\-zz.~J. =.o 

(III.31a) 

(III. 31b) 

(III.31c) 

(III.31d) 

Como s6lo se tienen dos funciones de corre;J.ac:i.f-n independientes 

(ecuaci6n (III .13)), entonces sólo puede hi.ab~,: dos ecuaciones iE_ 

dependientes en el sistema anterior, lo cual ::-~plica que la ma- _· 

triz de memoria a su vez tenga únicamente do:·c: ;)mponentes j_nde-

, pendientes. Se puede comprobar fácilmente q¡-uz:: n el sistema 

(III. 31), las ecuaciones b y ~ son idéntj_cas -.- expresables en 

términos de las ecuaciones a y d si hacemos gie 

y 

(III.33) 

Así, obtenemos el sistema 

y 

(III.35) 

donde se han despreciado los términos de ord-:=:l·. N-•. 
Para. resolver tal sistema e~.: . ,tural pensar pri

mero en una relación sencilla entre Mu y f"''t'.::. En particular, 

si igualamos estas funciones y resolvemos el :: -~stema, obtenemos 
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(III.21\ 

. ! 
1 

que es la apr~ximación de la convolución de Vineyard. 

La siguiente aproximación sería hacer \/in propor 

cional a JVb.,~scogiendo la c~nstani:e de proporcionalül.ad ·de tal

manera que esta se cumpla al menos para tiempos cortos, Esto se 

puede hacer considerando los primeros términos de la expansión 

en s eri.es de potencias inversas. de Gtst h~1 a) y Gt ( k1 i?:) que se puede 

obtener de la tabla de reglas de suma, esto es 

(III.36) 

y 

• 

' 
(III.37) 

despejando de (III.34) y (III.35) las fu.nciones Mn y f·J~ny utili 

·zando (III •. 37) y (III.38) obtenemos sus correspondientes expan

siones dadas por 

••• (III.38) 

y 

(III.39) 

Por lo tanto, la aproximación siguiente será hacer 

• (III.40) 

Empleando la expresión 

(III.41} 

(que se obtiene transformando la ecuación {I;14} a espacio de 
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Fourier y teniendo en cuenta la definición (I.21)), junto con 

la~ relaciones (III.34) y (III.35), la aproximación (111.40) con 

duce a la expresión 

(III.42) 

la cual es el resultado obtenido por Kerr(l6)mediante un método 

muy diferente al expuesto aquí. La aproximación de Kerr predice 

correctamente la segunda regla de suma, o segundo morncnto en la 

frecuencia W de S(~w) y, por lo tanto, incluye en su estructura 

la conservación de partículas(ver ecuaciones (IV.13) a (IV.19) y 

discusión que las acompaña). 

3.- Descripción con cuatro Componerites. 

_otra manera de ~ncluir la conservación de partí-
-> 

culas desde un principio es agregar a los dos componentes de A 
utilizados sus correspondientes primeras derivadas, o sea, consi 

der.::tr 

(III.43) 

donde Js y j¿ son, respectivamente, la parte auto y distinta de la ' 

densidad de corriente longitudinalj y están definidas por 

j::: js + jd 

• 
js= ' 

(III.:'lk) 

y 

(III .~45) 

y donde, por supuesto, tanto Ys como p¿ , Js y j¿ dependen de k y 

de t . Las expresiones (III.44) y (III.45) se obtienen a partir 

de (I~.3). Definimos también la función de correlación corrien-
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' ' 

~e-corriente como 

(III .\4€) 

-> 
La introducción de dos nut.:::vos componentes en A 

que son derivadas en el tiempo de los dos coEsiderados anterior

mente no j_ntroduce nuevas funciones de memoLia, ya que seguirá 

habiendo solamente dos térmínos independi;f.;ntfs ( Cls y G\d.1o G¡~ y 

~ ) y dos funciones de memoria independiente~ correspondientes a 

ellos. Por lo tanto, el resultado es el m].srn.;; si en lugar de tr9:_ 

bajar con el vector P~ definido en (III ~ 43) n~abajamos por sepa

rado con los dos vectores independientes de ~os componentes 

(III.47) 

y 

(III.48) 

' Considerando sus matrices de correlación as;ociadas 

(III. 49) 

y 

(III.50) 

sus corres·pondientes ecuaciones de movimieBtt:o son 

y 

Para obtener expresiones dte los términos que apa 
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recen en las ecuaciones anteriores, necesitamos antes que nada 

obtener algunos resultados que nos faciliten su desarrollo. Dedi 

camos pues los siguientes p~rrafos a la deducción de tales resul 

tados para más tarde volver a las ecuaciones (III.51) y (III.52). 

Una propiedad general de las funciones de corre

lación que nos ser~ de utilidad es 

(A (.f) 1 B(o)) :.::.J[ (Mé) / 8(6)):: j.¡: (A(o) 1 B(-t)) 

= -(A(o) \ B(-t)) ~- <A(-t.)\ S(c)), (III.53) 

donde se ha empleado la condición de estacionareidad (III.24) .La 

ecuación (I.59) obtenida anteriormente puede expresarse en tér

minos de la corriente j como sigue 

·t"' ...,. -llo 

. . . . 1 '\...,. \ ( !"\:> ...... -) ~ ...¡> ) t 1\·l Yj - -r_q)) .,_ , 1 -~ -:> 2 \ 1!- 2.. <d(J ( d<j }:::4. ~ L ~. Vj ( \i. V,t e ::ru\.( \i. \(j) ¡ = 1\\ r¿ Uf~ (III. 5:4) 
\J ~ - -

De este resultado y de la definición (I!I.46) se obtiene que 

(III. 55) 

Nos proponemos ahora demostrar una importante relación entre 

~ (\2,?.:), S( k.) y J (k, 7?-), la cual es una consecuencia de la ley de 

conservación de partículas 

· (III. 56) 

De la ecuación (III.13), de la propiedad descrita en la expre

sión (III.53) y de la condición anterior, obtenemos 

(III.57) 

Integrando en ambos lados con respecto al tiempo y recordando la 

propiedad general descrita en la ecuación (III.7) tenemos . r d1~~a(x)_JK: J~~(t) ~- t<l\ajt<\[ikj>Jx. (III. 58) 
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Haciendo una transformación de Laplace de esta última ecuación 

con ayuda de las propiedades 

(III. 59) 

y 

(III. 60) 

y utilizando (III.SS) y (III.16), se obtiene finalmente 

(III. 61) 

Es claro que haciendo un desarrollo similar para fs y js nos con 

' duce a 

(III.62) 

donde, por supuesto 

(III. 63) 

Ya que la solución de la ecuación (III.51) es completamente aná

loga a la de la ecuación (III.52), trabajaremos· solamente en 

esta última y, cuando sea conveniente, señalaremos el resultado 

para la primera. La matriz de correlación :=:~(i!) está dada por 

(~({-)\i.kj) 

(t~j(~\ i. kj) 
a (III. 64) 

El primero de sus componentes, de acuerdo a la definición de 

~(k~t), es 

1<P(t)(f):. NG.Ck,i!). (III.65) 
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. ' 

Los t~rminos no diagonales se obtienen utilizando la propiedad 

(III.53) y la relación (III.61) de la· siguiente manera 

y 

:J. (f(t) l L \?J) = - t<i. kjl.-l) lf> =-J. 1t_ N~(~,t) 
:: -N[~~ (k,Yl) -SOz)] ::: N k2UT2 i!-lJ(k,t:) (III.66) 

(III.67) 

el t~rmino restante se obtiene de la transformada de Laplace de 

la ecuación (III.SS), y es 

(III.68) 

Por lo tanto, sustituyendo las cuatro últimas relaciones en la e 

cuación (III.64) obtenemos 

.. (III.69) 

Por otro lado, la matriz :=:c(t..::o) está dada por 

~ -;> ~~ tr> <plt~j) 
Zc.(t.::o)=<A~ lA~)~-

((\l.j\f) (l.kjltkj) 

SCtt) o 
=N • 

' o -k'lT'l 
(III. 70) 

el primer t~rmino se obtiene de nuevo de la definición de ~(k., -t.) 
y es. 

<~ \.r)::: N ~(o)=- NS(\a) , (III.71) 



los términos no dJagonales m:: .. anulan debido a la prop:Ledad expl_?:. 

cada en (III~7) y-el últii11o JL§rn,ino,(tk.j ldz.j), ya ha sido obte-
' 

nido en la ecuac.i6n (III. 54)~ Ya que más adelante utilizaremos 

también la in.Jersa de esta n:raf!r,iz, la anotamos en seguida 
1 

o 

o 

• (III.72) 

o 

Nos resta calcular la matriz frecuencia ¿ .D .. c. 

('Pt.Lf\f) (f~i~¡.:{t:~j) 1 ("JS(~)r 1 O 

{?tlll>j \f} (Pl'tilíj 1 iloj) j O (NR'iJi')"1 
(III. 73) 

Utilizando el hecho de que .e!,t'operador P de proyección es hermi 
~ 

tiano y considerando la cons;;fnucción de Ac, los términos de 
-> -) . 

(?~LAc. \ Ac.) resul-t..an ser 

(Pi.lf\f1
) = (~\f)=:<m ) 

(III. 7~4) 

(Plli. !.:kj)=(~· e 
' 

(III. 75) 

("Pi. L ~ J daj) = ( ~ 1 r}~:N \-e.~trl (III. 76) 

(Ptlt 1?> = < ~ lr>~-<flr)=-Nk\r/. (III. 77) 

En las dos prime:ras líneas ~~utilizó la pr'.Jpied~d (III. 7) y e 

l.as dos últimas,, la propiefJ~i (III. 53) y la expresión (III. 5:;. 

Por lo tanto, la. matriz de .iTil:ecuencia t!lc,es 
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.. / 
(III. 78) 

d~nde C¡ , la velocidad del sonido isotérmica, está definida por 

(III.79) 

Así, el tercer término en (III.52) quede expresado como 

' (III.80) 

y por último, el cuarto término, como 

• (III.81) 

' 
substituyendo (III.69), (III.70) y las dos últimas expresiones 

en (III.52), se obtiene la ecuaci6n matricial de movimiento 

+ 

5(\?.) 

M1,G +Mi?.. (:e-4 ~se~)) 

Mt,Gt+ M,:t (e4-S!~) 

o 

(III.82) 

Ahora bién, es claro que para que tal ecuaci6n se satisfaga los 

dos términos términos superiores de la última matriz deben anu

larse, lo cual implica que Mu.:: M,2.::::0. Por lo tanto, la ecuaci6n 

matricial se reduce a un sistema de dos ecuaciones, pero ya que 

hay una sola variable independiente, ambas ecuaciones deben ser 

linealmente dependientes¡ estas son 
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(III.83) 

1 

· ~'1Jr7..( EJ-~ + \i-cJ:-z. c·\J + M~"J + M-z.t ~-~ J) =O • (III.84) 

Multiplicando ;1a ecuación (III.83) por a, utilizando (III.61) y 

rearreglando, • se obtiene 

(III. 85) 

Ahora (III.84) y (III.85) se satisfacen sólo si M21:o. Por lo 

tanto, escribiendo a Mn como Me. la ecuación de movimiento para 

J(k,e) resulta finalmente en 

(III.86) 

De manera completamente análoga se puede resolver la ecuación 

(III. 51) para :=:s(t). Las modifica:ciones necesarias a (III. 86) pa 

ra obtener la ecuación de movimiento de JsO~,~) son casi adivina 

·bles. El resultado es 

(III. 87) 

Es deseable expresar J(~l1 .:;!) en términos de j 5 tk,.e) , es decir, re 

solver el sistema de ecuaciones formado por las últimas dos ex

presiones ·, eliminando los términos de memoria si es posible. Co 

mo primera aproximación podemos, como en la sección anterior, i

gualar Me. y Ms. El resultado de esta aproximación es 

(III. 88) 

~1 cual, utilizando las relaciones (III.61) y (III.6~) para ex~· 

presarlo en términos de G¡(\),,t) y C15t\t,t) y la expresión (III.41), 

nos da 

(III. 89} 
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. la cual da lugar a la expresi6n 

G¡(~a,~)= _ SO~)-~~ (~.!.e) __ , 
! i~ e( ~)(eGs (~,<:) = 1) 
i 

(III •. 42) 

que es precis~mente la aproximaci6n de Kerr obtenida en la sec

ci6n anterior. 

La siguiente aproximaci6n consiste en considerar 

Me y f'1s proporcionales, 

) '(III.90) 

escogiendo la constante ~ de tal manera que la igualdad anterior 

se cumpla para i=o. Para esto, se puede emplear la expansión de 

~y qs en términos de~ hasta la tercera regia de suma, o sea 

e; (\z
1 
~)-= SOe) ~-~- \t-ur~i!-3 + k"l.ur'l-2~5< W.t?.}- ... ~ · (III.91) 

y ~s(~,~)-= ;!_, -llur?.-2-~ + \lu;.a2-5 <wl·>- .. . (III.92) 

y con la ayuda de las expresiones (III.61) y (III.62), se pueden 

obtener las correspondientes expansiones de J(~~) y Js(k,~). 

(III.93) 

y (III. 94~) 

Sustituyendo estos resultados en (III.86) y (III.87) y utilizan

do (III.90), se obtiene el valor correcto para~ 

' _ <wi;>- \le~ 
~ - <ws?.) - ~'2trr~ • (III. 95) 

Resolviendo ahora el sistema (III.86) y (III.87) para J(~~~) y 

J5 (k.,~) utilizando la aproximación dada por la ecuación (III. 90), 

tenemos 

(III. 96) 
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y sustituyendo el valor de~ dado por la ecuación (III.95) se ob 

tiene 

Esta ecuaci6n
1
fué derivada por Ortoleva y Nelkin (17) de una mane 

ra similar. Es un ejercicio tedioso pero sin obstáculos compro

bar que la aproximación (III.97) satisface las primeras tres re~ 

glas de suma simul'táneamente, aunque no las siguientes. El hecho 

de que satisfaga la tercera regla de suma nos asegura que esta a 

proximación a incluido correctamente la conservación de la canti 

dad de movimiento longitudinal (de nuevo se refiere al lector a 

las ecuaciones (IV.l3) a (IV.19) y a la discusión que las acampa 

ña}. 

4.- Descripción con seis Componentes. 

Siguiendo el esquema de la sección anterior, es 

· posible añadir automáticamente la conservación de momento longi

tudinal al formalismo si además de considerar como componentes 
-> 

de A las primeras derivadas temporales incluimos también las se 

gundas derivadas, esto es, 

A ~ [ ~s 1 ?<t, <.lps, i.l~¿' ttl)~~s1 (~L/'p¿] 
::! [ ~S1 ~d 1 l k js 

1 
l kjJ) -(~'/M) ~S)"' (\2_~m)Gd] _, (III. 98) 

donde la densidad del tensor de esfuerzos microscopica está defi 

ni da por (consideramos únicamente el componen te (l. L ():¡.) ·\)) 

~ L • L. \- ~'-t-l \1 d u . L. Pi~) et.T:.'Q 
~ (f .:: L j ::.- - - + 1..1<.-
m vY\ J.::l d (o. \P. YV\ ( I I I. 9 9} 

aquí, '(",1 \t y P.l\?. 
en la dirección 

-;o -) 

so~ los componentes de \A, y {1. , respectivamente 

de \i. . 
-> 

El vector A definido en (III. 98) ha sido cons-

truido añadiendo dos derivadas temporales más al vector utiliza-
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do en la sección anterior (III.43), por lo que no se introducen 

en jsta construcción más funciones de memoria. Es claro entonces 

quL se obtendrá~ los mismos resultados si consideramos, en lugar 
-~ 

del vector A , dos vectores independientes de tres componentes 
~ /\') 
As y f"\c. dados por 

y 

As : [ ~s,~ l. L ~s, (e L)
2

?s J 
Ac :: [?, LL f 1 (t L)?.~ J 

( III .1 00) 

(II~.lül) 

Definimos la función de correlación del componen 

te longitudinal del tensor de esfuerzos del sistema y de una so

la partícula, respectivamente, como 

y 

\7"' (L.. 1 \ _ ('"' Z) ./fii'tL .1' L ~t:1 "t. J -:;; vv.t 'I.J \.. ft.1 '·J 
L\ \ /~{k.\.\fr(L\)-I 
R.) / \.,\.1 \.. "'-) V 'i?..J (III.102) 

(III.103) 

Utilizando la ecuación de conservación del componente longitudi

nal del momento, 

(III.104) 

la expresión para el parámetro de frecuencia <wl) (ver ecuación 

(I.60}) puede expresarse como 

(III.l05) 

De las últimas dos ecuacj_ones y de la definición de j (k, t.) (ecua 

ción (III.46)) tenemos que 

~~~& ~ ()t~l 1 j > (i \.))1
:-<1 (~) l3><i \j)1:::-(lljlt>ltlj}~"'~~ ...... ·<~llrl') 

=-& (ll(tl\IJ)<Iftll71<wl) if':: -<.wl> (~Ltl\<f) (cr\lí)-1
; < rrr.1o 6 l 

integrando esta igualdad, efectuando una transformación de 
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Laplace (de manera similar a corno lo hicimos con la ecuación 

(III.58) de la sección anterior) y utilizando la ecuación 

(III.102) se obtiene 
i 
1 

J Ce) -= 2-1-2-2. I (.:e) 
! 
! 

(III.107) 

De manera análoga, se puede también encontrar que 

(III.l08) 

De nuevo, nuestra intención es resolver las ecuaciones de movi

miento (III.51) y (III.52) pero ahora para las matrices de corre 
"19 -:> -

lación asociadas a los nuevos vectores fo\~ y Ac . Desarrollaremos 

la solución para la matriz de correlación total, y, al final de 

esta, mostraremos los resultados que. se obtendrían para la ma

triz de autodifusión. La matriz de correlación total es ahora 

¿t(?C-t){f} 

~e(?:):::. :f.(t.L~(t)l?) 

1(y(~) l Lly) 

1(tl9t{)l ~L~} 

~(f(i) )(Ll)~f) 

~{i.Ljf:l} l(tL)?.f) 

l 
(III.109) 

Cuatro de los componentes de esta matriz ya fueron calculados en 

la sección anterior, a saber, los dados por las ecuaciones 

(III.65) a (III.68). Los restantes resultan ser 

y 
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(III.l14) 

El, tercer y cuarto componentes se obtuvieron del segundo con ayu 

da de la propiedad (III.59) y la ecuación (III.76). El rtltimo se 

obtuvo empleando la mismª propiedad y las ecuaciones (III.112) y 

(III.107). Resumiendo, la expresión (III.109) queda dada por 

..,) ...;) . 
Por otro lado, la matriz (l.lA lA) tiene por componentes 

r(ylp> 
....;> ~ 

<tLAJA)= <flp) 

(fiY> 

<~ \~) 
(~\g} 

<y"tp) 

(~\9> 

<~19> 
<?"lv> 

(III.115) 

(III.116) 

y como ya se ha visto en (ITI.7), todos los términos de la forma 

<6\B) son cero, por lo que los términos de las diagonales de la 

ecuación anterior se anulan. Los demás están dados, unos por las 

ecuaciones (III.76) y (III.77), otro por 

(III.117) 

donde se han utilizado las expresiones (III.104) ,(III.105) y 

(III.54), y, por último, el término restante se obtiene utiliza~ 

do en la ecuación anterior la propiedad (III.53), esto es 

(III.118) 

-'lo ~ 

Entonces, la matriz (LLAJA) queda expresada como 
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o o 

o 
(III.119) 

• 

o -<wi) o 

Otra expresión necesaria es la correspondiente a 
ti~ la matriz <~A) , esta es 

<~lf) <9\~) (~\~> 

<A:\AJ ::=:Jb:O):: <§1~) (~\~) <9l?> ' (III.120) 

<9., ~) <9.1§> <YI~> 
cuyos términos ya han sido obtenidos. En particular, se anulan 

los términos fuera de las diagonales por ser de la forma (BI B> , 
r' 

por ( I I I • 71) 1 ( I I I. 7 6) 1 ( I I I • 7 7 ) y 

o -1 

o o 

-i o 
así mismo, 

1 

<wt> 
<A:IA)-1

:: N-'(<wi}S(b.)~tltrT?.r' O 

' 

o 

<wi"~~-l 
lt?..ot 

(III.121) 

1 

0 •(III.122) 

so~) 
~ t 

-~~ur~ J 
La matriz de frecuencia iSl~se obtiene entonces de las ecuacio

nes (III.l19) y (III.122), esto es 

o o 

o 1 • (III .123) 

o -(wJ> o 
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Por lo tanto, de las ecuaciones (III.123) y (III.115) 
- -

- . f ~ i!(j-S(k) 
kl.urtJ l[IJr7. (l~lJ) 

- ~ul·(I-2J) k\rr<t L L .O.c· .=..e~ 'J.) = l- ~~u¡'-J •(III. 

'-( • (¡-$( kl)<.wi) 

124) 

- tl\r.l·J (tu,:> - \lu;.~ (t~~J)(W~) 

Por último, 

M u Gt +M ,t(1!~~S{U)) \bJl-~Mue·'J+ ti,aJ 11.'.,.t (,M u J •M .. (1-~J) 1 
- t-'\1sk.\ri.J -M,¡¡.(\-~J)) +M&!}:) 

, - 1 ... • Mzl.:t + Mzt.("lf:t-S(k)) h_"<OT4( Mzl ~-u +M&o. J ~'ui(·t'h.,JtMa(!~i!J) 1 (III. 

!le-.=..cl.t):: ~ -M,. k'vy' J -Mz?.(H!J)) +Mz.~!.) • 125) 

i&l(K3, ~-u-~- t-~\ 32J lttrr?.(·t'l~, J-rt'hzú~2J) { M3\4+M:st.(~Gt~Sl~) 
1 - r~3-s k ~~J .. M3~\\-~J)) +Ma3>-:) 
L 

Al sustituir en la ecuaci6n de movimiento 

(III.52) los t~rminos dados por las matrices (III.115), (III.121), 

(III.124) y (III.125), se obtiene una ecuaci6n matricial cuyas~ 

luci6n está dada por el sistema de nueve ecuaciones correspon

dientes a cada uno de los términos. Las tres ecuaciones corres

pondientes al primer rengl6n son: 

y 

~~ i-S(k) .. ~Gt+S(~)+MliQ tM,t\~~-S(\?.)) ~ Mt5 lilll\J= o 1 

llut-¿LJ- J +M u ;r-'J+ M12. J +Mm (t-~J )] ::o 

iitr-l[-i!J+ 1-(1-itJ)-MuJ +M la (l-~J)-rM,3I1= o, 

de las cuales es claro que Mn = M,t = M13 =0 • Las ecuaciones corres 

.pendientes al segundo renglón son 

. 
llorllt J-!+ (\- ~J>+ M¿, ir'J+M ¡zJ- M~:. (1- t.J)] = o 

y 
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y, recordando la ecuación (III.61) y la (III.107), se puede tam

bién mostrar. que M~= Hn= Mzs= O • Por último, las ecuaciones co ~ · 

rrespondientes al tercer renglón 

~:ui-(-?.J.¡.\) +(oJ{) (:e~-St \e.))+ t'-'\:n ti ·t· t"~:sa. (a<;-Sll~))- (}¡~::. ~~:\:/J = o 
· (rr/.126) 

llv-..,t{J..(>!J-I)+<wi:>J t Ks,:e.-'J+ \'1\:sz.J ~ ~33 {\ .. ~J)]::: O (III .127) 

y 

ltur2.[?; í- <.wl:) +úu 2 ) (\-1h\ )- \-1\~,J ·rM~2.{l .. 2J) -\· fvh:- ';·,'"¡~o 
. .R. ~ -a• " he"·,~ (III.128) 

deben ser dependientes entre sí, pues solarnente hay u.na variable 

independiente (por ejemplo~ y L dependen de J(~) él través de 

' (III.61) y (III.l07». De hecho, multiplicando la primera ecua

ción por (-~/,l·u;.a) y utilizando (III~61) en ella, pod.emos res

tarla de la segunda y obtener 

(III.l29) 

;,.¡¡ 
lo cual, volviendo a utilizar (III. 61} y escribiendo 1clc. en lugar 

de M~3 , implica que 

M:st {~~ = (v\5~= Me. } (III.130} r-or 
que puede también denotarse, aprovechando (J;II.79), como 

Entonces, las ecuaciones (III.126) y (III.127) se reducen a 

(III.132) 

y 1~ (III.128) a 
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' ' 

·De las ecuaciones anteriores es claro que r1 5 z~O, y por lo tanto, 

1~ ecuación a resolver para J(a) es finalmente 

(III .134) 

. La solución de la ecuación de movimiento para 

:=.:5 (&-) (ecuación (III. 51)) se obtiene mediante un desarrollo pa

ralelo al anterior, resultando en 

{III.135) 

Estas dos ecuaciones {(IIIe~34) y (III.135)) 

constituyen el par de ecuaciones independientes a resolver para 

J(e) y Js (.a) . Al i.gual que en la sección anterior, como una pri-

' mera aproximación, se pueden igualar las funciones memoria corres 

pendientes Me yMs a fin de eliminarlas; lo que se obtiene con 

esto es precisamente la ecuación de Ortoleva y Nelkin derivada 

anteriormente 

j(t?. ~) = "a+[U-rJ§)~-<.wl>Js]/[(e+\la;.~i!-')Js~l] (III.97) 
1 

. e2.+ (wl) t-(í?:+ !lcl-c-1)[{1-~Js) ~- <.wl >JsJ/[(iit ~:u;zl-t)js ~ .i] 

.... ((wJ> -llura) Js(~,~) 
- [(((1)§)-ll-u:l-<w.i:)-\ ~~:t)e.+(<w~> k.~-<wl>llur?.)ir']Js(~,iÜ + (<wf> .. ~'2qf)' 

La siguiente aproximación consiste en hacer proporcionales las 

funciones memoria, o sea 

(III.136) 

escogiendo ~ de tal manera que esta última ecuación se satisfaga 

parat~o. El valor des que cumple esto se puede encontrar des

pejando de {III.~34) y (III.135) Mc{t2.1i::) y HsL"11!) respectivame!! 

te, sustituyendolas en {III.136) y expandiendo J(\a,;!) y Js('e.,=é:) 
en potencias inversas de e como en (III. 93) y (III. 94). Conser

vando solamente los tres primeros términos se obtiene 

~ =- He. (la,~) _ (i?- (e'l.+l.w~~ )J )/((t?-t~lci' :~:· 1)J -1 ) 
Ks ( l?., :e) - (1!- (G"-+<UJJ))Js) 1 ( ( -2+ l<..2.u=é'e-1)J5 -l.) --
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(III.137) 

Sustituyendo entonces (III.136) en (III.134) y 

despejando JO~,.a) obtenemos 

(III.138) 

Despejando ahora M$ de (III.135) y sustituyendola en (III.l38) 

tenemos 

Finalmente, multiplicando numerador y denominador por el factor 

, [i- (-t!-;.b..~7..:¡;-1)Js] y rearreglando 

J(k,t:)= 
- l~~(~-!}+~<~>-k2v~l]Js- .. (5~.{)i! · (III.140) 
..,.ts:az a - """'"""' ........,..n:u,., ~~ - ' 

L<~··~)~~+(s(<tOs&>+!tcl) ... (<tt.)i>+tb;r~))~+(s<w~)ft't.! ... <wl>~ut')2·1jsq(s .. t)-e'+<u11-5fl"q 

o sea 

j(k,~)= _b~s ... i) ~~ + s(UJ§> .. ~~yl]\.Js(k,if)- (lS -l)i! 
[Cs-.l);as+A~+sz-']Js(~é)-(~ .. !)i!z.+c.. ) 

donde 

y 

A::. 5(<wi)+\b:¡)-(<w1:)+li'trl}) 

B= sC<wl> 1-lcZ)- <w.t> \tur~ 
e: <wi.> .... ~lt2.cl 

(III .141) 

(III.142) 

Se puede comprobar fácilmente que esta nueva aproximación 

(III.141) se reduce a la aproximación de Ortoleva y Nelkin (ecu~ 

ció~ (III. 97)) cuando 15=1· 
Es claro que el procedimiento que hemos delinea

do para obtener aproximaciones para Gi puede continuarse de mane': 

ra de lograr que un número predeterminado de reglas de suma sean 

satisfechas. Obviamente las aproximaciones sucesivas van tomando 
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una forma cada vez más complicada y por lo tanto más difícil de 

manipular. Es claro, de las diferentes aproximaciones obtenidas, 

que además de requerir del conocimiento de Cts es necesario cono

cer información adicional tal como el factor de estructura está-a 

tica y los momentos (wl) y (w~) . Mejores aproximaciones requerí 

rán del conocimiento de mayor número de momentos (wlt1) • Estos 

últimos son calculables en términos de las funciones de distri-
~ -'> 

bución estáticas den partículas 'J(r.,•o•¡~1) , y del potencial 
.-J> ~ 

intermolecular U(r¡, .. '1 r¡..¡) • En la práctica no se tienen datos 

precisos de la función de distribución de tres o más partículas, 

y por lo tanto 1 aún la aproximación (III.141) es de difícil em

pleo dado que los momentos que involucra requieren para su cál

culo de la función de distribución de tres partículas. 

En el siguiente capítulo deduciremos otra serie 

de aproximaciones para t4 en términos de G.t~ , 5(~) y los momen

tos (wl!ti) y <wl\'"1) que, a semejanza de los aquí presentados, cum 

plen con las primeras reglas de suma y por lo tanto dan el com

portamiento correcto de ~ a tiempos cor~cos. Sin embargo, tienen 

una.estructura sustancialmente más simple con lo cual permiten 

su fácil manejo. 
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CAPITULO IV 

UNJ\ NUEVA JERARQUIA DE APROXIMACIONES A LA FUNCION DE Vl\1'1 HOVE 

EN.~ TERl'UNOS DE LA FUNCION DE AUTODIFUSION DE VAN HOVE. 

Las aproxir:aciones de Vineyard y de Kerr obteni

das en el capitulo anterior (ecuaciones (III.21) y (III.47)) su~ 

gieren el que la funci6n de van Hove G¡0<11?:) pueda expres¿<'·";e de 

la siguiente forma 

( ·; \ i 1) 
·'. t.. 

donde 

es la transformada de Laplace de la suceptibilidad 

(:J:v.3) 

Es claro que si l;j (~ 1e) se anula, tenemos la aproximación de~ Vine 

yard y que si ta(~ 1~) =re.(~) obt~nemos la aproximaci6n de Kcrr. En 

tonces, es natural pensar que asignándole a 'cj o~~~) una ck¡ snden

cia en k y en e apropiada nos resulten aproximaciones pao:a Gt 
superiores a las antes mencionadas; es decir, aproximaciones ta

les que cumplan con un número predeterminado de reglas de suma. 

Nuestro primer objetivo será el determinar cual es la expa.nsión 

de ~ (~1 i!) en potencias inversas de 1?: que genera la expansión co

rrecta de ~ o~!i! ). 
Suponemos que ~(~1 e) tiene la expansi6n 

(IV. 4) 

donde 

(IV. 5) 
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Es necesario que la ecuación (IV.4) posea únicamente potencias 

inversas de~ pares dada la forma de la ecuación (IV.1) puesto 

que 

(IV. 6) 

(IV. 7) 

(IV. 8) 

Sustituyendo estas expansiones en la ecuaciGn (IV.l) obtenemos 

para los primeros términos de U,(~1 ~) o 

' . ' 

5(\~) ~z.(k):(Wct4>+\lu;.?.'ao(\z.) ) 

-·S(k) ~4 (~) :(ru¿'i)4.- \l!JT-a((UJ,l)+(Ws~))~ol~) 

_rr ilr.rr2.) < €. J r 1 rz. • . 1 f\. (n\ + Ws )¡ I{¡<OJJ) + tz. tr,.Zu, 6 (k) J 
~ ~n1?.,¡ ...1 L, o 

S(~)~' o~)= (W&')+)tu¡.l(<w~) + (tüf)<wJ').+(ws4))~o0a) 

- [su~5(<uJ1)+<w:f >);. (w~>J xBo.tJ)+ \lu;.z. ~()ti?.)] 

' -(~:~ r<tol) )[ <t~Y'~)+Iltrl{(wi)t(oJ¡-))~0 (12}-

(IV. 9) 

(IV .10) 

. ~ ~~:~~ -\~ (wJ")) (<OJ¿~}+ ~trl~6 (l?_))] J ___ (IV .11) 

etc • , donde < wl'fl) = ( o.,lf~'") = ( Ws?..") • 

No es difícil, pero si tedioso, concluir por ins 

pección que la siguiente expresión 

( 1>. *l ~ u (Rl + ( l·~tO.\J _(a'SC.·c;, H'(s~~:}_l+ ~·\J.~( S(liHG)]Ntr,' 1 , 
~ 1 00 li-[z.3tq5 -é2.+\?_\lf4 +il.1-(l-~e;llt))Xs(Stk) .. l4)]/iiur?..J (Iv "

12
) 

genera los términos correctos de ~(~~ anotados arriba. Tampoco 

es dificil comprobar que, de hecho, la ecuación (IV.12) es una 

expresi6n correcta para_ ~(k,~) puesto que al sustituirla en la 

' 
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~cuaci6n (IV.1) resulta en una identidad. 

Pudiera argumentarse que poco hemos avanzado en 

proponer la ecuaci6n (IV .1) con <cJ (~1 ~) definida por la ecuación 

(IV.12), puesto que esta última es solo otra manera de expresar 

la anterior. Sin embargo, veremos que la ecuaci6n (IV.12) nos 

provee de un método sistemático para aproximar sucesivamente a 

G¡(\?.1't). Primero reescribiremos a \1{~,¡;) de una manera más compac 

ta ayudandonos de las definiciones de los tensores de esfuerzos 

L.~(~.,~) , 2.s (\?.1 e) Y· de la suceptibilidad X (k, -a), dados por 

ti ~ ~T [}\z
1
1!) :.tt~Gtd o~, e)- i~?-(5~)-i) ) (IV .13) 

(IV .14} 

·donde 

(IV .15} 

Las expresiones anteriores para ~(\t,=lf) y Í:5(f?,;;) resultan de la 

consideración de las conservaciones de partículas y de momento 

longitudinal, pues tenemos que las correlaciones de corriente 

longitudinal, de acuerdo con la conservación de partículas, son 

(IV .16) 

(IV .17} 

y que las correlaciones del tensor de esfuerzos(componente longi 

tudinal) de acuerdo con la conservación de momento, están rela

cionadas a las correlaciones de corriente por medio de 

(IV .18) 

y 
(IV .19) 
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Sustituyendo (IV.16) y (IV.17) en las Gltimas dos ecuaciones nos 

reproducen (IV.13) y (IV.14}. Empleando las ecuaciones (IV.13) a 

(IV.l5) en (IV.12) obtenemos. 

Ii + ~'~~Ozt~s'X ... 
~ t?.'o;.~ 

-i~~lj-
'1<. 1?: i2. '2. U"y?. 

(IV. 20) 

Procedemos ahora a especificar aproximaciones de 

G¡ (k,-e) que cumplan· con las primeras tres y primeras cuatro re

glas de suma respectivamente. La primera de ellas consiste en r~ 

tener únicamente. términos en~(\'~,~) hasta la potencia ~"'2. 1 o sea 

,;.,_ + '2 ~\i. ~'X. X. :::: ~ + ~tr,'LJ. t\>). (IV. 21) 
~ ~ur~ éa 

. ...... 2/ (l))"l/ f</ 
L. S + -a \l-'Jo ~ l+-..~ •e Q 
T k<(TT~ -

. (IV. 22) 

de manera que Gt (b,;) queda expresada como 

Para la segunda aproximación empleamos 

i:'e1 +·i!'~o(tl) Xs X ::. <o~J.~·> t ~UT-a 4o (h) _-(w¿~> "<- ~t..r,.'l-[<w.~>+ <W:>] 
~ ~2<.rr2. ~z. !!4 (IV. 2 4) 

2':s 22 (l-t;)o(k))%s X. _ ~w:)+ k\r,.at\- ~t\t\;:)) 
T + \lvra -· · az. - (IV. 25) 

con las cuales GOz,:¡) queda expresada como 

Empleando las expansiones {IV. 6) a (IV. 8) 1 recordando que S(k):.: 
(1-l:JoOt))-l y que (wlh} ={rult\)-(Wt"') , al expander las ecua

ciones (IV.23) y (IV.26) obtenemos, respectivamente 

rr\2 )- SOz.) _ ttv;.z ~ llL'T'<w!.'> _..... <rv. 27) 
\:1" ~~ - i! i!a .zs 
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y 
(IV. 28) 

con lo cual queda demostrada la afirmación acerca de las aproxi::

maciones (IV.23) y (IV.26) con respecto al número de reglas de 

st~a que satisfacen. 

Es posible generar nuevas aproximaciones a las 

ya obtenidas incluyendo un mayor número de términos en (IV.24) y 

(IV.25) y es posible también demostrar que si en estas últimas 

se incluyen correctamente todos los términos hasta los de orden 
..,-2n d .,-2(n-l) t. t 1 .... ae. y or en ~ 1 respec l vamen e, entonces a expreslon co-

rrespondiente para G¡(b,~) satisfará las primeras (v1t2.) reglas de 

suma. La limitación a este esquema estriba en que cada vez es ne 

cesario incluir un mayor número de momentos (UJ.~Vl> en la expre

sión y, como ya vimos, para calcularlos es necesario tener cono

cimiento de las funciones de distribución estáticas de~ partfcu 

las, las cuales son de difícil acceso. 

Si escribimos las ecuaciones generalizadas de 

Langevin para (i (k,l!) y ~s02,:Z) , es decir 1 

(IV. 29) 

(IV. 30) 

y empleamos la ecuación (IV.l) que def~ne a ~(~é) 1 obtenemos 

(IV.31) 

Como podemos observar, ~(R,~) está íntimamente relacionada a las 

funciones de memoria de las correlaciones 4 y G¡~ . Cuando ignora

mos la dependencia en 1! de ~(,~ 1 ~) , es decir, cuando la aproxima

mos a ~0 (~) la ecuación {IV.31) se reduce a la ecuación (III.40) 

que corresponde, como ya hemos visto, a la aproximación de Kerr. 
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CONCLUSIONES 

1 

La ext~nsión de esta tesis pudo haber sido, sin perdida 
i 

de su contenido 9riginal, considerablemente menor. Sin embargo,el 

material original descrito en el capítulo IV requería, para su m~ 

jor apreciaci6n, !el ser contrastado con resultados similares repor 

tados en la literatura especializada (los trabajos de Vineyard, 

Kerr, Ortoleva, Kim y Nelkin). A su vez,, estos desarrollos paral~ 

los al nuestro tienen. la característica de poderse encuadrar de 

una manera elegante dentro del formalismo general del movimiento 

browniano (la presentación de Kim y Nelkin reproducida y desglos~ 

da en el capítulo III). 

Ante la anterior situación decidimos estructurar esta 

tesis de manera de proporcionar al lector no especializado un pa

norama más amplio de las propiedades dinámicas de los líquidos. 

Así, los dos primeros capítulos contienen tanto las diferentes pr~ 

piedades de la función de correlación de van Hove, como los elemen 
' . --

tos del formalismo generalizado del movimiento browniano que permi 

tan una discusi6n expedita de la derivaci6n de las dos diferentes 

familias de aproximaciones que se intenta comparar. Como se subra

yó anteriormente, la ventaja de ¡a segunda familia de aproximacio

nes sobre la primera, consiste en su mayor simplicidad en la dedu~ 

ción y en la facilidad con que se obtienen las aproximaciones con-

·secutivas. Además esta familia, al igual que la primera, predice 

el comportamiento correcto de~ a tiempos cortos • 
... 

El comportamiento especifico de las aproximaciones pre-

sentadas en el capítulo IV para un fluido real o modelo de fluido 

(Argón, esferas duras, etc.) no está incluido en este trabajo. Su 

estudio es materia de otras investigaciones. 

1 
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