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INTRODUCCION

El tema principal de esta tesis es el estudio de la vorticidad, y para lograr ésto se hiz6 la
construccion de un dispositivo ultrasonico para la deteccién de ésta mediante dispersion de
ondas sonoras, este es nuestro objetivo principal. Cabe mencionar que la construccion de dicho
dispositivo es el primero de su tipo en la UNAM para el estudio de vorticidad, contribuyendo
asi con los estudios de distintos investigadores de la facultad de ciencias.

Todos hemos visto un vortice alguna vez, por ejemplo cuando el agua se va por algin
desagiie, en éste se forma un remolino, otro ejemplo lo vemos en la television cuando se presentan
imagenes satelitales de los huracanes formados en los océanos (figura 1 a)), también se pueden
ver en las orillas de un rio o el pasar del agua alrededor de una piedra, los tornados (figura 1
b)), el humo de un cigarro (figura 1 ¢)), etc., todos éstos son algunos ejemplos comunes de
vortices, su estudio es muy importante, ya que en la naturaleza es muy comun encontrarlos,
para ello es necesario el conocimiento del comportamiento de los fluidos, ya que todos estos
fenémenos ocurren en un fluido (liquidos y gases).

Figura 1: Ejemplos de algunos voértices. a)vista satelital de un huracan, b)tornado y ¢)humo de
un cigarro. [Internet]

Los vértices se pueden reproducir, por ejemplo si se unen dos botellas por la boca, una
de estas con agua. Al girar la botella (que tiene agua), toda el agua contenida pasard por las
bocas unidas de éstas y alli se formara un remolino el cual es un vértice (figura 2 a)). También
se puede producir un vértice anular (su nombre lo recibe por tener la forma de anillo), con
un tambor que tenga un pequeno orificio, dentro del tambor se mete humo, y se golpea el
tambor, de ésta manera se produce una rosca de humo que sale por el orificio (figura 2 b)).
Para el estudio de éstos se dispone en la actualidad de diversas técnicas experimentales como
la velocimetria por imagenes de particulas o la dispersion de ondas sonoras por vorticidad. La



10 INDICE GENERAL

primera es un método indirecto, ya que se obtiene la velocidad y luego mediante diferenciacion
se calcula la vorticidad. El segundo método es directo, es decir, la onda dispersada por una
distribucion de vorticidad tiene informacién sobre ésta tltima. En esta tesis describiremos el
método de deteccion de vorticidad por ultrasonido. Si se tiene un vértice y a él llega una
onda ultrasoénica, al pasar ésta por el vortice, causara un cambio en la onda y la nueva senal
sera tomada con un receptor ultrasonico.

En la teoria de dinamica de fluidos se tienen resultados teéricos que se utilizan para hacer
éste método [12, 13]. Con la teorfa magnetostatica se tiene que al conocer el campo magnético
se puede conocer la densidad de corriente, se puede hacer una analogia en mecanica de fluidos
donde el campo magnético corresponde al campo de velocidades y la densidad de corriente
corresponde a la vorticidad, de manera que al conocer el campo de velocidades se puede conocer
la vorticidad, ésto es relativamente facil de hacer pues la vorticidad esta dada por el rotacional
del campo de velocidades por lo que sélo se hace el cdlculo de las derivadas parciales del campo
de velocidades y se obtiene la vorticidad, pero para el método que se hace en este trabajo,
se realiza lo contrario, ahora se obtiene la distribucién de vorticidad de manera directa con
el dispositivo de ondas sonoras. Por otro lado para tener resultados tedricos de la interaccién
entre las ondas sonoras y un flujo con vorticidad se toma la ecuacién de Euler y la ecuacién
de continuidad, se llega a que ésta interaccion es una ecuaciéon de onda no homogénea, donde
el termino fuente depende entre otras cosas de la vorticidad. Ahora para realizar el método
experimental se crea un flujo con vorticidad al cual se le lanza una senal actstica, la cual
interacciona con una distribucion de vértices de la calle de Von Karman, y al ser recibida por el
receptor se tienen ondas dispersadas por éste, asi se tiene una medida directa de la distribucién
de vortices en el flujo. Cabe mencionar que la onda sonora que se envia a través del emisor se
utiliza en el rango ultrasonico, esto debido a que se pueden evitar senales ajenas al experimento,
como la voz de las personas que se encuentren en el momento de la experimentacion.

Figura 2: a)Botellas unidas por la boca, que contienen agua, formando un vértice. b)Vortice
anular formado por el humo que sale de un tambor armado de cartén. [Internet]
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Esta tesis esta conformada de la siguiente manera, el primer capitulo describe los funda-
mentos fisicos del sistema, en esta parte se expone toda la teoria fisica que se requiere para el
estudio de los fluidos, consta de secciones donde se describen los distintos marcos de referen-
cia lagrangiano y euleriano. También se presentan definiciones importantes como la vorticidad,
circulaciéon, entre otras. Se presentan resultados importantes como el teorema de transporte de
Reynolds, y a partir de éste se deduce la ecuacién de continuidad y la ecuacion de Euler. En este
capitulo se muestra la analogia entre la mecanica de fluidos y la teoria electromagnética. Esta
analogia esta basada en el hecho de que en un flujo incompresible las ecuaciones que lo describen
son semejantes a las de la magnetostatica. Por lo tanto si las condiciones de frontera son las
mismas, los resultados son iguales. En particular se tiene una ley de Biot-Savart que permite
determinar el campo de velocidades a partir de la distribucion de vorticidad. La analogia se
hace con el objetivo de solo aplicar lo que ya se conoce de la teoria electromagnética y no volver
a demostrar resultados ya bien conocidos. El segundo capitulo trata sobre las ondas acusticas
e interaccion vorticidad-ultrasonido, se hace una deduccion de la ecuacion de onda sonora a
partir de la segunda ley de Newton y con la ecuacién de Euler, en donde se toman en cuenta la
interaccion entre modos actsticos y del fluido. Esto tltimo da lugar a una ecuacién de onda con
término fuente. Y finalmente se presenta la solucion de la ecuacién de onda no homogénea. El
capitulo tres es la construccion del sistema ultrasonico, en esta seccion, se hace una descripciéon
detallada de como se construyeron un emisor y un receptor ultrasonico, asi como pruebas del
funcionamiento de dicho sistema. En el capitulo cuatro se ponen las conclusiones y el trabajo
a futuro.
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Capitulo 1

FUNDAMENTOS FiSICOS DEL
SISTEMA

1.1. MARCOS DE REFERENCIA LAGRANGIANO
Y EULERIANO

Para describir el movimiento de un fluido se necesita del concepto de continuo. Con éste
concepto podemos considerar que el fluido es materia continua, sin fijarnos en cada molécula
individual. Para un fluido se toma un valor tnico para cada punto de cantidades como: la
densidad, presién, velocidad o cualquier otra variable intensiva que caracteriza al fluido. La
condicion para que se aplique la hipotesis del continuo es considerar un elemento de volumen
dV suficientemente grande de tal manera que la raiz cubica de dV es grande comparado con el
camino libre medio entre cada molécula, y que pueda contener un gran nimero de moléculas,
las cuales ocupan todo el elemento de volumen considerado.

En la mecanica de fluidos existen dos descripciones, la lagrangiana y la euleriana. En la
representacion lagrangiana, para describir el movimiento de un fluido, se toma un volumen de
control, de tal manera que podamos identificar siempre las mismas particulas y asi describir
su comportamiento, por lo cual esto es como viajar con el fluido contenido en el volumen de
control. De esta manera en esta representacion, las variables que describiran el flujo del fluido
seran xo, Yo v 2o en el tiempo t donde x, yo ¥ 2o son las coordenadas de un elemento de volumen
al tiempo ty y ¢ es el tiempo de localizacién instantdnea. Cabe mencionar que las leyes de la
mecénica clasica (mecéanica del punto y del cuerpo rigido) estan formuladas en la representacion
lagrangiana.

En la representacion euleriana, se toma un elemento de volumen fijo en el espacio, por
lo que ahora se describira el flujo que pasa a través de éste elemento de volumen. Con ésta
representacion cualquier propiedad del fluido tales como la densidad y la velocidad son funciones
de la coordenada del punto y del tiempo. Es decir, la funcién densidad es p(z, y, z,t) y la funciéon
de la velocidad es ¥(x,y, z,t) en el punto (x,y, z) en el instante ¢. Por otro lado, para aplicar
las leyes de la mecdanica clasica, se toma un volumen V' de forma arbitraria, en una region fija
del espacio en un sistema coordenado.

13



14 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS FISICOS DEL SISTEMA

1.2. TEOREMA DEL TRANSPORTE DE REYNOLDS

Para pasar de la descripcién lagrangiana a la representacion euleriana (esta tltima es la
m&s comunmente utilizada en la dindmica de fluidos) se usa una herramienta conocida como
Teorema de Transporte de Reynolds, éste relaciona una variable intensiva con una extensiva.

Una variable intensiva es una propiedad fisica que no depende de la cantidad de materia o
masa, ni del volumen, por lo que esta propiedad se mantiene fija, aunque éste se divida en dos
o mas partes, si no solo del punto donde se esta midiendo.

Una variable extensiva es una propiedad fisica, que si depende de la cantidad de materia o
del volumen. Por lo que, si el sistema se divide en dos o mas partes esta propiedad cambiara.

Sea 7 una variable extensiva y sea « una variable intensiva, que estan relacionadas de la

Figura 1.1: Se muestra el volumen de control del fluido en el tiempo ¢, y ese mismo volumen al
tiempo t + dt.

siguiente manera:

T:/V(t)a(rg,t)dV (1.1)

Se considera un volumen de control de tipo lagrangiano, es decir, contiene siempre a las
mismas particulas. En la ecuaciéon previa el volumen de integracién cambia en el tiempo, ver
figura 1.1. La variable a se toma en un marco de referencia lagrangiano, es decir, se toma en un
punto fijo 7= (zo, Yo, 20) asi @ = a(7,t). En el Teorema de Transporte de Reynolds el interés
se centra en determinar los cambios que ocurren en el tiempo de la variable extensiva 7. Para
ello tomamos la derivada total de 7, de acuerdo a la definicién de derivada se tiene que:

Dr ., 71(t+dt) —7(1)
Dr Am (1.2)

Sustituyendo 7 de la ecuacién (1.1), en la igualdad anterior, se obtiene que:

Dt 1
2T im — / Tt + 6t dV—/ 2. 8)dV 1.3
Dt 5130 ot l V (t+6t) a(fo, t+91) V(t) a(ro,?) ] (13)
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La primera integral del lado derecho de la ecuacién (1.3) se puede escribir de la siguiente
manera:

/ a(ry, t+ot)dV = / oz(r_é,t—l—ét)d\/—/
V(t+6t) V (t+6t)

a7, t+30)AV+ [ ali, t+8t)aV (1.4)
V(t) V()

El objetivo es simplificar los calculos posteriores. Utilizando la ecuacién (1.3) y sustituyendo
el valor de la primera integral, obtenemos:

2T i — l/ (i, t + 8t)dV — / (i, t + )V + / (.t + 1)V — / a(rg,t)dv]
Dt V(t+6t) V(t) V(t) V(t)
(1.5)

Distribuyendo el limite dentro de las integrales en la ecuacién anterior, se obtiene lo siguien-
te:

DTt 1
— =1 rn / _'7 _/ _'7
D = dm [ V(H&a(ro t+0t)dV V(t)a(ro t—l—ét)dV]

, 1 - -
—1—61t1£%§ [/V(t) a(rg,t + ot)dV — /V(t) a(ro,t)dV] (1.6)

De la ecuacién anterior, se desarrollara el segundo limite, puesto que las funciones « (7, t)
y a(7g,t + 0t) son integradas sobre el mismo volumen V' (), entonces la resta de las funciones
también lo es, por lo que obtenemos lo siguiente:

’ 1 — — S 1 1 — —
61151£n>057t [/V(t) a(rg,t + 6t)dV — /V(t) a(nmf)dV] = lim — l/V(t) a(rg, t + dt) — oz(ro,t)dV]
(1.7)

Ya que el volumen se mantiene fijo, entonces podemos poner el limite dentro de la integral,
el cual serd por definicion la derivada parcial con respecto del tiempo de la funcion alfa.

o1 - - P -
(sltlglo 5 l/\/(t) a(rg,t + 6t) — a(ro,t)dV] = /V(t) lim 5 [a(7g, t + 0t) — a7, t)] dV

6t—0
Oa(rg, t)
= ——dV 1.8
/V(t) ot (18)

Por lo tanto la ecuacién (1.6) queda de la siguiente manera:

Dt 1 Oo
2T fm = / 2t + 6t dV—/ Tt 4+ 6t)dV / 9 av 1.9
Dr = dm {& l Vs a(rg, t + 0t) Vo a(rg, t + 60t) ]} + T (1.9)
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Por otra parte las primeras dos integrales de la derecha de esta ecuaciéon contienen a la
variable a evaluada al tiempo t 4+ dt. El dominio de integracién son los voliimenes al tiempo ¢
y al tiempo t + dt, entonces la resta de las dos integrales nos da una integral sobre la region
sombreada en la figura 1.1, y por tanto queda una sola integral como sigue:

Dr 1 Oa
Dr / o t+ 6t)dV / —dV 1.10
Dt 5t—0 [575 V(t+6t)—V(t)a(T0 o) 1 v Ot L

Si tenemos un fluido en un volumen de control, después de un tiempo dt, el volumen cambiara
de tamano y forma, esto se puede ver en la figura 1.1. A partir de esta idea se va a trabajar la
primera integral de la ecuacion anterior. Cuando el fluido se mueve, la componente de velocidad
que contribuye al cambio de volumen en forma y tamano se puede obtener proyectando el vector
velocidad sobre la normal a la superficie, o lo que es lo mismo, tomando el producto punto - n.
El cambio de volumen se puede escribir como dldS, en donde dS es el elemento de superficie y
dl es cuanto se movi6 de su posicion dicho elemento de volumen. Esta tltima es simplemente
(- n)dt. Por lo tanto la diferencial de volumen que aparece en la integral es: (u - n)dtdS (Ver
figura 1.1)

Asi que en la ecuacién (1.10) podemos cambiar la integral de volumen por una integral de
superficie, dénde dV = (@ - n)dtdS y obtenemos:

DTt 1 Oa
— = lim 0 TRED) — 1.11
o = lim [ = / o7, t + 6t)(i n)étdS] /V Al (1.11)

El cambio en el tiempo 4t se anula y al tomar el limite queda lo siguiente:

DT

= :/S(t)a(ro, 1)(@-7) dS+/ a4y (1.12)

v(t) Ot

Utilizando el teorema de Gauss, donde la integral de superficie es igual a una integral de
volumen, se tiene que:

/S(t)a(ﬁ),t)(ﬁ- )dS = /V(t)v (a@)dV (1.13)

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion (1.12), se obtiene que:

Oa

DT Oa
= - (aw)dV v = (ot dv 1.14
/V(t) V- (a@)dV + v(t) Ot V() lv (o) + (925] ( )

Dt

La ecuacién anterior es el teorema de transporte de Reynolds, y también lo podemos expresar
en forma tensorial, donde los indices repetidos indican una suma, de la siguiente manera:

Oa 0

D i adV — / l@t 1 axk(auk)] dv (1.15)
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1.3. CONSERVACION DE MASA

A partir del resultado anterior se van a deducir varias de las ecuaciones de la mecénica de
fluidos en la representacion euleriana. El principio de conservacion de masa establece que la
masa no se crea ni se destruye, solo se transforma. De forma matematica esto significa que la
derivada temporal de la masa es cero, dm/dt = 0. Si tenemos un elemento de masa dm dentro
de un elemento de volumen dV la densidad p, se define como: p = Z—’;L. La masa se puede obtener
de la integral de la densidad sobre un volumen V,

/pdV —m (1.16)

Donde la masa es una variable extensiva, que se expresa en términos de una variable inten-
siva, por lo que se puede aplicar a ésta ecuacion el teorema de transporte de Reynolds.

La conservacion de la masa implica que la derivada temporal de la ecuacion anterior es igual
a cero, entonces:

D
E/Vpd\/ —0 (1.17)

Utilizando el teorema de transporte de Reynolds, se tiene que la integral anterior se convierte
en una integral con derivadas eulerianas, es decir la derivada ya no es solo con respecto del
tiempo, si no también con respecto a la posicién, asi:

;/Vpdvzfv [g?—i—v-(pﬁ)] dV =0 (1.18)

Puesto que el volumen V se tomé de manera arbitraria, para que la ecuacién anterior se
cumpla, entonces debe pasar que el integrando debe ser igual a cero, es decir:

ap L
a—l—v-(pv) =0 (1.19)

Esta ecuacion expresa la conservacion de la masa en un fluido, es la ecuacién de continuidad
de la hidrodinamica.

Se puede hacer una analogia entre ésta ecuacion con la electricidad. La analogia es con la
ecuacion de conservacion de la carga, en donde la divergencia de la densidad de corriente da
la disminucion de la densidad de corriente por unidad de tiempo. En el caso de los fluidos, la
divergencia del campo de velocidades multiplicada por la densidad del fluido, da la disminucién
de la densidad del fluido por unidad de tiempo, esto es:

ap

Vi (pt) = =5

(1.20)
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Si se considera un fluido de densidad constante, es decir incompresible, entonces el cambio
de la densidad con respecto del tiempo es igual a cero, por lo que la ecuaciéon de continuidad,
queda simplemente que la divergencia del campo de velocidad es igual a cero.

V-G=0 (1.21)

—

Esta ecuacion es andloga a la ecuacion que dice que no hay monopolos magnéticos B, ya
que V- B =0.

1.4. CONSERVACION DEL MOMENTO

Otra aplicacién del teorema de transporte de Reynolds es la deduccién de la ecuacion de
momento a partir de la segunda ley de Newton. Esta tltima se puede escribir como:

I
F=— 1.22
o (1.22)

En esta ecuacion aparece un derivada total con respecto al tiempo. Para aplicar el teorema

de transporte de Reynolds debemos expresar al momento P como la integral de volumen de

una variable intensiva, la cual seria la densidad de momento.

13:/ pidV (1.23)
\%

Esta ecuacion se puede ver por componentes, donde las componentes del vector velocidad
son U = (uy, us,us), se tomard la ecuaciéon anterior para una sola componente j — esima, pero
los calculos son los mismos para todas las componentes. Aplicando el teorema de transporte de
Reynolds por componentes (ecuacion (1.15)) a la ecuacién anterior, obtenemos:

—i-= / pusdV = | [‘9’)“1 G (pusue) | 4V = 2, (1.24)

El integrando en la ecuacion anterior también se puede escribir de la siguiente forma:
9 (puj)+ 52 (puj up) = 2 (puj)+ V- (piiu;), esta dltima ecuacién se desarrolla utilizando célculo
diferenmal y propiedades del gradiente. Si se tiene una funcién escalar ¢ y una funcién vectorial
f entonces V- (¢f) = (f-V)p+¢V - f, donde la funcién escalar en este caso corresponde a u; y
la funcién vectorial es pu asi aplicando este resultado a la ecuacion y desarrollando la primera
derivada parcial, obtenemos lo siguiente:

0 . 0
5 (0ug) + V- (piig) = w5

ou
T +p6’t + u;(V - pti) + p(t - V)u, (1.25)

Si se toma como factor comin u; y utilizando la conservacién de masa, se obtiene que:
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(gtJrV( )>+paat + p(ii - V)u, —paat + p(i - V)u; (1.26)

Con el resultado anterior la ecuacion de conservacién de momento (ecuacién 1.24), queda
de la siguiente manera:

/ l 8315 +p(@ V)uj] v =xf, (1.27)

Ahora se analizaran las fuerzas que estan actuando sobre una masa del fluido, las cuales
pueden clasificarse en: fuerzas de cuerpo, que son las que actiian sobre todas las particulas del
fluido, tales como la gravedad, fuerza electromagnética, etc. Y estan las fuerzas de superficie
que son las que actian en la frontera entre dos elementos de volumen del fluido, tales como
la presion y la viscosidad. Por el momento solo se consideraran la presion y la gravedad. Para
analizar la fuerza inducida por la presiéon se considera un elemento de fluido contenido en un
elemento de volumen dV, el cual sera un cubo como el que se muestra en la figura 1.2, y se
verd como es la presién en sus diferentes caras.

Z
Ay
P(x) Az - P(x+AXx)
X
/X X+AX

Y

Figura 1.2: Elemento de fluido contenido en un volumen V'

Considérese las dos caras contenidas en el plano yz y ubicadas en x + Ax y z. El area
de ambas caras es AyAz. En la cara ubicada en z + Ax actia una fuerza dada por —P(x +
Ax,y, z)AyAz, mientras que la cara ubicada en x actia una fuerza dada por P(z,y, z)AyAz.
La fuerza que produce la presién que acttia sobre la cara en el plano dado por los ejes yz es
la presion P(X), que es la fuerza aplicada sobre el drea en la superficie AyAz en el punto
x, mateméticamente F, = P(x,y,2)AyAz. Puesto que la fuerza de presién siempre actia
perpendicular a la cara y hacia adentro, cuando tomamos la presién en el punto = + Az, esta
serd negativa Foon, = —P(x + Az,y, 2)AyAz. Sumando las fuerzas y aplicando un poco de
algebra se obtiene que la fuerza total en la direcciéon x es:
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Fx—l—Am + Fm - —P(I + A.I,y,Z)AyAZ + P(l’,y, Z)AyAZ
P(l’—I—AZE,y,Z) —P(ZE,y,Z)

Por lo tanto Fyipn. + F, = —
Az

AxAyAz (1.28)

En la ecuacion anterior el término entre paréntesis del lado derecho de la igualdad es apro-
ximadamente la derivada parcial con respecto de x, por lo que la ecuaciéon anterior queda como
sigue:

OP
Fong +F, =——dV 1.29
+Az T o7 ( )

El calculo para el resto de las caras es exactamente el mismo por lo que la suma de las
presiones en todas las caras del cubo, esta dada por:

— oP OP 0P
dF = — | —,—,— |dV = —-VP 1.30
(81: dy 0z ) (1.30)
Para obtener la fuerza inducida por la presién en el fluido se hace una integral sobre todo el
volumen V. Por otro lado, la fuerza de gravedad se puede escribir como la integral de volumen
de pg, integrando sobre el volumen V. Asi, estas fuerzas pueden ser sustituidas en la ecuacién
de conservacién de momento (ecuacién 1.27) obteniendo:

a'LLj - . oP
/V [pat+ p(u-V)uj)l dV = /V il /V pgdi5dV (1.31)

Todos los elementos de la ecuacién anterior estan integrados sobre un volumen V' por lo que
todos se pueden poner en una misma integral e igualar a cero, y puesto que la ecuacion anterior
fue tomada para un volumen arbitrario V', entonces el integrando es igual a cero y por lo tanto
se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

ou; B oP
Py TPl Vu; = “ou Pgdj3 (1.32)

La ecuaciéon anterior expresa la conservacién de momento. A esta ecuacién se le conoce como
ecuacion de Euler y en ella no se toma en cuenta la viscosidad.

1.5. CIRCULACION Y VORTICIDAD

Se define a la circulacién sobre una curva cerrada C como la integral de linea de la compo-
nente de velocidad tangencial a la curva, esto es:
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F:%ﬁdf (1.33)
C

Donde dl’ representa un elemento de contorno de la curva C. La integraciéon se toma en
contra de las manecillas del reloj, y la circulacion es positiva si la integral es positiva. Una
cantidad que esta relacionada con la circulacién es la vorticidad. A esta tltima se le define
como el rotacional del vector velocidad:

S=V X7 (1.34)

La vorticidad y la circulacion estan relacionadas entre si, para ver esta relacion se utiliza el
teorema de Stokes el cual relaciona una integral de linea con una de superficie, asi se tiene que:

= ]{ / (V x ¥)-ndA = /w ndA (1.35)

donde el vector n es normal a la superficie. Para darle una interpretacién a la vorticidad
hay que recordar que en un fluido el movimiento mas general es la suma de una traslacién,
una rotaciéon y una deformacién [1]. La vorticidad esta relacionada con rotaciones locales de
un elemento de volumen. Para ver esta relacion se toma un elemento infinitesimal del fluido en
movimiento, en un sistema coordenado tridimensional, en general este elemento de fluido puede
rotar alrededor de todos sus ejes coordenados. Primero se considerara la rotacion alrededor del
eje z, la cual se nota en el plano xy, ver figura 1.3. Las componentes de velocidad en este plano
son u(x,y) y v(z,y). Para que se pueda dar una rotaciéon debe haber una velocidad relativa
entre los puntos o y a de la figura 1.3, en la direccion del eje y, por lo que la velocidad en el
punto o es v(x,y) y en el punto a es v(z+ Az, y), para ver el cambio relativo que hay entre estas

velocidades se toma la diferencia, que es v,, = v(z + Az, y) — v(z,y) si se multiplica por A—;,

A
obtenemos: v,, = %Al‘ donde el cociente es aproximadamente la derivada parcial
de la componente velocidad v con respecto de x, asi v,, = g;’: Ax. El desplazamiento relativo en

un tiempo At es v,,At. Luego en un tiempo At hubo un desplazamiento An, dado por v,,At,
esto es An = %AxAt.

— AE—
b

AB\ Ay l

o. Mx aT

Figura 1.3: Rotacién de un elemento de fluido alrededor del eje z
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Por otro lado la velocidad angular esta dada por: ¥ = lima;_so %f. También se sabe que
el segmento de arco esta dado en términos de su dngulo de la siguiente manera: An = A0Ax

entonces Af = %, sustituyendo Af y An en la definicién de velocidad angular, se obtiene que:

Af , ﬁz , %AasAt_(%
oo = Mimy Ay = A ay = A TRoAr T e (1.36)

Ahora para obtener la velocidad relativa entre los puntos o y b de la figura 1.3, donde se
ve que hay un cambio de velocidad en la direccion del eje x, entonces la velocidad en el punto
o es u(z,y) y la velocidad en el punto b es u(x,y + Ay), asi para ver el cambio relativo que
hay entre ellas se toma la diferencia u(z,y + Ay) — u(z,y), al multiplicar por ﬁ—z, obtenemos

%WA% esta velocidad es aproximadamente la derivada parcial de la velocidad

u con respecto de y por Ay, esto es: Uy, = %Ay. Después de un tiempo At podemos obtener el

Upq =

segmento de arco A&, que es A§ = %AyAt. Usando nuevamente el hecho de que un segmento

de arco esta dado en términos de su dngulo, se tiene que: A§ = ABAy, entonces AJ = {8

Ay’
asi obtenemos la velocidad angular en ob !
AL ou
Aﬁ Ay ’ _@AyAt . ou
Voo = Jim Ry = A A = A AN T Ty (1.37)

El signo menos que se agrega, es porque la direccion de la velocidad u esta en sentido
negativo del eje x. La rotacion total del elemento de fluido, esta dada por el promedio de la
velocidad angular de v,, v U, por lo que la rotacion en el eje z es:

ov  Ou
- 1.
U= (ax 8y> (1.38)

De la misma manera se pueden calcular ¥, y v,, tomando el giro alrededor de los ejes = y
y, en los planos yz y xz, respectivamente. Asi

ow Ov 1 /0u Ow
Vs = < Dy 8z> v ooy 2 ( ) (1.39)

Por lo tanto, la velocidad angular es la suma de las rotaciones locales en los tres ejes
coordenados x, y v z:

ow Ov ~f(O0u Ow ~(0v Ou
ot ein, = Lf(2 2 (2 O) G By,

De manera que el término dentro de los corchetes es el rotacional de el campo de velocidades
dado por ¥ = (u,v,w), y por lo tanto la vorticidad es el doble de la velocidad angular.

5:;VXU: (1.41)

1—»
—W
2
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1.6. LEY DE BIOT-SAVART

Como ya se ha mencionado en la seccion de conservacién de masa, existe una analogia de
la magnetostatica con la mecanica de fluidos. Ahora se vera otra analogia, la ecuaciéon que
establece que al conocer el campo magnético, se puede encontrar la densidad de corriente,
ambas ecuaciones en magnetostatica son las siguientes:

V-
V x

W W
I
o

o (1.42)

Il
=

Donde iy es la constante de permeabilidad magnética del vacio. La primera ecuacion es
la expresion matematica de que no existen monopolos magnéticos y la segunda establece que
al conocer el campo magnético B se puede obtener la densidad de corriente j que se genera
alrededor de éste. De manera andloga para un flujo incompresible el campo de velocidades
satisface las siguientes dos ecuaciones:

V=0,
Vxi=ad (1.43)

La primera es la condicién de incompresibilidad y la segunda es la definicion de vortici-
dad. Dado que se tienen las mismas ecuaciones y también las mismas condiciones de frontera,
entonces las soluciones del campo magnético y del campo de velocidades son las mismas. En
magnetostatica existe la ley de Biot-Savart, que permite calcular el campo magnético conocien-
do la densidad de corriente j o la corriente I. Para el campo de velocidades existe también la
ley de Biot Savart, que permite determinar el campo de velocidades si se tiene la distribucién
de vorticidad en el espacio, matematicamente:

B»_[LQI/CHX(F—T_[S)

47 (7" —79)3

(1.44)

Puesto que se tienen las mismas ecuaciones, solo se tiene que hacer un intercambio de
variables, es decir, el vector B se cambia por el vector u, y el vector pgj por el vector . Por
otro lado se sabe que la corriente eléctrica esta dada por la ecuacion:

I:/f-ﬁdA (1.45)
S

Y la circulacién esta dada por la ecuacion:

r:/sw.ndA (1.46)

Si se sustituye I por la circulacion I' en la ley de Biot-Savart, se obtiene lo siguiente:
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L I opdlx (7—rp)
_ 1.47
i / (7 — ro)? (147)

La cual es la ley de Biot-Savart para mecanica de fluidos.

Otro resultado es la ley circuital de Ampere, que en la teoria electromagnética establece
que:

fé Al = oI (1.48)

Y en mecéanica de fluidos es:

j[ﬁ- dl=T (1.49)

EJEMPLO: Usando la analogia con la teoria electromagnética vamos a calcular como es el
campo de velocidades de un vortice tubular infinito de radio R. El equivalente magnético es
un alambre recto infinito de radio R por donde circula una corriente I. Primero se calcularé el
campo magnético que se genera fuera del alambre, es decir, un radio mayor al del alambre
a > R. Para medir el campo magnético B que se genera en un punto P fuera del alambre, se
toma un elemento de longitud del alambre localizado a una distancia 7 del punto P, (figura
1.4). Tomando la ley de Biot-Savart se tiene que:

Lol pdl-F
B:“L/ r (1.50)

4 72

Para ver quien es dl - 7, nos apoyaremos en la figura 1.4, el producto cruz de estos vectores
queda afuera de la hoja, por lo que ya sabemos la direccion del campo magnético, que es en
direccion de un vector unitario k por como se han ubicado los ejes en la figura 1.4. Como dl
esta sobre el eje de las x, entonces dicho elemento es dl = dz, como ya sabemos la direccién
que tiene el vector B nos centraremos en el calculo de su magnitud, sabemos que la magnitud
del producto cruz de un vector unitario con otro es:

|dZ - 7| = dxsen(0) (1.51)

Asi sustituyendo ésta tltima expresion en la ecuacion de Biot-Savart se tiene que la magnitud
de B es:

B =

ol / dxsen(0) (152)

47 r2

Para resolver la integral debemos hacer la relacién entre las variables 6, r y x, como la
distancia r forma un triangulo con la distancia a de angulo 6, entonces se tiene que estan
relacionadas de la siguiente forma:
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a

sen(0)

= acsc(0) (1.53)

r =

Y nuevamente apoyandonos en la figura 1.4, vemos que dx esta en direccién negativa por
lo que:

xr = —acot(0) (1.54)

Si derivamos z se tiene:

dx = acsc®(6)df (1.55)

Sustituyendo las ecuaciones 1.55 y 1.53 en 1.52, se obtiene:

pol [ acsc®(0)sen(0)dd  pol
B= = 1.
4 / a’csc®(6) 47 /sen(@)d@ (1.56)

Puesto que se considero un alambre infinito entonces los angulos de integracion van desde
0 = 0 hasta 8 = 7, por lo tanto la magnitud del campo magnético es:

_ fol
2ra

B (1.57)

Para determinar el campo magnético en el interior del alambre de radio R con a < R, se
usa el resultado anterior sobre un circulo de radio a < R. En este caso la corriente encerrada
por el circulo ya no es la corriente total que pasa por el alambre, sino solo una fraccion de ésta.
Para determinar esta corriente usemos la relacion entre I y J:

I:/SJ-ndA (1.58)

Donde la integral es el area del circulo de radio a, multiplicado por la densidad de corriente
Jo, pero esta densidad de corriente, solo corresponde a la que pasa por el cilindro de radio a, y
sabiendo que la densidad de corriente es igual a la corriente entre el area, se tiene que:

Ira?

o (1.59)

I:/f-ﬁdA:Joﬂa2:
s

Por ultimo sustituyendo éste resultado, en la ecuacién del campo magnético, se obtiene:

wol  po (Ima® wola
B = = = 1.60
2ra  2ma ( TR? ) mR2 ( )
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La correspondencia con este problema en mecanica de fluidos es tener un cilindro solido de
radio R, con vorticidad constante donde para obtener el campo de velocidades a partir de lo
ya obtenido para el campo magnético se cambia pol por I' [9]. Con ello se obtiene el campo de
velocidades para a > R como el inverso de a, es decir, entre mas me aleje del cilindro solido
menor sera el campo de velocidades, asi el resultado anterior simplemente queda:

I (1.61)

Por otra parte el campo de velocidades en el interior del niicleo del vértice se expresa de la
siguiente manera:

I'a

Figura 1.4: a)Vista lateral del alambre b)Vista superior del alambre de radio r



Capitulo 2

ONDAS ACUSTICAS E
INTERACCION
VORTICIDAD-ULTRASONIDO

2.1. DEDUCCION DE LA ECUACION DE ONDA

Las ondas actusticas son ondas mecanicas las cuales corresponden a compresiones y dilata-
ciones del medio, cominmente en el aire, el cual se considera no viscoso. Dichas compresiones
son variaciones de presion o de densidad en un elemento de volumen. Para obtener la ecuacion
de onda acustica, utilizamos la segunda ley de Newton aplicada a un elemento de volumen. La
fuerza que se considera en este caso es la inducida por la presiéon

2

—VP)AxAyAz = m—
(—VP)AzAyAz v

(€ m.¢) (2.1)

Donde el vector (¢,n,€) es el vector de desplazamiento del elemento de volumen AV, por
otro lado se sabe que p = {7 , entonces m = pV' = pAzrAyAz, por lo que la ecuacién anterior
queda de la siguiente manera:

2

(~VP)ACAYA: = o (¢, ) ArAyA:

2

0
VP = p(C6) 22)

A la ecuacién anterior se le aplica la divergencia:

A (=Y P) = div(p 55 (¢, m,€)
V2P = o Siinc.9) 2.3

Cuando las moléculas comienzan a vibrar el volumen V' que ocupan puede cambiar, debido
a que los gases son facilmente compresibles. Para determinar el cambio de volumen primero se
van a determinar las variaciones de longitud en los tres ejes coordenados:

27
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2+ Az + ((x + Ar) — (24 (@) = Az + (2 + M) — ()
Caes <<<x+ Az) = (@)

¢
AL ) Ax ~ Az + a—xA:c

esto es para el eje z, para los ejes y y z el calculo es analogo, obteniendo :

Ay) — )
Ay+<n(y+ y) n(y>>Ay2Ay+77Ay

Ay Jy
Az + (5(2 + A;; — £(Z>> Az~ Az + giAz

Para realizar el calculo del volumen final, se multiplican las cantidades anteriores y se des-
precian los términos cuadraticos y de orden mayor, ya que éstos son cantidades muy pequenas,
entonces el cambio del volumen es:

av
Xziz

oc oy o
% <+

A su vez el volumen esta relacionado con la presion mediante una constante de deformacion
del medio. Para encontrar dicha relacion se hara lo siguiente:

En un fluido o en un medio sélido homogéneo elastico cuando es sometido a un incremento
en la presion hidrostatica P sufre un decremento en el volumen especifico por la deformacién .
Si suponemos que se tiene un proceso adiabatico, es decir, que al decrecer el volumen especifico
no hay intercambio de calor, se tiene que:

dQ = dU + PdV = c,dT + PdV =0 (2.5)

De la ecuaciéon de gas ideal, se puede obtener la presiéon en términos del volumen, asi:

P=— (2.6)
Sustituyendo P en la identidad de proceso adiabatico (ec. 2.5), se obtiene lo siguiente:

T
codT + ”‘dev ~0 (2.7)

Se divide la ecuacion anterior entre 7'y se integra, asi se obtiene lo siguiente:

coIn(T) + nRIn(V) = cte (2.8)
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Por propiedades del logaritmo se tiene que:

In(T*V™) = cte = ¢, (2.9)

Usando nuevamente la ecuacion de gas ideal para eliminar 7" y obtener una relacién entre

PyV:

PV
T=—— 2.10
e (2.10)

Esto se sustituye en la ecuacion 2.9, quedando:
peryer it — ¢, (2.11)

Donde ¢, es una constante dada por ¢, = ¢;(nR)®. La ecuaciéon anterior se puede reescribir
como:

Peyetnl — ¢, (2.12)
O bien:

PV = ¢ (2.13)

Donde v = 2 y ¢, = ¢, +nR. Puesto que lo que se quiere obtener son los cambios de presién
v
dado un cambio en el volumen, se toma la diferencial de la ecuaciéon anterior, de manera que
se obtiene lo siguiente:

d(PV?) =0
VAP + PyV77 1V = 0 (2.14)

Por ultimo se despeja d P, que son los cambios de presion dados por un cambio en el volumen

yo! v

dP = —P~ 7 dV = —P77 (2.15)

Puesto que el cambio en el volumen esta dado por la ecuacion 2.4, entonces el cambio en
la presion es:

dP = —Prx (2.16)
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Ya que se tiene una ecuacion que permite relacionar a x con las variaciones de presion se
puede a partir de ésta obtener la ecuacién de onda. Tomando la ecuacién de onda (ecuacion
2.3), v sustituyendo el cambio en el volumen y, dado por la ecuacién anterior se obtiene que:

_oep_ PP _1O°P
Vb= yP o2 2 Ot? (2.17)

1
donde ¢ = (%) *. A ¢ se le conoce como velocidad de fase, 7 es el cociente de los calores

molares a presion y volumen constante (7 = z—‘;) y P es la presion del gas, pero utilizando la

ecuacion de los gases ideales se tiene que: % — NAT v ademés la masa molar es: M = > por

T m

lo que se obtiene: ¢? = (7%).

Tomando los valores v = 1,4 para el aire, la constante universal de los gases R = 8,314@,

M, = 2,897 x 10~ 2kg/mol y una temperatura T = 293K, se tiene que la velocidad de fase del
sonido en el aire es ¢ = 343,224"".

2.2. INTERACCION DE MODOS ACUSTICOS CON
UN FLUJO

Las ondas actsticas y un flujo con vorticidad son dos soluciones de las ecuaciones de la
dindmica de fluidos. A orden cero se pueden considerar que cada uno es independiente del otro.
Sin embargo, un desarrollo a orden superior permite establecer cudl es la interaccién entre estos
dos modos. En los modos actsticos se considera que el fluido es compresible, mientras que la
vorticidad es cero. Por otra parte, en un flujo se supone que hay incompresibilidad mientras
que la vorticidad es diferente de cero. Para investigar la interaccion entre estos modos vamos
a descomponer a la velocidad y la presién en un termino base que corresponde al flujo con
vorticidad mas una perturbaciéon que corresponde a la onda actstica. La interaccién entre estos
modos surge por el caracter no lineal de la ecuacion de Euler. Para este desarrollo vamos a
suponer que la longitud de onda actstica A es mucho menor que la escala caracteristica L del
flujo que se va a estudiar.

Sean 4 = ug +uys; P = Po+ Ps; p= po+ ps; |[us]] < ||wo]] v ps < po, & partir de la ecuacion
de Euler, se tiene que:

0 . . . o 1
<8t+(uo+US)v> (UO+US):_p0+pSV(PO+PS) (218)

Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad se obtiene:

o_ 0 R R R R 1
@UO + aus + (’LLO . V)’LLO —+ (uO . V)us -+ (us . V)uo —+ ( s " V)us = _po I pSV(PO + PS) (219)

Por otro lado el cociente de la suma de las densidades se puede reescribir de la siguiente
forma:
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1
1 I R | ( 1 )
— Ps — Ps
pot+ps 1+po P0 l-i-p0

en donde Z—; es mucho menor que 1. Utilizando un desarrollo en serie de Taylor a primer

orden de ﬁ se tiene:

—Hx:l—x

utilizando el resultado anterior se obtiene lo siguiente:

8*+
7u PR
ot ot

—

. . . 1 .
5 s+ (g V)ug+ (g - V)ug+ (- V)ug+ (- V)uy = p (1 — p) V(Py+ Ps) (2.20)
0 0

Desarrollando el lado derecho de la igualdad anterior se tiene que:

1 S = 1 - ]_ —
—— (1 — p) V(P + Ps) = <— + ,05> V(Py+ P;) = ——V(Py+ Ps) + Ps (Po + Py)
P Po? Lo Po’
Como p; < po, entonces el cociente :TSQ es muy pequeno, por lo que éstos términos se
desprecian, por lo tanto la ecuacion 2.20 queda de la siguiente manera:

o, 0

- - - - 1 =
50+ s + (ug - V)up + (ug - V)us + (uy - V)uo + (uy - V)uy = ——V(Fy + Ps)  (2.21)

& £o

Podemos ver que de la ecuacién anterior los términos 2 U0+ (uo- V)ug y —piOVPQ son iguales
por lo que éstos términos se eliminan de la ecuacion. Asi

— — — ]_ —
O 04 (- V) + (- V)i + (i, V)T, = — VP, (2.22)
ot Po

Ahora se trabajara con los términos (up - V)uy y (us - V)uo, donde 1y = (woz, Uoy, Uoz) ¥
Us = (usary Usy, USZ) por lo que:

A vA Y g 9 0 0 o) o)
(u() : V)us - [(UOquy’qu) : (%7 87 87)} u quazus + uOyayus + u()zazus Yy
VAT 9,7 o) 0
(U's ' V)UO = sa:awu() + usya UO + usza UO
Las derivadas parciales de ug van como %2, es decir; a Uy & ”“;H, 8%175 | a1 Y 5. D g, a Ll
y las derivadas espaciales de g van como %2, es decir; a HULSH, 8%170 ~ | ‘ y 8@ I ”T”.

Como A < L entonces % < % y comparando los términos (u - V)uo < (up - V)us, haciendo
uso de las relaciones anteriores el término mas pequeno se despreciara. Asi

E“? + (up - V)i, + (@, - V)i, = EVPS

Por tltimo si se comparan los términos (ug - V)uy y (us - V)u; éste tltimo es menor y se

IIUaH

despreciara ya que ambos van como , pero al hacer el producto punto con el vector ug y uy
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respectivamente, los términos del vector u; son mas pequenos en comparacién con el vector g
ya que ||us]| < ||ugl|, por lo que se obtiene lo siguiente:

J L o=, —ls
57 Us + (up - V)uy = %VPS
) N\ L -
&+ V)i, = = VP, (2.23)

En esta ecuacion se muestra como es la interaccién de una onda actstica, con un campo de
velocidades g, en la cual se observa que prevalecen ambos términos.

2.3. ECUACION DE CONSERVACION DE MASA Y
LA ONDA ACUSTICA

De la misma manera que se hizo con la ecuaciéon de Euler, ahora vamos a escribir la ecuacién
de continuidad considerando que la densidad y la velocidad son la suma de un termino base y
una perturbacion acustica. Al hacer esto la ecuacién de continuidad queda como sigue:

8(P0 + ps)

5 + V- (po+ ps)(up +us) =0

Haciendo el desarrollo algebraico en la ecuacién anterior se tiene que:

?5;0 +)dps + V- (poti + potls + sty + pstly) = 22 + 222 +V - (potiy) + V- (potis) + V - (pstip) +
V- (psus) =0

Como ps y po son funciones escalares que dependen de la posicién, asi por propiedades de
la divergencia se tiene que:

80+ % 4+ -+ (potiy) + V - (potty) + V- (pstin) + V - (pstis) = 22 + 222 + podiv (i) + Vo -
Uup + podw(us) + Vo - us + psdiv(ug) + Vps - up + psdiv(uy) + Vps Uy = 0

Puesto que el flujo base satisface la ecuacién de continuidad entonces resulta que:

aps + podiv(uy) + Vpg - Uy + psdiv(g) + Vps - up + psdiv(uy) + Vs - i = 0

Debido a que ||us|| < ||wo|| ¥ ||psl| < ||pol|, entonces los términos psdiv(uy) + Vps - U
son muy pequenos comparados con los demas, ya que van como el cuadrado de términos muy
pequenos, por lo que se desprecian en la ecuacion, de manera que se obtiene lo siguiente:

% + podiv(uy) + (Vo) - s + psdiv(ip) + (Vps) - g =0

Las derivadas espaciales de u; y de ps van como el inverso de la longitud de onda A, esto
debido a que si se consideran a ug y ps como funciones de tipo ondulatorio f; = fs exp’ (ko)
donde £ es el vector de la onda, cuya magnitud es: 27“, w es la frecuencia y fs, es la ampli-
tud. Al calcular la derivada espacial de alguna coordenada z; se obtiene lo siguiente: 2L =

© Oz
fsokexp BTl = f 2eqpi*THeh | de esta manera podiv(uy) ~ 2% y (Vp,) - iy ~ “%2=. Con
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respecto a las derivadas espaciales de ug y pg, por orden de magnitud estas son proporcionales a
+, por lo tanto (Vpo) -ty ~ L2y pydiv(ug) ~ 250, Sf ahora comparamos éstos cuatro términos
en orden de magnitud entonces: (Vpy) - u; < (Vps) - ug y psdiv(ug) < podiv(us), ya que A < L
y por tanto i < %, de esta manera los términos mas pequenos se despreciaran y la ecuacion

de conservacion de masa, queda de la siguiente manera:

d0ps
ot

+ podiv(uy) + up - Vps =0

[gt + UOV‘| ps + podiv(us) =0 (2.24)

2.4. BASES DE LA INTERACCION
SONIDO-VORTICE

Si se considera un flujo, sin viscosidad y despreciando las fuerzas de cuerpo, tales como la
gravedad y fuerzas electromagnéticas, la ecuacion de Euler esta dada por:

8* 1
+ (@ V)i=-=-VP
ot P

Los términos no lineales se pueden expandir utilizando la identidad vectorial:

(u V) i =V(u®) —ux (ﬁ x 1), y sabiendo que la vorticidad esta dada por el rotacional
de la velocidad, entonces la ecuacion de Euler queda de la siguiente manera:

ou Lo 1
a-f—V( u?) — U X & = ;VP (2.25)

Aplicando la divergencia, y multiplicando por —p, de la ecuaciéon anterior, se obtiene lo
siguiente:

V2P = div [—p?;; —pV (;u2> + p(u x Q)} (2.26)

Por otra parte tomando la ecuacion de conservacién de masa 57 + dwpu = 0 y aplicando

la derivada parcial con respecto del tiempo se tiene que: 8t2 + 5 [dw,ou] = at2 + div {ap“} =0,
desarrollando el producto dentro de la derivada parcial con respecto del tiempo se llega a lo
siguiente: 2 8t2 + div [p o T Ug; } = 0. Utilizando la condiciéon de que el proceso es adiabatico,
es decir, que los cambios en la presion son iguales a la velocidad del sonido al cuadrado por
cambios en la densidad, se puede usar la siguiente igualdad p = C%, por lo tanto la ecuacién de
conservacion de masa queda como sigue:

2 —
LOP ' [mﬂzap}:o (2.27)

Ahora restando ésta ecuacion con la 2.26, se obtiene que:



34CAPITULO 2. ONDAS ACUSTICAS E INTERACCION VORTICIDAD-ULTRASONIDO

2
V2P — 6128(%]; = div [ﬁg’; —pV (;qﬁ) + p(il x (E)] (2.28)

Esta es una ecuacion de onda no homogénea, donde el termino fuente depende entre otras
cosas de la vorticidad. Como la velocidad de flujo se considera que es mucho menor que la
velocidad del sonido en el aire, entonces el primer término del lado derecho de la igualdad que
es la divergencia de la velocidad es aiin mas pequefio, y como el segundo es la divergencia
del gradiente de la velocidad al cuadrado lo hace muy pequeno, asi estos términos se pueden
despreciar, quedando tinicamente lo siguiente:

V2P — ——— =div[p(i x J)] (2.29)

2.5. SOLUCION A LA ECUACION DE ONDA NO
HOMOGENEA.

La ecuacién de onda con presencia de fuentes es no homogénea y se escribe de la siguiente
manera;

1 0%

Si consideramos un fenémeno donde no existe dependencia con respecto al tiempo lo que
se obtiene es la ecuacion de Poisson, la cual es una ecuacion lineal, para encontrar su solucion
vamos a usar los resultados que se tienen de la teoria electromagnética, si se hace una analogia
se tiene la ecuacién de un potencial de distribucion de carga estatico:

Vip=—n (2.31)

La solucion a ésta ecuacion se puede obtener a partir de la Ley de Coulomb, la cual establece
que el campo eléctrico esta dado por el cociente de la carga ¢ y la distancia que hay de ésta al

punto de medicion: E = 4(260 =y puesto que el campo eléctrico es igual a menos el gradiente
del potencial, entonces se tiene que E = —Vo¢ = 450%. Por lo tanto, el potencial eléctrico
€0 r

producido por una carga puntual es: £ = —V¢ = 4(;160. Cuando se tiene una distribucién de

cargas en un volumen, el potencial se obtiene integrando sobre el volumen v donde estan esas
cargas, donde dg = pdv, entonces la solucion a la ecuacion 2.31 es la siguiente:

8(z:) = 4;6 / ng’imdv' (2.32)

Donde | (z; — ) | es la distancia del punto de observacién al punto donde estén las cargas o
las fuentes, asi las variables primadas son aquellas que se encuentran en el volumen a integrar.
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Consideremos ahora la ecuacién de onda con termino fuente, recordemos que esta ecuacion
es:

1 0%
V- S5om oz = " (2.33)

Donde 7 es una fuente la cual puede depender tanto de las coordenadas espaciales como
de la temporal, por lo que se considerara a ésta como una funciéon en general f(z;,t). Para
encontrar la solucion de esta dltima ecuacion vamos a hacer un desarrollo en serie de Fourier
tanto de ¢ como del término fuente 7, asi:

p(xs,t Zaﬁw ;)e! (2.34)
[t wa z;)e™! (2.35)

Ahora se realizan los calculos del laplaciano y la segunda derivada con respecto del tiempo
para el potencial ¢, donde al aplicar el laplaciano a la serie del potencial éste simplemente entra
dentro de la suma debido a que éstos conmutan, asi se obtiene que:

Vi = Z V3¢ (x;)e™" (2.36)

1 9%

g Ot2 Z ¢w 331 ZCL) 2 zwt Z ¢w 337, ZWt (237)

w

Sustituyendo cada término en la ecuacién 2.33 se tiene que:

2

ZVQwa(mi)eth +Z%¢ zwt wa xz zwt (238)

w

Puesto que los términos de cada suma son todos sobre w, se pueden poner en una sola suma,
de manera que se obtiene lo siguiente:

w2 .
> | Vigu(@:) + Cj%(l’i) + fulz) | € =0 (2.39)

w

Para que la ecuacion anterior se cumpla, todos los términos que se encuentran dentro de los
corchetes deben ser igual a cero, asi se obtiene la siguiente ecuacion:

w2
V2@ (@) + 5 bul(@i) + fulw:) =0 (2.40)

La ecuacién 2.40 solo depende de las coordenadas espaciales, y se tiene una ecuacién muy
parecida a la del problema inicial. Si se considera a la funcién fuente f,(x;, t) puntual, se puede
reemplazar a ésta por una funcién Delta de Dirac. Recordemos que la funcién delta de Dirac
tiene las siguientes propiedades:
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i) Oz

x; —x) =0 para z; # |
i1) /5(:5, —a)dv' =1

Un procedimiento comtn para resolver las ecuaciones del electromagnetismo y de ondas es
la introduccién de la funcién de Green [11], asi la ecuacion 2.40 se puede resolver introduciendo
ésta funcién, ya que por definicién ésta cumple que: V2G(xy, 2}) = 6(z; — t).

De esta manera en la ecuacion 2.40 el potencial ¢ sera reemplazado por la funcién de Green,

donde dicha funcién G(z;,x}) representa el potencial en el punto de observacion x; debido a
una carga colocada en x/, asi:

)

2

V2G (w4, ) + 2 G({L'“ x) = —(z; — ) (2.41)

La solucién a la ecuacién 2.40 es:

() /fw G(x;, x)dv' (2.42)

La funcién G(z;, z5) por definicion es simétrica y el problema que se tiene también es simétri-
co con respecto a r = o, es decir, el problema es radial, por lo que para facilitar los calculos
se utilizaran coordenadas esféricas, puesto que G solo depende del radio las variables de los
angulos se eliminaran, por lo que en el laplaciano de G solo se tendra en derivadas totales con
respecto de r, y la funcién 0 vale cero para todo punto distinto de » = 0. De manera que al
hacer el cambio de coordenadas la ecuacion 2.41 se escribe:

2dG  ,d*G
S+ RG =0 (2.43)

2 V4 .7 /7
Donde k% = 3, ¢sta es una ecuacion de segundo grado homogénea, para la cual se va a

proponer una solucién de la forma G = Leo”

Para sustituir esta expresion en la ecuacion 2.43 tomemos en cuenta que “CllG %vﬂ%em =
e (% — ) y la segunda derivada es ‘Ullg = eV (%2 — ff;‘ + ) Esto nos lleva a la siguiente
relacion & (oz + k?) = 0, para que ésta ecuacién tenga soluc1on debe cumplirse que a?+k% = 0,
de manera que o = £ik. Por lo tanto la funciéon G admite las siguientes soluciones G = i;kr
A partir de este resultado ya podemos determinar la solucion a la ecuacién 2.40:

1 x/ . ’
bo () = — Melkr(xi,xi)dvl (2.44)

A ) r(x;, xl)

Esta solucion difiere de la solucion a la ecuacion 2.31 en la exponencial. A partir de la
ecuacion 2.44 es posible obtener la solucion de la ecuacion de onda. Para llegar a ella recordemos
que ¢,, resultan de aplicar la serie de Fourier a la funcién ¢. Si recordamos la ecuacion 2.34
resulta que la solucion buscada es:
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f el (wt+kr)
w

o(x;, t Zgbw (z;)e et = 47T/—dv’ (2.45)

(s, x7)

Para avanzar en la determinacion de la soluciéon hagamos el siguiente cambio de variable
s=t— % A partir de lo anterior la soluciéon toma la forma:

fw zw(t—i— , 1 fw (1’/ ) elws ,
iy d = - / SELEANS d 24
¢(xit 47T / r(z;, x ! Zw: 4m (2, 7)) ’ (246)

)

Esta solucion es semejante a la obtenida para la ecuacion de Poisson, excepto porque la
variable s corresponde a un tiempo retardado, es decir, al tiempo actual se le resta el tiempo
que tarda la senal (la onda) de viajar del punto donde esta la fuente al punto de observacién.
Puesto que la suma es sobre w puede cambiar con la integral, es decir, la suma se puede
intercambiar con la integral, ya que ésta suma esta actuando solo sobre la funcién fuente f,(z;)
y no sobre toda la integral, de ésta manera se puede ver a la funcién fuente como una serie de
Fourier, justo como la que se sugiri6 al inicio, de manera que ésta es igual a la funciéon fuente
que depende del tiempo f(x},t) de manera que al sustituir se tiene lo siguiente:

L hae 1 R fas)
Az t) = Zﬂ/ r(x;, x}) dv = 47r/ r(x;, x}) 47r/ r(z;,x (247)

Pero la variable s = ¢ — = y k = % de manera que al sustituir k en s, se tiene s =t — 2,y
sustituyendo esta variable a la ecuaaon 2.47, se tiene que:

fla ot
it 2.48
o 47r/ r(z;,x ( )

Otra manera de tratar el problema es de la siguiente forma: se puede ver desde un punto

de vista dimensional, primero se ve que en dos dimensiones el potencial esta dado tan solo por
. . ., . 2

las segundas derivadas parciales de dos coordenadas, en ecuacién se tiene que: 2-2 + %tg’ = -1,

donde ya es sabido que la soluciéon a ésta ecuacion es una integral de superficie gb(x, y) =/ pds’

[r—r']’
si ahora vemos el problema en tres dimensiones, el cual es el que se vio al inicio y cuya solucién
es una integral de volumen, por ultimo se puede ver a la ecuacién 2.33 como el mismo problema
pero ahora en cuatro dimensiones donde la cuarta dimension corresponderia a la coordenada

temporal, esta ecuacion puede verse de la siguiente manera:

D¢  0*¢ 0% 10%
ox2 " Oy2 | 022 2o = /(@) (249)

Si introducimos el operador conocido como D’Ambertiano cuyo simbolo es [, el cual es la

suma del laplaciano y la segunda derivada parcial temporal, es decir, [0 = V2 + c%% = 83—;2 +
o fo 1 02

52 T o2 — Zom SC puede sustituir este operador en la ecuacion 2.33, y se tiene simplemente:
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O = —f(xi, 1) (2.50)

Esta tltima ecuacién tiene la forma de un laplaciano generalizado, de esta manera se puede
hacer una analogia en 4 dimensiones y cuya solucién seria como las soluciones en 2 y 3 di-
mensiones, como ya se menciono. La ecuacion 2.49 se resolvera con el mismo procedimiento
que ya se hizo anteriormente, de manera que nuevamente se utilizara la funcién de Green con
dependencia no solo espacial sino también con el tiempo G(z;,t, 2}, t'), y serdn dos Delta de
Dirac, una con variable espacial d(x;,x}) y la otra con variable en el tiempo §(t — t’), de esta
manera la funcién de Green cumple la siguiente ecuacion diferencial:

V2G(xy, ty 2l ') = —6(x; — L) (t — t).

Ahora se debe ver como es el tiempo primado t', asi como en la funcién de Green G(z;, )
y la funcién Delta de Dirac §(z;, 2;) representan el potencial en el punto de observacion en x;,
debido a una carga colocada en z, de la misma manera t’ se refiere al tiempo en la variable
x}, por lo que se debe encontrar el tiempo que tarda en llegar la senal del punto 2, al punto de
observacién en x;.

Sea 7 = a(t —t'), donde alfa es simplemente una constante, ahora se calcula la derivada con

respecto del tiempo con la nueva variable 7, de manera que g—f = ‘Z‘f gt, haciendo la segunda
2 2 )
derivada se tiene: ng = (%) (%) la cual debe ser igual al termino: —%%, entonces (gt) =
—C%, para hacer la derivada parcial de ¢ con respecto de 7 se toma t = T +t' y se tiene
ot )2 AL+t) 1)? 1)\?
( 87’) = ( %T ) = (E) entonces (5) = 02, para que un nimero elevado al cuadrado sea
igual a un nimero negativo éste debe ser un nimero 1mag1nar1o i, por lo tanto: a = ¢ = —ic,
de esta manera 7 = —ic(t — t') y por lo tanto ¢’ = T, por como se defini6 el tiempo 7 el

cual es un multiplo del tiempo ¢t — ', entonces 7 esta relacionado con la distancia que recorre
la senal de la funcién fuente al punto de observacién por lo que 7 es justamente ésta distancia
r(z;, ), por lo tanto la variable del tiempo es una funcién que depende de la distancia que
recorre la senal al punto de observacion, asi t'(z;,z}) =t — Lj)

De esta manera tomando la ecuaciéon 2.47, la cual es soluciéon de la ecuacion 2.49, con el

nuevo parametro del tiempo se tiene que:

/f xh,t—
Zirt " r r(z;,

A esta solucién se le conoce cominmente como potencial retardado.
Ahora se considerara el caso donde el término fuente esta dado por la divergencia de una
funciom, f(x;,t) =V - F(xy,t), entonces la solucién se puede escribir como:

r(q,2) ))

dv' (2.51)

oz, t /G zi, t 2, t) (V- F(x), t))dv'dt’ (2.52)

Donde la funcion de Green con dependencia en las variables espaciales y temporales esta
dada por:

‘7/’) (2.53)



2.5. SOLUCION A LA ECUACION DE ONDA NO HOMOGENEA. 39

La identidad de la divergencia de una funcién escalar ¢ por una funcién vectorial j?, esta
dada de la siguiente manera: V - (¢f) = ¢(V - f) + (f - V)¢, al aplicarse esta identidad al
integrando de la ecuacion 2.51 se tiene que:

ot /v @¢@¢w@mmww—/w@myvm@m@wwww (2.54)

A la primera integral del lado derecho de la ecuacién se le aplica el teorema de Gauss, el
cual dice que la integral de volumen de la divergencia de una funcién h, es igual a la integral
de superficie de dicha funcién, asi se tiene que:

/V(Q%L%Uﬂ%mme/ﬁJGmm%ﬂﬂ%mwy (2.55)

Donde 7/ es el vector normal a la superficie S, la cual debe cubrir por completo el volumen
v" lo cual implica que contiene a la funcién fuente. Si se toma una superficie fuera del volumen,
esta superficie seguira siendo la frontera pero ya no contiene a la funcion fuente por lo tanto la
integral 2.55 vale cero. De esta manera la ecuacion 2.54 queda de la siguiente manera:

a%w:—/wuﬂyvm@manmw (2.56)

Para resolver esta integral primero se vera la forma de la funciéon de Green, la cual esta dada
por la ecuacién 2.53, esta funcién esta dada por una Delta de Dirac a ésta se le aplicara la
transformada de Fourier:

’
r(xz; ‘Zi>

eiu(t’—

F (5(15 —t' - T(”%Cx) ) oS / e (¢ W)dt =

Este resultado implica que la transformada de Fourier de la funciéon Delta de Dirac, es
simplemente evaluar la funcién en el punto. Ahora se aplica la transformada de Fourier inversa:

7“(.27 LL’ 1 (& —i (t/ c ) 1 w A , ’V‘((L‘Z‘,I;)
5(t — t/ —_ A == eZVt—dV = — / eZl/(t—t N ¢ )dl/ (257)
c Y. 21 V2T 2m

Asi se tiene otra forma de expresar a la Delta de Dirac, de manera que utilizando ésta, la
funcion de Green (ec. 2.53) se puede reescribir como:

r(z;,x); )

1 e—w(t t—— i)
G(xi, t; ) = / dv (2.58)

T<xi7 I’;)
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Se utilizé en todo el desarrollo la notacién r(z;, z;) para la distancia de la fuente al punto
de observacién por componentes, y en notacién vectorial es igual a la norma de la resta de los
vectores ¥y .

TP =F—a) F—a)=F+7 —27- 0

Como se hace un andlisis del comportamiento lejos de la fuente se tiene que la distancia z’
es muy pequenia comparada con la distancia de observacién z, por lo que el cuadrado de esta
cantidad es ain mas pequefia asi esta cantidad se desprecia, de manera que se tiene:

L5 I . 272"\ 27 - 2
|$—x’|:\/fz—2x-x’:\lx2<1— 5 | =4\ 1-—

T

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor a primer orden se obtiene lo siguiente:

o 1(2(z- ') i
|7 — ’\:3;(1—2(@,2 ))zx— . (2.59)

Como se hace un andlisis lejos de la fuente, entonces se sustituye ésta ultimo resultado
(ec. 2.59), en la funcién exponencial de la ecuacién 2.58, ya que es en donde se observa el
comportamiento asintotico y como la integral es sobre la variable v entonces la norma de la
distancia entre los vectores ¥ y 7', es simplemente la distancia x la cual sale de la integral,

asi se tiene:

/ p—w(t—t'=%) —iv(ZE) 1, (2.60)

—0o0

G(T, t: 2l 1) ~ =
TmeXr

Pero lo que se esta buscando es el gradiente de GG con respecto de ', de manera que:

1 n . /_Z ozl ?:V
_ —wt—t'=%) —w(E=) [ _ 7 &
VG 8m2x / ¢ ‘ < c a:) v (261

La derivada parcial de la funcién G con respecto del tiempo es:

oG (7. +: 7 t 1 ° ) ;o g
(%81;36’ ) _ 82 /(—z’u)e_w(t_t —He G dy (2.62)
w2

De manera que el gradiente de G es igual a:

ve=1%

== (2.63)
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Sustituyendo éste tltimo resultado en la ecuacién 2.56, se tiene que la funcién ¢ la cual es
la solucién a la ecuacién de onda con el término fuente como la divergencia de una funciéon F,
es:

z 0 - rz T
7)) = —— 2 [ Bt -2
(1) Amze Ot Jv (« c+ xc

)dv' (2.64)
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Capitulo 3

CONSTRUCCION DEL SISTEMA
ULTRASONICO

En base a las hipdtesis que se tienen, se requiere que la longitud de onda actstica A sea
mucho mas pequena que la escala caracteristica del flujo que se va a estudiar, por lo que si
se toma una frecuencia f = 34 kHz y se sabe que la velocidad del sonido es de alrededor de
340 m/s en el aire, entonces haciendo uso de la ecuacién ¢ = Af se tiene que: A = 1 e¢m lo
cual requiere que el medio en el que se propague esta onda sea mucho mayor a 1 cm, asi que
con un tunel de viento de alrededor de 10 c¢m es suficiente. Ademas de que es conveniente
trabajar en el ultrasénico debido a que se puede asegurar que no hay perturbaciones ajenas a
las emitidas por el emisor, es decir, éstas frecuencias estan por encima de los sonidos audibles,
al estar trabajando con este tipo de frecuencias nuestra voz no podra causar senales adicionales
al experimento. Por otro lado para obtener un emisor con frecuencias superiores a 34 kH z,
se construy6 un emisor ultrasonico, el cual esta basado en el modelo creado por el Dr. Radl
Labbé de la Universidad de Santiago de Chile (USACH) [3].

Se construy6 un sistema para el estudio de la vorticidad en fluidos mediante la dispersion
de una onda ultrasonica. La onda que se hace incidir sobre la distribucién de vorticidad es
monocromatica y se debe cumplir que el ntimero de Mach sea pequenio (M < 1). Donde el
nimero de Mach esta definido como el cociente de la velocidad del fluido v y la velocidad
del sonido ¢, M = 7, para que esta cantidad sea mucho menor que uno, se debe tener que
la velocidad del flujo debe ser mucho menor a la velocidad del sonido en el aire, con esto se
obtendrd un ntimero de Mach mucho menor a uno, esta condicién es equivalente a decir que el
flujo es incompresible.

Un transductor es un dispositivo que a la entrada recibe algtin tipo de energia y a la
salida cambia ésta energia por otra, esta es la idea de la construccién del emisor y receptor
ultrasonico, el emisor sera excitado por un voltaje, pero a la salida de éste se obtendra una
onda ultrasonica, y para el receptor sera en viceversa, es decir, a la entrada recibe una onda
ultrasonica y a la salida se obtiene un voltaje. El emisor ademas de ser excitado por un voltaje
cuenta adicionalmente con una senal variable. Tanto el emisor como el receptor son de tipo
capacitivo, es decir, éstos funcionan como un condensador de placas paralelas, el cual consiste
de dos placas conductoras planas colocadas de manera paralela separadas por una distancia d,
cada placa esta cargada, una contiene carga positiva +@) y la otra carga negativa —(@), y ésto
genera una diferencia de potencial entre ellas. La relacion que hay entre la carga y la diferencia de
potencial es la capacidad del condensador o capacitancia. La capacitancia dependera solamente
de las dimensiones y de la forma geométrica de las placas, asi como de la separacion entre ellas.
La capacidad del condensador plano de placas circulares, despreciando los campos en los bordes,
esta dada por:

43
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= — 1
¢ 4rrd (3.1)

Donde A es el area de las placas y d la separacién entre éstas, la capacidad tiene dimensiones
de longitud, por lo que las unidades son simplemente centimetros, las cuales estan en sistema
CGS, en éste sistema hay tres unidades base, y a partir de éstas se derivan otras como lo son
la carga que esta en wues y diferencia de potencial en estatvolt. En el SI hay siete unidades
base bien definidas y dimensionalmente independientes, hay otras unidades que se forman con
la combinacion de las unidades basicas, que son las unidades suplementarias, de éstas se deriva
la capacitancia, la cual tiene unidades dadas por el cociente de la unidad de carga que es el
coulumb o ampere por segundo, sobre la unidad de la diferencia de potencial que es el volt,
a éste cociente se le denomina farad [$&] = [f], ésta es la unidad de la capacitancia en el SI.
Asi para relacionar las unidades del sistema CGS con el SI, se tienen las siguientes equivalencias:

1 wolt = ﬁ statvolt y 1 coulomb = 3 x 10° wues. Asi que:

1 coulomb o 3 x 10% wes —9x 1011 ﬂ =9 x 1011 cm (3.2)

=5 —
1 wolt 300 statvolt statvolt

1 farad =

Se hizo el disenio de los transductores de tipo capacitivo, tales transductores seran un emisor
y un receptor, lo que los diferencia es un circuito electronico. Los materiales utilizados fueron:
aluminio de 3 mm de grosor, zinc de 3 mm de grosor, se utiliza este metal por el fotograbado
que lleva, polietileno de 15 mm de grosor y papel mylar aluminizado por un solo lado. A
continuacion se presentan las piezas y algunos detalles de su construccion. En la figura 3.1 se
presenta el diseno de la pieza que sera la parte posterior del transductor, la cual es un disco
de aluminio de grosor 3 mm, y radio de 100 mm, con agujeros de didmetro 4 mm, los cuatro
agujeros del centro van avellanados en su parte interior, en esta pieza va el agujero de %” para
poner una conexion BNC en la cual se conectara el circuito electronico que servird para que

funcione como emisor o receptor. A esta pieza la llamaremos la nimero 1.

200mm

Figura 3.1: Disefio de la pieza ntimero 1

La pieza nimero 2 es de polietileno de grosor 15 mm, es un disco de radio de 71 mm, ésta
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pieza va unida a la pieza nimero 1 (disco de aluminio). En la figura 3.2 se presenta el esquema
del disenio de ésta.

Agujeros de 3 mm

Radio de 15 mm

Figura 3.2: Disefio de la pieza ntimero 2

La pieza niimero 3 es un disco de zinc de grosor 3 mm, con un radio de 71 mm, el cual
servira como electrodo, el cual tiene un grabado electrolitico en la cara que estara en contacto
con la parte no aluminizada del mylar, el grabado consiste en un patrén de puntos que sobre-
salen 0,5 mm, ésto hace que el funcionamiento del transductor cambie la distancia cuando se
suministre el voltaje, y con ello cambia la capacitancia. Se hizo el calculo del valor de la capa-
citancia considerando que la distancia entre las placas es constante, asi utilizando la ecuacién
66, se obtiene lo siguiente:

A 158,368¢m?

C= g = 0,628cm

= 252,178cm = 0,28nF

La placa de zinc va unida a la pieza numero 2, mediante tornillos con cuerda y cabeza
conica, por lo cual los agujeros en el zinc deben ser avellanados, para que las cabezas de los
tornillos no sobresalgan y perturben el grabado que ya se tiene en el zinc. En la figura 3.3 se
presenta el esquema de ésta pieza, cabe mencionar que el grabado son una serie de puntos muy
finos, por lo que en la figura no se puede ver a detalle, se debe tener el diseno en algin programa
de dibujo como corel draw, y se debe mandar a hacer en un establecimiento de fotograbado.
A ésta pieza debe ser soldado un alambre de 10 ¢m aproximadamente, y al otro extremo un
conector BNC.

La pieza nuimero 4, es un anillo con radio exterior de 100 mm y radio interior de 71 mm,
de polietileno de grosor 15 mm. Esta pieza va unida a la pieza nimero 1 (disco de aluminio,
ver figura 3.1), por medio de ocho tornillos de 4 mm. El esquema de esta pieza se encuentra
en la figura 3.4.

La pieza nimero 5 es igual a la pieza ntimero 4 (ver figura 3.4), sélo que el material utilizado
es aluminio de grosor 3 mm y los agujeros para los ocho tornillos de 4 mm van avellanados en
la parte que quedara hacia el exterior.

La pieza que sirve para fijar el transductor es de aluminio, ésta pieza se fija a la niimero 1
(ver figura 3.1), cuyas dimensiones se especifican en la figura 3.5.
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Figura 3.3: Disco de zinc con grabado electrolitico, pieza ntimero 3.

Figura 3.4: Diseno de la pieza ntimero 4 (anillo de polietileno) y 5 (anillo de aluminio).

Se utilizo mylar aluminizado por un solo lado, se corto un disco de radio de 100 mm con
ocho orificios en el contorno de las mismas dimensiones que el disco de aluminio (figura 3.1),
solo que sin los orificios del centro, en la parte donde van los ocho tornillos se hacen dos cortes
en forma de cruz de 4 mm. El mylar se pone entre la placa de zinc (electrodo) y el aro de
aluminio. La parte no aluminizada se pone del lado de la placa de zinc. En la figura 3.6 se
presenta una vista explosionada del transductor, cuyo diseno es proporcionado por el Dr. Radil
Labbe [3].

Ya terminada la etapa de diseno se procede al armado de las piezas, para lo cual se consi-
guieron los materiales ya mencionados en la etapa anterior, se tuvieron varios problemas tales
como contactar a los proveedores de dichos materiales, una vez contactado el distribuidor tarda
aproximadamente 15 dias en la entrega. Se mandan a hacer los cortes necesarios del disefio en
el taller de la Facultad de Ciencias, y los de aluminio se mandan a un cortador laser, esto con la
finalidad de obtener mayor precision. En ambos lugares es tardado debido al exceso de trabajo.
En las figuras 3.7 y 3.8, se presentan las fotos de las piezas ya concluidas.

Los circuitos electronicos que caracterizan al transductor como emisor y receptor, consisten
de un capacitor, una resistencia y una fuente de alto voltaje, en la figura 3.9 se presentan
dichos circuitos. Para resolver el circuito de la figura 3.9 a) se tiene que éste es uno de tipo
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30 mm

20 mm

Figura 3.5: Pieza de soporte para el transductor. Del lado izquierdo se observa la vista lateral
y del lado derecho la vista superior. La escala esta en milimetros.

Mylar slurinizzdo
{ur s¢lo lado)

Anilles e ssirninies e
3 mm. No sc inchiys
e los planze.

7 ?;;“-
e BODrES3IEN UNG

ic e

Elsctracy de Zine

Figura 3.6: Vista explosionada del transductor.[3]

RC, pero ademas se tiene un generador de funciones, el cual puede considerarse simplemente
como una fuente de voltaje, de manera que podemos simplificar el circuito de la figura 3.9 a) a
simplemente resolver el de la figura 3.10, solo con fines tedricos de resolucion de circuitos RC,
pero el circuito a utilizar en el dispositivo es el de la figura 3.9 a), asi aplicando la segunda ley
de Kirchhoff ! al circuito RC de dicha figura, resulta la siguiente ecuacién diferencial:

Vo + Vsen(wt) = C;?R + g (3.3)

Donde V} es la fuente de alto voltaje, Vsen(wt) es el generador de funciones con 80 Vrms,

R es la resistencia, ) es la carga y C' es el capacitor, para resolver ésta ecuacion diferencial,
primero se obtiene la solucién de la ecuacién no homogénea:

Vo= R% + %Q, ésta ecuacion se divide entre R, entonces:
% = % + R—lcQ, despejando % se tiene que:
do _ Vo _ Q _ %C—Q

= B — 7o = —po - y haciendo ahora separacion de variables se obtiene:

'En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las fuerzas electromotrices aplicadas, o subidas de
tension, es igual a la suma algebraica de las caidas de tensién en todos los elementos pasivos. En otras palabras,
la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo circuito cerrado es nula.[5]
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Figura 3.7: a)Disco de aluminio (pieza 1), b)Disco de polietileno (pieza 2), ¢)Disco de zinc con
grabado electrolitico (pieza 3) y d)anillo de polietileno (pieza 4).

Figura 3.8: a)Anillo de aluminio (pieza 5), b)Soporte de aluminio para el transductor.

aQ _ _ dt .
VoC—0 — RO entonces:
dQ 4t

OeC = T RO ahora integrando:
In(Q—VyC) = — 35 + k1, donde k; es la constante de integracién, ahora se aplica la funcién

exponencial a ésta ecuacion, asi:
t
Q — VoC = Ae~re, donde A es la nueva constante que corresponde al In(k;), y despejando

@ se tiene que:

Q = VoC + Ae 7e.

Ahora s6lo queda por resolver la ecuacién Vsen(wt) = R% + %Q, para lo cual se propone
la siguiente solucién particular: @ = asen(wt) + fcos(wt) y al hacer la derivada con respecto
de t se tiene que:

99 — awcos(wt) — Bwsen(wt), al sustituir Q y %2 en la ecuacién a resolver se obtiene:

R% 1 1Q = Rawcos(wt) — RAwsen(wt) + & [asen(wt) + Beos(wt)] = cos(wt) {Raw + %] o

sen(wt) [—Rﬁw + %} = Vsen(wt)
Para que se cumpla la ultima igualdad de la ecuaciéon anterior debe ocurrir que:

Row + g =0 (3.4)

Asi que:
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Q@
-R — =V 3.5
fw + & (3.5)
Si despejamos (8 de la ecuacion 3.4, entonces f§ = —RawC, sustituyendo éste valor en la

ecuacion 3.5 se tiene que:
R*w?aC + & =V, y despejando el valor de alfa:
_ _vcC
& = 1TR220?

sustituyendo éste valor, en la igualdad de 3, se obtiene: [ = RwC”V

T 1+R2w2C7

Ya que se tienen los valores de v y /3, se sustituyen en la solucion particular, y ésta se suma
a la solucién de la ecuacion no homogénea. Por lo tanto la solucién a la ecuacion 3.3 es la
siguiente:

|46

Q=W+ Aeme t 1 aen

{sen(wt) — wRCcos(wt)} (3.6)

Resolver el circuito quiere decir encontrar la corriente que pasa a través de éste, por lo que
al derivar la carga () con respecto del tiempo, ésta es igual a la corriente I, asi:

o dQ o A __t VC 2
I = =55 + T RRuce {wcos(wt) +w RC’sen(wt)} (3.7)

Para encontrar el valor de la constante A se tiene que dar una condicién inicial, la cual se
dird que para el tiempo ¢y = 0, no hay corriente en el circuito, por lo que:

A _ o Ve 9 A vc
I=0= ~got ™ + 1T Rwic? (wcos(w()) +w RC’sen(w())) =~%c + T mrce”
Y despejando A de la ecuacion anterior se tiene que: A = %, sustituyendo éste valor

en la ecuacion 3.7, se tiene que la solucién final a la ecuacion 3.3 es:

VCw ot VCw
= i et T e (s HwRCsenut)) (3.8)

En el primer miembro del lado derecho de la ecuacién anterior, se puede ver que el tiempo
caracteristico de la exponencial esta dado por los valores de la resistencia y el capacitor, los
cuales son: R = 5,6x10° Q, C' = 1x107% F, haciendo el célculo de RC se obtiene que el tiempo
0t debe ser mayor a 5,6 segundos, para que se pueda hacer la aproximacion de que la funcién
exponencial tiende a cero, por lo que la ecuacién que caracteriza el circuito es simplemente la
siguiente:

VCw

[=— Y
1+ R2w2(C?

{cos(wt) + wRCsen(wt)} (3.9)

Si ahora se introducen los valores que se tienen de los elementos del circuito: R = 5,6 x10°% (Q,
C=1x10"% F, w=2n(3,4 x 10?) Hz, se puede ver de la ecuacién 3.9 que el coeficiente de
la funcién seno es: wRC = 1,196 x 10%, por lo que éste factor hace que el valor de la funcién
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seno predomine de la funcién coseno, por lo que ésta funcion puede eliminarse de la ecuacién

3.9, asi solo queda:
VC?Ruw?
I= 11 muce {sen(wt)} (3.10)

Del cociente que se tiene en la ecuacion anterior, se puede ver que en el denominador el
factor 1 es muy pequeiio comparado con R?w?C?, por lo que tan solo se considerars éste tltimo,

por lo tanto la corriente es:

_ VO RS {sen(wt)} = ;sen(wt) (3.11)

= R2w2C?

De la ecuaciéon anterior podemos concluir que la corriente en el circuito dependera en gran
medida del voltaje variable que se suministre, el cual en este caso es de 80 Vrms o alrededor
de 120 V, de la resistencia y de la frecuencia del generador la cual es de 3,4 x 10* Hz.

R1
|1

]
5.6MQ 10F V2

a)
Vi c2 80Vrms
—a00v =—10nF C‘_D gkaZ

||}~

Figura 3.9: a)circuito utilizado como emisor, b)circuito utilizado como receptor
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Figura 3.10: Circuito RC

3.1. ELABORACION DEL CIRCUITO DEL
AMPLIFICADOR DE POTENCIA

De la figura 3.9 a) se puede ver que se requiere de un amplificador de potencia, ya que el
generador de funciones (marca Stanford Research Systems, modelo DS345), da una senal con
una amplitud maxima de 10 V', y se requieren al menos 120 V. Para la construccion del ampli-
ficador de potencia se utiliza un amplificador operacional el cual es un dispositivo electrénico
cuya principal caracteristica es su alta ganancia en tensién [7]. Con base a las necesidades de la
amplificacion requerida se utiliza el amplificador operacional modelo LM 3876 y se construye el
circuito electrénico que sugiere la hoja de datos de dicho componente electréonico o datasheet
(este documento se encuentra en el anexo I), en este circuito se omiten los componentes en
asterisco ya que se presentan como componentes opcionales, entre dichos elementos se omite
el transformador, por que el modelo que sugiere no estaba de acuerdo a lo que se requiere,
por lo que éste fue construido, mas adelante se presentan los detalles de su construccién. El
circuito que se hizo es el de la figura 3.11. El amplificador operacional tiene varias patillas para
las conexiones de los distintos elementos, para éste se tienen 11, dos de éstas son de entrada,
etiquetadas con los signos + y — (patillas 9 y 10), y una patilla de salida (3), ademés de la
comun o tierra, se requiere de una alimentaciéon de una fuente de corriente continua simétrica
que suministre +12 V' y —12 V. Una fuente de voltaje de computadora suministra 12 V' los
cuales son suficientes para este circuito, sin embargo la potencia que dan que es de 800 W no
es suficiente para este circuito por lo que se necesitan dos fuentes de voltaje de computadora
cada una de 12 V y 800 W de potencia, las cuales deben conectarse en paralelo para aumentar
la potencia, de esta manera se obtienen +12 V que van conectados a la pata 1 y —12 V, que
va a la pata 4. Por otro lado se debe construir un transformador, ya que el modelo que sugiere
el datasheet no es adecuado para lograr la amplificacion que se requiere, para la elaboracién
de éste se necesita un ntcleo de hierro, el cual es para que todo el flujo magnético circule con
el maximo de intensidad. El niimero de espiras de la bobina primaria y secundaria se eligieron
de manera empirica, por lo cual después de varios intentos se llego a 10 vueltas en la bobina
primaria, con alambre mas grueso que el que va en la bobina secundaria, y alrededor de 200
vueltas en la bobina secundaria, para embobinar dicho nticleo se debe tener el alambre enredado
en algin tornillo o algiin elemento pequeno, el cual pueda pasar alrededor del ntucleo, ya que
de lo contrario el embobinado puede resultar muy complicado, sobre todo en la bobina de 200
vueltas donde se requieren de alrededor de 10 m de alambre. Este transformador va conectado
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Figura 3.11: Circuito del amplificador operacional LM 3876 sin los elementos en asterisco, y las
caracteristicas del amplificador operacional en sus once patillas.

en la patilla 3 que es la de salida y a la tierra o comun, ya que la finalidad de éste es aumentar
la potencia de la senal ya amplificada por el amplificador operacional. Al transformador van
conectadas dos resistencias en paralelo una que es de 3,3 2y 5 W de potencia y una resistencia
de 1 k2 y 15 W de potencia, asi el circuito final para la amplificacién de potencia es el de la
figura 3.12. Este circuito se hizo en un protoboard, esto con la finalidad de que se tuviera la
facilidad de cambiar, agregar o quitar elementos electronicos facilmente.

Para ver que el circuito funciona con la amplificacion que se requiere, se realizaron varias
pruebas antes de ser conectado al circuito del emisor. En el circuito de amplificacion se co-
nect6 un osciloscopio (marca Tektronix, modelo TDS2014) a la entrada, para ver en éste como
llegaba la senal del generador, y a su vez en otro canal del osciloscopio se conecté a la salida del
circuito para ver la senal ya amplificada, para proteger el osciloscopio de los altos voltajes que
se producen también se conectd una sonda de prueba con divisién de tensién en el osciloscopio,
se tienen varias imagenes de éstas pruebas en un rango que va desde los 26 kHz hasta los
50 kHz, donde la senal permanece estable, es decir, la sefial no presenta distorsiones, ni ruidos
que puedan modificarla, presentadose de manera senoidal. Solo se presenta una imagen de éstas
pruebas en la figura 3.13, en la cual la frecuencia es de 34 kHz, y donde la sefial en color
amarillo es la de entrada, la cual esta dada por el generador, y presenta una amplitud de menos
de 500 mV y en color azul es la senal de salida del amplificador que presenta una amplitud de
mas de 150 V', por lo que se logro la amplificacién que se requiere. En la figura 3.13, se puede
ver que la senal tiene un desfase de 1807, esto se debe a que hay una retroalimentaciéon con
la salida en la patilla negativa, cuando existe esta retroalimentacion se le llama amplificador
operacional inversor, que quiere decir que la senal estara desfasada 180° 6 de polarizacién in-
versa a la de la entrada, para este experimento no es relevante este hecho, ya que ésta senal
sera polarizada completamente de manera positiva. Mientras se realizaron todas estas pruebas
se not6 que habia un sobrecalentamiento en el amplificador operacional, por lo que se le puso
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Figura 3.12: Circuito final utilizado para el emisor ultrasonico.

un disipador de calor, sin embargo esto no fue suficiente y se agrego un ventilador para poder
enfriar dicho elemento electréonico. Ya que se tiene la amplificacion que se necesita, se hace la
conexion al circuito del emisor (figura 3.9 a)), y se vuelven a hacer pruebas, para verificar su
buen funcionamiento y que al conectarse a éste circuito no haya ninguna modificaciéon en la
senal. Se agrega la fuente de alto voltaje para la polarizacion del electrodo y se vuelven a hacer
pruebas, la sefial sube por encima del eje x por lo que la senal en vez de oscilar alrededor de
y = 0 V, ahora oscila en un valor mayor, ésto sin cambiar la senal en amplitud y frecuencia. Por
ultimo el circuito electrénico final se pasa del protoboard a una placa grabada y cada elemento
electronico se solda a ésta. Finalmente esta tableta electrénica se instala en una caja hecha en
aluminio, que se disenio de acuerdo a las medidas de la tableta, se mando a hacer al Taller de la
Facultad de Ciencias, se utiliz6 una base en madera para fijar la tableta electrénica, y el resto
de la caja asi como su tapa esta hecha en aluminio, en la parte donde se encuentra el venti-
lador se hicieron unos agujeros para hacer circular el aire y asi evitar un sobrecalentamiento,
de esta manera esta caja funciona como una jaula de Faraday, que aisla el circuito electronico
de posibles campos electromagnéticos exteriores. Dicho circuito electrénico, asi como la caja
terminada se muestran en la figura 3.14.

3.2. RECEPTOR

Ahora para tener el transductor funcionando como receptor se conecta al circuito de la figura
3.9 b), este circuito lleva una resistencia de 1 M2 que va de la entrada del amplificador a tierra,
con la finalidad de proteger el amplificador de los altos voltajes que se puedan desarrollar. El
amplificador de carga (marca Briiel & Kjaer modelo NEXUS 2692), es el que se utiliz6 en este
experimento. Como ya se menciono antes tanto el emisor como el receptor ultrasénico son de
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Figura 3.14: a)Fotografia de las dos fuentes de voltaje que alimentan al circuito, una con +12 V'
y otra con —12 V. b)Caja de Faraday terminada con el circuito electrénico dentro y las cone-
xiones coaxiales. ¢)Vista terminada del circuito con todos los elementos electrénicos entre ellos
el transformador, el amplificador operacional sujeto al disipador de calor y el ventilador.
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tipo capacitivo, por lo que el receptor funcionara como tal, es decir, se espera que se cargue y
descargue, con determinada frecuencia, de esta manera se realiz6 una prueba para determinar
el periodo y la frecuencia, ya que el circuito de éste es un circuito RC' y se tienen los valores
C' =1 pF yunaresistenciade R =1 M, entonces el tiempo de carga y descarga esta dado por
7=RC = (1x1077)(1x10% = 1x107* = 0,001 s,y la frecuenciaes f = 1 = 15 = 1000 Hz.

10-3 —

3.3. PRUEBA DEL DISPOSITIVO ULTRASONICO

Para probar que éste dispositivo puede detectar la vorticidad se hizo un experimento en un
flujo cuya vorticidad apunta siempre en la misma direccién. Lo que se buscé con la prueba rea-
lizada, fue comprobar la teoria demostrada en capitulos previos, donde se afirma que al emitir
una onda ultrasonica sobre un vortice éste emitird una onda sonora la cual sera detectada, de
esta manera se puede obtener informacion directa de las caracteristicas de dicho vortice. Para
lograr ésto se estudia la calle de Von Karman, ya que se puede obtener de manera relativa-
mente sencilla y por ser una estructura de vortices muy estudiada. Al hacer incidir las ondas
ultrasonicas a ésta distribucion de vortices, éstos emiten una onda sonora que es captada por
el receptor. Al calcular la transformada de Fourier se obtiene informacién sobre la distribu-
cién de vorticidad. La senial contiene no solo la onda dispersada, sino debido a la difraccién,
el receptor capta también la onda producida por el emisor. Los resultados son semejantes a
los que aparecen en el articulo titulado "Espectral Analysis of the von Karman Flow Using
Ultrasound Scaterring”de C. Baudet, S. Ciliberto y J.F. Pinton [10], donde realizaron pruebas
muy similares utilizando el mismo método.

Breve descripcién de la calle de Von Karman

Si se tiene un flujo de velocidad constante y éste pasa por la zona donde hay un cilindro
solido, entonces comienza a formarse un patréon de vortices ubicados a lo largo de una linea
recta, dicho patron es una secuencia de vértices de dos filas, y se supone que la distancia entre
dichos vortices es la misma respecto uno de otro, es decir, la frecuencia de generaciéon de éstos
es constante, a este fenémeno se le conoce como calle de Von Karman. Los vértices formados
salen de manera que los de un lado giran en sentido de las manecillas del reloj y los del otro
lado giran en sentido contrario a las manecillas del reloj (ver figura 3.15). Tales estructuras
pueden observarse para numeros de Reynolds mayores a 47 [9].

El niimero de Reynolds es una cantidad sin dimensiones que relaciona la velocidad de flujo,
el diametro del cilindro y la viscosidad del fluido, el cual en forma matematica es:

_ud

14

Re (3.12)

Donde U es la velocidad de flujo, d es el didmetro del cilindro, y v es la viscosidad cinematica
del fluido. Una de las caracteristicas importantes que debe cumplir el flujo en el fenémeno
de la calle de Von Karman es que el nimero de Reynols sea mayor a 47, alrededor de éste
valor el flujo ya no es estacionario sino que depende explicitamente del tiempo: los vortices
salen periddicamente del flujo, en dos filas. La frecuencia es directamente proporcional a la
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Figura 3.15: Desprendimiento de vértices causado por la interaccion de un flujo con una obs-
truccién. Este fendmeno se conoce como calle de vortices de Von Karman. (Van Dyke, 1982)
[Internet]

viscosidad cinematica e inversamente proporcional al didmetro del cilindro de manera que la
relacién matemética es la siguiente [10]:

14

f=(0,21Re —4.5)

(3.13)

Para un cilindro de didmetro d = 0,003 m, y considerando que el aire tiene una viscosidad
. o _ 2 o1 . . . .
cinemédtica de 1,52107° =y utilizando las ecuaciones 3.12 y 3.13, se obtiene la siguiente tabla
de valores para el numero de Reynolds, la velocidad del flujo y la frecuencia de emisién de
vortices:

Re | u[m/s] | {[Hz]
47 | 0.235 | 8.95
80 0.4 20.5
100 0.5 27.5
200 1.0 62.5
400 2.0 132.5

A partir de ésta tabla se puede observar que el valor minimo de la velocidad de flujo es de

0,055 %, y la maxima es 2,0 =, de manera que las frecuencias de emisién de voértices va de
8,95 Hz a 132,5 Hz.

Dispositivo experimental

Para realizar las pruebas del dispositivo ultrasénico y estudiar la calle de vortices de Von
Karman, se utiliza un tinel de viento con dimensiones de 15 ¢m x 15 e¢m y 1,20 m de longitud,
¢éste genera un flujo de aire de velocidad constante con valor U = 0,4 “* en direccion al eje x,
el tunel de viento tiene instalado un cilindro de manera transversal en direccion z, de diametro
d = 0,003 m con el cual se generaran los vértices. Se colocan el emisor y el receptor de manera
que forman un angulo de 30° entre ellos y dirigidos a dicho tinel de viento (de frente, pero
sin perturbar la salida de aire de éste)(ver figura 3.16). El emisor va conectado a un generador
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de funciones el cual se pone en una frecuencia f = 26 kHz y amplitud A = 5,28 v y ésta se
amplifica a 250 v,, a la salida, a su vez el emisor se conecta a la fuente de alto voltaje con
la cual se suministran 300 v ésto con la finalidad de polarizar el emisor. El receptor también
se conecta a la fuente de alto voltaje y a un amplificador de potencia de éste se manda a una
tarjeta de datos para la obtencién de los mismos.

—_—

Velocidad de
flujo U= 0,4 m/s

Cilindro de
0.003 m

Tanel de
viento | Calle de
Von

Karman

' 300

e

Emisor Receptor

Figura 3.16: Dispositivo experimental.

En la prueba experimental se elige una velocidad de flujo U = 0,4 “* en el tunel de viento,
lo que corresponde a un nimero de Reynols igual a 80 y se espera encontrar una frecuencia de
emision de vértices de 20,5 Hz. A través del emisor se mandan ondas ultrasonicas de frecuencia
f =26 kHz, y éstas interactuan con una distribuciéon de vértices de la calle de Von Karman,
generada por el cilindro de didmetro d = 0,003 m en el tubo de viento. Se puede obtener
informacion de dicha distribucién de manera directa. Para la toma de datos se debe tomar una
frecuencia de muestreo superior al doble de la frecuencia del emisor, de manera que se eligié una
frecuencia de muestreo de 100 kHz. El emisor envia ondas sonoras, las cuales son cambios de
presion en el medio, una vez que éstas ondas pasan a través de la distribucion de vorticidad,
ésta emitird una nueva onda sonora la cual es captada por el receptor y éste obtiene senales
de voltaje, a éstos datos se aplica la transformada de Fourier para obtener las frecuencias de
emision de los vortices. De una de las pruebas que se realizaron se presenta a continuacion la
grafica de la transformada de Fourier de la presién vs frecuencia (figura 3.17), en ésta grafica
se puede ver como aparece la frecuencia natural de 26 kHz que es la frecuencia de emision y se
observa un pico a la derecha que esta corrido 20 Hz que corresponde a la frecuencia de emisién
de los vortices. El corrimiento es a la derecha ya que los vértices se acercan al receptor (debido
a la configuracion del dispositivo experimental) y ésto genera el efecto Doppler.

La eleccion del angulo entre emisor y receptor, frecuencias y tamafio del cilindro se hizo para
que hubiera interferencia constructiva por la emision de los diferentes vértices que conforman
la calle de Von Karman. Esto es semejante a lo que ocurre en la difraccion de Bragg en redas
cristalinas, en este caso el equivalente de los nodos de la red cristalina son los vértices de la
Calle de von Karman.
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Figura 3.17: Grafica obtenida a partir de aplicar la transformada de Fourier a los datos obtenidos

del receptor ultrasonico.
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Se estudiaron varios conceptos importantes de la mecanica de fluidos para tener una base
tedrica acerca de la interacciéon de los modos acusticos con un flujo. Se utilizé la ecuacién de
Euler y la ecuacion de continuidad para ver el comportamiento de la interaccién entre una onda
acustica y un campo de velocidades en un flujo, se llegd a que ambos términos prevalecen. De
esta manera cuando se emite una onda ultrasénica hacia una distribuciéon de vorticidad de la
calle de Von Karman se obtiene la frecuencia de emisién de los vortices, y con la teoria que ya
se tiene de la ley de Biot-Savart, se podria calcular el campo de velocidades del flujo.

Se encontré la solucién a la ecuacion de onda no homogénea de manera general, es decir,
donde el término fuente esta dado por cualquier funcién, para después ver como es la solucién
cuando éste es la divergencia de dicha funcion. Los resultados que se encontraron de la interac-
cién de una onda acustica con un vortice, es que éste emite una onda sonora y la frecuencia de
emision de ésta es la frecuencia de emisién de los vortices, de esta manera se puede decir que
hay una dispersion de la senal.

En este trabajo se hizo la construcciéon de un sistema ultrasonico para el estudio de los
vortices, el cual se compone de dos transductores, uno que funciona como emisor y otro como
receptor, con estos dispositivos se logré emitir una onda ultrasonica hacia un vértice y se
detectan los cambios producidos por éste en el receptor. La construccion se basé en el modelo
proporcionado por el Dr. Rail Labbé de la Universidad de Santiago de Chile (USACH)[3].

Los transductores son de tipo capacitivo, para hacer ésto se hizo con dos placas paralelas,
una de ellas es una placa de zinc con grabado electrolitico cuya finalidad es cambiar la distancia
entre las placas, y la otra es una hoja de mylar aluminizada por un solo lado. Para hacer todas
las piezas necesarias para la construccion de los transductores se requirié del taller de mecénica
de la Facultad de Ciencias, asi como de otros talleres exteriores.

Ya que se tuvieron los transductores armados, para que funcionaran de manera adecuada
se construyeron dos dispositivos electronicos, uno para que funcione como emisor y otro como
receptor. Ademas se construyo un amplificador de potencia que va conectado al emisor, con
esto se logro obtener mas de 80 Vrms en la senal emitida. Se hicieron modificaciones del
circuito tomado del datasheet (anexo I), entre ellas fue construir un transformador compuesto
por una bobina, con esto se logr6 tener transductores que por sus caracteristicas electronicas
funcionan en un rango de frecuencias, que van desde los 20 kHz hasta los 50 kHz, donde la

29
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senial es una onda sinusoidal que permanecia estable, sin verse modificada, con caracteristicas
bien establecidas como frecuencia y amplitud, que es justo lo que se queria, la amplitud fue
de mas de 150 V por lo que se logré la amplificacion que se requiere. Esto se logra ver en un
osciloscopio, que va conectado a la entrada del circuito y al emisor, de manera que se puede
asegurar que la senal que se esta introduciendo es la que emite el transductor. Al emitir en
las frecuencias mas bajas alrededor de 20 kH z se detecto el sonido emitido por el transductor.
Para la realizacién de las pruebas se tomaron frecuencias desde 26 kHz hasta los 50 kHz, en
éstas frecuencias se verific que los ruidos externos (como las voces) no perturbaban el sistema,
ya que los sonidos en laboratorio estan por debajo de éstas frecuencias.

Para verificar toda la parte practica se resolvio el circuito RC' del transductor que funciona
como emisor, y se encontrd que: la corriente en el circuito es una sefial de tipo sinusoidal que
depende de la frecuencia, y la amplitud de dicha onda depende del cociente entre el voltaje
variable que se suministre y la resistencia. Con esto se verificaron los resultados experimentales
antes mencionados de frecuencia, voltaje, corriente y resistencias utilizadas en el sistema.

Dado que todo el dispositivo quedo funcionando y ademaéas se hizo una prueba con resul-
tados en los que se puede obtener informaciéon directa de una distribucion de vortices de la
calle de Von Karman, lo siguiente es hacer diversas pruebas cambiando las variables como la
velocidad del flujo U, la frecuencia de emision f, el didmetro del cilindro y/6 la posicién de
los transductores, y hacer un estudio mas profundo de los datos obtenidos para la caracteriza-
cién del flujo, utilizando la ley de Biot-Savart para mecanica de fluidos. Ademas ya se cuentan
con los materiales necesarios para construir cuatro transductores mas y poder obtener las dos
componentes que faltan de una distribucién de vortices, (recuerde que con este dispositivo se
obtiene solamente la componente perpendicular al plano generado por las ondas de emision).
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FIGURE 1. Typical Audio Amplifier Application Circuit
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