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1. INTRODUCCION

Las leyes de Newton son validas en ciertos marcos de referencia especiales, llamados inerciales. En estos sistemas
de referencia es posible distinguir movimientos de velocidad constante de movimiento acelerados, sélo en ellos son
validas las leyes de Newton. Todos ellos estdn relacionados mediante transformaciones de Galileo. En los sistemas
inerciales se cumple el principio de relatividad, que sostiene de acuerdo a la referencia [1]:

“Erperimentos idénticos realizados en distintos sistemas de referencia inerciales dan resultados idénticos”.

En donde este principio se refiere a cualquier experimento y a todos los marcos de referencia inerciales [2]. Suponiendo
que existe un tiempo universal, la fisica newtoniana era compatible con las transformaciones de Galileo; sin embargo,
a finales del siglo XIX la fisica encontré las primeras ecuaciones incompatibles con las transformaciones de Galileo:
las ecuaciones de Maxwell, en las que se logré unificar todos los fenémenos electromagnéticos [3]. De las més
importantes consecuencias se encuentra la existencia de ondas electromagnéticas, asi como su velocidad, pero no
era claro respecto a qué marco de referencia se mide dicha velocidad. Se creia que, como toda onda, la luz se
propaga sobre un medio llamado éter. Las ecuaciones de Maxwell predicen una velocidad constante para este tipo
de ondas en vacio, de donde se pensé que esa velocidad serfa en el sistema de referencia en reposo del éter, siendo
este un sistema de referencia absoluto. Por lo tanto, se creyé que para otro marco de referencia, por ejemplo, sobre
la superficie de la Tierra, la luz debe tener una velocidad diferente. Esta idea causé confusién entre la comunidad
durante largo tiempo y en 1881, se intent6é medir esta diferencia de velocidad en el famoso experimento de Michelson
y Morley realizado en 1887 [4]. Sorprendentemente no se encontré el efecto esperado. Por el contrario, parecia que
la velocidad de la luz era la misma sin importar la velocidad del marco de referencia en el que se mida.

Motivado por lo anterior, Einstein, en 1905, derivé nuevamente las transformaciones de Lorentz entre sistemas
inerciales en su famoso articulo de 1905 [5], a partir de dos postulados fundamentales.

= El principio de relatividad.

= La velocidad de luz en el vacio es la misma en todos los sistemas de referencia inerciales, sin importar la
velocidad relativa entre ellos, ni la velocidad de la fuente.

A partir de los postulados anteriores Einstein demostré que las ecuaciones de Maxwell son covariantes ante trans-
formaciones de Lorentz, de esa manera argumenté que la introduccién del concepto de éter era innecesaria y las
ondas electromagnéticas podian viajar en el vacio.

Un evento es un punto ¢ en el espacio-tiempo, es decir, un lugar y un tiempo especificos. Se dice cono de luz
futuro al conjunto de todos los eventos que se puede alcanzar desde ¢ cuando se envia una senal fisica que viaja
con velocidad menor o igual a un rayo de luz mientras que, aquellos eventos capaces de enviar una senal hasta el
punto ¢ forman el cono de luz pasado de dicho punto. En el marco de fisica newtoniana, un efecto no puede ocurrir
antes de su causa, a esto se le llama causalidad. En la teoria de la Relatividad Especial, la causalidad significa que
un efecto debe ocurrir a partir de una causa que esta en el cono de luz pasado de ese evento. De manera similar,
una causa no puede tener un efecto fuera de su cono de luz futuro. Ademds, no existe un concepto de tiempo
universal como en la fisica de Newton, la simultaneidad entre dos eventos depende del observador. Para respetar
la causalidad la velocidad de la luz es la méxima velocidad para cualquier senal fisica. Esta teoria postulada por
Einstein, anteriormente descrita, ha sido ampliamente confirmada en diversos experimentos [6, 7]. La teorfa de la
Relatividad General considera la interaccién gravitacional mientras que la teoria de la Relatividad Especial no la
considera. Primero veamos la motivacién para estudiar la teoria de Relatividad General.

En la teoria de Newton, la gravedad es una fuerza que depende de la distancia instantianea entre dos objetos
cuya masas respectivas son m, M, su forma matematica es

= mM

Fg— G||’F2—’F1||2rl2, (1].)
donde G es la constante de Newton, ||72 —7]| es la distancia entre los centros de masa de los objetos, 712 es el vector
unitario del objeto 1 al 2. Al ser de alcance inmediato, la ley de gravitacién de Newton no podia ser compatible
con la Relatividad Especial. Por lo tanto Einstein pensé que la ley de Newton (1.1) debia ser una aproximacién de
una ley més fundamental [1]. Su motivacién fue notar que en la ley de inercia (ﬁ =md), y en la ley de gravitacién
universal (1.1), la masa m parece ser la misma, como si en dichas leyes, todos los cuerpos de prueba de masa m
fueran influenciadas de la misma manera en presencia de la masa M. Esta igualdad entre la masa inercial y la
masa gravitacional es conocida como el principio de equivalencia débil. No obstante, la piedra angular que permite
formular la relatividad general, es el principio de equivalencia fuerte [8]



“En pequenas regiones del espacio-tiempo, las leyes de la fisica, gravitacionales o no, se reducen a la relatividad
especial; es imposible detectar la existencia de campos gravitacionales por medio de experimentos locales”.

Por ejemplo, si una persona se deja caer desde un lugar muy alto, sin efectos de la friccién y mientras cae también
deja caer una pelota, para él, la pelota se queda donde se solté. Sin embargo, existen efectos de fuerzas de marea.
Las fuerzas de marea surgen porque el campo gravitacional no es constante [9].

Es por la existencia de las fuerzas de marea que la pelota puede ser atraida en otra direcciéon mientras cae
junto a la persona, y la distancia entre ellos cambie durante la caida. No obstante, este efecto es muy pequeno
cuando la distancia entre los objetos también es pequena. Por consiguiente, el principio de equivalencia sélo es
valido localmente. Dénde la idea de localidad estd determinada, en cada experimento, por el tamano del cambio en
la gravedad donde se realiza el experimento [2].

La diferencia principal de la Relatividad General con la fisica pre-relativista o fisica newtoniana es que el espacio-
tiempo es un ente dinamico. Es decir, el escenario que era estatico en la fisica newtoniana, en la teoria de la
Relatividad General pasa a ser afectado por la materia y energia que hay en este ente llamado espacio-tiempo.

En palabras del investigador John Wheeler, la teoria de Einstein sobre la gravedad puede resumirse asf [10]:

“El espacio-tiempo le dice a la materia como moverse; la materia le dice al espacio-tiempo como curvarse”.

Este cambio de paradigma estd intimamente ligado a la idea de que la gravedad no es una fuerza. La gravitacién
en Relatividad General, es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo.

Las ecuaciones de campo de Einstein describen cémo el espacio-tiempo se curva por la materia, las cuales pueden
ser modificadas con la introduccién de un término constante, una constante cosmoldgica A. Su forma matematica
es

81G
Guu + Ag;w = CTTHV ) (1'2)
en donde 1
G,ul/ = Ruu - iRg/_w ; (13)

es el tensor de Einstein, c es la velocidad de la luz en el vacio. El tensor de Ricci R, describe parte de la curvatura
del espacio-tiempo, y T}, es el tensor de energia-momento que a su vez da la distribucién de materia. El tensor
de Ricci Ry, estd dado en términos de operadores diferenciales actuando sobre una métrica g,, que dice cémo
medir localmente distancias en el espacio-tiempo. Mientras que el escalar de curvatura R asigna al espacio-tiempo
un numero real asociado con la geometria. Al considerar A = 0 en (1.2) se obtiene las ecuaciones de campo de
Relatividad General. En el caso sin curvartura, es decir R,,, © = 0y con A = 0 esta teorfa se reduce a Relatividad
Especial, donde R,,,, 7 es el tensor de Riemann y se estudiard en la subseccién 2.5. Entre los fenémenos que predice
la teoria y que se han podido comprobar estédn el corrimiento al rojo gravitacional [11], la desviacién de la luz
en una lente gravitacional, verificado por Arthur Eddington quien observé el eclipse solar en mayo de 1919 [12].
Recientemente se realizo la deteccién ondas gravitacionales cuya primera observacion directa se anuncié en febrero
de 2016, cien anos después de que Einstein predijera la existencia de las ondas gravitacionales; los autores de la
deteccion fue la colaboracién del experimento LIGO [13]. Ademds en 2019 se obtuvieron las primeras observaciones
del disco de acrecién de un agujero negro por la colaboracién Fvent Horizon Telescope [14].
La Relatividad General acepta una formulacién lagrangiana, al tomar la accién de la teoria como

S:/{;KR+EM] V—gd'z (1.4)

donde Kk = ng, g = det (g ), el término L es el lagrangiano que describe los campos de materia que aparecen en

la teoria. Si se considera la accién S bajo variaciones de la métrica inversa g y se busca sus puntos estacionarios,
se recupera (1.2). Posteriormente se realiza con mas cuidado este célculo en la subseccién 2.6.

En este trabajo se estudian soluciones en un caso especifico a las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, vale la
pena estudiar un primer caso. En el vacio, en la ausencia total de cualquier presencia de masa-energia, todos los
componentes del tensor energia-momento 7}, son iguales a cero y A = 0, en cuyo caso las ecuaciones de campo de
Einstein (1.2) son

1
R;w = §g,ul/R7 (15)

efectuando la contracciéon de ambos miembros de esta igualdad con la ayuda del tensor métrico inverso gh” y
utilizando el hecho de que en 4 dimensiones espacio-temporales g"”g,,, = 4, se obtiene



R=0, (1.6)

sustituyendo esto ultimo en las ecuaciones de campo de Einstein (1.2) se llega a lo siguiente
R, =0. (1.7)

Estas son las ecuaciones de campo para el vacio. Lo cual no implica que el espacio-tiempo sea plano como es el caso
de la métrica de Schwarzschild donde el tensor de Riemann Ry, ° # 0 pero R, = 0.

Si repetimos el procedimiento anterior utilizado para obtener las ecuaciones de campo de Einstein para el vacio, en
esta ocasion tomando en cuenta a la constante cosmoldgica, con todas las componentes del tensor energia-momento
T, igualadadas a cero y A # 0 , obtenemos lo siguiente

1
R;w = iguuR - Ag/JJ/ s (18)
al sacar la traza
R =4A, (1.9)
nos conduce finalmente a
R, = Agu (1.10)

Esto nos dice que, si la constante cosmolégica no es igual a cero, entonces inclusive en ausencia de cualquier rastro
de masa-energia, el espacio-tiempo tendra un tensor de Ricci distinto de cero. Esto podria ser suficiente para
balancear la curvatura ocasionada por toda la masa-energia que hay en el universo de modo tal que tendriamos
un universo estdtico, incapaz de contraerse (por efectos de la gravedad) o de expandirse. Esta fue la razén por la
cual Einstein introdujo la constante cosmoldgica en sus ecuaciones de campo. Al descubrirse que nuestro universo
estd en expansién continua Einstein la abandoné sin embargo, recientemente esta idea se retomé para explicar
la expansién acelerada del universo [15, 16]. Einstein introdujo su constante cosmoldgica suponiéndola como un
parametro independiente, algo caracteristico del universo, pero el término de la misma en las ecuaciones de campo
puede ser movida hacia el otro lado de la igualdad, escrita como una componente del tensor energia-momento T},
para el vacio

vacio A
L™ = =g 9w (1.11)

puesto que este resultado vendria correspondiendo directamente con la densidad de energia en el tensor energia-
momento T}, esto tiene como consecuencia que hablemos de la energia del vacio dada por la siguiente relacién

A

Puacio = ¢ - (1.12)
De este modo, la existencia de una constante cosmolégica A diferente de cero es equivalente a la existencia de
una energia del vacio diferente de cero; en un marco de referencia comovil, que es relevante para los modelos
cosmoldgicos [17, 18]. Curiosamente la Mecdnica Cudntica también nos habla sobre la existencia de una energfa del
vacio [19]. Es por esto que un importante segmento de la comunidad cientifica alberga sospechas de que la gran
puerta de entrada hacia una teoria cudntica de la gravitacion pueda ser este resultado que parece ser algo mas que
una coincidencia fortuita, que con base a las observaciones astronémicas mas recientes se estd descubriendo que la
constante cosmoldgica del universo es, en efecto, diferente de cero, aunque por razones diferentes a las cuales habia
postulado Einstein [20]. Cuando se incluye una constante cosmoldgica la accién es

S:/{;(R—zA)jLZM V—gd'z . (1.13)

Si se considera la accién S bajo pequenas variaciones de la métrica inversa g"”, y se busca sus puntos estacionarios,
se recupera (1.2). Las ecuaciones de campo de Einstein (1.2) son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, de
segundo orden, no lineales y acopladas. En general, esto las hace dificiles de resolver. No obstante, se han establecido
varias técnicas efectivas para obtener soluciones exactas. Lo mas simple implica imponer condiciones de simetria en
el tensor métrico, como la estacionariedad, traslaciénes en el tiempo o rotaciones sobre algin eje de simetria. Con
suposiciones suficientemente inteligentes de este tipo, a menudo es posible reducir la ecuacién de campo de Einstein
a un sistema de ecuaciones mucho m4s simple, como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (como sucede
en el caso del vacio de Schwarzschild)[21].



En este trabajo el objetivo principal serd obtener las soluciones a las ecuaciones de Einstein con A < 0 y campos
escalares de Klein-Gordon sin masa en dimensién 4, motivados por el articulo [22] en el cual Adolfo Cisterna y
Julio Oliva estudiaron las llamadas Black Strings que son soluciones tipo agujero negro en dimensiones estricta-
mente mayores a 4. Con el uso de campos escalares y separacién de la métrica en direcciones planas, ellos logran
obtener una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein con constate cosmolégica negativa. A pesar de no ser
realistas se pueden considerar como soluciones matematicamente interesantes ya que poseen materia no trivial. Si se
siguen las simetrias impuestas se puede encontrar las cantidades conservadas a lo largo de geodésicas temporaloides
y nulas.

Finalmente se estudiard que a pesar de que dichas soluciones no son fisicas, cumplen con las condiciones de
energia que se suele pedir a diversos tipos de espacio-tiempo, adicionalmente la densidad de energia es finita y
positiva. Lo cual se puede lograr, al igual en la referencia [22], mediante el uso de campos escalares de Klein-Gordon
sin masa que se extienden en todo el espacio y se demostrara que el tensor de energia-momento y el espacio-tiempo
poseen simetrias que los campos no poseen.



2. HERRAMINETAS MATEMATICAS

2.1. Variedades y Tensores

Este seccién estard basada en el libro de Relatividad General de Wald [21] y se manejard los conceptos de
tensores en variedades diferenciables, por lo tanto, se deben definir lo siguiente; una variedad real M, n-dimensional
es un conjunto junto con una coleccién de subconjuntos {O,} que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Cada p € M se encuentra en al menos un O,, i.e., {O,} es una cubierta de M.

2. Para cada O, hay un mapeo biyectivo, continuo y cuya funcién inversa es continua, llamado carta o sistema
de coordenadas ¥y: Oy — U,, donde U, es un subconjunto abierto de R™.

3. Si cualquiera dos conjuntos O, y Og se intersecan, O,NOg # ), entonces el mapeo entre dos cartas cualesquiera
en la regién de traslape ¥ 0 31 10 [00 N Og] = 1[04 N Og] es infinitamente diferenciable.

La propiedad 1 expresa que la unién de subconjuntos abiertos O,, dan como resultado la variedad M. En la propiedad
2 la carta, también llamado homeomorfismo local expresa que cada O, se ve localmente como un subconjunto abierto
de R™. Mientras que la propiedad 3 es la definiciéon formal de que las cartas se pueden pegar suavemente, debido a
que 5 0 ;! solamente estd definido y debe ser suave sobre ¢, [0, N Opg].

Al considerar una variedad M es tal que la estructura del espacio vectorial se pierde. Por ejemplo: en una variedad
como la esfera no hay una nocion para propiedad de cerradura al sumar dos puntos sobre la esfera y terminar en
un tercer punto sobre la misma. La estructura del espacio vectorial se puede recuperar al considerar el limite de
desplazamientos infinitesimales o vectores tangentes. Sobre una variedad M, F denota el conjunto de funciones C*°
de M a R. Entonces definimos un vector v en un punto p € M como una derivacién v : F — R, el cual es lineal y
obedece la regla de Leibnitz.

v(af +bg) = av(f) +bv(g), Vf,g € F;a,beR, (2.1)
v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Es posible probar que el conjunto de derivaciones en un punto p € M es un espacio vectorial llamado espacio
tangente, se denota como V, [8]. A un elemento de V), se le llamard entonces un vector tangente a M en p. Ya
que el conjunto (0/0z|y, (p)), forman una base de derivaciones de R™ en 1, (p) Vp, si se define (0/02%|,)f =
(0/0x* |y, () (f 0¥ ") entonces (9/0x|,) es una base de derivaciones en p y como es una base se puede escribir
como v = v7(9/02), la aparicién de los indices griegos repetidos indica que se suman sobre todas sus posibilidades.
A los ntmeros v? se les conoce como las componentes de v para la carta (Ouy )

Del concepto de vectores es posible definir tensores. Una 1-forma en p es una funcién lineal w : V,, = R, es decir,
es el espacio dual del conjunto V), y se denota V. Si en una carta coordenada se definen los funcionales lineales
(dx“)(ai,,) = ¥, esto significa que se estd evaluando (dz*) en (%), de &lgebra lineal se sigue que el conjunto
(dz*) forma una base de V' y se puede escribir w = w, (dz”).

De acuerdo a Wald [21] un tensor (k,!) es una funcién multilineal de k 1-formas y ! vectores.

THvbe Vp*M X ... X Vp*M x VoM x ... x VM — R. Ademaés se define la contraccién con respecto al i —

k !
ésimo y j — ésimo lugar y es un mapeo C: T'(k,l) — T(k — 1,1 — 1) definido como sigue: si T es un tensor de tipo
(k, 1), entonces

n
CT = T(yt” iy Vg, o) (2.3)
o=1

donde v, es una base de V, v7 es la base dual y estos vectores se encuentran en el i — ésimo y j — ésimo espacios
de T'. El tensor CT es obtenido independientemente de la eleccién de la base v, [21].

Es conveniente usar la notacién para las partes totalmente simétricas (2.4) y totalmente antisimétricas (2.5) de un
tensor. Por ejemplo si T}, es un tensor de tipo (0, 2), se define

1
T(uu) = g(Tuu + Tl/,LL) ) (24)

1
T = i(T’“’ —Tou) - (2.5)

Maés generalmente, para un tensor T}, ,, de tipo (0,1), se define



T(p,l ) — l' Z pr(1)..pm(l) » (26)

] = l' Z(s w(1)..pm(l) » (27)

donde la suma se toma sobre todas las permutaciones, 7w, de 1,...,l y d, es +1 para permutaciones pares y es —1
para permutaciones impares. Ahora se define un operador derivada actuando sobre un campo tensorial de acuerdo
a Wald [21].

Un operador derivada V,, (llamado derivada covariante) sobre una variedad M es un mapeo el cual toma campo
tensorial suave (o diferenciable) de tipo (k,l) a un campo tensorial suave de tipo (k,l + 1) el cual requiere las
siguientes 5 condiciones:

Linealidad: Para todos los tensores A#t-#x, ., BHi-#e, € T(k1)ya,beR,

Va(aArtte, o +bBRty, ) = aVa ARty + bV B, (2.8)
Regla de Leibnitz: Para todos los tensores AFt#r, € T(k,1), B, 5, € T(E,I)
Vo AP, BV, ] = [ AR, BT A I BT (2.9)
Conmutatividad con la contraccion: Para todo A¥--#x, ., € T(k,l),
Vo (ARt o) = Vo AR, (2.10)

Consistencia con la nocion de vector tangente como la derivada direccional sobre campos escalares:
para todo f € Fy tP € V.

t(f) =t°Vaf . (2.11)
Libre de torsion: para todo f € F,
VoVgf =VaVaf. (2.12)

2.2. Conexién

Se debe estudiar la unicidad del operador derivada mediante la propiedad (2.11), para esto se eligen cualesquiera
dos operadores derivada V,, y V., debido a que deben tener el mismo resultado al actuar sobre campos escalares, se
puede considerar ws un campo vectorial dual y se calcula la diferencia V,(fwg) — Va(fws) para un campo escalar
f. Por la regla de Leibnitz se obtiene

Valfws) = Valfws) = (Vaf)ws + [Vaws — (Vaf)ws — fVaws (2.13)
= f(Vawg — Vawp) , (2.14)

donde se us6 que Vo f = V, f. Para ver que en la ecuacién (2.14) la diferencia f (?awg —Vawg) depende tnicamente
del valor del campo vectorial dual wg en el punto p, se supone que, otro campo vectorial dual w’B es igual a wg en
el punto p, esto implica que w;g — wg se desvanece en p, por lo tanto se puede encontrar funciones suaves, f(,), las

cuales se desvanecen en p, y X,(, *) son campos vectoriales duales diferenciables [21]. Donde el campo escalar f(,) s6lo

actia sobre (%), Asf que.
n
W, —wy =Y frapx. (2.15)
a=1

Ahora se usa (2.15), (2.14) en el punto p, se obtiene

@M(W:/ - WV) - v w - wu Z{v f( (a) (f( )Xz(/a))} (2'16)
= Fea (VX = Vax iUy =0, (2.17)
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donde la ultima igualdad se obtiene de la accién del operador derivada sobre campos escalares v wfa) = Vufia)yy
también cada f(,) = 0 en p, entonces

Vuwl, — V!, = Vuw, — V,w, . (2.18)

Por lo tanto, @/L — V,, actiia de la misma manera sobre vectores duales en p, en consecuencia estd bien definido el
mapeo de vectores duales a tensores de tipo (0,2) en p. Por la propiedad (2.8), este mapeo es lineal, consecuentemente
(V, —V,,) define un tensor de tipo (1,2), lo cual se denota como C¢,. Asi se ha demostrado que dado cualquier

operador derivada V,, y V, existe un campo tensorial C,
Vuwy = Vuw, — Cowa (2.19)
si se considera w,=V, f = @,,f y se sustituye en (2.19), se encuentra que
VuVif =V Vo f —CLVaf (2.20)
yaque V,V,fy @V@Hf son simétricos en v y p se sigue que
Ccr, =Cy,. (2.21)

Si ahora se considera un campo vectorial v** y un campo de 1-formas w,, si usamos la propiedad (2.11), esto es

(Vo — Vo) (w,vt) =0, (2.22)
por otro lado, de la regla de Leibnitz
(Vo — Va)(wuoh) = (Copwy)v" + W (Vo — Va)vk (2.23)
substituyendo y contrayendo indices se sigue
Wu[(Va = Va)o' +CH 0" =0, (2.24)
para todo w,,, esto implica que
Vot = Vv’ + CH o . (2.25)

Un caso particular que tiene una importante aplicacién de la ecuacién (2.25) surge cuando V., es un operador
derivada parcial d,. En este caso el campo tensorial es denotado como I'¢, y es llamado simbolo de Christoffel.
Entonces escribimos

V¥ =007 + T v, (2.26)
Continuando de manera similar, podemos derivar una férmula general para la accién de V,, sobre un campo tensorial

arbitrario en términos de V,, y CZB. Para un tensor tipo (k,l) encontramos que

V#Tylmyk o1...00 — @uTylmyk o100 Z e NﬁTVl”B”Vk 01...00 Z oo uUjTylmyk o1..8.01 - (2'27)
i J
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2.3. Transporte Paralelo

En cualquier variedad los vectores son elementos de espacios tangentes definidos en puntos individuales en una
variedad M. En realidad, es muy natural comparar vectores en diferentes puntos, donde “comparar” significa sumar,
restar, tomar el producto punto. La razén por la que es natural es porque tiene sentido, en un espacio-tiempo plano,
mover un vector de un punto a otro mientras se mantiene constante en magnitud. Luego, una vez que se obtiene
el vector de un punto a otro, podemos realizar las operaciones habituales permitidas en un espacio vectorial. El
concepto de mover un vector a lo largo de un camino, que mantiene constante su norma todo el tiempo, se conoce
como transporte paralelo. En esta seccién se estudia que el transporte paralelo se define cada vez que tenemos una
conexién. La manipulacion intuitiva de los vectores en el espacio-tiempo plano hace un uso implicito de la conexion
de Christoffel en este espacio. La diferencia crucial entre los espacios-tiempos planos y curvos es que, en un espacio
curvo, el resultado del transporte paralelo de un vector de un punto a otro depende de la trayectoria tomada entre
los puntos. Esto se demuestra mas claramente cuando el transporte paralelo de un vector a lo largo de una 2-esfera,
como se muestra en la Figura 1. El vector, transportado paralelamente, llegd al mismo punto, pero girado por un
angulo . Por lo tanto, parece como si no hubiera una forma natural de mover un vector de un espacio tangente a
otro; siempre se puede hacer transporte paralelo a un vector, pero el resultado depende del camino, y no hay una
eleccién natural de qué camino tomar. Sin embargo, dos vectores solo se pueden comparar de manera natural si son
elementos del mismo espacio tangente [23].

Figura 1: En esta imagen se observa el transporte paralelo de un vector en una 2-esfera por un camino triangular. Imagen tomada de
[24].

Con el operador derivada definido en 2.1, 2.2 se estudia nocién de transporte paralelo de un vector a lo largo de una
curva C con vector tangente t#. Un vector v¥ dado en cada punto sobre la curva C, se dice que es paralelamente
transportado si la ecuacion

V0" =0, (2.28)
se satisface a lo largo de la curva. Se eligie un sistema de coordenadas y se usa (2.26) para expresar (2.28) como
tho ¥ + Ty v =0. (2.29)
Si se expresa el vector tangente t* = da*/ds
dv¥  dzt
— 4+ —T% v =0. 2.30
ds * s on? ( )
También se puede definir la derivada covariante direccional, para un vector tangente t* a una curva C
D
— =t'V,, 2.31
Ds I3 ( )

donde s es un parametro afin a lo largo de la curva, este mapeo, definido sélo a lo largo de la curva, toma tensores
(k,1) a tensores (k,1). Asi cuando se define el transporte paralelo de un tensor (k,[) a lo largo de C, se requiere que

D H1p2-- 143
(pﬁ) v = ATV L) (2.32)
Las ecuaciones (2.30),(2.32) se conocen como la ecuacién del transporte paralelo. Se puede observar que la ecuacién
de transporte paralelo es una ecuacién diferencial de primer orden que define un problema de valor inicial: dado un
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tensor (k, () en algiin punto a lo largo de una trayectoria, habra una continuacién dinica del tensor a otros puntos a lo
largo de la trayectoria, de manera que la continuacion resuelva la ecuacién diferencial. Con la estructura de variedad
muchos operadores derivadas son posibles y ninguno de ellos tiene preferencia sobre los demds. Sin embargo, si se
tiene una métrica sobre la variedad, el operador derivada estd univocamente determinado. Se considera dos vectores
v* y w, y se exige que su producto interno g,, v*w"” se mantenga sin cambio si transportamos paralelamente a lo
largo de una curva. De la regla de Leibnitz

t*Va(guv'w”) = (t*Vagu)v'w” + g, (t*V v )w” + g o" (t*Vow") (2.33)
donde v* y w” satisface la ecuacién (2.28). Asi obtenemos
t*v"w"Vagu =0. (2.34)
La expresién (2.34) es verdadera para todas las curvas y vectores paralelamente transportados si y solo si
Vagu =0, (2.35)

la cual es una condicién adicional que imponemos sobre V. Esto significa que el transporte paralelo con respecto
a una métrica compatible con la conexién, preserva la norma y la ortogonalidad o el &ngulo entre los vectores.

El siguiente paso es buscar dicha conexién que es compatible con la métrica. Es decir, si g,, es una métrica,
entonces se busca un operador derivada tnico V, que satisface V,g,, = 0. Si se elige V,, por ejemplo un operador
derivada asociado con un sistema de coordenadas. Se tratard de resolver para C* 3 ast que el operador derivada de-

termlnado por Vg, y Oy, satistacerd la propiedad requerida. Se busca una solucién tnica para C 5. Por la ecuacién
(2.27), CY 5 debe satisfacer

0= vag,ul/ = @agl“/ - Cg,ugﬁl/ - ngguﬁ ’ (236)

esto es ~
Cuau + Cuay = VOlg,UJ/ ) (237)

por susbstitucién de indices, también tenemos que:

Cuua + Cauu = ?Mgal/ s (238)

Cuua + CO(UM = ?ugau . (239)
Sumando la Ec. (2.37) y (2.38) y restando la Ec. (2.39). Usando la propiedad de simetria (2.21), encontramos que.
201/0(;1, = ﬁag/u/ + ?Mgal/ - ﬁl/gau ) (240)

esto es

1 ~ ~ -
C(Zp, = igyﬁ{vaguﬁ + Vugaﬂ - vﬁgau} , (241)

esta eleccién de C* 3, resuelve la ecuacion (2.35), lo que prueba que el operador derivada covariante estd inicamente
determinado por la métrica.

Entonces, una métrica g, determina naturalmente el operador derivada V. Las expresines (2.41), (2.27) nos
dicen como calcular V, en términos del operador derivada Va. En particular si Vo = = O, es operador derivada
parcial, se obtiene la conexién de Christoffel

(a7 1 «
F,w = 59 B(aug,ﬁ’u + Ougpr — 08Gu) - (2.42)
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2.4. Geodésicas

Las geodésicas son las “lineas méas rectas posibles” que se puede dibujar sobre una variedad curva. Dada un opera-
dor derivada V,, definimos una geodésica siendo una curva cuyo vector tangente t* es paralelamente transportado
a lo largo de si mismo. Entonces substituyendo v* como vector tangente en (2.28)

VUV, 0P =0 (2.43)
Para una curva geodésica con vectores expresados como v* = t#* = dz* /ds la ecuacién (2.30) toma la forma

d?zv dx? dx®
— I, ——=0. (2.44)
ds R ds ds
Una propiedad de la geodésica del operador derivada surgiendo de una métrica es la extremizacién de la longitud
de curva entre puntos dados medidos por la métrica. Para una curva suave C sobre una variedad M con métrica
Riemanniana g.g, la longitud ! de C' es definida por

l= /(gaﬁvavﬂ)lmds. (2.45)

donde v® es la tangente a C'y s es el parametro de la curva. Para una métrica de Lorentz con signatura - + +...+,
una curva es temporaloide, si la norma es negativa en todos los puntos g,v®v? < 0, es nulo si gaﬁvavﬂ =0,y
es espacialoide si gaﬁvo‘vﬁ > 0. Para curvas espacialoides la longitud estd dada por (2.45), para curvas nulas la
longitud es cero, para curvas temporaloides , usamos el término tiempo propio

T= /(—gagvavﬂ)lﬂds . (2.46)
La longitud de curvas que cambian de temporaloides a espacialoides no esta definido. Las geodésicas en una variedad
de Lorentz no puede cambiar de temporaloide a espacialoide o nula. Se nota también que la longitud (o tiempo

propio) de una curva no depende de la manera en la que esta es parametrizada [21]. Si definimos una nueva
parametrizacién A = A(s), la nueva tangente w® = (ds/dA\)v® y la nueva longitud ser4:

I'= /[gaaw“wﬁ}”zds = /[gaﬁv“vﬁ]l/?;LidA =1. (2.47)
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2.5. Curvatura

Ahora se hace una discusién acerca de la curvatura del espacio-tiempo, se muestra brevemente que la curvatura
se cuantifica mediante el tensor de Riemann, que a su vez se deriva de la conexién afin. La idea bésica es que
toda la informacién sobre la curvatura intrinseca de un espacio se proporciona en la métrica a partir de la cual se
deriva la conexién de Christoffel en (2.42). Si se desea estudiar la curvatura por medio del transporte paralelo de
un vector sobre un circuito cerrado infinitesimal, y se compara los valores inicial y final del vector, por ejemplo: en
espacio-tiempo plano de Minkowski, g,, = 1., todas las derivadas de 7,, y todas las componentes de la conexién
affn (2.42) son 0, y cuando se hace transporte paralelo de un vector en un circuito cerrado, no sufre cambios, esto es
lo que determina que la métrica es “plana”. Si se considera un espacio-tiempo curvo mas general, la transformacién
resultante depende de la curvatura total encerrada, por el bucle o circuito cerrado; por este motivo, optamos por
trabajar circuitos infinitesimalmente pequenos [25].

(Ax,Ay)

(Ay,0)

p &
(0,0)
Figura 2: Transporte paralelo de un vector v® alrededor de un circuito cerrado, con coordenadas x, y.

Se considera un circuito cerrado en p € M con coordenadas (0, 0), sobre una superficie S, y eligen coordenadas
X, Y como se observa en la Figura 2. Se considera un vector v® que se transporta paralelamente al rededor del
circuito. Ademéas un campo de covectores w, y se calcula el cambio en v®w,, asi la primera aproximacion para un

cambio §; del punto (0,0) a (Az,0) es

0
0 = Az —(v%wgy) , (2.48)
O (Az/2,0)
lo cual se reescribe como
61 = Az XPV5(v*w,) (2.49)
(Az/2,0)
= (Az XPV 0™ wg, +v*(Az XPVsw,) (2.50)
(Az/2,0) (Az/2,0)
= Az v* X Vgw, , (2.51)
(Az/2,0)

donde la ultima igualdad de obtiene ya que el vector v® se transporta paralelamente a lo largo del vector tangente
XP entonces XPVgv® = 0, por la ecuacién (2.28). De manera similar sobre el camino de (Az,0) a (Az, Ay) el
cambio es

0
Ja = Ay— (v¥wq) (2.52)
9y (Az,Ay/2)
= Ay YPV5(v°w,) (2.53)
(Az,Ay/2)
= Ay v*YPV 5w, , (2.54)
(Az,Ay/2)
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en el dltimo paso se usé que v® se transporta paralelamente a lo largo del vector tangente Y es decir YV gv*=0.
Si se repite el procedimiento anterior para d3 que va de (Az, Ay) a (Ay,0) y d4 del punto (Ay, 0) a (0, 0), se obtiene

03 = —Ax UO‘XBVﬂwa (2.55)
(Az/2,Ay)
6y = —Ayv*YPV 5w, (2.56)
(0,Ay/2)
Ahora la variacién total con Az es
01+ 8 = Az (vaXBVBwa — U("Xﬁvﬂwa > , (2.57)
(Az/2,0) (Az/2,Ay)
similarmente en Ay
63+ 0, = Ay (myﬁvﬂwa — Y PV g, ) : (2.58)
(Az,Ay/2) (0,Ay/2)

En la expresion (2.57) el término entre paréntesis es 0 cuando Az — 0, similarmente en (2.58) se desvanece cuando
Ay — 0. Esto quiere decir que a primer orden en Ax y Ay el cambio en v*w,, es cero, es decir el transporte paralelo
es independiente del camino a primer orden en Az y Ay. Para encontrar en cambio a segundo orden de (2.57), se
considera ¢’ como el término entre paréntesis de (2.57), ahora este cambio corresponde al transporte paralelo del
punto (Az/2,0) al (Az/2,Ay/2) en la Figura 2, por lo tanto

§ = v XPVsw, — v*XPV gwe

(Az/2,0) (Az/2,Ay)

9 (a
= —Aya—y (v X’BVmua)

(Az/2,Ay/2)

—-AyY"V, (v* X"V, w,)

(Az/2,Ay/2)

—Ay (Y'V,0%) XV ,we — Ayv?Y"V, (2*V wa) . (2.59)

(Az/2,Ay/2) (Az/2,Ay/2)

Debido a que v se transporta paralelamente en la curva con la tangente Y entonces el primer término de (2.59)
es cero en la expresion anterior, que resulta en

8 = —Ayv*Y"V, (2"'V ,w,) (2.60)
(Az/2,Ay/2)
Por lo tanto, a segundo orden en Az y Ay
01 + 02 = —AzAyv*Y"V, (X'V, w,) (2.61)
(Az/2,Ay/2)
Se sigue un procedimiento andlogo al anterior y se obtiene
03 + 04 = AyAzv* X'V, (Y'V,wy) (2.62)
(Az/2,Ay/2)

Finalmente se considera que, en los cdlculos posteriores, el cambio total en v®w, es a segundo orden en Az y Ay,
evaluados en (Ax/2,Ay/2), por lo tanto el cambio total en v*w, es

4
0(v*wy) = Z 0;
i=1
= Az Ay v {X*V, (Y"V,w,) —Y"V, (X*V, wa)} ,
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de la regla de Leibnitz

d(viwa) = Az Ay v {X*(V,Y")Vyw, — YH(V, X)) Vywe + XFYVV , V,yw, — Y XHV,V wa }
= Az Ayv* {[X,Y]" Vow, + X*YY(V,V, — V.V, )wa }
= Az Ayv* X*Y" (V,V, =V, V,) wa
§(v*wa) = Az AyX*Y"Y (RuuaP) v¥wp (2.63)

en la ultima linea se usa que los campos vectoriales conmutan [X,Y] = 0, e identificamos el conmutador de las
derivadas covariantes como el tensor de Riemann R, ?

RuvePv* = (V,V, =V, V,)v* (2.64)

La expresién (2.63) es verdadera para todo w, si y solo si el cambio total en v® es

v = Az AyX*Y" (R ®) v° (2.65)

El tensor de Riemann debe ser antisimétrico en los indices u, v, es decir Ry.q B = —Rypa B ya que cambiar los
vectores X*, YV corresponde a atravesar el circuito cerrado en la direccién opuesta, y debe dar el resultado contrario
de hacer el transporte paralelo del vector v” en la direccién original de los vectores X*, Y”. Ademds la expresién
(2.65) es consistente con el hecho de que la transformacién sobre el vector v” debe desaparecer si X* y Y son el
mismo vector [8].

El conmutador de dos derivadas covariantes, entonces, mide la diferencia entre el transporte paralelo del vector
primero de una manera y luego la forma contraria. Para el cdlculo, considera un campo vectorial v”, entonces

ouP
Y, (V,0P) =V, (aZV + Fﬁauf’>
o [ovf o one° " OuP .
= @ (5@” + Fll[:o'v ) + Fl@o’ (5‘;5” + FVAUA) — F;\I/ (W + F’;UU ) (266)
= 0,0,0° + (0,10, )07 +T0,0,0° + T, 0,07 + T4, T 0" =T, 0z0” — T, T4 07, (2.67)

donde se usa (2.27) en (2.66), de la misma manera se obtiene

Vo, (Vo) = 8,0,0° + (9,14, )07 +T%,0,0° +T,0,07 + T4, T7,0* =T} ,0z0” — T, T4 07, (2.68)

Si se resta (2.68) de (2.67), el primer, sexto y séptimo término de ambas expresiones se cancelan, lo mismo ocurre

con el tercer y cuarto término, quedando sélo

[V, V] 0P = (aurf;g —or%, + 4.1, ~T4,T) ) v (2.69)

Ho pno

la expresién de la izquierda en (2.69) es un tensor, por lo que la expresién entre paréntesis debe ser un tensor. Asi
escribimos

[V;u vu] v’ = RF a;u/UU . (270)

donde el tensor de Riemann se identifica como

R 5 = 0,10, — 0,10 +T°

no p/\FlA/O' - FIFJ)AF)\ : (271)

no

Si ahora se considera V, un operador derivada, w, un campo vectorial dual y f una funcién suave. Se calcula la
accién de dos operadores derivada aplicados a fw,.

VQVB(wa) = Va(w(;v;;f + ng’LUU) (2.72)
= (VQV5f)’wU + Vg fVaws + Vo fVaws + fVVaw, . (2.73)

se resta de (2.73) el tensor V,V,(fw.), los primeros tres términos del lado derecho de (2.73) se cancelan de
Vi Va(fwe) y obtenemos el resultado:

(VQVB — nga)(fwg) = f(VaV5 — nga)wc . (2.74)
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Por el mismo razonamiento dado anteriormente en la discusién del operador derivada se sigue que el tensor (Vo Vg —
VsVa)ws en un punto p depende tnicamente del valor de w, en p. Consecuentemente (VoVg — VgV,) define a
un mapeo lineal de vectores duales en p a tensores tipo (0,3) en p, i.e., la accién del mapeo es la de un tensor del
tipo (1,3). Entonces, el campo tensorial RY 5, es el tensor de curvatura de Riemann que se obtuvo en (2.71). En
donde el “baja” indices con la métrica Rygor = Rage *guv y s “suben” con la métrica inversa Rogoug"’ = Rago ”
Las propiedades del tensor de Riemann son [21]

gBo’ - _Rgao s (275)
Ry =0. (2.76)

Para un operador derivada V,, naturalmente asociada con la métrica, V,gg, = 0 se obtiene
Raﬂo’u = _Raﬁua y (277)

Las identidades de Bianchi:

ViaRY,, =0, (2.78)

4

El tensor de curvatura tiene n* componentes, donde n es la dimension de la variedad donde esta definido, de
1

las tres relaciones (2.75), (2.76), (2.77) reducen el nimero de componentes independientes a 5n?(n? — 1). En
dimensiones 2, 3 y 4, el nimero de componentes independientes serd 1, 6, 20, respectivamente. Es 1til descomponer
el tensor de Riemann. Por las propiedades de antisimetria de (2.75) y (2.77), la contraccién del tensor de Riemann
sobre los primeros 2 o los dltimos dos {ndices se desvanece. Sin embargo la traza sobre el segundo y el cuarto (o
equivalentemente, el primero y tercero) indices define el tensor de Ricci, Rye

Roo =R?, . (2.79)

afo

De las propiedades (2.75), (2.76), 2.77, el tensor de Riemann también satisface la siguiente propiedad ttil.
Rogor = Rovap (2.80)
de la propiedad (2.80), R,., satisface la siguiente propiedad de simetria
Roo = Roa - (2.81)
El escalar de curvatura R, es definida como la traza del tensor de Ricci.

R=R". (2.82)
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2.6. Principio de Accion

Esta seccién estd basada en el libro de Carroll [8]. La accién de Einstein-Hilbert en la teorfa de Relatividad
General es

1
Scr = ﬂ/\/—ng‘Lx, (2.83)

con g = det(g,,). Se define una accién de constante cosmoldgica

Sa = f% /d4x\/fg A, (2.84)

y una accién de materia

Sy = / d*z/=gLy (2.85)

donde L) es un escalar que depende de un conjunto de campos ¢(z) que cumplen con las ecuaciones de Euler-
Lagrange pero con derivadas covariantes, es decir

AL s w '\
5~V (W) =0. (2.86)

Entonces la accién de la Relatividad General con constante cosmolégica y con materia es

S=Sg+Sr+5Su. (2.87)
Se hace la variacién de Sy respecto a la métrica inversa g"”, ya que g" gy, = 6%, y la delta de Kronecker se
mantiene invariante bajo la variacién. Ademas, la variacién de la métrica es

(59#1, = _gupgvadgpg ) (2.88)

asi para puntos estacionarios con respecto a variaciones en g"” son equivalentes a variaciones en g,,, y se usa que
R = ¢g" R, la variacién total es
0SH =651+ 852 +0S53, (2.89)

donde
58, = / dz*\/=gg"" SR, (2.90)
89y = /dx“\/ngW(SgW (2.91)
5S; = / dz*Ré/—yg . (2.92)

Es importante estudiar las variaciones §.51, 653, ya que el segundo término 455 ya es una sola expresion multiplicada
por dg"¥. Después de una serie de pasos que se pueden consultar en la referencia [8] ya que no es el objetivo desarrollar
detalladamente los pasos en esta tesis, se puede obtener que la variacién de Sy

051 = dz3\/ =7 ng (9 V7 (6g") — VA((Sg‘ﬁ‘)] , (2.93)
)

donde se usa el Teorema de Stokes
/Z\/fgd;v‘lV#V” = /62 V—ydz3n,V* (2.94)

aqui 7 es la métrica en el nuevo espacio-tiempo n — 1 dimensional. La integral (2.93) es igual a la contribucién de
la variacion de la métrica inversa, la cual se puede hacer cero en la frontera en infinito. Entonces este término no
contribuye a la variacién total. El término en la frontera incluird no solamente la variacién en la métrica sino también
su primera derivada, la cual no tiene por qué ser cero. Para el propdsito de este trabajo, esto no es importante, pero
en principio se debe ser cuidadoso de lo que ocurre en la frontera.
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Ahora se considera la siguiente propiedad util

69 = 9(9"" 0guv)
= —9(909"") , (2.95)

en el dltimo paso se usé (2.88). Se puede usar para demostrar que

1 g
0v/—g = N

1 g
5——9uw09""
2\/—g H
1 LV
:—5\/—ggw,69’ . (2.96)

Ya que en (2.89), 651 no conribuye y se inserta (2.96) en (2.92) se obtiene

1 1
0Sy = By /da?4\/—g [RW - 2Rg,w} ogh . (2.97)
K

De nuevo se inserta (2.96) en la variacién de (2.84), para obtener

0Sy = /d4:c\/—g

1 1 1 6(/=gL ,
o <R;w — §Rglw —|-Aglw) + ( M)] Sgh .

V=g g
Ya que esta expresién se debe mantener para cualquier variacién dg"”, esto implica que
1
R, — §Rg,w +Agu = kT, (2.98)

esta es la ecuacion de movimiento del campo. El lado derecho de esta ecuacion es por definicién proporcional al
tensor de energia-momento.

—2 5(\/—92‘,\]\1)
V=g ogm

Ahora se considera una accién de materia para un campo de Klein-Gordon como

S = [ |5 (9u0)(7.0) - gue?| vad'a. (299)

Si se varia la accién anterior respecto al campo ¢ para encontrar las ecuaciones de movimiento se obtiene

T, =

5Sar = / 42 /g (—V OV 186 — m2$69)
— [ et VTGV 006) + V9606 — m630) (2.100)
= /da:‘*\/fg (V. VFo —m?¢*)5¢ — V. (VF$e)] . (2.101)

Se usa de nuevo el teorema de Stokes (2.94) en el segundo término de (2.101) y se usa que la variacién de los campos
en la frontera en infinito es cero. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento son

V,VFp —m?¢* =0. (2.102)

Por otro lado se varia la accién de materia respecto a gh”
1 1 1
o5 = [ ot V=5 (~500 9,096 ) +0v=5 (5 V0¥ - guie? )|

1 1 1 1
_ / da*/—gsgh” [—2VM¢V,,¢ = (—2gf’“vp¢vg¢ - 2m2¢2)] . (2.103)
Por lo tanto, el tensor de energia-momento es

o ___ 2 0(/=9lw)
SRVETIR TS

1 1
= vu¢vu¢ - §guu (gpgvp¢vo¢ - 2m2¢2> (2.104)
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2.7. Derivada de Lie

Se considera dos variedades M y N, de dimensién dim (M) = m, dim (N) = n, y con sistemas de coordenadas
z#, y®, respectivamente. Con un mapeo ¢ : M — N y una funcién f : N — R. Se puede componer ¢ con f para
construir una funcién; se define el pullback de f por ¢, denotado ¢, f como [25]

6uf = (fod) . (2.105)

Sin embargo, si se tiene una funcién g : M — R, no hay forma de que se pueda componer g para crear una funcién
en N. Pero debio a que un vector puede considerarse como un operador derivada que asigna funciones suaves a
numeros reales, entonces se permite definir el pushforward de un vector; si v es un vector en un punto p en M, se
define el pushforward de un vector ¢*v como

(¢"v) (f) =v(o"f). (2.106)

Por lo tanto ¢ es un mapeo del espacio tangente en p € M a vectores del espacio tangente de ¢(p) € N, es decir
¢* : V, = Vg [21]. Entonces, para hacer el pushforward de un campo vectorial, se observa que la accién de
(¢*v) en cualquier funcién es simplemente la accién de v en el pullback de esa funcién. Ya que una base para los
vectores en M estd dada por el conjunto (9/9z"), y una base en N estd dada por el conjunto (9/9y®). Si se aplica

el pushforward de un vector a una funcién de prueba, de la regla de la cadena se obtiene (¢*v)” Oy f = v* ggj Oaf,

entonces en las bases anteriores el mapeo (¢*)* , = g%i [23].

Ya que las 1-formas son mapeos lineales de vectores a los nimeros reales. El pullback ¢,w de una 1-forma w
sobre NN, por lo tanto, puede definirse por su accién en un vector v en M, al igualarlo con la accién de w en el
pushforward de v

(p*w) v =w (Psv). (2.107)
a _ 9y*

- OxzH "
invertible y por lo tanto tanto ¢ como ¢! son suaves, es decir C*, entonces ¢ define un difeomorfismo de
M a N. Este solo puede ser el caso si M y N son en realidad la misma variedad y dim (M) = din (N). En los
difeomorfismos es que se puede usar tanto ¢~ como ¢ (por ser suprayectivo) para definir el pushforward y el
pullbacks de tensores arbitrarios de M a N. Especificamente, para un campo tensorial (k,1) sobre M, se define el
push forward.

Una vez més, hay una descripcién en términos del Jacobiano, es decir (¢*) L Ahora si el mapeo ¢ es

(@ Ty (@1 ooy @iy (1) ()7 = Ty (fatwn )y ([0 00) (2.108)

Donde (¢~1)* es un mapeo de Vs(p) @ Vp y dado que un difeomorfismo nos permite hacer el pullback y push forward
tensores arbitrarios, proporciona otra forma de comparar tensores en diferentes puntos en una variedad. Dado un
difeomorfismo ¢ : M — M y un campo tensorial T+ ~#1 , .,  se puede establecer la diferencia entre el valor del
tensor en algun punto p y ¢* [TH#+ , . ]. Esto sugiere que se puede definir otro tipo de operador derivada en
campos tensoriales, uno que categoriza la tasa de cambio del tensor bajo el flujo del difeomorfismo [8]. Para ello, sin
embargo, un solo difeomorfismo discreto de la diferencia es insuficiente; se requiere una familia uni-parametrica de
difeomorfismos ¢;. Esta familia se puede considerar como un mapeo suave suave R x M — M, de modo que para
cada t € R se tiene un difeomorfismo ¢, que satisface ¢5 0 oy = ¢s1¢- Este tltimo condicion implica que ¢ es el
mapeo identidad.

Si se considera lo que sucede con el punto p bajo una familia de difeomorfismos, esta describe una curva en M; ya
que lo mismo se aplicara a todos los puntos en M. Se puede definir una familia de uni-paramétrica de difeomorfismos
de cualquier campo vectorial. Dado un campo vectorial £, se define las curvas integrales del campo vectorial
como aquellas curvas z# que resuelven

dxt(t)
dt

en donde ¢ es un pardmetro afin de la curva y con la condicién inicial £#(0) = 24. Con  la p—ésima coordenada en p.
El teorema de la existencia y la unicidad de las soluciones a las ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza que, para
un intervalo suficientemente pequeno de ¢, la ecuacién (2.109) con la condicién inicial mencionada anteriormente
tiene una solucién tunica [26]. Se de denota ademas v : I C R — M como una curva integral sobre M tal que,
i(t) = €2(1).

Si se considera p € M, y sea £* el campo vectorial sobre M tal que £%|, # 0. Se puede demostrar que en una

vecindad O de p y un sistema de coordenadas {x*} en O tal que £* = % en O. Para demostrarlo se considera

= ¢h(t), (2.109)
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m = dim(M), ¥ C O sea una superficie (m — 1) — dimensional, tal que en ningun punto £% es tangente a > y
(22,...,2™) son las coordenadas de ¥, del teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales, dado un
punto p € ¥ existe una tnica curva integral 7|, de £€* que pasa a través de p y satisface 7,(0) = p. Para p € X, se
define z' a lo largo de 7y, como z! = [ dt tal que x! = 0 sobre ¥, se toma (z2,...,2™) para que sea constante a lo
largo de 7,. De esta manera {:ci}iel _,, s el sistema de coordenadas adaptado que se busca [23].

Con lo anterior, es posible definir la derivada de Lie de un campo tensorial. Se considera M una variedad
y sea ¢y M — M un grupo uni paramétrico de difeomorfismos, ¢, generados por un campo vectorial £%, se define
la derivada de Lie a lo largo de £* de un campo tensorial suave T#t#+ , como:

* K1 Pk — TH1. Kk
£§TM1"'M/€ 5 y — h/m ¢ tT Vi...V] T Vi...Vg
1...V1 —

lim . (2.110)

La derivada de Lie es un mapeo de un campo tensoriales (k,l) a (k,l) que es independiente de las coordenadas y
ademds es un mapeo lineal [21].

Al estudiar campos escalares con £€* un campo vectorial en M, p € M, v(¢) es una curva integral de £# que pasa
atraves p, {¢ },cp un grupo de transformaciones inducida por £, f : M — R, se obtiene que flo_i(zt, 22, ... 2")) =
f(xt +t,22,...,2™), debido al sistema de coordenadas adaptado se obtiene

(£ef), — 1 L0 — )

t—0 t

=&1ouf, (2.111)

es llamada la derivada de Lie de f respecto a £ en p.
Luego con dos campos vectoriales £, x” sobre M; v una curva integral de &*; y {¢:},cp, €l grupo de transfor-
maciones inducido po &*. Entonces

v z 1 v v
(£Lex)” = lim — X" = Sexg_, )]s (2.112)

es la derivada de Lie de x” con respecto a &*. Se usa de nuevo el sistema de coordenadas que es adaptado a las
curvas integrales de £*, entonces

ox¥

s 1, o )
(£ex)” =1m —[x" (2", ™) = X/ (@' = t, .., 2")] = (8x1

t—0 t

) — 19,8 . (2.113)

El término de la derecha no es un vector, pero lo serd si restamos x”d,(&*), ya que & = 47, se obtiene que
X790, (§*) = 0. Entonces
(£ex)” =700 (xX") = x" 0, (&%) = [€,x]" - (2.114)

Para el campo de 1-formas w,, si usamos la regla de Leibnitz para un campo vectorial x* en M

f&(WuX“) = ("'{)ﬁw)ltxu + w/t(i)éX)#
= ("E&W)qu + wu[fa X]H
= (Lew)u X" + wy (" 0ux" — x"0,8") -

Por otro lado

Le(wux") ="V (wux")
=&"Vowx" +w,Voxt,

Se resuelve para (£ew,X") v ya que & es arbitraria
(£ew)y =E"Vyw, +w,V, " .

La derivada de Lie para cualquier campo tensorial es

k !
Jng#lm#k Vi — §UVUT,LL1---M¢ vi...vp ZT#L”C.”}% V1...uzvcvui + ZT‘ulm‘uk V1--<C---Vlvaj Uc : (2115)
i=1 j=1
Para un tensor (0,2) se puede obtener
Lely =8V T + T,V 7 +T1,,V,E° . (2.116)
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En particular se puede usar (2.116) para ver que, en el tensor métrico

(£e9)ur = Voguw + Vu&9p0 + Vil 9up = V& + Vi€, (2.117)

Si la métrica no cambia bajo una transformacién ¢, se dice que la transformacién es una isometria y la métrica tiene
una simetria. En este caso los vectores £ que cumplen con £¢g,,, = 0 se llaman vectores de Killing. Por lo tanto, si
se mueve a lo largo del flujo de un vector de Killing, la métrica, y por lo tanto también el espacio-tiempo, permanece
completamente constantes. Por lo tanto, es una forma matematica de expresar la invariancia de la métrica, de una
manera invariante de coordenadas. En otras palabras, si £¢g,,, = 0 en un sistema de coordenadas particular es cierto
en todos los sistemas de coordenadas. Ahora dado cualquier campo vectorial £” se puede encontrar (localmente) un
sistema de coordenadas (x!, 22,23, 2%), en el cual £” toma la forma £ = (1,0,0,0).

8guy
(£fg)uu = Ozl ; (2118)
Por lo tanto si encontramos un sistema de coordenadas en el cual g, es independiente de una de las coordenadas,
por ejemplo y, entonces 0% debe ser un vector de Killing. ya que
9y
(£eq)w = 8—;“ =0. (2.119)

El enunciado inverso no es verdadero: si g,,, depende de todas las coordenadas no significa que g,,,, no tenga vectores
de Killing.
2.8. Teorema de Killing

Un vector de Killing o campo vectorial de Killing es un vector definido sobre una variedad de Riemann que
define un grupo uniparamétrico de isometrias. En teoria de la relatividad general los vectores de Killing son de
gran importancia porque permiten definir tanto leyes de conservaciéon como construir otros invariantes ttiles en la
resolucién de problemas fisicos.

Se dice que £* es un campo vectorial, es de Killing si:

££gul/ = Vufu +V,lu =0, (2.120)

es decir, la métrica no cambia en la direccién de £

Teorema: Si £, es cualquier vector de Killing y u” es la tangente a una geodésica , entonces, £“u, no cam-

bia sobre la geodésica.
Dem.

D££(u”§,,) =u'V, (W) = (W'V,uu)E +ututV,E, =0, (2.121)

El primer término es cero por ser de la ecuacién geodésica (2.43) y en el segundo término tenemos el producto de

un tensor simétrico, es decir:
ufu” = u"ut . (2.122)

Por un tensor antisimétrico

V& = —-V.,&, (2.123)

entonces el segundo término de (2.121) es cero.
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3. SOLUCION A LAS ECUACIONES DE EINSTEIN CON CAMPOS ESCALARES, CONSTANTE
COSMOLOGICA NEGATIVA Y DIRECCIONES PLANAS

En este trabajo se busca la solucién a las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmoldgica negativa
y con dos campos escalares de Klein-Gordon sin masa. Se dice que un espacio-tiempo es estacionario cuando su
tensor métrico permite un campo de Killing temporaloide. También se llama axisimétrico si existe un campo
Killing cuyas curvas integrales son cerradas.

A priori se imponen las simetrias, de tal manera que sea un espacio-tiempo estacionario como lo expresa (3.1).
Adicionalmente es invariante ante translaciones en las direcciones planas, dadas por los vectores de Killing (3.2),
(3.3), y se tiene una simetria de una rotacién (3.4) en el plano generado por X, Y. En las relaciones (3.6) los dos
Killings espaciales X, Y del espacio-tiempo conmutan. Mas aun T, es ortogonal y conmuta con X y Y, ademas X
vy Y son ortogonales. Luego, se pueden elegir las coordenadas dadas por las curvas integrales de los Killings T#,
X# Y*H. Con las coordenadas (t,7,z,y), donde t € (—00,4+00), © € (—00,+0), y € (—00,+00). La coordenada
r no es una coordenada radial, més bien r € I, donde I C R es un intervalo abierto que serd determinado
posteriormente una vez que se encuentre la forma final de la métrica.

T“:(i)uzammm) (3.1)
X“:<§)#=@ﬁJﬁ) (3.2)
Y”z(i)uzmﬂﬂﬂ) (3.3)

L“-z(i)u—y<£)#—(QQ—%@. (3.4)

En estas coordenadas los vectores de Killing toman la forma simple

)
=%
_0
Oz

cuyas relaciones de conmutaciéon son

IT,X]=[T,Y] =[X,Y] =0
X,L]=Y
Y,L] =X . (3.6)

La manera mas formal de asegurar que X y Y son coordenadas planas es que la H olonomia en el plano XY es
igual a cero, sin embargo en este trabajo no serd urgente trabajar con esta idea. Debido a que el tensor métrico es
simétrico g, = g, se parte de 10 componentes independientes. De la hipétesis adicional de escoger un espacio-
tiempo estdtico t —+ —t entonces las componentes gir = gtz = gty = 0, se reduce a 7 componentes independientes,
es decir

ds? = —gudt® + grrdr?® + gpeda® + gyydy2 + 2gzydxdy + 2ggrdxdr + 2gy,dydr. (3.7)

De la ortogonalidad descrita de los Killings, se puede elegir una base ortogonal, asi g,, = 0, ademds, admite las
transformaciones de coordenadas * — —z y ¥y — —y hacen que g, = gry = 0, por lo tanto la métrica es

ds? = —gudt? + grpdr? + gpedr? + gyydyQ. (3.8)

Sobre cada superficie de ¢,z y y constantes constante, g;; deberia depender de r. Entonces g;; es una funcion de
una sola variable

gie = f(r) .
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Por un argumento similar se puede mostrar que
grr = h(r).
Entonces, la métrica se puede escribir en la forma
s = —f(r)dt* + h(r)dr? + g, (r)dz* + gy, (r)dy? (3.9)

La solucién anterior es mas general en 4 dimensiones que la obtenida en el articulo [22], ya que se tienen funciones
arbitrarias gz, gyy multiplicando las direcciones planas. Se puede esperar que haya una infinidad de soluciones. Sin
embargo, la que se busca debe tener escalares de curvatura constantes a pesar de no ser el espacio-tiempo de anti
de Sitter como se describird en la subseccién 3.2. Por lo tanto, al escoger g4 () = gy, () = 1 como en el articulo
[22] se obtendrd la solucién

52 = —f(r)dt* + h(r)dr® + da® + dy* , (3.10)

Con la métrica (3.10) se calcula los simbolos de Christoffel. Ya que métrica no depende de t y es diagonal, se
obtienen los simbolos de Christoffel distintos de cero son

Ldinf ., .,
r, = 2 - ——(67,0,, + 6,0}, (3.11)
T T ST fl
r, = (5”5”3 +6.,6,, h) (3.12)

0 si t
donde ' = % y 5; = { L s n7 : }, similarmente con d,,. Con lo anterior se puede calcular las componentes
sip=

del tensor de Riemann (Ver Apéndice A).

Ldnf 1R 1f2\ .
er/p b= <_2 dr2 + 1 fh - 4‘]"2) 65(% (313)
Ld%nf 12 1FHN .
Ryt = <2 = YiE i > 3ra! (3.14)
. f/ 1 f/2 1 f/h/ -
Brvp " = < 2dr (h Y1 T 1 ) 00 (3:15)

todas las demdas componentes son 0, y en particular

Rw,, =0 (3.16)

Ahora se contraen los indices para calcular las componentes del tensor de curvatura de Ricci:

f/ 1f/2 lf/h/
= - “L - 1
B 2dr<h Tith T a e (3.18)
1d2l LW 1 f7
R, = L&mmf LR 1S (3.19)

2 dr? 4 fh 4 f27
El escalar de Ricci es

f// 1 flh/ 1f/2

R= . 3.20
o T2 (3.20)
Se considera el articulo [22] como motivacién y se estudia el caso de dos campos escalares
V.Vig =0; ¢ = A, (3.21)
V. Vi =0; 9 =Ay. (3.22)

Donde A es constante y su valor particular se encontrara después de resolver las ecuaciones de Einstein con cons-
tante cosmolégica negativa, los dos campos escalares de Klein-Gordon sin masa y direcciones planas anteriormente
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mencionadas. Se observa que dichos campos escalares divergen conforme aumentamos en las coordenadas cartesia-
nas y es un tipo de materia esparcida en todo el espacio, posteriormente en la subsecciéon 3.3 se demuestra que
el tensor de energia-momento de estos campos escalares cumplen con las condiciones de energia y su densidad de
energia es finita en toda la variedad M. El tensor de energia-momento total es:

Ty =T5, + T,
1 1
=V, 6V, 0 — 5 9uv (97°V , 8V 50) + V. 0V 1) + 59w 9”7V bV o) (3.23)

donde cada tensor de energia-momento estd dado por (2.104). Por consiguiente, el tensor de energia momento total
(considerando que son campos escalares sin masa, m=0) es

Ty = N2 f(r)8!,6, — N2h(r)87,67, (3.24)
Luego con el tensor de Einstein:
1
Guu = Rp,z/ - iRgm/ ) (325)
y el tensor de energfa momento (3.24) se estudia las ecuaciones de campo de Einstein, para ello se define el tensor
Zyw = Gy + Mgy — 87T, =0, (3.26)

las componentes no triviales del tensor definido son

Zy=—BrA\2+A)f(r)=0
Zpr = (87X + A)h(r) =0

_ _ 1 f/h/ f/2 a2\
Zm_zyy_A—th<2h+2f— =0. (3.27)

Ahora se considera que f(r) no es idénticamente 0 para todo 7, por lo tanto 87\ + A = 0, y se hace el truco A <0,
es decir |A| = —A, para que A tenga un valor en R, se sigue que

X L;’:J (3.28)

se observa que en (3.27), se tiene una ecuacion diferencial para dos funciones desconocidas. Por lo tanto se tendra una
infinidad de soluciones. La propuesta mas simple es considerar f(r) = h(r) de esta manera las otras componentes
se simplifican a

1 12 .
ze=a-5m (7 -7)

B 1 d2nf
=A+ 270 d? (3.29)

De acuerdo al Apédice B, la solucién mds general a (3.29) es

fr) = 4|C/§| sec” (; VCi(r+ Cz)) : (3.30)

De la expresién anterior se observa que existen dos tipos de soluciones. Ya que en el elemento de linea (3.10) la
funcién f(r) debe ser adimensional, se escoge la primera solucién con C; = 4|A| > 0. Ademds f(r) es una funcién
periddica, no se pierde generalidad en la solucién al escoger Cy = 0 en (3.30), para obtener el primer tipo de solucién
A(r) : (331)
r)=———. .
! cos?(ry/|A])

El segundo tipo de solucién se obtiene al escoger C; = —4|A| < 0, C3 = 0 en (3.30), para obtener
1

- cosh?(r+/[A])
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Por lo anterior la forma final de las métricas que son solucién a las ecuaciones de Einstein con campos escalares de
Klein-Gordon sin masa, direcciones planas y constante cosmoldgica negativa, en el caso en que C; < 0

1

cosh?(r+/[A])

En este caso la coordenada radial se vuelve temporal » — ¢’ y la coordenada temporal se vuelve radial ¢ — 7’/

ds3 = (dt* — dr?) 4 dz* + dy* . (3.33)

1
cosh?(t//|A])

Por lo tanto en el segundo tipo de solucién la métrica evoluciona con el tiempo t'. En el caso C; = 4|A| >0

ds3 = (—dt” + dr'?) + da* + dy* . (3.34)

1

ds? = —————
cos?(rv/|A|)

(—dt? + dr?) 4 da* + dy* . (3.35)

En este trabajo nos enfocaremos en el primer tipo de solucién. Es importante notar que las componentes de la

métrica divergen en r = fﬁ, ﬁ; esto implica que se puede elegir r € fﬁ, ﬁ . Sin embargo al

calcular algunos escalares de curvatura, se obtiene

R=2A
R R, =2A*
Ryupo RMP7 = 42 . (3.36)

Por lo tanto, el espacio-tiempo no posee alguna divergencia en la geometria del espacio-tiempo. Adicionalmente, al
estudiar la distancia fsica considerando una trayectoria en la cual dx = dy = dt = 0, sobre r se obtiene

3VIA d
WAL (3.37)
-5 cos(rv/|A])

T—ar=—=
2y/14] 2¢/1A]

ln(tan(r\/ |A])+sec(ry/ \A|)) o
VAl ’

La expresién(3.37) dice que la distancia de r = — es infinita. Lo anterior se puede ver mas claro

con el cambio en la coordenada r — 7 = ndr = lo que conduce a

dr
cos(ry/|A])

ds? = dt? + di* + dz* + dy? . (3.38)

1
_COSQ(T\/W)

/ T oo (3.39)

— 00

Por lo anterior, y para propésito de esta tesis no fué urgente buscar una extensién de Kruskal.
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3.1. Leyes de Conservacién

Por facilidad es posible reescalar la coordenada r — r’ = ry/|A], t = t' =t \/|A|, z — 2’ = z/|A],
y =y = y+/|A|, asf la métrica toma la forma

ds? =

—dt® + dr?) + da® + dy? . A4
cos2 () (A ) - dat 4 dy (3.40)

Las geodésicas de la métrica (3.40) son

i 4 2tan (r) (£ +7°) =0,
t+2tan(r)it =0
=0
j=20 (3.41)
Siguiendo el teorema de Killing (2.120) se puede calcular las cantidades conservadas. Para este propdsito se define

una cantidad F, asociada con la energia. Con u* = (f,7,,7) la 4-velocidad o vector tangente a la geodésica. y el
punto significa la derivada respecto a un parametro afin a lo largo de la geodésica.

0 .
E=—ut <> = f(r)t, (3.42)
ot
n
donde f(r) = —4—. También se puede definir una cantidad asociada al momento lineal p, en la coordenada .
cos?(r)
0
pe = ut () =z. (3.43)
oz /),

Y otra cantidad asociada al momento en la coordenada y

0
— M —
Py = (ay)uy. (3.44)

Finalmente se puede asociar una cantidad conservada con el momento angular L.

3] 3]
= _— =Yy — [ ) — [
L (x By y8x> ) ut = xy —yz . (3.45)

Se considera € = 1 o 0, si las geodésicas son temporaloides o nulas respectivamente, y no se pierde generalidad ya
que siempre se puede reparametrizar para que g,,u*u” sea —1 o 0.

—€e=gputu’, (3.46)

por consiguiente:
—e=—f(r)+ f(r)i* + 3% +9°. (3.47)

Se puede estudiar las geodésicas sustituyendo ¢ de (3.42) en (3.48)

—e=—f(r i 2'2 V72 4 42 -2
I )<f<r)) £+ f(r)i® + a2+ 97 (3.48)

Se usa la energfa E y se define la cantidad “momento total” p? = p2 + pz = %2 4 9?2, por lo tanto.

E® 2, 2
—e:—m—l—f(r)r +p°, (3.49)

si dividimos lo anterior por 2f(r)

= _ +L+7’ (3.50)
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. . . . . 7z . Jon n2 ’ . .
se puede reescribir lo anterior como una cantidad relacionada a la energia cinética 5~ m&s un potencial efectivo

2
Verr(r).
“2

0= %—Fveff(T), (3.51)

en donde el potencial efectivo tiene la forma.

1 ., B
‘/effZQf(’I’)(p +e€ f(T‘)) (352)

Nétese que el potencial Vosy < 0 para que la suma en (3.51) resulte 0. Si se despeja 7 de (3.51) se puede obtener
que

= \/—2Vus; . (3.53)
De la expresién de f(r) en (3.32), —2V.s¢ > 0 si se cumple que
E*>p*te, (3.54)

es decir si el momento lineal total en |p| siempre estd acotado por |E|. Para hallar “érbitas circulares”, se deriva el
potencial y se iguala a cero.

%Veff(r) = sin (r) cos (r) (2E% cos® (r) —p® —€) = 0. (3.55)

1+cos(

Al considerar la propiedad cos?(r) = > 22) os puntos criticos del potencial son

2
arc cos (PE—? — 1)

2

™

—,x Z
re 5 n e

De los potenciales en la Figura 3 se puede observar que cuando € = 0, deacuerdo al intervalo elegido para r basta
2
. L ) . arccos (24 1)
considerar n = 0, 1, asf el minimo estd en 7,,;, = 0, y los mximos corresponden a 7,4, = =———5——= lo cual
p>+e
E

estd bien definido ya que < 1, como se observa en la Figura 3, se espera que las geodésicas que parten de
s

un punto cercano a 4 se acerquen asintéticamente a —7 de esa manera se mantendrdn oscilando en ese pozo de
potencial. Y conforme se aumenta p el ancho del pozo de potencial disminuye, es decir las geodésicas se mantendran
en un intervalo mas pequeno dentro de r € (—g, g)

El objetivo ahora es encontar una expresién para poder graficar r(t). Para esto se usan las expresiones (3.53),

(3.42) se obtiene

dr_ 7

dt i
_ V(B2 cos?(r) —p? —¢) (3.56)

E cos(r) ' '
Por lo tanto se puede obtener que
/ / E cos(r)dr
dt = .
VE?cos2(r) —p? —¢
V2| E|sin(r)

t+ K; = arct K 3.57
= arctan E2cos(2r)+1—2(p%+¢) T (3:57)

Con las K; constantes. Debido a la complicada forma de la expresién (3.57) se puede resolver numéricamente la
ecuacién diferencial (3.56) [27, 28, 29]. Y obtener el comportamiento en el plano ¢ — r como se observan en las
Figuras 4. De acuero a la expresién (3.56) cuando E # 0, p =€ = 0, r toma la forma r(t) = K5t y cuando E =0
no hay potencial efectivo y por lo tanto solo habra una linea vertical en el plano t — r, Véase la Figura 4.
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Veff(r)

-1.5

€=1
€=0

=81

Figura 3: En esta imagen se observa el potencial efectivo en —% < r < 7, con € = 0 corresponde a geodésicas nulas, e = 1 para

geodésicas temporales. Se obtuvieron con los valores E2 = 16, p> = e =0,y E?2 =16, p> = e = 1.

Se define el horizonte de Killing donde la norma de un campo de Killig temporaloide k* se hace nulo, es decir

Kk, = 0. (3.58)

Debido a que el tinico campo de Killing temporal del espacio-tiempo (3.35) es (%)“. Si se calcula su norma, entonces

(2 e (2) ~-r0 oo

Ya que el dominio de r estd restringido en —5 <7 < 7, entonces la norma del campo de Killing nunca es cero

_ 1
cos(r)

— f(r) = £0. (3.60)

Por lo tanto, el espacio-tiempo (3.35) no posee horizontes de Killing.
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Figura 4: En estas Figuras se observan las geodésicas nulas tomando € = 0 en (3.56) en el plano t — r; la figura de la esquina superior
izquierda se observa las geodésicas que salen del origen con la condicién inicial (0) = y(0) = r(0) = 0, son lineas rectas con E = 4,
p = 0 y oscilan cuando F = 4, p = 1; la figura de la esquina superior derecha corresponde a valores aleatorios de 0 < p < E < 4. La
tltima figura corresponde a geodésicas nulas con la condicién inicial z(0) = y(0) = 0, 7(0) = § — 0.5, con los mismos valores aleatorios
en los intervalos de E y p.
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3.2. Simetrias del espacio-tiempo, el tensor de energia-momento y los campos

La peculiaridad de estas soluciones a las ecuaciones de Einstein es que poseen campos escalares que se extienden
en todo el espacio-tiempo, en sentido de que ¢ = Az no es acotado en toda la carta, lo mismo ocurre con ¥ = Ay.
También se puede observar que la métrica posee las simetrias, ya que por ser vectores de Killing se cumple que
LG = £x)9w = £v)9ur = £(1)9ur = 0, mientras que los campos escalares £(1y¢ = £(yy¢ =0, £x)¢ = A,
£(y¢ = —yA . Analogamente para 9 se obtiene £(1¢ = £(x)1) =0, £yy¥ = A ,£1) = 2\ es decir los campos
no tienen las mismas simetrias en el sentido que la derivada de Lie de los campos escalares no es cero para todos
los vectores de Killing de la métrica. Como se vié anteriormente el momento angular de las particulas se conserva
L debido al teorema de Killing. Por otro lado, al usar (2.116) el tensor de energia-momento £ )T, = £x)Tp =
LyvyTyw = £1)Tuw = 0 de esta manera la razén por las ecuaciones de campo se satisfacen es que la métrica y el
tensor de energia momento tienen las mismas simetrias, mientras que los campos de materia no, lo que normalmente
no lo harfa soluciones fisicas. Sin embargo como se estudiara posteriormente el 7}, cumple con las condiciones de
energia que se suele pedir para que las fuentes de materia no tengan densidad de energia negativa o que la misma
sea infinita. También es posible pensar que la métrica posea més simetrias de las que se asumio al inicio. Para ello se
ide6 un algoritmo que usa la definicién de vector de Killing (2.120). Es decir, si partimos de una expresién general
para un vector de killing como:

5” = {T(t7 rz, y)a R(t7 rz, y)a X(ta rz, y)a Y(tv Tz, y)} . (361)

Después de usar (3.61) y se exige que cumpla con la definicién de vector de Killing (2.120). Se puede obtener un
sistema de ecuaciones descrito en el Apéndice C, que reduce la dependencia en las coordenadas de cada entrada de
(3.61). Al aplicar iterativamente en el vector anterior se llega a que el vector de Killing mds general es:

& ={C,0,D — Ay, E + Az}, (3.62)

Con A,C, D, E constantes correspondiente a una combinacion lineal de los 4 vectores de Killing asociados a
la métrica (3.35), es decir &, = CT 4+ DX + EY + AL. De acuerdo a la referencia [30], el nimero méximo de
isometrias de un espacio-tiempo de cuatro dimensiones es 10, correspondiente al mismo ntmero de vectores Killing
independientes. En vacio tales espacios-tiempo maximamente simétricos tienen escalar de Ricci R constante. Segtin
el signo de R, hay tres posibilidades; espacio-tiempo de Minkowski, R = 0, espacio-tiempo de de Sitter, R > 0y
espacio-tiempo anti — de Sitter R < 0. Estos tiempos espaciales son las unicas soluciones en vacio de las ecuaciones
de campo de Einstein con constante cosmoldgica.

El escalar de Ricci en este trabajo es R = 2A, por consiguiente, se obtuvo otra solucién a las ecuaciones
de Einstein, en la teoria de Relatividad General con constante cosmoldgica negativa, con escalares de curvatura
constantes pero no es maximalmente simétrica como anti-de Sitter.
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3.3. Condiciones de Energia del espacio tiempo con campos escalares, constante cosmoldgica
negativa y direcciones planas

A veces se puede considerar las ecuaciones de Einstein sin especificar o pedir las condiciones para obtener el
tensor de energia-momento 7),,. Esto deja una gran arbitrariedad, ya que si se considera una situacién en la que se
busca una métrica que resuelva las ecuaciones de Einstein, sin pedir constricciones sobre T, se puede encontrar
infinitos espacios-tiempo que las resuelvan. Simplemente se considera una métrica, se calcula el tensor de Einstein
G, y se exige que sean iguales a T},,,. Sin embargo, las soluciones normalmente se enfocan en fuentes “realistas”.
Con estas circunstancias es conveniente imponer condiciones de energia que limiten la arbitrareidad de T},,. Las
condiciones de energia son restricciones invariantes de las coordenadas. Entonces se construyen escalares, lo cual se
puede cumplir contrayendo con vectores temporaloides o nulos. Las condiciones de energia son las siguientes

= La Condicién de Energia Débil (WEC), establece que T),,t*t” > 0 para todo vector temporal t#.
= La Condicién de Energia Nula (NEC) establece que T}, n*n” > 0, para todos los vectores nulos n*.

= La Condicién de Energia Dominante (DEC), la cual incluye a WEC, establece que para todo vector
temporaloide ¢ que apunta al futuro se cumple que T""¢,, o equivalentemente —TF% % apunta al futuro y no

es un vector de tipo espacialoide (sabiendo que TuTg tht8 < 0).

» La Condicién de Energia Fuerte (SEC) establece que T),,tHt" > %Tgto‘ta, para todos los vectores de
tipo temporal t*.

El tensor de energia-momento es

T = N f(r) (81,0, — 67,67) . (3.63)

Para ver que se conserva se usa que
vV, T* =0, T" + T8 TV* 4T} T+
De los simbolos de Christoffel del Apéndice (A.3) y debido a que T"" sélo depende de r, lo anterior se reduce a

vV, T =T},T% +T! T + 0, + T T + 7T

XS N0 W f0) LS
=2 2 TN e T e
=0.

Por lo tanto el tensor de energia-momento se conserva. Al calcular la densidad de energia de los campos escalares,
considerando en esta teoria, sin pérdida de generalidad, se puede considerar un vector temporaloide o nulo tomando
€ =1 o 0 respectivamente en su norma (3.46). Asf el vector u* = (¢,7,&,y) cumple con

p = Tutu”
=N f(r) (& —7?)

por otro lado de (3.47)
fr) (=7 =e+i®+9°>0. (3.64)

al considerar la desigualdad anterior, se sigue que
p=N(e+i*+4) >0, (3.65)

por lo tanto, la densidad de energia es positiva y finita aunque los campos divergen conforme aumentamos
en las coordenadas. Notese que a pesar de que el espacio-tiempo tiene simetrias inusuales junto con el tensor de
energia-momento, la densidad de energia no es negativa como es el caso para las soluciones a las ecuaciones de
Einstein en vacfo llamadas “agujeros de gusano”[31] y la densidad tampoco es infinita, lo cual las hace soluciones
con una fuente de materia sensata. Asi pues al escoger vectores temporaloides t#, es decir ¢ = 1 en (3.65) se cumple
la condicién de energia débil W EC. Un resultado similar para vectores nulos n*, con la eleccién de e = 0 en (3.65)
por consiguiente se cumple la condidién de energia nula NEC.
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Sea un vector temporaloide t# que apunta al futuro, es decir £ > 0, entonces

JV = —TytP
— 7)\2]0(7,) (gut(sg o gurag) tB
=N f(r) (¢ —g""7) (3.66)

el cual apunta al futuro ya que J* = A*t > 0. De la condicién de energia DEC

T TEt? = N2 f(r) (S48 — 077) N2 (r) (97" — g""F)
4 2 _L P2 Lfn?
=20 (5 1)
= =Xf(r) (2 —77)
<0 (3.67)

La ultima desigualdad se sigue de (3.65). Por lo tanto, para un observador en una curva temporaloide o nula
observard que densidad de corriente se conserva, y por lo tanto la energia no fluye mas rdpido que la luz. Es decir
se cumple la condicién de energia dominante DEC.

Finalmente la condicién de energia fuerte estipula que para cada campo de vectorial temporaloide t* | la traza
del tensor de energia-momento medida por los observadores correspondientes siempre es no negativa.

Del tensor (3.63)

2 2 ST
Ty = N f(r)g"'s, — N f(r)g""éy,
= —2)\2,

por lo tanto

1
(le — 2TgW> tht” = p — A2
=N (1+d+9°) = N
— AZ (.T2 4 y2)
>0. (3.68)

Es decir, notamos que el espacio tiempo (3.35) cumple con que no existen presiones negativas comparables en
magnitud o mas grandes que la densidad de energia. La condicién de energia fuerte es un tema de mucha discusién.
Por ejemplo algunas teorias con un campo escalar acoplado minimamente, viola la SEC, de hecho, las teorias de
campo escalar acopladas por curvatura también violan la SEC. Con los datos observacionales recientes respecto al
universo acelerado, la SEC se viola en escalas cosmoldgicas ahora mismo segun la referencia [32]. Por estas razones
se considera que no es una buena guia al momento de buscar fuentes de materia fisicamente razonables [20].
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4. (CONCLUSIONES

En la teoria de la Relatividad General se incorpora la idea en la que el espacio-tiempo es dindmico y pasa a
ser afectado por la presencia de materia que hay en él, pero a su vez las particulas libres son afectadas al seguir
las lineas ma&s rectas posibles en este espacio-tiempo curvo. Esta teoria ha tenido mucho éxito en su verificacion
experimental.

Adol fo Cisterna y Julio Oliva estudiaron las llamadas Black Strings [22] las cuales son soluciones tipo agujero
negro en dimensiones mayores a 4, que mediante el uso de campos escalares y separacién de la métrica en direcciones
planas se logra obtener una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein con constate cosmoldgica negativa.

En la busqueda de una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein en 4 dimensiones, con campos escalares
de Klein-Gordon sin masa, y con constante cosmoldgica, en la expresion (2.98); se pueden obtener mediante el uso
de un vector de Killing temporal T, 3 Killings espaciales, X, Y, L (3.6); pero, se debe usar el truco adicional de
elegir una constante cosmoldgica negativa, asi como un ansatz como en (3.21), (3.22), en los campos escalares como
lo sugiere la referencia [22], en la que se motivé este trabajo.

Al estudiar algunos de los escalares de curvatura de este espacio-tiempo en (3.36), se encontré que son constantes,
por lo tanto, el espacio-tiempo (3.35) no posee singularidad en la geometria del espacio-tiempo. Adicionalmente
se puede concluir que la distancia fisica para una trayectoria a lo largo de la coordenada r es infinita, donde esta
coordenada no se refiere a una coordenada radial. Por consecuencia y para propdsito de este trabajo no fué necesario
aplicar una extensién de Kruskal.

El analisis de las cantidades conservadas muestra que las particulas libres en este espacio-tiempo se mantienen
en un pozo de potencial. Asi pues con la eleccion de coordenadas dadas por los Killings, las geodésicas nulas oscilan
en un intervalo en la coordenada r como se puede apreciar en las Figura 4, y justo cuando se elige una condicién
inicial en un punto cercano a la frontera de r, por ejemplo 7(0) = § — 0.5 las geodésicas se mantendrdn dentro del
pozo de potencial de ancho maximo como se muestra en la Figura 4.

También en (3.50) se observa que la energia solo depende del momento lineal total p en las coordenadas planas,
y no depende del momento angular L asociado a la simetria dada por la rotacion L*, esto se debe a que en las
direcciones planas de la métrica se tiene mucha simetrias y no existe un punto especial respecto al cual se pueda
definir un momento angular L, por consiguiente las unicas cantidades conservadas ttiles para definir la energia F
son los momentos lineales p;, py.

Lo anterior se debe a que la eleccién muy particular de los campos escalares y la constante cosmolégica, permiten
que la métrica del espacio-tiempo y el tensor de energia-momento posean las simetrias dadas por los vectores de
Killing (3.6), sin embargo, la caracteristica peculiar de estas soluciones es que los campos de Klein-Gordon no
poseen la misma simetria que la métrica. Adicionalmente estas soluciones no son fisicamente realistas por varias
razones, la primera es que la eleccién de f(r) o h(r) en la ecuacién (3.27) es totalmente arbitraria si A esta dado
por (3.28) la segunda es que es una solucién inestable; es decir, ante cualquier perturbacién las componentes de la
métrica dependeran de todas las demds coordenadas, y la tercera es que no se tiene una situacién fisica que permita
escoger h(r) o f(r). No obstante son una solucién a las ecuaciones de Einstein, en la teoria de Relatividad General
con constante cosmoldgica negativa, escalar de Ricci constante y negativo que no es maximalmente simétrico como
el espacio-tiempo de anti-de Sitter.

Otra razén por la que estas soluciones se estudian, es que a pesar de que los campos de materia se extienden en
todo el espacio y tienen simetrias inusuales descritas anteriormente, la densidad de energia es finita como lo expresa
(3.65). Ademés es positiva a diferencia de soluciones exéticas como los agujeros de gusano, que son soluciones a
las ecuaciones de Einsten en vacio y con densidad de energia negativa [31]. Mds atin los campos escalares son una
fuente de materia sensata al cumplir con todas las condiciones de energia, en particular, para un observador en una
curva temporaloide observara que la corriente de energia se conserva, y por lo tanto la energia no fluye mas rapido
que la luz, adicionalmente no existen presiones mas grandes en magnitud que la densidad de energia.
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A. CALcuLO DE TENSORES DE CURVATURA

El tensor de Riemann es

o = —OuL0, + 0,10, + TR0, —T0 T,

(A1)

Se usa la métrica (3.35) y se supone de inicio que f(r) = h(r) en la métrica (3.10). Los los simbolos de Christoffel

son
1dinf
t r ot r ¢t
Dl = 5~ (05, + 6737
r 1 dlnf T ST t st
Dh = 5o (00, 40,01, -

Por lo tanto, la componente o = ¢, u = r del tensor de Riemann es

Ry, =—-0,I,,+0,T;,+15.1T,, —T5T;

prevo prv-ra
Desarrollando se obtiene

 1dnf
T2 dr?

1 d%nf
2 dr?

t sr T st
(6116p+61/6p) + rrYp tr¥prrt

Finalmente se llega a la forma

1d?Inf 1f2 1f72 1d%In f
t __ - -4 -J t r_ _ t sr
Brvp _( 2 a2 11 f2>5"5p 5 arz O

Ahora se calcula la componente o = ¢, =1

Ru = 81870, T%, + TpI% 655 + TF,TL 6087 — Ty, T, 648% — 7, L 6047 .

trvp“v tr¥p“ v tr¥p“ v

i) =g g

Con las componentes o = r, ;1 = r, con los simbolos de Christoffel (3.12)

Ld?inf 1 f2 1f72\ ., 1d%Inf ., .,
_(2 -3 )55 )

T T T a T o 7T ldQan (v T
Ry, = —8TFVP + aurm +I,, 00, T, rag g2 6,0, +T7,,
1d2lnfrr d2lnftt T T STAT t pr st st T T ST AT T 1 Sttt
=52 4,0, + = 0,0, + 7, I',0,0, + Iy, 150,06, — I, 100,60, — LyI'6,0,

Simplificando los términos se obtiene

L&@inf 1f2 147 1 ®inf
rvp = —= L ZL gtst == otot .
By = =542 T iz ~ 1 2%% = "5 gz %%

Para las componentes p = x

R:rt/po = _6xrgp + 8yfgp + '¢“1T? —_T1T%19 =90 ,

pT Vo prT T

Similarmente para u =y

Ry, =0.
Contrayendo los indices se calculan las componentes del tensor de curvatura de Ricci
1d%inf
R = 2 dr?
1d%Inf
Ry =—< .
" 2 dr?
Y el escalar de Ricci:
1 d?Inf
R=—-
f dr?
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B. SoLUCION A f(r)

Del tensor (3.27) para las componentes 1 = x, ¥ = x. Se obtiene la ecuacién diferencial para f(r)

1 d?Inf _
Se desarrolla, para obtener
— )+ f) )
270 +A=0, (B.2)
203 (r) — f2(r) + F(n) f"(r)
) =0. (B.3)
Si se supone que f(r) no es cero para todos los valores de r
203 (r) = f2(r) + f(r) f"(r) = 0. (B.4)
Si se toma a f como una variable independiente
_ 4
v(f) = o (B.5)
Notamos que se puede escribir
d’f(r) _ d df(r), _dv(f) _dv(f)df _ . dv(f)
i aa )T e a ar g (B.6)
Sustituyendo (B.5), (B.6) en (B.4):
d
20f% —v(f)*+ f l;iff)v(f)z(). (B.7)
Restando 2Af? y dividiendo por % en (B.7).
dv(f) v(f)? _
2 T v(f) -2 7 = —4ANf2. (B.8)
Mediante otro cambio de variable u(f) = v(f)? se obtiene
du(f) _ dv(f)
==l (.9)
dl;fff ) _ QUJ(cf ) _anp2. (B.10)
Con el factor integrante: .
plf) =l T = 2 (B.11)
Multiplicando a ambos lados por p en (B.10)
du(f)
}’fz - 21}(;0) = —4A. (B.12)
-2 d 1
7o (m) (1
Sustituyendo (B.13) en (B.12) obtiene y ya que |A| = —A se sigue
du(f)
df d 1 _
72 + af <fz> u(f) =4|A], (B.14)
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Usando regla de Leibniz

3 (49)-m

) MM#.

Se integra

i
f

_qu+c

Por lo tanto

u(f) = £ (4IAlf + C1) .
Ya que u(f) = v(f)?

v(f) = V2EAf+C).

Se regresa a las variables originales a ($) =v(f)

=/ F2(r) AA[f(r) + C1) -

df (r)
/ dr / —dr .
F)VAALf(r) + Co 01

Por consiguiente se puede simplificar a

Se integra nuevamente

vien

— 2arctanh ('4|A|f(r)+01> VO =—r—C;y.

Se despeja para f(r), para obtener

fr) = {1—-&nﬂf (;\/cg(r4-c5))]

T 4[A]

Se obtiene la forma funcional de f mas general. Con C4,Cs constantes € R

f&)—iﬁlkah2<;¢6ﬂr+6b0].

Ya que en este trabajo especificamente se usa una variedad real, y la funcién f(r) tiene periodo im

4
sech?(r 4 i) = ; —9
(e—r+z7r + er-l—wr)
_ 4
(—1)% (e +er)?

= sech?(r) ,

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

es decir, es en realidad una funcién secante con variable imaginaria, sech?(r) = sec?(ir). Se debe trabajar con sec?(r)

una funcién de variable en R. Finalmente se obtiene la forma funcional de f(r) més general es

1) = e (5@ )]

con C7, (5 constantes de integracion cuyo valor se escoge en el capitulo 3.
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C. ALGORITMO PARA ENCONTRAR TODOS LOS VECTORES DE KILLING

En general se pueden estudiar si los Killings anteriormente encontrados son todos.
Si partimos de una expresion general para un vector de Killing como:

& = {T(t,r,m,y),R(t,r,xw),X(r,x,y,t),Y(t,r,x,y)} . (Cl)

Se inserta (C.1) en la definicién de vector de Killing (2.120) y se usa la métrica (3.35). Al aplicarlo una de las
muchas entradas obtiene que (...,20,(X[r, z,y,t]),...,20,(Y[r,z,y,t]...,..) = 0 Por lo tanto se debe exigir que

OX|[t,r,x,y]

S =0, (C.2)
aY[t,T,I,y] _
=0, (C.3)

Por lo tanto X es solo funcién de t,r,y y Y solo depende de ¢, 7, x.
Pero no se obtiene una condicién sobre R y T. Por lo tanto, el nuevo vector de Killing es.

& = {T(t7 r, y)ﬂ R(tv ", y)ﬂ X(Ta Y, t)a Y(Tv xz, t)} . (04)
Se inserta de nuevo este ultimo en la definicién (2.120). Es decir, en una segunda iteracién se debe exigir que

oX|[t,r, v n Y [t,r, x]

a9 9 =0. (C.5)
Entonces la forma funcional de X y Y es
X =X[t,r] + Ay . (C.6)
Y =Y[t,r] - Ax. (C.7)
Y por lo tanto el nuevo Killing es.
E = {T[t,r,x,y], Rlt,r,z,y], X[t,r] + Ay, Y[t,r] — Ax}. (C.8)

De nuevo se hace otra iteracién insertando en (2.120) se obtiene la condicién

OR[t,r,x,y]  OT[t,r,z,y]

— =0. C.9
ot or (C.9)
De la ecuacién anterior C.9
R = R[r,z,y| + Bt (C.10)
T =T[z,y,t] + Br (C.11)
Nuevamente el Killing es
& ={T|z,y,t] + Br,R[r,x,y] + Bt, X[t,r] + Ay, Y[t,r] — Az} . (C.12)

Se usa el algoritmo de insertar nuevamente en (2.120) e imponer nuevas condiciones para encontrar la dependencia
en las entradas del vector de Killing. Obteniéndose asi en otra iteraciéon que se debe exigir que

B=0 (C.13)

T =T[z,y] (C.14)

R = (C.15)

En otra iteracién:

X = D[t] — Ay (C.16)

Y = E[t] + Ax (C.17)

Finalmente se puede obtener que:

X=D-Ay (C.18)



Y =E+ Ax (C.19)
T=C (C.20)

Por lo tanto, la forma mas general de los vectores de Killing es:
&, ={C,0,D — Ay, E + Ax} (C.21)

Lo anterior corresponde a una combinacién lineal de los vectores de Killing, es decir £, = CT + DX + EY + AL.
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