] 1 UL A T .

.‘%

asg,gi

?%\(/\5\:/ ;f,/ L‘v

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIAY DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

De la teoria de Galois para campos a las categorias de
Galois

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
JAIME ALEJANDRO GARCIA VILLEDA

DIRECTOR DE TESIS: ]
DR. FRANK PATRICK MURPHY HERNANDEZ

FACULTAD DE CIENCIAS

CIUDAD DE MEXICO, JULIO DEL 2019.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Apellido Paterno

Apellido Materno

Nombres

Teléfono

Universidad Nacional Auténoma de
México

Facultad de Ciencias

Numero de Cuenta

2. Datos del tutor
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

3. Datos del sinodal 1
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

4. Datos del sinodal 2
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombres

5. Datos del sinodal 3
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

6. Datos del sinodal 4
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

7. Datos del trabajo escrito
Titulo

Numero de paginas
Ano

1. Datos del alumno

Garcia

Villeda

Jaime Alejandro

11-08-77-50

Universidad Nacional Auténoma de
México

Facultad de Ciencias

308221031

2. Datos del tutor
Doctor

Murphy
Hernandez

Frank Patrick

3. Datos del sinodal 1
Doctor

Santiago

Vargas

Valente

4. Datos del sinodal 2
Doctor

Garza

Ledesma

Juan Salvador

5. Datos del sinodal 3
Doctor

Prieto

de Castro

Carlos

6. Datos del sinodal 4
Doctor

Alvarado

Garcia

Alejandro

Datos del trabajo escrito

De la teoria de Galois para campos
a las categorfas de Galois.

144 paginas

2019



Indice general

Agradecimientos
Introduccién
Notacién

Capitulo 1. Sobre el teorema fundamental de la teoria de Galois
1. Grupos profinitos
2. La versién para extensiones no necesariamente finitas
3. Acciones del grupo de Galois absoluto en conjuntos finitos
4. La versién de Grothendieck

Capitulo 2. Sobre la teoria de aplicaciones cubrientes
Propiedades bésicas

La accién de monodromia y el funtor fibra sobre un punto
Aplicaciones cubrientes de Galois

Ejemplos

Dos caracterizaciones para Cov(X)

CU W

Capitulo 3. Morfismos étale finitos y el grupo fundamental algebraico
Médulos de diferenciales de Kahler

Morfismos étale finitos

Cubrientes étale finitos de Galois

Definicién del grupo fundamental algebraico

Dos célculos de 7i%(X, T)

G W=

Capitulo 4. Categorias de Galois
1. Definiciones y propiedades basicas
2. Objetos conexos y de Galois
3. El teorema principal
4. Funtores fundamentales

Bibliografia

15

17
17
22
28
34

41
41
46
o1
o8
60

71
71
81
92
99
102

107
107
115
124
129

137



4 Indice general

Apéndice A. Teoria de Galois 139
Apéndice B. Algebra Conmutativa 141
Apéndice C. Geometria Algebraica 143



“... Désolé d’avoir lair de vouloir me singulariser plus qu’il ne parait permis! A
mon propre soulagement je crois pourtant discerner une sorte de frére potentiel (et
providentiel!) J’ai déja eu tantot I'occasion de ’évoquer, comme le premier dans la
lignée de mes freres de tempérament, c’est Evariste Galois, dans sa courte et fulguran-
te vie, je crois discerner I’amorce d’une grande vision, celle justement des épousailles
du nombre et de la grandeur dans une vision géométrique nouvelle. J’évoque ailleurs
dans Récoltes et Semailles comment il y a deux ans est apparue en moi cette in-
tuition nouvelle que le travail mathématique qui a ce moment exercait sur moi la
fascination la plus puissante j’étais en train de reprendre I'héritage de Galois”. Cette
intuition rarement évoquée depuis, a pourtant eu le temps de mirir en silence. - - -
La filiation la plus directe que je crois reconnaitre a présent avec un mathématicien
du passé, est bien celle qui me relie a Evariste Galois. A tort ou a raison, il me sem-
ble que cette vision que j’ai développée pendant quinze années de ma vie, et qui a
continué de murir en moi et a s’enrichir pendant les seize années écoulées depuis mon
départ de la scene mathématique- que cette vision est aussi celle que Galois n’aurait
pu s’empécher de développer s’il s’était trouvé dans les parages a ma place, et sans
qu’'une mort précoce ne vienne brutalement couper court un magnifique élan”

Alexandre Grothendieck
Récoltes et semailles
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Introduccion

Citando el prefacio de [BJ]: “si Galois estuviera vivo seguramente estaria sorpren-
dido de lo mucho que su nombre aparece en libros de texto o articulos de investigacién
modernos”; y no es para menos, pues las ideas en torno a su trabajo han tenido un
alcance mucho mayor a la nada despreciable labor de ser uno de los pilares de lo que
hoy en dia se conoce como el dlgebra moderna. Sin embargo, muchas de esas ideas
se volvieron mucho mas sistematicas y han alcanzado un alto grado de generalidad
gracias a los trabajos de Emil Artin, quien en su famoso libro de texto [A] dio la
primera formulaciéon moderna de dicha teoria. En sus palabras:

Desde mi juventud matemdtica he estado bajo la influencia del hechizo de la teoria
clasica de Galois. Este encanto me ha forzado a regresar a esta una y otra vez, y
tratar de probar sus teoremas fundamentales.

Esta frase pone en manifiesto una idea que el mismo Artin mencioné a lo largo
de su vida y que es quiza la motivacion mas profunda que lo llevé a fundamentar y
formalizar la teoria cldsica de Galois para campos. Artin afirmaba que la fuerza de
esta teoria no radicaba en la respuesta de los tres problemas griegos clasicos o del
famoso resultado de Galois en torno a la solubilidad por radicales de las ecuaciones
de grado mayor cinco, lo realmente importante eran las ideas involucradas en esta.
Una de las personas que parecié entender méas la potencia de las ideas contenidas en
la teoria de Galois fue Grothendieck, quien entre otras cosas mostré que estas eran
aplicables a teorfas ajenas a la teoria de campos e incluso lejanas del dlgebra. De
hecho, a partir de estas ideas Grothendieck descubre las analogias que existen entre
el grupo de Galois de una extension y el grupo fundamental de un espacio topoldgico
alrededor de 1961, las cuales se encuentran plasmadas en su Seminario de Geometria
Algebraica [SGA1]. Una breve motivacion de sus ideas se presenta a continuacion.

Sea K|k una extensiéon de campos finita con K normal y k de caracteristica
0.! Dar una de tales extensiones es equivalente a dar morfismos en la categoria de
campos, Field, + : k£ — K, los cuales siempre son inyectivos. Dado que una de

1,2 hipétesis sobre la caracteristica se pide para no tener problemas con extensiones
inseparables.
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tales extensiones K|k es de Galois, entonces esta definido el grupo de Galois de esta
extension, Gal(K| k), que por definicién es el conjunto {o € Field(K, K) | 0ot = ¢}.
Entre otras cosas, uno de los teoremas fundamentales en torno al grupo de Galois es
que su reticula de subgrupos captura toda la informacién de la reticula de campos
intermedios entre k y K. Este es el contenido del teorema fundamental de la teoria
de Galois (TFTG) que en su forma moderna mas simple dice lo siguiente:

TEOREMA 0.1. (TFTG para extensiones finitas) Sea K|k una extension de Ga-
lois finita. Dendtese por Ek|y al conjunto de extensiones intermedias entre k y K,
ast como S(Gal(K|k)) al conjunto de subgrupos del grupo de Galois Gal(K| k). Ast,
las funciones

Aut(K|- ) : Expi — S(Gal(K| k))
L — Aut(K|L)

Hw— K" :={ac K |Voc H(c(a) =a)}

Son inversas una de la otra y establecen una correspondencia biyectiva que in-
vierte el orden entre Exx y S(Gal(K|k)). Ademds, dado L € Eki, la extension
K|L es de Galois si y solo si Aut(K|L) < Gal(K|k). En tal caso Gal(L|k) =
Gal(K|k)/ Gal(K|L).

Por otro lado, en la categoria de espacios topoldgicos, Top, existe el concepto de
aplicacion cubriente, que resultan ser morfismos suprayectivos, p : Y — X, tales que
para cada x € X, existe U C X vecindad abierta de x tal que Y xx U = [].., U,
donde el producto fibrado se toma de p a través de la inclusion U — X. Dada una
aplicacion cubriente p : Y — X, existe el grupo de transformaciones cubrientes,
Aut(p), definido por {f € Top(Y,Y) | po f = p}. Con hipdtesis adecuadas de cone-
xidad en el dominio y codominio asi como una accién transitiva en fibras de Aut(p),
existe un TFTG para aplicaciones cubrientes, el cual establece una correspondencia
biyectiva entre subgrupos de Aut(p) y factorizaciones de p, Y — Z — X, donde
Z 2Y/G para G C Aut(p) un subgrupo.

La discusién anterior muestra una dualidad pues hay propiedades que comparten
ciertos epimorfismos en la categoria Top y ciertos monomorfismos en la categoria
Field. Sin embargo, esta dualidad no va més alla en este nivel pues por ejemplo
existe la nocion de producto de aplicaciones cubrientes con base comin X, Y — X y
Z — X, cuyo espacio cubriente es el producto fibrado Y x x Z, y un coproducto cuyo
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espacio cubriente es la unién ajena Y [[ Z, cosa que no existe para el caso de campos.
Para solucionar esto Grothendieck piensa en trabajar estructuras relativas y ademas
en sumergir la categoria de campos en una categoria mas general, a saber la categoria
de k-algebras sobre el campo k. Es bien sabido que si A y B son k-algebras, entonces
A®y B con las funciones de inclusion en la primera y segunda entrada es el coproducto
de las k-algebras dadas. Ademaés, el producto de k-dlgebras siempre esta definido y
con esto Grothendieck arregla el problema categérico. Sin embargo, el que existan
mas objetos lo lleva a buscar si es que entre esos objetos existen méas que se comporten
como las aplicaciones cubrientes, al menos respecto a sus propiedades pues en este
nivel los morfismos no son necesariamente inyectivos. Para esto Grothendieck piensa
en un analogo para la definicién de aplicaciéon cubriente en un contexto algebrico
y comienza por analizar el caso de campos. Lo primero que nota es que dada una
extension L| k, existe su campo de descomposicién N para L. Asi, existe a € L tal
que L = k[a] = k[z]/(ming(a)), con ming(a) € klz] el polinomio minimo de a con
coeficientes en k. En este contexto se tiene una nocién de que “N escinde a L”, que
es una condicién como la de trivialidad local en el caso de aplicaciones cubrientes.
Esta condicién dice que N ®;, L = N™nx(@)  con dming(a) el grado de ming(a).
Esto lleva a Grothendieck a considerar primero extesiones finitas y separables de
k para posteriormente tomar sus productos finitos, que es lo que se conocen como
k-algebras finitas étale. Notese que estas son construidas al pensar nuevamente en
la dualidad pues en el caso topolégico lo que funcionaba era el coproducto. Ademas,
estas tienen una teoria andloga a la de aplicaciones cubrientes en el sentido de que
la categoria que definen es equivalente a una de conjuntos finitos con la topologia
discreta y una accién continua del grupo de Galois absoluto de k, cosa que sucede con
las aplicaciones cubrientes finitas respecto al grupo fundamental. Esta es la analogia
que not6 Grothendieck entre dichos grupos y los primeros dos capitulos de esta tesis
se dedican a presentar de manera puntual estos teoremas.

En este punto surgen dos posibles direcciones a seguir, ambas estudiadas por
Grothendieck. La primera de ellas va en direccién de la definicién de topologia de
Grothendieck como sustituto a la idea de estudiar espacios topolégicos a partir de
sus abiertos para ahora usar la idea de cubierta. La segunda direccién, que es la
que se sigue en esta tesis, es el desarrollo de lo que se conoce como la “teoria de
Galois de Grothendieck”. En esta Grothendieck busca los morfismos andlogos a las
aplicaciones cubrientes para el caso de esquemas. Dichos morfismos se conocen como
cubrientes étale finitos y tienen propiedades andlogas a las que tienen las aplicaciones
cubrientes sobre un espacio topolégico. Ademas, en la busqueda de un teorema de
caracterizacion de estos morfismos a partir de una equivalencia con una categoria de
conjuntos finitos con accién de un grupo topolégico, Grothendieck define un grupo
que se conoce como el “grupo fundamental algebraico”, que es un grupo profinito
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con el cual se da la equivalencia deseada. Vale la pena mencionar que esta teoria se
llama de Galois pues tiene como caso particular la teoria de Galois para campos que
corresponde a la teoria de k-esquemas donde el grupo fundamental es el grupo de
Galois absoluto. Estas afirmaciones forman parte del material del tercer capitulo.

Pero la historia no se detiene aqui pues como siempre Grothendieck va mas alla y
lo que busca es el entendimiento de por qué funcionan las cosas. Para esto introduce
un formalismo mas general que muestre que todas ellas son manifestaciones de la
misma teoria y donde los argumentos no requieran de especificaciones concretas del
objeto particular en cuestion. Asi, sus estudios lo llevan a definir las categorias de
Galois en [SGA1] de manera axiomdtica como una pareja que consta de una ca-
tegoria y una pregavilla covariante con dominio dicha categoria, las cuales cumplen
condiciones especiales, que aunque son técnicas y algunas parecen artificiales, estan
justificadas de lo que sucedia en teoria de campos, aplicaciones cubrientes y morfismos
étale finitos, donde estas categorias de hecho se vuelven ejemplos. Entre los resultados
que demuestra es que en estas categorias siempre se tiene un grupo profinito que se
obtienen al considerar los automorfismos del funtor que las define y que cada una de
estas categorias es equivalente a una de conjuntos finitos con la acciéon continua de
dicho grupo. Este es el material basico que se presenta en el ultimo capitulo.

Dicho todo esto, el objetivo de esta tesis es presentar la definicion y propiedades
principales de las categorias de Galois motivadas por la teoria de Galois sobre campos,
pasando por la teoria de aplicaciones cubrientes y morfismos étale finitos. La eleccién
de esta presentacién del tema es para motivar por qué las propiedades que definen
a una categoria de Galois son importantes y necesarias para englobar en una sola
teoria las teorias mencionadas. Ademéas de lo mencionado anteriormente, el primer
capitulo se dedica al estudio de algunos aspectos de la teoria de Galois en campos,
comenzando por la obtencién del TFTG para extensiones infinitas y concluyendo
con el TFTG de Grothendieck que afirma que la categoria de k-algebras finitas étale
es equivalente a la de conjuntos finitos con una accién continua del grupo de Galois
absoluto de k. En este capitulo también se discuten las principales propiedades de
grupos profinitos necesarias para el desarrollo de la tesis.

En el segundo capitulo, ademas de discutir el TFTG para aplicaciones cubrientes
y establecer la equivalencia de ciertas aplicaciones cubrientes finitas sobre un espacio
X con conjuntos finitos dotados con una accion continua de del grupo fundamental
m1(X), se incluyen dos teoremas de carecterizaciéon de esta como categorias de gavi-
llas localmente constantes y, funtores del grupoide fundamental en la categoria de
conjuntos. Este tltimo material no forma parte esencial del texto pero se da para



INTRODUCCION 13

mostrar otras equivalencias usuales de categorias de aplicaciones cubrientes sobre un
espacio.

El capitulo tres se dedica al estudio de los morfismos étale finitos y del grupo
fundamental algebraico asi como de sus principales propiedades. Ademas de lo men-
cionado anteriormente, en este también se discute una comparacion que existe entre
el grupo fundamental algebraico y el grupo fundamental para esquemas de tipo finito
sobre los complejos. Esta discusion es interesante pues la forma de conectar ambos
grupos es mediante conceptos de geometria algebraica compleja, los cuales fueron
estudiados por Serre en su famoso articulo [GAGA].

Para concluir, el tltimo capitulo esta dedicado al estudio de las propiedades basi-
cas de las categorias de Galois y a probar el teorema de Grothendieck que caracteriza
dichas categorias como aquellas que son equivalentes a una de conjuntos finitos con
la accién continua de un grupo profinito, que se conoce como el grupo fundamental
de una categoria de Galois. El capitulo concluye mostrando que la bisqueda de la
funtorialidad del grupo fundamental de una categoria de Galois permite establecer
una equivalencia de 2-categorias.

Antes de empezar, lo que se espera de esta tesis es mostrar toda la riqueza
matematica en torno a la teoria de Galois desarrollada por Grothendieck, asi como
su manifestacién en la topologia y la geometria algebraica, para mostrar por qué esta
es una de las teorias matematicas mas potentes y bellas de los tltimos tiempos. El
sabor de boca general que se espera dejar queda expresado en la siguiente frase de
A. Weyl respecto a la teoria de Galois.

Nada es mas fructifero, como todos los matemdticos saben, que esas analogias
oscuras, atisbos de niebla de una teoria con otra, esos contactos furtivos, esos revol-
tijos inexplicables; también nada da mas placer al investigador. Un dia llega cuando
lo ilusorio se disipa; la vaguedad cambia en certeza; las teorias gemelas muestran su
fuente comin antes oculta ... La metafisica se ha transformado en matemdticas, lista
para ser la sustancia de un trabajo cuya belleza tranquila pudiera no movernos mds.






Notacion

Para grupos que no son necesariamente abelianos 6 que no lo sean se utilizara
notacion multiplicativa con e el simbolo para el neutro, mientras que para grupos
abelianos se usara notacién aditiva con 0 el simbolo para el neutro.

Si K es una extensién de campo de k, entonces esto se escribird como K|k. En
una de tales extensiones Aut(K |k) denota al grupo de automorfismos que fijan a k.
Cuando la extension K|k es de Galois a dicho grupo se le conoce como el grupo de
Galois y se le denota mediante Gal(K|k).

También se usan los siguientes simbolos:

k clausura algebraica del campo k.

A* grupo de unidades del anillo A.

car(A) caracteristica del anillo A.

med maximo comun divisor.

X' espacio de trayectorias en X.

2, (X) espacio de lazos basados en z € X.

¢, lazo constante en x € X.

resl’ (F) morfismo de restriccién de la gavilla F para V C W.

supp(F) soporte de la gavilla de grupos abelianos F.

Respecto a la teoria de categorias, para una categoria C se denotara a su categoria
opuesta por C?. El simbolo A € C indica que A es un objeto en C. La identidad en el

objeto A € C se denota por 1,4 y la familia de morfismos entre A, B € C por C(A, B).
El simbolo Aut¢(A) indica la coleccién de automorfismos en C para el objeto A € C.

Ademas se van a usar las siguientes categorias con su estructura estandar.:

15
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NOTACION
Set categoria de conjuntos.
Top categoria de espacios topoldgicos.
Top, categoria de espacios topoldgicos basados.
TopGrp categoria de grupos topoldgicos.
A — Mod categoria de A-mddulos izquierdos.
Sh(X) categoria de gavillas de conjuntos sobre el espacio topoldgico X.
ASh(X) categoria de gavillas de grupos abelianos sobre el espacio topoldgico X.
Sm categoria de esquemas.

AfSm categoria de esquemas afines.



Capitulo 1

Sobre el teorema fundamental de la teoria de Galois

En el presente capitulo se estudian dos generalizaciones del Teorema Fundamental
de la Teoria de Galois (TFTG), una para extesiones infinitas, debida a Krull, y la
segunda para k-algebras étale de dimension finita debida a Grothendieck.

A nivel técnico la diferencia fundamental con el TFTG clasico radica en el hecho
de que para estas versiones el uso de la topologia se vuelve imprescindible. Por tal
razén se incluyen un par de secciones donde por un lado se estudian los conceptos
necesarios de grupos profinitos y por otro se analizan ciertas acciones continuas del
grupo de Galois absoluto sobre conjuntos finitos, pues cada una de estas constituyen
los pilares bajo los cuales se apoya cada uno de los teoremas mencionados.

1. Grupos profinitos

En la categoria de grupos el limite inverso de un sistema inverso de grupos siem-
pre existe pues si ({Ga}taen, {Pap : Gs = Gata<p) €s un sistema inverso, entonces
fm _ Go = {(za)aenr € [[oen Ga | Yo < B(dap(2s) = 24)} con la restriccién de las
proyecciones del producto define tal limite.

Esta construccion permite definir una importante clase de grupos.

DEFINICION 1.1. Un grupo es profinito si es limite inverso de un sistema inverso
de grupos finitos.

Todo grupo profinito esta equipado con una topologia canénica pues en la cate-
goria de grupos topoldgicos todo sistema inverso tiene un limite inverso, que como
conjunto es igual al conjunto que se define en el caso de la categoria de grupos, y
es claro que las restricciones de las funciones proyeccién del producto son continuas.
Mas atn, el limite inverso es un subgrupo cerrado del producto cuando cada uno de
los grupos del sistema es Hausdorff. Asi, al dotar a cada grupo del sistema inverso
con la topologia discreta, el grupo adquiere la estructura topolégica mencionada.

17
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En virtud de la discusiéon anterior la categoria de grupos profinitos es la
subcategoria plena de la categoria de grupos topoldgicos cuya clase de objetos es la
clase de grupos profinitos.

El resultado que se busca dar en esta seccidon es un teorema de caracterizacion para
grupos profinitos a partir de conceptos topoldgicos més usuales. En esta direccion se
requiere del siguiente resultado de la teoria de grupos topoldgicos.

LEMA 1.2. Los subgrupos abiertos de un grupo topolégico compacto son precisa-
mente los subgrupos cerrados de indice finito.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topoldgico compacto y H C G un subgrupo.
Supongase que H es abierto en GG. Dado que el conjunto de clases laterales de H
forman una particién de G y cada una de ellas es un conjunto abierto, por compacidad
de G existen g, ...,g, € G tales que G = U ;g;H. Esto muestra que [G : H| = n,
y dado que puede suponerse sin pérdida de generalidad que g; = e, el neutro del
grupo, entonces H = G\ J,_, ;H. Asi, H es cerrado.

Si H C G es un subgrupo de indice finito cerrado, entonces sea {H, g1 H, ..., g, H }
el conjunto de sus clases laterales. Por ser este conjunto una particién de G, H =
G\ U, g:H. Dado que cada una de las clases laterales son cerradas, entonces la
igualdad anterior muestra que H es abierto. 0

TEOREMA 1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es un grupo profinito.

2. G es un grupo topoldgico compacto, Hausdorff y totalmente disconezo.

3. G es un grupo topoldégico compacto, Hausdorff y la familia de subgrupos abier-
tos forman una base de vecindades del neutro tal que su interseccion es el
neutro.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Por hip6tesis G = Im G, para ({Gataer, {Pas}a<p)
un sistema inverso tal que para cada a € A, G, es un grupo finito. Como G es un
subgrupo cerrado de [], ., G, pues cada grupo es un espacio Hausdorff, y dicho pro-
ducto es un espacio compacto por el teorema de Tychonoff, entonces G es compacto.
Maés atin, el producto [[,., Ga es un espacio totalmente separado pues cada grupo
lo es, asi el producto es en particular un espacio Hausdorff y totalmente disconexo,
por lo que estas dos propiedades se heredan a G.

2 = 3) Lo tnico que se tiene que probar es la afirmacién respecto al sistema
fundamental de vecindades del neutro. Asi, lo primero que se observa es que como
en todo espacio compacto y Hausdorff la propiedad de ser totalmente disconexo es
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equivalente a la de ser O-dimensional y también a la de ser totalmente separado,
entonces la primera equivalencia implica que la coleccién de subconjuntos abiertos-
cerrados forman una base para la topologia de G, y la segunda que [{V | V C
G es abierto-cerrado y e € V} = {e}. Asi, la prueba de la afirmacién se reduce a
probar que todo subconjunto abierto-cerrado de GG que tiene como elemento al neutro
contiene a un subgrupo abierto y normal de G.

En efecto, sea V' C G uno de tales subconjuntos. Se define F := (G \ V)N V2
Lo primero que se observa es que F' es cerrado en G por ser intersecciéon de dos
conjuntos cerrados, y asi, es un subconjunto compacto. Sea x € V', entonces por
definicién de F' se tiene que x € G\ F. Al ser G \ F' abierto en G, la continuidad
del producto implica que existen V,, S, C V abiertos con e € V, y x € 5, tales que
ViSe € G\ F. Como {V, | z € V'} es una cubierta abierta de V' y V' es compacto, por
ser un subconjunto cerrrado de G que es compacto, entonces existen zy,...,z, € V
tales que V = |J;_, V,. Se define entonces S = (\;_, Sz;, ¥y nétese que como e € S
entonces S # (). Ademds, S es abierto en G, asf que al definir W = SN .S~!, se tiene
que W es una vecindad abierta simétrica del neutro.

Es claro que VIW C V2. Por otro lado, por construccién se tiene que VIW C G\ F.
Esto implica que VI C V' y siguiendo un argumento analogo se tiene que para todo
n € Nt, VIW" C V. Considérese ahora el conjunto H = |J,—, W". Por ser W una
vecindad simétrica del neutro, se deduce que H es un subgrupo de GG. Mas aun, este
es abierto por ser unién de conjuntos abiertos. Asi, al considerar Hg = [,c *H x

es claro que este subgrupo de G es abierto y normal. Ademas, se tiene que Hg C
HCVHC Uzozl VW™ C V, lo que prueba la afirmacion.

3 = 1) Sea U el conjunto de subgrupos abiertos y normales de G. Dicho conjunto
es dirigido al considerar como orden a la contencién inversa, por lo que se tiene un
sistema inverso ({G/U }veu, {ouv }u<v) de grupos finitos, donde la finitud y el hecho
de que el cociente sea un grupo se deduce del Lema 1.2. Asi, al considerar la familia
de proyecciones canénicas {my : G — G /U }yey, que es claramente compatible con
la familia de morfismos {¢yyv }u<v, la propiedad universal del limite implica que
existe un tnico morfismo de grupos topoldgicos f : G — @UGU G/U tal que para
todo U € U, py o f = my. Ademds, como en la familia {7y : G — G /U }yey todos
los elementos son suprayectivos y los dominios y codominios correspondientes son
espacios compactos y Hausdorff, entonces f es suprayectiva. Para concluir se observa
que como (U = {e}, entonces nuc(m) = {e}, lo que muestra que f es un isomorfismo
de grupos. Mas atin, como G es compacto y el codominio de f es un espacio Hausdorft,
entonces f es un homeomorfismo, lo que muestra que f es de hecho un isomorfismo
de grupos topoldgicos. O
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Para futuras referencias vale la pena enunciar el siguiente corolario cuya prueba
es directa del Lema 1.2 y del teorema anterior.

COROLARIO 1.4. En un grupo profinito los subgrupos abiertos son precisamente
los subgrupos cerrados de indice finito.

El siguiente resultado muestra como obtener de forma abstracta grupos profinitos
a partir de la estructura algebraica y topolégica de un grupo profinito dado.

PROPOSICION 1.5. Sea G un grupo profinito y H C G un subgrupo.

1. St H es abierto o cerrado en G, entonces H es profinito.
2. Si H es cerrado y normal en G, entonces G/H es profinito.

DEMOSTRACION. Para 1 primero supéngase que H es cerrado en G. Dado que G
es compacto, la hipdtesis implica que H también lo es. Ademéas como las propiedades
de ser Hausdorff y totalmente disconexo se heredan a subespacios, entonces H es
compacto, Hausdorff y totalmente disconexo, por lo que es un grupo profinito.

En el caso en el que H es abierto el corolario anterior implica que H es cerrado
y con indice finito en G, luego es un grupo profinito por el caso anterior.

Respecto a 2 sea H un subgrupo de G cerrado y normal. Estas propiedades
implican que G/H es un grupo topolégico Hausdorff. Por otro lado la proyeccion
canénica p : G — G/H es continua y suprayectiva, asi que como G es compacto
entonces G/H es compacto. Para concluir si {U, }aea €s un sistema fundamental de
vecindades del neutro, entonces {p(U,) }aca €s un sistema fundamental de vecindades
del neutro de G/H. Asi, por el teorema anterior G/H es un grupo profinito. U

Ahora se presentan algunos de los ejemplos mas representativos de grupos profi-
nitos.

EJEMPLO 1.6. Si G es un grupo finito, entonces G es un grupo profinito pues es
limite del sistema inverso ({Go}, {¢oo}) donde Gy = G y o0 = 1.
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EJEMPLO 1.7. Para G un grupo sea P = {H < G | |G : H|] < Xy}. Al considerar
a Pg con el orden dado por la contencion inversa dicho conjunto adquiere estructura
de orden parcial, con lo que se tiene un sistema inverso donde las funciones de
transicion ¢k @ G/K — G/H son la funcion cambio de clase para H < K. Fl
limite inverso de dicho sistema se conoce como la completacion profinita de G y
se denota por G.

Por la propiedad universal del limite existe un morfismo de grupos n : G — G
inducido por la familia de proyecciones candnicas en los elementos de Pg. Dicho
morfismo tiene como nicleo ﬂHepa H y tiene imagen densa en G. Asi, este morfismo
es inyectivo si y s6lo si (\yep, H = {e}. Cuando un grupo G cumple esta iltima
propiedad se dice que es restdualmente finito.

EJEMPLO 1.8. Sea G =7Z. Como G es abeliano entonces todo subgrupo de G es
normal. Ademds, H C G es un subgrupo si y sélo si existe n € N tal que H = nZ.
Con la notacién del ejemplo anterior Po = {nZ | n € Nt} y Z := Hm o Z/nZ es
la completacion profinita de Z. Notese que como 7. es residualmente finito entonces
7 se encaja en su completacion profinita y asi Z es denso en Z.

Ademds, dado que para todo n € N*, Z/nZ es un anillo conmutativo unitario,
7 tiene estructura de anillo conmutativo unitario al definir para ([x,])n, ([Yn])n € Z,

(2D - ([Wel)w := ([Enyn])n. Al anillo Z se le conoce como el anillo de nimeros
de Hensel.

EJEMPLO 1.9. Sea p € N un primo. Se considera como conjunto dirigido a N*
con su orden candnico. Asi, el conjunto {Z/p"Z | n € NT} forma un sistema inverso
con la familia de funciones de transicion {¢nm : Z)p™Z — Z)p" L} n<m dadas por el
cambio de clase. Sea Z,, := @%M Z/p"Z el grupo profinito definido por el sistema
wverso considerado, y de manera andloga al ejemplo anterior la estructura de anillo
conmutativo unitario de los grupos que definen al sistema inverso dan una estructura
de anillo conmutativo unitario a Z,. A este anillo se le conoce como el anillo de
numeros p-ddicos. Un grupo que es limite inverso de un sistema de p-grupos se
conoce como pro p-grupo. Asi, como para todo n € N* Z/p"Z es un p-grupo,
entonces Z, €s un pro p-grupo.

OBSERVACION 1.10. Como consecuencia del teorema chino del residuo se puede
probar que 7 = HPGN+’ o primo 2y, como anillos conmutativos unitarios.
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EJEMPLO 1.11. Para un grupo topoldgico G se define su dual, G*, como el espacio
TopGrp(G,Q/Z) con la topologia compacto-abierta, donde R/Z tiene la topologia
cociente dada por la proyeccion candnica R — R/Z. Es un resultado bdsico de la
teoria de grupos topoldgicos que G* es un grupo topologico abeliano. Ademds, bajo
estas hipotesis se puede definir un morfismo de grupos topologicos ag : G — G**
mediante la regla de correspondencia ag(x)(¢) = ¢(x), donde x € G y ¢ € G*.
Es muy sencillo ver que la familia de morfismos de grupos topoldgicos o = {ag :
G — G }geroparp €5 una transformacion natural entre los funtores 1popgrp, (-)* :
TopGrp — TopGrp. Mds aiun, para el caso abeliano se tiene el siguiente resultado
cuya prueba puede encontrarse en el Teorema 2.9.9 del Capitulo 2 en [RZ, pp 64-65].

TEOREMA 1.12. (Dualidad de Pontryagin para grupos abelianos profinitos)

1. St G es un grupo abeliano profinito o abeliano discreto de torsion, entonces
G* = TopGrp(G,Q/Z).

2. El dual de un grupo abeliano profinito es un grupo abeliano discreto de torsion
Y VISCEVErsa.

3. Para cada grupo abeliano profinito o abeliano discreto de torsion ag : G —
G™* es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

De la sequnda afirmacion del teorema anterior se deduce que el funtor que a cada
grupo topologico le asigna su dual se restringe a un funtor de la categoria de grupos
abelianos profinitos en la categoria de grupos abelianos discretos de torsion. Ademds,
esta misma afirmacion también dice que este funtor se restrige a un funtor de la
categoria de grupos abelianos discretos de torsion en la categoria de grupos abelianos
profinitos. Mds aun, por la tercera afirmacion la composicion de estos funtores es
naturalmente isomorfa a la identidad correspondiente al orden en que se componen.
Para concluir notese que las categorias de grupos abelianos discretos de torsion y
la categoria de grupos abelianos de torsion son isomorfas. Por lo tanto se concluye
que el teorema de dualidad de Pontryagin establece una antiequivalencia entre las
categorias de grupos abelianos profinitos y de grupos abelianos de torsion.

2. La version para extensiones no necesariamente finitas

LEMA 1.13. Sea K|k una extension de Galois. Entonces toda subextension finita
se encaja en una subextension de Galois finita de K| k.
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DEMOSTRACION. Sea L|k una subextensién finita de K|k. Como K|k es de
Galois, entonces K| k es separable y asi L| k es separable. Luego, por el teorema del
elemento primitivo existe a € L tal que L = k(a). Si f denota el polinomio minimo
de a con coeficientes en k, entonces el campo de descomposicién de f, k(f), tiene
una copia de L = k(a), y dicho campo de descomposicién es una subextensiéon de
Galois de K|k finita pues f es separable. O

El resultado anterior se puede interpretar diciendo que cada extensién de Galois
de un campo k se puede ver como la union de extensiones de Galois finitas de k. De
hecho esto también se puede expresar diciendo que estas son limite directo de sus
subextensiones de Galois finitas.

Considérese una extensién de Galois K| k. Dendtese por Sk|j al conjunto de
subcampos de K que son extensiones de Galois finitas de k. Este es un conjun-
to dirigido con la contencién. Asi, si L, M € Sk son tales que L < M, enton-
ces al considerar la funcién ¢py @ Gal(M|k) — Gal(L|k) dada por ¢py (o) =
0|, esta asignacién estd bien definida y ademds es suprayectiva por el TFTG.
Maés atin, en la situacién de que L, M,N € Sk son tales que L < M < N,
claramente se tiene que ¢yny © ¢y = ¢rn. Estas observaciones muestran que
({Gal(L|k)} resy, » {9Lm fr<m) es un sistema inverso de grupos finitos y entonces
puede obtenerse su limite (@Lesm ) Gal(L[ k), {pr}resy ). Esto motiva el siguiente

resultado:

PROPOSICION 1.14. Si K|k es una extension de Galois, entonces Gal(K |k) tiene
estructura de grupo profinito.

DEMOSTRACION. Con la notacién de la discusién previa al resultado se afirma
que Gal(K| k) = @LE&KM Gal(L| k) en la categoria de grupos.

En efecto, para cada L|k de Galois finita se define la funcién ry, : Gal(K| k) —
Gal(L| k) mediante r1(0) = o|r. Esta funcién estd bien definida pues al ser L| k de
Galois, o(L) C L, y es claro que esta es un morfismo de grupos. Ademés, para L| k
y M|k de Galois finitas tales que M < L, se tiene que claramente ¢y, o rp = 7).
Asi, por la propiedad universal del limite en la categoria de grupos existe un tnico
morfismo de grupos r : Gal(K| k) — mLesK‘k Gal(L| k) tal que para toda L|k de

Galois finita, py, or = rz. Asi, la afirmacion que se quiere probar es equivalente a ver
que el morfismo 7 es un isomorfismo en la categoria de grupos, y de hecho en este
caso, esto es equivalente a probar que r es una funcién inyectiva y suprayectiva.
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Para la inyectividad de r sea o € nuc(r). Para cada L| k de Galois finita o, =

ri(0) = prr(o) = pr(e) =1, con e € Hm o Gal(L| k) el neutro en dicho grupo.
K|k

Esto muestra que para cada extensién de Galois finita la restriccion de o a dicha

extension es el neutro, por lo tanto 0 = 1k, lo que prueba la contenciéon no trivial
en la igualdad nuc(r) = {1k}, que es equivalente a que r sea inyectiva.

Respecto a la suprayectividad sea (1) resy, € @Lesmk Gal(L| k). Dado a € K,

se tiene por el Lema 1.13 que existe L| k de Galois finita tal que k(a) C L. Asi, se
define o(a) = or(a), si L € Sk tal que k(a) C L. La asignacién o es una funcién
por la condicién de compatibilidad que satisfacen los elementos en el limite inverso
y por construccién es un elemento de Gal(K|k). Para ver que r(0) = (01)resy,
nétese que dada M € Sk se tiene que pyr(0) = ry(0) = oy == oum. O

Ahora se presentaran algunos ejemplos de grupos de Galois para extensiones
infinitas.

EJEMPLO 1.15. Sea p € N un primo, k = F, el campo con p elementos y ks
la clausura separable de k. Lo que se busca determinar es el grupo de Galois
absoluto de k, Gal(k, | k).!

De acuerdo a la proposicion anterior Gal(ks | k) = Hm Gal(L| k). Sin em-
ks |k

bargo, por un resultado cldsico respecto a campos finitos se sabe que Sy, | = {Fpn | n €
N} y ademds, Gal(Fpn| k) = Z/nZ, donde un generador para Gal(Fpn| k) es el mor-
fismo de Frobenius ¢ : Fpn — Fpn cuya regla de correspondencia es p(x) = aP.

Ahora, sin,m € Nt son tales que n|m, entonces el morfismo @y, : Gal(Fym| k) —
Gal(Fyn| k) corresponde por el isomorfismo de los grupos de Galois a los grupos cicli-

cos al morfismo @y, : Z/mZ — Z/nZ dado por el cambio de clase.

Por lo tanto,

Gal(k, | k) = lim Z/nZ =: Z.

neNt

Dado que la clausura separable de un campo estd bien definida salvo isomorfismo, lo mismo
sucede con el grupo de Galois absoluto.



2. LA VERSION PARA EXTENSIONES NO NECESARIAMENTE FINITAS 25

EJEMPLO 1.16. Sea p € N un primo. Considérese la clausura algebraica de Q que
es subcampo de C, y se denota por pu,n al conjunto de raices p"-ésimas de la unidad
o

para n € Nt Ademds, pupe = J,_; fipn-

Ndtese que para cadan € NT, Q(pupn) C Q(upn+1) y ademds Q(pupe) = U~ Q(ppm ).
De esto se deduce que

Gal(Q(up=)|Q) = I&n Gal(Q(ppn)[Q).

neNt

Pero se recuerda que para m > 2 st w € C es una raiz m-ésima primitiva de la
unidad, entonces Q(w)|Q es de Galois y Gal(Q(w)|Q) = (Z/mZ)*, con (Z/mZ)* el
grupo de unidades del anillo Z./mZ.

Ast, como para cada n € N, Q(u,m) es el campo de descomposicion de una p"-
ésima raiz primitiva de la unidad wyn, entonces Gal(Q(pun)|Q) = (Z/p"Z)*. Luego,

Gal(Qpp=)|Q) 2 lim (Z/p"Z)" = Z.

neN+

Vale la pena mencionar que en el Teorema 2 del Capitulo 2 de [Se73, pp 17] se
puede encontar una descripcion mas explicita del grupo de unidades de los enteros
p-ddicos Z, .

EJEMPLO 1.17. De manera andloga a los ejemplos anteriores se puede ver que si
p={z€C|3IneNt("=1)}, entonces:

Gal(Q(n)|Q) = 2.

Como se menciond en la introduccién del capitulo, la diferencia fundamental
entre el teorema fundamental de la teoria Galois para extensiones infinitas y finitas,
es que en el primero se necesita introducir una nocién topoldgica, mientras que en el
segundo esta se puede ignorar. Dicho resultado serd estudiado a continuacion. Para
esto si G es un grupo topoldgico, se denota por CS(G) al conjunto de subgrupos
cerrados de G. Para una extension K|k, £k, denota el conjunto de subcampos de
K que son extensiones de k.

TEOREMA 1.18. (Krull) Sea K|k una extension de Galois.
1. Si L € Ek |k, entonces Gal(K|L) es un subgrupo cerrado de Gal(K|k).
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2. Las funciones
Gal(K|- ) : Exr — CS(Gal(K | k))
L — Gal(K|L)

Hw— K" :={ac K |Voc H(c(a) =a)}

Son inversas una de la otra y establecen una correspondencia biyectiva

que invierte el orden entre x|, y CS(Gal(K|k)).
3. Una subestension L| k es de Galois si y sélo si Gal(K|L) 9 Gal(K| k), y en
tal caso se tiene un isomorfismo canonico Gal(L| k) = Gal(K|k)/ Gal(K|L).

DEMOSTRACION. La primera afirmacion se va a probar en dos pasos. El primero
es suponer que la extension L|k es finita y separable. Asi, por el Lema 1.13 existe
una extensién de Galois M|k finita tal que L C M. Luego, Gal(M| k) es uno de los
elementos del sistema inverso con el que se puede construir Gal(K | k) y ademés este
contiene a Gal(M|L) como subgrupo.

Ahora se considera la proyeccién canénica py : Gal(K| k) — Gal(M|k) y sea
U := py; (Gal(M|L)). Como py; es continua y Gal(M| k) tiene la topologfa discreta,
U es un subgrupo cerrado de Gal(K| k). Se afirma que U = Gal(K|L), y ndtese que
al probar esto se concluye la afirmacion para este caso.

En efecto, es claro que U C Gal(K|L) pues si o € U, entonces oy = py(0o) €
Gal(M|L), luego, o|;, = 1. Respecto a la otra contencién nétese que py(Gal(K|L)) C
Gal(M|L). Al aplicar la imagen inversa a esta contencién se tiene que Gal(K|L) C
PP (Gal(K|L)) C pyf(Gal(M|L)) = U, lo que muestra la segunda contencién y
concluye la prueba de la afirmacion.

Para el caso de una extensién L| k arbitraria, L se puede escribir como unién de
subextensiones finitas y separables L,| k para a € A con A un conjunto de indices.
Por lo ya demostrado Gal(K|L,) es un subgrupo cerrado de Gal(K|k) para cada
a € A. Dado que por construccién Gal(K|L) = (), Gal(K|L,), entonces Gal(K|L)
es una interseccién de cerrados en Gal(K| k) y por lo tanto es un cerrado.

La prueba de la segunda afirmacion se va a omitir pues es completamente analoga
a la del teorema para el caso de extensiones finitas.

Continuando con esta afirmaciéon sean H € CS(Gal(K|k)) y L := K la ex-
tensién que fija dicho subgrupo. Por construccién se tiene que H C Gal(K|L) y se
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afirma que de hecho se tiene igualdad en esta contencién. Para esto sea o € Gal(K|L)
y Uy € Gal(K| k) un subgrupo abierto, el cual corresponde a una extensién finita
MI|L, lo cual puede hacerse por el Teorema 1.3. Al aplicar py; a la contencién de
H en Gal(K|L) se tiene que pp(H) C Gal(M|L). Pero si esta contencion es propia,
entonces por el TFTG para extensiones finitas se tiene que el subgrupo py,(H) debe
fijar una subextensién de M |L estrictamente mayor a L, lo que contradice el hecho
de que cada elemento de M \ L se mueve por un elemento de H, asi, se tiene que dar
la igualdad. En particular un elemento de H debe ir al mismo elemento en Gal(M|L)
que o, de donde H N oUy; # (). Ahora, como la vecindad fue tomada de forma ar-
bitraria esto implica que ¢ € H y dado que H es cerado, o € H, lo que prueba la
igualdad que se queria, es decir, H = Gal(K|KH).

Sea L € &g Por definicién es claro que L C KGaKIL)  Para ver que la otra
contencién se cumple sea a € KGUKIL)  Considérese M una extensién de Galois
finita de L contenida en K tal que a € M. Dado que por la proposicién A.1 todo
automorfismo de M que fija a L se obtiene como restriccién de un automorfismo de
K que fija a L, entonces se observa que el hecho de que a € KGKIL) implica que
a € MGIMIL)  Pero como M|L es finita, por el TFTG se tiene que MSMIE) — [, 1o
que implica que a € L y demuestra la contencién que se querfa. Asi, L = KGa(KIL),

En la ida de la tercera afirmacién supéngase que L| k es una extension de Galois
y se considera rp : Gal(K|k) — Gal(L| k) el morfismo restricciéon. Se observa que
o € nuc(ry) siy sélo si o = rp(0) = 1p, es decir, 0 € Gal(K|L). Esto muestra
que nuc(ry,) = Gal(K|L) y como nuc(ry) < Gal(K| k) se tiene el primer resultado.
Para la segunda afirmacién en esta implicacion nétese que como ry, es suprayecti-
va entonces el primer teorema de isomorfismo implica que Gal(K|k)/ Gal(K|L) =
Gal(K| k)/nuc(ry) = rp(Gal(K| k) = Gal(L| k).

En el regreso de la tercera afirmacion para aligerar la notacion sean G := Gal(K | k)
y H = Gal(K|L). Dado que G/H es un grupo por la normalidad de H en GG, entonces
se tiene una asignacion - : G/H x L — L dada por 0H-a := -(cH,a) = o(a). Esta
asignacién es una funcién pues si cH = 7H y a € L¥, entonces 77! oo € H. Asi,
7 lo(a) = a, de donde 7(a) = o(a). Ademas esta funcién estd bien definida pues si
oH € G/H y a € L, entonces para probar que o(a) € L¥ seaT € H. Como H < G
se tiene que 0 'oTo0 € H, de donde, o 170(a) = a, por lo que 7o(a) = o(a). Como
T € H fue arbitrario esto concluye la afirmacion.

Por otro lado es claro que la funcién definida es una acciéon. Ademés, L =
(LTYG/H =k 1o que prueba que L| k es de Galois. O
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Una observacién muy importante es que en el caso infinito no todo subgrupo del
grupo de Galois de la extension corresponde al grupo de Galois de una extensién
intermedia.

EJEMPLO 1.19. Como se vio en el Ejemplo 1.15 para k = F,, p € N primo,

Gal(ks | k) = 7. Se recuerda que como 7. es un subgrupo denso de Z, entonces Z. no
puede ser el grupo de Galois de algin elemento en &y, | }.

Vale la pena mencionar que el primer ejemplo de que en el caso de extensiones
infinitas no cualquier subgrupo del grupo de Galois de la extension corresponde
a una extesién intermedia fue dado por Dedekind, y este se obtiene al analizar la
extension Q(ppye)|Q del Ejemplo 1.16. Sin embargo, Krull encontré una forma general
de construir un subgrupo no cerrado del grupo de Galois de cualquier extension
infinita (ver [KJ).

Nétese también que cuando la extension de Galois K| k es finita, entonces Gal(K| k)
es finito y la topologia de este grupo coincide con la discreta. Luego, la versién para
extensiones infinitas incluye la version para extensiones finitas.

3. Acciones del grupo de Galois absoluto en conjuntos finitos

LEMA 1.20. Sean G un grupo topolégico y X un espacio discreto. Entonces, una
accion G x X — X es continua si y solo si para todo x € X el estabilizador de x,
G, es abierto en G.

DEMOSTRACION. =) Si se denota por m a la accién continua dada y se con-
sidera x € X, entonces se observa que la funcién ¢, : G — G x X cuya regla de
correspondencia es t,(g) = (g, x) es continua. Méas atin, g € (m o)~ ({z}) si y sélo
si m(g,z) = x, es decir, g € G,. Esto prueba que G, = (m o ,)"'({z}). Como X
tiene la topologia discreta {z} es abierto y dado que m o ¢, es una funcién continua
por ser composicién de dos funciones continuas, se concluye que G, es abierto.

<) Como X tiene la topologia discreta para probar la afirmacién basta con ver
que m~'({x}) es abierto en G x X donde z € X.

Para esto se observa que m™'({2}) = {(g,y) € Gx X | g-y =2} = U,x{(9,9) €
Gx{y}|g-y=x} 51X, :={(9,y) € Gx{y} | g-y=x}, entonces nétese que
al suponer que X, # 0 se tiene una funcién a, : G, — X, definida mediante
ay(g) = (gh,y), donde h € X, esta fijo.
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Se observa que a,, estd bien definida pues para g € G,, (gh) -y =g¢g-(h-y) =
g -z = x. Ademas, nétese que ay, es continua pues si U C G es un abierto, entonces
g € a, (U x {y}) siy sblo si gh € U. Pero esta tltima afirmacién es equivalente a
decir que g € Uh™", de donde o, '(U x {y}) = Uh~' N G,. Como toda traslacién por
derecha en un grupo topoldgico es un homeomorfismo y entonces en particular es
una funcién abierta, entonces Uh~! es un abierto en G y asi Uh~! NG, es un abierto
relativo en G, lo que muestra la continuidad.

Por otro lado «, es abierta pues si U C G es un abierto, entonces (g,y) €
a,(UNG,) siy sdlo si existe ¢ € UNG, tal que g = ¢'h. Pero esto tltimo es
equivalente a que g € (U N Gy)h. Asi, o, (UNGy) = (UNGy)h x {y}) N X,. Como
G, es un abierto por hipétesis entonces U N G, es abierto en G y luego (U N G,)h
también es abierto, por lo que (U NGy)h x {y}) N X, es un abierto relativo en X,
lo que prueba que «, es abierta.

Ademds, oy, es inyectiva pues si oy (g) = ay(¢'), entonces gh = ¢'h, lo que implica
que g = ¢'. Mientras que «, es suprayectiva pues dado (g,y) € X, se observa que
gh ™' € G, pues (gh™')-z=g-(h' z) =g -y =x. Ademds, a(gh™') = (gh™'h,y) =
(9:9)-

El argumento anterior prueba que o, es un homeomorfismo entre G, y X, en el
caso en que X, # 0. As{, m~'({z}) es una unién de abiertos en G x X y por lo tanto
es un abierto. 0

NOTACION 1.21. Para k un campo, Gal(k) denota el grupo de Galois absoluto
Gal(ks | k).

Sea L|k una extensién finita separable. Luego, L tiene una cantidad finita de
morfismos de k-algebras con codominio la clausura algebraica de &, k. Sin embargo,
nétese que las imagenes de estos morfismos estan contenidos en k,. Asi, el conjunto
Homy (L, ks) es finito. Mas atn, se define una funcién - : Gal(k) x Homy(L, k) —
Homy (L, k) mediante o - ¢ := -(0,¢) = 0 o ¢. Es sencillo ver que esta funcién es
una accion de grupos y que de hecho esta tiene sentido incluso si la extension no es
finita. Mds atin se tiene lo siguiente:

PROPOSICION 1.22. Sea L|k una extension separable finita. Entonces,
1. La accion de Gal(k) en Homg (L, ks) es continua y transitiva.
2. Homy (L, ks) es isomorfo como Gal(k)-conjunto con el conjunto de clases la-
terales izquierdas de algin subgrupo abierto de Gal(k).
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3. Si L| k es de Galois, entonces el conjunto de clases laterales del inciso anterior
es cociente por un subgrupo abierto normal.

DEMOSTRACION. Para 1 se observa primero que dado ¢ € Homy (L, k) se tie-
ne que Gal(k)y = Gal(ks|¢p(L)), que es un subgrupo abierto de Gal(k) pues si
{x1,...,x,} es una base como k-espacio vectorial de ¢(L) y L; es el subcampo de
¢(L) generado por x;, entonces se observa que la extensién L;| k es finita. Asi, se
pueden considerar los morfismos canonicos py, : Gal(k) — Gal(L;| k). Se afirma que
Gal(ks |¢(L)) = M, pp! ({11,}), y nétese que al probar esta igualdad se tiene la con-
clusiéon que se quiere pues al tener Gal(L;| k) la topologia discreta y ser p, continua,
pz ({12,}) es un abierto de Gal(k). Por lo tanto la igualdad dice que Gal(k, [¢(L))
es una interseccion finita de abiertos en Gal(k) y asi dicho conjunto es un abierto en
Gal(k).

En efecto, si 0 € Gal(ks |p(L)), entonces dado i € {1,...,n}, se tiene que pr, (o) =
olr, = 1g, pues L; es subcampo de ¢(L). Asi, esto prueba que o € p;'({1r,}),
y como esto no depende de i, se concluye que o € (', p;!({1L,}). El argumento
anterior prucba que Gal(k, |¢(L)) C (i, p,) ({11,}), y respecto a la otra contencién
dado o € ﬂ?’:lpzil({lLi}), se tiene que como para todo i € {1,...,n}, olp, = 1.,
entonces al ser {z1, ..., 2, } base de ¢(L) esto implica que o|gr) = 14(r). Esto prueba
la contencién que se queria y asi la igualdad mencionada.

Dado que se ha probado que Gal(k), es abierto en Gal(k) para ¢ € Homy(L, k),
y como este resultado no depende del elemento ¢, se concluye que la acciéon definida
es continua por el lema anterior.

Por otro lado como la extensién L| k es finita y separable, el teorema del elemento
primitivo implica que existe a € L tal que L = k(a). Sea f el polinomio minimo de
a con coeficientes en k. Asi, cada elemento de Homy(L, k) se construye al mandar
a a en una raiz de f en ks. Como Gal(k) permuta tales raices de manera transitiva,
entonces se sigue la transitividad de la accion y con esto se concluye la prueba de 1.

Respecto a la segunda afirmacién sea ¢ € Homy (L, k). Para definir una funcién
a : Homy (L, ks) — Gal(k)/ Gal(k), se usa el hecho de que la accién de Gal(k) en
Homy, (L, ks) es transitiva y asi se define a(o o ¢) = o Gal(k),. Dado que Gal(k),
es abierto en Gal(k), se afirma que « establece la correspondencia biyectiva que se
desea.

En efecto, es claro que esta funcion es suprayectiva. Para la inyectividad supénga-
se que a(co¢) = a(to¢) con o, 7 € Gal(k). De la definicién de « la igualdad anterior
implica que o Gal(k), = 7 Gal(k)y, lo que ocurre si y s6lo si 77! oo € Gal(k)y, es
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decir, (17t o0)- ¢ = ¢. De esto se sigue que 0 o0 ¢ = 70 ¢, de donde « es una funcién

inyectiva, por lo tanto una biyeccion y se concluye la prueba de 2.

Para concluir, si la extension L| k es de Galois, por el Teorema 1.18 se tiene que
Gal(ks |L) < Gal(k). Asi, como Gal(k,|L) = Gal(ks |¢(L)) = Gal(k)y, se tiene que
Gal(k), < Gal(k) y entonces Gal(k)/ Gal(k)s es un grupo y este es de hecho el
conjunto de clases laterales del subgrupo abierto Gal(k), de Gal(k). O

Sea FSep(k) la categoria de extensiones finitas separables de k£ y Gal(k) — FSet
la categoria de Gal(k)-conjuntos finitos con la topologia discreta cuya accién es con-

tinua y transitiva. El inciso 1 en la proposicién anterior dice que para L € FSep(k),
Homy (L, ks) € Gal(k) — FSety.

Ademas, si ¢ € FSep(k)(L, M), entonces se puede definir la funcién

¢* : Homy (M, ks) — Homy (L, k)

mediante ¢*(1)) = 1 o ¢. Esta respeta la accién de Gal(k) pues si 0 € Gal(k) y
¥ € Homy (M, k), entonces se tiene que ¢p*(c-1)) = (0-1)op = oo (o) = o-¢*(¢),
lo que muestra que ¢* € Gal(k) — FSeti(Homy, (M, k), Homy (L, ks)).

La discusion anterior aunado a un sencillo calculo que se va a omitir pues es
estandar, dice que se tiene un funtor:

Homy(-, ks) : FSep (k) — Gal(k) — FSet,

El funtor definido establece el siguiente importante resultado.

TEOREMA 1.23. Sea k un campo y fijese una clausura separable de k, ks. El
funtor

Homy(-, ks) : FSep(k)” — Gal(k) — FSet,

establece una antiequivalencia entre las categorias de extensiones de k finitas
separables y de Gal(k)-conjuntos finitos cuya accién es continua y transitiva. En
esta equivalencia las extensiones de Galois finitas de k dan lugar a Gal(k)-conjuntos
isomorfos a algin cociente finito de Gal(k).
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DEMOSTRACION. Para la afirmacién de la equivalencia se va a probar que el
funtor Homy(_, k) : FSep(k)” — Gal(k) — Sety, es fiel, pleno y esencialmente su-
prayectivo.

Respecto a la propiedad de ser fiel y pleno sean L, M € FSep(k). Se quiere ver que
hay una biyeccién entre FSep(k)(L, M) y Gal(k)—FSet(Homy (M, k), Hom (L, ky))
inducida por Homy(-, k). Para esto se observa que por ser Homy (M, k) un Gal(k)-
conjunto transitivo, un morfismo f : Homy (M, ks) — Homy (L, k) estd determinado
por la imagen de ¢ € Homy(M, k). Asi, se observa que dado ¢ € Homy (M, k)
se tiene que Gal(k), C Gal(k)se) para todo morfismo Gal(k)-equivariante f :

Homy (M, ks) — Homy (L, k). Luego, por el TFTG de Krull, f(¢)(L) = e -
kS Mo — 4 (M). Sitp : ¢(M) — M es la inversa de la correstriccién de ¢, entonces
o f(¢) € Homg (L, M) pues de la contencién anterior ¢ f(¢)(L) C vop(M) =

Ademas se observa que (o f(¢))* = fy por la transitividad de la accién basta ver
que esta igualdad se da al evaluar en ¢. En efecto, pues (o f(¢))*(¢) = ¢po(vof(¢)) =
f(#), lo que prueba la suprayectividad de Homy(_, k)

Para la inyectividad se observa que si n € FSep(k)(L, M) es tal que n* = f,
entonces ¢ on = n*(¢p) = f(¢p). Asi, n = o f(¢), lo que concluye la prueba de esta
afirmacion.

Respecto a la suprayectividad esencial de Homyg(_, ks) sea S un Gal(k)-conjunto
finito cuya accién es transitiva y continua. Al tomar s € S, el Lema 1.20 implica que
el estabilizador Gal(k)s es un subgrupo abierto de Gal(k). Asi, por el Corolario 1.4
Gal(k)s es cerrado y de indice finito por lo que el TFTG de Krull implica que este
fija una extension finita y separable L de k. Si ¢ : L — kg es el morfismo inclusion, se
define la funcién « : Homy (L, ks) — S mediante a(o ot) = o - s, donde o € Gal(k)
y nétese que esta definicion se estd usando que la accién de Gal(k) en Homg (L, k)
es transitiva.

Se afirma que « es un isomorfismo. Para probar esto lo primero que se observa
es que como los conjuntos involucrados tienen la topologia discreta, la afirmacion
es equivalente a probar que « es una biyeccién Gal(k)-equivariante. En efecto, si
o,7 € Gal(k), entonces a(7o(cot)) = a((toc)or) = (too)-s =7-(0-5) = T-a(001),
lo que establece la propiedad de equivariancia.

Para la inyectividad nétese que por construccién Gal(k)s = Gal(k),. Asi, si a(oo
1) = a(r o) para o,7 € Gal(k), entonces o -s = 7- s, de donde, 77! oo € Gal(k)s y
asf, 771oo € Gal(k),, lo que implica que 0 o1 = 7o t. Respecto a la suprayectividad
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dado t € S se tiene por transitividad de la accién que existe o € Gal(k) tal que
g-s=1t. Asi, a(cor) =t

Para concluir se observa que si la extension L|k es de Galois, entonces para
¢ € Homy(L, k) se tiene que Homy(L, ks) = Gal(k)/ Gal(k)s (Proposicién 1.22).
Ademés como se vio en la prueba de dicha proposicién Gal(k), es abierto en Gal(k),
asi este subgrupo tiene indice finito en Gal(k) y por lo tanto | Gal(k)/ Gal(k)s| <
Ny. O

El ultimo resultado de esta seccién dice que el funtor contravariante representado
por kg, permite recuperar el grupo de Galois absoluto del campo en cuestion.

PROPOSICION 1.24. Para k campo considérese el funtor Homy,(_, k) : Sep(k)”? —
Gal(k) — Set. Entonces, Gal(k) = Aut(Homy(_, ks)) como grupos.

DEMOSTRACION. Se define a : Gal(k) — Aut(Homg(_, k,)) donde para o €
Gal(k) y L| k es una extensién separable, ay, (o), : Homy (L, k) — Homy (L, k) tiene
por regla de correspondencia ay(o)(f) = o o f. Lo primero que se observa es que
dado que f y o son k-morfismos, entonces su composicién lo es, por lo que (o),
estd bien definida.

Por otro lado a también estd bien definida pues para o € Gal(k), se tiene que
afo)oa(c™h) =alc™!) o (o) = lgom(_k,)- Ademds, es un célculo de rutina ver que

« respeta composiciones. Asi, « es un morfismo de grupos.

Para ver que a es un isomorfismo, dada la caracterizacion de los isomorfismos en
la categoria de grupos, resta ver que « es una funcién biyectiva. Asi, lo primero que
se va a probar es que esta funcién es inyectiva. Pero esto es equivalente a probar que
el nicleo de este morfismo es el neutro. En efecto, si 0 € Gal(k) es tal que a(o) =
Lom, (_k.), entonces dado a € k, se considera la extensiéon separable k(a)| k. Sea
v € Homy(k(a), ks) el k-morfismo inclusién. Entonces a(o)@)(¢)(a) = (a), de lo que
se deduce que o(a) = a. Como el elemento a € ks tomado fue arbitrario, se concluye
que o = 1, y esto prueba la contencién no trivial de la igualdad nuc(a) = {1, }.
Por lo tanto « es inyectiva.

Respecto a la suprayectividad sea n € Aut(Homy/(-, ks)). Nétese que dada L| k
una extension separable y f € Homy(L, ks), se tiene por naturalidad de 7 la conmu-
tatividad del siguiente diagrama:
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his (f)

Homy (ks, k) Homy (L, k)
nksl jnL
Homy (ks, k) o~ Homy (L, k)

Entonces se considera L = k, y f = n; ' (1,) € Homy(k,, k). La conmutatividad
del diagrama dice que ny,, ohy, (m; (1x.)) (1s,) = hu, (7. (1x,)) o, (15.), lo que implica
que g, (1x,) 0 n,;sl(lks) = N, (77;;1(1/@5)) = 1y.. Este argumento prueba que 7y, (1x,) es
un epimorfismo que escinde, y un argumento andlogo usando la naturalidad de 5!
muestra que este morfismo es también un monomorfismo que escinde. Por lo tanto
se concluye que 7, (1x,) es un isomorfismo, es decir, que ng, (1,) € Gal(k)

Asi, se afirma que a(ny, (1x,)) = 1. En efecto, dada L| k una extensién separable
y f € Homy (L, ks), la conmutatividad del diagrama anterior implica que al evaluar

en L., np(f) = k. (1x.) o f. Luego, como (i, (1k,))(f) = ne,(1x,) © f, se tiene que
ame, (1)) (f) = nu(f), lo que prueba la afirmacion. O

4. La version de Grothendieck

La idea de esta seccion es liberar el Teorema 1.23 para el caso en que la accion del
grupo de Galois absoluto en un conjunto finito no sean transitivas necesariamente.
El resultado correspondiente es lo que se conoce como la versiéon de Grothendieck
del TFTG y para este es necesario definir el concepto algebraico que suplird a las
extensiones finitas separables, para establecer la equivalencia que se quiere.

DEFINICION 1.25. Una k-dlgebra A de dimensidn finita es étale (sobre k) si es
isomorfa a un producto finito de extensiones separables de k.

Vale la pena mencionar que el nombre de algebra étale proviene del hecho de que
una k-algebra conmutativa de dimension finita A es étale si y sélo si el morfismo de
esquemas Spec(A) — Spec(k) es étale (ver Ejemplo 3.23 del Capitulo 3).

Es claro que toda extensién finita y separable de k£ es una k-algebra étale. Sin
embargo, como sucede con el concepto de grupo profinito, en la mayoria de los casos
es dificil de la definicién saber si una k-dlgebra finitamente dimensional dada es étale.
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Para esto se busca un teorema de caracterizacién de este tipo de algebras, al menos
para el caso conmutativo. En esta direccién se requiere de un resultado previo.

LEMA 1.26. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Entonces, A es isomorfa a
un producto de extensiones de campo de k finitas si y solo si A es reducida.

DEMOSTRACION. =) Es claro.

<) Supédngase que A es reducida. Por el teorema de Krull-Remak-Schmidt, A =
[I-, A; donde cada A; es una k-dlgebra inescindible. Esta descomposicién implica
que cada A; tiene dimensién finita sobre k y es reducida. Asi, el resultado se sigue si
se prueba que toda k-algebra inescindible de dimension finita reducida es un campo.

En efecto, sea B una de tales k-algebras. Asi, los inicos idempotentes de B son
0 y 1 pues en otro caso B = Be x B(1 — ¢e) para e € B un idempotente distinto
de cero y uno, lo que contradice el hecho de que B es inescindible pues Be # 0 y

B(1—e€) #0.

Para ver que B es un campo sea x € B con x # 0. Entonces se considera la
cadena descendente de ideales (z) D (z?) D .... Como B es un k-espacio vectorial
de dimension finita entonces B tiene longitud finita, por lo que existe N € N7 tal
que (V) = (2N*1). Asi, existe y € B tal que 2V = 2¥Tly. Pero esta igualdad
implica que % = 22Vy" y entonces 2Ny = 22Vy2N = (2VyN)?, es decir, que
2NyN es idempotente en B. Luego, por lo demostrado antes se tiene que z¥y"¥ = 0
6 NyN = 1. Sin embargo, si 2VyY = 0, entonces se tiene que z¥ = 2Ny = 0.
Dado que x # 0, entonces x es un nilpotente no trivial, lo que contradice el hecho
de que B es reducida. Asi, 2VyY = 1, y como N > 1, z(zV"'¢y") = 1, es decir,
r € B*. Ademds, como el elemento no cero tomado fue arbitrario se concluye que
todo elemento no cero de B es una unidad, es decir, que B es un campo. O

Un resultado que vale la pena mencionar se muestra a continuacion.

COROLARIO 1.27. Sea A una k-dlgebra de dimension finita conmutativa con k
perfecto. Entonces, A es étale si y solo si A es reducida.

DEMOSTRACION. =) Es claro de la ida en el lema anterior.
<) Si A es reducida entonces por el lema anterior A = [] ., Lo con L,| & finitas.

Por ser A de dimensién finita, |A| < Ng. Ademds, cada extensién L, es algebraica y
por ser k perfecto la extension L,| k es separable, lo que concluye la prueba. 0
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PROPOSICION 1.28. Sea A una k-dlgebra finitamente generada conmutativa. Son
equivalentes:
1. A es étale.
2. A®y k es isomorfa a un producto finito de k.
3. A®y k es reducida.

DEMOSTRACIGN_. Es claro que 2 = 3. Ademds, como A ®; k es una k-dlgebra
tal que dimp(A ®; k) = dimg(A) y k es algebraicamente cerrado, al suponer 3 el
lema 1.26 implica que A ®; k = [, L; para L;|k finita. Asi, la extensién L;|k es

algebraica y por definicion de la clausura algebraica L; = k, lo que muestra que
3= 2.

1 = 2) Para esta implicacién basta con ver que para toda extensién separable
L| k se tiene que L ®j k es isomorfa a un producto finito de k.

En efecto, si L| k es una de tales extensiones, entonces existe f € k[z] tal que
L= k[x]/(f),y [ se descompone en factores lineales distintos con coeficientes en k,
digamos f = (x —ay) - ... - (x — a,) con ay, ..., a, € k. Asi,

HE[x]/(x —a;) HE,

donde el segundo isomorfismo se da por el teorema chino del residuo.

I

L@y k = &[]/ (f)

Esto concluye la prueba en esta direccién.

2=1) Sea A, = A/N(A) la k-algebra reducida asociada a A, donde N(A) es el
nilradical de A. Al tener A, dimensién finita el Lema 1.26 implica que A, es producto
de extensiones de campo de k finitas. Como k es una k-algebra reducida, la propiedad
universal de A, implica que cada morfismo A — k se factoriza a través de un tnico
morfismo de k-dlgebras A, — k. Ademads, la asignacién que a cada k-morfismo A — k
le asocia su morfismo A, — k es lineal, por lo que se tiene un un isomorfismo de

k-espacios Homy (A, k) = Homy(A,, k). Dado que dimj(A) < Ry y dimg(A4,) < Ry,
entonces se tienen isomorfismos de k-espacios vectoriales Homy (A, k) =2 Edlmk(A)

Homy (A, k) = Y Eto implica que dimy(A) = dimg(A,) y asi, A = A,.

Para concluir, lo que se tiene que probar es que si A, = [, L;, entonces la
extension L;| k es separable. En efecto, cada morfismo en Homy (A, k) da lugar a un
unico encaje de alguno de los L; en k. Asi,

|Homy (A, k)| <> |Homy(Li, k)| < ) [Li : k] = dimy(A),

i=1 =1
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donde la segunda desigualdad se da por la Proposicién A.2.

Para ver que la desigualdad anterior es de hecho igualdad, nétese que se tiene
una biyeccién entre los conjuntos Homy(A, k) y Homg(A ®; k, k) pues dado f €
Homy, (A, k) se tiene que f ® 1z € Homz(A @, k, k @ k). Si p: k@, k — k es el
morfismo inducido por la multiplicacién en k, entonces po(f®1) € Homp(A®yk, k).
Asi, se define  : Homy(A, k) — Homz(A ®; k, k) mediante a(f) = po (f @ 13).
Para definir la funcién inversa de «, 8 : Homz(A ®; k, k) — Homy (A, k), se observa
que dado g € Homg(A ® k, E), se tiene que como la inclusién ¢ : k — k induce
14 ® 1 € Homg (A ®p k, A®; k), entonces go (14 ® 1) € Homy(A @y k, k), y este se
compone con el isomorfismo A = A ®; k. Por construccion es claro que a 'y 3 son
inversas entre si.

El argumento anterior aunado al hecho de que Hom (A ®y, k, k) tiene dimy(A ®4
k) elementos, y esta dimensién es igual a dimy(A), implican que |Homy (A, k)|
dimy(A). Como para cada i € {1,...,n} se tiene que |Homy(L;, k)| < [L; : k
entonces para cada i se tiene que | Homy(Ls, k)| < [L; : k]. Pero por la Proposicié
A.2 esto implica que L;| k es separable.

—

Y

=

O

Con la proposicién anterior se tiene un criterio mas sencillo para saber si una
k-algebra de dimensién finita es étale como se ve a continuacion.

EJEMPLO 1.29. La R-dlgebra conmutativa R[z]/(z?) no es étale pues R[z]/(x?) Qg
R = R[z]/(2?) = C[z]/(2?). Asi, T € C[z]/(2?) es un nilpotente no trivial, por lo que
R[z]/(2?) ®r R no es reducida.

Regresando al problema inicial sea A una k-algebra finita étale y supéngase que
A =TJ, L; con L;| k finitas y separables. Dado que se tiene el isomorfismo de k-
espacios vectoriales entre Homy (4, ks) y [ [}, Homy (L;, k), entonces | Homy (A, k)| =
[T, | Homy(L;, ks)|. Pero por la Proposicién A.2 para cadai € {1, ...,n}, | Homy(L;, ks)| <
[L; : k], de lo que se deduce que | Homy (A, k)| < [T/, [Li : k] < No.

Al identificar Homyg (A, k) con [, Homy(L;, ks) y dado que Homy (L;, k) es un
Gal(k)-conjunto con accién continua al considerarlo como espacio discreto, entonces
Homy, (A, k) es un Gal(k)-conjunto. De hecho se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.30. Sea A una k-dlgebra étale. Entonces Homy (A, ks) es un
Gal(k)-conjunto finito cuya accidn es continua.
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DEMOSTRACION. Con la notacién de la discusién previa lo inico que falta probar
es la continuidad de la accién. Para esto sea ¢ = (¢;)icq1,..n} € [ ;g Homyg(L;, ks).
Nétese que Gal(k)y, = (i, Gal(k)y,. Asi, dado que cada Homy(L;, ks) tiene la to-
pologia discreta y la accién de Gal(k) es continua, entonces Gal(k)y, C Gal(k) es
un subgrupo abierto. Luego, Gal(k)s es una interseccion finita de subgrupos abier-
tos, por lo que es un subgrupo abierto. Ademas, dado que el elemento ¢ tomado
fue arbitrario se concluye que todos los estabilizadores son abiertos. Mas atin, como
Homy (A, k) tiene la topologia discreta, el Lema 1.20 permite concluir que la accién
es continua. U

En este momento se disponen de todas las herramientas para probar la version de
Grothendieck del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois. Lo tnico que falta
mencionar es que la categoria de k-algebras étale es la subcategoria plena de la
categoria de k-algebras finitamente generadas. Esta categoria se va a denotar por
EtAlg(k).

TEOREMA 1.31. (Grothendieck) Sea k un campo. El funtor que a cada k-dlgebra
finitamente generada étale le asocia Homy (A, k) establece una antiequivalencia entre
las categorias de k-dlgebras de dimension finita étales y de Gal(k)-conjuntos cuya
accion es continua.

DEMOSTRACION. Siguiendo la estrategia del Teorema 1.23 se va a probar que el
funtor

Homy (_, k) : EtAlg(k)® — Gal(k) — FSet

es fiel, pleno y esencialmente suprayectivo.

Para ver que es fiel y pleno sean A y B dos k-dlgebras étale finitas con digamos
A=1[, Liy B=][;, M;. Dado que se tiene la correspondencia biyectiva:

Homy (A, B) = ﬁ ﬁ Homy, (L;, M;)

i=1 j=1

y por el Teorema 1.23 para cualesquiera i € {1,....n} y j € {1,...,m} se tiene una
biyeccion Homy,(L;, M;) = Gal(k) — FSety(Homy (M;, k), Homy (L;, ks)), entonces

Homy (A, B) = Gal(k) — FSet ( [ [ Homy (Li, k), | [ Homy (M, ks))
i=1 j=1

= Gal(k) — FSet(Homy (B, ks), Homy (A, ks)).
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Respecto a la propiedad de ser esencialmente suprayectivo sea S € Gal(k)—FSet.
Asi, existe A C S finito tal que S = J,, O(x), con O(x) la drbita de 2. Como cada
orbita es un conjunto finito cuya accion es continua, por ser restriccion de la accién
de S, y es trastitiva, entonces para cada = € A existe L, |k finita y separable tal que

Homy (L., k) = O(x). Asi, S = Homg (] [,cp Ls, ks)- O

z€EA






Capitulo 2

Sobre la teoria de aplicaciones cubrientes

En este capitulo se introducen y estudian algunas propiedades béasicas de un tipo
especial de aplicaciones cubrientes conocidas como de Galois. Entre los resultados
claves se demuestra que estas tienen teoremas analogos al Teorema Fundamental de la
Teorfa de Galois de Krull (Teorema 1.2 del Capitulo 1) y de Grothendieck (Teorema
1.4 del Capitulo 1). El capitulo concluye con dos caracterizaciones de la categoria
de aplicaciones cubrientes sobre un espacio topolégico X con ciertas hipdtesis de
conexidad sobre este.

1. Propiedades basicas

A lo largo de este capitulo X sera un espacio topoldgico. Para establecer notacién
se recuerdan los siguientes conceptos.

DEFINICION 2.1. La categoria rebanada Top /X se conoce como la categoria de
haces sobre X.

DEFINICION 2.2. Dado p: Y — X un haz sobre X, se dice que p es una aplica-
cion cubriente si para cada x € X, existe una vecindad abierta de x, V C X, tal
que p~H(V) = 11.c; Ui, donde para cada i € I, U; CY es un abierto y ply, : Uy = V
es un homeomorfismo.*

Para p:Y — X € Top /X una aplicacién cubriente, a X se le denomina como el
espacio base y a Y como el espacio cubriente de la aplicacién p. Dado x € X, al
conjunto p~!(x) se le denomina como la fibra en el punto x. Una vecindad V' C X
de z € X como en la definicién de aplicacion cubriente se dice que esta cubierta
parejamente por la familia de abiertos {U; | i € I}. A los abiertos {U; | i € I} se
les llama hojas. Se denota por Cov(X) a la subcategoria plena de Top/X cuyos
objetos son las aplicaciones cubrientes.

'En esta definicién I] denota la unién ajena de conjuntos, que de hecho es el objeto en el
coproducto de estos para las categorias Set y Top.

41
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Es directo de la definicion probar las siguientes propiedades topolégicas basicas:

PROPOSICION 2.3. Seap:Y — X € Cov(X). Entonces,

1. p es un homeomorfismo local.

2. Todas las fibras de p son no vacias y discretas. En particular p es suprayectiva.

3. p es una funcion abierta. Mas aiun, una identificacion.

4. 81 X es conexo, entonces todas las fibras tienen la misma cardinalidad. Mds
aun, cualesquiera dos fibras son homeomorfas.

En el caso de X conexo se define la multiplicidad de la aplicaciéon cubriente
como la cardinalidad de cualquier fibra. Esta esta bien definida por el inciso 4 de la
proposicion anterior.

Una forma simple de producir ejemplos de aplicaciones cubrientes se obtiene al
considerar F'un espacio discreto. Asi, la funcién proyeccion en la primera coordenada,
p1: X X F'— X, conocida como haz trivial sobre X, es una aplicaciéon cubriente.
A esta aplicacién cubriente se le conoce como la aplicacién cubriente trivial.
Una discusién més amplia de este tipo de aplicaciones cubrientes se encuentra en el
Ejemplo 2.27. Por otro lado, no toda aplicacién cubriente es isomorfa a una aplicacién
cubriente trivial (ver Ejemplo 2.33). Sin embargo, el siguiente resultado dice que de
manera local todas las aplicaciones cubrientes son haces triviales.

PROPOSICION 2.4. Sea p : Y — X un haz sobre X. Entonces, p € Cov(X)
sty solo si para cada v € X existe V. C X wuna vecindad abierta de x tal que
ply-rvy i p (V) = V es isomorfo a un cubriente trivial en Top |V .

DEMOSTRACION. =) Como p € Cov(X), dado z € X existe V C X una vecin-
dad abierta de x cubierta parejamente por la familia de abiertos {U; | i € I} en X. Al
considerar al conjunto I como espacio discreto, se puede considerar p; : V xI — V la
aplicacién cubriente trivial sobre V. Se afirma que p|,-1vy = p; en Top/V'. Asi, para
probar la afirmacién se observa que para y € p~*(V'), dado que existe un tinico i, € [
tal que y € U;,, se define f : p~1(V) = V x I mediante la regla de correspondencia

f(y) = (p(y),iy). De la definicién es claro que p; o f = p|,-1(1).

Respecto a la continuidad de f, al ser I discreto, basta con ver que la imagen
inversa de Ax {i} C V x I esun abierto, donde A es un abierto no vacioen Vei € I.
En efecto, y € f1(A x {i}) siy sélo sii, =iy p(y) € A, es decir, y € U; N p~(A).
Asi, f7H (A x {i}) =U;Nnp (A), que es un abierto en p~ (V). Ademés, f es abierta
pues si A C p~1(V) es un abierto no vacio, entonces dado a € A, se tiene que existe
un unico ip € I tal que a € U;,. Nétese que f(a) = (p(a),io) € p(ANU;,) x {io} y
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que p(ANU;,) x {ig} € X x I es un abierto. Més atin, p(ANU;,) x {ig} C f(A), lo
que prueba que f(A) es abierto.

Por otro lado sean y1,y, € p~ (V) tales que f(y1) = f(y2). Ast, p(y1) = p(y2), ¥
como y1,y2 € U;, , al ser p un homeomorfismo, al restringirse a dicha hoja, se concluye
que y; = Yo, lo que prueba que p es inyectiva. Por otro lado, dado (z,7) € V x I, al
ser ply, un homeomorfismo se tiene que (p|y,) ! (x) € U;, de donde f((p|y,) " H(z)) =
(p((p|v,) "' (x)), i) = (x,4). Esto prueba que f es también suprayectiva y por lo tanto
un homeomorfismo.

<) Dado z € X sea V la vecindad abierta de x tal que p|,-1(y) es isomorfa a
un cubriente trivial sobre V' en la categoria Top /V. En particular p~}(V) = V x I
para I un espacio discreto. Asf, p~*(V) = [],.; V x {i}, cada uniendo es un abierto
y V x {i} 2 V. Esto prueba el resultado. O

A continuacion se van a probar dos lemas técnicos que se utilizaran en el desarrollo
del presente capitulo.

LEMA 2.5. Sean p : Y — X € Cov(X) con X localmente conexo, Z € Top
conexo y f,q: Z — Y funciones continuas tales que po f = pog. Si existe zyg € Z
tal que f(z0) = g(20), entonces f = g.

DEMOSTRACION. Se define el conjunto A = {z € Z | f(z) = g(z)}. Nétese que
si se prueba que este conjunto es abierto y cerrado en 7, la conexidad de Z implica
que A = Z dado que zy € A, lo que concluye la prueba.

Para ver que A es abierto; sea z € A. Si se pone x := pf(z) = pg(z), entonces
existe V' C X una vecindad abierta conexa de x cubierta parejamente por una familia
de abiertos en Y, {U; | i € I'}, donde la conexidad de V se tiene pues X es localmente
conexo. Dado que f(z) € p~}(V), existe un tnico iy € I tal que f(z) € U;,. Al
ser p abierta, suprayectiva, V = Hie ; p(U;) y V conexo, lo anterior implica que
V = p(U,). Asi, como (po f)~(V) C Z es un abierto y z € (po f)~1(V), si se
prueba que (po f)~1(V) C A, se concluye que A es abierto. En esta direccién, dado
a € (po f)~1(V) se tiene que pf(a),pg(a) € V. Como p(Us,) = V' y ply,, es biyectiva,
esto implica que f(a) = g(a), de donde a € A.

Respecto a la propiedad de ser A cerrado, se va a probar que Z \ A es abierto.
Asi, dado z € Z \ A, se observa que al considerar V' C Y una vecindad abierta
de pf(z) = pg(z) cubierta parejamente por la familia de hojas {U; | i € I}; como
f(2) € Uiy y g(2) € Ui, se observa que ig # i1 pues en caso contrario al ser p|y, un
homeomorfismo, la igualdad p(f(z)) = p(g(z)) implica que f(z) = g(2), lo que es una
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contradiccién. Luego, se considera el conjunto f~(U;,)Ng~'(U;,) C Z, que es abierto
por ser f y g funciones continuas. Ademas es claro que z € f~*(U;,) N g Y(U;,). Si
se prueba que f1(U;,) Ng ' (U;,) € Z \ A se concluye la prueba. Pero esto es claro
puessia € f~HU;,)Ng ' (U;,), entonces f(a) € U, y g(a) € Uy,. Luego, f(a) # g(a)
pues U;, N U;, = 0. O

LEMA 2.6.

1. Seanp:Y — X € Cov(X) yq:Z —Y € Cov(Y) con X es localmente
conexo y localmente simplemente conexo. Entonces poq : Z — X € Cov(X).
2. Seanp: Y — X € Cov(X) con X localmente conexo y q : Z — Y una

funcién continua con'Y conexo tales que poq : Z — X € Cov(X). Entonces
q:Z—=Y e Cov(Y).

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién, sea x € X. Las hipétesis sobre X
aunadas al hecho de que p es una aplicacién cubriente implican por la Proposicién 2.4
que existe una vecindad abierta de x simplemente conexa tal que p|,-1(y) : p (V) —
V es isomorfo a un haz trivial sobre V. Ademas, al aplicar el mismo argumento sobre
cada una de las componentes conexas de p~!(V), se tiene que ¢ debe ser trivial al
restringirste a un abierto en cada una de ellas por la Proposicién 2.4, luego, poq debe
ser trivial sobre cada uno de dichos abiertos. Asi, al usar nuevamente la Proposicion
2.4 se deduce que po g € Cov(X).

Respecto a la segunda afirmacién, sea y € Y. Dado que p(y) € X y al ser py
p o ¢ aplicaciones cubrientes, existe una vecindad abierta de p(y) conexa, V C X,
cubierta parejamente por las familias de abiertos {U; | i € I}y {W; | j € J} parap
y p o q respectivamente. Sea i € I el inico indice tal que y € U;,. Ahora se define el
conjunto Jo = {j € J | ¢(W;) C U, }, el cual es distinto del vacio pues ¢ es continua
y W; es siempre conexo. Se afirma que ¢~ 1(U;,) = HjeJo W;. En efecto, dado j € Jy
se tiene que para z € Wj, q(z) € Uy, de lo que se concluye que [[;.;, W; C qa  (Us,).
Por otro lado, si z € ¢~ (U;,), entonces ¢(z) € U;,, de donde pq(z) € p(U;,) =V,
luego existe un tdnico jo € J tal que z € Wj,. Por continuidad de ¢ se tiene que
q(W;,) CU;, yasi z € Hje 7, Wi, lo que prueba la segunda contencion.

En lo que respecta a ver que para cada j € J, se tiene que q|W]. : Wi — U, es
un homeomorfismo, se observa que el siguiente diagrama claramente conmuta para
cada uno de tales indices.
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q

lw;
J
Ui,
AN

v

W;
pog|

Dado que poqlw, y p u;, son homeomorfismos, entonces qlw,; también lo es, lo
que concluye la prueba de que g es una aplicacion cubriente. O

Para p : Y — X € Cov(X), sea Aut(p) el conjunto de automorfismos de p.
Noétese que este conjunto tiene estructura de grupo con la composicion de funciones
como operacion y neutro la funcion identidad en Y.

DEFINICION 2.7. Dado p : Y — X € Cov(X), al grupo Aut(p) se le conoce
como el grupo de transformaciones cubrientes de p.

Muchos ejemplos interesantes de aplicaciones cubrientes en los que el cédlculo
del su grupo de transformaciones cubrientes es relativamete sencillo provienen de la
teoria de grupos topoldgicos. En esta direccién se recuerdan la siguiente definicion y
el siguiente resultado:

DEFINICION 2.8. La accidn (izquierda) de un grupo discreto G en un espacio X
es propitamente discontinua si para cada x € X, existe V C X wuna vecindad
abierta de x tal que para todo g € G con g #e, VNgV = 0.

PROPOSICION 2.9. Si G es un grupo topoldgico discreto que actia de forma
propiamente discontinua en un espacio X conexo, entonces la proyeccion en el espacio

de drbitas de la accion, mg : X — X /G, es una aplicacion cubriente de multiplicidad
|G| con Aut(ng) = G.

Una prueba del resultado anterior puede consultarse en la Proposicién 4.20 de
[Sw, pp 62]. Un ejemplo general y de cardcter intesante para los fines de este trabajo
se obtiene al notar que dado p : Y — X € Cov(X), se puede definir una accién de
Aut(p) en Y dada por f-y = f(y), donde f € Aut(p) y y € Y.

PROPOSICION 2.10. Sea p : Y — X € Cov(X) con X localmente conexo. La
accion de Aut(p) como grupo discreto en Y definida anteriormente es continua.
Ademds, si'Y es conexo, entonces la accion es propiamente discontinua.
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DEMOSTRACION. Respecto a la continuidad, sea U C Y abierto no vacio y
dendtese por p a la accién. Asi, (f,y) € p=*(U) si y sélo si f(y) € U, condicién
que es equivalente a decir que (f,y) € Uyecaupig} > g ' (U). Esto prueba que
pwHU) = Ugeantp 19} % g 1 (U). Ademés, como cada uno de los uniendos es abierto
en Aut(p) x Y se concluye que ! (U) también lo es, lo que prueba que la accién es
continua.

Para ver que la accién es propiamente discontinua sea y € Y. Al denotar z :=
p(y), la definicién de aplicacion cubriente aunada al hecho de que Y es conexo impli-
can que existe V' C X una vecindad abierta conexa de x cubierta parejamente por la
familia de abiertos {U; | ¢ € I} en Y. Luego, existe un tnico iy € I tal que y € Uj,.
Maés atin, por ser p suprayectiva V' =J[,., p(U;), y al ser p abierta, la conexidad de
V implica que V' = p(U,,).

Se afirma que para cada f € Aut(p) con f # 1y, Uy, N fU;, = 0. En efecto, al
proceder por contrapositiva, si existe f € Aut(p) tal que U;, N fU;, # 0, entonces
existe yo € Uy, tal que yo = f(y1) para y1 € Uj,. Luego, p(y1) = pf(y1) = p(yo)-
Pero, ply,, : Uiy = V es un homeomorfismo, de donde la igualdad anterior implica
que yo = y1. Asi, f(yo) = Yo, por lo que del Lema 2.5 se deduce que f = 1y. U

De las dos proposiciones anteriores se deduce el siguiente resultado.

COROLARIO 2.11. Parap : Y — X € Cov(X) con'Y conexo y X localmente
conexo, Aut(Tau(p)) = Aut(p).

DEMOSTRACION. Dado que Y es conexo, la proposicién anterior implica que la
accién de Aut(p) en Y es propiamente discontinua. Asi, la Proposicién 2.9 implica
que la proyeccién en el espacio de érbitas maup) @ Y — Y/ Aut(p) es una aplicacién
cubriente y que Aut(maup)) = Aut(p). O

2. La accién de monodromia y el funtor fibra sobre un punto

En la seccién anterior no se mencionaron dos de las propiedades mas importantes
de las aplicaciones cubrientes. Estas se muestran en el siguiente resultado:

TEOREMA 2.12. Seanp:Y — X € Cov(X) con X localmente conexo, v € X y
y € p~Y(z). Entonces se cumple lo siquiente:
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1. Propiedad de Levantamiento de Trayectorias:
Dada o : [0,1] — X wuna trayectoria tal que o(0) = x, existe una unica
trayectoria ¢ : [0,1] = Y tal que 5(0) =y ypod =o.

2. Propiedad de Levantamiento de Homotopias:
Dadas f : Z — X una funcién continua y H : Z x [0,1] — X una homotopia
tales que po f = H|zyoy, existe una homotopia H:Zx[0,1] =Y tal que
H|Z><{O} =fypoH=H.

La prueba del resultado anterior puede encontrarse en [S, pp 35-36] Lema 3.3.2.
En lo que sigue las siglas PLT y PLH denotan una abreviacion para indicar el uso
de la propiedad de levantamiento de trayectorias y homotopias, respectivamente. Se
recuerda que una funcién continua que satisface PLH se conoce como una fibracion
de Hurewicz. Asi, toda aplicacién cubriente es una fibracién de Hurewicz.

El siguiente resultado que se deduce del teorema anterior sera bastante utilizado,
por lo que vale la pena enunciarlo.

COROLARIO 2.13. Sean p : Y — X € Cov(X) y 0,7 € X! tales que 0 ~ 1
relativas al {0,1}. Entonces (1) = 7(1).

El siguiente resultado es una aplicacién mas del teorema anterior.

PROPOSICION 2.14. Toda aplicacién cubriente de un espacio simplemente conexo
y localmente conectable por trayectorias es trivial.

DEMOSTRACION. Sea p : Y — X una de tales aplicaciones cubrientes. Ademds,
puede suponerse sin pérdida de generalidad que Y es conexo. Se afirma que p es
inyectiva. En efecto, sean yo,y1 € Y tales que p(yo) = p(y1). Asi, como p es un
homeomorfismo local y X tiene una base de vecindades abiertas conectables por
trayectorias, se tiene que Y es localmente conectable por trayectorias, de donde se
deduce que Y es conectable por trayectorias. Como existe una trayectoria o € Y7 tal
que 0(0) = yo y 0(1) = 1, al ser poo € X' un lazo en p(yp), se tiene que poo = ¢py).
Luego, por la PLH se tiene que o >~ ¢, de donde y; = o(1) = ¢y, (1) = yo.

Dado que p es una funcion continua y biyectiva, existe su inversa en la categoria
de conjuntos p~! : Y — X. M4s atin, esta es continua por ser p un homeomorfismo
local. Esto prueba que p es un homeomorfismo, con lo que se concluye la prueba. [
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Ahora se obtendra un andlogo a la accién de Gal(k) en Homg(A, ks) para A
una k-algebra finita étale presentada en el capitulo anterior, pero para el caso de
aplicaciones cubrientes. Para esto, sean p : Y — X € Cov(X) y = € X. Se denota
por m(X,x) al grupo fundamental de X en el punto de x. Se quiere definir una
funcion (X, x) xp~'(x) — p~!(z). Asi, dados [a] € m(X,x) y y € p~!(z), se define
[a] -y = &(1), donde & se obtiene por la PLT como la tnica trayectoria & € Y/ tal
que @(0) =y y poa = a. Ademds se observa que esta asignacién es una funcién por
el Corolario 2.13 y es muy sencillo ver que esta funciéon es una acciéon de grupo, a la
que se le conoce como la accién de monodromia en la fibra p~'(z).

Vale la pena mencionar que el nombre de esta accién proviene del analisis comple-
jo pues de hecho la PLH es una generalizacion del teorema de monodromia en analisis
complejo, que basicamente es la prueba de unicidad para la continuaciéon analitica
a lo largo de una trayectoria de una funcién definida en un dominio complejo. Los
detalles de esto pueden consultarse por ejemplo en [BG].

Ahora considérese (X, x) € Top,. La accién de monodromia se puede interpretar
mediante la existencia de una asignacién que a toda p : Y — X € Cov(X), le
asigna un 7 (X, z)-conjunto, a saber, la fibra en x dada por p. Sea Fib, : Cov(X) —
m1(X,z) — Set dicha asignacién. Para ver que esta es funtorial, sea f : Y — Z
un morfismo entre las aplicaciones cubrientes p : ¥ — X y q : Z — X. Dado
y € p~'(x), se tiene que qf(y) = p(y) = x, es decir, f(y) € ¢ '(x). Asi, se define
Fib(f) : p () — ¢ '(z) mediante Fib,(f)(y) = f(y). Esta asignacién define en
efecto un morfismo de (X, x)-conjuntos pues dado [a] € m(X,x) y y € p~!(z) se
tiene que

Fibe(f)(lo] - y) = Fibi(f)(a(1)) = f(a(1)),
donde & : I — Y es la unica trayectoria tal que &(0) = y y po & = «. Pero estas
condiciones implican que fo & : I — Z es una trayectoria con go (f o @) = «
y (foa)0) = f(y), lo que dice que este es el tnico levantamiento por ¢ de la
trayectoria a.. Asi, [ - f(y) = f(&(1)). Pero de esta igualdad es claro entonces que

Fiby(f)([a] - y) = [a] - Fib«(f)(y)-

Un célculo de rutina prueba el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.15. Dado (X, z) € Top,, la asignacion

Fiby : Cov(X) — m (X, z) — Set

es un funtor.
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Los espacios conexos, localmente conexos y localmente simplemente conexos son
muy especiales pues para estos se puede construir siempre un espacio cubriente que
se conoce como el cubriente universal. A continuacion se recordara la construccion
de dicho espacio y sus principales propiedades pues serd 1util en lo que sigue. Para esto
supongase que X es uno de tales espacios. Dado x € X, se define el conjunto X, como
aquél formado por clases de homotopia relativas al {0, 1} de trayectorias o : [ — X,
tales que o(0) = x. Nétese que hay un elemento candnico [¢,] € Xy, que es la clase
del lazo constante en x. Asi, se puede definir una funcién p, : X, — X mediante
la regla de correspondencia p,([o]) := o(1), donde [0] € X,. Esta asignacién es una
funcién pues las homotopias consideradas tienen los mismos extremos por definicion.

Para dar una topologia a X, dados [o] € X y U una vecindad abierta de o(1)
simplemente conexa, se define U,y = {[ox7] | 7 € X!, 7(0) = o(1) y 7([0,1]) C U}.
Puede probarse que la familia de conjuntos {Up, | [0] € X, } satisfacen los axiomas

de una base para una topologia en Xy con la que dicho espacio es conexo (ver por
ejemplo el Lema 2.4.2 [S, pp 40]). Ademads, con esta topologia p, resulta ser una
aplicacién cubriente (ver por ejemplo [H, pp 64-65]).

La razon por la cual X, se conoce como el cubriente universal de X proviene del
hecho de que p, es una objeto inicial en la categoria de aplicaciones cubrientes con

base X y espacio cubriente conexo. Los detalles de esta afirmacién pueden consultarse
en [R, pp 288] Teorema 10.17.

OBSERVACION 2.16. Hay una accién derecha de m (X, x) en Xy pues dados o] €
X, y [o] € m(X,x), puede considerarse [ax 0] € Xy. Ast, [0]-[a] == [ * 0], y esta
asignacion es funcion por la propiedad de que si o ~ o' y o ~ o' relativas al {0,1},
entonces ax o ~ o/ x o’ relativa al {0, 1}.

Regresando a la analogia que se dio entre el funtor de fibra en un punto y la
formulacién de Grothendieck del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, se
tiene el siguiente resultado que muestra que la relacion entre estos es mas que una
analogia, pues el espacio cubriente universal juega un papel similar a la clausura
separable de un campo.

PROPOSICION 2.17. Sea (X, ) € Top, con X conezxo, localmente conezo y local-
mente simplemente conexo. Entonces, el funtor Fiby es representable.

DEMOS:ERACION. De las hipotesis se deduce que para X existe su cubriente uni-
versal p, : Xy — X. Se afirma que Fiby = Cov(X)(p,, -).
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En efecto, seap : Y — X € Cov(X). Para construir ¢, : Fiby(p) = Cov(X)(pz, p)
se observa que dado y € p~'(z) y [0] € Xy, existe una tnica trayectoria & : [ — Y
tal que 6(0) =y y po & = 0. Entonces se define ¢,(y)([o]) = d(1). Por el Corolario
2.13 ¢,(y) estd bien definida. Ademads es claro de la construccién que p o ¢,(y) = p,
y dado que p es un homeomorfismo local y p, es continua, esta igualdad implica que
©,(y) es continua.

Para ver que ¢, es inyectiva, sean yo, 41 € p~*(z) tales que @,(yo) = pp(y1). Al
considerar el elemento canénico [¢,] € Xy se tiene que o, (yo)([c2]) = wp(y1)([c2]), de
donde y; = ¢,(1) = y2. Respecto a la suprayectividad sea f € Cov(X)(ps,p). Lo
primero que se observa es que pf([c;]) = ps([cz]) = 2 y asi se afirma que p,(flc,]) =

f. Para probar esto nétese que po p,(flc.]) =p: =po f,y que v,(fle.])[c.] = (1)
con ¢ : I — Y la tnica trayectoria tal que 6(0) = flc,] y pod = ¢,. Asi, 0 = ¢fle,) ¥

entonces @, (flc.])(cx) = f([c.]). Dado que X, es conexo y X localmente conexo, el
Lema 2.5 implica la igualdad que se queria.

Para ver que el isomorfismo es natural, se quiere probar que el siguiente diagrama
conmuta donde f € Cov(X)(p,q) parap : Y — X y q : Z — X aplicaciones
cubrientes sobre X.

Fiby (p) —= Cov(X)(p.,p)

Fibx(f)l lf*

Fiby(q) — Cov(X)(ps. q)

Asi, dados y € p~(x) y [0] € X, se tiene que

(0q 0 Fiby () (¥) [0] = ¢4 (f(y)) [0] = 5(1),

donde & : I — Z es la tnica trayectoria tal que god = o y (0) = f(y).

Por otro lado se tiene que

(f o) (W) [0] = (f o wp(y))([0]) = fo'(1),

donde ¢’ : I — Y es la tinica trayectoria tal que po o’ = o y 0/(0) = y.

Pero se observa que f oo’ : I — Z es una trayectoria, ¢ o (f o a~’) =0y
(fo0’)(0) = f(y). Luego, la unicidad en el levantamiento dice que ¢ = f o o', de
donde se deduce la igualdad que se quiere. O
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Se recuerda que cuando un funtor es representable se puede hablar de un elemen-
to universal, que es el que corresponde al morfismo identidad. Asi, al considerar
las hipétesis del resultado anterior, se observa que como Fiby(p,) = Cov(X)(ps, pz)
y dado que [c;] € Fiby(ps), ple,)([c2]) = [cz), Do © Dles] = Pa, del Lema 2.5 se tiene
que pi,] = 1g_. Asi, el elemento canénico en la fibra p;'(z) es de hecho el elemento
universal en la representabilidad del funtor Fiby.

Ademas, sip: Y — X € Cov(X) con X satisfaciendo las hipétesis del resultado
anterior, entonces para x € X y y € p~'(z), se sabe que a este elemento corresponde
un unico p, € Cov(X)(ps,p). La naturalidad de la representabilidad del funtor de
fibras implica que py([c;]) = y.

OBSERVACION 2.18. Continuando con las hipdtesis del resultado anterior ndtese
que se puede definir una accion derecha de Aut(p,) en Cov(X)(ps,p) cuya regla de
correspondencia es g - f == go f para f € Aut(p,) y g € Cov(X)(ps,p). De la
representabilidad del funtor Fiby, esto da lugar a una accion derecha de Aut(p,) en

p~'(x) definida mediante y - f =: ¢, (py o f), dondey € p~'(x) y f € Aut(p,).

3. Aplicaciones cubrientes de Galois

A lo largo de esta seccion X serd siempre localmente conexo.

Seap:Y — X € Cov(X) con Y conexo. Por el Corolario 2.11 T Aut(p) €S UNa
aplicacion cubriente, y se tiene una factorizacion en Top para p de la forma:

p

m%«m

Y/ Aut(p)

Y X

donde Py (Aut(p)y) = p(y). Ademds, es claro de la definicién que Py, ©
T Aut(p) = D-

Para ver que el diagrama anterior estd en Top lo tUnico que restaria checar es
la continuidad de Pyyp- Asi, si V' C X es un abierto, para ver que ﬁ;}lt(p)(‘/) -

Y/ Aut(p) es abierto, dado que Y/ Aut(p) tiene la topologia cociente, esta afirmacién
es equivalente a probar que ngt(p)ﬁgit(p)(V) C X es abierto. Sin embargo esto es

claro pues de la conmutatividad ﬂgit(p)ﬁ;}lt(p)(\/) =p (V) y p es continua.
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DEFINICION 2.19. Dado p: Y — X € Cov(X) conY conexo, se dice que p es
un cubriente de Galois si Py €s un homeomorfismo.

La idea de la definicion anterior es que los cubrientes de Galois son aquellos que
son isomorfos a proyecciones en espacios de érbitas, donde el grupo en cuestion actia
de forma propiamente discontinua. Un hecho que justifica el nombre de este tipo de
aplicaciones cubrientes se da en el contexto de la geometria algebraica compleja,
pues en este caso puede probarse que una aplicacion cubriente entre superficies de
Riemann conexas p : Y — X es de Galois si y so6lo si el campo de funciones me-
romorfas M(Y) es una extensién de Galois de M(X). Ademés de que en este caso
GalM(Y)IM(X)) = Aut(p) y asi, Y/ Gal(M(Y)|M(X)) = X (Ver capitulo 3 de
).

Ahora, dado que la definicién dada es impractica, se tiene el siguiente resultado
de caracterizacion.

PROPOSICION 2.20. Seap:Y — X € Cov(X) conY conexo. Son equivalentes:
1. p es de Galois.

2. Aut(p) actia de manera transitiva en todas las fibras de p.
3. Aut(p) actia de manera transitiva en alguna fibra de p.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Sean z € X asi{ como yg,y; € p '(z). Dado que
p(yo) = p(y1), la factorizacién de p aunada al hecho de que Py, es un homeo-
morfismo implican que Taue(p)(Yo) = Taue(p)(¥1). Sin embargo, esta igualdad implica
que Aut(p)yo = Aut(p)y;, de donde se tiene el resultado.

2 = 3) Es claro.

3 = 1) Sea p~!(z) la fibra en la que la accién de Aut(p) es transitiva. Para definir
una funcién inversa de Py, f @ X — Y/ Aut(p), se observa que dados x € X y
Yo, Y1 € p~L(x), la hipStesis implica que Aut(p)yo = Aut(p)y:, por transitividad de la
accién. Luego, la asignacién f(x) = Aut(p)y siy € p~!(z), es una funcién. Lo primero
que se observa es que esta funcion es la inversa de p Aut(p) €1 la categoria de conjuntos,

pues para © € X y y € p~H(2), Pauy)(f(*)) = Paw)(Aut(p)y) = ply) = @. Por
otro lado, dado Aut(p)y € Y/ Aut(p), se tiene que fPay ) (Aut(p)y) = f(p(y)) =

Aut(p)y.

Para concluir la prueba, se va a ver que f es la inversa de D,y en Top, para lo
que falta probar que f es continua. En efecto, dado U C Y/ Aut(p) abierto, dado que
p es una identificacién, f~1(A) C X es abierto si y s6lo si p~1f7}(A4) C Y es abierto.



3. APLICACIONES CUBRIENTES DE GALOIS 53

Pero fop = (f ©Pau(p)) © Taup) = Taut(p)- Por lo que p A = ngllt(p)(A% y la
afirmacion que se quiere probar es consecuencia de la continuidad ma ¢ (p)- O

COROLARIO 2.21. Todo endomorfismo en un cubriente de Galois es un automor-
fismo.

DEMOSTRACION. Sea p: Y — X € Cov(X) de Galois y f € Cov(X)(p,p). Si
y € Y, entonces p(f(y)) = p(y), por lo que al ser la accién de Aut(p) en las fibras de
p transitiva, existe g € Aut(p) tal que f(y) =g -y = g(y). Comopo f =p=poy,
X es localmente conexo y Y conexo, el Lema 2.5 implica que f = g, lo que concluye
la prueba. O]

Uno de los usos béasicos de las aplicaciones cubrientes es el calculo de grupos de
homotopia. Un conocido resultado afirma que para p : ¥ — X € Cov(X); dados
r € X yy€p(x),se tiene que para cadan > 2, m,(p) : m,(Y,y) = m,(X, x) es un
isomorfismo. Con las mismas hipétesis, y como consecuencia de PLT, en el caso del
grupo fundamental se concluye que 7 (p) : 1 (Y, y) — m1 (X, z) es un monomorfismo
de grupos. Asi, en este caso no se puede a priori concluir nada. Sin embargo, se tiene
el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.22. Seap:Y — X € Cov(X) de Galois con X yY localmente
conectables por trayectorias. Dados o € X y yo € p~*(xg), se tiene una sucesion
exacta corta

fe} —= m(¥ o) 5 m (X, ) — Aut(p) — {e}

DEMOSTRACION. Para definir una asignacién 1 : w1 (X, x9) — Aut(p) se observa
que dado [a] € 7 (X,20) y y € Y, por la PLT existe una tinica & € Y7 tal que
poa = ay &) = y. Notese que pa(l) = a(l) = 2o = a(0) = pa(0) = py,
luego como p es de Galois, existe f, € Aut(p) tal que f,(&(1)) = y. De hecho,
como X es localmente conexo y Y es conexo, el Lema 2.5 implica que f, es el tinico
automorfismo con esta propiedad. Asi, se define ¥([a])(y) = fuo(y). Ademds por el
Corolario 2.13 esta asignacion es una funcién y por construccién estd bien definida.
Para ver que es un morfismo de grupos sean [a], [3] € m(X,zo). Dado y € Y, se

tiene que fo.s € Aut(p) es el unico automorfismo de p tal que fu.g((a*xB)(1)) =y

con m € Y la tinica trayectoria tal que (o * 8)(0) =y y po (a* ) = a* 3. Asf,
se tiene que

fafs((axB)(1) = fafs(B(1) = fu(B(0)) = fu(@(1)) =y,
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donde la primera igualdad se da pues m = (% B , la segunda por definicion de
f3, la tercera pues (1) = 5(0) y la dltima por definicién de f,.

Dado que f, o fz € Aut(p), el célculo anterior prueba que fu.5(y) = (fa o f3)(y)
y de esto se sigue que ¢ es un morfismo de grupos.

Para ver que v es un epimorfismo en la categoria de grupos, lo que resta probar es
que esta funcién es suprayectiva. Asi, sea g € Aut(p). Al ser Y conexo y localmente
conectable por trayectorias, Y es conectable por trayectorias. Asi, existe a € Y tal
que a(0) = g(yo) v (1) = yo. Esto implica que po a € X' y ademds como pg(y) =

p(y0) = o, entonces po a € Q,,(X). Como poa = «, entonces g((poa)(1)) =

g(a(1)) = g(yo) ¥ fooa((poa)(1l)) = a(0) = g(yo). Como X es localmente conexo y
Y conexo, el Lema 2.5 implica que g = fpoq, lo que muestra la suprayectividad de .

Lo que resta probar es la exactitud en (X, zo). Asi, dado [f] € m (Y, o), se

tiene que ¥ (p)(8]) = $([p o B). Como po§ = B, entonces fyos(so) = 4o, o que
implica por el Lema 2.5 que f,op = ly, y asi im(m(p)) € nuc(y)). Respecto a la otra
contencién sea [a] € nuc(¢)). Por la PLT existe una tinica @ € Y7 tal que &(0) = yo
y po& = a. Ademds, la hipédtesis dice que ¥([a]) = 1y, lo que implica que f, = 1y y
dado que f,(&(1)) = yo, se concluye que &(1) =y y asi, & € Q,,(Y). Para concluir,
m(p)([&]) = [poa] = [a], lo que prueba que [o] € im(m;(p)) y termina la prueba. [

El siguiente resultado justifica por completo el nombre de estas aplicaciones
cubrientes tan especiales. Este puede considerarse como el analogo a la versiéon
de Krull del TFTG, pero para aplicaciones cubrientes. Para su formulacion sean
Sub(Aut(p)) la reticula de subgrupos de Aut(p) y SCov(p) el conjunto de clases de
isomorfismo de aplicaciones cubrientes sobre X tales que p se factoriza a través de
estas.

TEOREMA 2.23. (Correspondencia de Galois para aplicaciones cubrientes)
Seap:Y — X € Cov(X) de Galois. Dado un subgrupo H C Aut(p), p induce
una aplicacion cubriente candnica py @ Y/H — X. Por otro lado, siq: Z — X €
Cov(X) con Z conexo tal que existe f continua que hace conmutar el siguiente
diagrama

N A

A
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entonces f € Cov(Z) de Galois y Z =Y /H para algiun subgrupo H C Aut(p).

Ast, las funciones

p_: Sub(Aut(p)) — SCov(p)
Hw (py:Y/H — X)

Aut(_) : SCov(p) — Sub(Aut(p))
(¢: Z — X)— Aut(q)

son mutuamente 1nversas.

Ademdas, q - Z — X € Cov(X) es de Galois si y sdlo si Aut(f) es un subgrupo
normal de Aut(p) y Aut(p)/ Aut(f) = Aut(q).

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue que p = Dy © pg, p €S una
aplicacion cubriente y py un homeomorfismo local.

Respecto a la segunda afirmacion sea f como en las hipotesis. Como Y es conexo,
X localmente conexo y q o f es una aplicacion cubriente, el Lema 2.6 implica que
f € Cov(Z). Dado que Y es conexo, para ver que f es de Galois, por la Proposicién
2.20 se puede probar que Aut(f) actia de manera transitiva en una fibra de f.
En efecto, dado z € Z, se consideran yg,y; € f~'(2). Como para todo i € {0, 1},
p(yi) = qf(yi) = q(2) € X, dado que p es de Galois, existe g € Aut(p) tal que
9(yo) = y1. Si se prueba que g € Aut(f), esto concluye la afirmacion. En efecto,
nétese que fog,f:Y — Z Y esconexoy go(fog)=pog=p=qo f. Ademds,
(fog)(yo) = f(y1) = 2 = f(yo). Luego, como X es localmente conexo, por el Lema
2.5 se concluye que fog = f, lo que prueba la afirmacién.

Dado que f es de Galois, entonces TAut( 5 Y/ Aut(f) — Z es un homeomorfismo,
de lo que se deduce que Z =2 Y/ Aut(f) y ademds, claramente Aut(f) C Aut(p) es
un subgrupo.

La parte de que las funciones dadas son mutuamente inversas es andloga a lo que
se hizo en la prueba del Teorema 1.2.

Para la tltima afirmacion, respecto a la ida sean g € Aut(p) y h € Aut(f).
Si y € Y, entonces pg(y) = p(y). Esto implica que q(fg(y)) = q(f(y)) € X, por
lo que al ser g de Galois, existe [ € Aut(q) tal que I[(f(y)) = fg(y). Ademés, se
observa que fog,lof:Y — Z y queY es conexo, luego, el Lema 2.5 implica que
fog=1o f. Mas aun, el Lema 2.5 permite concluir que de hecho existe una tnica
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[ € Aut(q) con la propiedad de que fog =10 f, lo que dice que se tiene una funcién
¢ : Aut(p) — Aut(q). Mas aun es claro que esta es un morfismo de grupos y es claro
que nuc(p) = Aut(f). Esto muestra que Aut(f) < Aut(p) vy ademds que existe un
morfismo de grupos inyectivo @ : Aut(p)/ Aut(f) — Aut(q). Dado que f y p son de
Galois Y/ Aut(f) = Z y Y/ Aut(p) = X, de donde

Z/(Aut(p)/ Aut(f)) = (Y/ Aut(f))/(Aut(p)/ Aut(f)) =Y/ Aut(p) = X.

Por la biyeccién esto implica que Aut(p)/ Aut(f) = Aut(q) pues ¢ es de Galois.

Respecto al regreso de la afirmacién al ser f de Galois, Y/ Aut(f) = Z y asi se
tiene que Z/ Aut(q) = (Y/ Aut(f))/(Aut(p)/ Aut(f)) = Y/ Aut(p) = X, donde el
ultimo homeomorfismo se da pues p es de Galois. 0

El siguiente resultado da uno de los ejemplos mas importantes de cubrientes de
Galois.

PROPOSICION 2.24. Sea X conexo, localmente conexo y localmente simplemente
conexo. Entonces,

1. La aplicacién cubriente p, : Xy — X es un cubriente de Galois tal que
Aut(p,) = m (X, x)”.

2. Para cadap:Y — X € Cov(X), la accion izquierda de Aut(p,)° en Fiby(p)
dada en la Observacion 2.18 corresponde a la accion de monodromia.

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién, dado que Xy es conexo, por la Pro-
posicién 2.20, la afirmacién es equivalente a probar que dado x € X, Aut(p,) actua
de forma transitiva en p; ' (). En efecto, si [o], [7] € p,'(z), por representabilidad del
funtor Fiby, existen morfismos de aplicaciones cubrientes pjo), pjr) € Cov(X) (pz, pz)

tales que pi([cz]) = [0] ¥ ppy([ce]) = [7]. Nétese que dado [07] € p[;}l([cx]), se tiene

que p,p)([0’]) = pa([c.]) = z, lo que dice que [0'] € (p; © ppy) " (2). Luego, como
Pz © Plo] X, — X es una aplicacién cubriente, la representabilidad del funtor Fib,
implica que existe un tnico p € Cov(X)(pa, Pz 0Pp)) tal que p([c.]) = [0']. Aho-
rase observa que (pip10pipn) (ce]) = poi([07]) = [c2] ¥ 4 p2o(po]opigy) = pe- Luego,
como X localmente conexo y X, conexo, el Lema 2.5 implica que Plo] 0Pl = g, de
donde pj,1 es un homeomorfismo y por lo tanto py,) € Aut(p,). Ademas se observa
que el argumento anterior dependié simplemente de que [o] € p;!(z), lo que implica
que ppr € Aut(p,). Asi, p[T]p[;]l([a]) = pir([cz]) = [7], lo que prueba la transitividad
de la accion.
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Para ver que Aut(p,) = m (X, x)”, ndtese que la accién de la Observacién 2.16 da
lugar a un morfismo de grupos p : m (X, x)” — Aut(Xy). Lo primero que se observa
es que de hecho el codominio puede restringirse a Aut(p,) pues para [a] € m(X,x)
y lo] € Xy pap([ed)([o]) = pa(lax 0]) = (a * 0)(1) = o(1) = px([o]). Asf, abusando
de la notacién se tiene un morfismo p : 7 (X, x)” — Aut(p,). Luego, para probar
la afirmacion se va a ver que este es un isomorfismo, pero en la categoria de grupos
esto es equivalente a probar que es inyectivo y suprayectivo.

Respecto a la inyectividad se va a ver que p tiene nucleo trivial. Para esto sea
[a] € nuc(p). Asi, p([a]) = 1x_, por lo que al evaluar en [c,] € X, se tiene que
[a] = [a * ¢;] = [c;], de donde se tiene el resultado deseado.

En lo que concierne a la suprayectividad sea f € Aut(p,). Asf, f([c,]) € X,
por lo que existe 0 € X' con o(0) = =, tal que f([c;]) = [¢]. Dado que o(1) =
p([0]) = puf([ce]) = pu([ce]) = c(1) = z, entonces o € Q,(X). Asi, se considera
p([o]) € Aut(p,) y se afirma que p([o]) = f. En efecto, lo primero que se observa es
que e([o])([cx]) = [o*xc,| = [o] = f([cz]). También que p,oplo] = p, = p.o [y, dado
que Xy es conexo y localmente conexo, por el Lema 2.5 se concluye que p[o] = f.

Para la iltima afirmacion se observa que la accién derecha de la Observacién 2.18
p~1(x) x Aut(p,) — p~'(x) es equivalente a la accién izquierda Aut(p,)? x p~t(z) —
p~Y(z) dada por (g,y) — ¥y -g. Ademds, por el isomorfismo demostrado esta es
equivalente a una accién 7 (X, x) xp~!(z) — p~!(z) definida mediante [a]-y = p([a])-
y =@, (py o p([a])). Asi, lo que se tiene que probar es que &(1) = ¢, (p, o p([a]))
con & € Y la tnica trayectoria tal que poa = a y @(0) = y. De hecho nétese que
la igualdad que se quiere es equivalente a probar que ps1y = py © p([a]). Asi, como
ambas son funciones con dominio X, y codominio Y, p o (py o p([a])) = p o paq),

(py o p([d]))([ee]) = py([e* &]) = py(la]) = (1) = paq)((ca]). El hecho de que

Xx es conexo y X localmente conexo implican por el Lema 2.5 la igualdad que se
quiere. ]

La interpretacion de los resultados probados en esta seccion tiene como conse-
cuencia directa la prueba del siguiente importante resultado.

TEOREMA 2.25. Sea X conexo, localmente conexo y localmente simplemente co-
nexo. El funtor Fiby es una equivalencia de categorias. En esta equivalencia los cu-
brientes conezxos corresponden a (X, X)-conjuntos con accion transitiva y los cu-
brientes de Galois a cocientes por un subgrupo normal.
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DEMOSTRACION. Para ver que este funtor es una equivalencia de categorias se
va a ver que este es fiel, pleno y esencialmente suprayectivo.

Para ver que es fiel y pleno sean p: Y — X,q: Z — X € Cov(X). Ademas,
puede suponerse sin pérdida de generalidad que Y y Z son conexos. Luego, sea
f € m(X,z) — Set(Fib,(p), Fib,(q)). Al considerar y € p~!(z), témese el morfismo
Dy - X, — Y correspondiente usando la representabilidad del funtor Fiby. Al usar
el teorema de correspondencia de Galois para aplicaciones cubrientes, p, induce un
isomorfismo f, : ¥ — Xx/ H, donde H = Aut(p,), que es el estabilizador de y.
Como f define una funcién inyectiva de H en el estabilizador de f(y), el morfismo
Pr(y) X, — Z induce un morfismo X, /H — Z, por lo que al componer este con f,
se obtiene una funcién continua Y — Z tal que al aplicar Fib, se obtiene f.

La suprayectividad esencial puede nuevamete tratarse sin pérdida de generalidad
para el caso conexo, y esta es sencilla pues del resultado anterior uno de tales cubrien-
tes se obtiene como el cociente de X, con el estabilizador de un punto. Ademss,
las correspondencias dadas en la equivalencia se obtienen nuevamente del resultado
anterior claramente. [

Ademas, también se tiene el siguiente resultado inmediato del anterior.

COROLARIO 2.26. Con las mismas hipotesis del teorema anterior, el funtor Fib,
induce una equivalencia entre las categorias de aplicaciones cubrientes finitas sobre
X, FCov(X), y la categoria de conjuntos finitos con la topologia discreta y una
accion continua de w1 (X, x). En esta equivalencia las aplicaciones cubrientes conezas
corresponden a (X, x)-conjuntos finitos con accion transitiva y las aplicaciones
cubrientes de Galots a cocientes por subgrupos abiertos y normales.

DEMOSTRACION. Es claro del resultado anterior notando que los elementos en
FCov(X) tienen fibras finitas y discretas; observacién que aunada al hecho de que

las categorias G — FSet y G — FSet son isomorfas si G es discreto, dan el resultado
que se busca al considerar el caso particular de G = (X, x). O

4. Ejemplos

Se recuerda que para X un espacio topolégico conectable por trayectorias dados
xo,v1 € X, m(X,m9) = m(X,21). Asi, en tal caso no hay ambigiiedad al escribir
71(X) para el grupo fundamental del espacio X con cualquier punto base.?

2Ver el final de la Seccién 2.5.
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EJEMPLO 2.27. Considérese una aplicacion cubriente trivial p; : X x F — X.
Notese que si |F| > 2, entonces X X F' no puede ser conexo, luego, esta aplicacion no
es en general de Galois. Ademds se observa que f € Aut(py) si y sdlo si f =1x x f
con f 1 F — F un homeomorfismo. Sin embargo, al ser F discreto, esta 1iltima
condicion es equivalente a que f : F — F sea biyectiva. Esto prueba que Aut(py) =
Sk, el grupo de permutaciones sobre F. Es claro que la accion de Aut(py) en F es

transitiva.

EJEMPLO 2.28. Sea n € N*. Considérese la accion de Z"™ en R™ dada por tras-
lacion. Esta accion es continua y de hecho es propiamente discontinua. Asi, por la
Proposicion 2.9 se concluye que mzn : R" — R"/Z" es una aplicacion cubriente con
Aut(mzn) = Z™ y multiplicidad infinita numerable. Dado que R"™/Z" = T™, el n-toro,
esto dice que de hecho Z" es una reticula geométrica en R"™. Ademds, la aplicacion
cociente es de Galois pues R™ es cubriente universal de T™ ya que T" es conectable
por trayectorias y simplemente conexo, asi como R™ es simplemente conexo. Asi, por
la Proposicion 2.22 aunada al hecho de que i (R™) = 0, se concluye que mi (T™) = Z™.

EJEMPLO 2.29. Sea n € N*. La accion antipoda Z/27 x S™ — S™ es propiamente
discontinua pues es una accion de un grupo discreto en un espacio Hausdorff sin
puntos fijos. Asi, por la Proposicion 2.9 se concluye que Tz : S — S"/(Z/2Z) es
una aplicacion cubriente con dos hojas y Aut(nz ez) = Z/27. Esta aplicacion es de
Galois pues es el cubriente universal de RP" = S"/(Z/27). Dado que para n > 2,
m(S™) = 0, entonces la Proposicion 2.22 implica que m (RP") = Z/2Z. En el caso
de n =1 dicha proposicién se convierte en un problema de extension Extl(Z/27,7).

Pero como RP' = S', en este caso el ejemplo anterior permite concluir que 71 (RP*) =
7.

EJEMPLO 2.30. Considérese la accién de Z en R? definida por n-(xy,x2) = (x1+
n, (—1)"zy). Esta es la accion de un grupo discreto que es propiamente discontinua.
Asi, la Proposicion 2.9 implica que 7z, : R?* — R?/Z es una aplicacion cubriente con
multiplicidad numerable y Aut(my) = Z. Se recuerda que puede probarse que en este
caso R? /7. = E(v1), donde E(v{) es la banda de Mobius abierta. Ademds, esto es un
cubriente universal, por lo que esta aplicacion es de Galois. Dado que m (R?) =0, la
Proposicion 2.22 implica que 71(E(y])) = Z.
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EJEMPLO 2.31. Considérense las transformaciones rigidas T, S : R? — R? cuya
regla de correspondencia son T(x1,z2) = (x1 + 1,22) y S(x1,20) = (—x1, 22 + 1).
Sea G el subgrupo de E(2), el grupo de transformaciones rigidas de R?, generado
por T y S. Nétese que G actia en R?> de manera propiamente discontinua. Asf,
g : R? = R?/G es una aplicacion cubriente con multiplicidad |G| y Aut(ng) = G.
Puede probarse que R*/G = K, la botella de Klein, y por lo tanto de la Proposicion
2.22 se tiene que m(K) = G.

EJEMPLO 2.32. Sea p : C — C* la funcién exponencial compleja p(z) = e*.
Esta es una aplicacion cubriente con multiplicidad infinita numerable. Se observa
que si f € Aut(p), entonces e/ = pf(0) = p(0) = 1, lo que implica que eviste
un dnico n € Z tal que f(0) = 2min. Asi, Aut(p) = Z. Esta aplicacion cubriente es
claramente de Galois pues la accion en una fibra siempre es transitiva. Por otro lado,
la proposicion 2.22 aunada al hecho de que w1 (C) = 0 implican que m(C*) = Z.

EJEMPLO 2.33. Paran € NT, sea p : C* — C* la funcidén elevar a la n. Esta
resulta ser una aplicacion cubriente de n hojas que es una aplicacion de Galois. En
este caso es sencillo probar que Aut(p) = Z/nZ.

5. Dos caracterizaciones para Cov(X)

La motivacién de esta seccién es caracterizar de dos formas la categoria de apli-
caciones cubrientes sobre un espacio con ciertas hipétesis de conexidad sobre la base.

5.1. Caracterizacion con gavillas. Un conocido resultado dice que la cate-
goria de gavillas sobre un espacio topologico X es equivalente a la categoria de
homeomorfismos locales sobre dicho espacio (ver por ejemplo el Capitulo 2 de [MM,
pp 90]). En la primera proposicién de este capitulo se mencioné que toda aplicacién
cubriente sobre X es un homeomorfismo local sobre dicho espacio, asi que una pre-
gunta natural es si se puede caracterizar la categoria de aplicaciones cubrientes con
una subcategoria de la categoria de gavillas. La respuesta a esta pregunta afirmativa
y se tratard en esta seccion.

En lo que sigue O(X) denota la categoria de abiertos del espacio X. La categoria
de gavillas sobre X se denota por Sh(X).
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DEFINICION 2.34.

1. Sv F es un espacio discreto, la gavilla de funciones continuas con valores en
F,C(,,F): O(X)® — Set, se conoce como gavilla constante.

2. F € Sh(X) es localmente constante, si para cada © € X eziste U C X
vecindad abierta de x e I, un espacio discreto, tales que F |y es isomorfo a
C(,, 1.)|u, como gavillas sobre U.

Parap:Y — X € Top/X seaI', : O(X)” — Set el funtor que a nivel de
objetos se define mediante I',(U) :={s: U — Y | s es continuay pos =1y} y, en
morfismos como la restriccion al abierto mas pequeno. Como las funciones continuas
satisfacen la “condicién de pegado”, es sencillo ver que I', € Sh(X), y a esta se le
conoce como la gavilla de secciones (transversales) de p. De hecho se tiene el
siguiente resultado.

PROPOSICION 2.35. Seap:Y — X € Top /X con X localmente conexo. Enton-
ces,

1. Sip € Cov(X), entonces Iy, es localmente constante.
2. Sip e Cov(X), entonces I', es constante si y sélo sip es trivial.

DEMOSTRACION. Respecto a la primera afirmacién sea x € X. La Proposicién
2.4 implica que existe V' C X una vecindad abierta de z tal que p~1(V) = V x I con
I € Top discreto. Asi, se afirma que I'y|y = C(_, I)|y como gavillas sobre V.

En efecto, dado U € O(X) se define ¢y : I')(UNV) — C(UNV,I), donde para
sel,(UNV), ¢Yy(s) =mgo fos, conmy: V x 1 — I laproyeccién en la segunda
coordenada y f : p~'(V) — V x I un homeomorfismo en Top /V. Para ver que esta
funcién es un isomorfismo en Set se va a probar que esta es inyectiva y suprayectiva.
Para la inyectividad, dadas s,t € I',(U N'V) tales que ¢y(s) = ¢y(t), es decir,
o0 fos = myo fot, se observa que myo fos = pos = lyny = pot = mo fot, por lo que
de la propiedad universal del producto fos = fot. Ademads, f es un homeomorfismo,
luego s = t. Respecto a la suprayectividad, sea g € C(UNV, I). Considérese la funcién
inducida por la propiedad universal del producto topolégico (¢,9) : UNV =V x I,
donde ¢ : UNV — V es la inclusién. Luego, f1o (1,9) : UNV = p (V) CY
es una funcién continua. Ademas, po (f~ o (s,9)) = mi(t,g9) = ¢, lo que dice que

fto(l,g9) €T, (UNV)y también Yy (fto(t,9)) =mo fo(fto(,g) =g

Lo tinico que resta ver en esta parte es la naturalidad del isomorfismo. Sin embargo
esto es claro pues las restricciones son restricciones de funciones de conjuntos.

Para la segunda afirmacion la ida es consecuencia de que una aplicacion cubriente
con una secciéon global es un homeomorfismo, asi p es trivial. El regreso es claro pues
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sip=p;: X x I — X una aplicacién cubriente trivial, un argumento analogo al de
la primera parte para V = X prueba que I') = C(_, ). O

La proposicién anterior se puede interpretar diciendo que existe una asignacién a
nivel de objetos entre las categorias de aplicaciones cubrientes sobre X y de gavillas
localmente constantes sobre dicho espacio. Para ver que esta asignacién es funtorial
se observa que si f € Cov(X)(p,q), entonces I'(f) : I, — I', se define para que
en cada U C X abierto, I'(f)y(s) = f os. Es muy sencillo ver que I',(f) es una
transformaciéon natural y que de hecho esta I' da lugar a un funtor de la categoria
de aplicaciones cubrientes sobre X a la categoria de gavillas localmente constantes
sobre X la que se va a denotar mediante LCSh(X). Lo que se va a probar es que
cuando X es un espacio localmente conexo, el funtor definido es una equivalencia, y
para probar esto se va a construir un funtor en la otra direccién.

DEFINICION 2.36. Sea F € Sh(X). Dado © € X, se define el tallo de F en x
como el conjunto F, = liger(X) v T U).

Al ser el tallo un colimite, la propiedad universal de este le da caracter funtorial a
esta construccién. Por otro lado, la categoria O(X) es filtrante, asi que en este caso es
un resultado general de la teoria de categorias que se puede dar otra caracterizaciéon
como objeto al tallo de F en x como sigue:

Fo= [ Fwy~

UeO(X) zeU

donde (s € F(U)) ~ (t € F(V)) siexiste W e O(X) conz e Wy W CUNV,
tal que s|w = t|w.

Asi, un elemento en F, es una clase de equivalencia [s € F(U)], para U € O(X)
conx € U,y aestos de les conoce como gérmenes en x. Entonces sea Xr = [[, . Fo
y noétese que se tiene una funcién canénica pr : Xz — X definida mediante pr([s €

Para dar una topologia a Xz, se observa que para U € O(X) y s € F(U), se
puede definir una funcién §: U — Xz mediante 5(z) = [s € F(U)]..

PROPOSICION 2.37. La familia {$(U) | U € O(X), s € F(U)} satisface los
axiomas de una base para la topologia de Xx. Con esta topologia pr es continua asi
como cada funcion §. Mds atun, estas son secciones de pr.
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DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién sean U,V € O(X), s ]:( )y
t € F(V) tales que §(U) Nt(V) # 0. Luego, existe v € U NV tal que [s € F U)]m =
[t € F(V)],. Por definicién esta igualdad implica que existe W € O(X) con W C
UNV yax e W tal que sly = tly. Asi es claro que (s|w)(W) C 5(U)N#V) y

[s € F(U), € (s|w)(W), lo que prueba la afirmacion.

Para ver que pr es continua sea U C X un abierto no vacio. Si [s € F(U)], €
F(U), entonces se tiene que 5(U) C p7 (U) y que [s € F(U)]. € 3(U), lo que prueba
que p7' (U) C Xz es un abierto.

Para concluir, si U € O(X) y s € F(U), para ver que § : U — Xz es continua
seat € F(V) conV € O(X). Dado que z € 371({(V)) siysélosiz € Vy [s €
F()], = [t € F(V)]s, y esto ultimo es equivalente a decir que existe W € O(X)
con W CUNV yaxeW tales que sly = tw, se tiene que W C 57 1(#(V)), por lo
que 571(£(V)) C U es abierto.

Ademés es claro que para s € F(U), pros=1p. U

La proposicion anterior dice que se tiene una asignacién a nivel de objetos entre
las categorias Sh(X) y Top /X.

PROPOSICION 2.38. Si F € Sh(X) es localmente constante con X localmente
conexo, entonces pr € Cov(X). Ademds, esta asignacion da lugar a un funtor

A: LCSh(X) — Cov(X).

DEMOSTRACION. Supéngase que F € Sh(X) es localmente constante. Como X
es localmente conexo, dado x € X existe V' C X vecindad abierta y conexa de x tal
que F |y = C(_, I)]y como gavillas sobre V con I € Top discreto. Dado que p7' (V) =
[l,cy Fzycomo parax € V se tiene que F, = I, entonces pF (V) = ey I =VXI,
que por la Proposiciéon 2.4 implica que pr es una aplicacién cubriente.

Respecto a la funtorialidad nétese que la primera parte de esta proposicién es
la asignacion a nivel de objetos. En lo que respecta a morfismos sea ¢ : F —
G una transformacién natural con F,G € LCSh(X). Asi, para definir A(p) €
Cov(X)(pr,pg) se observa que dado [s € F(U)|. € X, [¢v(s) € G(U)]. € Xg. Asi,
A(e)([s € F(U)].) := [pu(s) € G(U)].. Es claro de la definicién que pg o A(p) = pr.
Para la continuidad sean U € O(X) y s € G(U). Para probar que A(¢) ' (5(U)) C Xr
es un abierto sea [t € F(V)]. € A(p)~1(5(U)). Esto implica que [py(t) € G(V)]. €
5(U), lo que es equivalente a decir que = € V' y [py(t) € G(V)]. = [s € G(U)]..
Esta ultima igualdad es equivalente a decir que existe W € O(X) con W CUNV
y x € W tal que ow(tlw) = ¢v(t)lw = s|lw, donde la primera igualdad se obtiene
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del hecho de que ¢ es natural. Asi, es claro que [t € F(V)], € (t|w)(W) y ademas

(tlw) (W) € A(p)"'(5(U)) pues dado y € W, Alp)([tw € FW)],) = lpw(tlw) €
GV, = lev(B)lw € GOV, = [shw € G(W)], = [s € G(U)], € 3(U). Esto concluye

la prueba de la continuidad.

Para terminar, nétese que es claro de la definicién que A manda composiciones
en composiciones e identidades en identidades, lo que prueba que es en efecto un
funtor. 0

TEOREMA 2.39. Si X localmente conexo, entonces Cov(X) es equivalente a la
categoria LCSh(X). En esta equivalencia las aplicaciones cubrientes triviales co-
rresponden a las gavillas constantes.

DEMOSTRACION. Sea X € Top un espacio localmente conexo. Lo que se quiere
probar es que AoI' = 1ggyx) ¥ I'o A = Ipcshx)-

Respecto a la primera afirmacién dado p : ¥ — X € Cov(X), se define f, :
Xp, = Y mediante la regla de correspondencia f,([s € I',(U)],) = s(z). Es claro de
la definicién que po f, = pr,. Para la continuidad sea U C Y un abierto no vacio. Si
[s € Tp(V)]e € f,7'(U), entonces s(x) € U, lo que es equivalente a que = € s~ (U).
Dado que s7'(U) C X es un abierto y s|yns—1) € Ip(V N s7H(U)), se observa que

(8|V0571(U))(Vﬂ871(U)) C fp’l(U) y que [s € I)(V)], € (slyns—1an)(VNsHTU)), lo
que prueba la continuidad de f,.

Ademss, si f € Cov(X)(p,q) con digamos p:Y — X y q: Z — X, es claro que
el siguiente diagrama conmuta pues todos los triangulos lo hacen.

A
Xr r(f) 0,

pk A‘I

Para concluir la prueba de esta afirmacién, por la Proposicién 2.4 basta con
mostrar que se tiene dicho isomorfismo para p = p; : X x F' — X una aplicacién
cubriente trivial. En efecto, dados U C X abierto y s € I',(U), de la definicién se
tiene que f,(5(U)) = s(U), y dado que s(U) = U x pas(U), con py : X X F — F' la
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proyeccién en la segunda coordenada, se concluye que f,(5(U)) € X x F' es un abierto.
Por definicion de la topologia en X, esto implica que f, es una funcién abierta. La
inyectividad de f, se sigue del hecho de que si f,([s € T,(U)].) = fp([t € T(V)]y),
entonces s(x) = t(y), lo que implica que = = y y asi, s(x) = t(z). La continuidad de
las secciones implica que existe W C U NV abierto con = € W tal que s|y = t|w, lo
que por definicién implica que [s € [',(U)], = [t € [',(V)],. Lo tnico que resta probar
es que f, es suprayectiva. Para esto dado y € Y se tiene que para x := p(y) € X existe
V C X vecindad abierta de x cubierta parejamente por la familia de abiertos en Y,
{Ui | i € I'}. Sea iy € I el tinico indice tal que y € Uj,. Dado que ply,, : Ui, — V es
un homeomorfismo, se tiene que (p|, )~ € Ty(V). As, [(plv,)) ™ € Tp(V)p) € X,

y ademds, fo([(plv, )" € Tp(V)lpw) = (0lu,,) " (p(y)) = v, lo que prueba lo que se
queria y asi, f, es un homeomorfismo natural.

En lo que respecta a la segunda afirmacién, sea F € Sh(X) y ndtese que se
puede definir 77 : F — T, donde para U C X un abierto, 77 : F(U) — ', (U)
tiene por regla de correspondencia 77, (s) = 5. Para ver que 77 define en efecto una
transformacién natural sean U C V' abiertos en X. Lo que se quiere ver es que el

siguiente diagrama conmuta

Lo que es equivalente a probar que para todo s € F(V), (s|y) = §|y, afirmacién
que es clara.

Para ver que 7 es un isomorfismo natural, lo primero que se observa es que si
¢ € LCSh(X)(F,G) y U € O(X), entonces el siguiente diagrama conmuta

F(U) T, (V)
‘pUL lFA(@)U
G(U) —= Ty (U)

U
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Pues si s € F(U), entonces (TA(¢)y o 777)(s) = TA(¢)u(5) = Ap) o 5. Asi, si
z € U, (TA(p)u o 77)(s)(x) = AMp)([s € F(U)lz) = [pu(s) € GU)L = ¢ulls €
F(U)a) = wus(@) = (v o 75)(5)(x)-

Respecto a la prueba de que esta transformacién natural define en efecto un
isomorfismo, por definiciéon de gavilla localmente constante basta con probar el re-
sultado suponiendo que F es constante y asi, sea F = C(_, F), con F € Top
discreto. Luego, la afirmacién es equivalente a probar que dado U C X abierto,
757+ F(U) — T,.(U) es una funcién biyectiva. Pero si s,¢t € F(U) son tales que
7 (s) = 74 (t), entonces § = t. Luego, dado x € U existe W, C U vecindad
abierta de z tal que s|w, = t|lw,. En particular s(z) = t(z) y dado que el ele-
mento x € U fue arbitario, se concluye que s = t. Para la suprayectividad sea
s € I',-(U). Dado = € U, se tiene que s(x) = [s, € F(U,)].. El axioma de gavillas
implica que existe una unica t € F(U) tal que t|y, = s, para todo z € U. Asi,
7 (t)(2) = U(z) = [t € F(U)]x = [tly, € F(Us)le = [s: € F(Up)]s = s(x), lo que
prueba que 7} (t) = s y concluye la prueba de esta afirmacion.

La correspondencia para las aplicaciones cubrientes triviales se sigue de la Pro-
posicion 2.11. O

5.2. Caracterizacion con el grupoide fundamental. La equivalencia que
se va a obtener en esta seccion proviene del hecho de que la accién de monodromia se
puede interpretar funtorialmente de una segunda forma. Para esto se recuerda que el
grupoide fundamental en X, 7<1(X), es la categoria cuyos objetos son los puntos
de X, y para z,y € X, m<1(X)(z,y) consta de las clases de homotopia relativas al
{0,1} de trayectorias cuyo extremo inicial y final son x y y respectivamente.

Se recuerda que un grupoide es una categoria en la que todo morfismo es iso-
morfismo. Luego, nétese que m<1(X) es en efecto un grupoide en sentido categdrico.
Asimismo, en un grupoide todas las familias de automorfismos en un objeto tienen
estructura de grupo. En el caso del grupoide fundamental nétese que si x € X, enton-
ces m<1(X)(z, z) = m (X, x). Ademas, la coleccién de clases de isomorfismo de 7<;(X)
coincide con el conjunto de componentes por trayectorias de X, my(X). Estas tltimas
dos observaciones justifican la notacion para el grupoide fundamental de un espacio
X pues como se ve esta categoria contiene informacién de los grupos fundamentales
del espacio en cuestién asi como de su conjunto de componentes por trayectorias.

Ahora considérese p : Y — X € Cov(X) y ndtese que se puede definir una
asignacién entre categorias, T}, : m<1(X) — Set, que a nivel de objetos tiene por regla
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T,(x) = p~'(x), donde x € X. Ademds, si [0] € m<;(X)(z,y), entonces T,([0])(z) =
(1), donde & € Y7 es el tinico levantamiento tal que 6(0) = z, pod = oy z € p~L(x).

Es sencillo ver que 7, es un funtor, al que se le conoce como el funtor de
transporte. Més aiin, esto da lugar a un funtor 7' : Cov(X) — Fun(7<;(X), Set),
donde para f € Cov(X)(p,q) con digamos p: Y — X y ¢: Z — Y, se tiene que
T(f) : T, — T, tiene por componentes a T(f), : p~*(z) — ¢ '(x) cuya regla de
correspondencia es T(f).(y) = f(y), donde = € X. Un célculo de rutina prueba que
T(f) es una transformacion natural entre T, y 7.

El teorema que se va a probar afirma que cuando X es conectable por trayectorias,
localmente conectable por trayectorias y semilocalmente simplemente conexo, T' es
una equivalencia de categorias. Para esto se va a construir un funtor en la otra
direccion.

Dado F' € Fun(m<;(X),Set), considérese el conjunto Xp := [] .y F(z). Al
considerar para cada z € X la funcién constante con valor z, C, : F(z) — X, la
propiedad universal del coproducto en la categoria de conjuntos implica que existe
una unica funcién pp : Xp — X tal que pp|pu) = C,. Siademas X es conectable por
trayectorias, localmente conectable por trayectorias y semilocalmente simplemente
conexo, entonces la familia de subconjuntos abiertos de X simplemente conexos es
no vacia y dendtese a esta por U. De hecho U es una cubierta abierta de X. Luego,
dados U € U asf como z € U, se define una asignacion ¢y, : U x F(x) — pa'(U)
donde para (u, z) € U x F(z), se considera o € U tal que 0(0) = z y o(1) = u. Dicha
trayectoria existe pues U es conectable por trayectorias. Asi, F'([o]) : F(z) — F(u)
y entonces ¢y (u,z) := F([o])(z). Nétese que esta asignacién es una funcién pues
al ser U simplemente conexo cualesquiera dos trayectorias con los mismos extremos
son homotépicas. Ademds nétese que pr(py.(u,2)) = w € U, por lo que la funcién
estd bien definida.

Ahora se observa que la funcién ¢y, : U x F(z) — pp'(U) es biyectiva. Para
esto si (ug, 20), (w1, 21) € U X F(x) son tales que ¢y ,(uo, 20) = puq(u1, 21), entonces
F([o])(20) = F([7])(21) con o,7 € U’ tales que o(0) = 7(0) = z, o(1) = uy y
7(1) = w;. Dado que ypy(ug, 20) € F(uw) ¥y puz(ur,z1) € F(up), la igualdad de
estos elementos implica que uy = wu;. Asi, por ser U simplemente conexo [o] = [7],
lo que implica que F'([o])(20) = F([7])(21). Pero dado que 7 (X, x) es un grupoide,
[o] es un isomorfismo, asi F' preserva isomorfismos y entonces F([o]) es una funcién
biyectiva, por lo que la ultima igualdad implica que zy = z; y concluye la prueba de
la inyectividad. Respecto a la suprayectividad sea b € p' (U). Dado que pr(b) € U
y U es conectable por trayectorias, existe o € U’ tal que o(0) = z y o(1) = pr(b).
Ademas, por definicién b € F(pp(b)) y F(lo]) : F(z) — F(pr(b)) es una funcién
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biyectiva, por lo que existe un unico z € F(x) tal que F([o])(z) = b. Asi, es claro
que ¢y (pr(b),2) =b.

En resumen se ha probado que se tiene una familia de funciones biyectivas {¢y ;.
UxF(z) = pa'(U) |U €U, v €U}. Alos conjuntos de la imagen de F se les da la
topologia discreta, los dominios de cada funcién son espacios topolédgicos y al dotar
a cada p}l(U ) con la topologia final, dichas funciones se vuelven homeomorfismos.
Sin embargo, para poder definir una topologia en X usando esta familia, tiene que
probarse que hay compatibilidad en las intersecciones de abiertos no vacias, es decir,
que para cualesquiera U,V € U tales que U NV # (), se tiene que 4,0‘_,;1 O YU -
(UNV)x F(zg) = (UNV) x F(x;) es un homeomorfismo. Sin embargo esto es claro
de la definicion de la topologia. Asi, se tiene el siguiente resultado.

LEMA 2.40. Con las condiciones y notacion de antes existe una topologia en Xp
que hace a cada uno de los elementos de la familia {py. : U x F(z) = pa' (U) | U €
U, x € U} un homeomorfismo. Con esta topologia la funcion pr resulta ser una
aplicacion cubriente.

DEMOSTRACION. Por la discusién previa lo tinico que falta probar es que pg :
Xr — X es en efecto una aplicacién cubriente. Para esto se va a usar el Lema 2.4 pues
nétese que dado x € X existe U € U tal que x € U. Asf, oy, : U x F(z) = pa' (U)
es un homeomorfismo. Ademds, se afirma que el siguiente diagrama conmuta

PU.

U x F(x)

' (U)
m Appl([})

U

Sin embargo, esta afirmacién es clara pues para (u,z) € U x F(z) sea 0 € U!
tal que o(0) = x y o(1) = u. Dado que F([o])(z) € F(u), entonces ((pp)|p;1(U) o
Yuz)(u,z) = u = pi(u, z). Esto prueba que ¢y, es un isomorfismo en la categoria
Top /U y concluye la prueba. 0

TEOREMA 2.41. Sea X un espacio conectable por trayectorias, localmente conec-
table por trayectorias y semilocalmente simplemente conexo. Entonces las categorias
Cov(X) y Fun(n<,(X), Set) son equivalentes.

DEMOSTRACION. Se afirma que el funtor 7' : Cov(X) — Fun(n<;(X), Set) es
una equivalencia. Para probar esto se va a ver que este es fiel, pleno y esencialmente
suprayectivo.
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En esta direccién sean p,q € Cov(X) con digamos p:Y — X yq: Z — X. Se
quiere ver que la asignacién inducida por 7', Cov(X)(p, ¢) — Fun(r<,(X), Set)(T'(p), T(q)),
es una biyeccién. Respecto a la inyectividad si f, g € Cov(X) son tales que T(f) =
T(g), entonces sea y € Y y defina z := p(y). Asi, y € p~*(x) y dado que T(f), =
T(g)s, entonces f(y) = T(f)(y) = T(9).(y) = g(y). Dado que el elemento y € Y
fue arbitrario, se concluye que f = g.

Para la suprayectividad sea ¢ € Fun(n<;(X),Set)(T(p),T(¢q)). Se define f :
Y — Z donde para y € Y, f(y) = ¢pu)(y). Es claro por construcciéon que po f = gq.
Ademaés, la continuidad se sigue de la definicién y es claro que T'(f) = a.

En lo que respecta a la suprayectividad escencial dado F' € Fun(n<;(X), Set)
considérese pr : Xr — X la aplicacion cubriente del lema anterior. Nétese que dado
v € X, pp(z) = F(x). Asi, se tiene que T(pr) = F. O

Para concluir el capitulo se va a tratar el problema de la dependencia del punto
base en el grupo fundamental. El resultado que se busca probar es que cuando el
espacio X es conectable por trayectorias, cualesquiera dos grupos fundamentales con
distintos puntos base son isomorfos. Sin embargo, y aunque la prueba clasica no es
complicada pues el isomorfismo se obtiene al tomar la clase del lazo que se obtiene al
conjugar con la trayectoria que une los puntos base, el tratamiento que se quiere dar
es categorico y apovecha la teoria desarrollada hasta este momento. En esta direccién
se recuerda lo siguiente:

DEFINICION 2.42. Una categoria C es conexa si para cualesquiera dos objetos
Co, C, € C, existe un diagrama de forma zig-zag:

A O
Ol CVn—l

Nétese que si C es un grupoide, entonces la condicion de ser conexa es equivalente
a la existencia de un morfismo entre cualesquiera dos objetos. Ademas, se observa
que si X es un espacio conectable por trayectorias, entonces m<;(X) es un grupoi-
de conexo. Luego, el resultado que se busca es consecuencia directa del siguiente
resultado.
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PROPOSICION 2.43. Supdngase que C es un grupoide conexo. Entonces, C es
equivalente a la categoria asociada al grupo de automorfismos de cualquier objeto de

C.

DEMOSTRACION. Sea C' € C y denédtese por B Aut(C) al grupo Aut(C) como
categoria con un unico objeto. Asi, se define una asignacién F' : B Aut(C) — C
mediante F(x) = C' vy, para cada f € Aut(C), F(f) = f. Es claro de la definicién
que F es un funtor y que este es fiel y pleno. Para ver que este es esencialmente
suprayectivo sea D € C. Dado que C es un grupoide conexo, existe un morfismo
f: C — D que es necesariamente un isomorfismo. Asi, F'(x) = C' = D. O

COROLARIO 2.44. Si X es un espacio conectable por trayectorias, entonces para
cualesquiera xg,x1 € X, m (X, z9) = m (X, 21).

DEMOSTRACION. Se deduce del hecho de que por el resultado anterior B Aut(zg) ~
m<1(X)y BAut(zy) ~ 7<1(X), por lo que B Aut(zy) ~ B Aut(x;). Esto implica que
Aut(zg) = Aut(z) y de esto se deduce el resultado deseado pues Aut(z;) = m (X, ;)
para i € {0,1}. O

Para concluir este capitulo se va a presentar una segunda prueba del Teorema
2.41, que es mucho mas categérica. Lo que se va a usar en esta es un conocido
resultado que se deduce del lema de Yoneda cuando se prueba el teorema de Cayley.
Este afirma que para G un grupo, si BG denota al grupo visto como categoria con
un solo objeto, entonces Fun(BG, Set) ~ G — Set.

Asi, para X satisfaciendo las hipotesis del Teorema 2.41, se tiene del corola-
rio anterior que dado x € X, m<1(X) ~ Bm(X,z). Luego, Fun(m<(X), Set) ~
Fun(Bm (X, x),Set), que al usar el resultado mencionado en el parrafo anterior
es equivalente a (X, x) — Set. Pero como se vio anteriormente esta categoria es
equivalente a Cov(X).



Capitulo 3

Morfismos étale finitos y el grupo fundamental algebraico

El presente capitulo comienza dando una nueva caracterizacién del concepto de
k-algebra finita étale a partir de los modulos de diferenciales de Kahler, que agrega
una equivalencia méas a las dadas en la Proposicién 1.28. También, se muestra que
esto da lugar a un funtor, que se conoce como el funtor cotangente relativo, y se
estudian algunas propiedades de éste.

Posteriormente, se introduce el concepto de cubriente étale finito de un esquema
y se estudian algunas propiedades basicas de dichos morfismos, los cuales son el
sustituto, para el caso de esquemas, del concepto de aplicacion cubriente estudiado en
el capitulo anterior. Ademads, se muestra que existe una subclase de dichos cubrientes
para los cuales se tiene un teorema de Galois como sucedia para el caso de las
aplicaciones cubrientes. Los elementos de dicha clase se conocen como cubrientes
étale finitos de Galois.

Con la teoria desarrollada es posible definir un objeto, que se conoce como el
grupo fundamental algebraico de un esquema (sobre un punto geométrico), del cual
se estudian algunas propiedades bésicas. El capitulo concluye con un par de ejemplos
que muestran que este objeto puede considerarse como una generalizacion del grupo
de Galois absoluto de un campo, asi como del grupo fundamental de un espacio
topoldgico bajo ciertas condiciones.

1. Moébdulos de diferenciales de Kahler

A lo largo de este capitulo todos los anillos seran conmutativos y unitarios a no
ser que se diga lo contrario.

DEFINICION 3.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Un morfismo de gru-
pos abelianos d : A — M es una derivacion si se satisface la siguiente propie-
dad conocida como la regla de Leibniz: Para cualesquiera ai,as € A, d(ajas) =

71



72 3. MORFISMOS ETALE FINITOS Y EL GRUPO FUNDAMENTAL ALGEBRAICO

ard(as) + asd(ay). Para A una R-dlgebra una derivacion es R-lineal si es un mor-
fismo de R-mddulos. En este caso, el conjunto de derivaciones R-lineales se denota
por Derg (A, M)

Para A una R-dlgebra y M un R-mdédulo, Derg(A, M) tiene estructura de R-
moédulo al definir la suma de manera puntual y la accién de R en dicho grupo como
(r-d)(a) =rd(a), donde r € Ry a € A.

PROPOSICION 3.2. Sea A una R-dlgebra y d : A — A una derivacion. Entonces,
1. d(1) =0.
2. d € Derg(A, A) si y sdlo si R C nuc(d).

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién d(1) = d(1-1) = d(1) + d(1), don-

de en la ultima igualdad se uso la regla de Leibniz. El resultado se obtiene de la
propiedad de cancelacion respecto a la suma.

Respecto a la segunda afirmacién, para la ida, sea a € R. Entonces, d(a)
d(a-1) = ad(1) = 0. Dado que el elemento fue arbitrario se concluye que R C nuc(d
Respecto al regreso sean aj,ay € Ay r € R. Asi, d(ra; + az) = d(ray) + d(as)
rd(ay) + a1d(r) + d(ag) = rd(ay) + d(az), lo que muestra que d es R-lineal.

~—"

Ol

Una construccion que permite entender de manera complementaria la idea de
derivacion se encuentra en el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.3. Sea A una R-dlgebra. Entonces, existe un tinico A-mddulo
(salvo isomorfismo), Qa/r, con una derivacion R-lineal dy : A — Qa/p tales que
cualquier A-mddulo M y d' € Derg(A, M), existe un unico morfismo de A-mddulos

[ Qapr — M tal que fody = d. En otras palabras, existe una corresondencia
biyectiva entre Derg(A, M) = A — Mod(Q24/r, M).

DEMOSTRACION. Considérense N el A-médulo libre con base el conjunto {d(a) | a €
A}y N’ el submédulo generado por el conjunto {d(r), d(a;+az)—d(a;)—d(az), d(a1as)—
ard(az) — azd(a1)}rer, ai,asca- Luego, se definen Q4,5 := N/N’ y una funcién dy :
A — Q4/r mediante la regla de correspondencia d(a) = d(a).

Nétese que por construccién dy € Derg(A, Q4/r). Ahora, sean M un A-médulo y
d € Derg(A, M). Asi, se define g : N — M como el tinico morfismo A-lineal tal que

para cada a € A, g(d(a)) = d(a). Dado que por definicién g anula a los generadores
de N', entonces este induce un tinico morfismo de A-médulos f : Q4 — M tal que

para cada a € A, f(d(a) + N') = d(a). Asi, f satisface la propiedad que se querfa y
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de este argumento se deduce la biyeccion entre Derg(A, M) y Homa-mod(24/r, M)
al asociar a d € Derg (A, M) el morfismo f € Homa-moa(2a/r, M).

Ademas, la unicidad requerida para €24,z se obtiene de un argumento canénico
en teoria de categorias y se deduce de la biyeccion probada, por lo tanto esta se va
a omitir. 0

DEFINICION 3.4. Para A una R-dlgebra, al A-mddulo Q4/r se conoce como el
modulo de diferenciales de Kadahler de A sobre R. A la derivacion R-lineal
da: A — Qu/r se le conoce como derivacion universal de A en Qy/r. Ademds,
al resultado anterior se le conoce como la propiedad universal del moédulo de
diferenciales de Kdihler (1, /p.

EJjEmMPLO 3.5. Considérese A = R|xy,...,x,] el anillo de polinomios con co-
eficientes en R y n indeterminadas. Dado que para cada i € {1,...,n} se tiene
que a%i € Derr(A, A), entonces por la propiedad universal del mddulo de diferen-
ciales de Kdhler para cada i € {1,...,n}, existe 0; € Homa-moda(Qa/r, A) tal que
0;(dz;) = 95, con 6;; la delta de Kronecker. Esto permite definir un morfismo de
A-mddulos (01, ...,0n) : Qajr — A", que es claramente el inverso del morfismo de
A-mddulos A" — Qu/r que en la base de A" satisface que e; — dx;. Dado que
{1,...,x,} son generadores de A como R-dlgebra, entonces {dxy,...,dx,} son gene-

radores de Qa/r como A-médulo, de lo que se deduce que Qq/p = @?:1 Adz;.

El siguiente resultado dice como asociar a un morfismo de R-algebras una sucesién
exacta de médulos de diferenciales de Kahler. Vale la pena mencionar que esta no es
la tnica forma de asociar una sucesion exacta a este tipo de morfismos pues existe
también la conocida sucesion cotangente relativa, la cual no se encuentra dentro del
material expuesto pues no es necesaria para los fines de este trabajo, pero puede ser
consultada en la Proposicién 16.2 de [E, pp 386].

PROPOSICION 3.6. (Sucesidn conormal) Sea f : A — B un morfismo suprayectivo
de R-dlgebras. Al considerar I = nuc(f), existe una sucesion exacta de B-mddulos
de la forma

[)12—2 B®, Qup s Qpjp— 0.
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DEMOSTRACION. Por el primer teorema de isomorfismo para R-algebras se tiene
que A/I = B. De este isomorfismo resulta claro que hay una accién de B en I/I? y
en el resto de la prueba se identificara B con A/I.

Nétese que el morfismo av: I — B ®4 Q4/r definido mediante a(a) =1 ® da(a)
satisface que a(I?) = 0. Por lo tanto este induce un morfismo de B-médulos 4 :
I/I? = B ®4a Qa/g cuya regla de correspondencia es 6(z + I?) = a(x).

Por otro lado, al usar la propiedad universal del producto tensorial en la funcién
A-bilineal BxQ4,r — Qp/r cuyaregla de correspondencia es (b, da(a)) — bdg(a+1),
se induce un morfismo de B-médulos 8 : B ®4 Q4,r — Q)R-

Es claro que 3 es suprayectiva. Ademds, para x € I se tiene que 36(z + I?) =
B(l1®da(x)) = p(0) =0, por lo que al ser dicho elemento arbitario im(d) C nuc(f).
Para ver que esta contencion es de hecho una igualdad, por el lema de Yoneda basta
con ver que para cada B-mddulo la siguiente sucesién es exacta

Homp(I/12, M) <2 Homp(B ® 4 Qu/, M) -— Homp (k. M)

En efecto, sea g € Homp (B ®4Q4/r, M) tal que 6*(g) = 0. Nétese que por la ad-
juncién del funtor producto tensorial con el funtor hom, el hecho de que Hompg(B, M) =
B y la propiedad universal de las diferenciales de Kéhler se tienen biyecciones
Homp(B ®4 Qa/r, M) = Homy(Qa/r, M) = Derg(A, M), donde g — ¢4 0ds con
@y : Qar = M definido mediante pg(da(a)) = g(1 ® da(a)) para cada a € A.
Se observa que si a € I, entonces p,da(a) = g(1 ® da(a)) = 0, por lo que existe
g : B — M un morfismo de B-médulos definido por g(a + I) = ¢4(da(a)), y de
hecho este es una derivacién R-lineal. Luego, por la propiedad universal de g g
existe un tnico morfismo de B-mdédulos h : Qp/r — M tal que hodp = g. Asi, se
afirma que 5*(h) = g, es decir, que h o § = g. Para probar esto basta con checar
dicha igualdad en elementos de la forma b ® ds(a) € B ®4 A/r- En efecto pues

h(B(b®da(a))) = h(bdg(a+1)) = bh(dg(a+1)) = bg(a+I) = bg(1®d4(a)) = g(bda(a)),

lo que concluye la prueba. 0

Para varios resultados subsecuentes en esta seccion se va a usar la regla de co-
rrespondencia de los morfismos 0 y 3 definidos en el resultado anterior. Por ejemplo,
el siguiente resultado estudia el problema de la inyectividad de ¢, aunque de hecho
dice algo més fuerte.
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PROPOSICION 3.7. Sea f : A — B un morfismo suprayectivo de R-dlgebras y
considérese la sucesion conormal definida por f

I)2—L B &, Qurt— Qpn 0.

Entonces 6 es un monomorfismo que se escinde si y solo si existe un morfismo
de R-dlgebras T : B — A/I* que escinde al morfismo cambio de clase p : A/I* — B.

DEMOSTRACION. =) Como antes se va a escribir B = A/I. Ademds, ndtese
que a lo largo de toda la prueba puede suponerse sin pérdida de generalidad que
I? = 0, pues al considerar la sucesién conormal para el morfismo A — B — B/I?,
esta implica que Q(a,r2),r se obtiene de Q4/x al factorizar por I*Qu g y 6(I%). Sin
embargo, 5([2) - IQA/R y asi, B ®4 Q(A/IQ)/R 2 B®g QA/R-

Ahora, supdéngase que ¢ se escinde por el morfismo de B-médulos o : B ®4
Qur — I, es decir, que 0 00 = 17. Sea v : Qu/rp — B ®4 Q4/r el morfismo
inducido por f ® 1o, . : A®4 Qa/r — B ®a Q4/r usando el isomorfismo canénico
A®4Qa/r = Q. Luego, al definir el morfismo D = coyody : A — A, se tiene
que D € Derg(A, A) y que im(D) C I. Asi, 14 — D : A — A es un morfismo de R-
dlgebras. Ademds, si a € I, entonces D(a) = oyda(a) = o(f @ lg,,,)(1 ® da(a)) =
0(1 ® da(a)) = 0d6(a) = a, lo que muestra que I C nuc(ly — D). Luego, existe
7:A/I — A un morfismo de R-élgebras tal que 7(a+ 1) = (14 — D)(a) = a— D(a).
Para ver que este morfismo es el buscado nétese que como D(a) € I, entonces
pD(a) = 0. Asi, (poT)(a+ 1) = pla— D(a)) = pla) = a+ I, lo que prueba que
poT =1p.

<) Supéngase que 7 : B — A/I? es un morfismo de R-4lgebras tal que p o
7 = 1. Si se define D : A — A mediante D = 14 — 7 o p, entonces ndtese que
im(D) C nuc(p) = I. Dado que I? = 0, se tiene que D € Derg(A, I). Luego, por
la propiedad universal del médulo de diferenciales de Kéahler D induce un tnico
¢p € Homa-moa(Qa/r, I). Ademaés, dado que I? = 0, ¢p se factoriza a través de
0:Q4r ®4 B — I. De donde en particular para cada a € A,

o(da(a) ® 1) = ¢p(da(a)) = D(a).
Para concluir la prueba se afirma que o o § = 1;. En efecto, dado a € I, como
nuc(p) = I, se tiene que

od(a) =c(1®da(a)) = D(a) =a— 1p(a) = a.
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Del resultado anterior se deduce el siguiente importante resultado de &algebra
conmutativa. Se recuerda que para (A, m) un anillo local, un campo de coeficientes
es un subcampo k C A que es isomorfo a un subcampo de A/m mediante la proyeccién
canénica A — A/m.

COROLARIO 3.8. Sea (A,m) un anillo local y supongase que k C A. Sea § :
m/m? — A/ M@ Qa/m el morfismo de la sucesion conormal asociada a f : A —
A/m. Entonces § es un monomorfismo si y solo si existe un campo de coeficientes
para A/ m? que contiene a k. En particular, § es un monomorfismo cuando A/m es
una extesion separable sobre k.

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién considérese el morfismo de k-dlge-
bras suprayectivo A — A/m dado por la proyeccién candnica. Como 6 es un morfismo
de A/m-mddulos, es decir, de A/m-espacios vectoriales, entonces ¢ es un monomor-
fismo si y sélo si es un monomorfismo que escinde, y la existencia del campo de
coeficientes se deduce del resultado anterior.

Si la extensién (A/m)| k es separable, entonces por el Teorema 7.8 de [E, pp 190]
se tiene que A/m tiene un campo de coeficientes que contiene a k. Lo que implica
por la primera parte de la proposicion que d es un monomorfismo. 0

El siguiente resultado establece, entre otras cosas, propiedades de funtorialidad
para el modulo de diferenciales de Kéahler.

PROPOSICION 3.9.

1. Si A es una R-dlgebra finitamente generada, entonces 1a/r es un A-mddulo
finitamente generado.

2. Todo morfismo de R-dlgebras f : A — B induce un morfismo de A-mddulos,
J« 1 Qar — Qp/g.

3. Sif:A— B yg:B— C son morfismos de R-dlgebras, entonces (go f). =
s © J

4. Para A una R-dlgebra, (14). = 1o, -

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién supéngase que A es generado como
R-algebra por el conjunto {ay, ..., a, }. Entonces, se sigue que las clases de equivalencia
del conjunto {da(ai),...,da(a,)} generan a Q4/r como A-médulo, lo que concluye la
prueba de esta afirmacion.

Respecto a la segunda afirmacién primero nétese que f da una estructura de
A-médulo a Qg/r. Ahora, considérese la funcién dg o f : A — Qp . Esta funcién
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es un morfismo de R-mddulos pues es composicion de dos morfismos de R-médulos.
Ademas, esta satisface la regla de Leibniz pues

(dp o f)(a1az) = dp(f(a1)f(az)) = f(a1)(dp o f)(az) + f(az)(dp o f)(a1).

Asi, por la propiedad universal de €24, existe un inico morfismo de A-mddulos,
fe : Qur — Qp/g, tal que f, ody = dp o f, lo que concluye la prueba de esta
afirmacion.

Para concluir, dado que el morfismo asociado a un morfismo de R-algebras se
obtiene a partir de una propiedad universal, el que esta asignacién respete composi-
ciones e identidades es inmediato. 0]

Para dar la definicion de €2 jp como un funtor, con la misma terminologia de
[EGA1], se recuerda que la categoria de dimédulos, que se denotara por DMod,
tiene por objetos parejas (A, M) con A un anillo unitario (no necesariamente conmu-
tativo) y M un A-mddulo. Los morfismos son parejas de flechas (¢, f) : (A, M) —
(B, M) con ¢ : A — B un morfismo de anillos y f : M — N morfismo de grupos
abelianos tales que para cualesquiera a € Ay m € M, f(am) = ¢(a)f(m), es decir,
f es un morfismo de A-moddulos al dotar a N con la estructura de A-médulo inducida

por .

La proposicion anterior y la discusién previa justifican lo siguiente.

DEFINICION 3.10. A la asignacion Q r : R — Alg — DMod se le conoce como
funtor cotangente relativo.

Las siguientes propiedades generales del funtor cotangente relativo seran funda-
mentales para el resultado principal de esta seccién. La primera de estas dice que
dicho funtor preserva productos finitos.

PROPOSICION 3.11. Sean Ay, ..., A, una familia de R-dlgebras y considérese A =
[T, Ai. Entonces Qa/p = 111, Qa,/r como A-mddulos.

DEMOSTRACION. Sean Aj, ..., A, una familia de R-&lgebras y considérese A =
[T, A;. Dado que la familia de proyecciones {m; : A = A;}ieq1,... ) da una estructura
de A-algebra a cada Qu,/g, lo que se va a probar es que el A-médulo []; ; Qa,/r
satisface la propiedad universal que define a 4,r. Para esto, si d; : A; — Qu, /g
es la derivacion universal de A;, entonces al considerar la familia de morfismos de
R-médulos {m; od; : A = Qu,/r}icq1,..n}, esta induce un morfismo de R-médulos
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D : A — [[,Q4,/r Ademds, por la construccién de D es sencillo ver que este
satisface la regla de Leibniz.

Sea ahora M un R-médulo y d € Derg(A, M). Para definir f: [}, Qa,/p = M
un morfismo de A-mddulos, basta con definir para cada i € {1,...,n} un morfismo
de A;-médulos f; : Q4,/r — M. Para esto se observa que dado i € {1,...,n}, se tiene
que dotj : Aj — M es una derivacién R-lineal, con ¢; : A; — A la j-ésima inclusion.
Luego, la propiedad universal de €24,/ permite obtener el morfismo de A;-médulos
que se quiere.

Ademas, la unicidad de f se sigue de su definicién y esto concluye la prueba. [

Respecto al coproducto se tiene el siguiente resultado, que de hecho generaliza el
calculo mostrado en el Ejemplo 3.5.

PROPOSICION 3.12. Sea B el coproducto de una familia de R-dlgebras {A;}icr.
Entonces, Qp/r = @;c/(B ®a, Qay/r) = @ye; (U2 A7) Or Qayy/r).-

DEMOSTRACION. Para i € I nétese que B ®4, Qa,/r = ([1,; Ai) ®@r (Ai @4,
Qayr) = (12 A45) ®r Qa,/r, de donde se deduce el segundo isomorfismo. Para el
isomorfismo que falta probar escribase B; = (]_[J 4i A;) ®r Qa,/r. Luego, lo que se
va a probar es que Qp/r = €, ; B; construyendo un morfismo de B-médulos y su
inversa. Asi, construir un morfismo de B-médulos f : Qp,r — €,.; Bi, es equivalente
a construir una derivaciéon R-lineal B — €D, ., B;. Pero al considerar ¢ € I fija, nétese
que B = ([, Aj) ®r A;, ast que se tiene el morfismo 1y 4, ®d; : B — B;, el cual
es una derivaciéon R-lineal pues d; : A; — €14, /r denota la derivacion universal de A;.
Por lo tanto se tiene el morfismo que se busca al componer con la inclusién de B; en
B.

Por otro lado, para definir g : @@,.,(B ®4, Qa,/r) — /g, por la propiedad
universal del coproducto en B — Mod, esto es equivalente a definir para ¢ € [
morfismos de B-médulos, B ®4, Q4,/r — 2p/r. Dicho morfismo se define con la
regla de correspondencia 1 ® d;a — dp(ti(a)), donde dp : B — Qp/g es la derivacién
universal e ¢; : A; — B la inclusion de A; en el coproducto. Ademads, por construccién
es claro que los morfismos son mutuamente inversos. 0

COROLARIO 3.13. Sea A una R-dlgebra y B = Alxy, ..., x,|. Entonces, Qp/p =
(B®4aQa/r) ® (D], Bdz;).
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DEMOSTRACION. Si se define C' = R[xy, ..., z,], entonces se tiene que B = A ®p
C. Luego, de la proposicién anterior se deduce que Qp/r = (B®4Q4/r)D(B®cQc/R).
Por lo tanto, si se prueba que B®¢ Qe g = @), Bdx;, entonces se tiene el resultado
deseado. Sin embargo, por el ejemplo 3.5 se tiene que Q¢ = @), Cdz;, por lo que
B ®c Qc/r = @), B®c Cdz; = @), Bdx;, que es lo que se queria probar. dJ

El siguiente resultado se puede interpretar como una propiedad de preservacion
de conticleos para el funtor € /p, y es consecuencia directa de la existencia de la
sucesion conormal.

COROLARIO 3.14. Sea f : A — B un morfismo de R-dlgebras yt : B — C' su
conucleo. Entonces se tiene una sucesion exacta de C-mddulos

C®404r —C®pQpr—Qc/r —0.

DEMOSTRACION. Dado que ¢ es un morfismo de R-algebras suprayectivo, al con-
siderar I = nuc(t), existe la sucesién conormal

I)12—2C®pQpn -

QC’/R 0

Asi, Qc/r = (C®pQp/r)/ nuc(f). Pero nétese que por construccién de 0 se tiene
que nuc(f) = {1 ®dpf(a) | a € A}). Ademds se cumple que el morfismo inducido
por f, fi : Qa/r — Sp/g, cumple que f, ody = dg o f, de lo que es claro que
nuc(t) = im(lg ® fi), y se tiene la exactitud deseada. O

De los tltimos dos resultados se obtiene la siguiente importante propiedad ca-
tegdrica, que dice que el funtor cotangente relativo preserva una familia muy especial
de colimites.

COROLARIO 3.15. Sea D wun diagrama en la categoria de R-dlgebras y A =
@i D;. Entonces, 0a/r = ligiA ®p, p,/R-

DEMOSTRACION. Es claro pues se deduce de que €2 /i preserva coproductos y
contcleos, y con estos objetos de puede construir el limite directo de cualquier dia-
grama de A-algebras. O

COROLARIO 3.16. (Propiedad de Localizacion) Sea A una R-dlgebra y S C A un
conjunto multiplicativo. Entonces, Qajs—11/r = A[S™' ®4 Qa/r.



80 3. MORFISMOS ETALE FINITOS Y EL GRUPO FUNDAMENTAL ALGEBRAICO

DEMOSTRACION. Dado que el médulo de fracciones A[S™1] = hﬂfes A; y por

el resultado anterior el funtor cotangente relativo preserva limites directos, entonces
basta con probar el resultado al tomar S el conjunto multiplicativo formado por las
potencias de f € A. En efecto, como Ay = Alz|/(fx—1) por el lema de Rabinowitsch,
al usar el Corolario 3.14 en el morfismo inclusiéon (fz — 1) < A[z] cuyo contcleo es
la proyeccién canénica A[z] — Ay, se deduce que Qu,/r = (Af @ap) Qap/r)/ (1@
da)(fox —1)). Nétese que por 3.13 se tiene que Qap)/r = (Alx] @4 Qa/r) © Alz]dz,
por lo que Af® ) Qap)/r = (Ar@4Qa/R) D Apdr. Més atin, dag(fr—1) = fdapr+
xdap [y [ € Ay es unidad, de lo que se deduce que Q4,/r = Ay @4 Qayg. O

En este momento se disponen de todas las propiedades basicas del funtor cotan-
gente relativo que nos seran de utilidad. Asi, para hallar la conexién del modulo de
diferenciales de Kahler con las k-algebras finitamente generadas étale, se requiere el
siguiente resultado de la teoria de campos.

LEMA 3.17. Sean k — L un morfismo de campos y K|L una extension algebraica
separable. Entonces Qg = K @, Qp k-

DEMOSTRACION. Dado que los funtores Q) y K ®p - conmutan con limites
directos por la Proposicién 3.15 y por ser un adjunto izquierdo, respectivamente,
basta con probar la afirmacién para el caso en que la extensién K |L es finita. Luego,
por el teorema del elemento primitivo existe a € K tal que K = L(a). Ademas, si
[ € L[z] es el polinomio minimo de a, entonces K = L[z]/(f), de donde la sucesién
conormal de k-algebras asociada al morfismo suprayectivo L[x] — K tiene la forma:

(N)/(f*) — K @) Uy s — U/ — 0

Dado que por el Corolario 3.13 se tiene que Q) r = (Llz] ®1 Qp k) ® Lz]de,
entonces K Qpjz) Q) ke = (K ®p Qi) © Kde. Ademds, como mediante este iso-
morfismo al elemento 1 ® dp(f) le corresponde el elemento f'(a)dr en Kdx, del
hecho de que K|L es separable se tiene que f'(a) # 0, por lo que f’(a)dx genera a
Kdzx. De esto se deduce que Qg = K ®r Q). O

Con todas las herramientas desarrolladas se puede probar ahora el siguiente re-
sultado, que es uno de los més importantes de esta seccién.

TEOREMA 3.18. Sea A una k-dlgebra finitamente generada. Entonces A es étale
si y s6lo st Q= 0.
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DEMOSTRACION. Si A es una k-algebra finitamente generada étale, entonces A =
[I;-, Li con L;| k una extensién finita y separable para cada i € {1,...,n}. Por la
Proposicién 3.11 se deduce que Q4,4 =[]}, Qr,/% como A-médulos. Asi, lo que se
tiene que probar es que para cada i € {1,...,n}, Q,/, = 0. Sin embargo, esto es
claro del Lema 3.17.

Para el regreso supéngase que €24, = 0. Como dimy(A) es finita, entonces A es
artiniano. Asi, por el teorema de estructura para anillos artinianos se tiene que A
es producto de una cantidad finita de anillos artinianos locales. Por lo tanto, para
probar la afirmacién se puede suponer que A es un anillo artiniano local. Entonces
sea m C A el ideal maximo de A. Luego, se puede considerar la sucesiéon conormal:

m/m? —= A/m @4 Qa/r, — Qam)y s — 0.

Asf, la hipétesis implica que €(4/m),/x = 0. Més atin, esto implica que la extensién
(A/m)| k es finita y separable. Luego, el morfismo m/m? — A/m® 4y, es inyectivo
por el Corolario 3.8 y asf, m/m? = 0. El lema de Nakayama implica que m = 0 y esto
concluye la prueba pues entonces A| k es una extension finita y separable. 0

2. Morfismos étale finitos

En esta seccién se comenzara por recordar algunos conceptos y resultados béasicos
relativos a la teoria de esquemas. En esta direccion se comienza por recordar que para
f: X — Y una funcién continua y F € ASh(X), se define la imagen directa de
F mediante f, denotada por f. F, como la pregavilla que para V' € O(X) tiene por
regla de correspondencia (f, F)(V) = F(f~1(V)). Ademds, para VW € O(Y) con

V C W, resV (f F) = resﬁjg‘vy)) (F). Puede probarse que de hecho esto da lugar a

un funtor f, : ASh(X) — ASh(Y) y que este tiene un adjunto izquierdo conocido
como el funtor imagen inversa, f~!.

Dado M € A-Mod, a este se le puede asociar un Ox-modulo, con X = Spec A,
que se denota por M, tal que en los abiertos bésicos para la topologia de Zariski de X,
Xy para f € A, M (Xy) = M;. Esta construccion, que se conoce como construccién
“tilde”, define un funtor entre las categorias A-Mod y Ox — Mod, que de hecho
establece una equivalencia de categorias con su imagen. Ademas, este funtor preserva
sucesiones exactas.

DEFINICION 3.19. Sea X un esquema y F un Ox-mddulo. Se dice que:
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1. F es una gavilla casi-coherente (sobre X ) si existe una cubierta afin de
X, {U; = Spec(4;) }ier, tal que para cada i € I, Fly, = M; para M; un
A;-maodulo.

2. F es una gavilla coherente (sobre X) si eziste una cubierta afin de X,
{U; = Spec(A;)}ier, tal que para cada @ € I, F|y, = M; para M; un A;-
modulo finitamente generado.

3. F es localmente libre (sobre X ) si existe una cubierta afin de X, {U; =
Spec(A;) bier, tal que para cada i € I, F |y, = M; para M; un A;-mddulo
libre. Si en este caso resulta que todos los médulos tienen rango constante r,
se dice que F es localmente libre de rango r.

En la busqueda de dar la definicién de los morfismos de esquemas que son los
equivalentes a las aplicaciones cubrientes en topologia, se recuerdan las siguientes
definiciones bésicas.

DEFINICION 3.20. Sea ¢ : Y — X wun morfismo de esquemas afin. Se dice que
dicho morfismo es:
1. finito si para todo U C X abierto, ¢p.Oy(U) es un Ox(U)-mddulo finito.
2. localmente libre de rango finito si es finito y la gavilla ¢.Oy es local-
mente libre de rango finito.

Entre las propiedades basicas de los morfismos finitos y localmente libres de
rango de finito se encuentra que estos son cerrados bajo composicion. Asi, la iltima
definicion que se requiere recordar se encuentra en la siguiente discusion.

Sean ¢ : Y — X un morfismo de esquemas y x € X. Para U C X un abierto
afin, con U = Spec A, tal que x € U, se tiene que a x le corresponde un ideal
primo p, € A. . Si se pone k(z) := A, /p, Ay, para el campo de residuos en el
punto x, el morfismo de anillos canénico A — k(z) induce un morfismo de esquemas
T : Spec k(x) — X. Con esta notacién se define la fibra de ¢ en z, Y,, mediante el
siguiente producto fibrado en la categoria de esquemas

Y, =Y xx Speck(z) —=Y

| ’

Spec k(x) X

Vale la pena mencionar que aunque es sabido que el espacio topoldgico subya-
cente al producto fibrado de dos esquemas no es el producto fibrado de los espacios
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topoldgicos subyacentes en cada uno de los esquemas, esta anomalia no se tiene para
el caso de fibras pues de hecho para cada r € X, ¢~!(z) y el espacio subyacente
al esquema Y, resultan ser homeomorfos. También, se recuerda que a los morfis-
mos Spec(k) — X cuando k es algebraicamente cerrado se les conoce como puntos
geométricos del esquema X.

La definicion que se busca se presenta a continuacion.

DEFINICION 3.21. Sea ¢ : Y — X un morfismo finito de esquemas. Se dice que
el morfismo ¢ es:

1. étale finito si es localmente libre y toda fibra de ¢, Y,, es el espectro de una
k(x)-dlgebra finita étale.
2. cubriente étale finito si es un morfismo étale finito suprayectivo.

EJEMPLO 3.22. Sea n € N con n > 2. Considérese el morfismo de k-dlgebras
k[t] — k[t] tal que t — t", y sea ¢ : A} — A} el morfismo afin inducido. Nétese que
¢ es finito y localmente libre. Sin embargo, este morfismo no es étale pues su fibra
en 0, (A})o, es isomorfa al espectro de un punto no reducido simple.

EJjEMPLO 3.23. Como se menciond en el Capitulo 1, la definicion de k-dlgebra
¢tale tiene una parte geométrica, que como es de esperarse se encuentra conteni-
da en los morfismos étale. Para ver esto, sea L|k una extension de campos finita.
El morfismo de esquemas afin inducido por la inclusion ¢ : Spec L — Speck es
finito y localmente libre. Ademds, este es étale si y solo si Lk es separable. Mas
generalmente, para A una k-dlgebra finita, se tiene que el morfismo de esquemas
¢ : Spec A — Spec k es étale si y solo si A es una k-dlgebra finita étale.

EJEMPLO 3.24. Sea ¢ : Y — X el morfismo de esquemas afines inducido por
el morfismo de anillos candnico A — B, donde B = Al[t]/(f) con f € A[t] un
polinomio mdnico de grado d. Dado que B es un A-mddulo finitamente generado por
el conjunto {1,1, ...,fd_l}, entonces ¢ es un morfismo finito y localmente libre. Mds
atun, si med(f, f') =1 en Alt], entonces dado v € X se tiene que Y, = Spec(B ®4
k(x)), y dado que B ®4 k(z) = k(2)[t]/(f), el que f tenga raices simples implica
que k(z)[t]/(f) es una k(x)-dlgebra finita étale. Por lo tanto, bajo estas condiciones
¢:Y — X es un morfismo étale finito.
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EJEMPLO 3.25. Sea ¢ : Y — X un morfismo de esquemas afines con X neteriano
y normal de dimension 1. Si X = Spec A, Y = SpecB y ¢ es inducido por una
inclusion A C B, entonces A y B son anillos de Dedekind y los puntos en la fibra
p € X corresponden a factores primos p; en la descomposicion pB = p]fl cLepir. En
particular, Y, es espectro de una k(p)-dlgebra finitamente generada étale si y solo si
k; =1 para todo i € {1,...,n}.

Un caso particularmente interesante que conecta se da cuando se considera una
torre de extensiones finitas L| k|Q. Luego, al considerar A la cerradura entera de
Z en k y B la cerradura entera de Z en L, se tiene que el morfismo de esquemas
afines ¢ : Spec B — Spec A es finito y suprayectivo. Asi, en este ejemplo ¢ es un
cubriente étale si y sdlo si la extension L| k es no ramificada. Mds ain, un famoso
teorema de Minkowski afirma que toda extension no trivial Q se ramifica (ver por
ejemplo Teorema 2.18 [Neu, pp 207]). Por lo tanto, el teorema de Minkowski puede
interpretarse diciendo que SpecZ no tiene cubrientes étale finitos no triviales.

EJjemMPLO 3.26. Un encaje cerrado es étale si y solo si es un encaje abierto y
cerrado (Ver Proposicion 5.17 [L, pp 74-75]).

Ahora se discutiran algunas propiedades relativas a la clase especial de morfismos
que se muestran en la Definicion 3.21.

PROPOSICION 3.27. Sea X un esquema afin. El funtor F : (AfSm/X)? —
qCoh(Ox —Alg) que a nivel de objetos se define como (¢ : Y — X) — ¢.(Oy), es
una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION. Lo primero que se observa es que por definicién de morfismo
de esquemas F' estd bien definido, es decir, que dado ¢ : Y — X € (AfSm/X), se
tiene que ¢,(Oy) es un Ox-médulo y que ademds dado U = Spec A C X un abierto
afin, como ¢~1(U) = Spec B, se tiene que al considerar a B como un A-mddulo se
satisface que ¢,(Oy)|y = B. También se observa que para ¢ € (AfSm/X)(p :
Z = X,0:Y = X)=AfSm/X(¢: Y = X, ¢ : Z — X), F(¥)) = ¢, con
wﬁ 057 — w*Oy

Para probar la afirmacién que se quiere se va a construir un funtor
G : qCoh( Ox —Alg) — (AfSm/X)”

tal que FoG = lgcon( oy —alg) Y GOF = 1(agsm/x)or- Asi, dada A € qCoh( Ox —Alg),
considérense abiertos distinguidos de X, U = Spec Ay V' = Spec B. Si estos son tales
que U NV # (), entonces se cubre por abiertos distinguidos a dicha interseccién y
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sea W = Spec C' uno de tales abiertos distinguidos. Dado que W C U, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

resy, (A)

AU 2V A w)

OX(U) e OX(W)

res, (Ox)

Dado que C' es una localizaciéon de A y B, entonces A(W) es una localizacién de
AU) y A(V), por lo que se pueden identificar A(U) y A(V) a lo largo de A(W).
Ademas, los morfismos de anillos rpy : A — A(U) y ry : B — A(V) inducen los
morfismos de esquemas afines (¢4)y : Spec A(U) — Uy (¢a)v : Spec A(V) — V.
Pero los isomorfismos dados por los abiertos distinguidos que cubren a UNV permiten
definir un isomorfismo de esquemas afines (¢4); (U NV) = (¢4)y' (U N V). Sin
embargo, como estos isomorfismos son definidos mediante los morfismos de restriccion
de una gavilla, estos definen globalmente un morfismo ¢4 : ¥ — X, el cual es por
construccién afin. Notacionalmente se escribe Y = Spec(A).

La construccién anterior permite definir G(A) = ¢4. Ademds, como para cada
abierto affn U C X se tiene que (¢4).(Oy)(U) = Oy (¢4 (U)) = Oy (Spec A(U)) =
A(U), se deduce que FG(A) = F(¢p4) = (¢4).Oy = A.

Por otro lado, dado ¢ : Y — X € (AfSm/X)? y al ser 9.0y € qCoh(Ox—Alg),
de la construccién se tiene que Y = Spec(¢.Oy) en Sm/X. Entonces GF(¢) =
G(0:0y) = ¢g.0, = ¢, de lo que se deduce la afirmacion. O

Del resultado anterior y de la definiciéon de morfismos finitos étale se obtiene el
siguiente resultado de manera inmediata.

COROLARIO 3.28. Definir un morfismo localmente libre sobre un esquema X
es equivalente a definir una Ox-dlgebra casi-coherente de rango finito como Ox-
mddulo. Ademds, los morfismos étale finitos corresponden a Ox-dlgebras A tales que
Az ®oy, k(7) es una k(z)-dlgebra finita étale para cada v € X.

PROPOSICION 3.29. Un morfismo finito de esquemas ¢ : Y — X es localmente
libre si y solo st 9Oy es una gavilla plana de Ox-mddulos.

DEMOSTRACION. Se deduce del hecho de que sobre un anillo local (R, m), un
R-modulo es libre si y sélo si es plano. O
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PROPOSICION 3.30. La imagen de un morfismo finito y localmente libre es abierta
y cerrada.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : Y — X un morfismo finito y localmente libre. Dado
que todo morfismo finito entre esquemas afines es cerrado, se deduce que ¢(Y) es
cerrado en X. Para la segunda afirmacién se recuerda que ¢(Y') = supp(¢.Oy ), por
lo que si ¢(y) € ¢(Y), entonces por definicién de soporte se tiene que (¢.Oy )4 7
0. La definicién de tallo implica que existe U C X abierto tal que ¢(y) € U y
(¢:Oy)(U) # 0, de lo que se deduce que U C ¢(Y') y asi, ¢(Y') es abierto en X. [

En direccion de buscar una estructura categérica para los morfismos étale finitos,
noétese que la identidad sobre un esquema es un morfismo étale finito. También se
tiene lo siguiente.

PROPOSICION 3.31. Sean ¢ : Y — X y v : Z — Y morfismos de esquemas étale
finitos. Entonces, p o) : Z — X es un morfismo étale finito.

DEMOSTRACION. La composicién de morfismos finitos y localmente libres es fi-
nito y localmente libre. Asi, sea z € X y considérese el siguiente diagrama donde
cada uno de los cuadrados en un producto fibrado.

Xy Y, —=Z

Lk

Y, Y

N

Speck(x) —= X

T

Como el cuadrado exterior es un producto fibrado, entonces 7, = 7 xy Y,. Al
ser ¢ étale finito, se tiene que Y, = Spec([];_; L;) con L;| k(x) extensién finita y
separable para cada i € {1,...,n}. Ademds, dado que Z xy Y, =[], Z Xy Spec L;,
al ser ¢ étale finito, para cada i € {1,...,n} existe A; una L;-dlgebra finita étale
tal que Z Xy Spec L; = Spec(4;). Asi, Z xy Y, = Spec([]i_, 4;) y por lo tanto
Z, = Spec([[;—, A;). Nétese que [], A; es una k(x)-dlgebra finita étale pues cada
A; es étale finita sobre L; y L;| k(x) es una extension separable. O

El siguiente resultado también tiene una interpretacion categoérica pues tiene que
ver con la preservacion de la propiedad de ser étale finito bajo productos fibrados,
es decir, de la existencia de un funtor cambio de base.
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PROPOSICION 3.32. Sean ¢ : Y — X un morfismo étale finito y ¢ : 7 — X un
morfismo de esquemas. Si el siguiente diagrama representa el producto fibrado de ¢
a lo largo de 1

Y xx 22y

N

Z X,

entonces ps 1 Y Xx Z — Z es un morfismo étale finito.

DEMOSTRACION. Se sabe que con estas hipétesis ps es un morfismo localmente
libre de rango finito. Asi, lo que resta probar es la condicién sobre las fibras. Para
esto sean z € Z y Z : Spec K — Z un punto geométrico que define dicho elemento.
Entonces considérese el siguiente diagrama:

(Y xx 2), ==Y xx 7 2>Y

.| | Jo

Spec K —— Z m X,

Dado que ambos cuadrados son productos fibrados, entonces el cuadrado com-
pleto es un producto fibrado, lo que prueba que (Y X x Z), = Y0z Pero al ser ¢ un
morfismo finito étale, esto implica que Y,z es isomorfo al espectro de una K-algebra
finita étale, de lo que se deduce que (Y xx Z), es isomorfa a una K-dlgebra finita
étale y concluye la prueba de la afirmacion. 0

Una vez que ya se tienen las propiedades basicas de los morfismos étale finitos,
lo que se busca es un teorema de caracterizacion de dichos morfismos. Para esto se
requiere un resultado algebraico, por lo que considérese A una R-algebra. Dado que
el producto en A es una funcién R-bilineal, esta induce un morfismo de A-mdédulos
m: A®rA — A. Luego, escribase I = nucm. Nétese que I = ({1®a—a®1|a € A})
como A ®r A-médulo pues para la contecién no trivial, dado Y | a; ® b; € nucm,
se tiene que y ", a;b; = 0. Asi que,

n

i=1 =1 =1

i=1
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LEMA 3.33. Sean A una R-dlgebra e I el nicleo del morfismo inducido por el
producto m : A ®@r A — A. Entonces, existe un isomorfismo canonico de A-maodulos
entre Qa/p e I/1%.

DEMOSTRACION. Por la propiedad universal del médulo de diferenciales de Kahler,
el definir un morfismo de A-mddulos ¢ : Qa/p — I/I? es equivalente a definir una
R-derivacién d : A — I/I%. Asi, se define d(a) = (1® a —a® 1) + I? la cual es
sencillo ver que es en efecto una R-derivacién. Por lo tanto, esta define un morfismo
de A-médulos tal que para cadaa € A, ¢(daa) = (1®a—a®1)+1I% Para ver que este
¢ es un isomorfismo, se va a construir su inversa. En esta direccion se considera la es-
tructura estdndar de grupo abeliano en el conjunto A x Q4 /g, y se define el producto
(a,z)(b,y) = (ab,ay + bx). Luego, se considera g : A ®p A — A x Qyu/p defini-
da por la propiedad universal del producto tensorial mediante el morfismo R-bilineal
AxA = AxQuyp tal que (a,b) — (ab,ada(b)). Nétese que g(1®a—a®1) = (0,da),
por lo que g induce el morfismo buscado en la otra direccién al definir g : /1% — Q4 /R
dado por g(z + I?) = mag(x). Esta es una funcién pues g(I?) = 0 por construccién
del producto en A x Q4/g.

Para concluir se observa que (g o ¢)(da(a)) = (0,d4a), por lo que go ¢ = 1q, .
Por otro lado, si « € I tiene la forma x = """  a; ® b;, entonces

pog( x+[2 Zasz Zalqﬁ (da(b Z(ai®bi+aibi®1)+12:x—l—]2,
i=1

pues Y -, a;b; = 0. O

LEMA 3.34. (Cambio de base de las diferenciales de Kdhler) Sean A y B R-
dlgebras. Entonces Qag,pya = A@p Qp/R.

DEMOSTRACION. Considérese el morfismo 1, ® dg : AQr B — A Qr Qp/r, el
cual define una A-derivacion. Asi, por la propiedad universal de las diferenciales de
Kahler este induce un morfismo de (A ®g B)-médulos f : Qag,p)/a = A Qr Qp/r
tal que para cada a € Ay b € B, f(dug,p(a®b)) =a®dg(b).

Por otro lado, la propiedad universal del mdédulo de diferenciales de Kéhler
permite definir un morfismo de B-médulos, Qp/r — Qae,B)/4, tal que dg(b) —
diagrp)(1 ® b). Esto permite definir un morfismo A x Qp/p = Qug,p/r tal que
(a,dp(b)) — dag,p(a®b). Es claro que este es R-bilineal, por lo que este induce un
morfismo g : A®r QUp/r — Quaexp)/r tal que gla x dp(b)) = dag,p(a ®b). Es claro
que g resulta ser la inversa de f. O
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Sea ¢ : Y — X un morfismo separado de esquemas. Para Ay : Y — YV xx Y,
dendtese por Z al nicleo del morfismo de gavillas asociado Ag) : Oyxyy = (A4).Oy.
Como sucede en el caso afin, esto da estructura a Z/Z* de Oyy,y/Z-médulo. Por
definicién A,(Y) CY Xx Y es un subesquema cerrado y ademés la gavilla Z/Z? es
cero fuera de Ag(Y'), por lo que puede identificarse con On (v

DEFINICION 3.35. La gavilla de diferenciales relativas Qy/x es el Oy-

mdodulo definido por el producto fibrado del Oa ,y)-mddulo Z/I? wvia el isomorfismo
Y =2 Ay(Y).

PROPOSICION 3.36. Sea ¢ : Y — X un morfismo finito y localmente libre. Son
equivalentes:

1. ¢ es étale.

2. Qy/;x =0.

3. Bl morfismo diagonal Ay Y = Y Xx Y es un isomorfismo de Y con un
subesquema abierto-cerado de'Y xXx Y.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Como ¢ es finito, entonces es separado y por lo tanto
Qy/x estd definida. Ademads, como se quiere probar una condicién local, puede supo-
nerse que ¢ es un morfismo entre esquemas afines y por la propiedad de localizacion,
cambio de base y la version geométrica del lema de Nakayama, todo se reduce a
probar que para cada x € X, Y, es el espectro de una k(x)-algebra finita étale si y
s6lo si Qy,|speck(z) = 0, condicién que se satisface por el Teorema 3.18.

2 = 3) Dado que ¢ es un morfismo finito, entonces es separado y asi, el morfismo
diagonal A, : Y — Y x x Y es una inmersién cerrada. Luego, a esta corresponde una
gavilla de ideales Z de Y xx Y. Asi, la restriccion de Z/Z% a A4(Y) es isomorfa a
Qy|x, que es cero por hipdtesis. Al usar la versién geométrica del lema de Nakayama
se deduce que el tallo de Z es trivial en todos los puntos de Ay(Y). Ademas, como
T es coherente, se tiene que Z = 0 en un abierto de Y x x Y, por lo que A4(Y') es un
abierto cerradoen Y xx Y.

3 = 1) Sea T : Speck(z) — X un punto geométrico y considérese el morfismo
diagonal inducido por ¢, A, : Y — Y xx Y. Luego, sea el siguiente cuadrado
conmutativo, que es un producto fibrado en la categoria de esquemas.
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Y;; P1 y

D2 YXXY

Spec k(z) ——

Nétese que Y, xx Y = (Y xx Spec k() X g 5y (SPec k() Xx V) = Y, Xg o 75
Y,. Asi, el morfismo A, : Y, — Y, Xx Y inducido establece un isomorfismo de Y
con un subesquema abierto-cerrado de Y, X $pec (@) Y,. Dado que Y, = Spec A con

A una k(x)-dlgebra finitamente generada, entonces Y, tiene una cantidad finita de

puntos, todos ellos con campos de residuos k(x) por ser este campo algebraicamente
cerrado. Asi, si se toma 7 : Spec k(z) — Y, uno de tales puntos, entonces al realizar

un cambio de base a través de 7 se obtiene un morfismo Spec k(x) — Y,,, que es un

isomorfismo con un subesquema abierto-cerrado de Y,. Como Spec k(x) es conexo,
dicho subesquema debe ser una componente conexa. Luego, se ha probado que Y, es
una unién finita de puntos como subesquema, lo que prueba la afirmacion. 0

Vale la pena mencionar que en el teorema anterior las dos primeras implica-
ciones dan un buen criterio para ver si un morfismo finito y localmente libre es
étale, el cual pone en manifiesto que dicha propiedad tiene un trasfondo diferen-
cial. Para ver esto supongase que se tiene un abierto afin de X, U = Spec A, tal
que ¢~ (U) = Spec Alx1, ..., x| /(f1, -, [n) con los polinomios f; ménicos. Si sobre
todos estos abiertos afines el determinante del jacobiano (0;f;);; va a una unidad
en Az, ..., x,)/(f1, ..., fn), entonces Qy/x = 0, y asi ¢ es étale. A esto se le conoce
como el criterio del Jacobiano y para una discusiéon mucho méas amplia del tema
se recomiendan las secciones 5 y 10 del Capitulo 3 en [M].

Para concluir esta seccion se va presentar un resultado mas. Notese que este es
un andlogo, para el caso de esquemas, de la Proposicién 2.4, que se podia interpretar
como una condicion de trivialidad local para aplicaciones cubrientes pues decia que
dichas funciones continuas eran localmente haces triviales, y que de hecho eso las
caracterizaba.
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DEFINICION 3.37. Un cubriente étale finito ¢ : Y — X es trivial si Y es iso-
morfo a una union finita disjunta de copias de X en Sm/X y, ¢ se restringe a la
identidad en cada componente.

PROPOSICION 3.38. Sea ¢ : Y — X un morfismo de esquemas suprayectivo con
X conexo. Entonces, ¢ es un cubriente étale finito si y sélo si existe un morfismo
Y Z — X finito, localmente libre y suprayectivo tal que Y X x Z es cubriente trivial
de Z.

DEMOSTRACION. =) Considérse ¢ como en las hipétesis. Dado que X es conexo,
entonces las fibras de ¢ tienen todas la misma cardinalidad y sea esta n. Luego, la
prueba se va a realizar por induccion sobre n.

El paso base n = 1 es claro. Asi, suponiendo que el resultado es valido para mor-
fismos con fibras de cardinalidad n — 1, supéngase que ¢ tiene fibras con cardinalidad
n. Luego, de la tercera afirmacién del Teorema 3.36 se deduce que A, : Y = YV xx Y
induce una seccién para py : Y Xxx Y — Y. De hecho nétese que esto dice que
Y xx Y Z2Y]]Y’ con Y’ subesquema abierto y cerrado. Asi, del Ejemplo 3.26 se
deduce que la inclusion ¢ : Y — Y X x Y es un morfismo étale finito. Por otro la-
do, de la Proposicion 3.32 se deduce que py es un morfismo étale finito, por lo que
peot: Y’ — Y es un morfismo étale finito. Luego, al aplicar la hipdtesis de induccién
se deduce que existe ¢’ : Z — Y tal que el morfismo ¢» : Y’ Xy Z — Z es finito,
localmente libre, suprayectivo y trivial. Luego, el morfismo ¢ : Z — X definido por
1) = ¢ o 1)/ permite concluir lo mismo respecto a ¢.

<) Lo primero que se va a probar es que ¢ es finito y localmente libre. Para
esto ndtese que si U = Spec(A) es un abierto afin, por hipdtesis ¢ se restringe a un
morfismo Spec(B) — Spec(A). Por otro lado, la hipétesis implica que el morfismo
se restringe a un morfismo Spec(C') — Spec(A) con C' un A-mdédulo libre finitamente
generado, asi, B®4 C es un C-médulo libre finitamente generado. Mas ain, B® 4 C
es un A-modulo libre y finitamente generado. Pero como C' = A" para algtin n € NT,
se tiene que B®4 C' = B", por lo que la ultima observacién implica que B debe ser
un A-modulo libre finitamente generado.

Respecto a la propiedad de ser ¢ étale finito, considérese Z : Spec K — Z un
punto geométrico de Z. Dado que Yyoz = (Y X x Z)z y de la hipdtesis de trivialidad
(Y xx Z)z = [],cp Spec K para F finito, esto implica que la fibra Y.z es finita, es
decir, es el espectro de una K-algebra finita étale. Asi, el resultado se concluye del
hecho de que 1) es suprayectiva. 0
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3. Cubrientes étale finitos de Galois

Para comenzar esta seccion se requiere del siguiente resultado que es el analogo
del Lema 2.6 para el caso de esquemas, y que muestra nuevamente la analogia entre
los cubrientes étale finitos y las aplicaciones cubrientes.

LEMA 3.39. Sean ¢ : Y — X y o : Z — Y morfismos de esquemas tales que
oo Z — X y ¢ son étale finitos, entonces ¥ también lo es.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama donde el cuadrado es el pro-
ducto fibrado de ¢ o 1) a lo largo de ¢. Se recuerda que en teoria de categorias este
diagrama representa la construccion de la gréfica de v, que es el morfismo I'y.

Noétese que por construccién ps o I'y = ¢ y ademés p, es un morfismo étale
finito por la Proposicion 3.32. Asi, si se prueba que I'y es un morfismo étale finito,
entonces 1 es composicion de dos morfismos étale finitos y por lo tanto es uno de
tales morfismos, lo que concluiria la prueba. Por lo tanto, lo que se tiene que probar
es que I'y, es un morfismo étale finito.

En efecto, se sabe que la grafica de ¢ también puede ser construida como el
morfismo cambio de base de Ay a lo largo de 9 x x 1y. Luego, por la Proposicion
3.36 se tiene que la inmesiéon Ay establece un isomorfismo entre Y y un subesquema
abierto-cerrado de Y x x Y por ser ¢ étale finito, lo que implica que A, es un morfismo
étale. Por lo tanto la Proposicién 3.32 implica que I'y, es un morfismo étale finito. [

PROPOSICION 3.40. Sean ¢ : Y — X wun cubriente étale finito y s : X — Y
una seccion de ¢. Entonces, s induce un isomorfismo entre X y un subesquema
abierto-cerrado de Y. En particular, si X es conexo, entonces s(X) es isomorfo a
una componente conexa de Y .
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DEMOSTRACION. Dado que 1x y ¢ son morfismos étale finitos y ¢ os = 1x, el
lema anterior implica que s también es étale finito. Luego, por la Proposicion 3.30 se
deduce que s(X) es isomorfo a un subesquema abierto-cerrado de Y, lo que prueba
la primera afirmacién.

La segunda afirmacién se deduce del hecho de que para X conexo, s(X) es un
conexo y por lo tanto se encuetra contenido en una componente conexa de Y. Al ser
este conjunto un abierto-cerrado no vacio, tiene que ser igual a toda la componente
conexa. 0]

Del resultado anterior se deduce el siguiente corolario que es un analogo del Lema
2.5 que fue muy util para probar distintos resultados a lo largo del capitulo anterior.

COROLARIO 3.41. Sean ¢ : Y — X y ¢ : Z — X morfismos de esquemas con
Y conexo y ¢ étale finito, asi como ¢1, 92 1Y — Z tales que po ¢ =@ o gy =1 y
existe un punto geométricoy : Spec k(y) — Y con la propiedad de que ¢10Y = p07.
Entonces, ¢1 = ¢o.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama donde el cuadrado es un pro-
ducto fibrado e i € {1, 2}.

Dado que ¢ es étale, entonces py es étale. Ademds, nétese que para i € {1,2} se
tiene que py o (ﬁl = 1y, es decir, gbAl y (52 son secciones de py. Asi, de la proposiciéon
anterior se deduce que estas inducen un isomorfismo de Y con alguna componente
conexa de Z X x Y. Pero como por hipdtesis ¢, oy = ¢9 07, entonces la componente
debe ser la misma y por lo tanto q§1 = ¢Ag, de lo que se deduce el resultado. 0

Para el siguiente resultado se requiere de una discusién previa cuyo objetivo es
obtener un analogo del grupo de transformaciones cubrientes para un esquema. Sean
¢ Y — X un morfismo de esquemas y Aut(Y|X) el conjunto cuyos elementos son
los automorfismos de Y que fijan ¢. Es claro que este conjunto es de hecho un grupo
con operacién la composicion.



94 3. MORFISMOS ETALE FINITOS Y EL GRUPO FUNDAMENTAL ALGEBRAICO

Por otro lado, dado un punto geométrico de X, T, nétese que por la propie-
dad universal que define a la fibra geométrica existe una biyeccion entre los con-

juntos Sm/ Spec k(x)(Spec k(z),Y,) vy Sm/X (Speck(x),Y’), es decir, entre puntos
geométricos de la fibra en x de ¢, y puntos geométricos de Y.

Spec k(z)

Y

P2l o)

Speck(z) —= X

T

1Spec k(x)

Denétese por Fz(¢) := Sm/X(Speck(z),Y). Mas ain, ndtese que Aut(Y|X)
actiia en Fx(¢) pues si 7 : Speck(z) — Y es un punto geométrico de Y en la
categoria Sm/X y ¢ € Aut(Y|X), entonces se define ¢ - 7 := ¢ oy. Como es claro
que ¥ -y : Specm — Y y ademés ¢ o (¢ -y) = (pot)) oy = ¢ o7, entonces
V-7 € Fz(9).

PROPOSICION 3.42. Sea ¢ : Y — X un cubriente étale conexo finito. Los ele-

mentos no triviales de Aut(Y|X) actian sin puntos fijos en cada fibra geométrica.
Mas ain, Aut(Y|X) es finito.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue inmediatamente del corolario
anterior. Para la segunda afirmacion, sea © € X. Luego, se construye la funcion
[ Aut(Y|X) — Fz(¢) mediante la regla de correspondencia f (1)) = 1-z. El corolario
anterior implica nuevamente que f es inyectiva, por lo que | Aut(Y'|X)| < |Fz(¢)|. Sin
embargo, al ser ¢ un cubriente étale finito, existen L1, ..., L, extensiones separables
finitas de k(x) tales que Y, = Spec(][_, L;). Pero como el funtor Spec manda
productos en uniones ajenas, Y, = [["_, Spec(L;), de donde |Y;| = n. La afirmacién
se sigue del hecho de que |Y;| = |F&(9)]. O

Notese que el resultado anterior puede considerarse un analogo de la accion de
monodromia estudiada en el capitulo anterior. Ademds, al tener una accién en el
conjunto de fibras geométricas, una pregunta inmediata es si existe un analogo a la
Proposicién 2.9 pues ademas de que esta proporciona distintos ejemplos de aplicacio-
nes cubrientes, la definicién de aplicacién cubriente de Galois estd inspirada en saber
si una aplicacion cubriente puede ser pensada como una proyeccion en un espacio
de érbitas. En esta direccion, lo que sigue es estudiar cocientes de esquemas por la
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accion de subgrupos de su grupo de automorfismos. Luego, considérese ¢ : Y — X
un morfismo de esquemas afin suprayectivo y G C Aut(Y|X) un subgrupo finito.
A nivel de espacios topoldgicos se tiene que la proyeccion en el espacio de orbitas
e Y — Y/G permite dotar a Y/G con la topologia cociente.

Ademads, dado que para cada g € G, (1¢):Oy = (7¢)«g:Oy, entonces existe
una accion derecha canénica de G en (7g).Oy. Asi, se define Oy como la gavilla
de secciones G-invariantes de (7g).Oy, con lo que se obtiene un espacio anillado

(Y/G,Oyq).

PROPOSICION 3.43. El espacio anillado (Y/G, Oy /) es un esquema y el morfismo
e Y = Y/G es afin y suprayectivo. Ademds, ¢ 1 Y — X se factoriza a través de
e mediante un morfismo afin i : Y/G — X.

DEMOSTRACION. Como ¢ : Y — X es un morfismo afin, supéngase que X =
Spec A y Y = Spec B. Luego, el morfismo ¢ es inducido por un morfismo de anillos
f:A— B. Asi, la accién de G en Y induce una accién de G en B y sea B¢ el anillo
de G-invariantes de B. Ademds, el hecho de que G C Aut(Y|X) implica que f tiene
una factorizacién a través de B9, es decir, existen morfismos de anillos que hacen el
siguiente diagrama conmutativo.

A ! B
~ oA
BG

Asi, al aplicar el funtor Spec se tiene que ¢ = Spec(f) = Spec(f) o Spec(r),
donde Spec(t) : Y — Spec(BY) y Spec(f) : Spec(BY) — X, por lo que al tomar
e = Spec(t) v ¥ = Spec(f), ¢ =1 omg con ¢ y 7 afines.

Lo siguiente que se va a probar es que 7 es suprayectivo. Para esto se observa
que B es entero sobre BY pues dado b € B se tiene que al considerar p € B%|[x]
definido por p = 3~ (z — (b)), este polinomio es ménico y satisface que p(b) = 0.
Entonces, por el teorema del ascenso, dado p € Spec(BY), existe q € Spec(B) tal
que q N BY = p, condicién que implica que 7¢(q) = p.

Para concluir la prueba se afirma que Y/G = Spec(B%). En efecto, para aligerar
la notacién dendtese por Yz = Spec(BY). Asi, lo primero que se observa es que
para identificar los espacios subyacentes de Y/G y Y, basta con identificarlos como
conjuntos pues un conjunto de la forma V (/) C Y da lugar a uno de la forma
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V(I%) C Yg. Ademss, como se acaba de ver la suprayectividad de 7¢ : Y — Yg, lo
que se quiere probar es que las fibras de dicho morfismo son G-érbitas de Spec B.
Para esto supéngase que dos G-érbitas {o(P) | 0 € G} y {0(Q) | 0 € G} de puntos
de B, provienen del mismo punto P¢ € Spec(BY). Dado que la fibra Yj(p) es cero

dimensional, entonces o(P) y o(Q) inducen ideales maximos o(P) y o(Q) del anillo
B ®pa k(PY) con No(P) = No(Q) = 0. Asi, al usar el teorema chino del residuo
se encuentra b € B tal que b € o(P) y b ¢ 0(Q) para cada o € G, lo que es una
contradiccién. Para concluir, se observa que para probar que ((1¢).Oy)¢ = Oy,
la primera gavilla es casi-coherente y proviene del nticleo del morfismo de gavillas

casi-coherentes

7.0y — EB 7Oy,

g (,eyo(g) — g, -.0).

Esto implica que es suficiente con checar el isomorfismo en los anillos de secciones
sobre Yg, que es B¢ es ambos casos. 0

El siguiente resultado dice que si de hecho ¢ : Y — X tiene estructura de
cubriente étale finito conexo, esta se hereda a mg.

PROPOSICION 3.44. Sea ¢ : Y — X wun cubriente étale finito conexo y G C
Aut(Y|X) un subgrupo. Entonces g 1Y — Y /G es un cubriente étale finito de Y/G
y el morfismo afin ¢ : Y/G — X también lo es.

DEMOSTRACION. Basta con probar que ¢ : Y/G — X es un cubriente étale finito
pues mg va lo es al ser ¢ étale finito. Asi, al aplicar la Proposicion 3.38, se obtiene un
cambio de base Y X x Z — Z tal que Y X x Z es una union finita disjunta de copias de
Z. Por otro lado, existe una accién canénica de G en Y X x Z que viene del cambio de
base de Y, la cual induce un isomorfismo (Y x x Z)/G = F/G x Y, con F el conjunto
finito tal que Y xx Z = Z x F. Ahora se observa que (Y xx Z)/G =2 Y /G xx Z, por
lo que se tiene un morfismo canénico de comparacién Y xx Z — Y/G X x Z que es
constante en GG-Orbitas. Asi, para ver que este induce un isomorfismo se va a trabajar
sobre una vecindad afin U = Spec A en cada punto de X, con preimagen Spec B y
SpecC en Y y Z, respectivamente. Pero como existe un isomorfismo BY @4 C' —
(B®4 )Y para U tal que C es un A-médulo libre con accién trivial de G, entonces
esto define un isomorfismo Y/G xx Z = F/G x Y, que es nuevamente una unién
finita ajena de copias de Z. Luego, al usar nuevamente la Proposicién 3.38 se tiene
el resultado deseado. 0J
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Con el resultado anterior se tiene el primer ingrediente que se quiere para formular
un teorema fundamental de la teoria de Galois en el caso de esquemas. El ingrediente
restante serd definir los morfismos en los cuales dicho teorema sera valido. En esta
direccion se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.45. Sea ¢ : Y — X un cubriente étale finito conexo. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:
L | Aut(Y|X)| = [F&(0)].
2. Aut(Y|X) actia de forma transitiva en toda fibra geométrica de un punto T
de X.

3. Aut(Y|X) actia de forma transitiva en alguna fibra geométrica de un punto
T de X.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Considérese la funcién f : Aut(Y|X) — Fz(¢) definida
por f(¢) = v -y, para § € Fz(¢). Como se vio en la prueba de la Proposicién
3.42 esta funcién es inyectiva. Como por hipétesis el dominio y codominio tienen la
misma cardinalidad y esta es finita por la Proposicién 3.42, entonces esta funcién es
suprayectiva. Para concluir, notese que la suprayectividad implica la transitividad
en fibras geométricas.

2 = 3) Es claro.

3 = 1) Sea f : Aut(Y|X) — Fz(¢) la funcién inyectiva usada en la primera
implicacion de la prueba. Luego, la transitividad es equivalente a la suprayectividad
de esta funcién, lo que establece la biyeccion deseada. U

La proposicion anterior es un claro analogo de la Proposicion 2.20 del capitulo
anterior. Por lo tanto, es de esperarse que se tenga lo siguiente.

DEFINICION 3.46. Un morfismo de esquemas que cumple una, y por lo tanto todas
las afirmaciones equivalentes del resultado anterior se conoce como un cubriente
étale finito de Galois. Ademds, a la cardinalidad de |Fz(¢)| se le conoce como el
grado del morfismo ¢ en el punto T.

EJEMPLO 3.47. Sea L| k una extension de campos finita. Entonces, el morfismo
de esquemas afines inducido por la inclusion Spec L — Spec k es un cubriente étale
finito de Galois si y sdlo sila extension L]k es de Galois. El grado de dicho morfismo
es [L: kl.
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EJEMPLO 3.48. Para k campo sea A = k[t,t7], el anillo de polinomios de Laurent
con coeficientes en k en una indeterminada. Para n € Z \ {0} sea f, : A — A el
morfismo de anillos tal que f,(t) = t". Asi, dicho morfismo induce un morfismo
de esquemas afines ¢, : Spec A — Spec A finito, localmente libre y suprayectivo.
Sin > 0 ycark { n, entonces f, es isomorfo al morfismo candnico g, : A —
Alz]/{z" — t). Dado que “L(a™ —t) = na™', la hipdtesis sobre la caracteristica
implica que med(z™ —t, (2" —t)) = 1 en Alz]. Luego, por lo visto en el Ejemplo
3.24 ¢, es un morfismo étale finito. Ademds, notese que el grado de este es n en
todo punto y que sin < 0, con las mismas hipdtesis un argumento andlogo muestra
que ¢, es un morfismo étale finito de grado —n.

Por otro lado notese que Aut(A|A) es isomorfo al grupo de raices n-ésimas de la

unidad en k mediante el morfismo que a cada ¢ € Aut(A|A) le asigna @ De esto
se concluye que el correspondiente cubriente étale conexo finito es de Galois si y solo
st k tiene una raiz n-ésima de la unidad.

En este momento puede enunciarse el teorema que se buscaba y que es el claro
analogo del Teorema 2.23. Ademas, como a lo largo de esta seccién se buscaron los
analogos de cada uno de los conceptos involucrados en dicho teorema, la prueba se va
a omitir pues es esencialmente la misma y no requiere de algin argumento especial
de la teoria de esquemas.

TEOREMA 3.49. (Teorema de correspondencia de Galois para cubrientes étale
finitos) Sea ¢ 'Y — X un cubriente étale finito de Galois. Si ¢ : Z — X es un
cubriente étale finito conexo tal que el siguiente diagrama conmuta

y 2o x

RN

entonces T es un cubriente étale finito de Galois y Z =Y /H para algin subgrupo
H C Aut(Y|X). En este caso se tiene una biyeccion entre subgrupos de Aut(Y|X)
y cubrientes sobre Z en los cuales se factoriza ¢. Mas aun, en esta correspondencia
v Z — X es de Galois si y solo si su subgrupo asociado H, es normal en Aut(Y|X)
y se satisface que Aut(Z|X) = Aut(Y|X)/H.

El dltimo resultado que se va a presentar es un analogo del Lema 1.13 para el caso
de cubrientes étales finitos y se debe a Serre. De hecho, para el caso de morfismos
de esquemas afines que son espectros de campos, la prueba de este resultado es
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precisamente dicho lema, de ahi el nombre que recibe el resultado. Por otro lado,
notese que este dice que todo cubriente étale finito se puede cubrir por un cubriente
étale finito de Galois, en un sentido que se va a hacer preciso en la siguiente seccién
(ver prueba de la Proposicién 3.54). La prueba de este se va a posponer para el
siguiente capitulo donde se usaran argumentos mas categoricos.

PROPOSICION 3.50. (Clausura de Galois de un cubriente étale finito) Sea ¢ :
Y — X un cubriente étale finito con Y conexo. Entonces existe v : Z — Y un
morfismo de esquemas tal que ¢ o) : Z — X es un cubriente étale finito de Galois.
Mds dun, cualquier morfismo sobre X de un cubriente de Galois de'Y se factoriza a
través 1.

4. Definicién del grupo fundamental algebraico

Sea FEt(X) la subcategoria plena de la categoria rebanada Sm/ X, cuyos objetos
son los cubrientes étale finitos de X. Luego, dado x € X se define una asignacién Fy :
FEt(X) — Set como sigue: A nivel de objetos dado ¢ : Y — X un cubriente étale
finito, Fi(¢) := FEt(X)(Spec k(z),Y). Para morfismos si ¢ : Y = X y ¢ : Z — X
son cubrientes étale finitos y ¢ € FEt(X)(¢, ), entonces Fx() : Fe(¢) — Fx(1))
tiene por regla de correspondencia Fx(¢)(7) = ¢ o 7.

La prueba del siguiente resultado es de rutina, por lo que esta se va a omitir.

PROPOSICION 3.51. La asignacion Fx : FEt(X) — Set es un funtor y a este se
le conoce como el funtor fibra en el punto geométrico T.

Para la primera propiedad del funtor definido se recuerda la siguiente definicién
de la teoria de categorias.

DEFINICION 3.52. Sea I : C — Set un funtor. Se dice que F' es pro-represetable
si existe un sistema inverso en C, ({Patacr; {0ap 1 P3 — Pala<p), tal que F =

liy C(Pa,.).

EJEMPLO 3.53. El funtor Homy(_, ks) : FSep(k)® — Set es pro-representable
pues ky es el limite directo de las extensiones finitas y separables de k y en conjuntos
el funtor Homy (L, _) preserva limites directos. Se recomienda ver la Seccion 5.1 de
este capitulo para entender el trasfondo de este ejemplo.
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PROPOSICION 3.54. El funtor Fx : FEt(X) — Set es pro-representable.

DEMOSTRACION. Considére A = {¢: Y — X | ¢ es cubriente étale finito de Galois}.
Luego, se define una relacién de orden en Aenlacual (¢p:Y — X) < (¢ : Z — X)
si existe ¢ € FEt(X) (¢, ¢). Nétese que la antisimetrfa de < viene del hecho de que
los endomorfismos de cubrientes de Galois son automorfismos.

Para ver que (A, <) es un conjunto dirigido sean ¢ : ¥ — X y ¢ : Z — X
elementos de A. Al considerar el producto fibrado de ¢ a lo largo de 1, considére Z
una componente conexa de Y X x Z.

7—LtYxxZ2 oy

Nt

z X
P

Luego, al tomar ¢opjor = hopsor : Z — X, la Proposicion 3.50 implica que existe
un morfismo de esquemas ¢ : W — Z tal que (¢popjot)op = (opyor)op : W — X es
un cubriente étale finito de Galois, de lo que se deduce el resultado pues ¢ < popyorop

yyY <topyoroop.

Para definir los morfismos de transicién, para cada elemento de A, ¢ : ¥ — X,
considérese y; € Fx(¢) fijo. Entonces, dados ¢, € A tales que ¢ < . por el
Corolario 3.41 existe un tnico A : Z — Z tal que ¥ o Ao yy, = yy4. Asi, se define
fsw = ¥ o A, y nétese que por construccion estas funciones son de transicion.

Ahora, dado que se quiere definir una transformacién natural 1) : lim ber FEt(X) (¢, ) —

Fx, entonces dado 1) € FEt(X), para definir 7, : @¢€A FEt(X)(¢,¢) = Fx(v) se
va a usar la propiedad universal del limite directo. Asi, se considera el siguiente
diagrama:

Toe

FEt(X) (6, ) FEt(X)(¢, 1)

oNim FES(X)(4,9)
|
77111|

Fe(v)
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donde para ¢ € A, g, : FEt(X)(¢,¢) — Fg(¢) tiene por regla de correspondencia
gs(a) = Fx(a)(yp). Por definicién de las funciones de transicién el diagrama exterior
conmuta y por lo tanto existe 7. Ademds, nétese que dado que se definié 7,, usando
la propiedad universal del limite directo, entonces 1 es una transformacién natural.

Para ver que 1 es un isomorfismo, se va a construir su inversa. Para esto basta
construir para cada 1 € FEt(X) una inversa para 7. En esta direccién lo primero
que se observa es que basta con probar esta afirmacion bajo la hipdtesis de que X es
conexo pues X puede descomponerse en unién ajena de sus componentes conexas.
Luego, por la Proposicién 3.50 existe ¢ : Z — X un cubriente étale finito de Galois.
Asi, para cada y € Fx(1) existe un dnico automorfismo sobre X, A, tal que para
cada Fx(p o M\)(ys) = v para ys € Fx(¢) con ¢ € A. Al tomar la clase de p o A en
lim ber FEt(X)(¢, ) se tiene el morfismo en la otra direccién que es el inverso de

- U

COROLARIO 3.55. Todo automorfismo del funtor Fx se construye de un unico
automorfismo del sistema inverso construido en la prueba de proposicion anterior.

DEMOSTRACION. Todo automorfismo de Fx manda al sistema construido en la
proposiciéon anterior en otro sistema, con objetos digamos {P.}. Como P, es de
Galois, para cada « existe un tinico automorfismo A, € Aut(P,|X) que manda a P,
en P/. Como para el primer sistema se tiene la condicién de compatibilidad, esta se
satiface para los morfismos A,, de donde se deduce el resultado. 0]

DEFINICION 3.56. Sea X un esquema y v € X. El grupo de automorfismos del
funtor Fx se conoce como el grupo fundamental algebraico (étale o de Grot-
hendieck) del esquema X en el punto geométrico T. Este se denota por i (X, T).

COROLARIO 3.57. Los grupos de automorfismos Aut(P,)° forman un sistema
inverso cuyo limite inverso es 7"(X,T).

DEMOSTRACION. Notese que si (¢ : Y — X) < (¢ : Z — X) para ¢,¢ € A,
entonces al ser estos cubrientes étale finitos de Galois, se tiene que el morfismo
inducido Aut(Z]|X) — Aut(Y|X) es suprayectivo. Como los elementos del limite
inverso son exactamente los automorfismos del sistema inverso ({F.}, {das}), que
por el corolario anterior corresponden biyectivamente a automorfismos del funtor de
fibras, el isomorfismo con el grupo opuesto proviene de considerar el funtor “Hom”
contravariante. O
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EJEMPLO 3.58. Como aplicacion del teorema de Minkowski, para todo punto geo-
métrico de SpecZ se tiene que m}'(Spec Z,T) = {0}.

TEOREMA 3.59. (Grothendieck) Sea X un esquema conexo y T : Spec k(z) — X
un punto geométrico. Entonces,
1. El grupo 7"(X,T) es profinito y su accion en Fx(¢) es continua para cada
cubriente étale finito ¢ 1 Y — X.
2. El funtor Fx induce una equivalencia de categorias entre FEt(X) y 79 (X, T)—
FSet. En esta equivalencia los cubrientes conexos corresponden a Wflg(X, T)-

conjuntos finitos con accion transitiva vy, los cubrientes de Galois a cocientes
[ —
de 719 (X, 7).

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior se puede considerar un sistema in-
verso ({Pa},{¢as}) de cubrientes de Galois que pro-representan al funtor Fx. Dado
que por un resultado previo Aut(FP,|X) es finito, entonces el corolario anterior impli-
ca que W‘lllg (X, T) es un grupo profinito. Ademads, un automorfismo del sistema inverso

({Pa}, {¢pap}) induce un automorfismo de Fg(Y') = lim | FEt(X)(P,,Y), donde hay

una accién izquierda de m (X, 7) en Fx(Y) para todo Y € FEt(X). Esta accién
es continua pues un elemento ¥ € Fx(Y'), proviene de una clase de Fét(X)(FP,,Y)
donde la accién de 7%9( X, 7) factoriza por Aut(P,]|X)?, lo que concluye la prueba
de la primera afirmacién.

Respecto a la segunda afirmacion, la prueba es similar a la del TFTG de Grot-
hendieck presentada en el Capitulo 1. Lo tnico que se tratara es la suprayectividad
esencial. En efecto, sea F un ﬂ'flg(X ,T)-conjunto finito. Adem4ds, dado que E puede
descomponerse en sus orbitas, puede suponerse que la accién sobre E es transitiva.
Asi, el estabilizador de un punto e € E es un subgrupo abierto U de W‘flg (X,7T)
y este contiene un subgrupo abierto normal V,, que viene del morfismo canodnico
(X, T) — Aut(P,|X)*. Sea U la imagen de U en Aut(P,|X)?. Si Z es el cocien-
te de P, por la accién de U™, entonces Fg(Z) = E. O

5. Dos calculos de 7! (X, T)

El objetivo de esta seccion es presentar de forma explicita el grupo fundamental
algebraico para un k-esquema y para un esquema localmente de tipo finito sobre
los complejos. La importancia de estas descripciones radica en el hecho de que estas
permiten conectar respectivamente el grupo fundamental algebraico con el grupo de
Galois absoluto de un campo y el grupo fundamental.
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5.1. Para k-esquemas. Sea X = Speck con k campo. Por el Ejemplo 3.23 se
sabe que un cubriente étale finito sobre X corresponde al espectro de una k-dlgebra
finita étale. Asi, si ¢ : Y — X es uno de tales morfismos de esquemas y T : Spec K —
X es su tnico punto geométrico, dado que Y = Spec(A) con A =[], L; para L;| k
extensiones fininitas separables, entonces la imagen de las componentes conexas de
Y mediante F, Spec L;, es el conjunto subyacente de Spec(L; ®; K), que es un
conjunto finito indexado por Homy (L, K). Como de hecho la imagen de cada uno de
estos morfismos esta contenida en kg esto implica que F,(¢|specr;) = Homy(L;, ks).
Por lo tanto se deduce que F, = Hom(_, k) y de este isomorfismo de funtores es
claro que se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.60. St X = Speck con k campo, entonces para el unico punto
geométrico de X, T, existe un isomorfismo de grupos profinitos Wflg(X, 7) = Gal(k).

La primera observacion que vale la pena realizar es que el teorema anterior y
el Teorema 3.59 tienen como consecuencia el Teorema 1.23, que fue probado con
unicamente métodos de la teoria de campos.

Por otro lado, el teorema anterior permite obtener ejemplos mas concretos de
grupos fundametales algebraicos. A continuacién se presentan algunos de ellos.

EJEMPLO 3.61. Si k es algebraicamente cerrado, entonces ks = k, por lo que
Gal(k) = 0. Ast, del teorema anterior se deduce que para el inico punto geométrico

T de Spec k, 7" (Spec k,7) = {0}.

EJEMPLO 3.62. Dado que (R)s = C, entonces Gal(R) = Z/27Z. Ast, para el inico
punto geométrico de SpecR, T, se tiene que Wflg(Spec R,7) = Z/27.

EJEMPLO 3.63. Sea k un campo finito. Como se vio en el Ejemplo 1.15 Gal(k) =
Z.. Ast, para el inico punto geométrico de Spec(k), T, se tiene que w1 (Spec k, T) = Z.

EJEMPLO 3.64. Para el campo de funciones racionales de C[t], C(t), Douady
demostré que Gal(C(t)) = F(C), donde F(C) es el grupo profinito libre con base C
(Ver por ejemplo el Teorema 3.4.8 de [S, pp 81-82]). Por lo tanto, si T es el unico
punto geométrico de Spec C(t), entonces m'(Spec C(t),T) = F(C).
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5.2. (C-esquemas localmente de tipo finito. Para esta seccion se requieren
algunos resultados de geometria algebraica compleja. Los més técnicos se usaran sin
dar una prueba, pero se indicara el lugar donde pueden consultarse pues el objetivo
de estas seccion es establecer una relaciéon entre el grupo fundamental algebraico y el
grupo fundamental. Ademas, LFTSm denota la categoria de esquemas localmente
de tipo finito.

Sea X un esquema localmente de tipo finito sobre C. Es conocido que se tiene una
biyeccién entre el conjunto de puntos C-racionales de X, X¢, y los puntos cerrados
de X. Asi, para asociar a X un espacio topoldgico complejo se realiza lo siguiente:
Si X es un esquema afin, entonces nétese que para ¢ : X — A un encaje cerrado,
este induce una funcién ¢¢ : X¢ — C" mediante la cual se le da la topologia que
induce C" en X¢. Puede probarse que esta topologia no depende del encaje. Ademas,
si X es un esquema arbitrario, entonces al tomar una cubierta afin de X y realizar
este proceso en cada uno de los abiertos afines de la cubierta, puede inducirse una
topologia en X. Al espacio topolégico resultante se le denota por X" y se le conoce
como la analitificacion del esquema X.

La asignacién anterior permite definir un funtor A : LFTSm/C — Top que se
le conoce como el funtor de analitificacién.

PROPOSICION 3.65. Si ¢ : Y — X es un morfismo finito étale, entonces A(¢) :
Y — X es una aplicacion cubriente finita.

Una prueba del resultado anterior puede darse usando una proposicién de la
teoria de aplicaciones cubrientes que dice que un homeomorfismo local f : Y — X
separado con fibras finitas y grado localmente constante como funcion de y € Y es
una aplicacién cubriente. Asi, lo que se hace es ver que A(¢) cumple las hipdtesis de
dicho teorema.

Nétese que el resultado anterior implica que el funtor de analitificacién da lugar
a un funtor FE‘t/X — FCov /X el cual se va a denotar por A y se llamara funtor
de analitificacién en un abuso de notacion. Ademads, se tiene el siguiente profundo y
nada trivial resultado:

TEOREMA 3.66. El funtor A : FEt/X — FCov/X" es una equivalencia de
categorias.

DEMOSTRACION. Ver [GAGA] 6 [Se58] Proposiciones 19, corolario de la Pro-
posicién 20 y corolario del Teorema 3. ([l
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Ahora sea T un punto geométrico del esquema X y se considera el siguiente
diagrama:

FEt/X —2 >~ FCov/X™"

Set - 7T1(XA‘m, x) — FSet

En ese diagrama el funtor T es la equivalencia de categorias del Teorema 2.25,
mientras que U es el funtor que olvida. Nétese que este diagrama conmuta pues en
el contexto analitico las fibras geométricas y la fibra en un punto coinciden. Luego,
como T o A : FEt/X — 1, (X, z) — FSet es una equivalencia, entonces se deduce

que 79( X, T) = Aut(U) como grupos. Pero més aiin, se tiene lo siguiente:

PROPOSICION 3.67. Sean G un grupo profinito y U : G — FSet — Set el funtor

[

que olvida. Entonces existe un isomorfismo de grupos topoldgicos Aut(U) = G.

De la proposicion anterior y la discusion anterior se obtiene de manera obvia el
siguiente resultado.

TEOREMA 3.68. Para X un esquema conexo localmente finito sobre C y x € X,
existe un isomorfismo de grupos topoldgicos Wflg(X, T) 2 m (X x)

Como antes del resultado anterior pueden obtenerse algunos ejemplos concretos.

EJEMPLO 3.69. Considérese X = A{. Dado que X*™ = C con su topologia usual,
entonces para cualquier x € AL se tiene que (X", x) = {0}. Como este grupo es
finito entonces es profinito y asi su completacion profinita es él mismo. Por lo tanto,
para cada x € AL, 719(AL, T) = {0}.

EJEMPLO 3.70. Sea X = PL. Como X es simplemente conexo, entonces para
cada x € X se tiene que T (X, ) = {0}. Por lo tanto 7" (PL, %) = {0}.

EJEmMPLO 3.71. Sea X = AL\ {0} C Al. Luego, X*™ = C* y como se vio

en el Ejemplo 2.31 se tiene que m (X, x) = Z para cada x € X°". Por lo tanto,
al —\ ~ 7
H9(AL\ {0}, 7) = 2.






Capitulo 4

Categorias de Galois

En este capitulo se estudian algunas propiedades basicas relativas a las categorias
de Galois, que son el lenguaje adecuado para tratar simultaneamente algunos aspec-
tos de las teorias de algebras étale de dimension finita, aplicaciones cubrientes finitas
y morfismos de esquemas étale finitos, pues con este formalismo se hace evidente
que algunas propiedades analogas entre las teorias mencionadas tienen un trasfon-
do y forman parte de una teoria més general. En particular, un ejemplo de gran
relevancia se encuentra en el hecho de que para cada una de estas existe un grupo
distinguido que permite ver que cada una es equivalente a una categoria de conjuntos
finitos dotados con la topologia discreta, en la que actiia de manera continua dicho
grupo. Este hecho sucede para cualquier categoria de Galois y de hecho se prueba
que dicho grupo da lugar a una equivalencia de 2-categorias.

1. Definiciones y propiedades basicas

Para formular la definiciéon de categoria de Galois se requieren de algunos con-
ceptos previos provenientes de la teoria de categorias. El primero de ellos tiene que
ver con una clase especial de morfismos y se presenta a continuacion.

DEFINICION 4.1. Sea C una categoria. Un morfismo en C, f :' Y — X es un
epimorfismo estricto si el producto fibrado de f a lo largo de f existe y ademds,
st p,p2 - Y Xx Y — Y son sus morfismos candnicos, entonces para cada Z € C
la funcion inducida f* : C(X,Z) — C(Y,Z) es una biyeccion entre C(X,Z) y {B €
C(Y,Z) | Bopr=fops}.

Antes de mencionar algunos ejemplos se probara un resultado que compara el
concepto de epimorfismo estricto con el de epimorfismo.

PROPOSICION 4.2. Sea C una categoria.
1. Todo epimorfismo estricto es un epimorfismo.
107
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2. Un epimorfismo es estricto si y solo si es el coigualador de un par de morfis-
mos en C.

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién sean f : Y — X un epimorfismo
estricto y g, h : X — Z morfismos tales que go f = ho f. Nétese que gof € C(Y, Z) y
que (go f)op; = (go f)ops. Asi, existe un tnico k € C(X, Z) tal que f*(k) = go f, es
decir, ko f = go f. Como g,h € C(X, Z) y se satisface por hipétesis que go f = ho f,
entonces g = h = k.

Respecto a la segunda afirmacion, para la ida considérense los morfismos canéni-
cos del producto fibrado de f alo largo de f, p1,p2 : Y xx Y — Y. Es claro que f es
el coigualador de p; y po. Para el regreso supongase que f es el coigualador del par
de morfismos ¢, h : Z — Y. Esto implica que el producto fibrado de f a través de si
mismo existe pues Z =Y xx Y, py = gy ps = h. Ahora, sea f*: C(Z,X) — C(Z,Y)
la funciéon inducida para Z € C. La inyectividad de esta funcién es consecuencia
de que f es un epimorfismo y el hecho de que la imagen de f* es el conjunto de
B € C(Z,Y) tales que B op = [ oq es consecuencia de que f es coigualador de g y
h. Asi, f es un epimorfismo estricto. O

EJEMPLO 4.3. Todo isomorfismo es un epimorfismo estricto.

EJEMPLO 4.4. En la categoria de conjuntos o cualquier categoria conormal, los
epimorfismos estrictos son precisamente los epimorfismos. En particular esto sucede
en cualquier categoria abeliana.

EJEMPLO 4.5. Considérese el morfismo de esquemas afines sobre un campo k, ¢ :
Spec k[t] — Spec k[t?,t°], inducido por el morfismo inclusion de k-dlgebras k[t3, t°] —
k[t]. Por tal razdn, dicho morfismo es un epimorfismo. Lo que se afirma es que este no
es estricto. Para esto se consideran Z = Spec k[t] y ¢* : Sm/ Spec k(Spec k[t3, t°], Spec k[t]) —
Sm/ Spec k(Spec k[t], Spec k[t]). Nétese que el morfismo de k-esquemas 1) : Spec k[t] —
Spec k[t] inducido por el morfismo de k-dlgebras k[t] — k[t] tal que t — t7, satisface
que Y o p; = Y opy con py Yy pa los morfismos candnicos del producto fibrado de
¢ a través de si mismo pues (1 ® ¢)" = (t ® 1)7 en k[t] Qs 51 k[t]. Sin embargo,
P ¢ im(p*) pues t” ¢ k[t3,17].

EJEMPLO 4.6. (Grothendieck) Un morfismo de esquemas ¢ : Y — X que es fiel-

mente plano, es decir, plano y suprayectivo, es un epimorfismo estricto (Ver Teorema
2.17 de [Mi, pp 17-19]).
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PROPOSICION 4.7. Sea C una categoria en la que todo morfismo tiene una facto-
rizacion de la forma wo e con u un monomorfismo que escinde y e un epimorfismo
estricto. Entonces, la composicion de epimorfismos estrictos es un epimorfismo es-
tricto.

DEMOSTRACION. Sean e : Y — X y f : Z — Y epimorfismos estrictos. Asi,
considérese el morfismo eo f : Z — X, el cual se puede escribir como eo f =uog
con g : Z — W un epimorfismo estricto y v : W — X un monomorfismo que escinde.
Dado que f es un epimorfismo que estricto, si p1,ps : Y Xx Y — Y son los morfismos
canonicos del producto fibrado de f consigo mismo, se tiene que como fop; = fops,
entonces eo fop; = eo fopy, de donde uogop = uogopy. Dado que u es
en particular un monomorfismo, se deduce que g o p; = g o ps. Por lo tanto, existe
h € C(Y,W) tal que para f*: C(Y,W) — C(Z,W) se satisface que f*(h) = g, es
decir, ho f = g. Ademds, uoh = e pues (uoh)o f =uog =eo fydado que
f es un epimorfismo, se sigue el resultado deseado. Asi, dado que e es en particular
un epimorfismo, entonces u es un epimorfismo y, dado que es un monomorfismo
que escinde, este es un isomofismo, de lo que se sigue que e o f es un epimorfismo
estricto. 0]

Para C una categoria se pone M la clase de todos los monomorfismos que escinden
de C y &€ la clase de todos los epimorfismos estrictos de dicha categoria. Con esta
notacion se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.8. Sea C una categoria en la que todo morfismo tiene una fac-
torizacion con un monomorfismo que escinde sequido de un epimorfismo estricto.
Entonces, la pareja (M, E) es un sistema de factorizacion en C, es decir, se cumplen
las siguientes propiedades:

1. Todo isomorfismo es elemento de M NE.

2. M y & son cerrados bajo composiciones.

3. Para cada f :'Y — X morfismo en C, existen u € M y e € & tales que
f=uoe.

4. Considérese el siguiente cuadrado conmutativo donde e € € yu € M.

7 —=W

s

Entonces, existe un unico morfismo h : W — Y tal que hoe =g yuoh = f.
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DEMOSTRACION. Notese que 1 es claro del Ejemplo 4.3 y de que todo isomorfismo
es un monomorfismo que escinde. Ademaés, dado que los monomorfismos que escinden
son cerrados bajo composicion, de la hipotesis y la Proposicién 4.7 se deduce que
los epimorfismos estrictos también. Por lo tanto se cumple 2. Mas atin, 3 se satisface
trivialmente por hipétesis. Luego, lo que resta probar es 4. Para esto considérese los
morfismos como en las hipdtesis. Notese que si p1,ps 1 Z Xw Z — Z son los morfismos
canoénicos del producto fibrado de e a lo largo de si mismo, entonces gop; = gop, pues
uo(gopy) = fo(eopy) = fo(eopy) = uo(gops). De donde la igualdad que se quiere
se obtiene del hecho de que u es en particular un monomorfismo. Asi, como e € & se
tiene que existe h € C(W,Y) tal que e* : C(W,Y) — C(Z,Y) cumple que e*(h) = g,
es decir, h o e = g. Para ver que uo h = f, nétese que (uoh)oe =uog= foe.
Luego, como e es en particular un epimorfismo, se sigue la igualdad que se quiere.
Ademsds, la unicidad de h se obtiene de la ecuacién wo h = f y del hecho de que u
es en particular un monomorfismo. [

El siguiente es un resultado general de la teoria de categorias respecto a sistemas

de factorizacién cuya prueba se va omitir. Sin embargo, esta puede consultarse en la
Proposicién 5.3.3 de [BJ, pp 145-149].

PROPOSICION 4.9. Sea (€, M) un sistema de factorizacidn en una categoria C.
Entonces,
1. St fe MNE, entonces f es un isomorfismo.
2. La factorizacion de f 1Y — X un morfismo enC, f =moe conm € M y
e € £ es unica salvo isomorfismo.
3. ue M siy solo si para cualquier cuadrado conmutativo de la forma

Z =W
7/
|,
»
existe un unico h : W — 'Y que hace conmutar ambos triangulos. Ademds, la
afirmacion correspondiente para elementos de £ se cumple.
4. Si foge My f € M, entonces g € M. Dualmente, si foge E yg €€,

entonces f € €.
5. Si el siguiente diagrama es un producto fibrado con u € M,

7w

]
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entonces f € M. Ademds, la propiedad dual para morfismos en € es vdlida.

COROLARIO 4.10. Sea C una categoria en la que todo morfismo tiene una fac-
torizacion con un monomorfismo que escinde sequido de un epimorfismo estricto.
Entonces cada una de las afirmaciones de la proposicion anterior se cumplen.

Ahora, el siguiente concepto categdrico a establecer es el de cociente de un objeto
por un subgrupo de un grupo de automorfismos.

DEFINICION 4.11. Sea C un categoria. DadosY € C y G C Aute(Y) un subgrupo,
el cociente de Y por G consta de un objeto en C, Y/G, junto con un morfismo
p:Y — Y/G tales que para cada o € G, poo = p. Ademds, si f:Y — X es un
morfismo en C tal que para cada o € G cumple que f oo = f, entonces existe un
unico morfismo en C, f: Y/G — X tal que fop = f.

Una categoria C tiene cocientes por subgrupos si para cualesquiera Y € C y G C
Aute(Y) subgrupo, existe el cociente de Y por G.

EJEMPLO 4.12. La categoria de conjuntos tiene cocientes donde dado Y € Set
y G C Autge(Y), Y/G es el espacio de drbitas de la accion de G en Y. Ademds,
p:Y = Y/G es la proyeccion en el conjunto de drbitas.

EJEMPLO 4.13. Del Resultado 2.9 y un sencillo calculo para ver que la proyeccion
en el espacio de obitas satisface la propiedad universal de la definicion anterior, se
deduce que la categoria de aplicaciones cubrientes finitas sobre un espacio conezxo
tiene cocientes por grupos finitos.

EJEMPLO 4.14. Los resultados 3.43 y 3.44 dicen que la categoria de cubrientes
étale finitos tienen cocientes por grupos finitos.

Con la discusién previa se puede dar la definicion que se buscaba.

DEFINICION 4.15. Una categoria de Galois consta de una pareja (C, F') donde
C es una categoria y F': C — FSet es un funtor, tales que:

1. C tiene limites directos finitos.
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2. C tiene coproductos finitos y cocientes por grupos finitos de automorfismos de
objetos en C.

3. Todo morfismo en C tiene una factorizacion mediante un monomorfismo que
escinde y un epimorfismo estricto.

4. F conmuta con limites finitos.

5. F' conmuta con coproductos finitos, cocientes con subgrupos de automorfismos
finitos y preserva epimorfismos estrictos.

6. I refleja isomorfismos.

En tal caso se dice que F' es un funtor de fibra de C. Ademds, cuando se diga
que C es una categoria de Galois, se estd diciendo que eziste F': C — FSet un funtor
tal que (C, F') es una categoria de Galois.

La primera observacion que vale la pena realizar es que en una categoria de Galois
es valido el Corolario 4.10. Ademas, antes de dar algunos ejemplos vale la pena tener
a la mano el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.16. Sea (C, F') una categoria de Galois. Entonces,

1. C tiene objeto inicial, 0, y objeto terminal 1. Estos son preservados por el
funtor F.

2. C tiene productos fibrados, igualadores y productos. El funtor F' preserva todos
estos.

3. F preserva monomorfismos.

DEMOSTRACION. Para 1 nétese que 0 es el coproducto de una familia vacia y 1
el limite de una familia vacia. Por tal razén F' preserva dichos objetos.

Respecto a 2 se observa que si C tiene limites finitos entonces tiene productos
fibrados, igualadores y productos. Por tal razén I preserva dichos objetos.

Para concluir, 3 se deduce del hecho de que f : Y — X un morfismo en C es un
monomorfismo si y solo si el siguiente diagrama es un producto fibrado

1
LI v

Y
le f
Y

N e

f
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EJEMPLO 4.17. Para k un campo, la categoria de k-dlgebras finitas étale es una
categoria de Galois con funtor de fibra Homy(_, k).

EJEMPLO 4.18. Para un espacio topologico X conexo, localmente conexo y local-
mente simplemente conexo, la categoria de aplicaciones cubrientes finitas sobre X es
una categoria de Galois con funtor fibra cualquier funtor de fibras en un punto de X.

EJEMPLO 4.19. La categoria de morfismos étale finitos sobre un esquema X es
de Galois, donde el funtor de fibra puede tomarse como el funtor de fibras sobre
cualquier punto geométrico de X .

EJEMPLO 4.20. Sea G un grupo profinito. La categoria de G-conjuntos finitos
(con la topologia discreta) con accion continua de G es una categoria de Galois con

funtor de fibra el funtor que olvida U : G — FSet — FSet.

Notese que de hecho los ejemplos 4.17, 4.18 y 4.19 son casos particulares del
ejemplo anterior por las proposiciones 1.31, 2.26 y 3.59, respectivamente.

Para el siguiente resultado se recuerda que una categoria C es artiniana si para
cada sucesion de objetos y morfismos en C de la forma:

f3 f2 f1

C’1 C10 )

Cs Cy

con cada f, monomorfismo, existe N € NT tal que para cada n > N, f, es un
isomorfismo.

PROPOSICION 4.21. Toda categoria de Galois es artiniana.

DEMOSTRACION. Sea (C, F') una categorfa de Galois y considérese la siguiente
sucesion en C donde cada morfismo es un monomorfismo.

Al aplicar el funtor F''y dado que este preserva monomorfismos por la proposicién
anterior, se tiene la siguiente sucesién de conjuntos finitos con funciones inyectivas
entre ellos

F(fs) F(f2 F(f1
e F(C) T R(ey) B Ry T p(cy).
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Como F(Cy) es un conjunto finito, esto implica que existe N € NT tal que para
cadan > N, F(f,) es una biyeccién. Pero como F refleja isomorfismos, esto implica
que para cada n > N, f, es un isomorfismo. [l

PROPOSICION 4.22. Sean (C, F) una categoria de Galois, f : Y — X un morfismo
en C y Xy € C. Entonces,

1 F(f) es un epimorfismo si y solo si f es un epimorfismo estricto.
F(f) es un monomorfismo si y sélo si f es un monomorfismo.
F(Xo) =0 siy sdlo si Xg=0.

4 F(Xo) = {x} sty sdlo st Xg=1.

DEMOSTRACION. Considérese una descomposicién de f de la forma f = woe con
u un monomorfismo que escinde y e un epimorfismo estricto. Asi, F'(f) = F(u)o F(e)
y, dado que F(f) es por hipdtesis un epimorfismo, entonces F(u) también lo es.
Ademds, como F preserva monomorfismos, F'(u) es un monomorfismo y por lo tanto
F(u) es una biyeccion. Asi, dado que F' refleja isomorfismos se tiene que u es un
isomorfismo y por lo tanto f es un epimorfismo estricto. La otra direccion se sigue
de que F' preserva epimorfismos estrictos y que los epimorfismos estrictos en Set son
precisamente los epimorfismos.

Respecto a la segunda propiedad, F' preserva monomorfismos por un resultado
previo. Por otro lado, si F'(f) es un monomorfismo, entonces al escribir f = uoe con
u un monomorfismo que escinde y e un epimorfismo estricto, se tiene que F(f) =
F(u)o F(e), de donde F(e) es inyectiva. Dado que F'(e) es suprayectiva, entonces es
una biyeccién y como F' refleja isomofismos se deduce que e es un isomorfismo. Asi,
f es un monomorfismo que escinde y por lo tanto un monomorfismo.

Para la ida de 3 considérese el tinico morfismo en C, 0 — X,. Luego, al aplicar
el funtor F' se tiene que F(0) — F(Xj) es una biyeccién pues F(0) = (). Asi, como
F refleja isomorfismos se deduce que 0 = Xj. El regreso es claro pues F' preseva el
coproducto de una familia vacia, que es el objeto inicial en la categoria en cuestion.

La prueba de la afirmacion 4 es andloga a la de 2, por lo tanto esta se va a

omitir. O

COROLARIO 4.23. En toda categoria de Galois el objeto inicial es estricto, es
decir, todo morfismo X — 0 es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION. Sea X — 0 un morfismo en una categoria de Galois (C, )
Entonces, F(X) — F(0) es una funcién y como F(0) = (), entonces F(X) = (). Asi,
del resultado anterior X = 0 y el isomorfismo esta dado por el morfismo X — 0.

COROLARIO 4.24. En toda categoria de Galois los morfismos candnicos de un
coproducto finito son monomorfismos.

DEMOSTRACION. Sea (C, F') una categoria de Galois. Para probar la afirmacién
basta con mostrar que esta es valida para el coproducto de dos objetos pues para
el caso de una familia vacia el resultado se sigue del corolario anterior. Asi, sean
X, YeCy,uy: X = X][[Yer:Y — X][Y los morfismos canénicos. Luego,
F(y) : F(X) —» FIX]]Y) & F(X)U F(Y). Pero en la categoria de conjuntos
dicho morfismo es inyectivo, por lo que la proposicién anterior implica que ¢; es un
monomorfismo. Ademas, el argumento para ¢y se va a omitir pues es completamente
andlogo. OJ

2. Objetos conexos y de Galois
El siguiente concepto es una adaptacion del concepto de conexidad en topologia.

DEFINICION 4.25. Sea C una categoria con coproductos finitos. Un objeto X € C

es conexo si X # 0 y siempre que X =Y [[Z con Y, Z € C, entonces Y =0 6
Z =0.

Lo primero que se busca es dar un resultado de caracterizacién de objetos conexos
en una categoria de Galois a partir de morfismos. En esta direcciéon se requiere probar
el siguiente resultado que tiene una hipdtesis mas débil que la afirmacién 1 de la
Proposicion 4.9.

LEMA 4.26. Supongase que f Y — X es un morfismo en C que es simultanea-
mente un monomorfismo y un epimorfismo estricto. Entonces, f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Al ser f un epimorfismo estricto se tiene que f*: C(X,Y) —
C(Y,Y) es una biyeccién de C(X,Y) con {8 € C(Y,Y) | Bop = B opy}, con
p1,p2 - Y Xx Y — Y los morfismos candénicos del producto fibrado. Asi, como
fopr = fopy, al ser f un monomorfismo se deduce que p; = py, de donde se
deduce que 1y o p; = 1y o ps v asi, existe g € C(X,Y) tal que f*(g) = 1y, es decir,
go f =1y. Esto prueba que f es de hecho un monomorfismo que escinde y al ser f
un epimorfismo también, se deduce que es un isomorfismo. O
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PROPOSICION 4.27. Sea X € C con (C,F) una categoria de Galois. Entonces,
X es conexo si y solo si todo monomorfismo en C, Y — X con'Y # 0, es un
1somorfismo.

DEMOSTRACION. =) Sea f : Y — X un monomorfismo en C con Y # 0y X
conexo. Al considerar la factorizacion f = woe con v : Z — X monomorfismo
que escinde y e : Y — Z epimorfismo estricto, se tiene que X = Z [[ W para algin
W € C. Entonces, de la conexidad de X se deduce que Z =06 W = 0. Perosi Z = 0,
entonces Y = 0 por ser el objeto inicial en C estricto, lo que es una contradiccion.
Luego W = 0 y asi, u es un isomorfismo. Por otro lado e es un epimorfismo estricto
y dado que f es un monomorfismo e también lo es. Por lo tanto, del lema anterior
se deduce que e es un isomorfismo y asi, f también lo es.

<) Supéngase que X = Y [[Z y que Y # 0. Asi, se tiene un monomorfismo
Y — X, que es la inclusion candnica, el cual es un isomorfismo por hipotesis. Luego,
como F(X) = F(Y)UF(Z), esto implica que F(Z) = () y de una proposicién anterior
se deduce que Z = 0. O

COROLARIO 4.28. Sea X € C con X # 0. Entonces ewisten Xi,...,X, € C
conezos tales que X = [}, X; y ademds, dicha descomposicion es tnica salvo el
orden de los factores.

DEMOSTRACION. Lo primero que se va a probar es la existencia de la descom-
posicién. Asi, dado que toda categoria de Galois es artiniana, entonces existe un

monomorfismo X; LN X con X; conexo. Si dicho morfismo en un isomorfismo,
entonces se ha concluido la prueba. En caso contrario sea f; = uj0e; conuy : Y — X
un monomorfismo que escinde y e; : X; — Y un epimorfismo estricto. Como f; es
un monomorfismo entonces e; también lo es. Luego e; es un isomorfismo y asi Y es
conexo y por lo tanto X = X, [[Y) para algin Y; € C. Asi, al repetir el argumento
anterior con Y7, existe un objeto conexo X5 € C y un monomorfismo fy : Xy — Y.
Por lo tanto X = X [[ Xo ][ Ys para algin Y3 € C y el argumento puede iterarse.
Ademas, este se detiene pues como el funtor F' toma valores en conjuntos finitos y
preserva coproductos, se requieren a lo mas tantos pasos como |F(X)| para obtener
la descomposicién deseada.

Respecto a la unicidad supéngase que X = [[I_, X; = ]_[;nzl X son descomposi-
ciones de X con objetos conexos y sin pérdida de generalidad que n < m. Al aplicar
el funtor F' se tiene que L, F'(X;) = L7, F(X}). Asi, para cada i € {1,...,n} sea
o(i) € {1,...,m} el tinico indice tal que F'(X;) N F(X] ) # 0. Luego, considérese el
siguiente diagrama que es un producto fibrado.
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Xi X x X;_(Z)pl—>

X

!
Xoe)

o (i)

Dado que ¢; y L;(i) son monomorfismos, entonces también lo son p; y pe. Luego,
F(Xi xx X[ ;) = F(X1) N F(X];)) # 0 pues F preserva monomorfismos. Asf, se

deduce por la Proposicién 4.27 que p; y pp son isomorfismos. Por lo tanto X; = X,;).
Ademas, esto implica que F(H#U(i) X?) =0, de donde n = m pues al ser cada objeto
conexo no se puede tener que para algun indice j # o (i), F(X}) = 0, pues esto implica

que X J’ = 0, lo que es una contradiccion. 0

El resultado anterior aunado a su analogo en topologia general motivan lo siguien-
te.

DEFINICION 4.29. Los elementos de la descomposicion de X segin el corolario
anterior se conocen como las componentes conexas de X.

Los siguientes resultados se refieren a propiedades respecto a morfismos donde al
menos un objeto es conexo. Para estos resultados se requiere introducir la categoria
punteada asociada a una categoria de Galois (C, F) que se denota por C,. Esta tiene
por objetos parejas (X, c) con X € Cy ¢ € F(X). Un morfismo en C,, f: (Y,c) —
(X,d), es un morfismo en C, f: Y — X tal que F(f)(c) =d.

PROPOSICION 4.30. (Teorema de Rigidez) SeaY € C conezxo cond € F(Y). Para
todo X € C con X #0 yc € F(X), |C.((Y,d),(X,¢c))| < 1.

DEMOSTRACION. Supéngase que f,g : (Y,d) — (X,c) son morfismos en C, y
considérese e : E — Y el igualador de f y g en C. Como F(e) : F(E) — F(Y) es el
igualador de F(f), F(g) : F(Y) — F(X) y ademés por definicién de C, se tiene que
F(f)(d) = c= F(g)(d), entonces d € F(E), de lo que se deduce que F(FE) # (). Asi,
E # 0y dado que e es siempre un monomorfismo, se tiene que e es un isomorfismo
por la Proposicion 4.27. Por lo tanto f = g. U

Vale la pena observar que el teorema de Rigidez es un andlogo categérico del
Lema 2.5 y del Corolario 3.41, que afirman que dos morfismos de aplicaciones cu-
brientes o morfismos étale finitos que coincidieran en un punto o punto geométrico
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respectivamente, tenian que ser iguales si el dominio es conexo. De hecho, la idea de
considerar categorias punteadas es precisamente la de tener este tipo de resultados.

Para el siguiente resultado se recuerda que para X,Y € C con C una categoria
cualquiera, se dice que X domina a Y, lo que se denota por X > Y, si existe al
menos un morfismo X — Y. Noétese que la relacion de dominacion es reflexiva y
transitiva.

PROPOSICION 4.31. (Teorema de dominacién por objetos conexos) Sea (C,F')
una categoria de Galois. Para toda familia {(X;,c;)}, C C., existe (Xg,co) € Cs
con Xy € C conexo tal que para cada i € {1,...,n}, (Xo,c0) > (Xi, ).

DEMOSTRACION. Sea {(Xj,¢;)}"; C C.. Asi, dado que existen las proyecciones
canénicas 7; : [['_, X; — X, y como F([[;—, Xi) = [['—, F(X;), entonces para cada
Jedl, ..n}, (I, Xi, (c1, -, ) > (X, ¢;). Asi, de acuerdo al argumento anterior,
basta con probar que dado un objeto (Y, d) € C., este puede ser dominado por un
objeto conexo.

En efecto, considérese la descomposicion en componentes conexas de Y, Y =
[T~ Y;. Dado que d € F(Y) y F(Y) = U, F(Y;), existe un tnico iy € {1,...,m}
tal que d € F(Y;,). Luego, al considerar la inclusién candnica ¢;, : Y;, — Y, esta
satisface que F'(1;,)(d) = d y por lo tanto (Y;,,d) > (X,d) en C,. O

COROLARIO 4.32. Sea (C, F') una categoria de Galois. Para todo X € C no inicial
eziste (Xo, co) € Ci con Xy conezo tal que la funcion ev, : C(Xo, X) — F(X) cuya
regla de correspondencia es eve,(u) = F(u)(co), es biyectiva.

DEMOSTRACION. Sea X € C con X # 0. Si F(X) = {c1,...,c,}, entonces al
considerar la familia {(X,¢)}?; C C., la proposicién anterior implica que existe
(Xo,¢0) € Ci con Xj conexo tal que (Xo,Cy) > (X, ¢;) para cada i € {1,....,n} vy,
sea f; el morfismo testigo de la dominacién. Por construccién es claro que ev,, es
suprayectiva. Mas atn, la inyectividad se sigue de que si g, h € C(X, X) son tales que
eve, (g) = eve, (h), entonces F(g)(co) = F(h)(co). Luego, g y h inducen un morfismo
en C,.((Xo, co), (X, F(g)(co))), que por el teorema de rigidez debe ser el mismo y asi,
g = h. 0

PROPOSICION 4.33. Sea (C, F') una categoria de Galois.

1. §i X € C es conexo, entonces todo morfismo f Y — X con'Y # 0 es un
epimorfismo estricto.
2. Todo endomorfismo de un objeto conexo es un automorfismo.
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3.5 f Y — X es un epimorfismo estricto y 'Y es conexo, entonces X es
conero.

DEMOSTRACION. Para 1sea f:Y — X un morfismo con X conexoy Y # 0. Al
considerar la factorizacion de f = uoe con v : Z — X un monomorfismo que escinde
y e : Y — Z un epimorfismo estricto, dado que X = Z[[W para algin W € C,
si se supone que W # 0, entonces la conexidad implica que Z = 0. Luego, al ser 0
un objeto inicial estricto se tiene que Y = 0, lo que es una contradiccién. De este
argumento se concluye que W = 0 y asi, v es un isomorfismo. Por lo tanto f es un
epimorfismo estricto.

Respecto a 2 sea f : X — X un morfismo con X conexo. Dado que f = uoe con
u Y — X un monomorfismo que escinde y e : X — Y un epimorfismo estricto, se
tiene que X 2 Y [[W para algin W € C. La conexidad de X implica que W = 0
pues en caso contrario Y = 0 y al ser el objeto inicial estricto X = 0, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto Y = X con un isomorfismo dado por u. Ademads, como
en particular esto implica que |F(X)| = |F(Y)| y ademéas F(e) : F(X) — F(Y) es
suprayectiva, entonces F'(e) es una biyeccion, lo que implica que e es un isomorfismo.
Por lo tanto f es composicion de dos isomorfismos y entonces es un isomorfismo.

En lo que respecta a 3 sea f : Y — X un epimorfismo estricto. Por hipétesis
Y # 0, lo que implica que X # 0. Ademas existe una factorizacién de f, f =uoe
con u : Z — X un monomorfismo que escinde y e : Y — Z un epimorfismo estricto.
Asi, supéngase que X = Z [[W y ademads que Z # 0. Luego, considérese el morfismo
canénico ¢ : Z — X, d € F(Z) y témense ¢ € F(Y) tal que d := F(f)(c). Luego,
se tienen morfismos en la categoria C,, f : (Y,¢) = (X,d) e v : (Z,d) — (X,d).
Ademas, por el teorema de dominacién por objetos conexos existe (X, cy) € C, tal
que Xy es conexo, (Xg,co) > (Y,c¢) con testigo p v (Xo,c0) > (Z,d) con testigo
g. Ademas, por la primera afirmacion de esta proposicion se tiene que p y g son
epimorfismos estrictos. Como fop,t0q : (Xo,co) = (X, c), el teorema de rigidez
implica que f op = 1 0q. Dado que f o p es un epimorfismo estricto, entonces ¢ es
un epimorfismo estricto y al ser « un monomorfismo por el Corolario 4.24, entonces ¢
es un isomorfismo. Asi, F'(X) = F(Z) y dado que F(X) = F(Z) U F(WW), entonces
F(W) =0, de donde W = 0. Esto concluye la prueba de la conexidad de X. U

Para el siguiente resultado ndtese que si (C, F') es una categoria de Galoisy X € C
es conexo, entonces dado ¢ € F(X) la funcion ev, : Aute(X) — F(X) cuya regla
de correspondencia es ev.(f) = F(f)(c) es inyectiva por el teorema de rigidez. Esto
implica que | Aute(X)| < |F(X)|, por lo que el conjunto Aute(X) es finito.
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El siguiente resultado da condiciones equivalentes para ver cuando esta funcion
es suprayectiva y por lo tanto una biyeccion.

PROPOSICION 4.34. Sea X € C un objeto conexo en una categoria de Galois
(C, F). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La funcion ev. : Aute(X) — F(X) es una biyeccion.
2. Aute(X) actia sin puntos fijos y de forma transitiva en F(X).
3. Aute(X) actia de forma transitiva en F(X).
4. X/ Aute(X) = 0.
5. [ Aute(X)| = [F(X)]

DEMOSTRACION. Dado que ev, es siempre inyectiva, entonces 1 y 5 son equiva-
lentes. Ademsés es claro que 1 = 2,2 = 3,3 =4y que 4 = 5. O

DEFINICION 4.35. Un objeto conexo X € C que cumple una de, y por lo tanto
todas, las condiciones equivalentes de la proposicion anterior se conoce como un
objeto de Galois.

El primer resultado que se va a estudiar es el analogo al probado por Serre para
el caso de esquemas que se encuentra en el capitulo anterior. Este afirma que todo
objeto conexo puede ser dominado de forma minima por un objeto de Galois.

PROPOSICION 4.36. (Clausura de Galois) Para cada X € C conexo existe X € C
de Galois que lo domina y es minimo respecto a esta propiedad.

DEMOSTRACION. Sea X € C conexo. Por el Corolario 4.32 existe (Xo,co) €
C. con Xy € C conexo tal que ev,, : C(Xo,X) — F(X) es una biyeccién. Ahora
supéngase que C(Xo, X) = {f1,..., fn} y definase para cada i € {1,...,n}, ¢; :=
F(fi)(co). Luego, como C tiene productos finitos, por la propiedad universal existe
un tnico morfismo f : Xy — X" tal que para cada i € {1,...,n}, m; o f = f;, con
7+ X" — X la i-ésima proyeccién. Como f = uoe con u: X — X™ monomorfismo
que escinde y e : Xy — X epimorfismo estricto, se tiene que la conexidad de X
implica que X es conexo. Lo que se afirma es que de hecho X es de Galois. Para esto
sea d € F(X) definido por d = F(e)(co). Se va a probar que evg : Aute(X) — F(X)
es una biyeccién, para lo que basta ver que esta funcidon es suprayectiva pues es
inyectiva por ser X conexo.

En efecto, sea ¢ € F(X). Ahora considérense (X, ¢), (Xo, co) € C.. Al usar el
teorema de dominacién por objetos conexos se deduce que existe (Xy,¢g) € Cs, con
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X € C conexo, tal que domina a los objetos considerados. Asf, al reemplazar (X, co)
por (Xo, @), se puede suponer que hay un morfismo g : (Xo, co) — (X, c).

Ahora se afirma que existe o € Autc(X ) tal que coe = g. Nétese que si esto pasa
entonces F'(0)(F(e)(cp)) = F(ooe)(co) = F(g)(co) = ¢, lo que concluiria la prueba de
la suprayectividad. Asi, para probar la existencia de o € Autc(f( ) con la propiedad
mencionada ndtese que para cada i € {1,...,n} se tiene que m;ouog: Xy — X.
Luego, se afirma que C(Xy, X) ={mouog|ie€ {l,..,n}}. En direccién de probar
esta igualdad, dado i € {1,...,n} se tiene que m;ouo g = m o f = f;, por lo que
{miouog | i€ {1,...,n}} C C(Xy, X). Para probar la igualdad que se quiere basta con
ver que el subconjunto tiene precisamente n elementos. Para esto, si i,7 € {1,...,n}
son tales que m;ouog = mjouog, al ser g en particular un epimorfismo se tiene que
miou = m; ou. Esto implica que ;0 f = m; 0 f al componer con e, de donde f; = f;.
Esto ultimo implica que ¢ = j, lo que concluye la prueba de la afirmacion.

La igualdad de conjuntos implica que dado ¢ € {1,...,n} existe 7(i) € {1,...,n}
tal que f; = 7,4 o u o g. De esto es claro que debe existir o0 € Aute(X) tal que
goe=g.

Respecto a la propiedad de minimalidad de X sea q: Y — X un morfismo con Y
de Galois. Asi, para cada i € {1,...,n} sea d; € F(Y) tal que F(q)(d;) = ¢, el cual
existe pues ¢ es un epimorfismo estricto por ser X conexo. Ademas, sea o; € Aute(Y)
tal que F'(0;)(dy) = d;, el cual existe pues Y es de Galois. Dado que goo; : Y — X
por la propiedad universal del producto existe un tnico morfismo k : Y — X" tal
que ;o k = qoo;, con m; : X™ — X la i-ésima proyeccién. Asi, al escribir k = v’ o€’
con v : Z — X™ monomorfismo que escinde y €' : Y — Z epimorfismo estricto,
se deduce que Z es conexo. Asi, este es componente de X" y ademads, ndtese que
F(k)(dy) = (c1,...,¢,), por lo que Z = X . Luego, existe un morfismo Y — X, lo que
concluye la prueba. ([l

Supéngase que X = [[I_, X;, con X; sus componentes conexas. Si ¢; : X; = X
denota el morfismo canénico de X; en X, entonces dado Y € C con Y # 0, estos
inducen funciones (). : C(Y, X;) — C(Y, X). Luego, por la propiedad universal del
coproducto en la categoria de conjuntos se tiene que estas funciones inducen una
tinica funcién ¢ : U7_,C(Y, X;) — C(Y, X) tal que @l¢(y,x,) = ()« Con la notacion
anterior se tiene el siguiente resultado.

LEMA 4.37. La funcion ¢ es una biyeccion.
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DEMOSTRACION. Para la inyectividad, sean f, g € U ,C(Y, X;) tales que ¢(f) =
#(g). Si f € C(Y,X;) y g € C(Y,X}), entonces esta igualdad dice que ¢; o f =
(1;)«(f) = (tk)+(g) = tp 0 g. Luego, al ser Y # 0y X, y X}, conexos, se deduce que f
y ¢ son epimorfismos estrictos. Asi, la igualdad que se tiene implica que el morfismo
t; o f tiene dos descomposiciones a partir de un monomorfismo que escinde y un
epimorfismo estricto, por lo que X; = X, y asi, j = k. De esto se deduce que f = g.

Respecto a la suprayectividad, sea f € C(Y, X). Luego, supéngase que f =uoe
con u : Z — X un monomorfismo que escinde y e : Y — Z un epimorfismo estricto.
Dado que Y es conexo, entonces Z también lo es, lo que implica que Z es componente
conexa de X. Asi, existe ig € {1,...,n} tal que Z = X, y u = ¢;,. Para concluir la
prueba se observa que u € C(Y, X;,) v que ¢(e) = (1,)«(€) =ty 0 = f. O

La importancia del resultado anterior radica en el hecho de que como es usual, pa-
ra muchas pruebas podemos restringirnos a caso conexo en lugar de tratar morfismos
generales.

Para (C, F') una categorfa de Galois y X € C de Galois, se define C* la subca-
tegoria plena de C cuyos objetos son aquellos cuyas componentes conexas son todas
dominadas por X. Ademds, cuando se escribe CX siempre se supone que X # 0
pues C® = 0. Asi, sea FX : CX¥ — FSet la restriccién del funtor de fibra a dicha
subcategoria. Con esta notacion se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.38. (Correspondencia de Galois) Sea (C,F) una categoria de
Galois. Entonces,

1. Todo (X,c) € C, induce un isomorfismo de funtores ev. : C(X, )|ex — FX.
En particular este induce un isomorfismo de grupos Aut(FX) = Aut(C(X, _)|ex).
Ademds, por el lema de Yoneda estos grupos son isomorfos a Aute(X)P.

2. El funtor FX : C* — FSet se factoriza a través de una equivalencia de
categorias de acuerdo al siguiente diagrama, donde U es el funtor que olvida.

cx Ll FSet

FAX /

Aute(X)-FSet

DEMOSTRACION. Para 1 nétese que ev, es natural pues dado f : Y — Z morfismo
en CX, se tiene que al considerar el siguiente diagrama
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C(X,Y) L= c(x,2)
eve(Y) L levc(Z)

FX(Y) FT(BFX(Z),

este conmuta pues para g € C(X,Y), se tiene que (F*(f)oev.(Y))(g) = F(f)F(g)(c)
F(fog)(c) = eve(Z)(f o g) = (eve(Z) © f)(9).

Para probar que dicha transformacién natural es un isomorfismo, es equivalente
probar que objeto por objeto se tiene una isomorfismo, es decir, que para cada
Y € C¥, la funcién ev.(Y) : C(X,Y) — F(Y), es una biyeccién. Pero, dado que
esta funcion siempre es inyectiva pues X es conexo, lo tinico que se va a probar es la
suprayectividad. En efecto, sea Y € CX. Se van a analizar dos casos:

1. Y es conexo. Por definicién de C¥ existe un morfismo X — Y, el cual es
un epimorfismo estricto pues Y es conexo. Ahora, si d € F(Y), entonces
existe e € F(X) tal que F(f)(e) = d. Pero como X es de Galois, existe
o € Aute(X) tal que F(o)(c) = e. Asi, nétese que foo € C(X,Y), més ain,
F(foo)(c)=F(f)(e) =d, lo que concluye la prueba en este caso.

2. Y no conexo. SiY = [];_, Y; es la descomposicién en componentes conexas de
Y, entonces por el lema anterior C(X,Y) = U ,C(X,Y;). Ademas, F(Y) =
]_[Z L F(Y;). Asi, el resultado se deduce del caso conexo pues cada Y; es conexo.

En lo que respecta a 2, nétese que por 1 hay una accién de Aute(X)? en C(X,Y)
para Y € C¥, dada por precomponer. Asi, FX(Y) tiene estructura de Aute(X)°P-
conjunto. Luego, es claro que se da la factoizacién que se busca, donde F'X es a nivel
de objetos FX con su estructura de Aute(X)°-conjunto. Por lo tanto, lo que resta

probar es que F'X es una equivalencia, para lo que se va a ver que este funtor es fiel,
pleno y esencialmente suprayectivo.

Respecto a la propiedad de ser esencialmente suprayectivo, sea £ € Aute(X)P-FSet
y supdéngase que este tiene accién transitiva. Luego, al considear e € E, la funcién
Pe : Aute(X)? — FE cuya regla de correspondencia es p.(c) = o - e, es un mor-
fismo de Aut¢(X)-conjuntos suprayectivo. Asi, sea f. := p.oev,' : F(X) — E.
Notese que esta funcién es suprayectiva y ademds que si 0 € Aute(X)? y 7 €
Aute(X), entonces fo(F(0)(eve(T))) = fo(eve(04(7))) = pe(coT) = (0o7T) € =
T-(0-€) = 7-e = felev,(r)). Por lo tanto, f. se factoriza a través de espa-
cio cociente F(X)/ Autpse; F/(X)? mediante un morfismo f.. Pero nétese que e-
xiste en C el cociente p : X — X/ Aute(X)e, el cual induce el cociente F(X) —
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F(X)/ Autgset F'(X)%. Dado que X es conexo se tiene que G actia sin puntos fijos
en F(X). Entonces, |F(X)/ Aute(X).| = m = [Aute(X) : Aute(X)e] = | E|,
de donde se obtiene que p. es una biyeccion y por lo tanto es un isomorfismo de
Aute(X)P-conjuntos.

Lo que resta ver es que este funtor es fiel y pleno, es decir, que dados Y, Z € C¥,
la funcién inducida FX : C(Y, Z) — Aute(X)P-FSet(F(Y), F(Z)) es una biyeccion.
Mas aun, por el lema anterior es suficiente con probar esto suponiendo que Y y Z
son conexos. En efecto, nétese que la inyectividad es clara del teorema de rigidez.
Respecto a la suprayectividad sea f € Aute(X)P-FSet(F(Y), F(Z)). Asi, dado
¢ € F(Y), se tiene que Aute(X)? C Aute(X) %, Sipe: X = X/ Aute(X)Py pye) :
X — X/ Aute(X)P¥ F(e) Son los morfismos caoénicos del cociente, entonces la propiedad
universal de p, implica que existe un dnico g : X/ Aute(X)? — X/ Aute(X)%,, tal
que gop. = py()- Asi, el resultado se deduce de que como se vio en la suprayectividad

esencialF(X/Autc( )) 2= F(Y) y F(X/ Aute(X)%,) = F(Z) yasi, F(g) = f. O

3. El teorema principal

Sea C una categoria. Asociada a C existe una categoria que se conoce como la
categoria de sistemas proyectivos de C, que se denota por Pro(C), cuyos objetos
son los sistemas proyectivos de C, y cuyos morfismos son

Pro(C)(X,Y) = I'&HHEC(X Y;),

iy Lg
jeJ iel

si X = ({Xitier, {0i 1 Xi = Xj}i<i) vY = ({Vi}jes {wij 1 Yi = Yj}<i).

De la definicién es claro que C tiene un encaje pleno en Pro(C). Ademsds, si
F : C — FSet es un funtor, este induce un funtor Pro(F') : Pro(C) — Pro(FSet).

El primer resultado de esta seccion es en torno a una propiedad que cumple el
funtor de fibra de una categoria de Galois, pues este resulta ser pro-representable.

LEMA 4.39. Sea (C, F') una categoria de Galois. La familia de clases de isomorfis-
mo de objetos de Galois en C, Gal(C), es un conjunto dirigido. Ademdas, este permite
definir un sistema proyectivo en C.
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DEMOSTRACION. Gal(C) tiene estructura de orden parcial por dominacién. Para
ver que este conjunto es dirigido, sean X, Y € Gal(C). Como X xY € C, X xY > X
y X xY >V, al tomar la clausura de Galois de X x Y se deduce que Gal(C) es
dirigido.

Respecto a la segunda afirmacién témese ¢ € [[ycqae) £/(X). Luego, si X <Y,
por el teorema de rigidez existe un tinico ¢%y € C.((Y, ¢y), (X, cx)). Asi, nuevamente

por el teorema de rigidez es claro que (Gal(C), {¢%y : Y — X}x<y) es un sistema
proyectivo. 0

DEFINICION 4.40. Un funtor pro-representable es estrictamente pro-representable
si los morfismos de transicion del sistema que lo pro-representa son epimorfismos.

PROPOSICION 4.41. Para (C, F) una categoria de Galois, el funtor de fibra F :
C — FSet es estrictamente pro-representable en C.

DEMOSTRACION. Por el teorema de correspondencia de Galois (Proposicién 4.38)
se tiene que para cada X € Gal(C), C(X,.) = F¥ con el isomorfismo dado por
ev., . Asi, se tiene que @XGGal(C) EVey @XGG&I(C)C(X, )= mXeGal(C) FX es un

. ¢ ‘. : X ~~ —
isomorfismo natural. Mas aun, lnge Gal F+ = F, de lo que se deduce la pro

©)
representabilidad del funtor F. Ademas, como por el lema anterior para X <Y con
X,Y € Gal(C) se tiene que ¢%y tiene dominio Y # 0 y codominio X que es conexo,

entonces ¢%y es un epimorfismo estricto, lo que concluye la prueba. O

DEFINICION 4.42.

1. Sea C una categoria de Galois y Fi, Fy : C — FSet funtores de fibra. Al con-
junto de isomorfismos de Fy en Fy se le llama el conjunto de trayectorias
de Fy en Fy y se denota por m(C; Fy, F3).

2. Si (C, F) es una categoria de Galois, a m(C; F, F') se le denota por m(C; F) y
a este conjunto se le conoce como el grupo fundamental de C con punto
base F'.

EJEMPLO 4.43. Sea X un espacio conexo, localmente conectable por trayectorias
y localmente simplemente conezo. Para cada v € X, m(FCov(X); F,) = m (X, ).

EJEMPLO 4.44. Sea X un esquema de la forma X = Speck. Para cada x € X,
m(FEt/X; F5) = m(X,Z). En particular para k campo, m (FEt/X; Fr) = Gal(k).
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EJEMPLO 4.45. Para G un grupo profinito se tiene que m (G-FSet;U) = G.

Nétese que el ultimo ejemplo dice que todo grupo profinito puede realizarse como
el grupo fundamental de una categoria de Galois. Ademas, se observa que en cada uno
de los ejemplos anteriores el grupo fundamental de una categoria de Galois result6
ser un grupo profinito. Este es un hecho general.

PROPOSICION 4.46. Si (C, F') es una categoria de Galois, entonces m (C; F) es
un grupo profinito.

DEMOSTRACION. Considérese G := []y.e Autpses(F(X)). Si a cada elemento
del producto se le da la topologia discreta y a G' la topologia producto, entonces G
tiene estructura de grupo topoldgico. Luego, sea f : m(C; F) — G la funcién tal
que f(n) = (nx)xec- Esta funcién es claramente un monomorfismo de grupos. Asi,
nétese que se tiene un isomorfismo de grupos m1(C; F') = ﬂ¢eC(Y,X){77 € G|nxo
F(¢) = F(¢) o ny}. El resultado se deduce de que cada uno de los intersectandos
es un subgrupo cerrado de G, por lo que dicha interseccion es un subgrupo cerrado.
Ademas, un subgrupo cerrado de un grupo profinito es profinito. 0

El siguiente resultado que se busca es escribir a m1(C; F'), para (C, F') una categoria
de Galois, como limite inverso. En esta direccion se requieren de algunos resultados
previos.

LEMA 4.47. Para cualesquiera X,Y € Gal(C), f,g : Y — X morfismos en C y
oy € Aute(Y), existe un dnico ox € Aute(X) tal que fooy =ox og.

DEMOSTRACION. Para los objetos y morfismos de las hipdtesis nétese que g :
Y — X es un epimorfismo estricto por ser X conexo y Y # 0. Asi, la funcién g* :
Aute(X) — C(Y, X) que se obtiene al restringir la funcién dada por precomponer con
g es inyectiva. Ademas, al ser Y de Galois, el teorema de correspondencia implica que
IC(Y, X)| = |F(X)|. Pero como X es de Galois, la definicién implica que | Aute(X)| =
|F(X)|. Por lo tanto se concluye que g* es una biyeccién. Luego, como f o oy €
C(Y, X), entonces existe un unico ox € Aute(X) tal que g*(ox) = f ooy, lo que
concluye la prueba. 0

COROLARIO 4.48. Para (C, F') una categoria de Galois, el conjunto {Aute(X)} xecaie)
es dirigido y define un sistema proyectivo.
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DEMOSTRACION. El orden a considerar en el conjunto dado es nuevamente la
dominacién. Asi, se observa que para X,Y € Gal(C) se tiene que existe Z € Gal(C)
talque Z > X'y Z > Y, con morfismos f y g testigos de cada una de las dominaciones
respectivamente. Luego, el lema anterior implica que existen morfismos de grupos
Aute(Z) — Aute(X) y Aute(Z) — Aute(Y), lo que muestra que el conjunto es
dirigido.

Por otro lado, si Y > X y f es testigo de esta dominacién, entonces por el
lema anterior existe un morfismo de grupos ¢xy : Aute(Y) — Aute(X), el cual es
de hecho un epimorfismo. Todas estas funciones forman el sistema proyectivo para

{Aute(X)}. O

Para (C, F') una categoria de Galois, sea G = Hm o © Aute(X). Por construc-
cién es claro que G es un grupo profinito. Ademds, ndtese que para X € Gal(C) se
tiene una funcién fx : m(C; F) = Aute(X) definida mediante f(n) = ev_!(nx(cx)).
Noétese que estas funciones son compatibles con los morfismos de transicion de G pues
para X <Y se tiene que (dxy o fy)(n) = dxv(evy'ny(ey)) = ev [ F(f)ny(ey) =
evgnx F(f)(ey) = eviynx (ex) = fx(n).

PROPOSICION 4.49. El morfismo de grupos profinitos f : m(C; F) — G es un
1somorfismo de grupos profinitos.

DEMOSTRACION. Dado que 71 (C; F') es compacto y G es Hausdorff, basta pro-
bar que f es una funcién continua y biyectiva, para lo cual por la discusién previa lo
unico que falta probar es que f es biyectiva. Sin embargo, de la definicién de 71 (C; F')
es claro que f es inyectiva. Asi, la suprayectividad de f sea (gx)xecgaic) € G. Lue-
go, se observa que para Z € C conexo se tiene que si Z denota su clausura de Galois,
entonces se tiene la siguiente sucesion de funciones

F(Z) —£C(2,7) —2~C(2,7) “2~ F(2)

Y dendtese por 1z a dicha composicién. Ademas, como el funtor F' preserva co-
productos finitos, entonces al descomponer un elemento en sus componentes conexas
se puede dar la definicién de nx para cada X € C y ademds, n = (nx)xec € m1(C; F).

Para concluir se obseva que para X € Gal(C) se tiene que fx (1) = ev_!(nx)(cx) =
gx, esto concluye la prueba. O



128 4. CATEGORIAS DE GALOIS

El siguiente resultado tiene una interpretacion muy interesante pues se recuerda
que en el caso topoldgico, cuando existe una trayectoria que une dos puntos en
un espacio, los grupos fundamentales en dichos puntos resultan ser isomorfos. De
esto se concluye que para espacios conectables por trayectorias uno puede hablar de
un grupo fundamental a secas, pues en todos los puntos de dicho espacio los grupos
fundamentales son isomorfos. Asi, el siguiente resultado se puede interpretar diciendo
que en las categorias de Galois no hay problemas con los puntos bases pues siempre
hay trayectorias entre ellos y por tal razén, no hay dependencia del funtor de fibra
para el grupo fundamental de una categoria de Galois.

TEOREMA 4.50.

1. Sea (C, F) una categoria de Galois. Entonces F' induce una equivalencia entre
C y m(C; F)-FSet.

2. Si Fy, F5 : C — FSet son funtores de fibra, entonces m1(C; Fy, Fy) es no vacio.
Ademds, m(C; Fy) es isomorfo a m(C, Fy) de manera no canénica salvo un
automorfismo interior.

DEMOSTRACION. Para 1 nétese que por las proposiciones 4.41 y 4.49 basta con
probar que F¢ : Pro(C)(G¢ -)|c : C — FSet se factoriza por una equivalencia de
categorias F° : C — GP-FSet. En efecto, F° es esencialmente suprayectivo pues
dado X € G°P-FSet, al tener X la topologia discreta, la accién de G? en X se
factoriza por un cociente finito por Aute(Y') para Y € C. Asi, para concluir se puede
aplicar el Teorema 4.38.

En lo que respecta a F° fiel y pleno, sean X, Y € C. Asi, existe Z € Gal(C) tal
que Z > Xy Z > Y. Luego, el resultado se deduce de aplicar la Proposicion 4.38 en
CX, lo que concluye 1.

Respecto a 2, dado que Fi y F3 son pro-representables, basta con probar que sus
sistemas inversos que los representan son isomorfos en la categoria Pro(C). Para esto
sean Gy v Go los respectivos sistemas de representacion. Entonces,

Pro(C)(G7,G5) = lim lim C(Y, X) = lim lim Aute(X) = lim Aute(X).

Xegy Yeds Xegy Yeds Xegy

Asi, basta con probar que Nm G Aute(X) # 0, afirmacion que es clara pues cada
2

Aute(X) tiene la topologia discreta y es finito, por lo que es un espacio compacto y
Hausdorff no vacio, por lo que el limite inverso es no vacio. 0
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4. Funtores fundamentales

DEFINICION 4.51. Sean C y D categorias de Galois. Un funtor K : C — D
es fundamental si la asigacion K* : Fun(D, FSet) — Fun(C, FSet) preserva
funtores de fibra.!

PROPOSICION 4.52. Sea K : C — D un funtor entre categorias de Galois. En-

tonces, K es un funtor fundamental si y solo si existe F' : D — FSet un funtor de
fibra tal que F o K : C — FSet es un funtor de fibra.

DEMOSTRACION. La ida es clara de la definicién. El regreso es consecuencia
directa del teorema principal. O

Sea Gal la 2-categoria cuyas:

1. 0-celdas son las categorias de Galois punteadas con los funtores de fibra.
2. 1-celdas son funtores fundamentales K : (C, F)) — (D, F”) tales que F' o K =
F.

3. 2-celdas son isomorfismos entre funtores fundamentales.

Por otro lado, defina Prof la 2-categoria cuyas:

1. O-celdas son los grupos profinitos.

2. 1-celdas son los morfismos de grupos profinitos.

3. 2-celdas son elementos ¢’ € G’ tales que Iy o f = g para f,g : G — G
1-celdas, donde I es el automorfismo interno definido por ¢'.

Con lo anterior en mente la siguiente discusion es en torno a la funtorialidad
del grupo fundamental sobre una categoria de Galois. La primera observacion es
que este asigna a una categoria de Galois un grupo profinito. Por otro lado, sea
K : C — D un funtor fundamental. Si F’ € Fun(D,FSet) es un funtor de fibra,
entoces F':= F'oK € Fun(C,FSet) es un funtor de fibra. Asi, se tiene una asignacién
fx : m(D; F') — m(C; F) cuya regla de correspondencia es fx(n) = no K. Esta
funcion resulta ser un morfismo de grupos por la compatibilidad de las composiciones
horizontal y vertical en la 2-categoria de categorias (“middle four interchance”). Mas
aun, fx es un morfismo de grupos profinitos. Ademas, del Teorema 4.50 se deduce que
los isomorfismos entre grupos fundamentales estan definidos de manera tnica salvo
un automorfismo interno, es decir, estos dan lugar a un 2-morfismo en la 2-categoria
de grupos profinitos. En resumen se tiene que m; : Gal”” — Prof.

'En [SGA1] a estos funtores se le llama exactos.
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Ahora, noétese que dado G un grupo profinito, a este se le puede asociar una
categoria de Galois (G-FSet, U), donde U : G-FSet — FSet es el funtor que olvida.

Sea f : G — H un morfismo de grupos profinitos. Asi, dado X € H-FSet, puede
definirse una accién continua de G en X dada por g -z := f(g)z, donde g € G y
x € X. Si ¢X denota al conjunto X con esta estructura de G-conjunto, esto da lugar
a un funtor fundamental Ky : H-FSet — G-FSet definido por:

Ki(X) =¢ X.

Ademas, para a : X — Y morfismo en H-FSet, a es G-equivariante al dotar a
X y Y con estuctura de G-conjuntos. Asi, se define:

Kf(Oé) G X —a Y
Kp(o) =

Noétese que Ky es un funtor de fundamental pues es claro que si U : H-FSet —
FSet es el funtor que olvida, entonces U o Ky : G-FSet — FSet es el funtor que
olvida.

Por construccién se tiene el siguiente resultado que puede interpretarse diciendo
que las dos construcciones dadas anteriormente son inversas.

PROPOSICION 4.53.

1. Si f: G — H un morfismo de grupos profinitos, entonces fx, = f.
2. SiK:(C,F)— (D,F) es un funtor fundamental entre categorias de Galois,
entonces el siguiente diagrama conmuta:

C K D

A

G-FSet—— H-FSet
Ky,

Mas atn, nétese que dado G € Profy, a este se le asociar la categoria de Ga-
lois (G-FSet,U), donde U : G-FSet — FSet es el funtor que olvida. Ademas,
m1(G-FSet,U) = G, y estos isomorfismos son naturales por construccion.

Por otro lado, a una categoria de Galois (C, F') se le asocia su grupo fundamental
m1(C, F'), que es un grupo profinito. Ademads, este induce a su vez una categoria
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de Galois (m(C, F')-FSet,U). Pero como se vio en el Teorema 4.50, se tiene que
7T1(C, F)-FSet ~C.

Ademas, nétese que por el inciso 2 del Teorema 4.50 se deduce que el grupo
fundamental de una categoria de Galois da lugar a un 2-funtor m; : Gal” — Prof.
Por lo tanto, la discusion previa muestra que se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.54. m : Gal’” — Prof es una equivalencia de 2-categorias.

Para concluir este capitulo se recuerda que en la teoria de categorias usual (1-
categorias), las equivalencias son la nocién mas comun de categorias que pueden
considerarse como la misma y por tal razon el que estas existan permite traducir
propiedades de una categoria en otra. El iltimo resultado que se busca es en esta
direccién. Para lo que resta de la seccion G y H son dos grupos profinitos, f : H - G
es un morfismo de grups profinitos, K := Ky, C = G-FSet y D = H-FSet.

DEFINICION 4.55.
1. Para (X,c) € C,, se escribird (X, c)o := (Xo,c) con Xy componente conexa
de c en X.
2. X € C tiene una seccion si 1 > X.
3. X € C se escinde totalmente si es isomorfo a un coproducto finito de
objetos terminales.

LEMA 4.56.

1. Para cada subgrupo abierto U C G,

» im(f) C U siy sdlo si (1p,*) > (K(G/U),1) en D..

» Sea Kg(im(f)) € G es el minimo subgrupo normal de G que contiene a
im(f). Entonces Kg(im(f)) C U si y solo si K(G/U) se escinde total-
mente en D.

2. Para cualquier subgrupo abierto V-C H,
a) nuc(f) CV siy solo si existe un subgrupo U C G tal que (K(G/U),1)q >
(H/V,1) en D.,.

b) Si f es un epimorfismo, entonces nuc(f) C V' si y sdlo si existe U C G

un subgrupo abierto tal que (K(G/U), 1)y = (H/V,1) en D,.

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién de 1 nétese que (1p, %) > (K(G/U), 1)
si y sélo si la unica funcién g : ¥ — K(G/U) que manda a x en U es un morfismo, es
decir, si y sélo si para cada h € H, U = g(x) = g(hx) = h- g(x) = f(h)U, lo que es
equivalente a que im(f) C U. Respecto a la segunda afirmacién de 1 se observa que
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Kq(im(f)) € U siy sélo si para cada g € G/U la funcién h, : * — K(G/U)
que manda a * en gU es un morfismo en D. Esto da lugar a un epimorfismo
[,cq/v* — K(G/U) en D, el cual es también inyectivo por tener dominio y
codominio con la misma cardinalidad finita. En el regreso, para un isomorfismo
yeq/m* = K(G/U), considérese ¢; : * — K(G/U) el morfismo que se obtiene
al hacer composicién de este con el -ésimo morfismo canénico del coproducto. Por
construccion ¢; = h,, (), lo que concluye la prueba.

Para 2, como V es cerrado y de indice finito en H, y como Gy H son en particular
compactos, f(V') es cerrado y de indice finito en im(f), lo que implica que es abierto.
Asi, existe un subgrupo abierto U C G tal que U Nim(f) C f(V). Por definicién,
la componente conexa de 1 en K(G/U) en D es: im(f)U/U = im(f)/(U Nim(f)) =
H/f~Y(U). Pero f~YU) = f~YU Nnim(f)) € V, de donde hay un epimorfismo
canénico (im(f)U/U,1) — (H/V,1) en D,. Méas aun, si im(f) = G, entonces al
tomar U = f(V), ¢ es la inversa del isomorfismo canénico H/V — G/U.

En la otra direccién, supéngase que existe V' C G abierto y un morfismo ¢ :
(im(f)U/U,1) — (H/V,1) en D,. Entonces, para cada h € H se tiene que ¢(f(h)U) =
h-¢(1) = hV. En particular, si f(h) € U, entonces hU = ¢(f(h)U) = ¢p(U) =V, de
donde nuc(f) C f~1(U) C V. Nétese que como nuc(f) es normal en H, la condicién
nuc(f) € V no depende eventualmente de la eleccion de ¢ € F(X), definiendo el
isomorfismo X = H/V. O

COROLARIO 4.57.

1. f es trivial si y solo si para cada X € C, K(X) se escinde totalmente en D.

2. f es un monomorfismo si y solo si para cualquier objeto conexo X € D
existe Y € C conezxo y una componente conexa K(Y )y de K(Y) en C tal que
K(Y)y> X enD.

3. 5i f es un epimorfismo, entonces f es un isomorfismo si y solo si K es
esencialmente suprayectivo.

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién, respecto a la ida considérese X €
C. Dado que K(X) se descompone como unién ajena de sus érbitas, que son una
cantidad finita, basta ver que cada drbita de escinde totalmente. Mas ain, dado
que para x € K(X), Hx 2 H/H, y H, es un subgrupo cerrado y con indice finito
respecto a H pues [H : H,| = |Hzx|, entonces basta ver que los elementos K (H/U)
se escinden para U C H abierto. Sin embargo, como im(f) = {e}, las hipétesis de
1 en el lema anterior se cumplen pues Kq(im(f)) = {e}, por lo que el resultado se
sigue.
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Para el regreso, sea U C H un abierto. Como K (H/U) se escinde por hipdtesis, en-
tonces del lema anterior se sigue que K¢ (im(f)) C U, en particular im(f) C U. Dado
que U C H fue arbitrario, esto implica que im(f) C (J{U C H | U es subgrupo abierto}.
Pero, como se vio en el Teorema 1.3, dicha inteseccién es {e}, de donde im(f) = {e}.

Respecto a la ida de 2, la hip6tesis implica que nuc(f) = {e}. Ahora, sea X € D
conexo. Luego, X debe ser una érbita en un punto y asi, X = H/V en D, para V. C H
un subgrupo abierto. Como trivialmente nuc(f) = {e} C V, el inciso 2 del lema
anterior implica que existe U C G subgrupo abierto tal que (K(G/U), 1)y > (H/V,1)
en D,, de donde se deduce que K(G/U)y > H/V. En la otra direccién sea U C H un
subgrupo abierto. Como H/U € D es conexo, la hipdtesis implica que existe Y € C
conexo tal que K(Y)y > H/U, donde K(Y)y es una componente conexa de K(Y).
Pero por 2 del lema anterior, esto implica que nuc(f) C U. Ademas, como U fue
un subgrupo arbitario, el Teorema 1.3 implica que nuc(f) = {e}, por lo que f es un
monomorfismo.

En la ultima afirmacién, para la ida basta con probar que tiene suprayectividad
esencial respecto a objetos conexos y, como se ha visto antes, estos tienen la forma
H/V con V C H un subgrupo abierto. Asi, como f es un isomorfismo, en particular
nuc(f) = {e}. Asi, nuc(f) C V, por lo que del inciso 2 del lema anterior se deduce que
existe U C G subgrupo abierto tal que (K (G/U), 1)y = (H/V,1). De esto se deduce la
suprayectividad esencial. Ademads, respecto al regreso, nétese que la suprayectividad
esencial implica que f es un monomorfismo pues para cada abierto V' C H, existe U C
G subgrupo abierto tal que (K(H/V), 1)y = (G/U,1). En particular (K(H/V),1)g >
(G/U,1) y por 2 del lema anterior, nuc(f) C V', de donde nuc(f) = {e}. Asi, se tiene
que f : G — H es una funcién continua y biyectiva, pero al ser G y H profinitos, en
particular G es compacto y H Hausdorff, por lo que f es un homeomorfismo también
y asi, un isomorfismo. O

En el siguiente resultado se muestran algunas propiedades demostradas ante-
riormente, asi como otras nuevas. Este resultado muestra que la equivalencia de
2-categorias dada por 7 : Gal”” — Prof, permite traducir propiedades entre las 2-
categorias en cuestion como en el caso 1-categorico. Aunque el resultado completo es
muy interesante, vale la pena prestar atenciéon en el inciso 4 pues al ser la 2-categoria
de grupos profinitos una categoria con imagénes y nticleos, tiene sentido hablar de
exactitud, concepto que para nada fue tocado en esta tesis. Lo interesante es que
en este momento puede caracterizarse la exactitud usando los conceptos de la De-
finicién 4.55, que aunque se ven dificiles de estudiar en la practica, pueden llevarse
a una condicion de exactitud que es por lo general muy cémoda de verificar si es
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cierta o falsa. Estos son el tipo de resultados que en la teoria de 1-categorias hacen
sumamente 1til el tener una equivalencia de categorias.

PROPOSICION 4.58.

1.

w

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es un epimorfismo.

ii) K manda objetos conexos en objetos conexos.
iii) K es fiel y pleno.

. [ es un monomorfismo si y solo si para cada X € D existe Y € C y una

componente conexa de K(Y), K(Y)o, tal que K(Y)y > X en D.

. [ es un isomorfismo si y solo si K es una equivalencia de categorias.
. Sean K : C - D y K' : D — & funtores fundamentales entre categorias de

Galois con morfismos de grupos profinitos inducidos f : H - Gyg: L — H
respectivamente. Entonces,
» im(g) € nuc(f) si y solo st K'(K(X)) se escinde totalmente en € para
X eC.
» nuc(f) Cim(g) si y solo si para cualquier objeto conexo X € D tal que
K'(X) tiene una seccion en &, existe Y € C y una componente coneza de
K(Y), K(Y)o, tal que K(Y)o > X en D.

DEMOSTRACION. Para 1, en lo que respecta a i) = 7i) supéngase que
f es un epimorfismo y sea X € C conexo. Asi, H actia transitivamente en
X. Entonces, dados z,y € K(X), existe h € H tal que hx = y. Al ser f
suprayectiva, existe g € G tal que f(g) = h. Por lo tanto, g-x =y y G actia
transitivamente en K(X), de lo que se deduce que K(X) es conexo.

i1) = 1) Considérese un cociente de la forma G/N con N < G abierto
y normal. Este cociente es finito y ademéds conexo. Luego, al usar la hipdte-

sis K(G/N) es conexo y asi, el morfismo candénico H e ™¢ /N es
continuo y un epimorfismo por la hipétesis. Al denotar por fy a dicha compo-
sicibn y si A= {N < G | N es abierto}, entonces es claro que f = @NGN fn.
Luego, f es un epimorfismo en la categoria de grupos profinitos.

i) = 4ii) Para X,Y € C, considérese la funcién inducida K : C(X,Y) —
D(K(X),K(Y)). Por definicién es claro que K es fiel. Para ver que es pleno,
sea g : K(X) — K(Y). Nétese que g € C(X,Y) pues dado y € G, como f es
en particular suprayectiva existe h € H tal que f(h) = y. Asi, para v € X,
g(yz) = g(h-x) = h-g(x) = yg(x). Esto prueba que g es G-equivariante y
ademads, es claro que K(g) = g.
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Para ii1) = i) Dado U C G un subgrupo abierto propio, no existe morfis-
mo 1 — G/U en C. Al ser K fiel y pleno, no existe morfismo de 1 en K(G/U)
en D. Pero, por el Lema 4.56 esto es equivalente a que im(f) ¢ U.

En lo que respecta a 2, este es el mismo enunciado que la afirmacién 2 del
corolario anterior. Para la ida de 3, al ser f en particular un epimorfismo se
tiene que K es fiel y pleno, Ademaés, por la afirmacién 3 del corolario anterior
K es esencialmente suprayectivo y asi, es una equivalencia de categorias. Para
el regreso de 3, al ser K es particular fiel y pleno, f es un epimorfismo. Luego,
por la afirmacion 3 del corolario anterior, al ser K esencialmente suprayectivo,
f es un isomorfismo.

Para 4, la primera afirmacién se deduce del hecho de que K’ o K : C — &
es un funtor fundamental. Asi, al aplicar la afirmacién 1 del Corolario 4.57,
fog: L — G es trivial, es decir, para cada x € L, (f o g)(x) = e. Pero esta
condicién es equivalente a decir que im(g) C nuc(f).

En lo que respecta a la segunda afirmacion de 4, para la ida sea X € D
conexo tal que 1 > K'(X) en £ Como X = H/U en D, para U C H
un subgrupo abierto, entonces por la afirmacion 1 del Lema 4.56 se tiene
que nuc(f) C U, por lo que de la hipédtesis se deduce que im(g) C U. Asi, al
aplicar la afirmacién 2 del Lema 4.56, se deduce que existe V' C G un subgrupo
abierto tal que (K (G/V),1)o > (H/U,1), lo que prueba la afirmacién.

Para el regreso, notese que
im(g) = ﬂ{U C H | im(g) CU y U es un subgrupo abierto de H}.

Asi, sea U uno de tales intersectandos. Asi, como im(g) C U, por la primera
afirmacién del Lema 4.56 se tiene que (1,%) > (K'(H/U),*) en €. Como H/U
es conexo, la hipdtesis implica que existe Y € C tal que K(Y) > H/U, donde
K(Y)o es una componente conexa de K(Y'). Pero por la segunda afirmacién
del Lema 4.56 esto implica que nuc(f) C U. Luego, el resultado se sigue
de que este argumento no dependié del intersectando que se tomd y asi,

nuc(f) Cim(g). O
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Apéndice A

Teoria de Galois

PROPOSICION A.1. Sea K|k una extension de Galois y L € Exqp con [L: k] <
No. Entonces, todo automorfismo de campos de L que fija a k se extiende a un
automorfismo de K que fija a k.

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 3.1.2 del Capitulo 4 en [BJ, pp 37]. O

PROPOSICION A.2. Sea L| k una extension finita. Entonces
| Homy (L, k)| < [L : k]

Ademds, la desigualdad anterior es igualdad si y solo si la extension L|k es
separable.

DEMOSTRACION. Ver el Lema 1.1.6 del Capitulo 1 en [S, pp 2-3]. O

PROPOSICION A.3. (Teorema del elemento primitivo) Sea K|k una extensidn de
campos finita y separable. Entonces, existe a € K tal que K = k(a)

TEOREMA A4. (TFTG para extensiones finitas) Sea K|k una extension de Ga-
lois finita. Dendtese por Ek|y al conjunto de extensiones intermedias entre k y K,
ast como S(Gal(K|k)) al conjunto de subgrupos del grupo de Galois Gal(K| k). Ast,
las funciones

Aut(K|- ) : Exjr — S(Gal(K|k))

L+ Aut(K|L)

K-: S(Gal(K|k)) = Eki
Hw— K" :={aec K| Vo€ H(o(a) =a)}
139
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Son inversas una de la otra y establecen una correspondencia biyectiva que in-
vierte el orden entre Ex, y S(Gal(K|k)). Ademds, dado L € Exyi, la extension
K|L es de Galois si y solo si Aut(K|L) <9 Gal(K|k). En tal caso Gal(L|k) =
Gal(K|k)/ Gal(K|L).



Apéndice B

Algebra Conmutativa

LEMA B.1. (Rabinowitsch) Si f € Ay Ay es el anillo de fracciones de A respecto
al conjunto multiplicativo S = {f™ | n € N}, entonces existe un isomorfismo entre

Alt]/(ft —1) = Ay

PROPOSICION B.2. (Lema de Nakayama) Sea M un A-mddulo finitamente gene-
rado e I C A un ideal tal que I C J(A), con J(A) el radical de Jacobson de A. Si
IM = M, entonces M = 0.

DEMOSTRACION. Ver [A, pp 21-22]. O

PROPOSICION B.3. (Teorema chino del residuo) Sean k un campo y {f; : A —

.....

que sus nicleos son primos relativos dos a dos. Entonces, el morfismo inducido f =
(fis oo fn) + A =TI, Bi es suprayectivo. Mds ain, este establece un isomorfismo
de k-dlgebras entre A/ (,_, nuc(fi) = A/ 1=, nuc(f;) = [, B

DEMOSTRACION. Ver la Proposicién 2.1.12 de [BJ, pp 19]. O
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Apéndice C

Geometria Algebraica

DEFINICION C.1. Un esquema es una pareja (X, Ox) que consta de un espacio
topoldogico X y una gavilla de anillos conmutativos unitarios sobre X, Ox, tales que:
» Para cada v € X, el tallo de Ox en x, Ox ,, es un anillo local.
» Friste una cubierta abierta afin de X, {U;}ier, tal que (U;, Ox|u,) es un
esquema afin.

DEFINICION C.2. Un morfismo de esquemas [ : X — Y consta de una
funcion continua f : X — Y y una transformacion natural f* : Oy — f.Ox,
tales que para cada x € X, la funcion inducida en los tallos Oy ) — Ox, €5 un
morfismo de anillos locales.

TEOREMA C.3. Ezxiste un isomorfismo entre las categorias de anillos conmutati-
vos unitarios CR1Ing y la categoria opuesta de esquemas afines AfSm. Este iso-
morfismo estd dado por los funtores espectro de Zariski, Spec : CR1ng — AfSm,
y secciones globales T : AfSm’ — CR1ng.

DEMOSTRACION. Ver Corolario 1 en [M, pp 113]. O

DEFINICION C.4. Un morfismo de esquemas ¢ : Y — X es separado si el
morfismo diagonal inducido por ¢, Ay :Y =Y Xx Y, es un encaje cerrado.

PROPOSICION C.5. Sean ¢ : Y — X y 1 : Z — Y morfismos de esquemas tales
que pop: Z — X es finito y ¢ es separado, entonces ¢ es finito.

DEMOSTRACION. Ver el Lema 5.3.2 de [S, pp 159]. O

DEFINICION C.6. Un esquema X es entero si para todo abierto U C X, el anillo
Ox(U) es un dominio entero.
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PROPOSICION C.7. Sea ¢ : Y — X un morfismo entre esquemas enteros su-
prayectivo con Y noetheriano, normal y con dimension 1. Entonces ¢ es localmente

libre.

DEMOSTRACION. Ver Lema 5.2.4 en [S, pp 153]. O

PROPOSICION C.8. (Lema de Nakayama) Sea X un esquema neteriano y F una
gavilla de Ox-mddulos coherente tal que F, R0y, k(z) = 0 para algin v € X.
Entonces, eziste U C X una vecindad abierta de x tal que F|y = 0.

DEMOSTRACION. Ver [M, pp 212-213]. O
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