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Introducción

La cisticercosis, causada por la presencia de las larvas de Taenia solium, perjudica al

ser humano y al cerdo. Se estima que la infección afecta 50 millones de personas en el

mundo de los cuales 50,000 mueren cada año (Parija et al., 2005). Las larvas (cisticercos)

pueden localizarse en los músculos, lengua, ojos, etc, sin causar ningún malestar en el ser

humano, el problema se presenta cuando se albergan en zonas tales como el sistema ner-

vioso, causando neurosisticercosis que es una grave enfermedad en el ser humano (Aluja

et al., 1982).

La palabra Taenia viene del griego �tahinia� que signi�ca cinta (el término fue pro-

puesto por Teofrasto en el año 300 A.C.). En términos históricos se encuentra plasmado

en textos de Ayurveda (India) de hace 500 años A.C., en el papiro de Ebers (Egipto) y en

textos médicos de Roma y Grecia (Flisser and Malagon, 1989; Flisser et al., 1997; López,

2008); en Egipto y Grecia se consideraba que la teniasis humana era producida por gu-

sanos; Hipócrates, Aristóteles y Teofrasto los llamaban �gusanos planos� por su parecido

a las cintas o listones; los Romanos, Celso y Galeno los llamaban �Lombrucus latus� que

signi�ca gusano ancho (Flisser et al., 1997); los árabes (Serapio), consideraban que cada

proglótido era un gusano diferente y lo denominaban �cucurbitineos�, por su parecido con

las semillas de calabaza y porque era el remedio contra la teniasis (Flisser and Malagon,

1989).

Las primeras observaciones sobre los efectos causados por los huevos de T. solium,

fueron hechas por Van Beneden (1853) quien experimentó al alimentar a un cerdo con

huevos de T. solium, Van Beneden encontró numerosos cisticercos en los músculos de los

cerdos después de relizar la necropsia. Kuchenmeister (Flisser and Malagon, 1989) demos-

tró que las Tenias se desarrollaban a partir de cisticercos, este hecho lo comprobó al dar

de comer carne de puerco (con cisticercos) a un convicto, al morir y realizarle la autopsia,

encontró Tenias en el intestino (Flisser et al., 1997). Yoshino (1933) describió el efecto de

ingerir cisticercos y anotar los sucesos ocurridos durante dos años, Yoshino encontró que

1
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eran expulsados diariamente de uno a cinco proglótidos.

En algunos países, por ejemplo en Inglaterra, la cisticercosis llegó al país por soldados

que regresaron de la India. Nueva Guinea presentó su epidemia de la enfermedad en 1978

en la población de Eraki (aún desconocida en el lugar), se adquirió a través de cerdos

con cisticercos que habían sido un regalo del gobierno de Java. Por su consumo el 18 y

20% de la población se infectó. La infección parece haber generado convulsiones en los

individuos afectados que provocaron incendios en sus hogares (Fliser et al., 1982). Algunos

países comenzaron a tomar medidas adecuadas para erradicar la cisticercosis tales como

Alemania en el s. XIX (Gemmell, 1977), en la actualidad en ese país ha dejado de ser

un problema de salud pública donde ha sido erradicada con medidas de higiene personal,

obras de ingeniería sanitaria y por el desarrollo de la economía de infraestructura. En

algunos otros países como Asía, África y en Latinoamerica aún persiste porque prevalecen

las condiciones de subdesarrollo que propician la existencia de Teniasis-cisticercosis.

En México, se detectó su presencia por las necropsias realizadas a adultos. El primer

caso se encontró en 1901 cuando el Dr. Ignacio Gómez Izquierdo localizó múltiples cis-

ticercos al efectuarle la autopsia a una paciente cubana que había muerto (Fliser et al.,

1982; Flisser and Malagon, 1989; Flisser et al., 1997).

El objetivo principal de esta tesis es realizar un modelo matemático que pueda repro-

ducir el comportamiento del ciclo de vida del parásito, de la fase adulta (Taenia solium)

y de la fase larvaria (cisticerco, infección del huésped intermedio humano y cerdo) del

parásito. Se pretende además modi�car el modelo matemático del ciclo de vida de la

tenia-cisticercosis original que se construya para poder simular la aplicación de quimio-

terapia y �nalmente la modi�cación del modelo para incluir una vacuna en el cerdo y

establecer estrategias que sean útiles para erradicar la teniasis y la cisticercosis. Se pre-

tende que dicho modelo pueda ser aplicado en cualquier parte, región o país.

El trabajo se divide en cinco capítulos, el primer capítulo encierra los conceptos básicos

(ciclo de vida y características del parásito), en el segundo se presenta el modelo matemá-

tico que se construye a partir de la dinámica de transmisión de la Tenia-Cisticercosis, el

tercer capítulo se presentan las estrategias aplicando solo quimioterapia, el cuarto capítulo

se implementan las estrategias de vacunación y quimioterapia. En el quinto capítulo se

presenta una discusión y las conclusiones obtenidas. Se agregan tres apéndices en donde

se incluyen el desarrollo matemático del modelo (apéndice A), fragmentos del código de
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los programas que se utilizaron (apéndice B) y �nalmente se anexan las portadas de los

artículos obtenidos durante la investigación (apéndice C).
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Capítulo 1

Conceptos básicos.

Dentro de este capítulo se presentan los conceptos fundamentales para comprender

el ciclo de vida que sigue la Taenia solium, se introduce el concepto de prevalencia y

�nalmente se presentan las estrategias que se tienen en la actualidad para control y/o

erradicación de la tenia-cisticercosis.

1.1. Biología del parásito.

1.1.1. Morfología del parásito.

Existe una gran variedad de Tenias que se desarrollan en diversos animales y que no

afectan al hombre, el único de ellos que es capaz de hospedarse en el ser humano de ma-

nera de�nitiva es la Taenia solium.

La Taenia solium es un gusano aplanado, largo que miden entre 1.5 y 5 m de longitud

(algunas veces alcanzan los 8 m). Son de color blanquesino, se encuentra constituido por

un escólex (mide entre 0.6 a 1 mm, similar al tamaño de la cabeza de un al�ler) o cabeza

que tiene ventosas y ganchos (22 a 32 ganchos en dos coronas), que se �jan en el intestino,

en su parte inferior, se adelgaza para formar un cuello a partir del cual se producen los

proglótidos o segmentos (ver �gura 1.1 (Quiroz, 1984)).

Los proglótidos miden de 10 a 12 mm de largo por 5 o 6 de ancho, pueden ser de tres

tipos, inmaduros (aun no presentan sus órganos sexuales muy desarrollados, se encuentran

cerca del cuello), maduros (ya presentan desarrollo en sus órganos sexuales masculinos y

femeninos, por lo que constituyen una unidad reproductora independiente) y grávidos

5
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Figura 1.1: Taenia Solium, modi�cada de Arnal (2016)

(contienen los huevos que son esferoides y miden 42 µ de diámetro).

Cada uno de los proglótidos son unidades de reproducción autofecundante e indepen-

diente, producen huevos que contienen embriones. Los grávidos presentan ramas uterinas

llenas de huevos (ver �gura 1.2) que le dan un aspecto arboriforme. Cada uno contiene

entre 50,000 y 60,000 huevos, estos se desprenden espontáneamente del gusano adulto

siendo evacuados hacia el exterior por medio de las heces fecales del hospedero (humano)

(Larralde and Aluja, 2006).

La primera expulsión ocurre entre los 62 y 72 días después de la infección del hospedero

�nal, en el momento en que la Tenia mide 229 cm de largo.

1.2. Ciclo de vida.

La Taenia solium habita únicamente en el intestino delgado del ser humano, donde

puede lograr sobrevivir hasta por 25 años, en México se ha observado que los parásitos

son eliminados mucho más rápido (Larralde and Aluja, 2006), se cree que puede ser pro-

ducto del consumo de substancias vermífugas (semilla de calabaza y diversas infusiones

de hiervas) se contrae por ingerir alimentos y líquidos con huevos de tenia.

Los proglótidos que son desechados del cuerpo humano mediante las heces (general-

mente de 4 a 5 segmentos) y que son ingeridos por otros hospederos intermedios (humano
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Figura 1.2: Huevo de la Taenia Solium, corte de un huevo observado en un microscopio electró-

nico de transmisión. Onc: oncosfera; Emb: embrióforo. Tomada de Larralde and Aluja (2006).

o cerdo), se almacenan en el tubo digestivo, es importante mencionar que no se descarta la

autoinfección, es decir el humano portador de Taenia solium se autoinfecta (Kraft, 2007).

Una vez que se activó la oncosfera estos penetran la pared intestinal del huésped

hasta alcanzar capilares linfáticos y sanguíneos que las distribuyen a una gran variedad

de órganos y tejidos (subcutáneo, musculo esquelético y cardiaco, cerebro, ojos, etc), el

periodo que requiere para que el embrión penetre es de por lo menos 10 semanas para

poder convertirse en un cisticerco, pudiendo sobrevivir por varios años en los tejidos del

hospedero (para el caso del ser humano si no se hospeda en un lugar que le cause sin-

tomatología puede vivir varios años y este no saber que tiene cisticercosis (Mendez, 1993)).

Si el ser humano ingiere carne de cerdo mal cocida o cruda (producto de un puerco

infectado por cisticercos), cierra el ciclo porque las enzimas gástricas e intestinales activan

el cisticerco para que se �je en la pared intestinal donde crece hasta convertirse en una

tenia adulta (lo que provoca teniasis y no cisticercosis) que produce proglótidos grávidos,

ver �gura 1.3.
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Figura 1.3: Ciclo de vida. Modi�cada de Ramírez (2012)

1.3. Teniasis

La teniasis es una infección producida por los helmintos que pertenecen a la familia

Taenidae en su fase adulta, las infecciones por tenia son frecuentes en todo el mundo

(Budke et al., 2009). Existen dos especies que afectan a los humanos la Taenia solium

y Taenia saginata, estas requieren dos hospederos intermediarios (cerdo y res, respecti-

vamente) para completar sus ciclos de vida, se hospedan en el ser humano (hospedero

de�nitivo obligatorio para ambas tenias). La teniasis generalmente es asintomática, la

cual produce un daño mínimo en la mucosa intestinal.

1.4. Cisticercosis.

El cisticerco es una forma intermedia en el desarrollo que sigue el embrión para conver-

tirse en el gusano adulto o solitaria, el agente que causa la cisticercosis es el metacéstodos

o cisticerco de la Taenia solium, el hombre es el único huésped de�nitivo de dicha Tenia.

El principal huésped intermedio es el cerdo, en donde los metacéstodos se desarrollan



1.4. CISTICERCOSIS. 9

tanto en el tejido muscular, esquelético y cardiaco. En el ser humano cuando se alberga el

parásito en su forma larvaria, ataca principalmente el sistema nervioso, el tejido muscular

y el ojo (Quiroz, 1984).

Sarti (1997) menciona que la cisticercosis se ha estudiado en el hombre y en el cerdo.

Los metacéstodos pueden presentar alrededor de ellos una reacción in�amatoria abundan-

te y pueden sobrevivir durante largos periodos en su hospedero. Se han realizado estudios

histopatológicos en músculo y encéfalo de los cerdos infectados tanto natural como en

forma experimental, se ha encontrado que los metacéstodos permanecen viables por más

tiempo en el encéfalo que en los músculos. El periodo entre la infección inicial y la apari-

ción de los síntomas es variable (algunos meses o varios años).

Los cisticercos son vesículas llenas de líquido que contienen en su interior un escólex

(�gura 1.4) cuya estructura es similar a la de la Taenia solium adulta con una cabeza

o rostelo que tiene ventosas y ganchos. La pared de las vesículas tiene una estructura

membranosa que está compuesta por tres capas: cuticular o externa, celular o media y

reticular o interna.

Figura 1.4: Cisticerco. Tomada de Larralde and Aluja (2006).

La cisticercosis por Taenia solium es un gran problema de salud pública, especialmente

en los países en vías de desarrollo. En los países desarrollados, la teniasis-cisticercosis ha

sido prácticamente eliminada desde principios del siglo XX. Sin embargo, ha reapareci-

do en recientes años debido al fenómeno de inmigración de un considerable número de

personas que provienen de países en vías de desarrollo a países desarrollados. Otro de los
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factores que contribuyen a la reaparición de la cisticercosis es el turismo. (Grisiola, 1982;

Loo and Braude, 1982; McCormick et al., 1982; Richards and Schantz, 1991; Rosenfeld

et al., 1996; Wallin and Kurtzke, 2004; Hotez, 2008; Kelesidis and Tsiodras, 2012; Coyle

et al., 2012; Ndimubanzi et al., 2010; Devleesschauwer et al., 2017b).

La cisticercosis es una enfermedad parasitaria severa en humanos, representa 1 de los

17 enfermedades tropicales desatendidas y que son prioridad de la Organización Mundial

de la Salud (Moloo, 2012). La larva de la Tenia puede persistir sin síntomas en un hués-

ped humano durante décadas (Ecker and Deplazes, 2004), lo que eventualmente causa

un espectro de patologías debilitantes (García et al., 2007). Cuando se diagnostica, la

enfermedad se encuentra a menudo en una etapa muy avanzada en la que la cirugía ya no

es una opción (Brunetti et al., 2010).

1.4.1. Tiempo de vida de los metacéstodos

Cuando entra el parásito e invade los músculos del cerdo, le desencadenan una reac-

ción in�amatoria (ocurre entre el primero y tercer mes post infección), se ha observado

en experimentos que en los cerdos infectados después de los dos meses post infección las

células in�amatorias invaden al parásito y lo transforman de vesicular a coloidal (Aluja

et al., 1982; Serrano et al., 1997). En el caso de los cerdos rurales los cisticercos pueden

permanecer hasta por un año en su forma vesicular.

En el sistema nervioso se ha observado la reacción in�amatoria cuando los metacésto-

dos ya están calci�cados o cuando ya sólo se encuentran cicatrices. Las formas calci�cadas

ya no son infectivas, por lo que el hombre al ingerirlas no le provoca teniasis.

1.4.2. Prevalencia de teniosis y distribución de tenias

En las infecciones por helmintos es común medir la carga media parasitaria 1. Dicha

estadística implica que un individuo puede albergar uno o varios parásitos helmintos. Las

propiedades dinámicas de los diferentes comportamientos de apareamiento de los parásitos

helmintos y su �grado de unión� han sido ampliamente estudiados por May (1977). Una

1La carga media parasitaria M = P
H se de�ne como la cantidad de parásitos por la proporción de

huésped con tenias



CONCEPTOS BÁSICOS 11

característica típica de la infección de T. solium es que la mayoría de las veces hay un solo

parásito por individuo, no obstante se han detectado múltiples infecciones de lombrices

en un individuo con al menos siete T. solium (Soper, 1929).

La tenia es hermafrodita, entonces es posible asumir que solo se tiene una tenia por

individuo ya que el parásito pre�ere desarrollarse de forma solitaria. La Tenia solium

incluso en comunidades endémicas tiene una prevalencia 2 < 1 % (Allan et al., 1996) y en

comunidades con prevalencia > 1 % (Cruz et al., 1989) se considera hiperendémicas. Se

tienen reportes de que la prevalencia de teniasis en Honduras es del 2.5 % (Sánchez et al.,

1999) y en Guatemala del 2.7% (Allan et al., 1996). De acuerdo a Díaz et al. (1990) los

individuos con teniasis están agrupados geográ�camente, Sarti et al. (1988, 1992); García-

Noval et al. (1996) lo han comprobado en comunidades rurales endémicas.

La relación entre la prevalencia de infección (P ), el grado de agregación de un parásito

helminto (k) y la intensidad media de la infección (M), es descrita como (May, 1977)

P = 1−
(

1 +
M

k

)−k
(1.1)

Si el parámetro k tiende a in�nito, se observa que la distribución de frecuencias de los

parásitos se colapsa a una distribución de Poisson y los parásitos del helminto se distri-

buyen aleatoriamente de forma independiente. Pero cuando k tiende a cero, los gusanos

están severamente agregados.

La representación grá�ca de la ecuación 1.1 se observa en la �gura 1.5 conM = 1 (una

tenia por individuo). Con la restricción de tener solo una tenia, signi�ca que debe haber

solo una curva hiperbólica a lo largo de la cual la relación entre prevalencia de infección,

intensidad media y grado de agregación pueden describirse de manera única.

Allan et al. (1996) han observado que la prevalencia media aumenta con la edad, hasta

que llega al grupo de 30-39 años y posteriormente dicha prevalencia empieza a disminuir.

Al considerar una tenia por individuo y hacer que el valor de k sea muy grande, la pre-

valencia de la infección alcanza un máximo del 60% (�gura 1.5). Cuando es mayor que

1, en al menos un pequeño porcentaje (7-14%) de los casos, la prevalencia de la infección

2Apt (2013) de�ne la prevalencia como: �la frecuencia de una enfermedad u otro fenómeno en un

momento determinado y en relación con la población donde se registra�. La prevalencia se podría de�nir

como el número de infectados por la población total.
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puede acercarse rápidamente al 100%.

Figura 1.5: Prevalencia de infección contra grado de agregación para M = 1

Los valores típicos de la prevalencia de infección de teniasis son del orden del 1 al 3

por ciento, por lo tanto, el grado de agregación debe ser del orden de 0.02 o menor y del

orden de 0.2 (ver el valor de Tabla 3.1).

La grá�ca presentada es consistente con lo observado, es decir, muy pocos individuos

con teniasis se encuentran en regiones endémicas con cisticercosis, lo que ocasiona que

exista gran di�cultad para encontrar tenias adultas, incluso en lugares de muy alta pre-

valencia de cisticercosis porcina (5 a 20%), es una experiencia muy común y una de las

cosas más difíciles de encontrar en el campo (Devleesschauwer et al., 2017a).

En la grá�ca 1.6 se presenta una simulación considerando la ecuación 1.1, con una

carga parasitaria (M) de 0.5 (valor arbitrario menor que 1), en donde se observa que la

prevalencia de infección aumenta más lento que con M = 1, este hecho es consistente con

las observaciones que se tienen de que muy pocos individuos con teniasis se encuentran

en regiones endémicas con cisticercosis.

Para el caso de la grá�ca 1.7, se presenta para M = 1.5, en este caso la prevalencia

de infección aumenta muy rápido, consistente con las observaciones que se tienen más

individuos con teniasis en regiones endémicas con cisticercosis.
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Figura 1.6: Prevalencia de infección contra grado de agregación para M = 0.5

Figura 1.7: Prevalencia de infección contra grado de agregación para M = 1.5

1.5. Distribución de cisticercos en cerdos infectados ex-

perimental y naturalmente

La distribución binomial negativa proporciona una buena descripción empírica de la

distribución de la mayoría de los parásitos helmintos. En el caso de cestodos, con ayu-

da de la distribución binomial negativa se logró describir la distribución de Hymenolepis

diminuta en el huésped intermedio tanto en laboratorio como en el campo (Keymer and

Anderson, 1979; Rau, 1979). El caso de las distribuciones de frecuencia de T. hydatigena en

perros y las de T. hydatigena y T. ovis en ovejas están sobredispersadas 3 (Roberts et al.,

3De acuerdo a Fonte et al. (2016) �la sobredispersión hace referencia al hecho de que en las áreas en-

démicas de helmintosis la mayoría de los individuos infectados alcanzan cargas parasitarias de intensidad
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1987). Se han encontrado distribuciones de frecuencia de cisticercos en lomo, intercostal,

pierna, hombro, lengua, diafragma y músculo de 41 cerdos infectados experimentalmente

(Acevedo, 1982).

Todos los valores que se estiman del parámetro k para el caso de los cerdos (dentro de

este trabajo, ver Tabla 1) se encuentran en el rango de 0.23-0.37 indicando un alto grado

y similar de agregación de cisticercos, es decir, la mayoría de los cerdos albergan pocos

parásitos independientemente de la ubicación del parásito (Acevedo, 1982).

1.6. Tiempo de vida de los cerdos.

Los cerdos tienen un periodo de vida variado el cual depende del lugar donde se desa-

rrollen, por ejemplo existen lugares que se dedican exclusivamente a la cría de estos y a

la obtención de productos derivados de ellos, en tales casos el ciclo de vida de los cerdos

se divide en tres partes: la cría, recría y cebo. En el periodo de cría los cerdos son des-

tetados entre los 40 y 60 días de vida, la recría abarca de los 9 a los 10 meses de vida y

cebo (etapa �nal de vida) que varia dependiendo del tipo de cebo que se trate, abarcando

generalmente su ciclo de vida de 14-15 meses (Ventanas and Andrés, 2001). Existen otros

cerdos conocidos como �cerdos de traspatio�, porque viven con�nados en patios o solares

con poca posibilidad de movimiento, o bien se la pasan la mayor parte del día en calles

y campos en las comunidades rurales del país. El tiempo de vida de los cerdos depende

de los dueños, ya que muchos de los cerdos son sacri�cados para �estas familiares o de la

comunidad (Larralde and Aluja, 2006).

1.7. Estrategias.

Una estrategia muy usado en el control de cisticercosis es la vacuna y/o la quimio-

terapia. Para el caso del cerdo se aplica generalmente oxfendazol o vacuna. La sustancia

activa es e�cacaz para los animales debido a que el oxfendazol resulta poco efectiva su

administración (en México) porque los criadores deben esperar varias semanas antes de

ofrecer el producto al consumidor (Aluja and Villalobos, 2000).

leve o moderada, mientras que solo una pequeña parte de las personas muestran cargas severas�.
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La droga más común para la teniasis es la niclosamida la cual actúa directamente

sobre los proglótidos, no tiene acción contra los huevos, libera los huevos dentro de la

luz intestinal, por lo que la administración de un laxante una o dos horas después del

tratamiento es obligada, esta droga no existe en el mercado mexicano. El prazinquantel o

el albendazol, son otras drogas que se utilizan en el humano, la dosis consiste en aplicar

alrededor de 10 mg/kg en relación a la masa corporal. Los resultados del uso de esas

drogras han sido muy efectivos ya que ha reducido la prevalencia de la teniasis en zonas

con parasitismo endémico (de la Salud., 2003).

Se han llevado a cabo campañas educativas para eliminar completamente la infección,

dichas campañas van dirigidas a la población en general (Assana et al., 2013) y al mismo

tiempo se han aplicado tratamientos masivos en humanos y en cerdos (García et al., 2016;

Garcia et al., 2006). También se ha probado en experimentos el uso de quimioterapia con

triclabendazol y oxfendazol para eliminar la infección (Vargas-Calla et al., 2016; Gonzalez

et al., 1997) en una población de puercos con el �n de eliminar la cisticercosis porcina.

Garcia et al. (2006) probaron en experimentos que el uso de triclabendazol no es e�caz pa-

ra la eliminación de cisticercosis a diferencia del oxfendazol que tiene una e�cacia incluso

aplicando una sola dosis, el resultado encontrado derivó que el oxfendazol es el que tiene

más alta efectividad, pero el consumo del fármaco ocasiona a los puercos consecuencias

secundarias. Otro problema que tiene al usar la quimioterapia es que cuando se detiene,

la infección regresa. Se han llevado a cabo estudios con quimioterapia en humanos y cer-

dos, encontrando experimentalmente que esta combinación no elimina la infección (García

et al., 2016; Carabin and Dorny, 2017).

Una de las vacunas desarrolladas en México es la S3Pvac (vacuna sintética tripéptida)

la cual se ha trabajado en la Universidad Nacional Autónoma de México por el grupo de

la Dra. Edda Sciutto, se ha experimentado inicialmente en ratones (Sciutto et al., 1990) y

posteriormente en cerdos (Sciutto et al., 1995; Diaz et al., 2003). La prueba en campo se

realizó en la Sierra de Huautla en Morelos, el experimento consistió en vacunar a puercos

de 2 meses de edad (primera dosis) y se les aplico una segunda dosis un mes después,

se tomaron al mismo tiempo controles (misma cantidad de puercos vacunados) que no

recibieron vacunas, los resultados que reportan en una baja en la prevalencia del 50%

(Diaz et al., 2003).

Otra vacuna que se ha usado para la prevención de la cisticercosis (Lightowlers, 2004)

ha sido desarrollada por Flisser et al. (2004). Lightowlers et al. (2016) experimentaron con
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cerdos, aplicando la vacuna en diferentes periodos, encontraron que el período de vacuna-

ción puede retrasarse de 12 a 16 semanas y si la vacuna se combina con quimioterapia, es

posible eliminar la cisticercosis. La combinación de quimioterapia y vacuna elimina por

completo la infección. En Camerún (Assana et al., 2010) se demostró experimentalmente

administrando tres dosis de vacunas TSOL 18 al cerdo y posteriormente una dosis de

oxfendazol. Los resultados fueron ausencia de cisticercosis en necropsias de cerdos y una

disminución en la prevalencia de 19.6% a 0.0001.

En 1992 se declaró la Tenia solium como potencialmente erradicable (Carabin and

Traoré, 2014), pero algunos países de Latinoamérica aún presentan poblaciones infecta-

das, tal es el caso de México, Guatemala, Perú , entre otros. Llevar a cabo una campaña

de eliminación requiere varios aspectos, entre los que destacan una completa vigilancia,

una administración rigurosa y una investigación operativa, así como un buen apoyo �nan-

ciero que ayude eliminar la infección de la Teniasis/Cisticercosis en un tiempo corto. Se

han llevado a cabo varios programas y estudios para implementar la erradicación de la

Teniasis (Jayashi et al., 2012), así como un reciente programa para estudiar y erradicar la

teniasis conocido como estrategias de anillo (Flecker et al., 2017). La combinación de las

campañas, vacuna y quimioterapia parece ser la más adecuada, pero hasta el momento

no se tienen pruebas que comprueben que la combinación funcione a gran escala (García

et al., 2016).



Capítulo 2

El modelo matemático de la

Tenia-cisticercos

Gran parte de la teoría actual de las infecciones por helmintos se basa en el trabajo

pionero de Kostitsyne (1934), quién formuló un modelo determinista de una serie in�nita

de ecuaciones diferenciales que describen los cambios en las densidades de los huéspedes.

La principal contribución de ese estudio inicial fue el reconocimiento de que los modelos

epidémicos clásicos (Hamer, 1906; Ross, 1915; Soper, 1929; Kermack and McKendrick,

1927) que resultaron ser descripciones inapropiadas de la dinámica de los parásitos hel-

mintos.

Se han elaborado numerosos modelos matemáticos sobre la dinámica de transmisión de

varias enfermedades infecciosas producidas por los helmintos (Anderson and May, 1979,

1982, 1985, 1995; Anderson and Medley, 1985; Tallis and Leyton, 1969; José, 1989; Key-

mer, 1982). En la actualidad existen varios modelos matemáticos de E. granulosus, Taenia

hydatigena y Taenia ovis en ovejas y perros (Roberts et al., 1986, 1987; Roberts, 1994).

Los modelos de transmisión de helmintos deben tener en cuenta el hecho de que la

patología inducida por la infección parasitaria, la fecundidad, la mortalidad, el estableci-

miento de los parásitos y las respuestas del huésped generadas por la infección depende

en general de el número o la carga de parásitos acogido por éste.

Así por ejemplo, el modelo SIR ignora el ciclo de vida de el parásito helminto, porque

asume que todos los individuos están en contacto unos con otros al azar. La característica

principal del modelo SIR es asumir que el número de infectados es igual al número de

17
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susceptibles (Kyvsgaard et al., 2007; Winskill et al., 2017; Braae et al., 2016).

Otros modelos como el de Kyvsgaard et al. (2007), Winskill et al. (2017), y Braae

et al. (2016) asumen en sus ecuaciones que la tasa de transmisión (β) obedece al principio

de acción de la masa, es decir, la tasa de transmisión es proporcional al producto de la

densidad de X susceptible por la densidad de los individuos infectados Y (βXY ). La

simetría de la incidencia de la acción de masas teóricamente permite que los individuos

susceptibles puedan transmitir la susceptibilidad (Lara-Sagahón et al., 2007). Cuando es-

to sucede, las infecciones tienen una propagación de tipo SIS en poblaciones humanas.

El modelo presentado en este trabajo se basa en modelos previos establecidos por

Anderson and May (1982) y por Keymer (1982), ambos modelos trabajan con el periodo

de vida del parásito a lo largo de su ciclo de vida, es decir, toman en cuenta el huésped

de�nitivo (humano) y el huésped intermedio (puerco). El modelo se considera como de-

pendiente de la densidad de los parámetros en donde se observa crecimiento lineal de la

mortalidad y exponencial decreciente de la fecundidad a medida que aumenta la densidad

de los parásitos. El comportamiento se toma de esa forma, por el trabajo experimental

en especies parásitas estrechamente relacionadas en animales de laboratorio. De acuerdo

a Anderson and May (1982), en el trabajo de Krupp (1962), en el anquilostoma canino,

Ancylostoma caninum, se demostró que la supervivencia y la fecundidad de los gusanos

disminuyen a medida que aumenta la densidad de los gusanos dentro del huésped, por lo

tanto, se considera que es sobredispersa la distribución del parásito tanto en cerdos como

en humanos.

El modelo es expresado en términos de la carga media parasitaria (prevalencia por

la proporción de huespedes con tenia o cisticercosis) y prevalencia de la infección. El

modelo permite examinar de manera más realista las dinámicas de transmisión de la

teniasis-cisticercosis y comprender los efectos de las intervenciones de quimioterapia y

vacunación.

2.1. Dinámica de transmisión de la Tenia-Cisticercos

La dinámica de transmisión desempeña un papel muy importante, por que conociendo

la edad más común en la que se infectan los humanos y los cerdos, proporciona datos

importantes en cuento a las soluciones de la cisticercosis (vacuna o quimioterapia), el

modelo matemático es la base fundamental para desarrollarlo. El diagrama presentado en
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la �gura 2.1 representa el ciclo de vida de la tenia-cisticercosis y sirve como apoyo para

el desarrollo del modelo.

Experimentalmente se ha encontrado que los cerdos que se infectan en lugares de cli-

ma caliente adquieren el parásito a menor edad y adquieren un número mayor de larvas,

contrario a los lugares de climas lluviosos en donde los cerdos adultos son más activos

(Copado, 1996), como el modelo que se plantea es una primera aproximación no se con-

sideran dichas hipótesis.

El modelo se divide en �tres fases�: el gusano adulto en el hospedero �nal (P1), los

huevos (E) que viven libremente y el gusano en su fase larvaria (cisticerco) viviendo en

el hospedero intermedio (en el humano P3 o en el puerco P2).

2.1.1. Infección en el huésped intermedio (cerdo)

Tomando el modelo de Keymar (Anderson and May, 1982), la siguiente etapa del ciclo

de vida de la tenia ocurre cuando el puerco consume heces que contienen grávidos (sacos

llenos de huevos) provenientes del parásito adulto (tenia). De acuerdo a la �gura 2.1 si se

considera solamente la población de hospederos intermedios (H2) y la densidad de huevos

en el medio ambiente (E), el modelo nos diría que existe una tasa de infección β2 (entre

el hospedero y los huevos), por lo que la adquisición de parásitos puede representarse

simplemente como β2H2E(t−T2), siendo T2 el periodo desde que se ingiere el huevo hasta
que se transforma en un cisticerco en el cerdo.

Para el modelo se agrega la tasa de mortalidad de los parásitos (µ3) y la del hospe-

dero (b2). Por facilidad se inicia con la de los parásitos, esa mortalidad está linealmente

relacionada con la carga larvaria α2i donde i representa los parásitos y α2 es la severi-

dad de la dependencia de la densidad en el puerco. La a�rmación está relacionada con lo

mencionado en la sección previa, en donde se alude que el modelo es dependiente de la

densidad y de acuerdo a los experimentos se tiene la siguiente relación con la mortalidad.

µ3(i) = µ3 + α2i (2.1)

Al ingerir los huevos el puerco (hospedero intermedio), no todos los i parásitos llegan a

sobrevivir cuando inicia su estado larvario, eso depende de la probabilidad p(i) de que un

parásito subsista en el hospedero y de la tasa de mortalidad del mismo, es decir H2µ3p(i).
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Figura 2.1: Dinámica de Transmisión de Taenia-Cisticercosis

Como no se trata de un sólo parásito si no de varios, la razón total de pérdidas larvarias

es la suma de cada uno de estos parásitos, por lo que puede representarse como

H2

∞∑
i=0

(µ3 + α2i)ip2(i) = H2

∞∑
i=0

µ3(i)ip2(i) (2.2)

la suma se puede considerar in�nita porque el modelo es dependiente de la densidad, es

decir, a pesar de que existan muchos parásitos en el individuo, existe un límite en donde

ya no será posible rebasar ese umbral.

La siguiente tasa de mortalidad del hospedero a considerar es (b2); siguiendo la misma

lógica que para la mortalidad de las larvas, los i parásitos que llegan a sobrevivir cuando
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inicia su estado larvario, depende de la probabilidad p(i) y de la tasa de mortalidad del

hospedero intermedio (b2), es decir H2b2p(i), entonces la razón total de parásitos debido

a la mortalidad del hospedero intermedio es

b2H2

∞∑
i=0

ip2(i) (2.3)

Como el ciclo de vida que sigue la larva de la tenia (cisticerco) no es en un tiempo

de segundos, es necesario considerar dentro del modelo el periodo que tarda el huevo en

convertirse en larva dentro del huesped intermedio (D2). El periodo D2 considera entonces

la tasa de mortalidad de la larva (µ3), la tasa de mortalidad del huesped intermedio (b2)

y el tiempo de maduración desde la liberación del huevo hasta el desarrollo de una larva

infecciosa (T2), como se ha probado en experimentos (Anderson and May, 1982) que la

mortalidad de las larvas decrece en forma exponencial, entonces D2 se representa como

una función exponencial negativa

D2 = e[−T2(µ3+b2)] (2.4)

Ahora que ya se asumen las tasas de mortalidad, la adquisición de parásitos maduros

depende (ver �gura 2.1) de la tasa de mortalidad del hospedero intermedio (β2), del

periodo desde que entra una larva al hospedero hasta que se transforma en un cisticerco

que infecta al cerdo (T2) y de la población de hospederos intermedios con cisticercos (H2)

β2D2H2E(t− T2) (2.5)

Finalmente se tiene que la pérdida de parásitos maduros depende de la tasa de mor-

talidad del cerdo, de la población de humanos con tenias H1, de la población de cerdos

con larvas de tenias H2 y de la probabilidad de que el hospedero adquiera la infección,es

decir, el valor promedio de parásitos que subsisten en el huesped intermedio está dada

como

β1H1H2

∞∑
i=0

ip1(i) (2.6)
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2.1.2. Infección en el hospedero �nal (humano): adquisición de

parásitos maduros

El ciclo de vida de la Tenia termina cuando la larva (cisticerco) es consumida por el ser

humano. Esto ocurre cuando el humano consume carne de cerdo que no se encuentra bien

cocida y que además contiene cisticercos. Los cisticercos dentro del humano terminan su

ciclo de vida cuando se �jan en las paredes del intestino donde maduran para convertirse

en un gusano adulto.

Para el desarrollo del modelo la idea es la misma que se consideró en la sección anterior,

entonces de acuerdo a la �gura 2.1 se considera la tasa de mortalidad de los parásitos (µ1) y

la del hospedero (b1). Para el caso de la mortalidad de los parásitos (µ2) está linealmente

relacionada con la carga larvaria α1i donde i representa los parásitos en el humano y

α1 es la severidad de la dependencia de la densidad en el humano. La a�rmación está

relacionada con lo mencionado en la sección previa, en donde se alude que el modelo es

dependiente de la densidad y de acuerdo a los experimentos se tiene la siguiente relación

con la mortalidad.

µ1(i) = µ1 + α1i

Al ingerir los cisticercos el humano (hospedero �nal), no todos los i parásitos llegan

a sobrevivir cuando la larva pasa a ser gusano, eso depende de la probabilidad p(i) de

que un parásito subsista en el hospedero y de la tasa de mortalidad del mismo, es decir

H1µ1p(i). Como no se trata de un sólo parásito si no de varios, la razón total de pérdidas

larvarias es la suma de cada uno de estos parásitos, por lo que puede representarse como

H1

∞∑
i=0

(µ1 + α1i)ip1(i) = H1

∞∑
i=0

µ1(i)ip1(i) (2.7)

La siguiente tasa de mortalidad del hospedero a considerar es (b1); siguiendo la misma

lógica que para la mortalidad de los gusanos, los i parásitos que llegan a sobrevivir cuando

inicia su estado larvario, depende de la probabilidad p(i) y de la tasa de mortalidad del

hospedero �nal (b1), es decir H1b1p(i), entonces la razón total de parásitos debido a la

mortalidad del hospedero intermedio es

b1H1

∞∑
i=0

ip1(i) (2.8)
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Como el ciclo de vida que sigue la larva hasta ser gusano no es en un tiempo instanta-

neo, es necesario considerar dentro del modelo el periodo que tarda la larva en convertirse

en gusano dentro del huesped de�nitivo (D1). El periodo D1 considera entonces la tasa de

mortalidad del gusano (µ1), la tasa de mortalidad del huesped de�nitivo (b1) y el tiempo

de maduración desde que el cisticerco es ingerido por el humano hasta transformarse en

gusano (T2), como se ha probado en experimentos (Anderson and May, 1982) que la mor-

talidad de las larvas decrece en forma exponencial, entonces D1 se representa como una

función exponencial negativa

D1 = e[−T1(µ1+b1)] (2.9)

La ingestión de cisticercos a el hospedero �nal es proporcional a la población de huma-

nos con tenias H1, a la población de cerdos con cisticercosis H2 y a la tasa de mortalidad

de hospedero de�nitivo (β1) por lo que la adquisición de parásitos maduros es

β1H1H2

∞∑
i=0

ip2(i)

Finalmente se tiene que la adquisición de parásitos maduros depende de la tasa de

mortalidad del humano (b1), de la proporción de huéspedes con tenia (H1), de la población

de huéspedes intermediarios con cisticercos (H2) y del periodo desde que entra el cisticerco

hasta que alcanza su madurez (tenia) en el humano (T1).

b1H1H2D1

∞∑
i=0

ip1(i)(t− T1) (2.10)

2.1.3. Infección en el hospedero intermedio (humano)

La adquisición de parásitos en el hospedero intermedio (humano) ocurre cuando no

se tiene una buena higiene y existe una convivencia con un portador del parásito adulto,

su dinámica es muy parecida a la del hospedero intermedio con el puerco, nuevamente

por simplicidad se considera solamente la población de hospederos intermedios (H3) y la

densidad de huevos en el medio ambiente (E), se observa de la �gura 2.1 que existe una

tasa de infección β3 (entre el hospedero y los huevos), de donde la adquisición de parásitos

puede representarse simplemente como β3H3E(t− T3), siendo T3 el periodo desde que se
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consume el huevo hasta que se transforma en un cisticerco infectivo en el humano.

Para el modelo se agrega la tasa de mortalidad de los parásitos (µ4) y la del hospe-

dero (b3). Por facilidad se inicia con la de los parásitos, esa mortalidad está linealmente

relacionada con la carga larvaria α3i donde i representa los parásitos y α3 es la severidad

de la dependencia de la densidad en el humano, de tal forma que

µ4(i) = µ4 + α3i (2.11)

Al ingerir los huevos el humano (hospedero intermedio), no todos los i parásitos llegan

a sobrevivir cuando inicia su estado larvario, eso depende de la probabilidad p(i) de que un

parásito subsista en el hospedero y de la tasa de mortalidad del mismo, es decir H3µ4p(i).

Como no se trata de un sólo parásito si no de varios, la razón total de pérdidas larvarias

es la suma de cada uno de estos parásitos, por lo que puede representarse como

H3

∞∑
i=0

(µ4 + α3i)ip3(i) = H3

∞∑
i=0

µ4(i)ip3(i) (2.12)

La siguiente tasa de mortalidad del hospedero a considerar es (b3); siguiendo la misma

lógica que para la mortalidad de las larvas, los i parásitos que llegan a sobrevivir cuando

inicia su estado larvario, depende de la probabilidad p(i) y de la tasa de mortalidad del

hospedero intermedio (b3), es decir H3b3p(i), entonces la razón total de parásitos debido

a la mortalidad del hospedero intermedio es

b3H3

∞∑
i=0

ip3(i) (2.13)

Como el ciclo de vida que sigue la larva de la tenia (cisticerco) no es en un tiempo corto,

es necesario considerar dentro del modelo el periodo que tarda el huevo en convertirse en

larva dentro del huesped intermedio (D3). El periodo D3 considera entonces la tasa de

mortalidad de la larva (µ4), la tasa de mortalidad del huesped intermedio (b3) y el tiempo

de maduración desde la liberación del huevo hasta el desarrollo de una larva infecciosa

(T3), de tal forma que

D3 = e[−T3(µ4+b3)] (2.14)
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Ahora que ya se asumen las tasas de mortalidad, la adquisición de parásitos maduros

depende (ver �gura 2.1) de la tasa de transmisión de huevos al humano (β3), del periodo

desde que entra una larva al hospedero hasta que se transforma en un cisticerco que infecta

al cerdo (T3) y de la población de hospederos intermedios con cisticercos (H3)

β3D3H3E(t− T3) (2.15)

2.1.4. Producción de huevos infectivos.

De acuerdo a la �gura 2.1 y al ciclo de vida de la tenia, una vez que el ser humano

infectado libera los proglótidos maduros, se considera una razón productiva λ y el número

de parásitos adultos P1 donde la tasa de producción está dado como

λP1 (2.16)

Ya se mencionó que los huevos liberados por la tenia pueden morir en forma natural

(µ2) y que esta pérdida esta relacionada con la cantidad de proglótidos que existan en el

medio ambiente de tal forma que la tasa de pérdida de huevos infectivos es

µ2E (2.17)

Finalmente se consideran los que se pierden debido al consumo del hospedero inter-

medio (humano y cerdo).

β2H2E + β3H3E (2.18)

2.2. La distribución de número de parásitos por hospe-

dero

El como cambian los parásitos adultos (P1) con respecto al tiempo (de acuerdo a la

�gura 2.2) son los parásitos maduros que llegan al hospedero �nal (humano), expresándolo

como

dP1

dt
= parásitos maduros que adquiere el hospedero �nal

−parásitos que mueren antes de infectar al hospedero

−parásitos que mueren después de infectar al hospedero
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Figura 2.2: Dinámica de los parásitos adultos en el humano.

tomando las ecuaciones 2.7 a 2.10 se tiene

dP1

dt
= b1H1H2D1

∞∑
i=0

ip1(i)(t− T1)−H1

∞∑
i=0

µ1(i)ip1(i)− b1H1

∞∑
i=0

ip1(i) (2.19)

Figura 2.3: Dinámica de los cisticercos en el puerco

El cambio de los parásitos en el hospedero intermedio (puerco P2) con respecto al

tiempo de acuerdo a la �gura 2.3 es simplemente.

dP2

dt
= infección del hospedero intermedio

−cisticercos que mueren en forma natural

−parásitos que se pierden después de infectar al hospedero

−pérdida de parásitos una vez que ya se han alojado en el hospedero

de acuerdo a las ecuaciones 2.2 a 2.6

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)−H2

∞∑
i=0

µ3(i)ip2(i)

−b2H2

∞∑
i=0

ip2(i)− β1H1H2

∞∑
i=0

ip1(i) (2.20)
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Figura 2.4: Cambio de E como función del tiempo.

El como cambia la densidad de huevos en el medio ambiente(E) con respecto al tiem-

po de acuerdo a la �gura 2.4 se considera la cantidad de huevos que son producidos, los

huevos que mueren de forma natural y la pérdida de huevos debido a la ingestión de un

hospedero intermedio (puerco y humano).

Usando las ecuaciones 2.16, 2.17 y 2.18

dE(t)

dt
= λP1 − µ2E(t)− β2H2E(t− T2)− β3H3E(t− T3) (2.21)

Figura 2.5: Dinámica de los cisticercos en el humano.

El cambio de los parásitos en el hospedero intermedio (humano P3) con respecto al

tiempo de acuerdo a la �gura 2.5 es simplemente.

dP3

dt
= infección del hospedero intermedio

−cisticercos que mueren en forma natural

−pérdida de parásitos una vez que ya se han alojado en el hospedero

de acuerdo las ecuaciones 2.15, 2.12, 2.13 será

dP3

dt
= β3D3H3E(t− T3)−H3(t)

∞∑
i=0

µ4(i)ip3(i)− b3H3

∞∑
i=0

ip3(i) (2.22)
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Para eliminar las sumas que se tienen con el propósito de hacer más e�caz el modelo,

se considera que µ1(i) = µ1 + α1i, µ3(i) = µ3 + α2i, 〈i〉1 = P1

H1
, 〈i〉2 = P2

H2
, la de�nición de

primer y segundo momento se toma de la ecuación A2 de Dobson (1985), pero la obtención

de los mismos con la binomial negativa se presenta en el apéndice A. Entonces

〈i〉 =
P

H
(2.23)

y que

〈
i2
〉

=
P

H
+
P 2(k + 1)

H2k
=
∞∑
i=0

i2p(i) (2.24)

usando lo anterior en las ecuaciones 2.19 y 2.20 (el desarrollo completo, se encuentra en

el apéndice A) se tiene

dP1

dt
= β1D1H1P2(t− T1)− P1(t) (b1 + µ1 + α1)−

α1P
2
1 (t)(k1 + 1)

H1k1
(2.25)

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)− P2(t) (b2 + µ3 + α2 + β1H1)−

α2P
2
2 (t)(k2 + 1)

H2k2
(2.26)

dP3

dt
= β3D3H3E(t− T3)− P3(t) (µ4 + α3 + b1) (2.27)

2.3. El modelo debido a la edad

Se de�ne la carga media de parásitos como M = P
H
, con H y P constantes. De la

ecuación 2.25 se llega a que la intensidad media de la tenia en humanos M1 es

dM1(a)

da
= β1D1H1M2(a)− (b1 + µ1 + α1)M1(a)− α1(k1 + 1)M2

1 (a)

k1
(2.28)

y la intensidad media de cisticercos en el puerco M2 en función de la edad de acuerdo a

la ecuación 2.20

dM2

da
=

β2D2λH1M1(a)

µ2 + β2H2 + β3H3

−M2(a) (b2 + µ3 + α2 + β1H1)−
α2(k2 + 1)M2

2 (a)

k2
(2.29)
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�nalmente la intensidad media de cisticercos en el humano M3 en función de la edad

tomando la ecuación 2.27

dM3(a)

da
=

β3D3H3λM1(a)

µ2 + β2H2 + β3H3

−M3(a) (µ4 + b1 + α3) (2.30)

las ecuaciones 2.28, 2.29 y 2.30 representan el modelo de la dinámica de transmisión

del ciclo de vida de tenia-cisticerco que como se observa es un sistema acoplado de tres

ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

2.4. El modelo con quimioterapia

El modelo presentado en la sección previa captura los aspectos esenciales de la diná-

mica de transmisión de la infección de teniasis-cisticercosis. Dicho modelo es conocido en

la literatura de epidemiología matemática como un modelo dependiente de la densidad

que describe el �ujo del parásito a lo largo del ciclo de vida.

Una primera modi�cación realizada al modelo (control) es agregar una intervención

de quimioterapia que puede ser administrada al puerco, humano o ambos. Actualmente

hay una gran variedad de antihelmínticos efectivos y seguros para la teniasis humana, la

cisticercosis en cerdos y la cistercosis humana, tales como praziquantel, niclosamida, al-

bendazol y oxfendazol (Díaz et al., 1991; Gonzalez et al., 1996, 1997, 1998, 2001; Mkupasi

et al., 2013; Pondja et al., 2012) mencionados en el capítulo previo.

El modelo puede adaptarse para examinar los efectos a largo plazo del uso de la

quimioterapia masiva. Cuando un fármaco se administra aleatoriamente dentro de una

población, se tiene una proporción G1 de la comunidad por unidad de tiempo y una e�-

cacia C1 del fármaco (donde C1 representa la proporción promedio de la carga del gusano

matada por un tratamiento único o corto), c1, es c1 = −ln(1−G1xC1).
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Figura 2.6: Quimioterapia al humano

La modi�cación del modelo dentro de la dinámica se basa en los modelos previos de

Anderson and May (1982) y Keymer (1982) en donde proponen una función logaritmica

para simular un decrecimiento en la carga media parasitaria de la población de tenias o de

sus larvas, tratando de representar el efecto encontrado en los experimentos. En la �gura

2.6 se puede observar que simplemente se introduce un factor que ayudará a reproducir

la aplicación de un antihelmíntico en el humano, por lo que de la ecuación 2.28 y de el

factor c1, se tiene que:

dM1(a)

da
= β1D1H1M2(a)− (b1 + µ1 + α1 − ln(1− gh))M1(a)− α1(k1 + 1)M2

1 (a)

k1
(2.31)

Figura 2.7: Quimioterapia al puerco

Para el caso del cerdo se sigue la misma dinámica de la �gura 2.7 muy parecida a la

del modelo simple, agregando un término que representa la quimioterapia expresada en
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términos de un logaritmo natural, es decir c2 = −ln(1 − G2xC2). El factor se introduce

en la ecuación 2.29 de tal forma que la carga media parasitaria en el cerdo en función de

la edad es

dM2

da
=

β2D2λH1M1(a)

µ2 + β2H2 + β3H3

−M2(a) (b2 − ln(1− gh) + µ3 + α2 + β1H1)−
α2(k2 + 1)M2

2 (a)

k2
(2.32)

2.5. Susceptibles-infectados para cisticercosis porcina,

humana y teniasis

Se parte de considerar la población como N2 = J2 + S2, en donde N2 representa la

población total de cerdos, J2 son los infectados y S2 los susceptibles. Considerando que

la distribución de cisticercos entre los cerdos en una comunidad puede ser descrita como

una distribución binomial negativa, entonces la relación entre la proporción de cerdos

infectados y la carga media parasitaria está dada como:

J2
N2

= 1−
(

1 +
M2(a)

k2

)−k2
= 1− Ŝ2(a)

Donde Ŝ2(a) denota la proporción de cerdos susceptibles a la edad a. Entonces el

número de susceptibles a la edad a puede ser escrito como

S2(a) = N2(a)

(
1 +

M2(a)

k2

)−k2
(2.33)

Si N2(a) = N2(0)e−b2a, donde N2(0) es la población inicial de cerdos, se sigue que la

razón de cambio de susceptibles en función de la edad está dado como

dS2(a)

da
= −S2(a)

[(
1 +

M2(a)

k2

)−1
dM2(a)

da
+ b2

]
(2.34)

Para los susceptibles teniasicos (S1 y los susceptibles humanos con cisticercosis S2, las

ecuaciones son similares, es decir

dS1(a)

da
= −S1(a)

[(
1 +

M1(a)

k1

)−1
dM1(a)

da
+ b1

]
dS3(a)

da
= −b1N1(0)e−b1a−H3

[
dM3(a)

da

]
(2.35)
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Con N1(0) la población inicial de humanos. Las ecuaciones correspondientes para

describir los infectados de teniosis humana (J1), los infectados de cisticercosis en puercos

(J2) y los infectados de cisticercosis en humanos (J3) está dada como

dJ1(a)

da
= −b1N1(0)e−b1a − dS1(a)

da
(2.36)

dJ2(a)

da
= −b2N2(0)e−b2a −

(
dS2(a)

da

)
(2.37)

dJ3(a)

da
= H3

dM3(a)

da
(2.38)

2.6. El número de reproducción básica (R0)

R0 se de�ne como el número de descendientes hembras que son producidas en promedio

por un parásito hembra (a lo largo de toda su etapa reproductiva) en una población de

N huésped infectados, se puede representar como

R0 =
Factor de transmisión de los parásitos
Mortalidad de el adulto, larva y huevos

De tal forma que

R0 =
λH1H2β1β2D1D2

(µ3 + b2 + α2 + β1H1) (µ2 + β2H2 + β3H3) (b1 + µ1 + α1)
(2.39)

La deducción de éste factor se encuentra con mayor detalle en el apéndice A.

2.7. El Modelo con vacuna

Se parte de considerar el tamaño de la población de puercos dada como N2 = J2 +

S2 + V2, en donde J2 es el número de puercos infectados, S2 es el número de puercos

susceptibles y V2 es el número de puercos vacunados. Considerando que la distribución de

cisticercos entre los cerdos en una comunidad puede ser descrita como una distribución

binomial negativa, entonces la relación entre la proporción de cerdos infectados y la carga

media esta dada como

J2
N2

= 1−
(

1 +
M2(a)

k2

)−k2
= 1− Ŝ2(a)
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Donde Ŝ2(a) denota la proporción de cerdos susceptibles a la edad a. Entonces el

número de susceptibles a la edad a puede ser escrito como

S2(a) = N2(a)

(
1 +

M2(a)

k2

)−k2
(2.40)

Si N2(a) = N2(0)e−b2a, donde N2(0) es la población inicial de cerdos, se sigue que la

razón de cambio de susceptibles en función de la edad está dado como

dS2(a)

da
= −S2(a)

[(
1 +

M2(a)

k2

)−1
dM2(a)

da
+ b2

]
(2.41)

Ahora si c2 es la cobertura de la vacuna y p2 la e�cacia de la misma, entonces V2 =

c2p2S2(a). La ecuación que describe a los cerdos vacunados es

dV2
da

= −V2(a)

[(
1 +

M2(a)

k2

)−1
dM2(a)

da
+ b2

]
(2.42)

Si sumamos la ecuación 2.41 y 2.42, se obtiene una ecuación que describe el efecto de

la vacunación sobre la intensidad media de la cisticercosis en el cerdo, tal que

dM2

da
= −

(
1 +

M2(a)

k2

)[
b2 +

1

S2(a) + V2(a)

(
dS2(a)

da
+
dV2
da

)]
(2.43)

La razón de cambio de susceptibles en función de la edad en teniasis humana (S1) y la

razón de cambio de los susceptibles en función de la edad de la cisticercosis en humanos

(S2) está dado como

dS1(a)

da
= −S1(a)

[(
1 +

M1(a)

k1

)−1
dM1(a)

da
+ b1

]
(2.44)

dS3(a)

da
= −b1N1(0)e−b1a −H3

[
dM3(a)

da

]
(2.45)

con N1(0) es la población inicial de humanos. Las ecuaciones correspondientes para des-

cribir la prevalencia de teniasis humana (J1), la prevalencia de cisticercosis en puercos

(J2) y la prevalencia de cisticercosis en humanos (J3) está dada como

dJ1(a)

da
= −b1N1(0)e−b1a − dS1(a)

da
(2.46)

dJ2(a)

da
= −b2N2(0)e−b2a −

(
dS2(a)

da
+
dV2(a)

da

)
(2.47)

dJ3(a)

da
= H3

dM3(a)

da
(2.48)
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2.8. Inmunidad de rebaño

Para erradicar una infección por helmintos mediante vacunación masiva, el número

reproductivo efectivo Ro del parásito debe ser inferior a la unidad en valor. Para lograr lo

anterior, la proporción pc de la población que será inmunizada efectivamente (suponiendo

que las personas inmunes no están infectadas, y por lo tanto no pueden producir etapas de

transmisión del parásito) debe cumplir (Anderson, 1980, 1982; Anderson and May, 1982):

pc = 1− 1

Ro

(2.49)

La ecuación 2.49 es conocida como �heard inmunity� (inmunidad de rebaño), es decir,

para erradicar una infección por helmintos, la proporción crítica de la población que debe

ser vacunada no es necesariamente del 100%. Así por ejemplo, si se establece un R0 = 5.49

y de acuerdo con la ecuación 2.49, se tendría que pc > 0.8178 ≈ 0.82, es decir que para

una e�cacia del 100%, se debe tener una cobertura del 82%, también se asume que la

vacuna no proporciona protección de por vida contra la infección por un helminto. Si

se lograra una protección de por vida, entonces un solo programa de vacunación masiva

sería necesario para proteger a toda la comunidad. Sin embargo, si la vacuna solo brinda

protección durante algunos años, una parte considerable de la población debe vacunarse

repetidamente para mantener el nivel necesario de inmunidad para la protección de la

comunidad. La razón para sugerir que cualquier vacuna es improbable que logre una

protección de por vida se asocia con la observación de que en las infecciones por helmintos,

en general, son incapaces de mantener una respuesta inmune totalmente protectora ante

la reinvasión



Capítulo 3

Control y quimioterapia.

3.1. Datos y unidades de los parámetros

En la tabla 3.1 se muestran los rangos de valores de los 24 parámetros usados en el

modelo así como el signi�cado y las unidades de los parámetros utilizados. En la tabla

3.1 se observa que los rangos de valores de 11 parámetros fueron tomados de la literatura

(Sciutto et al., 1998; Allan et al., 1996; Sarti et al., 1992; García-Noval et al., 1996; Rau,

1979; Pennycuick, 1971; Gemmell, 1996; Dogiel, 1962; Gemmell, 1977; Dixon and Lips-

comb, 1961; Tsang et al., 1989). En la misma tabla se observa que existen otros parámetros

(k1, D1, D2, D3, T3), cuyos valores se obtuvieron a partir de una prueba de sensibilidad

de parámetros que consiste en utilizar las ecuaciones de la carga media parasitaria en

función de la edad (M1(a) oM2(a)) �jando todos menos un parámetro. Los valores b1 y b2
se obtienen de las comunidades rurales. Dentro de los parámetros, también se tienen tres

coe�cientes de transmisión (β1, β2, β3) y tres restricciones dependientes de la densidad

(α1, α2, α3). Para facilitar los cálculos se asume que H1 = H3.

Gemmell (1996) señaló que se requería información cuantitativa sobre los valores de

varios parámetros biológicos para cuanti�car la dinámica de transmisión de T. solium.

Con el análisis de sensibilidad, es posible encontrar los rangos de todos los parámetros

del ciclo de vida. Las unidades de tiempo de los períodos prepatentes (T1, T2, T3) están

en términos del año y todas las tasas de mortalidad per cápita (µ1, µ2, µ3, µ4, b1, b2),

son por a−10 ; las unidades de densidad de los huéspedes (H1, H2, H3) están en el contexto

del número de individuos por kilómetro cuadrado; La tasa de fecundidad (λ) es en forma

de huevos por gusano por año. β1, β2 y β3, se expresan en año−1 y las severidades de

las restricciones dependientes de la densidad α1, α2 y α3 están dadas como número de

35



36 CAPÍTULO 3. CONTROL Y QUIMIOTERAPIA.

PARÁMETRO SÍMBOLO RANGO FUENTE

Grado de agregación de la tenia k1 0.02-0.2 Este trabajo

Grado de agregación del cisticerco k2 0.23-0.37 Sciutto et al. (1998)

Tasa de transmisión de huevos de β1 0.1-0.36 Este trabajo

cisticercos al humano

Tasa de transmisión de huevos al β2 0.1-1 Este trabajo

cerdo

Tasa de transmisión de huevos al β3 0.001-0.1 Este trabajo

humano

Periodo desde que entra el cisticerco D1 0.9-0.1 Este trabajo

hasta madurar en el humano.

Periodo desde que entra una larva hasta D2 0.6-0.9 Este trabajo

que es un cisticerco en el cerdo

Periodo desde que entra una larva hasta D3 0.9-1 Este trabajo

que es un cisticerco en el humano

Proporción de huésped con Tenia H1 0.001-0.01 Allan et al. (1996)

Población de huésped intermedios H2 0.1-0.5 Huerta et al. (itol)

con cisticercos

Proporción de huésped con cisticercosis H3 0.001-0.01 Allan et al. (1996)

Tasa de mortalidad del humano b1 0.016 Este trabajo

Tasa de mortalidad del humano b1 0.016 Este trabajo

Tasa de mortalidad del cerdo b2 0.8-1.5 Este trabajo

Severidad de la dependencia de la α1 0.001-0.01 Este trabajo

densidad en tenias

Severidad de la dependencia de la α2 0.01-0.6 Este trabajo

densidad en cerdos

Severidad de la dependencia de la α3 0.001-0.1 Este trabajo

densidad en humanos

tasa de fecundidad λ 1× 106 - 1× 107 Fliser et al. (1982); Tsang et al. (1989)

Tasa de mortalidad de la Tenia µ1 0.33 - 1 Fliser et al. (1982); Cañedo et al. (1982)

Asada et al. (1956)

Tasa de mortalidad de los huevos µ2 50 Gemmell (1977); Insler and Roberts (1976)

Tasa de mortalidad de las larvas en cerdos µ3 0.5 - 2 Aluja et al. (1982)

Tasa de mortalidad de las larvas en humanos µ4 0.14 - 0.33 Medina et al. (1990)

Tabla 3.1: Parámetros de el modelo matemático de Tenia/cisticercosis

parásitos perdidos por año−1 por carga parasitaria.
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3.2. Sensibilidad de parámetros

Figura 3.1: Diagrama de bifurcaciones de los coe�cientes de trasmisión (β1, β2, β3) y de la

severidad de la dependencia de la densidad (α1, α2 y α3) como una función de sus respectivas

cargas parasitarias (M1, M2 y M3). En todas las �guras las líneas continuas denotan los límites

parabólicos de las trayectorias. Para cada diagrama, los puntos de cambio están marcados como

puntos rojos. En D y F hay múltiples puntos de equilibrio (marcados en naranja) hasta que

alcanzan un punto de ruptura. En D no se marcan todos los puntos críticos.

Para obtener los parámetros no reportados en la literatura (ver �gura 3.1), se realizó

un análisis haciendo una simulación con ayuda de mathematica, Fortran y Matlab. La

prueba consistió en variar uno de los parámetros y dejar �jos los demás. Los parámetros
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que se variaron fueron β1, β2, β3, α1, α2 y α3. Para la prueba de sensibilidad, se hace uso

de las ecuaciones de la carga media parasitaria en función de la edad M1(a)
da

, M2(a)
da

y M3(a)
da

obtenidas en el capítulo anterior.

Los rangos obtenidos en cada uno de los parámetros β1, β2, β3, α1, α2 y α3, se gra�caron

a diferentes tamaños los puntos azules (ver �gura 3.1) con el propósito de observar en

que lugar se podía colocar el punto rojo y sobre todo si en ese rango funcionaba el

comportamiento observado en los experimentos para la carga media parasitaria (M(a).

El diagrama de los coe�ciente de transmisión (β1, β2, β3) y los coe�cientes de severidad

que dependen de la densidad (α1, α2 y α3) como función de la carga media parasitaria

(M1, M2 y M3) se encuentran gra�cados en la �gura 3.1. Se puede observar en todas las

�guras que se tiene un punto de equilibrio de la carga media parasitaria M(a) como fun-

ción del coe�ciente de trasmisión β1 (�gura 3.1A), β2 (�gura 3.1B), β3 (�gura 3.1C) y de

la severidad dependiente de la densidad α1 (�gura 3.1E), α2 (�gura 3.1F), α3 (�gura 3.1G).

En todas las �guras, la región de menor densidad de puntos es la región estable. La

curva envolvente muestra la dinámica de la trayectoria de M(a) después de sufrir una

perturbación. En las �guras 3.1A, 3.1B y 3.1C, la rama superior es estable y a medida

que los parámetros disminuyen, se alcanza un punto de ruptura inestable (el punto mar-

cado con color rojo) el cual divide la rama superior de la inferior que es inestable.

Por debajo de estos puntos rojos la infección no se puede mantener (umbral de trans-

misión Ro), . En la �gura 3.1A, 3.1B y 3.1C, se observa que hay relaciones positivas entre

los coe�cientes de transmisión de la infección en cada tipo de huésped con sus respectivas

intensidades medias (rama superior). Lo cual es evidente para los valores de β1 y β2 mayor

que 0.1. Para valores de β1 < 0.06 o β2 < 0.08, los valores de R0 son menores que uno.

En la �gura 3.1A, se puede observar que M1 toma los valores de la unidad cuando β1
es de el orden de 0.32. Eso signi�ca que hay un rango biológico sensible de valores par β1
porque puede tomar valores entre 0.1 y 0.36. Por otro lado en la �gura 3.1B, los valores

de M2 no se encuentran restringidos como en el caso de M1, es decir β2 puede tomar

valores entre 0.35 y 1 considerando la región de menor densidad de puntos (estabilidad)

de la grá�ca. Los valores de β2 > 1 pueden llevar a una sobreinfección en los cerdos. En la

�gura 3.1C, siguiendo el mismo razonamiento para los posibles valores de β3, el coe�ciente

puede tener tasas de transmisión muy bajas, quizás del orden de 0.036 hasta 0.1.
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En las �guras 3.1D, 3.1E y 3.1F, se puede observar que hay relaciones negativas entre

las magnitudes de las severidades en cada uno de los hospederos (humano y cerdo) con

sus respectivas cargas medias parasitarias. En 3.1D, hay varias curvas envolventes y por lo

tanto múltiples puntos de equilibrio estables que están tan cerca que es difícil resaltarlos

todos. En 3.1E, la rama superior es estable, pero a medida que aumenta el parámetro

α2, se alcanza el punto de ruptura inestable (marcado con un punto rojo) que divide la

rama superior de la inferior que es inestable. En 3.1F la dinámica de M(a) en función de

α3, muestra múltiples equilibrios estables con múltiples puntos de ruptura (marcados con

puntos rojos).

La tasa de decrecimiento de M1 y M3, como sus correspondientes valores de severidad

se observa que son un poco menor que la tasa de descomposición entreM2 y α2. Teniendo

en cuenta que M1 ∼ 1 el rango de valores para α1 serán muy pequeños ya que variarán

entre 0.001 y 0.01. El rango para α3 puede estar entre 0.001 y 0.1. Los resultados obteni-

dos vía diagrama de bifurcaciones parecen ser consistentes con la observación común de

respuestas inmunitarias leves del huésped humano contra T. solium o contra cisticercosis.

A su vez, puede estar asociado a una larga coexistencia entre las etapas de desarrollo del

parásito dentro del huésped humano. Finalmente se tiene que el rango del los valores de

α2 es mayor ya que va de 0.01 a 0.6, lo que implica que los cisticercos pueden ser más

sensibles a las respuestas inmunes cuando se aplica algun tipo de quimioterapia o vacuna

a los cerdos.

3.3. Control

Usando las ecuaciones 2.28, 2.29 y 2.30, Se realizó un programa en Fortran usando un

método de variaciones �nitas (Euler), se realizaron varias pruebas con distintos valores

para cada una de los parámetros que se encuentran dentro del modelo (ver tabla 3.1);

para la simulación se tomaron los valores de la tabla 3.2, quedando con los de la primera

�la, con un valor de R0 = 5.49.

La Figura 3.2 A) representa la simulación de la carga media parasitaria de la TeniaM1

(línea azul), cerdo con cisticercosis M2 (línea negra punteada) y humano con cisticercosis

(línea roja no continua) en función de la edad considerando el rango de valores de los

parámetros dados en la tabla 3.2. La carga media parasitaria de la de tenia rápidamente

alcanza una meseta en M1 = 1, no ocurre lo mismo con M2 y M3, la �gura 3.2 B) repre-

senta la población de susceptibles tomando en cuenta las ecuaciones del capítulo 2 2.34,
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SÍMBOLO VALOR 1 VALOR 2 VALOR 3 VALOR 4

k1 0.06 0.02 0.06 0.05

k2 0.3 0.3 0.3 0.3

β1 0.1 0.3 0.1 0.36

β2 0.25 0.44 0.25 0.1

β3 0.005 0.05 0.005 0.01

D1 0.94 0.96 0.94 0.9

D2 0.79 0.79 0.79 0.6

D3 0.96 0.96 0.96 0.9

H1 0.015 0.001 0.015 0.001

H2 0.21 0.5 0.21 0.1

H3 0.08 0.001 0.008 0.016

b1 0.016 0.016 0.016 0.8

b2 0.9 0.9 0.9 0.9

α1 0.001 0.001 0.001 0.001

α2 0.35 0.38 0.35 0.01

α3 0.95 0.08 0.095 0.001

λ 20× 106 10× 106 20× 106 20× 106

µ1 0.5 1.0 0.5 0.33

µ2 50 50 50 50

µ3 1.2 1.0 1.2 0.5

µ4 0.8 0.33 0.8 0.14

Tabla 3.2: Parámetros de el modelo matemático de Tenia/cisticercosis

2.35, como se puede observar los puercos susceptibles S2 (línea de puntos negros) decrecen

muy rápidamente, no ocurre los mismo para el caso de los susceptibles en humanos con

tenia S1 (línea azul) y en susceptibles en humanos con cisticercosis S3 (línea roja discon-

tinua) en donde los los susceptibles se mantienen cercanos a la población inicial. En la

�gura 3.2 C) los infectados son tomados de las ecuaciones del capítulo 2 2.38, en donde

se puede observar que como se partió de que N = S + J entonces cuando los susceptibles

decrecen los infectados aumentan, para el caso de los puercos infectados con cisticercosis

tiene un máximo y luego decae a cero, en el caso de los infectados humanos con tenia

y cisticercosis, se mantienen en un punto equilibrados debido a que en los susceptibles

ocurre lo mismo. Finalmente la �gura 3.2 D) representa los espacios fase, en donde se

puede observar que el modelo presenta puntos de equilibrio, que serán aquellos en dónde

cruzan se interceptan dos líneas, por ejemplo la roja y la azul.
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Figura 3.2: A) representa la simulación de la carga media parasitaria de la Tenia M1 (línea

azul), cerdo con cisticercosis M2 (línea negra de puntos) y humano con cisticercosis (línea roja

no continua) en función de la edad. Los valores de los parámetros son β1 = 0.32; β2 = 0.44;

β3 = 0.05; D1 = 0.96; D2 = 0.79; D3 = 0.96; H1 = 0.001; H2 = 0.6; b1 = 0.016; b2 = 0.9;

α1 = 0.001; α2 = 0.38; α3 = 0.08; µ1 = 1; µ2 = 50; µ3 = 1; µ4 = 0.33; k1 = 0.02; k2 = 0.3;

λ = 1× 107; N1(0) = 1000; N2(0) = 1000. El valor de R0 = 5.49.

3.4. Quimioterapia

Para ilustrar las intervenciones quimioterapéuticas accesibles, se muestran los resul-

tados de la aplicación de quimioterapia masiva en cerdos con cisticercosis, humanos con

tenia y humanos y cerdos con cisticercos.
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Figura 3.3: A) Carga media parasitaria de la Tenia M1 (línea azul), cerdo con cisticercosis M2

(línea roja no continua) y humano con cisticercosis (línea amarilla no continua) en función de la

edad, variando de 0 a 30 años. B) Susceptibles al aplicar la intervención a susceptibles teniasicos

S1, susceptibles cerdos con cisticercosis S2 y susceptibles humanos con cisticercosis S3, los colores

de las líneas son las mismas que en la carga media parasitaria. C) Infectados J1 teniasicos, J2

cerdos con cisticercosis y J3 humanos con cisticercos. D) Representa el espacio fase de la carga

media parasitaria.

La �gura 3.3 muestra la intervención quimioterapéutica al humano con teniasis, como

se puede apreciar al aplicar quimioterapia al humano (�gura 3.3 A), la carga media pa-

rasitaria disminuye tanto en el humano con tenia, puerco con cisticercosis y humano con

cisticercosis (M1, M2 y M3) que es de los 20 a los 30 años cuando se aplicó la quimiotera-

pia, después de los 30 años se dejo de aplicar y se observa que la carga media parasitaria

regresa a dónde empezó.

Para el caso de los susceptibles (�gura 3.3 B), solo se observa un ligero cambio en los

susceptibles con tenia S1 en 20 a 30 años existe un aumento en los susceptibles y después

empieza a decaer, comparado con el control sigue el mismo patrón. Sucede lo mismo en la

�gura 3.3 C en donde los infectados que sufren un cambio considerable son los infectados

con tenia, es decir, de 20 a 30 años se observa que existe una disminución de la infección,
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pero una vez que se deja de aplicar, regresa al comportamiento que tenía en el control

(ver �gura 3.2 C). Finalmente en los espacios fases (�gura 3.3 D), la disminución de carga

media parasitaria se observa en los tres espacios, en donde se presenta una disminución,

pero después regresa al punto inicial.

Figura 3.4: A) Carga media parasitaria de la Tenia M1 (línea azul), cerdo con cisticercosis M2

(línea roja no continua) y humano con cisticercosis (línea amarilla no continua) en función de la

edad, variando de 0 a 30 años. B) Susceptibles al aplicar la intervención a susceptibles teniasicos

S1, susceptibles cerdos con cisticercosis S2 y susceptibles humanos con cisticercosis S3, los colores

de las líneas son las mismas que en la carga media parasitaria. C) Infectados J1 teniasicos, J2

cerdos con cisticercosis y J3 humanos con cisticercos. D) Representa el espacio fase de la carga

media parasitaria.

Ahora si solo se aplica quimioterapia al cerdo, el comportamiento se puede observar

en la �gura 3.4, en donde se presenta, la carga media parasitaria, los susceptibles, los in-

fectados y el espacio fase. Como se puede observar, el efecto de la quimioterapia es mucho

menor comparado con la �gura anterior 3.3, en éste caso la quimioterapia en el cerdo no

reduce la carga media parasitaria tanto como si se aplica al humano, el efecto que se tiene

es solo en el puerco pero la reducción es muy pequeña y en el humano el efecto es casi
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nulo, al igual que en el humano con cisticercosis.

Figura 3.5: A) de 1.2 a 2.4 meses de edad (primera �echa doble), sin intervención durante 1

mes, nuevamente la intervención, pero a cerdos de 3.6 a 4.8 meses (segunda �echa doble), sin

intervención durante 2 meses, e intervención a cerdos de 7.2 a 8.4 meses de edad (tercera doble

�echa), consecutivamente; B) El programa de tratamiento es el mismo que se muestra en (A),

pero después de una intervención de 8.4 a 10.8 meses, existe un tratamiento adicional para cerdos

de 10.8 a 12 meses de edad (cuarta �echa doble). Los valores de los parámetros son los mismos

que los utilizados en la �gura 3.2, con G2 = 0.99 y C2 = 0, 99.

Las grá�cas anteriores son solo simulaciones que no están dentro de las intervenciones

reales, por lo que se realizó una simulación aplicando quimioterapia al cerdo de la siguiente

manera: de 1.2 a 2.4 meses de edad, sin intervención durante 1 mes, intervención nueva-

mente, pero a cerdos de 3.6 a 4.8 meses, sin intervención durante 2 meses, e intervención

a cerdos de 7.2 a 8.4 meses de edad, consecutivamente (�gura 3.5 A). En la �gura 3.5 B

se presenta un tratamiento similar al anterior, pero en ese caso no hay intervención de 8.4

a 10.8 meses y se aplica un tratamiento adicional a los cerdos de 10.8 a 12 meses de edad.
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En ambos casos, la carga media parasitaria siempre se reduce después de la aplicación

del medicamento, pero una vez que el tratamiento cesa, la carga media del gusano aumen-

ta nuevamente y en ambos casos surge un patrón creciente de dientes de sierra. Una vez

que el tratamiento cesa, la carga media del gusano continúa aumentando como si no se

hubiera aplicado ningún tratamiento, se observa que la mayor reducción en la carga media

parasitaria se logra en el segundo régimen quimioterapéutico (ver �gura 3.5 B) cuando el

medicamento se administra a cerdos de 10.8 a 12 meses de edad.

Las simulaciones numéricas resaltan la robustez de la endemicidad de la cisticercosis

en cerdos. El efecto de estos regímenes quimioterapéuticos sobre la teniasis humana y la

cisticercosis humana es simplemente retrasar la velocidad a la que tienden a estabilizar

su carga media parasitaria en función de la edad.
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Capítulo 4

Medidas para prevenir la

teniasis/cisticercosis

En el capítulo 2 se formuló un modelo matemático de la dinámica de transmisión de

la tenia-cisticercosis. El modelo comprende ecuaciones dependientes de la densidad para

describir el �ujo del parásito a través del ciclo de vida. A partir de ese modelo, se derivó

un modelo Susceptible-Infectado (SI) para describir la población de personas susceptibles

y la prevalencia de infección en humanos y cerdos. Se mostró en el capítulo 3 que las

intervenciones quimioterapéuticas contra la cisticercosis porcina o contra la teniasis hu-

mana pueden reducir rápida y efectiva la carga media parasitaria de la teniasis humana,

de la cisticercosis porcina y de la cisticercosis humana. Sin embargo, una vez que cesa el

tratamiento, las infecciones vuelven rápidamente a sus niveles previos al control.

En este capítulo se amplia el modelo SI para incorporar individuos susceptibles que

pueden ser vacunados (cerdos). El modelo permite vacunar a los cerdos susceptibles y

tratar a la población infectada de forma simultánea, consecutiva o en cualquier orden.

El modelo permite realizar diversas intervenciones: por ejemplo, vacunar solo a los

cerdos, administrar la vacuna dos veces, combinar estrategias de intervención como va-

cunación porcina y tratamiento antihelmíntico para humanos, o bien aplicar vacuna a

los cerdos y quimioterapia a los cerdos y a los humanos. El modelo también puede te-

ner diferentes regímenes de intervenciones repetidas, diferentes e�cacias y coberturas en

la vacuna. La vacuna se aplica a una cierta población inicial variando la cobertura y la

e�cacia, todo con el propósito de poder simular la cobertura y la e�cacia que se puede

cubrir en los países donde se pretende erradicar la infección.

47
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Se utiliza el número de reproducción básico Ro = 5.49 y se calcula la �heard inmunity�

(inmunidad colectiva). En éste capítulo, se presentan solo las estrategias exitosas para

la eliminación de la infección en cerdos y humanos, a partir de las cuales se brindan un

conjunto de recomendaciones para el control y eventual eliminación de la infección. Final-

mente se proporcionan algunas pautas para aplicar el modelo en entornos más realistas.

4.1. Primera propuesta de intervención para eliminar

la teniasis/cisticercosis

En esta sección se presentan diferentes escenarios para erradicar la teniasis / cisti-

cercosis. Utilizando los mismos parámetros que la tabla 1 del capítulo 2, por lo que en

todos los casos se tiene un R0 = 5.49. En las siguientes estrategias se presentan varios

escenarios, los primeros de ellos es considerando que el cero de la edad corresponde a la

edad de 2 meses o 3 (dependiendo de cuándo se les aplica en el campo la primera vacuna)

y a la edad del humano de 6, 7 u 8 años de edad.

Figura 4.1: E�cacia y cobertura del 100%. En todos los grá�cos: teniasis humana (azul), cisti-

cercosis humana (amarilla), cisticercosis humana (roja). A) Intensidades medias del gusano B)

Susceptibles C) Prevalencia de huéspedes infectados D) Espacios de fase.
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4.1.1. Dos dosis de vacuna contra la cisticercosis porcina

La primera estrategia es administrar dos dosis de la vacuna a los cerdos, suponiendo

que tanto la e�cacia protectora de la vacuna como la cobertura son del 100%. La primera

aplicación de la vacuna es cuando los cerdos son atendidos por primera vez (generalmente

ocurre entre los 2 o tres meses de edad, pero las simulaciones empezarán en 0) y la segunda

un mes después (con 3 o cuatro meses de edad). Con dicha estrategia, la infección en la

teniasis humana y la cisticercosis humana y porcina se eliminan (ver Figura 4.1).

Figura 4.2: E�cacia 100% y cobertura del 82%. En todos los grá�cos: teniasis humana (azul),

cisticercosis humana (amarilla), cisticercosis humana (roja). A) Intensidades medias del gusano

B) Susceptibles C) Prevalencia de huéspedes infectados D) Espacios de fase. R0 = 5.49, pc = 0.82

4.1.2. Tres dosis de vacuna contra la cisticercosis porcina

Caso 1

Si la e�cacia de la vacuna es del 100% pero la cobertura se reduce al 82%, el calendario

de vacunación debe cambiar. En ese caso, se debe la primera dosis a los dos o tres meses

(cero en la simulación), la siguiente es aplicar un mes después. La tercera dosis se aplica

a los 11 meses y 26 días después. La estrategia es efectiva porque la teniasis humana y la

cisticercosis humana y porcina se eliminan por completo (Figura 4.2).
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Figura 4.3: E�cacia y cobertura del 82%. En todos los grá�cos: teniasis humana (azul), cisti-

cercosis humana (amarilla), cisticercosis humana (roja). A) Intensidades medias del gusano B)

Susceptibles C) Prevalencia de huéspedes infectados D) Espacios de fase. R0 = 5.49, pc = 0.82

Caso 2

Si la e�cacia y la cobertura son iguales al 82%, la primera dosis se aplica a los dos

o tres meses (cero de la simulación), la segunda un mes después y la tercera dosis se

administra al año con 25 días (�gura 4.3).

4.1.3. Dos dosis de vacunación contra la cisticercosis porcina y

quimioterapia para la teniasis humana

Aquí, se supone una e�cacia de la vacuna del 82% y una tasa de cobertura del 60%.

La estrategia de intervención es la siguiente: La primera dosis es a los dos o tres meses

de edad de los cerdos (cero de la simulación), la segunda un mes después, y se administra

una tercera dosis al año con 24 días. Un tratamiento quimioterapéutico también se aplica

a los humanos con teniasis y cisticercosis, al momento que los cerdos recibieron la tercera

dosis de vacunación (�gura 4.4). El tratamiento de quimioterapia se administra al 90% de

las personas infectadas y suponiendo una e�cacia del fármaco del 90%. El programa de

intervención se debe utilizar porque si no se aplica la quimioterapia, la infección resulta

ser mayor en los cerdos con cisticercosis y humanos con teniasis.
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Figura 4.4: E�cacia 82% y cobertura del 60%. En todos los grá�cos: teniasis humana (azul),

cisticercosis humana (amarilla), cisticercosis humana (roja). A) Intensidades medias del gusano

B) Susceptibles C) Prevalencia de huéspedes infectados D) Espacios de fase. R0 = 5.49, pc = 0.82

4.2. Segunda propuesta de intervención para eliminar

la teniasis/cisticercosis

Se utilizan también los mismos parámetros que la tabla 3.1 del capítulo 2, con un

R0 = 5.49. En las siguientes estrategias, se supone que el cero de la simulación corresponde

al nacimiento del cerdo y para el caso del humano el cero de la simulación se puede

considerar como la edad en general de la población que se esté tratando.

4.2.1. Primera estrategia: Dos dosis de vacuna contra la cisticer-

cosis porcina

La estrategia consiste en aplicar dos dosis de vacuna al cerdo, asumiendo que la co-

bertura y la e�cacia son 100% (ver tabla 4.1 ). La primera ronda de vacunación se aplica

cuando el cerdo tiene un mes de edad y la segunda dosis se aplica cuando el cerdo tiene

11 meses con 25 días de edad. Con tal estrategia, se observa (�gura 4.5A y 4.5B) que la

infección de cerdos, humanos con teniasis y humanos con cisticercosis son casi cero, es

decir son casi eliminadas.
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Figura 4.5: Dos dosis de vacunación con e�cacia y cobertura 100% (tabla 4.1). En todos los

grá�cos: teniasis humana (azul), cisticercosis humana (amarillo), cisticercosis humana (rojo). En

A, B, C y D la vacuna se aplica por primera vez a los cerdos de dos semanas de edad y la

segunda ronda se aplica cuando los cerdos alcanzan la edad de 11 meses con 25 días. En E, se

aplican las 2 dosis, pero la segunda dosis se administra a cerdos de 11 meses de edad. En F, no hay

vacunación. A) Carga media parasitaria; B) Susceptibles; C) Prevalencia de huéspedes infectados;

D) espacios de fase; E) Prevalencia de huéspedes infectados; F) Carga media parasitaria en el

control.R0 = 5.49, pc = 0.82

Si la segunda vacuna no se aplica, la cisticercosis puede ser eliminada, pero la teniasis

humana se dispararía, ocasionando que la cisticercosis regresaría en unos cuantos años
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(ver �gura 4.5 E). Como se puede observar en la �gura 4.5F que corresponde al control

(es decir sin aplicar ningún tipo de intervención) las tres curvas de carga media parasi-

taria de el puerco con cisticercosis, humano teniasico y humano con cisticercosis siguen

una trayectoria hiperbólica, pero en los tres casos llegan a un equilibrio en dónde ya no

continua creciendo sino que se mantiene �ja en un mismo punto, independientemente si

la edad aumenta. Al aplicar la vacuna al cerdo (�gura 4.5 A) la carga media parasitaria

del humano con tenia se ve afectada de tal forma que tiene un máximo y después empieza

a decrecer rápidamente hasta llegar a ser cero en menos de cinco meses, lo mismo ocurre

con el humano que se presenta en menos de 10 meses y cerdo con cisticercosis, al recibir

el efecto de la vacuna en los tres casos se ve reducido, independientemente si la aplicación

de la vacuna fue solamente al puerco.

El número de susceptibles para el caso de la teniasis humana (S1), la cisticercosis

porcina (S2) y la cisticercosis humana (S3) disminuye en función de la edad en el grupo

de control (Figura 3.2) . Excepto por un pico transitorio de S1, la vacunación de cerdos

apenas in�uye en los valores de S1 y S3 (Figura 4.5B). Cuando hay vacunación contra los

cisticercos, S2 disminuye exponencialmente y se aproxima a cero en menos de 3 años. En

todos los casos se considera que la cobertura y e�cacia es del 80% y no se realiza ninguna

intervención de quimioterapia contra el gusano adulto.

La prevalencia de infección de teniasis humana (J1) en el grupo de control aumenta

con la edad hasta que alcanza un máximo y se queda estable el crecimiento, �nalmente

comienza a disminuir. El comportamiento anterior se ha observado en las comunidades de

forma natural (Allan et al., 1996). Los cerdos se vacunan cuando tienen 2 semanas de vida

y posteriormente se aplica una segunda dosis cuando tienen 11 meses y 25 días (Tabla

4.1). La prevalencia de cisticercosis porcina (J2) muestra un aumento inicial, alcanza un

máximo y disminuye rápidamente hasta llegar a valores cercanos a cero aproximadamente

al año de edad (Figura 4.5C).

Si la segunda dosis se administra a cerdos de 11 años de edad, habrá un aumento

abrupto de la teniasis humana y continuarán apareciendo nuevos casos de cisticercosis

humana (Figura 4.5E). El aumento de la prevalencia de la teniasis humana (J1) y la

prevalencia de cisticercosis del cerdo (J2) después de la vacunación pueden parecer un re-

sultado contraintuitivo, sin embargo, se producen porque se esta tratando con un modelo

de infección susceptible en el que no se incluye un compartimento de individuos recupe-

rados. La vacunación reduce el número de personas susceptibles en la población de modo
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que se trasladen al compartimento de los individuos infectados con prácticamente cero

(Tabla 4.1). No solo se elimina la cisticercosis del cerdo, sino que también se eliminan las

infecciones en la teniasis humana y la cisticercosis humana (Figura 4.5A y 4.5C).

En la �gura 4.5D, se presentan los retratos fase de la dinámica de la cisticercosis

porcina (M2) contra la teniasis humana (M1), la cisticercosis humana (M3) contra la cis-

ticercosis porcina (M2) y la cisticercosis humana (M3) contra la teniasis humana (M2).

Esencialmente, esos espacios de fase exhiben trayectorias positivas. Cuando hay vacuna-

ción contra la cisticercosis porcina (Figura 4.5D), todos los espacios fase ilustran que M1,

M2 y M3 tienden a cero. El espacio fase muestra que las trayectorias se intersectan en el

punto M1 = M2 = M3 = 0.01, punto que corresponde a la condición inicial. Ese punto

actúa como un atractor en la dinámica del sistema y de�ne el nivel mínimo de infección

alcanzado por los efectos de las estrategias de vacunación que tienden a extinguir las in-

fecciones en cerdos y humanos. En la práctica, esto debe considerarse una estrategia de

vacunación exitosa.

Figura 4.6: Prevalencia de infección en cerdos (línea roja), cisticercosis humana (línea amarilla)

y teniasis humana (línea azul) con una e�cacia de la vacuna igual al 100% y cobertura del 82%.

Solo una dosis de vacunación para cerdos de dos semanas de edad. R0 = 5.49, pc = 0.82
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4.2.2. Segunda estrategia: Aplicación de dos dosis de vacuna al

cerdo con una cobertura menor al 100%

Dentro de esta intervención, se asume que la e�cacia es del 100% y la cobertura es de

un 80%, al aplicar la vacuna al cerdo, se puede observar (�gura 4.6)que la cisticercosis

porcina se elimina tal como lo predice la ecuación 2.49, sin embargo, al no aplicar la dosis

correcta, lo que ocurre es que la prevalencia de la teniasis humana aumenta tal como se

puede observar en la �gura 4.6.

Figura 4.7: La e�cacia de la vacuna es del 100% y la cobertura es del 82%. En todos los grá�cos:

teniasis humana (azul), cisticercosis humana (amarillo), cisticercosis humana (rojo). En A y B, la

vacuna se aplica a los cerdos de una semana de edad y la segunda dosis se administra a los cerdos

de 12 meses y 9 días de edad. Simultáneamente, la quimioterapia se aplica tanto a los cerdos

como a los humanos. En C, se aplica la misma inmunización. El protocolo se sigue como en A

y B, pero no se aplica quimioterapia. A) Carga media parasitaria; B) Prevalencia de huéspedes

infectados; C) Prevalencia de huéspedes infectados. La tasa de cobertura y la e�cacia de los

fármacos antihelmínticos en cerdos y humanos es del 90% y 90%, respectivamente. R0 = 5.49,

pc = 0.82
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4.2.3. Tercera estrategia: Aplicación de dos dosis de vacuna más

quimioterapia al cerdo y al humano

El modelo matemático permite predecir qué sucede con la infección en cerdos y huma-

nos bajo diferentes esquemas de intervención, el modelo también permite saber cuándo

es el momento exacto de aplicar la segunda vacuna. Para poder eliminar la infección, en

este caso es necesaria una segunda dosis de vacunación, pero debe aplicarse justo en el

momento exacto en que la prevalencia de la infección porcina llega a cero. De lo contrario,

la infección en la teniasis humana no desaparecerá (Figura 4.7C).

Se considera que la e�cacia de la vacuna es del 100%, pero la cobertura se reduce al

82%, el calendario de vacunación debe cambiar. En este caso se aplica la vacuna contra

la cisticercosis porcina dos veces. La primera dosis se administra cuando los cerdos tienen

una semana de edad y la segunda dosis se aplica a los cerdos de 12 meses y 9 días (Tabla

4.1). La estrategia es efectiva solo si la quimioterapia se aplica de forma simultánea y

constante tanto a los cerdos como a los humanos con una e�cacia de fármaco respectiva

del 90% (Tabla 4.1). En esta estrategia se combina vacunación y quimioterapia, el resul-

tado es efectivo debido a que se elimina la teniasis humana y la cisticercosis humana y

porcina (Figura 4.7A y 4.7B).

La estrategia uno y dos se pueden resumir en la tabla 4.1, la cual muestra las estrategias

planteadas previamente, considerando el cero como la edad de dos o tres meses del cerdo

y la segunda estrategia que es considerar sin desplazar el cero de la edad de los cerdos.
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Propuestas Estrategia Vacunación Quimioterapia
E�cacia

(%)

Cobertura

(%)

Puerco Puerco Humanos

Dosis

1 2 3 1 1

mes día mes día mes día mes día mes día
duración

(meses)

1

Puerco

0 1 100 100

0 1 11 26 100 82

0 1 12 24 82 82

Vacunación al puerco más

quimioterapia al humano

0 14 22 82 60

14 22 2 90 90

2

Puerco 0.5 11 25 100 100

Vacunación puerco más

quimioterapia al humano

y puerco

0.25 12 9 100 82

12 9 90 90

12 9 2 90 90

Tabla 4.1: Propuesta de las estrategias de vacunación. 1 corresponde a las estrategias en dónde

el cero corresponde a la edad de dos o tres meses del cerdo. 2 corresponde a las estrategias en

dónde se toma el cero como la edad de nacimiento del cerdo.



58 SEGUNDA PROPUESTA DE INTERVENCIÓN



Capítulo 5

Discusión y Conclusiones

5.1. Discusión

En el capítulo 2 se presentó un modelo matemático de la trasmisión de teniasis-

cisticercosis basado en el ciclo de vida del parásito, que consiste de un conjunto de tres

ecuaciones diferenciales ordinarias; tales ecuaciones son dependientes de la densidad y

describen el �ujo del parásito a través del huésped de�nitivo e intermedio, así como el

�ujo de los humanos infectados con cisticercosis.

Los valores de los parámetros utilizados en el modelo, se asumieron de valores repor-

tados en la literatura y algunos otros tales como los coe�cientes de severidad (α1, α2, α3)

y los de trasmisión (β1, β2, β3), se dedujeron a partir del diagrama de bifurcaciones (ver

capítulo 2). Con los valores de los parámetros de trasmisión y severidad, el modelo imita

los patrones observados de teniasis humana, cisticercosis porcina y humana.

Otro aspecto importante sobre el modelo, es que inicialmente el modelo involucra la

variable tiempo, pero con un cambio de variable se logró ignorar el tiempo y quedarse

unicamente con la variable edad. Es posible hacer varias modi�caciones al modelo actual,

como por ejemplo incluir el comportamiento del tiempo y la edad, con el propósito de

trabajar ahora con las variables tiempo y edad simultáneamente. Es importante mencio-

nar que cualquier modelo matemático, no importa lo simple o complicado que sea, está

formado por un conjunto de supuestos, los cuales conducen a conclusiones.

En general, la carga media parasitaria para la teniasis humana y la cisticercosis hu-

mana y porcina alcanzan el valor de cero cuando la e�cacia de la vacuna es del 100%
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(Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4). Cuantitativamente, la tasa de disminución de la carga parasi-

taria depende del porcentaje de e�cacia de la vacuna y de la cobertura. Cuanto más cerca

está la e�cacia de la vacuna al 100% más rápido es la disminución.

Los susceptibles humanos a teniasis (S) muestran un pico abrupto alrededor del primer

año de edad; los susceptibles a la cisticercosis porcina pueden disminuir exponencialmente

(Figura 4.1) o bien decaer más rápidamente (Figuras 4.2-4.4).

El comportamiento para la prevalencia de la infección J es prácticamente el mismo

para todos los casos (�guras 4.2-4.4): hay un aumento en los meses 6 y 7 y posteriormente

se observa que decrece muy rápida hasta llegar a cero, lo cual ocurre al año o un poco más.

Sin embargo, independientemente de la cobertura y e�cacia usada, es posible erradicar la

infección y no correr el riesgo de que el ciclo continua su camino.

De la tabla 4.1 se puede observar que hay una gran cantidad de estrategias de in-

tervención masiva con las que es posible eliminar la tenia/cisticercosis. Es importante

mencionar que las simulaciones numéricas realizadas en las secciones previas son genera-

les en su aplicación, es decir no están limitadas a una ciudad, país o continente, por lo

que se pueden aplicar a cualquier lugar del mundo.

En caso de que se tenga una e�cacia de vacuna del 100%, es su�ciente una sola do-

sis de vacunación en puercos, siempre y cuando se tenga una cobertura superior al 82%

(�inmunidad colectiva�), de esa forma la infección se eliminará. Pero si la e�cacia de la

vacuna es del orden del 82% y la cobertura también, el modelo predice que para eliminar

la infección, es necesario aplicar 2 dosis de vacuna, la primera al mes de nacidos y la

segunda a 1.065 años de edad. Es importante realizar esa segunda dosis en ese tiempo

establecido, de lo contrario se correrá el riesgo de tener una infección mayor tanto en

puercos con cisticercosis como en humanos con tenia. En el peor de los casos, cuando la

e�cacia de la vacuna es del 82% y la cobertura del 60%, la estrategia exitosa consiste en

dos dosis de vacunación porcina, una aplicada a cerdos de un mes de edad y la segunda

a cerdos de 1.22 años de edad y además quimioterapia al humano entre 14 y 16 meses de

edad.

Cualquier programa de intervención debe contemplar la necesidad de estimar varios

parámetros de la población a la que se le desea aplicar el programa. En todos los casos,

es obligatorio realizar una prueba diagnóstica para la teniasis humana y la cisticercosis
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porcina, las densidades poblacionales de poblaciones humanas y porcinas, la e�cacia de

la vacuna y el fármaco antihelmíntico y la cobertura de la vacunación y el tratamiento

farmacológico que se utilizará.

Una vez que todas estas estimaciones han sido recopiladas, cualquier persona intere-

sada en eliminar la infección local o globalmente puede usar el programa generado en este

tesis con el propósito de simular las mejores estrategias de vacunación porcina o vacuna-

ción porcina combinada con quimioterapia de cerdo y/o humana.

El éxito de nuestro modelo proviene del hecho de que formulamos un modelo depen-

diente de la densidad del ciclo de vida real del parásito y que derivamos de este modelo

un modelo compartamental de Susceptible-Infectado con el que podríamos interrogar las

diferentes estrategias de intervención. El número reproductivo básico (ecuación X parte

I) es uno y el mismo para ambos modelos.

5.2. Conclusiones

Se desarrolló el primer modelo dependiente de la densidad basado en la dinámica de

transmisión real de la teniasis-cisticercosis, es uno de los primeros modelos de parásitos

helmintos que permite la evaluación del impacto de las intervenciones quimioterapéuticas

en todos los huéspedes involucrados en el ciclo de vida del parásito. Del modelo depen-

diente de la densidad, se obtuvo directamente un modelo compartamental con infección

susceptible con el cual fue posible evaluar el impacto de las estrategias de vacunación.

Todo el modelo representa una avance signi�cativo en comparación con los modelos an-

teriores de teniasis-cisticercosis.
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Apéndice A

El desarrollo matemático

A.1. Primer y segundo momento

A.1.1. La función binomial negativa

Sea α > 0 y 0 < p < 1 entonces la función binomial negativa se representa como

f(x;α, p) ≡ Pr(X = x) = pα

(
−α
x

)
(−1)x(1− p)x (A.1)

Es posible demostrar que

f(x;α, p) = pα

(
−α
x

)
(−1)x(1− p)x = pα(−1)x

(
α + x− 1

x

)
(1− p)x

El desarrollo se la igualdad se muestra a continuación

f(x;α, p) = pα

(
−α
x

)
(−1)x(1− p)x =

[
pα(−α)(−α− 1)...(−α− x)! · · ·

(−α− x)!x!

]
(1− p)x

=

[
pα(−α)(−α− 1)...(−α− x+ 1) · · ·

x!

]
(1− p)x =

[
pα(−1)x(α)(α + 1)...(α + x− 1)

x!

]
(1− p)x

=

[
pα(−1)x(α + x− 1)!

(α− 1)!x!

]
(1− p)x = pα(−1)x

(
α + x− 1

x

)
(1− p)x

Ahora se toma −1 < t < 1 y desarrollando en serie de Taylor (1− t)α se tiene entonces
que
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(1−t)−α = 1+(−t)(−α)+(−α)(−α−1)
−t2

2
+ · · ·+ −α)!(−t)x

x!(−α− x)! + · · ·
=
∞∑
i=0

(
−α
x

)
(−t)x

Si se considera que t = 1− p entonces (1− 1 + p)−α = p−α de la ecuación anterior se

tiene que

p−α =
∞∑
i=0

(
−α
x

)
(1− p)x

Multiplicando ambos lados por p−α

1 = pα
∞∑
i=0

(
−α
x

)
(1− p)x

Demostrando que
∑∞

i=0 f(xi;α, p) = 1

A.1.2. Funcion generadora

La función generadora par la distribución binomial negativa considerando −1 < t < 1

Φx(t) =
∞∑
i=0

P (X = x)tx =
∞∑
i=0

f(x;α, p)tx (A.2)

Entonces

Φx(t) = pα
∞∑
i=0

(
−α
x

)
(−1)x(1− p)xtx = pα

∞∑
i=0

(
−α
x

)
(−t(1− p))x

Sea s = −t(1− p), entonces la función generadora para la binomial negativa es

Φx(t) = pα(1 + s)−α = pα(1 + (−t(1− p)))−α =

(
p

1− t(1− p)

)α
(A.3)

A.1.3. Valor esperado

Para obtener el valor esperado, se toma la ecuación A.3 y se deriva, entonces

Φ
′

x(t) = αpα[1− t(1− p)]−(α+1)(1− p) (A.4)
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Ahora E(x) = Φ
′
x(1) entonces

Φ
′

x(1) = αpα[1− 1 + p]−(α+1)(1− p) = αpα(p)−(α+1)(1− p) =
α(1− p)

p

Entonces

E(x) =
α(1− p)

p
(A.5)

A.1.4. La varianza

Para encontrar la varianza, se considera que V ar(x) = E(x2) − (E(x))2 = Φ
′′
x(1) +

Φ
′
x(1) − (Φ

′
x(1))2. Como ya se tiene la primera derivada de la función generadora, solo

resta obtener la segunda derivada de ella, entonces de A.4 se tiene que

Φ
′′

x(t) = αpα(α + 1)[1− t(1− p)]−(α+2)(1− p)2 (A.6)

Ahora si la ecuación A.6 se evalua en 1, se tiene

Φ
′′

x(1) = αpα(α + 1)[1− 1 + p)]−(α+2)(1− p)2 = α(α + 1)

(
1− p
p

)2

(A.7)

De A.5 y A.7 se tiene que la varianza es

V ar(x) = α(α + 1)

(
1− p
p

)2

+
α(1− p)

p
−
(
α(1− p)

p

)2

α(α + 1)(1− p)2 + α(1− p)p− α2(1− p)
p2

=
α(1− p)

p2
(α(α + 1)(1− p) + p− α(1− p))

=
α(1− p)

p2

Entonces la varianza es

V ar(x) =
α(1− p)

p2
(A.8)
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A.2. El cambio de parásitos (tenias) en función del tiem-

po

Tomando en cuenta las siguiente ecuación

dP1

dt
= b1H1H2D1

∞∑
i=0

ip1(i)(t− T1)−H1

∞∑
i=0

µ1(i)ip1(i)− b1H1

∞∑
i=0

ip1(i) (A.9)

y considerando que

〈i〉 =
P

H
(A.10)

y que 〈
i2
〉

=
P

H
+
P 2(k + 1)

H2k
=
∞∑
i=0

i2p(i) (A.11)

sustituimos en A.9 y tenemos

dP1

dt
= b1H1H2D1

P2

H2

(t− T1)−H1

∞∑
i=0

µ1(i)ip1(i)

−H1

∞∑
i=0

α1i
2p1(i)− b1H1

P1

H1

= b1H1D1P2(t− T1)−H1µ1
P1(t)

H1

−H1α1

∞∑
i=0

i2p1(i)− b1P1(t)

sustituimos A.11 en el penúltimo término

dP1

dt
= b1H1D1P2(t− T1)−H1µ1

P1(t)

H1

−H1α1

(
P1(t)

H1

+
P 2
1 (t)(k1 + 1)

H2
1k1

)
− b1P1(t)

desarrollamos

dP1

dt
= b1H1D1P2(t− T1)−H1µ1

P1(t)

H1

−H1α1
P1(t)

H1

− α1P
2
1 (t)(k1 + 1)H1

H2
1k1

− b1P1(t)

= b1H1D1P2(t− T1)− µ1P1(t)− α1P1(t)−
α1P

2
1 (t)(k1 + 1)

H1k1
− b1P1(t)

reagrupando términos tenemos que

dP1

dt
= b1H1D1P2(t− T1)− P1(t) (µ1 + α1 + b1)

α1P
2
1 (t)(k1 + 1)

H1k1
(A.12)
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A.3. El cambio de parásitos (cisticercosis cerdo) en fun-

ción del tiempo

Para

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)−H2

∞∑
i=0

(µ3 + α2i)ip2(i)−

b2H2

∞∑
i=0

ip2(i)− β1H1H2

∞∑
i=0

ip1(i) (A.13)

desarrollamos y sustituimos los valores de A.10

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)−H2µ3

∞∑
i=0

ip2(i)−H2α2

∞∑
i=0

i2p2(i)− b2H2
P2(t)

H2

− β1H1H2
P2(t)

H2

sustituimos los valores A.11

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)−H2µ3

P2(t)

H2

−H2α2

(
P2

H2

+
P 2
2 (k + 1)

H2
2k2

)
− b2P2(t)− β1H1P2(t)

= β2D2H2E(t− T2)− µ3P2(t)− α2P2 − α2
P 2
2 (k + 1)

H2k2
− b2P2(t)− β1H1P2(t)

reagrupando términos tenemos

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)− P2(t) (µ3 + b2 + α2 + β1H1)−

α2P
2
2 (t)(k + 1)

H2k2
(A.14)

A.4. El cambio de parásitos (cisticercosis humano) en

función del tiempo

Para

dP3

dt
= β3D3H3E(t− T3)− P3(t) (µ4 + α3)− b1H3

∞∑
i=0

ip3(i) (A.15)

usando A.10 en la ecuación anterior tenemos
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dP3

dt
= β3D3H3E(t− T3)− P3(t) (µ4 + α3)− b1H3

P3(t)

H3

= β3D3H3E(t− T3)− P3(t) (µ4 + α3)− b1P3(t)

por lo tanto

dP3

dt
= β3D3H3E(t− T3)− P3(t) (µ4 + α3 + b1) (A.16)

A.5. La intensidad media de la teniasis en humano en

función de la edad

Considerando

dE(t)

dt
= λP1(t)− µ2E(t− T )− β2H2E(t− T2)− β3H3E(t− T3) (A.17)

como la esperanza de vida de el huevo es muy corta (al compararla con la esperanza de

vida del parásito adulto o en forma de larva), se considera que densidad de huevos en el

medio ambiente esta en equilibrio si (dE
dt

= 0) por lo que

0 = λP1 − µ2E(t− T )− β2H2E(t− T2)− β3H3E(t− T3)

reagrupando términos

0 = λP1 − E(t− T ) (µ2 + β2H2 + β3H3)⇒
λP1 = E(t− T ) (µ2 + β2H2 + β3H3)

despejamos E(t)

E(t− T ) =
λP1(t)

µ2 + β2H2 + β3H3

(A.18)

considerando

dP1

dt
= β1D1H1P2(t− T1)− P1(t) (b1 + µ1 + α1)−

α1P
2
1 (t)(k1 + 1)

H1k1
(A.19)
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sustituimos M = P
H

dM1

da
=
β1D1H1H2M2(a)

H1

− M1(a)H1

H1

(b1 + µ1 + α1)−
α1M

2
1 (a)H2

1 (k1 + 1)

H2
1k1

eliminando términos

dM1(a)

da
= β1D1H2M2(a)−M1(a) (b1 + µ1 + α1)−

α1M
2
1 (a)(k1 + 1)

k1
(A.20)

A.6. La intensidad media de la cisticercosis (cerdo) en

función de la edad

Tenemos que

dP2

dt
= β2D2H2E(t− T2)− P2(t) (b2 + µ3 + α2 + β1H1)−

α2P
2
2 (t)(k2 + 1)

H2k2
(A.21)

sustituimos la ecuación A.18

dM2(a)

da
=

β2D2H2λP1(t)

(µ2 + β2H2 + β3H3)H2

− P2(t)

H2

(b2 + µ3 + α2 + β1H1)−
α2P

2
2 (t)(k2 + 1)

H2
2k2

ahora P
H

= M

dM2(a)

da
=

β2D2H2λM1(a)H1

(µ2 + β2H2 + β3H3)H2

− M2(a)H2

H2

(b2 + µ3 + α2 + β1H1)−
α2M

2
2 (a)H2

2 (k2 + 1)

H2
2k2

=
β2D2λM1(a)H1

µ2 + β2H2 + β3H3

−M2(a) (b2 + µ3 + α2 + β1H1)−
α2M

2
2 (a)(k2 + 1)

k2
(A.22)

A.7. La intensidad media de la cisticercosis en humano

en función de la edad

De la ecuación A.10, se observa que P
H

= M tomando ecuación A.16 y sustituyendo

M , se tiene
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dM3(a)

dtH3

=
β3D3H3E(t− T3)

H3

− M3(t)H3

H3

(µ4 + α3 + b1)

= β3D3E(t− T3)−M3(a) (µ4 + α3 + b1)

sustituimos el valor de E(t− T ) (A.18)

dM3(a)

da
=

β3D3λP1(t)

(µ2 + β2H2 + β3H3)H1

−M3(a) (µ4 + α3 + b1)

=
β3D3λM1(a)

µ2 + β2H2 + β3H3

−M3(a) (µ4 + α3 + b1) (A.23)

A.8. Deducción de R0

Consideremos el sistema de tres ecuaciones no-lineales obtenidos anteriormente para

M1, M2 y M3

dM1(a)

da
= β1D1H2M2(a)−M1(a) (b1 + µ1 + α1)−

α1M
2
1 (a)(k1 + 1)

k1
dM2(a)

da
=

β2D2λM1(a)H1

µ2 + β2H2 + β3H3

−M2(a) (b2 + µ3 + α2 + β1H1)−
α2M

2
2 (a)(k2 + 1)

k2
dM3(a)

da
=

β3D3λM1(a)

µ2 + β2H2 + β3H3

−M3(a) (µ4 + α3 + b1)

como αi = 0 ya que no estan involucrados con el número básico reproductivo, por lo que

se tiene

dM1(a)

da
= − (b1 + µ1)M1(a) + β1D1H2M2(a)

dM2(a)

da
=

β2D2λH1

µ2 + β2H2 + β3H3

M1(a)− (b2 + µ3 + β1H1)M2(a)

dM3(a)

da
=

β3D3λ

µ2 + β2H2 + β3H3

M1(a)− (µ4 + b1)M3(a)

ahora ya tenemos un sistema de tres ecuaciones diferenciales lineales, por lo que es posible

obtener sus eigenvalores ? para tal propósito renombramos las constantes
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A = β1D1H2

B = − (b1 + µ1)

D =
β2D2λH1

µ2 + β2H2 + β3H3

E = − (b2 + µ3 + β1H1)

F =
β3D3λ

µ2 + β2H2 + β3H3

G = − (µ4 + b1) (A.24)

entonces tenemos que

dM1(a)

da
= −BM1(a) + AM2(a)

dM2(a)

da
= DM1(a)− EM2(a)

dM3(a)

da
= FM1(a)−GM3(a)

y calculamos los eigenvalores

∣∣∣∣∣∣∣
B − λ A 0

D E − λ 0

F 0 G− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (B − λ)(E − λ)(G− λ)− AD(G− λ) = 0

desarrollando términos tenemos

(B − λ)(EG− Eλ−Gλ+ λ2)− ADG+ ADλ = 0

BEG−BEλ−BGλ+Bλ2 − EGλ+ Eλ2 +Gλ2 − λ3 − ADG+ ADλ = 0

eliminando términos y reagrupando

−λ3 + (B +G+ E)λ2 + (−BE −BG− EG+ AD)λ− ADG+BEG = 0

λ3 − (B +G+ E)λ2 + (BE +BG+ EG− AD)λ+ ADG−BEG = 0

tenemos que resolver una ecuación del tipo
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λm + a1λ
m−1 + a2λ

m−2 + · · ·+ am = 0

por lo que se usa el criterio de estabilidad de Routh-Herwitz, para nuestro caso tenemos

m = 3, por lo que las condiciones de estabilidad que se deben cumplir que a1 > 0, a3 > 0

y que a1a2 > 0.

P.D. que a1 > 0, es decir −(B+G+E) > 0, sustituimos los valores de cada constante

A.24

−(− (b1 + µ1)− (b2 + µ3 + β1H1)− (µ4 + b1)) > 0⇒
(b1 + µ1) + (b2 + µ3 + β1H1) + (µ4 + b1) > 0

como todas las constantes son positivos entonces queda demostrado que a1 > 0

P.D. que a3 > 0, es decir (ADG−BEG) > 0, reagrupando G(AD −BE) > 0, vemos

que de A.24 G = −(µ3 + b1) por lo que G < 0 ya que las dos constantes son positivas,

ahora veamos que sucede con AD −BE sustituimos los valores de cada constante

AD −BE = (β1D1H2)

(
β2D2λH1

µ2 + β2H2 + β3H3

)
− (− (b1 + µ1)) (− (b2 + µ3 + β1H1)) > 0

⇒ β1D1H2β2D2λH1

µ2 + β2H2 + β3H3

> (b1 + µ1) (b2 + µ3 + β1H1)

⇒ β1D1H2β2D2λH1

(µ2 + β2H2 + β3H3) (b1 + µ1) (b2 + µ3 + β1H1)
> 1

llamamos

R0 =
β1D1H2β2D2λH1

(µ2 + β2H2 + β3H3) (b1 + µ1) (b2 + µ3 + β1H1)
(A.25)

entonces R0 > 1 es decir el parásito persiste endémica en la población, por lo que a3 > 0

Falta demostrar que a1a2 > a3, ya se demostró que a1 > 0 y que a3 > 0, si demostramos

que a2 > 0 podríamos concluir que a1a2 > a3,

P.D. que a2 > 0⇒ BE +G(B + E)− AD > 0⇒ BE +G(B + E) > AD ⇒,

BE +G(B + E)

AD
> 1

ahora vemos que BE > 0 y que G < 0 y B + E < 0 ⇒ G(B + E) > 0, A > 0 y

D > 0⇒ AD > 0 por lo que se cumple que

BE +G(B + E)

AD
> 1

entonces a2 > 0 ∴ a1a2 > a3, cumple las condiciones de estabilidad.



Apéndice B

El programa

B.1. Modelo simple

El programa para el modelo matemático, de las ecuaciones 2.28, 2.29 y 2.30 en función

de la edad en fortran 90 es el siguiente:

program euler1

real k1,k2,lamda,mu1,mu2,mu3,mu4

character*64 nombre1

dimension z1(0:3000),z2(0:3000),z3(0:3000)

write(*,*)' Escribe k1'

read(*,*) k1

write(*,*)' Escribe k2'

read(*,*) k2

write(*,*) ' Escribe beta1'

read(*,*) beta1

write(*,*) ' Escribe beta2'

read(*,*) beta2

write(*,*) ' Escribe beta3'

read(*,*) beta3

write(*,*) ' Escribe D1'

read(*,*) D1

write(*,*) ' Escribe D2'

read(*,*) D2

write(*,*) ' Escribe D3'

read(*,*) D3

73
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write(*,*)' Escribe H1'

read(*,*) H1

.

.

.

Do k=0,n

tf=ti+float(k)*h

z1(k+1)=z1(k)+h*r1*z2(k)-h*r2*z1(k)-h*r3*z1(k)**2.0

z2(k+1)=z2(k)+h*s1*z1(k)-h*s2*z2(k)-h*s3*z2(k)**2.0

z3(k+1)=z3(k)+h*e1*z1(k)-h*e2*z3(k)

write(20,*)tf,z1(k+1),z2(k+1),z3(k+1)

enddo

CLOSE (20)

end

B.2. Quimioterapia en cerdo

program euler1

.

.

.

Do k=0,n

tf=ti+float(k)*h

z1(k+1)=z1(k)+h*r1*z2(k)-h*r2*z1(k)-h*r3*z1(k)**2.0

z2(k+1)=z2(k)+h*s1*z1(k)-h*s2*z2(k)-h*s3*z2(k)**2.0

z3(k+1)=z3(k)+h*e1*z1(k)-h*e2*z3(k)

write(20,*)tf,z1(k+1),z2(k+1),z3(k+1)

enddo

CLOSE (20)

end

B.3. Quimioterapia en Tenia

.

.
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.

Do k=0,n

tf=ti+float(k)*h

z1(k+1)=z1(k)+h*r1*z2(k)-h*r2*z1(k)-h*r3*z1(k)**2.0

z2(k+1)=z2(k)+h*s1*z1(k)-h*s2*z2(k)-h*s3*z2(k)**2.0

z3(k+1)=z3(k)+h*e1*z1(k)-h*e2*z3(k)

write(20,*)tf,z1(k+1),z2(k+1),z3(k+1)

enddo

CLOSE (20)

end
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Apéndice C

Las publicaciones

C.1. Artículo 1

Figura C.1: Para descargar: https://doi.org/10.1186/s12976-018-0090-0
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C.2. Artículo 2

Figura C.2: Para descargar: https://doi.org/10.1186/s12976-019-0100-x
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