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Prefacio

En 1975, T.Y. Li y J. Yorke publicaron su célebre articulo ” Period three implies chaos”([19]), en el
cual prueban que toda funcién continua f : [0,1] — [0,1] que tenga un punto periédico de periodo 3,
tiene puntos periddicos de todos los periodos. Ademds, obtienen un subconjunto no numerable de [0, 1],
en el cual la funcién se comporta de una manera muy peculiar. Pasa que cada vez que se toman dos
puntos distintos de dicho conjunto, las trayectorias bajo f de esos puntos se acercan tanto como se desee,
pero también se alejan una cierta distancia. Mas aun, las trayectorias de los puntos de dicho conjunto no
siguen ninguna Orbita periédica. Como ese comportamiento es un tanto extrafio, sin dar una definiciéon

formal, ellos se refieren a esto diciendo que la funcién se comportaba de manera ” cadtica” en ese conjunto.

Se dice que f : [0,1] — [0, 1] es cadtica en el sentido de Li-Yorke si y sélo si existe existe § > 0
y existe S C [0, 1] no numerable tal que para cualesquiera dos puntos distintos x,y € S se cumple que
liminf | f*(z) — f"(y) |= 0y limsup | f"(x)— f™(y) |> 0. A mateméticos como J. Smital y M. Kutcha les
interesaba encontrar condiciones suficientes o equivalentes para este tipo de caos y descubrieron que basta
con un par de puntos que se comporten similar a como se comportan los puntos en el caos de Li-Yorke
para que f : [0,1] — [0, 1] sea Li-Yorke cadtica. El primer objetivo de este trabajo es dar una prueba de
este hecho donde, ademds, se muestra que el conjunto no numerable es un conjunto de Cantor. El segundo
objetivo es estudiar las ideas generales de la generalizacion de dicho resultado a funciones continuas en
graficas topoldgicas. El tercer y ultimo objetivo de este trabajo es analizar funciones continuas en espacios
métricos infinitos numerables y compactos, y ver si cumplen con una condicién analoga a las dos anteriores.

Este trabajo se basa fuertemente en los trabajos de Sylvie Ruette y L. Snoha ([26], [25]), y Jan de Vries [11].

El capitulo 1 trata sobre conceptos béasicos como por ejemplo: el omega conjunto limite, los puntos
aproximadamente periddicos, las orbitas de conjuntos y los pares de Li-Yorke. El segundo capitulo trata
sobre la entropia topoldgica (que tanto movimiento provoca la funcién en los puntos del intervalo) y las
herraduras en mapeos del intervalo. En el capitulo 3 se analiza qué pasa con las funciones continuas del
intervalo en el intervalo que tienen entropia topoldgica cero y un par de Li-Yorke, mientras que en el
capitulo 4 se presentan resultados que dicen que basta con que un una funcién continua del intervalo en
el intervalo tenga entropia positiva para que tenga un conjunto de Cantor, el cual vuelve a la funcién

parte de la clase de las funciones Li-Yorke caéticas. El capitulo 5 esta dedicado a estudiar las ideas de
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la generalizacién del resultado principal del capitulo 4 a funciones continuas en gréficas topoldgicas. Por
ultimo, el sexto capitulo habla de las funciones continuas en espacios métricos infinitos numerables y

compactos que tienen un par de Li-Yorke.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion a la seccion

La notacion que utilizaremos es la siguiente:
1. N={1,2,3,...} es el conjunto de nimeros naturales.
2. Q es el conjunto de ntimeros racionales.
3. R es el conjunto de ntimeros reales.
4. R es el conjunto de los reales extendidos.
5. Card(B) denota la cardinalidad de un conjunto B.
6. lim sup a,, denota el limite superior de una sucesién (ay,).
7. liminf a,, denota el limite interior de una sucesién (a,).
8. exp(a) denota a la funcién exponencial aplicada a un nimero real a.
9. log(a) denota al logaritmo natural aplicado a un nimero real a.
10. [#),cg As denota la unién ajena de una familia {As},q.

—X . . L .
11. A" denota la cerradura de A con respecto a un espacio X. Si no hay confusién sobre al espacio con

respecto al cual se toma la cerradura, simplemente se escribird A.

12. Intx(B)y Frx(B) denotan el interior de B y la frontera de B con respecto a X, respectivamente. Si
no hay confusion sobre el espacio con respecto al cual se toman el interior o la frontera, simplemente
escribiremos Int(B) y Fr(B).

13. derx(B) denota al conjunto de los puntos de acumulacién de B en X.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.2. Conceptos basicos

Esta seccién estd dedicada a dar las definiciones basicas de los sistemas dindmicos discretos.

Definicién 1.2.1. Un sistema dindmico se define como un par (X, f), donde X es un espacio métrico

compacto y f: X — X es una funcién continua.

Definicién 1.2.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y z € X. A la sucesion (f™(z))n>0 se le conoce como

la trayectoria de z bajo f. Al conjunto {f™(z) | n > 0} se le llama la érbita de z bajo f.

Definicién 1.2.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y z € X. Diremos que z es un punto periédico
de f siy solo si existe m € N tal que f™(z) = z. A k =min{m € N| f™(z) = z} se le conoce como el
periodo de z. En caso de que z sea un punto periodico de f, diremos que la érbita de z bajo f es

periodica. Si k = 1, diremos que z es un punto fijo de f.

Definicién 1.2.4. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Decimos que una funcién continua ¢ : X — Y

es una semiconjugacion entre (X, f) y (Y, g) si y sélo si ¢ es suprayectiva y el diagrama

xI.ox

¢ ¢

Y —Y
g

conmuta, es decir, o f = go¢. Si resulta que ¢ es un homeomorfismo, entonces diremos que es una conju-
gacioén entre (X, f) y (Y, g). Diremos que dos sistemas dindmicos son semiconjugados o conjugados
si y solo si existe una semiconjugacion o conjugacion entre dichos sistemas dindmicos, respectivamente.
Cuando no haya confusion con respecto a X y Y, nos referiremos a estos conceptos diciendo que f y g

estan conjugadas o semiconjugadas, respectivamente.

1.3. Definiciones y algunas propiedades de los pares de Li-Yorke

En esta seccién presentamos y estudiamos algunos resultados referentes al concepto principal de esta

tesis : los pares de Li-Yorke.
Definicién 1.3.1. Sean ((X,d), f) un sistema dinamico y § > 0.

i) Diremos que dos puntos x,y € X son un par de Li-Yorke mdédulo § o un par §-revuelto de
1) Di d X de Li-York Sdulo § ) Ito d
fsiysolosilimsup d(f™(z),f"(y)) >0 y lminf d(f"(x), " (y)) =0.

(#1) Diremos que Z C X es un conjunto §-revuelto de f siy sélo si cualesquiera dos puntos distintos

x,y € Z son un par de Li-Yorke médulo § de f.

(#i7) Diremos que z,y € X son un par de Li-Yorke o un par revuelto de f si y sélo si existe una

€ > 0 tal que x y y son un par de Li-Yorke médulo € de f.
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(iv) Diremos que Z C X es un conjunto revuelto de f si y sélo si para cualesquiera dos puntos

distintos z,w € Z se cumple que z y w son un par de Li-Yorke de f.

Analicemos qué es lo que quiere decir que x,y € X sean un par de Li-Yorke médulo § > 0. Si
b=limsup d(f"(z), f" (y)) > 0, entonces existe una sucesiéon de naturales que es estrictamente creciente
(nk)>o tal que klirgod(f”k (), f™ (y)) = b. Andlogamente, como 0 = liminf d(f™ (z), f" (y)), existe
una sucesion estrictamente creciente de naturales (nj);., tal que ]lggo d(f" (x), f% (y)) = 0. Ahora,
sea N € N. Dado que (ng);~, es estrictamente creciente, klingod (f™ (), f™ (y)) = by b >0, podemos
encontrar un numero natural my > N tal que d (f™~ (x), f™N (y)) > 6. Esto nos dice que frecuentemente
encontraremos puntos de las trayectorias de x y y que estaran alejados al menos 0 > 0. Anédlogamente,
dado K € N, como (nj)jZO es estrictamente creciente y jlinolod(f"j (x), f" (y)) = 0, tenemos que para
cualquier € > 0 tal que € < 4, podemos encontrar un natural mg > K tal que d (f™% (z), [ (y)) < e.
Lo anterior quiere decir que frecuentemente podemos encontrar puntos de las trayectorias de = y y que

estén arbitrariamente cerca, en particular, més cerca que 9.

L L 4
LY
Ve . o’
A ’ 4 .7
-0 []
." "
a . 1‘ — 5
v A v
L ]
L 4
kg "
e ¥

Figura 1.1: Un par de Li-Yorke médulo ¢ > 0, con limsupd (f™ (z), f™ (y)) > 0.

Un hecho que vamos a utilizar, y que puede ser encontrado en [4] p. 81, es que si (ap),~; €s una

sucesién en R y ¢ = liminf a,,, entonces las siguientes dos propiedades caracterizan a c:
(1) Sir < c, entonces existe N € N tal que para toda n > N, se cumple que r < ay,.
(1) Sir > ¢, entonces para cada n € N existe N,, € N tal que N, > n y tal que r > ay;,, .
Similarmente, si b = lim sup a,,, entonces b queda caracterizado por las siguientes propiedades:
(i) Sir > b, entonces existe N € N tal que si n > N, se cumple que r > ay,.
(1) Sir < b, entonces para cada n € N existe N,, € N tal que N, > n y tal que r < ay,, .

Proposicién 1.3.2. Sea ((X,d), f) un sistema dindmico.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES
(1) Sean 6 > 0 ym € N. Si (z,y) € X x X es un par de Li-Yorke médulo 6 de f™, entonces (x,y)
también es un par de Li-Yorke médulo 6 de f.

(ii) Sea 6 > 0. Si (x,y) € X x X es un par de Li-Yorke médulo 6 de f, entonces para todo m € N,
(f™(x), f™(y)) también es un par de Li-Yorke de f médulo §.

(#i7) Si (x,y) € X x X es un par de Li-Yorke de f, entonces para todo m € N, (x,y) también es un par
de Li-Yorke de f™.

(iv) Sean § > 0 y m € N. Si Z C X es un conjunto §-revuelto para f™, entonces Z es un conjunto

d-revuelto para f.

Demostracion:

Veamos (7). Sean § >0, m € Ny (z,y) € X x X un par d-revuelto. Fijemos n € NU {0}. Como

{a (7 @), ) 1= o0 {a (@), fF w) 1k =0},

tenemos que
{a (7o @), ) [k =0} {a (@), @) k> n};
por lo tanto,

supd (1 (@), /" (y)) < supd (f* (@), 1" ()

k>n k>n

Dado que n fue arbitraria, concluimos que
d <limsupd (f™" (x), f"" (y)) <limsupd (f" (x), " (y)).
Andlogamente, sea n € NU {0}. Como

{a (s @), @) k= n} c {d (/@) @) k= n},

obtenemos que
it d (7 (@), /7 @) > juf d (7 (). 7F ) > 0

Dado que n fue arbitraria, tenemos que

0 = liminfd (" (), " (y)) = liminfd (" (2) , f" (3)) = 0
por lo tanto, liminfd (f™ (z), f™ (y)) = 0.

Probemos (ii). Sean 6 > 0, m € Ny (x,y) € X x X un par d-revuelto. Notemos que la sucesion de

reales (d (f" (f™ (), f" (f™ W))nzo = (d(f" (), /" (1)) > €s una cola de (d (" (x), " (¥)))nzms

asi, tienen los mismos limites superiores e inferiores; por lo tanto,

lmsupd (f* (f™ (), f* (f™ (y))) =6y lminfd (f* (f™ (), f* (™ (y))) = 0.
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Comprobemos (ii7). Supongamos que (x,y) € X x X es un par de Li-Yorke de f. Lo primero que proba-
remos es que liminf d (f™™ (x), f"™ (y)) = 0. Sear > 0y sean € NU{0}. Dada j € {1,...,m — 1}, tenemos
que fJ es uniformemente continua; asi, existe d; =0 (r) > 0 tal que para toda z,w € X, si d(z,w) < J;,
entonces d(f7(z), f(w)) < r. Ahora, definamos al niimero a = min {d;,r | j € {1,...,m —1}} > 0.

Por hipétesis, liminf d (f" (z), f™ (y)) = 0 < a, lo cual implica que (d (f" (), f" (y)))n>0 tiene una
subsucesion convergente a 0; por lo que existe un natural [ > (m — 1)+mn tal que d (fl (z), f! (y)) < a. Te-
nemos que [ € NU{0} = Lﬂ;n:_()l {j+km|keNU{0}}, asi que | = j + km para alguna j € {0,...,m — 1}
y una k € NU {0}. Necesariamente k > n; ya que si k& < n, entonces km < nm; lo cual implica que

l=j+km<j+nm < (m—1)+ nm. Contradiciendo que [ > (m — 1) + nm.
Caso (1): Si j = 0, entonces d (f*™ (z), f¥™ (y)) = d (f' (z), f' (y)) < a < r, donde k > n.

Caso (2): Si j € {1,...,m — 1}, entonces podemos tomar j* € {1,...,m — 1} tal que j + j* = m.
Dado que d (f7H+™ (z), fit+m (y)) = d(f'(z), f' (y)) < a < &+, por la continuidad uniforme de f7°,
d (fEFIm (z), fEFIM () = g (f7HIHRm (3), f7HITRM () < 7, donde k + 1 > n.

Asi, como r > 0 fue arbitraria, podemos concluir que liminf d (f™ (x), "™ (y)) = 0.
Afirmacién: limsupd (f™ (z), f* (y)) > 0.

Razén: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que limsupd (f™ (x), f* (y)) = 0. Co-
mo liminfd (f™ (x), f"" (y)) = 0, tenemos que nlinrolod(f”m (), f"" (y)) = 0. Como (z,y) es par de
Li-Yorke de f, debe existir una 6 > 0 tal que (x,y) es un par de Li-Yorke mddulo §. Ahora, por la
continuidad uniforme, para cada j € {1,...,m — 1} existe J; (%) > 0 tal que para toda z,w € X,
si d(z,w) < §;, entonces d(f7(z), f/(w)) < §. Sea a = min{g,dj |je{l,..,m—1}} > 0. Dado que
nlirgod(f"m (), " (y)) =0, existe N € N tal que para todo n > N, se tiene que d (f™™ (z), [ (y)) <

a. Como limsupd (f™ (z), f" (y)) > 0 > g, tenemos que existe un natural [ > (m — 1) + Nm tal que
d(f' (), f'(y)) > 5. Debido a que I € NU {0}, resulta que | = j + km, para alguna j € {0,...,m — 1}
y para alguna k € NU {0}. Necesariamente k > N; ya que si k < N, entonces | = j +km < j+ Nm <

(m — 1) + Nm. Contradiciendo que [ > (m — 1) + Nm.

Caso (1): Supongamos que j = 0. Asf, d (f' (z), f' (y)
Lo anterior contradice el hecho de que d (fl (z), ! (y)) >

d(f¥m (z), ff (y)) <a <3, yaquek > N.

N[>

Caso (2): Supongamos que j € {1,...,m — 1}. Como k > N, tenemos que d (fkm (x), fFm (y)) <a<
§;. Por la continuidad uniforme de f7, d (fl (z), f! (y) =d (fj+km (z), fithm (y)) < g; lo cual contradice
aue d (f' (z), ' () > 5.
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Esta contradiccién proviene de suponer que limsup d (f™ (z), ™ (y)) = 0. Con esto queda probada

la afirmacién.

Tomando ¢* = (limsupd (f™ (x), f*" (y))) /2 > 0, tenemos que (z,y) es un par de Li-Yorke médulo

0* de f™, con lo cual, queda probado (#i7).

La prueba de (iv) es inmediata de (). [

1.4. Omega conjunto limite y puntos aproximadamente periédicos

Dentro del estudio de los sistemas dindmicos discretos es interesante y 1til saber cuéles son los puntos
que una cierta Orbita ”visita’maéas. En esta seccion se estudia el conjunto formado por dichos puntos y
cuyo nombre es el omega conjunto limite. En esta seccién también se analiza el comportamiento de ciertos
puntos que, a pesar de no ser periédicos, ”siguentina 6rbita peridédica. Dichos puntos reciben el nombre

de puntos aproximadamente periédicos. Ademads, se estudia la relaciéon que hay entre ambos conceptos.

Definicién 1.4.1. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se define el omega conjunto limite de

la trayectoria (f" ()),>, como
w(z, f) = {Z € X | Existe una subsucesién de (f" (r)),>, que converge a z} .

Cuando nos refiramos a un omega conjunto limite para f, estamos pensando en w(z, f), para alguna
rxeX.

El siguiente teorema es una resumen de las propiedades maés relevantes de un omega conjunto limite,

una demostracién de éste se encuentra en [26], p. 3.

Teorema 1.4.2. Sean ((X,d), f) un sistema dindmico. Si x € X, entonces se satisfacen los siguientes

enunciados:
(1) w(z, f) #0.

(i) w (x, f) es un conjunto cerrado en X

(i1) f(w(z,[f))=w(z,[)

(iv) Para todon € N, f (w (z, f)) = w (z, f).
(v) Para todon € N, w (f*(z), f) = w (z, ).

(vi) Para todon € N y para todo m € N, w (f™(z), f*) = f™ (w (z, f")).

(vii) Para todon € N, w(z, f) = Uiy w (£ (2), 7).
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(viii) Para todon € N y para todo m € NU{0}, tenemos que si w (z, f) es infinito, entonces, w (f™(x), f™)

es infinito.

Los siguienetes lemas nos dicen como es que se comporta un omega conjunto limite cuya cardinalidad
sea finita y como es que se relaciona un omega conjunto limite con un abierto que lo contenga. Una prueba

de ellos se puede encontrar en [22], pp. 170 y 171, respectivamente.

Lema 1.4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico, sea z € X y sea U un abierto en X. Si w(z, f) C U,

entonces existe N € N tal que para todo nimero natural n > N se cumple que f" (z) € U.

Lema 1.4.4. Sea (X, f) un sistema dindmico y sea z € X tal que w(z, f) es finito. Entonces existe

w € w(z, f) tal que w es un punto periédico de f y w(z, f) es la drbita periédica de w bajo f.

Ahora, daremos una definicién de vital importancia para este trabajo, sobre todo para los capitulos 3

v 4.

Definicién 1.4.5. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que © € X es un punto aproximada-

mente periodico de f si y sélo si para toda € > 0 existe un punto periédico z € X de f tal que
ltmsupd (7 (2) , f (2)) < e.

Lema 1.4.6. Sea ((X,d),f) un sistema dindmico y sean z,y € X. Si z y y son aproximadamente
periédicos, entonces

lim d(f" (), " (y)) =0 6 liminfd(f*(z),f" (y)) > 0.

n oo
Demostracién:

Sean z,y € X puntos aproximadamente periédicos para f. Para probar el lema, supongamos que
liminfd (f™ (x), f* (y)) = 0 y demostremos que lim d(f" (x), f" (y)) = 0.
n—o0

Sean € > 0y z,w € X puntos periédicos de f tales que cumplen que limsupd (f" (z), " (2)) < 55 ¥
limsupd (f" (y), f" (w)) < 55. Asi, podemos encontrar un nimero natural N tal que para todo n > N se
cumple que d (f" (z), " (2)) < 15 v d(f"(y),f" (w)) < {5 Sea p un miiltiplo positivo del periodo de

zZy w.
Afirmacién: Existe M € N tal que para todo i € {0,...,p — 1}, d (fM T (z), fM¥ (y)) < 5.

Razon: Como f es uniformemente continua, existe § = § (f—o) > 0 tal que para todo s,s* € X, si
d(s,s*) < 6, entonces se cumple que d(f(s), f(s%)) < §5. Sea rp—y = min{5,0} > 0. Asi, podemos
encontrar una o,,_, > 0 dada por la continuidad uniforme de f para r, 2. Sea r,_3 = min {(571?72, 1%} > 0.
De nuevo, existe d,,_; > 0 dada por la continuidad uniforme de f para r,_3. Podemos seguir este proceso

hasta obtener que 9, y = dr, > 0 dada por la continuidad uniforme de f para r; = r,_,_1) > 0.

p—(p—1
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Ahora, definimos ry = mln{&rl,

5} > 0. Como liminfd (f (z), f" (y)) = 0, tenemos que existe un
natural M > N tal que d (fM( ), M

(y)) < ro < ér,. Por la definicién de 6,

d (fM+1 (x) 7fM+1 (y)) <r S 57"2’

y por la definicién de d,, tenemos que

d (F7142 (2) f12 (y)) <2 < 6,
Seguimos este proceso recursivo hasta obtener que
d (fH1P72 (2), P2 (y)) < rpep <6
Por la definicién de §, concluimos que

d (M (@), U () <

En resumen,
d (FH (), P (y)) <

y tenemos que para cada i € {0,...,p — 2} se cumple que
; ; €
AP @), P ) < s o
con lo cual queda probada la afirmacién.
Sean > M. Como n— M € NU{0} = Lﬂ?;é {j +mp | m >0}, resulta que existen tnicos j €

{0,...,p—1} y 1l € NU{0} tales que n — M = j +Ip, es decir, n = M + j + Ip. Asi, por la desigualdad del

tridngulo,

d(f* (), [" () < d(f" (@), [* (2)) +d (f* (2), F" (@) +d (S (), 1 ()
d (fM (), [ (w)) +d (" (w), " ().

Como n > M > N, tenemos que

A" (@) " () < 75 7 A" @), £ () < 1.
También tenemos que
A (2 (@), 17 (2) = d (P @), 1 (172) ) = d (P @), M (2) < 1

yva que p es multiplo del periodo de z. De manera similar, como p es multiplo del periodo de w, resulta

que
€

4 () 1" W) < 1o
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Ademas, por la afirmacién probada anteriormente,
. . I3
d (f (@), 1 () < 5
Esto implica que

A @) ) < o= <

es decir,

lim d (f" (), " (y)) = 0.

n—o0

Proposicién 1.4.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si x € X es tal que w (x, f) es finito, entonces x es

aproximadamente periodico.

Demostracién:
Sea x € X tal que w (z, f) es finito y sea € > 0. Por el Lema 1.4.4, w (z, f) es una 6rbita periddica, es

decir, w (z, f) = {z1, ..., m }, donde x1 es un punto periédico de f de periodo m.

Supongamos que m = 1. Por el Lema 1.4.3, existe N € N tal que si n > N, entonces f" (x) € B (x1,¢),
es decir, si n > N, entonces d (f™ (x),x1) < e. Dado que z1 es punto fijo de f, tenemos que para todo
n € N, f*(z1) = z1; con lo cual podemos concluir que si n > N, entonces d (f" (z), f" (1)) < €. En

virtud de lo anterior, obtenemos que limsup d (f" (z), f™ (1)) < e.

Supongamos que m > 1. Dado que X es un espacio métrico, entonces podemos encontrar una d; > 0 tal

que para cada w,y € w (x, f), donde w # y, se cumpla que B (w, d1)NB (y,01) = 0. Sea k = min {e, 61} > 0.
Como f es uniformemente continua, existe d; > 0 tal que para todo s,z € X, si d(s,z) < Jj, entonces
d(f(s), f(z)) < k. Ahora, sea r = min{k,d,} > 0. Por construccién, w (z, f) C ¥;", B (x;,r), y como
W2, B (xi,r) es abierto en X, por el Lema 1.4.3, existe una N € N miltiplo de m tal que si n > N,
entonces f" (z) € W™, B (x;, 7). Esto implica que existe una tnica j € {1,...,m} tal que fV (z) € B (zj,r).

Afirmacién: Para todo s € N se cumple que d (fV75 (), f* (z;)) <.

Razon: Por induccién sobre s. Sea s = 1. Tenemos que d (fN (z) ,:vj) < r < g, y debido a la definicién

de d;, podemos deducir que
d (N (@), f (25)) <k
esto quiere decir que

Y (@) € B(f (2)) k).

Como w (z, f) es una 6rbita periddica, f (z;) € w(x, f) y, dado que k < 61, para cada w € w(x, f) —
{f (z;)} se cumple que B (f (z;),k) N B (w, k) = 0. Esto implica que para cada w € w(z, f) — {f (z;)},
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N (2) ¢ B (w,k). Como r < k, deducimos que para cada w € w (z, f) — {f (z;)},
N (@) ¢ B(w,r),

y ya que fV*1 (z) € W™, B (x;,7), obtenemos que

Y (@) € B(f (z5) 1),
es decir,

d (" (@), f (z) <
Suponga cierto para s = [, es decir, d (fN+l (z), f! (a:])) < r. Como r < J, por la continuidad uniforme,
d (fN“Jr1 (z), f1F1 (xj)) < k; asi,

P @) € B (17 () k) -

Como w (z, f) es una érbita periédica, concluimos que f'*!(z;) € w(x, f) y, como k < &, para cada

w e w(z, f) = {7 (z))},
N () ¢ B (w, k) .

Ademds, como r < k, resulta que fNtH1 (z) ¢ B (w,r). Dado que fNHH(2) € W, B (x,7), tenemos
que

P @) € B (1 (@) 1)
es decir,

d <fN+l+1 (z), fi+ (xj)) <r

con lo cual probamos la afirmacién.
Como z; € w(z, f), x; es un punto periddico de periodo m, y dado que N es un miltiplo de m,
fN (zj) = zj; asf, por la afirmacién, para toda s € N,
d (f¥F (@), fYF5 () <
Es decir, para todo n > N tenemos que
d(f" (@), f" (x;)) <.

Por lo tanto,
limsupd (f" (x), f" (z;)) <r <k <e

Lema 1.4.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si z € X, entonces para todo D subconjunto no vacio,

cerrado y propio de w (z, f) se cumple que

f(w(z, f)—D)nD #0.
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Demostracion:

Supongamos por el contrario que existe D C w (z, f) no vacio, propio y cerrado tal que

f(w(z, f)—D)nD=40.

Dado que X es métrico, podemos encontrar dos abiertos en X, digamos V' y U tales que (UHV) 0,
DCUyf(w(z,f)—D) CV.SeaW = f~1(V), como f : X — X es continua, cerrada y f (W) =
f (ffl (V)) C V , tenemos que

lo cual implica que

Por otro lado

por lo tanto,
w(z, f)=(w(z,f)—D)uD CWUU.

Como f es una funciéon continua, W es un abierto en X, asi, W U U es un abierto en X que contiene a
w (z, f); consecuentemente, aplicando el Lema 1.4.3, tenemos que existe NV € N tal que para todo natural
n > N se tiene que f"(z) € W UU. Ademés, como U Nw (2, f) # 0y WNw(z, f) # 0, los puntos de
la trayectoria (f"(z)),~, no solamente se quedan eventualmente en U U W, si no que también se van
intercambiado constantemente entre U y W; asi, podemos encontrar una sucesién de naturales (n;);~,
estrictamente creciente tal que f (z) € Wy frT!(z) € U. Como (f™ (z));>, tiene una subsucesion
convergente, supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe y € W tal qu; llirgo f"(2) = y. Por la

continuidad de f, lim f™*! (2) = f (y), donde f (y) € U. Por lo tanto,
1— 00

fly) ef(W)nU=fW)nU;
lo cual es una contradiccién con el hecho de que f (W) y U son ajenos. |

Proposicién 1.4.9. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si x € X es tal que w (z, f) es infinito, entonces

ningun punto aislado de w (x, f) es un punto periédico de f.

Demostracion:

Supongamos por el contrario que existe x € X tal que w(x, f) es infinito y que tenemos un punto
y € w(x, f) que es un punto aislado en w (z, f), que a su vez es un punto periédico para f de periodo
m € N. Por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), y € U?l_ol w (f*(x), f™), por lo tanto, existe j € {0,...,m — 1}
tal que y € w (fj (z), fm). Como y es un punto aislado de w (z, f), existe un abierto U de X tal que

UNuw(x, f) ={y}. Por lo anterior,

Unw(f (z), ™) = {y}.
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Asi, y es un punto aislado de w (fj () ,fm).
Afirmacién: w (f7 (z), f™) = {y}.

Razén: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que w (f7 (z), f™) # {y}. Como y es aislado
enw (f7 (), f™),
y ¢ derx (w (f7 (), f™));
esto implica que
derx (w (17 (x), f™) = {y}) C derx (w (7 (2), f™)) Cw (f7 (=), ™) - {y}.
Lo anterior nos dice que w ( fi(x), fm) — {y} es un cerrado dado que contiene a todos sus puntos de

acumulacion, y ya que w (f7 (z), f™) # {y}, concluimos que
w (f7 (), ™) = {y} # 0.
Ahora, aplicando el Lema 1.4.8 a f™ y a w (f7 (z), f™) — {y}, tenemos que
(w (7 (@), ™) =) N (F (), fm) = (w (F7 (@), /™) = {y}) # 0;

lo cual implica que

(W (f7 (@), /™) = {y}) 0 f™ ({y}) # 0;
y como f™ (y) =y, tenemos que
(w (7 (@), f™) = {w}) Ny} # 0,
es decir,
(w (F7 (@), ™) = {y}) N {y} #0;

lo cual es una clara contradiccién. Con esto queda demostrada la afirmacion.

Esta afirmacién nos lleva a una contradiccién con el supuesto de que w (z, f) sea infinito, ya que por

el Teorema 1.4.2 inciso (viii), w (fj (x), fm) es infinito. |

1.5. Las 6rbitas de los conjuntos conexos

Definicién 1.5.1. Sea (X, f) un sistema dindmico y sea A C X. Al conjunto Orbs(A) = J,>¢ f"(A) se

le conoce como la orbita de A bajo f.

Proposicién 1.5.2. Sean (X, f) un sistema dindmico, z € X y H C X. Los siguientes enunciados se

cumplen:
(i) Orbs({z}) ={f"(2) | n = 0}
(it) para toda s € N, f¥(Orbs(H)) C Orbs(H);

(iii) para toda s € N, Orbs(H) = |J3=; Orbss(f(H)).
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Demostracion:
La prueba de (i) es inmediata de la definicién. Para probar (i7), tomemos un nimero natural s. Tenemos

que

FoOrbp(H)) = (| ) = | o) = | ) < | £1(H) = Ordy(H).

n>0 n>0 n>s n>0

Para ver (iii), tomemos un entero no negativo j € {0,...,s — 1}. Por (ii), f/(H) C Orbs(H), entonces
para todo n € NU {0},

F(f7(H)) C f*(Orby(H)) C Orby(H);

lo cual implica que

Orbfs(fj(H)) C Orby(H).
Dado que j fue arbitrario,

U Orbys (f ) € Orbs(H).

Ahora, sea z € Orbs(H), asi, existe m € NU{0} tal que z € f™(H). Como NU{0} = Lﬂf:_é {i+sp|p >0},
existen ¢ € {0,...,s — 1} y p € NU {0} tales que m =i + sp. Asi,

z€ fM(H) = fP(f(H));

lo que implica que
2 € Orbys(f(H)).

Concluimos que

s—1
ze | Orbys(f(H))
i=0
y, por lo tanto,
s—1
Orbs(H) C | Orbys(f'(H)).
=0

Lema 1.5.3. Sean (X, f) un sistema dindmico, H un subconjunto de X y E = Orby (H). Si H es conexo,

entonces uno y solamente uno de los siguientes enunciados se cumple:
(i) Para cada k € NU {0}, f* (H) es componente conexa de E.
(13) Existen m € NU{0} y p € N tales que las componentes conexas de E son:

(a) para toda j € {0,....,p — 1}, Ej =50 7t (H) | en el casom = 0; y
(b) para toda k € {0,...,m — 1}, f¥ (H), y para toda j € {0,...,p — 1}, Ej = Un>o frtitne (M),

en el casom > 1.
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Demostracién:
Sea S el conjunto de enteros no negativos m tales que para alguna i € N, f™ (H) y f™* (H) estan

contenidos en la misma componente conexa de E. Tenemos los siguientes casos:

Caso (1). Supongamos que S = (). Sean a y b enteros no negativos distintos y supongamos, sin pérdida
de generalidad, que a < b. Dado que S = (), para todo i € N, f*(H) y f*" (H) estédn contenidos en
componentes conexas distintas de F; en particular, f%(H) y fb (H) estan contenidas en distintas compo-
nentes conexas de E. Esto implica que f(H) N f°(H) = 0. Por lo tanto, E = l#),~, f* (H). Como para
cada k € NU{0}, f* (H) es conexo, resulta que f¥(H) es componente conexa de F, es decir, se cumple (7).

Caso (2). Supongamos que S # (). Asi, sea m = min S. Si pasara que m > 1 y que para algunos
ke {0,.m—1} yr € (NU{0}—{k}), fF*(H) N f(H) # 0, tendriamos que f*(H) y f"(H) se
encuentran contenidos en la misma componente conexa de E. Si k < r, entonces tenemos una contradiccion
con la definiciéon de m, ya que k < m. Andlogamente, si r < k, entonces tenemos una contradicciéon
con la definicién de m, ya que r < k < m. Por lo tanto, para cada k € {0,...,m — 1} y para cada
re (NU{0} —{k}),

75 (YO 7 (H) = 0.

Esto implica que
m—1
E= (Lﬂ * <H>> I E7,
k=0

donde E* = U5, f¥ (H). Concluimos que para cada k € {0,...,m — 1}, f¥ (H) es componente conexa
de E.

Para comenzar el caso cuando m = 0, basta determinar las componentes conexas de E* ya que

k k
B = | o) = | f* (o) = Orby (1) = B
E>m £>0
Anélogamente, por el parrafo anterior, para terminar con el caso m > 1, es suficiente con determinar las
componentes conexas de £*. De aqui en adelante, cada vez que nos refiramos a componentes conexas, son
componentes de E*. Sea p el minimo nimero natural para el cual f™ (H) y f™*? (H) estédn en la misma

componente conexa Z. Sea i € N, asi,
frTHH) C fH(2) y fUTTT(H) € FH(2)

. Como Z es conexo, f'(Z) es conexo. Ahora, por la Proposicién 1.5.2 inciso (i7), f' (E*) € E*; con lo
cual f1(Z) C E*. De lo anterior, podemos deducir que f?(Z) estd contenida en una componente conexa,

de E*, digamos Z*. Esto implica que

fTH(H) C ZFy frPY(H) C 27
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Con esto hemos probado la afirmacién siguiente:

Afirmacién 1: Para todo i € NU {0}, f™* (H) y f™+" (H) estdn en la misma componente conexa
de E*.

Afirmacion 2: Para cada j € {0,...,p — 1}, Ej = ,5 fmHI+mP (H) esta contenido en una componente

conexa de E*.

Razén: Sea j € {0,...,p — 1}. Por la Afirmacién 1, ™7 (H) y f™7P (H) estdn en la misma com-
ponente conexa. Supongamos que hay un [ € N U {0} tal que para todo n € {0,...,l}, los conjuntos

fmHitne (H) estdn en la misma componente conexa. Por la Afirmacién 1,
ity (H) y frtitiptp (H) = fm+j+(l+1)p (H)

estdn en la misma componente. Por lo tanto, para todo n € N U {0}, los conjuntos f™*+" (H) estén
en la misma componente; por lo cual F; estd contenido en dicha componente conexa. Con esto queda

probada esta afirmacién.

Por otra parte, notemos que E* = U?;é Ej. La familia D = {E;},_, tiene p integrantes (contando re-
peticiones) y, por la Afirmacién 2, cada integrante de D estéd contenido en alguna componente conexa. Esto
implica que E* tiene r componentes, donde r es un natural tal que 1 < r < p. Lo anterior también nos dice

que cada componente conexa de E* contiene una cantidad infinita de conjuntos f* (H), donde s € NU{0}.

Afirmacién 3: Si i > m, entonces f'(H),..., fi*"~1 (H) estan contenidos en distintas componentes

conexas de E*.

Razon: Supongamos que la afirmacién no es cierta, es decir, supongamos que existen g,{ € N tales
que i < g <1 <i+r—1, para los cuales f9(H) y f'(H) estdn contenidos en la misma componen-
te conexa, digamos Z. Sea e € NU {0} tal que g < e <[, sead =1— gy sea q € NU{0} tal que
e = g + ¢. Por lo supuesto, f979 (H), f*9(H) C f9(Z). Tenemos que f?(Z) es conexo en E*, por lo
tanto, estd contenido en una componente conexa. Asi, f9+9 (H) y f+9 (H) estan contenidos en una misma

componente conexa, es decir, f¢ (H)y f/=9%¢ (H) = f¢*?(H) estdn contenidos en una misma componente.

Ahora, supongamos que algin ¢ € N cumple que para todo t € {0, ...,c}, los conjuntos fette (H)
estdn en la misma componente conexa, digamos Z*. Entonces fet(c=Ddt+d () fetedtd (fry C fd(7%),
es decir, feted (H), fet(etd (f) C f4(Z*). Como f¢(Z*) esté contenido en una componente conexa,
feted (Y, fet(etDd (H) estdn contenidos en la misma componente conexa. Por lo tanto, por induccién,
para todo t € NU{0} los conjuntos f°T*% (H) estén en la misma componente conexa; de aqui tenemos que

Ee = U fettd (H) esta en una componente conexa. Por otra parte, tenemos que la familia dada por
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B = {Ee}lezg tiene [ — g integrantes (contando repeticiones), en consecuencia los conjuntos de B estén
contenidos en a lo més [ — g componentes conexas. Sea M = {g,g+ 1,9+ 2,9+ 3,...} yseabe M. Asi,
b= g+ z, donde z € NU{0}. Como

d—1
NU{0} = [ {a+nd | t>0},

a=0
xr = a + td para alguna a € {0,...,d — 1} y alguna ¢t € NU {0}, es decir,
b=g+a+td
Por otro lado
glgt+a<g+d=l,

esto quiere decir que

b=e+1d,

donde t e NU{0} y g <e =g+ a <. Estoimplica que
f'(H) C E. € B.

Con lo anterior, podemos concluir que todos los conjuntos f° (H), donde b € M, estdn contenidos en a lo

mas [ — g componentes conexas.

Comol<i+r—lei<g,tenemosquel—¢g<i+r—1—g e i— g <0;lo cual implica que
l—g<r—-1<r.

Por lo tanto,

0<r—(-yg).

Asi, hay r — (I — g) componentes conexas de E* que solamente pueden contener a f°(H), donde b €
(Nu{0} — M) =10,...,g — 1}. Esto contradice el hecho de que cada componente conexa de E* contiene
una cantidad infinita de conjuntos f* (H), donde s € NU {0}. Con esto queda probada la Afirmacién 3.

De la Afirmacién 3, tomando i = m tenemos que f™ (H),..., f™"~!1 (H) estdn en distintas compo-
nentes conexas. De nuevo, por la Afirmacién 3, tomando i = m + 1 tenemos que f™*! (H),..., f™*" (H)
estan contenidas en distintas componentes conexas. Esto implica que f™ (H) y f™" (H) estdn en com-
ponentes distintas a las r — 1 componentes que contienen a f™ (H),..., f™ =1 (H). Dado que hay r
componentes de E*, concluimos que f™ (H) y f™" (H) estan en la misma componente conexa; asi, por

la definicion de p, p < r. Con esto concluimos que p = r, es decir, £* tiene p componentes conexas.
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De lo anterior, tenemos que f™ (H),..., f""P~1 (H) estdn en componentes conexas distintas. Y dado
que para cada j € {0,...,p — 1}, Ej y f™* (H) estdn en la misma componente, Ey, ..., F,_1 estdn conte-
nidas en diferentes componentes conexas, es decir, si Zy, ..., Zp—1 son las p componentes conexas de E*,
entonces para todo j € {0,...,p — 1}, E; C Z;. Ademds, si j € {0,...,p — 1}, entonces

p—1

Zj=Z;nE*=Z;n || E; | =2Z,nE; CE,
j=0

es decir, para todo j € {0,...,p — 1}, E; es componente conexa de E*. Asi, m y p cumplen con (ii). W

Corolario 1.5.4. Sean (X, f) un sistema dinamico, H C X conexo y E = Orby (H). Si existe unan € N
tal que HN f™ (H) # 0, entonces existe un p € N tal que E = Lﬂ?;g E;, donde para cada j € {0,...,p — 1},
E; = Ukzo fitkr (H) es componente conexa de E. Maés atin, se cumple que para cada j € {0, ...,p — 2},
f(Ej) = Ejs1y f(Ep-1) C Ep.

Demostracién:

Si existe una n € N tal que H N f™ (H) # (, por el lema anterior, tenemos que se cumple el caso (ii).
Maés atn, siguiendo la notacién de la prueba anterior m = minS = 0. Por lo tanto, existe p € N tal
que E = Lﬂ?;é Ej, donde para cada j € {0,....,p — 1}, Ej = U0 fi*tkr (H) es componente conexa de E.
Ademas, si j € {0,...,p — 2}, entonces

FEY=fU @) | =1 H) = Ejpa

k>0 k>0

y si j =p — 1, entonces

fE)=f @) | =] mE) = M@ c | 7 H) = E.

k>0 k>0 k>1 k>0

Corolario 1.5.5. Sean (X, f) un sistema dinamico, H C X conexo y E = Orbs (H). Si existe una
n € N tal que H N f"(H) # 0, entonces exisf un p € N tal que E = Lﬂ?;é E;, donde para cada
j €40,...,p—1}, Ej es componente conexa de E y también es un compacto en X. Ademads, se cumple

que para cada j € {0,....,p — 2},
f(Ej)=Ej1 v f(Ep-1) C Ep.

Demostracién:
Si tenemos un conexo H C X tal que cumple las hipo6tesis del enunciado, por el Corolario 1.5.4, entonces

existe un p € N tal que £ = H?;é E;, donde para cada j € {0,...,p — 1}, E; es componente conexa de
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E y se cumple que para cada j € {0,...,p —2}, f(F;) = Ejp1y f(Ep—1) € Ep. Por otro lado, por la
Proposicién 1.5.2 inciso (i), tenemos que para toda s € NU {0}, f*(E) = f5(F) C E. Lo cual implica

que Orby (E) C E. Tomemos el conjunto conexo més grande que se pueda formar con los conjuntos E,

donde j € {0,...,p — 1}, tal que contenga a Ey. Digamos que dicho conjunto es

S=FEUE,U...UE

Sp—1>

donde para todo i € {1,...,p— 1}, 5;{0,...,p— 1}.

Primero veamos que Orby (S) = E. Como S C E, obtenemos que Orbs (S) C Orby (E ) -
sea j € {0,...,p— 1}. Tenemos que E; = fi (Ey) = f7 (Fo) C f7(8); esto implica que £ C
Por otra parte,

E. Ahora,
Orby (S).

fP(S)=fP(EyU...UE,, ) C fP(Eo)U...UfP(Es,_,) CEU...UE,,_, =85;

aplicando el Corolario 1.5.4, tenemos que existe un k € N tal que E = Orby (5) = Uffé L;, donde para
cada j € {0,...,k — 1}, L; es componente conexa de E y donde para cada j € {0, ...,k — 2}, f (L;) = Lj1
y f(Lk—1) € Lp. Ademds, dado que S es un conjunto cerrado en X y las componentes conexas siempre
son conjuntos cerrados, tenemos que para toda j € {0,...,k — 1}, L; es cerrado en X y, dado que X es

compacto, resulta que para todo j € {0,...,k — 1}, L; es compacto. |



Capitulo 2
Entropia topolégica y herraduras

Normalmente para llegar a un lugar muy lejano se deben hacer ciertas paradas, que por si solas son
bonitas o interesantes y, en efecto, este es el caso. Este capitulo estda dedicado a dos conceptos centrales
dentro de los sistemas dindmicos: el de entropia topoldgica y el de herradura. Verificaremos algunas
relaciones que hay entre estos dos conceptos, en particular, veremos la prueba del teorema de Misiurewicz
para funciones continuas en un intervalo compacto. Dicho teorema nos garantiza que si una funcion tiene
entropia positiva, alguna iteracién va a tener una herradura estricta. También, en este capitulo, veremos

varias proposiciones y lemas que serdn de gran utilidad en capitulos posteriores.

2.1. Definicién y resultados conocidos sobre la entropia topologica

En esta seccién, veremos un breve resumen del capitulo 7 de [27], con los resultados enunciados para

espacios métricos compactos.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico y sea « una cubierta de X. Se dice que una familia
refina a la cubierta «, lo cual denotaremos como o < 3, si y solo si para todo B € 3 existe A € « tal

que B C A. Si esto pasa, se dice que 3 es un refinamiento de c.

Sean X un espacio métrico compacto y ai,...,q, cubiertas abiertas de X. Definimos \/]_; a; =
{Ni, A;i | Ai € a;}. Observemos que \/}"_; a; es una cubierta abierta de X y que para cada ¢ € {1,...,n},
a; < Vi, a;. Ahora, supongamos que T : X — X es una funcién continua y que « es una cubierta abierta
de X. Denotamos, para cada i € {1,...,n}, T (a) = {B C X |existe A € o tal que T—¢(A) = B}. Es

claro que para cada i € {1,...,n}, T7% () es una cubierta abierta de X. Tomaremos a T (o) = .

Definicién 2.1.2. Sean X un espacio métrico compacto, o una cubierta abierta de X y N (a) =
min {Card () | B es subcubierta finita de «}. Se define la entropia de a como H (a) = log N ().

Teorema 2.1.3. ([27], p. 87) Sea (a,) una sucesién de nimeros reales subaditiva, es decir, una sucesién

tal que para todo n,p € N, antp < a, + ap. Entonces, lim 7 existe y es igual a inf 9.

19
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Probando que la sucesion definida como a, = H (\/?;01 T (a)) es subaditiva y aplicando el Teorema

2.1.3, se prueba el siguiente teorema:
Teorema 2.1.4. Sean X un espacio métrico compacto, o una cubierta abierta de X yT : X — X una
-1
1 (1 .
funcién continua. Entonces, lim —H (\/ T (a)) existe.
n—oo N
i=0
Con el teorema anterior, tiene sentido la siguiente definicién.
Definicién 2.1.5. Sean X un espacio métrico compacto, «a una cubierta abierta de X yT : X — X una
-1
1 (1 :

funcién continua. Se define a la entropia de T relativa a o como h(T,o) = lim —H (\/ T (a)).

n—00 N )
=0

Observacion 2.1.6. Sean « y 3 cubiertas abiertas de X y T : X — X continua. Las siguientes

condiciones se cumplen:

(1) h(T,a)>0.

(i7) Si o < 3, entonces h (T, o) < h (T, B).
(7it) h(T,a) < H ().

Definicidon 2.1.7. Sean X un espacio métrico compacto y T : X — X continua. Se define a la entropia
de T como h(T) =sup{h(T,a) | a es cubierta abierta de X}.

Observacién 2.1.8. SiT : X — X continua, entonces:
(1) h(T)>0.
(73) h(T) puede ser calculada tomando el supremo solamente sobre las cubiertas abiertas finitas.
(iii) SiY C X es cerrado en X y T (Y) =Y, entonces, h (Tyy) < h(T).
Teorema 2.1.9. Sean X, y Xo espacios métricos compactos, T1 : X1 — X1 y 1o : Xo — X9 funciones
continuas y ¢ : X1 — X9 una semiconjugacion entre (X1,T1) y (X2,T1). Entonces h (T1) > h (13). Si ¢

resulta ser un homeomorfismo, entonces h (Th) = h (Ty).

Teorema 2.1.10. Sea X un espacio métrico compacto. Si T : X — X es un homeomorfismo, entonces
h(T)=h(T"").

Proposicién 2.1.11. Para todo sistema dindmico (X,T) y para todo k € N, h (T*) = kh (T).
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2.2. Herraduras
En esta seccion los sistemas dindamicos que se estudian son los conformados por un intervalo cerrado
no degenerado y una funcién continua.

Definicién 2.2.1. Sean (I, f) un sistema dindmico y n € N, donde n > 2. Sea A = {Jy,...,Jp} una
familia de intervalos cerrados no degenerados en I. Se dice que A es una n-herradura para f siy
s6lo si los intervalos en A tienen interiores ajenos dos a dos y se cumple que para todo i € {1,...,n},
U?zl J; € f(J;). Si ademds A es una familia ajena dos a dos, entonces decimos que A es n-herradura

estricta. Cuando n = 2 decimos que A es una herradura o herradura estricta, respectivamente.
Ejemplo 2.2.2. La funcién identidad ¢d : I — I es una funcién la cual no tiene herraduras.

Ejemplo 2.2.3. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcién dada por

2z, z€0,3].
T(x) = [1 3]
2 -2z, xzels1].

A esta funcién se le conoce como la funcién tienda y su gréfica es la siguiente:
1.0}

0.8

04

Figura 2.1: La Tienda

Tenemos que {[0, 3], [3, 1]} es una herradura para T', ya que T([3, 1]) = T([0, 3]) = [0, 1]. Sin embargo,
T no tiene herraduras estrictas.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos una funcién g : [0,1] — [0, 1] dada por

3z, z €[0,3].
g(z)=¢ =3z+2, x¢€ [%, %]
3z+2, zel31)

La gréafica de esta funcion se encuentra en la Figura 2.2. Del andlisis grafico, podemos concluir facilmente

1 2

que la familia {[O, %], [%,1]} es una herradura estricta para g y que la familia {[g, e [%,1]} es una

herradura que no es estricta.
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0.8

Figura 2.2: Gréfica del Ejemplo 2.2.4.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [22], p. 170 o en [26], p. 7.

Teorema 2.2.5. Sea (I, f) un sistema dindmico, sean € N y sean Jy, ..., Jn, n+ 1 intervalos compactos
contenidos en I tales que para todoi € {0,...,n— 1}, Jix1 C f (J;). Entonces existe un intervalo compacto
K contenido en Jy tal que para todo i € {1,...,n—1}, fi(K) C J;, f"(K) = Jp, f*(Intg (K)) =
Intg (J,) v f*"(Frr (K)) = Frr(Jy,). Si ademds Jy C J,, entonces existe un punto y € Jy tal que
f"(y) =y y tal que para todo i € {1,...,n— 1}, f*(y) € J;.

Nota 2.2.6. Aunque en ninguna de las dos referencias del teorema anterior se enuncia la parte referente

a la imagen de los interiores, si es clara durante las pruebas.
La notacién que utilizaremos para el producto cartesiano de n veces un conjunto A sera A™.

Proposicién 2.2.7. Sean (I, f) un sistema dindmico, p > 2 un nimero natural y P = {0,...,p — 1}. Si

{Jo,...,Jp—1} una p-herradura de f, entonces existe una familia de intervalos cerrados no degenerados

{J(GOr--aanfl) }(n,(ao,...,an_l))GNxP"

que cumple las siguientes condiciones:

(1) Paracadan € Ny para todo (ag,...,an—1), (bo,...,bp—1) € P, con (ag,...,an—1) # (boy...,bpn—1),

Jlag,.an—1) ¥ J(bo,....pn_1) tienen interiores ajenos. En caso de que la p-herradura sea estricta,

Jagsan—1) N bo,..pn_r) = 0-

(ii) Para cadan € N, con n > 2 y para todo (ag, ..., an-1) € P", Jiag....an_1) € Jag,....an_2)-
(#i1) Para cadan € N, con n > 2 y para todo (ag,...,an,—1) € P", f (J(ao,__’an_l)) = Jlar, o an_1)-
(iv) Para cadan € N, con n > 2 y para todo (ag,...,an,—1) € P",

f (FTR (J(ao,“.,anfl))) = FTR (J(al,...,an,l)) Y f (IntR (J(ao,...,an,l))) = IntR (J(al,...,an,l)) .
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Demostracion:
Construiremos la familia buscada por induccién. Veamos que se cumple (i) para n = 1. Por hipdtesis,
{Jo,...,Jp—1} es una herradura, entonces los interiores de los intervalos en dicha familia son ajenos dos

a dos. En caso de ser una p-herradura estricta, los intervalos de la familia son ajenos dos a dos.

Ahora supongamos que n = 2. Como {Jy,...,Jp—1} es una p-herradura para f, para todo agp,a; € P
se tiene que J,, C f(Jy,). Por el Teorema 2.2.5, para cada ag,a; € P existe un intervalo cerrado

J(ag,a1) € Jao tal que

f (Jaga) = Jars FFre (Jagan)) = Fre (Ja), v f (Intr (Jag,a))) = Intr (Ja,) -

Los intervalos recién construidos cumplen con (i), (iii) y (iv). Veamos que cumplen (i). Sean (ag,a1),
(bo,b1) € P2, donde (ag,ay) # (bo,b1). Si ag # by, como Jvo,61) € JIbos J(ag,a1) € Jap ¥ los interiores de
Jag ¥ Jb, son ajenos, entonces los interiores de Jip ) Y J(ag,0;) también son ajenos. Més atn, si Jy, y Jp,

son ajenos, entonces Jp 1) ¥ J(ag,a;) también son ajenos. Por (iv),

f (IntR (J(ao#ll)) N Intg (J(bOybl))) cf (IntR (J(a07al))) nf (Int]R (J(bo,bl))) = Intg (Jo,) N Intr (o, ) ,

para todo a; # by; la cual es una interseccién vacia ya que {Jo, ..., JJ,—1} es una p-herradura; por lo tanto,

Intg (J(ao,al)) N Intg (J(bo,bl)) = 0.

Anélogamente, si {Jo, ..., J,—1} fuera una p-herradura estricta, entonces, por (i),

! (‘](ao,al) n J(bo,bl)) cf (J(ao,tn)) nf (‘](bo,bl)) =Jo, Ny, = 0;

por lo tanto,

‘](ao,a1) N J(bmbl) = (.

Supongamos que (i), (ii), (iii) y (iv) son vélidas para n > 2 y tomemos (ao,...,a,) € P""!. Por
hipétesis de induccion, Jia,,  an) € Jar,any) = f (J(ao,...,an_ﬁ)? asi, por el Teorema 2.2.5, existe un
) S

intervalo cerrado J ) tal que

ag;---,an ag;---,an—1

f (J(ao,,..,an)) = J(al,.,.,an)u f (FTR (J(ao,...,an))) = FTR (J(al,...,an))

f(Intg (Jiap,...an))) = Itr (Jay....an)) -

Con los intervalos recién construidos, tenemos que se cumplen (i7), (7i7) y (iv). Verifiquemos que se cumple
(1). Sean (ag,...,an) y (bo,...,b,) € P"*1 elementos distintos en P". Asi, existe i € {0,...,n} tal que
a; # bi. Si i # n, entonces (ag,...,an-1) # (bo,...,bn—1) y, por hipdtesis de induccién, Jig,, . a,_,) ¥
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Jibo,... 1) tiemen interiores ajenos o ellos mismos son ajenos, en caso de que {Jo,...,J,—1} fuese una
p-herradura estricta. Usando (i7), obtenemos que Ji4, . a.) ¥ J(b,....b,) tienen interiores ajenos o ellos

mismos son ajenos, respectivamente. Si i = n, a, # b,; por hipétesis de induccién

f(Intr (Jag,....an))) N (Intr (Jipg,.. ) = Itk (Jias,...am)) D IR (Jibo,...5n)) =0,

lo cual implica que
F(Inte (Jiag,....an)) N IR (Tt 50))) = 0;

o en dado caso de que {.Jy,...,Jp—1} fuese una p-herradura estricta,

F (Tagsam) NV Itborbn)) S arsan) N iag,.oosan) = 0-

En virtud de lo anterior, concluimos que

Intr (J(a07.__7an)) N Intg (J(bg,...,bn)) =0

o que
Jao,.an) N (bo,...bn) = 0

respectivamente. Concluimos que se cumple (i), completando la induccién. |

Proposicién 2.2.8. Sean (I, f) un sistema dinamico y p > 2 un nimero natural. Si f tiene una p-

herradura, entonces para toda m € N, f™ tiene una p™-herradura.

Demostracion:

Sean {Jo, ..., JJp—1} una p-herradura para f, m € N, conm >2y P ={0,...,p — 1}. Sea C la familia
de intervalos dada por la Proposiciéon 2.2.7. Sea D C C' dado por D = {J(a07~~~:am—1)}(ao,...,am,l)epm' Por
(1) de la Proposicién 2.2.7, los interiores de los intervalos en D son ajenos dos a dos y, consecuentemente
son distintos. Asi, en D hay p™ intervalos ya que ésta es la cardinalidad de P™. Por (éii) de la Proposicién
2.2.7, tenemos que para cada (ag, ..., an,_1) € P™, fm~! (J(a07.,,’am71)) =J donde, por construccién

A —19
de la familia C, J, € {Jo,...,Jp—1}. Con esto tenemos que f™ (J(a0,~~~,am—1)) = f (Jap._,); €l cual
contiene a JoU...U J,_1, que por (i7), a su vez contiene a

U J(ao,...,am,ﬂ'

(a07-~~7am—1)epm

m—1

Es decir, D es una p"-herradura para ™. |

Los siguientes dos teoremas son clasicos dentro del estudio de los sistemas dindmicos discretos en
el intervalo. Dichos resultados son cominmente mostrados en un curso elemental de sistemas dindmicos
discretos, lo cual, no quiere decir que sus pruebas sean sencillas. El primero de ellos es conocido como el
Teorema de Stefan (una prueba de este teorema se puede encontrar en [5], pagina 10), mientras que el
segundo (y més famoso) es conocido como el Teorema de Sharkovskii (su prueba se puede encontrar en

[5], pagina 6).



2.2. HERRADURAS 25

Teorema 2.2.9. Sea (I, f) un sistema dindmico. Supongamos que f tiene una drbita periédica de periodo
impar n > 1. Si para todo niimero impar m tal que 1 < m < n, f no tiene una orbita periédica de periodo

m, entonces existe un punto c en la érbita de periodo n tal que los puntos de dicha érbita tienen el orden
o)< 3l <...<fPo)<e< fle)<...< f"2(c)
6 el orden contrario

e > 3 e) > o> ) >e> flo)>...> 2 (c).

Teorema 2.2.10. Sea (I, f) un sistema dindmico. Sea < un orden total de los nimeros naturales dado

de la siguiente manera:
3<5<7~<...<2:3<2:5<...<22.3<22.5<...<22.3<2.5<...<2 <23 <922 <c9<1.

Si f tiene una orbita periédica de periodo n y sin < m, entonces f tiene una orbita periédica de periodo

m.

Proposicién 2.2.11. Sea (I, f) un sistema dinamico. Si f tiene una herradura, entonces f tiene puntos

perioddicos de todos los periodos.

Demostracion:

Veamos que el enunciado se cumple para herraduras estrictas. Sea {J, K} una herradura estricta para
f.Como J C f(K),J C f(J) y KC f(J), por el Teorema 2.2.5, existe un punto periédico z € K tal
que f(z) € J, f2(x) € Jy f3(x) = z. Dado que K N.J = (), el periodo de x bajo f es 3y, por el Teorema

2.2.10, f tiene puntos periddicos de todos los periodos.
Ahora, sea {[a,b],[b, c|]} una herradura para f.

Caso 1: Supongamos que b es un punto fijo para f. Como a,c € [a,b] U [b,c] C f([b,c]), tenemos
que el conjunto A = {x € [b,c] | f(x) € {a,c}} # 0. Como A = f~'({a,c}) N[b,c] y f es continua, A
es cerrado. Claramente A es acotado y, por lo tanto, existe d = min A. En principio, dado que b es un
punto fijo de f, b < d y por la eleccién de d, f([b,d)) no contiene ni a a ni a ¢. De lo anterior, tenemos
que f ([d,c]) debe contener tanto a a como a c. Por la conexidad de f ([d,c]), [a,c] C f ([d,c]). Dado que
[a,b]U[d, ] C [a,c], {[a,b],[d,c]} es una herradura estricta para f y, por la conclusién del primer parrafo

de esta demostracién, f tiene puntos peridédicos de todos los periodos.

Caso 2: Supongamos que b no es un punto fijo. Por hipétesis, tenemos que [b,c¢] C f ([a,b]),[b,c] C
f([b,c]) vy la,b] C f([b,c]), asi, por el Teorema 2.2.5, existe un punto periédico z € [a,b] tal que
f(z) € [bc], f2(x) € [b,c] y f3(x) = 2. Con esto, necesariamente el periodo de x es un divisor de

3, es decir, su periodo es 1 o es 3. Si su periodo fuera 1, es decir, si  fuera un punto fijo de f, como
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x € [a,b] y x = f(x) € [b,¢], entonces x = b; lo cual es una contradiccién con el hecho de que b no es
un punto fijo. Por lo tanto, z es un punto periédico de f de periodo 3, y por el Teorema 2.2.10, f tiene

puntos periédicos de todos los periodos.

Proposicién 2.2.12. Sea (I, f) un sistema dindmico. Si f tiene un punto periédico de periodo impar
que no sea punto fijo, entonces existe {.J, K} una herradura estricta para f? tal que tanto J como K no

contienen puntos finales de I.

Demostracion:

Sea A = {n € B | n es periodo de algun punto periédico de f}, donde B es el conjunto de todos los
naturales impares mayores que 1. Por hipdtesis, tenemos que A # () y, dado que A esté bien ordenado,
podemos tomar su minimo. Sea £k = min A y sea x un punto periédico que tenga periodo k. Por la
eleccién de k y el Teorema 2.2.9, existe y en la trayectoria de x bajo f tal que los puntos y; = f*(y),

donde i € {0,...,p — 1}, de dicha érbita se ordenan como

Up—1 < Yp—3<...<yY2 <y <y <...<Yp-2
0
Yp—2<...<y1 <Y <y2<...<Yp-3<Yp—1-

Supongamos que yp—2 < ... <Y1 < yo < Y2 < ... < Yp—3 < Yp—1, la prueba en el otro caso es andloga.

Tenemos que
Yo € [y1,92] € f ([y1,v0]) ,

por lo supuesto y por conexidad de f ([y1,y0]). Asi, existe a € (y1,y0) tal que f (a) = yo; en consecuencia
f(a) = f (o) = < a.
Sea s € (y1,a) C [y1,Yp—1]. Por la conexidad de f2 ([yp—3,Yp-1]),

1, yp—1) € F* (Wp-3,Yp—1]) ;

por lo tanto, existe d € (y,—3,yp—1) tal que f2(d) = s < a.

Ahora, sea z € (d,yp—1) C [0, yp—1]. Dado que f? ([a,y,—3]) es conexo y como f2(a) < yo,

0. yp—1] € f* ([a, yp-3]) -

Esto implica que existe b € (a,y,—3) tal que d < z = f?(b). Sea w € (d,yp—1) < [Y0,Yp—1]. Como
72(d) < 30 ¥ dado que £ (yp_s,d]) es conexo,

[vo: 9p—1] € f* ([yp-3.d]) -
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De lo anterior, tenemos que existe ¢ € (y,—3,d) tal que d < w = f2(c). En resumen, suponiendo sin

pérdida de generalidad que f2(c) < f? (b), tenemos que
Ypo<...<fla)=yp<fPd)<a<y<b<...<ypz<c<d< f*(c)< f2(b).

Por la conexidad de f2([a,b]) v f?([c,d]), concluimos que {[a,b],[c,d]} es una herradura estricta para
f?, donde ni a ni d son puntos finales de I, ya que y; < a < d < yp_1.
|

Lema 2.2.13. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que f no tiene herradura, x € I,

U={yeOrbs(x) |ly<fy)} yL={y€Orbs(z)]| f(y) <vy}.

Si U y L son no vacios, entonces sup U < inf L y existe un punto fijo z de f tal que z € [sup U, inf L].

Demostracion:
Para cada n € NU {0}, hacemos z,, = f" (z), y supongamos que U y L no son vacios. Asi, existen
Tn, Tm € I tales que x, € U y x,, € L. Queremos demostrar que z, < &,,. Supongamos lo contrario,

supongamos que T, < Xn.

Supongamos que n < m. Como z,, = f™ " (z,) < xp, entonces x, no es fijo; de esta forma,
f(xm) < xm < xy < f(x,). Definimos a la funcién h : I — R como h(z) = f(x) — z. Tenemos
que h(xy,) <0y h(xz,) >0y, por el Teorema del Valor Intermedio, existe z € [T, z,] tal que h(z) =0,
por lo tanto, f (z) = z. Con esto tenemos que el conjunto B = {y € [z, 2] | f (y) =y} es no vacio. Sea
(yn) una sucesién en B tal que T}Lr{:o yn = y, con y € I. Por la continuidad de f, nlirgof(yn) = f(y).
Por otro lado, para toda n, f (y,) = yn, lo que implica que 7}1—>Holo f (yn) = y vy, por la unicidad del limi-
te, f(y) = y. Es decir, B es cerrado y, en consecuencia, B es compacto. Asi, B tiene un maximo. Sea

y = max B. Como y es un punto fijo y =, no es un punto fijo, y < .
Afirmacién 1: Para todo = € (y,z,], x < f(x).

Razén: Si x = z,, entonces la afirmacién se cumple inmediatamente ya que z,, no es punto fijo y
estd en U. Ahora, si existe w € (y,z,) tal que f(w) < w, entonces h(w) < 0y h(z,) > 0. Como h es
continua, existe z* € [w, z,] tal que h (z*) = 0; asi, f (2*) = z*. Con ello, z* € By z* > y, lo cual es una

contradiccién con la definicién de y. Por lo tanto, la Afirmacién 1 es cierta.

Por la definicién de y y por la Afirmacién 1 aplicada a z,, tenemos que x,, < y < x,41. Asi, existe
ke{n+1,...,m—1}tal quesii€ {n,..., k}, entonces

y<wz y Tkt1 < Y.
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Afirmacién 2: Para toda i € {n,... .k — 1}, z; < x.

Razén: Por induccién. Supongamos que ¢ = n. Tenemos que zj1 < y < x. Si zx € (y,xy), por la
Afirmacion 1, entonces xp < zk11; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, z, < xj. Ahora, supon-
gamos que para alguna ¢ € {n,...,k — 1}, x; < zx. Si zx < x;41, entonces tendriamos que zx11 < y <
zi < p < @ig1. Asi, por la conexidad de f([y,xi]) y f ([zi @k]), [y, xi] U [wi, 2] € [y, isa] € f ([y, zi])
v [y, i) Uz, k) C [2ks1, Tit1] € f ([zi,2x]). En virtud de lo anterior, concluimos que {[y, x|, [zi, zx]}
es una herradura de f; lo cual contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto, x;41 < xx y, por induccién, la

Afirmacién 2 es cierta.

Por la Afirmacién 2, tenemos que zx11 < y < xp_1 < x. Asi, por la conexidad de f ([y,xx_1]) ¥y

f ([p—1, zx)),
[y, k1] U [2k—1, 2] C [y, k] € f ([y, Th-1])

[y, T—1] U [2—1, 2k] C [wp41,2%] C f ([Tr-1, 28]) -

En virtud de lo anterior, concluimos que {[y, xx_1], [*x—1, Zk|} es una herradura de f; lo cual contradice
nuestra hipdtesis. Esta contradiccién viene de suponer que n < m.

Como x,, y =, son diferentes, entonces m # n, por lo tanto, m < n. Como z,, < x,, = """ (),
resulta que z,, no es punto fijo. Lo cual implica que f () < zp < z, < f(2,); de aqui, h(2,) <0y
h (x,) > 0. Como h es continua, existe z € [z, z,] tal que f (z) = z. Esto y la continuidad de f implican
que B es un conjunto compacto y no vacio. Sea y = min B. Como y es un punto fijo y ., no lo es, z,, < y.

Con una prueba totalmente simétrica a la del caso n < m, se puede llegar a los siguientes enunciados:
1. Para todo z € (y,zy], f (z) < =.
2. Existe ke {n+1,...,m—1} tal que sii € {n,...,k}, entonces z; <y y y < Tgy1.
3. Paratodoi € {m,....k—1}, zp < x;

A partir de dichos enunciados, haciendo una prueba totalmente simétrica al caso n < m, llegamos a

una contradiccién con el hecho de que f no tiene herraduras.

Estos absurdos nos hacen concluir que la suposiciéon de que z,, < x, es falsa. Por lo tanto, x, < x,,.
De esta forma, dado que x, y ., fueron arbitrarios, concluimos que sup U < inf L. Por la definiciéon de
U y L y la continuidad de f, tenemos que f (supU) > supU y f (inf L) < inf L. Como h (supU) >0y
h (inf L) < 0, por el Teorema del Valor Intermedio, existe z € [sup U, inf L] tal que h(z) = 0. Es decir,

f(z) ==z [
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2.3. Relacion entre la entropia topoldégica y las herraduras

Hasta ahora, hemos estudiado los conceptos de entropia topoldgica y herradura de manera indepen-
diente. Dichos conceptos parecieran estar lejos uno del otro, pero en esta seccién comprobaremos que en
realidad estos conceptos estan intimamente relacionados. Veremos que es relativamente sencillo comprobar
que una herradura implica entropia topoldgica positiva. También comprobaremos que si una funciéon f
tiene entropia topoldgica positiva, entonces hay una iteracion de f que tiene una herradura estricta. Este
ultimo resultado es conocido como el Teorema de Misiurewicz y es, basicamente, el Teorema principal de

esta seccién.

Teorema 2.3.1. Sean (I, f) un sistema dinamicoy p € N, con p > 2. Si f tiene una p-herradura, entonces

h(f) > logp.

Demostracién:
Primero lo haremos suponiendo que f tiene una p-herradura estricta {.Ji,...,Jp}. Como I es métrico,
existen Uy, ..., U, conjuntos abiertos en I tales que son ajenos dos a dos y tales que J; C Uy, ..., J, C Up.

Sea U = I — (| J!_, Ji), el cual es no vacio dado que la herradura considerada es estricta. Ademds, U es un

abierto por ser complemento de un cerrado. Por lo tanto, C' = {Uj, ..., Uy, U} es una cubierta abierta de I.

Seann € Ny A= {(x1,...,x,) | para todo i € {1,...,n},z; € {1,...,p}}.

Para cada z = (z1,...,2,) € A, definimos

Lx:{ye‘[‘y€J$17f(y)6J€C27"'7fn71(y)EJSEn}'

Como la familia {.Ji, ..., J,} es ajena dos a dos, dados z,z* € A, donde = # z*, se tiene que L, N L+ = (.

Sea x € A, dado que {.J1,...,Jp} es una p-herradura, para cada ¢ € {1,...,n — 1},
Jrin © F(Jxy) -
Asi, por el Teorema 2.2.5, existe K C J,, intervalo cerrado que cumple que
FK) C Jyyyenny [PH(K) C Ty

Tomando y € K C J,,, tenemos que f (y) € Juy,.--, [P 1 (y) € Ju,, es decir, L, # (). Sea y € L,, donde
Y€ Jurs F(Y) € Jugyoo s 1 (y) € o, , entonces y € Jp, N f~1 (Jpy) N ... ==Y (], ). Por otro lado,
como Jy, C Uy, Jpy C Uy, .., Jz, C Uy, tenemos que

Jor C© Usy 7 (Jaa) € 7 U)o 7070 () € 17070 (Un)
Esto implica que y € Uy, N f~1 (Uy,) N ... N =D (U,); asi,

Ly CUp N (Up)Neon f~070 (U,
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es decir, existe un elemento en \/?" f~% (C)) que contiene a L.

Sea Vi, N f~1 (Vi) NN =D (V) € Vi) £ (C) distinto a Uy, N f~1 (Uy,) NN f~ =1 (U,,)
que contenga a L,. En consecuencia, existe un i € {1,...,n} tal que f~0=D (V,.) # f~0=1D(U,,); esto
implica que V,, # U,,, es decir, V,,, € C — {Uy, }.

Sea y € L,. Supongamos que V,, = U. Tenemos que fi~!(y) € J,,. Por lo supuesto, f*=! (y) € V,, = U,
es decir, U N Jy, # (; lo cual por construccién, es un absurdo.

Supongamos entonces que V,, € C' — {U,,, U}. Por construccién, V,, NU,, = 0, pero f=1 (y) € Uy, N Vy,,
lo cual es un absurdo. Esto quiere decir que Uy, N f~1 (Uy,) N...N f~ =D (U,.) es el tnico elemento
de \/;1:_01 ~(C) que contiene a L,. Concluimos que se necesitan al menos Card (4) = p" elementos de

\/?;01 ~#(C) para cubrir a todos los conjuntos L. De esta forma,

n—1
N (\/ f (C)) > p".
i=0
Como n € N fue arbitraria, h (f,C) > logp, por lo tanto, h (f) > logp.

Ahora, supongamos que f tiene una p-herradura no necesariamente estricta. Sea N € N tal que p» > 3.
Sea m > N un natural. Por la Proposicion 2.2.8, f" tiene una p"-herradura. Enumeramos a los intervalos
de la p"-herradura de izquierda a derecha en I, digamos Ji, ..., Jp». Considerando a los intervalos con

pn

7 . . i . 7 .
indices impares, obtenemos una [%}—herradura estricta para ", donde [7} es el minimo entero mayor

o igual a %. Aplicando lo que probamos inicialmente, tenemos que h (f™) > log [%] > log %. Por la

Proposicién 2.1.11, h (f) = %h (f™); lo cual implica que h (f) > %log%n =logp — 82 Dado que esto se

n

cumple para todo n > N, entonces h (f) > log p. |

Definicion 2.3.2. Sea o una familia no vacia de subconjuntos no vacios de I y sean € N.

(1) Definimos a (Ao, ..., An—1) € @" como una cadena de longitud n sobre « si y sélo si existe
x € I tal que para todo i € {0,...,n— 1}, fi(z) € A;.

(ii) Al conjunto de todas las cadenas de longitud n sobre a lo denotamos como a™ y a su cardinalidad

la denotaremos como Cy, ().

(i4i) Dado A € a, denotamos a {(Ao,...,An—1) € al™ | Ag = A} como a(:) y a su cardinalidad la

denotamos como Cy, (a | A).
Observacién 2.3.3. La definicién de cadena de longitud n sobre « es equivalente a que (/- £~ (4;) # 0.

Sea « una familia no vacia de subconjuntos no vacios de I y ajena dos a dos. Sean (Ay,..., Ap—1) y
(Bo, ..., B, 1) elementos en o™ distintos. De este modo, existe k € {0,...,n — 1} tal que Ay N By, = 0.
Si existiera x € ﬂ?;ol (AN ﬂ?;ol ~i(By), entonces f* (z) € Ay N By; lo cual es una contradiccion;
ast, 12y fH(A) v NiZy f~7(B;) son ajenos. Ahora, si (Ag,...,A,—1) = (Bo,...,By_1), claramente
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Mo F7H(A) y NIy £~ (B;) son iguales, es decir, que si (/=g £~ (Ai) v iy £~ (B;) son distintos,

entonces (Ao, ..., An—1)y (Bo,...,Bn_1) son distintos. En virtud de lo anterior, hay una biyeccién entre
oy {ﬂ?:_ol (A | (Ao, ..., An_1) € a(")}. Con esto, tenemos la siguiente observacién:
Observacion 2.3.4. Sea n € N. Si a es una familia ajena dos a dos de subconjuntos de I, entonces los
conjuntos {ﬂ?:_ol (A ] (Agy. .., Apg) € a(”)} y o™ tienen el mismo niimero de elementos.
Sigamos en el supuesto de que « es ajena dos a dos y sea m € N. Si (Ay,..., Amin—1) € alm+n),
entonces es claro que (Ao, ..., A,_1) € a(™. Por otro lado,
m+n—1 m+n—1 m—1
w#fn< N fl(Ai)) S () UTHA) € () (A
i=n i=n =0
en consecuencia, (Ay,..., Amin—1) € o™ Es decir, para cada cadena de longitud n + m — 1 sobre «,

dado que « es ajena dos a dos, podemos encontrar una unica cadena de longitud n y otra tnica cadena
de longitud m sobre «, lo cual prueba que Cy,1p, (o) < C () Cpy, (). Consecuentemente, log Cyyry () <
log C), (o) + log Cy, (). Asi, suponiendo que para toda n € N, siempre existe al menos una cadena de
longitud n sobre «, la sucesién (log Cy, (), estd bien definida y, ademads, es subaditiva. Por el Teorema
2.1.3,

B (f,a) = lim 128 n (@)
n

existe y para todo n € N, h* (f,a) < %log Cy, (a). Adicionalmente, supongamos que « es una cubierta
de I, es decir, supongamos que « sea una particién de I. Sean n € Ny z € I. Dado que « es particién,
para cada i € {0,...,n — 1} existe A;;) € a tal que fi(z) € Aj); por lo tanto, x € ﬂ?;ol -1 (Aj(i));
con lo cual (Aj(l), . ,Aj(n)) e a™. Por otro lado, dado A € «a, como « es particién, existe z € I tal
que x € A. Aplicando el argumento anterior, existe una cadena de longitud n sobre o que comienza en

A. Estas observaciones las resumimos en los siguientes enunciados:
Observacién 2.3.5. Toda particion « de I satisface:
(i) Para todan € N, {ﬂ?;ol (A | (Ao, ..., A1) € a(”)} es cubierta de I.
(i4) Para todan € N, o™ # §.
(iid) h* (f,a) = lim 22CP) oyigte,
(iv) Para todon € N, h* (f,a) < L1logC, ().
(tv) Para toda n € N y para todo A € «, aff) # .

Antes de comenzar con la prueba del teorema de Misiurewicz, necesitamos algunos resultados preli-
minares.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [5], p. 211.
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Teorema 2.3.6. Sea (I, f) un sistema dindmico. Sean J, K intervalos tales que f (J) N K # (), entonces
existe un intervalo L C J tal que f (L) = f (J) N K.

Lema 2.3.7. Sea s : RT U {0} — R dada por

0 st 0<z<1
s(z) =

log(x) si 1<u.

B 1 k . .
Si (an)n21 ey (an)nz1 son sucesiones de reales no negativos, entonces

1 k %
lim sup (S (an +...+an)> = méx{h’msup <S (an)> EXS {1,...,k}}.
n n

Demostracion:

Sea [ igual al lado derecho de la ecuacion que queremos demostrar y sea € = 8+ 4, con § > 0.

Como e > 3, para todo i € {1,...,k} existe p; € N tal que si n > p;,

p = max {pl, ey Dk %}, asi, para toda i € {1,...,k}, si n > p, entonces € > (LZ) es decir, ne > s( L)
Sean>peic€c{l,. .. k}. Si s(afl) = 0, entonces a!, € [0,1]. Como p > z > 1 pe > 1; implicando

PRl

que ne > 1. Esto, a su vez, implica que exp (ne) > a’,. Si s (a%) > 0, entonces s( ) log a?,. Como

ne > s( 1) = loga’,, tenemos que exp (ne) > a’,. Es decir en cualquier caso, para toda i € {1,...,k},

exp (ne) > a’; lo cual implica que kexp (ne) > S Asi, para toda n > p, como kexp (ne) > 1, se

zln

tiene que

+B8+3.

k i
§ (Zz‘:1 an) _ 8 (kexp(ne))  log(kexp(ne)) logk fe— log k
n - n B n on n

ki
w < B+ 6. Como § > 0 fue arbitraria, tomando el limite

S(Zle a;il)
n

Con esto podemos concluir que lim sup

cuando ¢ tiende a cero, obtenemos que lim sup < (. Ahora, dado que la funcién s es creciente,

para toda n € N y para toda i € {1,...,k},

X .
lo cual implica que para toda i € {1,...,k}, limsup M > lim sup ( ) . Por lo tanto,

koo .
s (2iz1an g
11’msup<nl) >p= méx{h’msup (S(Zn)) |ie {1,...,k}}.

Lema 2.3.8. Si (an),,~; ¥ (bn),~o son sucesiones de reales no negativos, entonces

lim sup (log (2 ezp (an + bn_k))> < méx {hm sup (a ) lim sup (bn) } .
n n n

n n
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Demostracion:

Sea [ el lado derecho de la desigualdad que queremos demostrar. Si § = oo, entonces la desigualdad se
cumple trivialmente. Supongamos que § < ooy sea A = [+ 9, con § > 0. Como A\ > 3, existe p € N tal
que si n > p, entonces 9 < Ay %" < A. Sea o = méx{)\,%+1,%+1,b0+1 | i€ {1,...,p—1}}. Asi,

paratodonEN,%”<ayb—”<a.

n

Afirmacién: Sin > 2py 1 < k <n, entonces a; + b,_r < po + nA.

Razon: Tenemos que analizar cuando K > pon—k > p, yaquesisedaque k <pyn-—=k <p,

entonces n < 2p; en contradiccion con el supuesto de que n > 2p.

Caso 1: Sik > pyn—Fk > p, entonces % < Ay l;"__,’; < A; lo cual implica que ag+b,—r < kA+nA—KkX =
nA < po + nA.

Caso 2: Sik <pyn—k > p, entonces & < oy I;"_‘,’; < A; con lo cual tenemos que ap + by, <
ko 4+ (n—k) A < po+nA.

Caso 3: Sik>pyn—Fk<p, entonces%’“<)\y€:‘:}; < o;conlocual ay+ by <kA+(n—Fk)o <

nA+ po.
Con esto, probamos la afirmacién.

Ahora, por la afirmacién, para todon > 2py paratodo k € {1,...,n}, exp (ax + by—1) < exp (po + nA).
En consecuencia, Y ., exp (ax + bp—k) < nexp (po + nA). Por lo tanto, para todo n > 2p,

log 32y exp (ak +buy) _logn  po
n n n
lo cual implica que
log ZZ:I exp (ax + bp—t)
n

<A=8+34.

lim sup
Como 6 > 0 fue arbitraria, podemos hacer tender a ¢ hacia 0; con esto obtenemos que

log > 1 exp (ak + bp—k)

< B = méx {limsup <a—") ,lfm sup <b") } )
n n n n n

lim sup

Teorema 2.3.9. (Misiurewicz). Sea (I, f) un sistema dindmico. Si h (f) > 0, entonces para todo A con
0 < A< h(f)y para todo N > 0 existen n,k € N tales que k > 2, n > N, %10gk‘ > )\ y tales que f"

tiene una k-herradura estricta.
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Demostracion:

Sean A tal que 0 < A < h(f) y N > 0. Primero probaremos el enunciado cuando log3 < A < h(f) y
con la diferencia de que encontraremos una p-herradura que no es necesariamente estricta. Sea ¢ € R tal
que A < ¢ < h(f). Por la definicién de h (f), existe una cubierta abierta o de I tal que ¢ < h (f, «). Dado

que I es compacto, existe § > 0 un nimero de Lebesgue de la cubierta . Sea Z = {z; | i € {0,...,k}} C
I, donde k > 2, tal que min] = zp < ... < 2z = max[ y tal que la distancia entre cualesquiera
dos elementos de Z sea menor a g Tenemos que P = {[zi—1, %), [2zk—1,2k) | i € {1,...,k —1}} es una

particion de I cuyos integrantes son intervalos. Dado x € A € P, tenemos que si y € A, entonces
| x —y |< diam (A) < g, es decir, A C (z — B,z 4+ ). Y por la definicién de 3, existe A* € « tal
que A C (z— B,z + ) C A*, es decir, para todo A € P existe B € « tal que A C B. Sea n € N.
Para cada cadena {A;,...,A,} € P™ y para cada i € {1,...,n}, por lo anterior, existe B; € a tal
que, A; C B;. Por lo tanto, ﬂ?z_ol —H(4;) C ﬂ?z_ol ~(B;). Sea D el conjunto cuyos elementos son los
conjuntos abiertos ﬂ?;ol ~¥(B;) recién formados. Primeramente, cada elemento de D contiene al menos
un elemento de la forma ﬂ?;ol i (A;), con (Ag,..., Ap_1) € P™): asi, por la Observacién 2.3.4, se tiene
que Card (D) < C,, (P). Por la Observacién 2.3.5 inciso (i), D cubre a I, y, ademas, D C \/?:_01 ~(a). Por

lo tanto, N (\/?:_01 —i (a)) < Card (D), y, consecuentemente N (\/?:_01 -t (a)) < C, (P). Asi, tomando

logaritmo natural, para toda n € N, H (\/?:_01 — (a)) < logCy, (P); lo cual implica que h(f,a) <
h* (f, P); por lo tanto,

0<logd<c<h(fa)<h*(f P). (2.1)

Por otro lado, sea n € N. Como P™ = Wacp PXL), entonces, Cy, (P) = > 4cpCn (P | A). En con-

logCn(P) _ 108 4cp Cn(PIA)
n n

secuencia, para toda n € N, tenemos que ; por lo tanto, por el Lema 2.3.7,

existe A € P tal que

log C,, (P) logY 4epCn (P A) plogCn(PlA)
n n

= lim sup = limsu

h* (f, P) = limsup
n

)

asi, el conjunto

log Cy, (P | A
F:{AEP|h*(f,P):h’msupOgCT(L‘)}

es diferente del vacio.
P . iy log Cn (F|A)
Afirmacion 1: Para toda A € F, h* (f, P) = limsup 2=

Razon: Si P = F, entonces no hay nada que probar. Supongamos que F' C P. Sea A € F 'y sean € N.
Sea (Ag,...,An—1) € Pjgn). Como Ay = A € F, existe un natural maximo m € {1,...,n} tal que para
toda i € {0,...,m — 1} se tiene que A; € F. En caso de que m = n, resulta que (Ag,..., A1) € F(n),
y en el caso en el que 1 < m < n — 1, tenemos que (Ag, ..., Am-1) € FXL) y (A, Ap_1) € sz) para
algin B € P — F. Para cada k € {1,...,n — 1}, sea Q el conjunto de cadenas de longitud n sobre P

que comienzan en A tales que son una cadena de longitud k sobre F' seguidas de una cadena de longitud
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n — k sobre P — F. Sea Q,, = F(n). Tenemos que para todo k € {1,...,n},

Card(Qr) < Crp (F|A) Y Cog(P]|B), (2.2)
BeP—-F

donde convenimos que sin =k, > pcp_p Cni (P | B) = 1. Sea s : Rt U {0} — R* U {0} dada por

0 st 0<z<1
s(z) =

log(x) st 1<z

Veamos que para toda k € {1,...,n},

Card (Qy) < exp (s (Cx (F | A)) +log Z Ch—r (P B)) : (2.3)
BeP—F
La expresién log ) pcp_pCnoi (P | B) estd bien definida gracias a la Observacién 2.3.5 inciso (iv) y
aque Y pep pCrp(P|B) =1,sin =k Seak € {1,...,n}. Si Q = 0, entonces dado que la
exponencial nunca se anula, la desigualdad es inmediata. Si Qk # (), entonces F 75 0. Por (2.2),
log Card (Qy) <logCard (Qy) +10g) gcp_p Cn—i (P | B), y tomando la exponencial, obtenemos la de-
sigualdad.

Tenemos que PXL) = Hp_, Qk. Esto implica que C,, (P | A) = >_}_, Card (Qk), y por (2.3), tenemos
que
Cn (P | A) <Zexp< (Ch(F | A) +1log Y C’nk(P]B)> (2.4)
k=1 BeP—F
Para j € {1,...,n}, sea aj = s(C;j(F | A)), y para j € {0,...,n}, sea b; = logd pcp_pCj(P|B),
donde resulta, por la convencién sobre la suma, que by estd bien definida y que es igual a 0. Asi, (2.4) se
convierte en .
Cn (P A) <) exp(ak + bni). (2.5)
k=1
Dado que (2.5) se obtuvo para una n € N arbitraria y dado que A € F, tenemos que

logCh (P | A 1 v by
h* (f, P) = limsup 0814 (7] A) < lim sup 08 21 XP (% + bn k);
n n
en consecuencia, por el Lema 2.3.8,
b
h* (f, P) < méx {h’msup a—n, lfim sup n} . (2.6)
n n

Por otro lado, para todo B € P — F' y para todo n € N, Pl(gn) C P™ 1o cual implica que para todo
BeP—Fyparatodon €N, C, (P |B) < C,(P). Asi, por la definicién de F, para todo B € P — F,
lim sup W < h*(f, P), es decir,

log Cy, (P | B)
n

mzix{lfmsup ]BEP—F}<h*(f,P).
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Ahora, por el Lema 2.3.7,

b lo C,(P|B logC, (P | B
lim sup — = limsup 8 2per-r Cn (P | B) = max {h’msupogn(H | Be P — F} .
n n n
Por lo tanto,
b
limsup — < h* (f, P);
n
y, por (2.6), concluimos que
Ch(F|A
h* (f, P) < limsup In _ lim sup w (2.7)
n n

Supongamos que existe m € N tal que Fl(qm) = () y sea n > m. Si hubiera una cadena de longitud n
sobre F' que comience en A, digamos, (A,..., Ap—1,...,An—1), entonces (A,..., Ap_1) € Fém); lo cual

)

contradice nuestra suposiciéon. Con lo cual para todo n > m, Fjgm = (J; esto, junto con (2.1), implica que
para todo n > m, limsup w =0 < h* (f, P). Lo anterior es una contradiccién con (2.7), asi, para

todo n € N, FIE‘”) # (). Por lo tanto, (2.7) se reescribe como

1 W(F | A
B (£, P) < limsup 28 G (F14)
n

Como para todon € N, FXZ) - PXZ), resulta que

1 W (F | A
lim sup logCu (F7] 4) (F]4)
n

< Rh*(f, P).

Dado que A € F fue arbitraria, terminamos de probar la afirmacién.

Afirmacién 2: Para toda A € F y para toda n € N existe N,, € N, con N,, > n, tal que exp (¢N,) <
Cn, (F | A) y 3Cn, (F | A) < Cn,41 (F | A).

Razon: Sea A € F. Supongamos lo contrario, supongamos que existe un natural N tal que para todo
n > N, siexp(cn) < C, (F | A), entonces Cyy1 (F | A) < 3C,, (F| A), es decir, para todo n > N se tiene

que

sic< logC’nT(lF]A)’ entonces Cp 41 (F | A) <3C, (F | A). (2.8)

log qu (F|A)
Tq

Ahora, veamos que para todo natural ¢ > N existe un natural n, > ¢ tal que < ¢. Supongamos

que no fuera asi, es decir, supongamos que existe un ¢ > N tal que para todo n > q,
logC, (F | A
_logCu(F | 4)
n

Entonces, por (2.8), tenemos que
Cor1 (F|A) <3C,(F|A).
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Supongamos que para i € N se tiene que Cyy; (F | A) < 3'C, (F | A). Como q +i > ¢, tenemos que

L 108 Coi (F | 4)
q-+1

)

asi, por (2.8),
Cyriv1 (F | A) <3C, i (F|A)=3-3'C,(F | A) =3T'C, (F | A).

Por induccién, para toda i € N,
Coti (F|A) <3'Cy(F | A).

Lo cual implica que para toda i € N,

log Cgi (F' | A) <

] n log Cy EF | A)

log 3

y, por la Afirmacién 1,
log C, (| 4)

n

h* (f, P) = limsup <log3.

Lo anterior es una contradiccién con (2.1). Con esto, tenemos que el conjunto

1 FlA
S:{n€N|OgCn7§H§c}

es no vacio.

log Cm (F|A) Para
—

Sean n € Sy r € N tales que para todo m € {n+1,...,n+r} se cumple que ¢ <
todo k € N, cada cadena de longitud k + 1 sobre F' que comienza con A es una cadena de longitud k que
comienza con A seguida de una cadena de longitud 1, ambas sobre F. De donde se sigue que para toda
keN, Cry1 (F|A) <Card(F)Cy(F | A). Aplicando (2.8) r menos un veces tenemos que

Cpir (F | A) < Card(F)Chpr_1 (F | A) < Card (F)3"71C, (F | A); (2.9)
esto implica que

log Cpyr (F' | A) <logCard(F)+ (r —1)log3 +1log C,, (F | A).

log Cryr (FIA)
n-+r ’

Dado que ¢ <

c(n+r) <logCpir (F | A) <logCard(F)+ (r—1)log3 +logCy,, (F | A).

log Cr (F|A)

- < ¢; lo cual implica que

Ahora, como n € S,
c(n+r) <logCard(F)+ (r—1)log3+ nc.

Por lo tanto,

r(c —log3) < log Card (F) — log 3;
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con lo cual concluimos que

1 d(F) -1
o ogCard (F') —log3

=t <t"+2=1
c—log3 *

De aqui podemos sacar dos conclusiones. La primera es que como r > 0 por ser un nimero natural y por
la suposicién de ¢ > log 3, tenemos que log Card(F) > log3, es decir que, Card(F') > 3. La segunda es
que por (2.9), dado que r < t,

Cpir (F| A) < Card(F)3771C, (F | A). (2.10)
Ya que ¢, r y n son ntmeros positivos y la funcién exponencial es estrictamente creciente
exp(nc) < exp((n + r)c);

ademads, como t > 2,
1 < Card(F)3"™ 1

log C (F|A)

asi, como -

< ¢, tenemos que
Cy, (F | A) < exp(nc) < Card (F)3"™  exp ((n+7)c). (2.11)

Sustituyendo la primera desigualdad de (2.11) en (2.10), y aplicando el hecho de que la funcién exponencial

es estrictamente creciente, obtenemos que
Cpir (F | A) < Card(F) 3" exp (nc) < Card (F)3" L exp ((n+7)c). (2.12)
Asi, por la segunda desigualdad de (2.11) y por (2.12), tenemos que para toda k € {0,...,7},
Coyr (F | A) < Card (F)3" exp((n+7)c). (2.13)

Por lo tanto, (2.13) se cumple para cualquier n € S y cualquier r € N tal que para toda m € {1,...,r},

m ¢ S. Esto quiere decir que fijando ny € S, tenemos que para toda n > ny se tiene que
C, (F | A) < Card (F)3"™ exp (nc).

Esto implica que para toda n > ny,

1 _
ogCy, (F'| A) <Ca7'd(F)+(t 1)log3+c.
n n n

Por la desigualdad anterior, la Afirmacién 1 y el hecho de que t es independiente de n , tenemos que

logCn (F [ 4) _

f— )

h* (F | A) = limsup -

lo cual es una contradiccién con (2.1). Esto termina la prueba de la Afirmacién 2.
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Sean € Ny sea {Ag,...,Ap—1} C F. Definimos Aj = Ag y si n > 2, para todo i € {1,...,n— 1},
AT =A,Nf (A;‘_l). Notemos que por definicién y por la continuidad de f, para cada i € {0,...,n — 1},

A7 es un intervalo.
., % n—1 n—1 p—g
Afirmacion 3: Ay, = f (ﬂi:o (AZ))

Razén: Dada i € {0,...,n — 1}, tenemos que z; € Af = A; N f (A;ll) si y sélo si existe ;1 € A7
tal que f(z;—1) = ; € A;. Por lo tanto, x,—1 € A}_; siy sélo si existe g € Af = A tal que f (zg) €
Ap, ... f" Y (wg) = v € Ap_1. Esta tltima afirmacién es equivalente a que existe zg € ﬂ?:_ol —H(A)

v f" 7 (z0) = -1 € Ap_1; que a su vez es equivalente a que x,_1 € f7! (ﬂ?z_ol “H(A)).
Afirmacién 4: (Ao, ..., Ap_1) € F siy sélo si A L # 0.

Razén: (AO, ., Ap_1) € F™ equivale a ﬂnil “H(A;) # 0. Ademés, N2y £~ (A;) # 0 es equivalen-
tea fr1 ( AZ #0;y frt (ﬂ" LA )) # () pasasiy sélosi A%, # 0, por la Afirmacién 3.

Afirmacién 5: Si AY_, # 0, entonces, para todo ¢ € {1,...,n — 1}, AF # (.

Razon: Si para alguna j € {1,...,n -2}, A = (), entonces sus imdgenes bajo iteraciones de f son

vacias, lo cual implica que A% | = 0.

Afirmacién 6: Existe una sucesiéon de familias de intervalos (dy),,cy tal que cumple con lo siguiente:
(a‘) 61 = F7 y
(b) para todo n € N, d,, es una familia de intervalos ajena dos a dos.

Ademés, para todo ntmero natural n > 2 y para toda (Ag,...,A,_1) € F™ existe un intervalo

J(Ao,....An_1) € On que satisface:
(1) " (Jiap,An 1) = Ab_1.
(i1) Para todai € {0,...,n—1}, f* (Jia,,. 4, 1)) € AF C A
(1i1) J(ag,;An-1) € (A0, An_0) C -+ © J(ay), donde, Jq) = Ag € F.

Razén: Para n = 1, tomamos 6, = F', donde para todo A € F, J4) = A. Sean = 2 y sea (Ao, 41) €
F®). Por la Afirmacién 4, AT # 0. Asi, A C f(A) = f (Ag). Por el Teorema 2.3.6, existe un intervalo
J(49,4,) € Ao intervalo tal que f (J(Ao,Al)) = A} C Aj. Sea

g = {J(Ao,Al)}(AO,Al)eF(Q) :
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Falta ver que d2 es una familia de intervalos ajena dos a dos. Sean Ji 4, 4,), J(B,,B,) € 92 dos intervalos
distintos. Esto implica que (Ag, A1) # (By, B1); consecuentemente existe i € {0, 1} tal que A; # B;. Dado
que F' C P es una familia ajena dos a dos, A; N B;j = (). Si existiera z € J(40,41) N J(By,B, ), €ntonces

F(2) € I (Japan) N 17 (Jiso,y) € Aj N Bj;

lo cual contradice que A; y B; sean ajenos. Por lo tanto,

J(AO7A1) N J(B07Bl) = (.

Supongamos que la afirmacion es véalida para n = k > 2, es decir, supongamos que estd definida una
familia 0, = {J(Aoa---vAk—l)}(AO,...,Ak,l)eFW de intervalos ajenos dos a dos que cumple con (7), (i) y (ii7).
Sea (Ao, ..., Ax) € F&+D) Por la Afirmacién 4, Aj # 0. Como (Ao, ..., A1) € F®) existe un intervalo
J(Ao,....Ax_1) € Ok que cumple con (i), (i) y (#ii). Como Ja,, . 4, ,) cumple (i),

A S 1 () = 1 (A7 Vo)) = 7 ltgain) -

Como A}, es intervalo, entonces, por el Teorema 2.3.6, existe un intervalo Jia, . a,) € J(4,,..,4, ) tal que

¥ (Ja,inn)) = A

Dado que Ji4,,.. 4, ,) cumple (i7), tenemos que para todo i € {0,...,k},

I (Jiao,.nn) € AF C A

Y dado que J(4,,.. 4, ,) cumple (ii7), resulta que

J(Ag,nar) € J(Ag,an_r) © -0 € J(ag)-

Sea 011 = {J(AOV"vAk)}(AO,..‘,A/C)EF(IH'I)' Falta ver que d;41 es una familia de intervalos ajena dos a dos.
Sean Jia,....Ax)s J(Bo,...B,) € Ok intervalos distintos. Asf, (Ao,..., Ag) # (Bo, ..., By); consecuentemente
existe j € {0,...,k} tal que A; # Bj. Dado que Aj,B; € F, tenemos que A; N B; = (). Si existiera
z € Jiag,....A) N J(By,...,B,), entonces

fj (2) € fj (J(A07---,Ak)) N fj (J(Bo,---ﬁk)) C A; N By;

lo cual es contradice el hecho de que A; y Bj son ajenos. Por lo tanto,

(a0, 40) NI (Bo,....Br) = 0

Por induccién, queda probada la afirmacion.
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Dado n € N, observemos que si (Ay,...,A,_1) € F™ y A, € F, entonces f" (J(AO 77777 Anfl)) NA, =
f (A;‘Lfl) N A, = A}. Por la Afirmaciéon 4, concluimos que f" (J(Ao,‘..,Anfl)) N A, # 0 siy solo si
(Ag,..., A,) € F"D | Asi, tenemos que si A € F, entonces f" (J(A,‘..,An_ﬂ) N A, # 0 es equivalen-
te a que (A,...,4,) € FXLH); lo cual, aunado al hecho de que F' es ajena dos a dos, prueba la siguiente

afirmacion:

Afirmacion 7: Para todo n € N y para todo A € F,

Cort(Fl1A)= > Card({BEF|f" (Jiag..a,1) VB #0}).
(AgyiyAn_1)eF (M

Ahora, para todo n € N y para todo A, B € F, definimos

7 (4, B.n) = { (Ao, Au) € F [ B (Jag,an ) |-

Afirmacién 8: Para todo m,n € Ny para todo A, B,C € F,
Card (v (A, B,n)) - Card (v (B,C,m)) < Card (v (A,C,n+m)).

Razén: Seanm,n € Ny A, B,C € F.Sean (Aq,...,An-1) € v(A,B,n)y (Bo,...,Bn-1) € v(B,C,m).
Por la Afirmacién 6 inciso (i74), J(p,...B,,_1) € J(By) = Bo = B € f" (J(A07._.7An71)); lo cual implica,
por el Teorema 2.3.6, que existe un intervalo K C Ju, . 4, ,) tal que f" (K) = J(Bo,....Bm_1)- Dado
que Ji4,....A,_,) cumple (i) de la Afirmacién 6, para todo i € {0,...,n — 1}, fi(K) C A;, y para
todo i € {0,...,m —1}, " (K) = fJ (J(Bo,...,Bm,l)) C B,. Asi, tenemos que K C ﬂ?:_ol (AN
ﬂ?ig‘*l f7H(Bi_n); y ya que K # 0, (Ao, ..., Ap_1,Bo, ..., Bpm_1) € F("™) Por la Afirmacién 3, tene-
mos que

n—1 n+m—1
frmt (ﬂ FHA) N m f (Bz‘—n)) =Dy ymo1s
i=0 i=m
donde estamos pensando que (Dy,...,Dpim—1) = (Ao,...,Apn-1,Bo,...,Bm—1). Por la Afirmacién 6
inciso (7),
D} = " (T A An 1B B 1))

y como f 1 (K) C Dy,

-----

Con esto concluimos que

CC ™ (JBoyBps) = F"T(K) C "™ (J(Ag, An1.Bor B 1)) -
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Por lo tanto, (Ao, ..., An—1,Bo, ..., Bm-1) € v (A,C,n + m). Es decir, por cada elemento de v (A, B,n) y

cada elemento de 7 (B, C, m) existe al menos un elemento de v (A4, C,n + m), lo cual prueba la afirmacién.

Afirmacién 9: Para cada A € F' y para cada n € N,
Cop1 (F | A)=2C, (F| A) < > Card(y(A, B,n)).
BeF
Razon: Seam A € F y sea n € N. Tenemos que

Z Card (v (A,B,n)) = Z Card ({(Ao, o Apq) € Fjgn) | BC f" (J(Ao,...,An_ﬂ)})

BeF BeF

= Card ({((Ao,. ... An1) B) € F) x F| Ay = A, BC [" (Juap..nrn) })

— Y Card({BeF|BC [ (Jiayn)}):

(Ao,...,Anfl)EFz

Por otro lado, como f™ es continua, f" (J(AO7.__7An71)) es un intervalo; asi, si f" (J(AO7._.7An71)) intersecta
a k intervalos de F', dado que F' es ajena dos a dos, entonces f" (J(Ao,l..,Anq)) contiene al menos a k — 2

de dichos intervalos. Por lo tanto, para todo (Ag, ..., An—1) € Fj{‘),
Card ({B cF | fn (J(Ao,..-,An—1)) NnB 7’é @}) —2< Card ({B e F ’ B C fn (J(A07---7An—1))}> .

Sustituyendo esto en la ecuacién anterior obtenemos

> [Card ({B € F | " (Jig,...an_1)) "B #0}) —2] < > Card(y (A, B,n)),

(AgsersAn—1)EFSY Bek

es decir,

> Card ({B € F | " (Ji,...nn_y)) N B #0}) = 2C, (F | A) < > Card(y(A, B,n)).
(Ao, An—1)eF (M BeF

Sustituyendo la igualdad de la Afirmacién 7 en la desigualdad anterior, obtenemos la Afirmacién 9.

Afirmacién 10: Dada n € N existe un natural IV, > n dado por la afirmacion 2. Asi, para toda A € F
se tiene que exp (cNy,) < Y pcp Card (v (A, B, Ny)).

Razén: Sea A € F. Por la Afirmacién 9, Cn, 41 (F' | A) —2Cn, (F'| A) < Y gep Card (v (A, B, Ny));
y dado que por la Afirmacién 2, exp (¢N,,) < Cn,, (F'| A) y 3Cn, (F | A) < Cn, 41 (F | A), concluimos
que

exp (cNy,) < Cn, (F'| A) =3Cp, (F | A) = 2Cy, (F | A) < ) Card(y(A, B, Ny)).
BeF

Lo cual demuestra la Afirmaciéon 10.
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Afirmacién 11: Para toda A € F existe By € I tal que

s (Card (7 (A, Ba,n))

A < ¢ < limsup

Razén: Sea A € F. Por la Afirmacién 2 y la Afirmacién 10, existe una infinidad de naturales m tales

que

exp (cm) < Z Card (v (A, B,m));
BeF

en consecuencia

s (EBeF Card (v (A, B, n))) .

n

¢ < limsup
Aplicando el Lema 2.3.7, tenemos que existe By € F' tal que

s(Card (v (A,Ba,n))) — lmsup s (X pep Card (v (A, B,n))) '

n n

lim sup

asi, sustituyendo en la desigualdad anterior, obtenemos la Afirmacién 11.

Ahora, definimos la funcién ¢ : F' — F como ¢ (A) = B4. Como F' es finito, tenemos que ¢ tiene
un punto periédico, es decir, existe V € F y existe p € N tal que ¢? (V) = V y tal que para todo

ie{l,....p}, ¢ (V) # V.

Afirmacién 12: Sea G = {m; | i € {0,...,p — 1}} un conjunto de p naturales. Para cada m; € G, donde

i €{0,...,p— 1}, existe un natural n; > m; tal que
exp (An;) < Card (y (¢ (V), 6" (V) ).

Razén: Sea m; € G, donde i € {0,...,p — 1}. Como ¢' (V) € F, por la Afirmacién 11 y la definicién
de ¢,
s (Card (v (¢ (V), 9" (V) ,n)))

n

A < limsup

De la desigualdad anterior tenemos que existe n; > m; tal que

_s (Card (v (¢' (V) , 6" (V), 1)) :

)
n;

lo cual implica que An; < s (Card (’y (d)i (V), ot (V) ,nz))) Por definicién de s y dado que An; > 0,
obtenemos que An; < log (Card ('y (gbi (V), (V) ,nl))) Aplicando la exponencial, obtenemos la Afir-

macién 12.

A continuacién, concluiremos la prueba. Tenemos que N > 0 es un real arbitrario, por lo tanto,

podemos encontrar un conjunto de naturales G' de p elementos tal que la suma de dichos p elementos sea
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mayor a N. Asi, para cada i €{0,...,p— 1}, sea n; € N dado por la Afirmacién 12. Por lo mencionado

anteriormente, N < ZZ o Ni. Tenemos que
p—1 p—1
exp ()\an> = H exp (An;)
i=0 '
< H Card (v (¢ (V) , (V) n i) (por la Afirmacién 12)

< Card (’y (V, V, Z nz>> (aplicando la Afirmacién 8 en p ocasiones).

En consecuencia

(V Vin = an> — { (Agy..., Ap 1) € F |V C fm (J(AO,...,An,n)}

tiene al menos k elementos, donde k& > exp (n\) > 3, ya que A > log 3. Digamos que dichos elementos son

las cadenas (Ao, ..., An—1)1,---,(Ao,..., Ap—1);. Asi, tenemos que existen
(A0, An-1)1 2 (A0, An ),
intervalos ajenos dos a dos (ya que 4, es ajena dos a dos), tales que para cada j € {1,...,k},

VCm (J(AO,...,An,l)j)
y donde, por la Afirmacién 6 inciso (iii), para cada j € {1,...,k},

J( )CAo—V

A07~~~a n—1

Notemos, ademas, que como los intervalos en F' no son degenerados, ninguno de los intervalos en la

Afirmacion 6 es degenerado. Entonces,

{J(Ao,...,An,l)la c J(AO,...,An,l)k}

es una familia de intervalos cerrados con interiores ajenos dos a dos tal que para cada j € {1,...,k},

k
U (AoysAn-1); & VC f"(J(AO,...,An,l)j) = fn(J(Ao,...,An,l)j)-
j=1

Por lo tanto,

{J(Ao,...,An_1)17 e J(AO,...,An_l)k}
es una k-herradura para f", donde n = ZZ o ni > N;y dado que k > exp (n)),

logk .

n
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Ahora, veamos que se cumple el teorema para el caso0 < A < h(f)y N > 0. Seactal que A < ¢ < h(f)

y sea ¢ € N tal que gc > log3 y q(c— A) > log2. Por el Teorema 2.1.11, h (f?) = gh (f) > gc > log3.

log k
n

Aplicando lo que hemos demostrado a f?, tenemos que existen n, k € N tales que n > N, > qcy tales

que f™ tiene una k-herradura, digamos {J; | i € {1,...,k}}. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que los intervalos de la k-herradura fueron indexados de izquierda a derecha. Sea [%] el entero minimo
que es mayor o igual a g Como % > qc > log3, entonces k > 3" > 3. De este modo, el conjunto
{Ji|ie{l,...,k},i impar} forma una [g]-herradura estricta para f9". Ademds, como [%] > %,
log [E _
g[g] Zlogk log2:10gk_log226_log2' (2.14)
qan qn qn qan qan
loa| &

Dado que ¢ (¢ — \) > log 2, entonces ¢ — 10%2 > \; que, sustituyéndolo en (2.14) obtenemos que 057[12] > A\
Ademaés, como n > N, ng > N. Con esto, queda probado el teorema. |

Teorema 2.3.10. Sea (I, f) un sistema dindmico. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) h(f)>0.
(ii) f tiene un punto periédico cuyo periodo no es de la forma 2, con k € NU {0}.

(#i7) Existe un nimero natural n para el cual f™ tiene una herradura estricta.

Demostracion:
Probemos que () implica (i¢). Como h (f) > 0, por el Teorema 2.3.9, tenemos que existe un nimero
natural n para el cual f” tiene una herradura; asi, por la Proposiciéon 2.2.11, f™ tiene puntos periddicos

de todos los periodos. Esto implica que f tiene algiin punto periédico que no es potencia de 2.

Veamos que (ii) implica (7i7). Cualquier nimero natural que no sea potencia de 2 puede ser escrito de
la forma 2%¥p, donde p es un nimero impar mayor que 1 y w € NU{0}. Asi, si f tiene un punto periédico
de periodo 2¥p con p impar mayor que 1 y con w € N U {0}, entonces f2 tiene un punto periédico de
periodo p. Por la Proposicién 2.2.12, 2" o f2* = f2"+2% = 22% = wiH tiene una herradura estricta.
Por 1ltimo, supongamos que f" tiene una herradura estricta. Por el Teorema 2.3.1, h (f™) > log2 > 0;

consecuentemente, por la Proposicién 2.1.11, h (f) > 0. Esto hace ver que (iii) implica (i). |
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Capitulo 3

Conjunto de Cantor o-revuelto I

El objetivo de este capitulo es probar que dada una funcién continua f : J — J, donde J es un
intervalo compacto, tal que h (f) = 0: Si f tiene un par de Li-Yorke, entonces existe una ¢ > 0 y existe
C C J un conjunto de Cantor tales que C' es un conjunto d-revuelto para f.

De aqui en adelante todos los sistemas dindmicos considerados son sistemas donde el espacio es un
intervalo compacto con la métrica que hereda de R dada por el valor absoluto. Antes de comenzar con el
siguiente lema es conveniente agregar notacién. Sean A, B C I no vacios. El simbolo A < B quiere decir
que para todo a € A y para todo b € B, a < b. Anédlogamente, si y € I, la expresién y < A significa
que para todo a € A, y < a. Un significado andlogo tiene la expresiéon A < y. También es conveniente
mencionar que en varias de las pruebas se utiliza el hecho de que los conjuntos conexos en R son los

intervalos. Una prueba de este hecho se puede encontrar en la pdgina 80 de [9].

Lema 3.0.1. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que f? no tiene herradura y x € I tal que su drbita es
infinita. Si existe un natural k > 2 tal que f* (z) <z < f (z) 6 f (x) < x < f* (), entonces existen z € I
punto fijo de f y N € NU {0} tal que para todan > N, z < f(z) si y sélo si f*(z) < z.

Demostracién:

Sean U = {y e Orbs(x) |ly< f(y)} v L = {yeOrbs(x)| f(y) <y} Como existe k > 2 tal que
ff ) <2< f(x) 6 f(xr) <z < fF(x). Supongamos que f*(z) < 2 < f(x). Dado que = < f(z),
entonces x € U. Ahora, dado que k € N y N estd bien ordenado, podemos considerar al minimo [ € N
que cumple la misma condicién que k. Por la definicién de [ y dado que x no es un punto fijo (su érbita
es infinita), tenemos que f!(z) < x < fI='(z); por lo tanto f'='(z) € L. Asi, L y U son no vacios.

Anélogamente, si suponemos que f (z) < 2 < f* (x) podemos llegar a que U y L son no vacios.

Dado que f2? no tiene herradura, entonces f no puede tener herradura, ya que si la tuviera una
herradura {K, J}, resulta que K U J C f(K) C f(KUJ) C f?(K). Anadlogamente, K U J C f2(J).

Es decir, {K,J} es una herradura para f?; lo cual contradice nuestra hipétesis. Asi, por el Lema 2.2.13,

47
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existe un punto fijo z de f tal que z € [sup U, inf L]. Como z es punto fijo, se tiene que
U<z<L. (3.1)

Para relajar la notacién, definamos para cada n € NU{0}, x,, = f™ (z). Remarquemos que como la érbita
de = bajo f es infinita, todos sus puntos son distintos. De nuevo, dado que =z < z < z1 6 1 < = < xp,

tenemos que alguno de los siguientes conjuntos de naturales

S ={a>2|existe pe NU{0} tal que zp1o < zp < Tpy1}

S ={a>2|existe pe NU{0} tal que zp11 < 2p < Tpia}
es no vacio. De este modo, existen un par de enteros no negativos (p,r) tales que 0 < py 2 <r tal que r

es el minimo que cumple con xp, < xp < Tpi1 0 Tpy1 < Tp < Tpyor

Afirmamos que r = 2. Para demostrarlo, supongamos que 3 < r. Supongamos que
Tptr < Tp < Tp+1,

el otro caso es totalmente simétrico. Si pasara que 41 < Tpy2, tendriamos que 2y, < Tpy1 < Tpto.

Definiendo a px = p 4+ 1, tenemos que p* y 7 — 1 son dos enteros no negativos, con r — 1 > 2, tales que
Tpsrtr—1 < Tpx < Tpx+t1,

lo cual es una contradiccion con el hecho de que p y r son nimeros enteros no negativos tales que r es el
nimero natural mayor o igual que dos mas pequeno que cumple con Tp4, < x, < Tp41. Como la érbita

de z es infinita, entonces xp41 # Tp42; asi, tenemos que

Tptr < Tp < Tpg2 < Tpy1; (3.2)
lo que implica que
x, €U
y
Tp41 € L.
Por (3.1),

Tp < 2 < Tpyi.

Seage{p+1,...,p+r—1} tal que para todon € {p+1,...,q},

z < Tp

Tgt+1 < 2.
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Por (3.1), tenemos que
Tg+1 < Tg42
y también tenemos que para todon € {p+1,...,q},

Tnt1 < Tp.

Dado que r es minimo, no podemos tener que Tpt, < Tg41 < Tg42, asi, tenemos que los puntos de la

orbita estan acomodados de la siguiente forma:
Tgp1 < Tpyr < Tp <2< Tg < Tg1 < ... < Tpya < Tpp1. (3.3)

Necesariamente p + 2 < ¢, ya que si ¢ = p + 1, entonces xp12 < Tptr < Tp < Tpy1; lo cual contradice a

(3.2). En consecuencia,
[2p, 2] U [2g, Tp41] € [Tgr1, Tps1] € f ([mp, 7g) 5
se sigue que
[, 2] U [, 2p11] C 2 ([, 74)) -
Por otro lado, [xp, 24| C [2g+1, Zp+2] € f ([xg, Tpt1]), asi,

2
[, 2] U [2g, 2p41] € f ([2p, g]) C 7 ([2g, 2pt1]) -
Con esto, tenemos que
{[l‘pv Cﬂq] ) [:an ‘/L‘p+l]}
es una herradura para f?; lo cual es una contradiccién con nuestra hipétesis. Por lo tanto, r = 2.
En virtud de lo anterior, aseguramos la existencia de un entero p tal que
Tpyo2 < Tp < Tpt1 0 Tpy1 < Tp < Tpta. (3.4)

Ahora, supongamos que la conclusiéon del teorema no es cierta, es decir, supongamos que para todo
n € NU {0} existe ¢ > n tal que

2<T; ¥y 2<xiy1 0 x; L 2yTiq1 < 2.

Dado que todos los puntos de la 6rbita son distintos y z es fijo, tenemos que z < x; y 2 < xj41 6 ¢; < 2y
Tiy1 < 2. Siz<wy, 2 <miy1 vy T; < Tit1, entonces z; € U y, por (3.1), z; < z; lo cual no puede ser. Con
esto deducimos que z < x;41 < x;. Andlogamente, en el caso z; < z y x;41 < z, por (3.1), z; < zj41 < 2.

En resumen,
para todo n € NU {0} existe i > n tal que z < zj41 < x; 6 ©; < xi41 < 2. (3.5)
Para cada n € NU {0}, nos fijamos en i (n) el minimo entero que cumple con (3.5). Sea

Q ={peNU{0} | p cumple con (3,4)}.
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Sea p € @ tal que i (p) — p sea minimo. Sea ¢ = i (p). Vamos a suponer que
Tpt2 < Tp < Tp41,

el otro caso es totalmente analogo.

Por (3.1), z, < z < xp41; lo cual implica que
1> p+2.
Si i = p+ 2, entonces xpy2 < Tpt3 < z. Tenemos que
[2p+3, 2] U [2, 2p41] C f ([2pt2, )

por lo tanto,
[2p+2, 2p) U [, 2] C f ([z:2p41]) C f? ([2ps2, 23))

Ahora, [z, zp+1] C f ([xp, 2]), en consecuencia,

[Tp+2, Tp] U [2p, 2] C f ([2,2p41]) C f? ([zp, 2]) -

Es decir,
{[zpt2, zpl s [Tp, 2]}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto,
1> p+3.

Sean € {p+1,...,i}. Si n cumple con (3.4), como ¢ es el minimo entero que es mayor que p tal que
cumple con (3.5), entonces i = i (n). De este modo, i —n < i — p; en contradiccién con la eleccién de p.

Por lo tanto, para todan € {p+1,...,i}, n no cumple (3.4), es decir,

para todan € {p+1,...,i}, x, no estd entre z,4+1 y Tpnt2- (3.6)

Veamos por induccién sobre n la siguiente afirmacién. Para todan € {p + 2,...,i}, con n—p par, tenemos
que:

Tpt2 < Tpyd < Tpg6 < ... < T2 < Tp <2< Tp—1 < Tp-3 < ... < Tpg3 < Tpy1. (3.7)

Ya tenfamos que 42 < 2z < Tp41, con lo cual se cumple el caso n = p + 2.

Supongamos que la afirmacién se cumple para alguna n € {p+2,...,i —2} con n — p par. Por
(3.1), tenemos que x, < Tpi1; y por (3.6), x, < x,i2. También debemos tener que z < xp41. Si no,
Tp < Tpy1 < z; lo cual contradice el hecho de que i — p sea minimo. Por (3.6), x,—1 no puede estar entre
Tn ¥ Tpe1- Ademads, por hipétesis de induccién z < x,_1. En resumen, tenemos que z,, < z < Tpt1 < Tp_1-

De nuevo, por (3.1), xpt2 < Tpt1; y por (3.1) y (3.6), z, < zpy2 < z. Con esto tenemos que (3.7) se
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cumple para n + 2, y asi, terminamos la induccién.

Ahora probaremos el enunciado siguiente por induccién sobre n. Para toda n € {p+2,...,i}, con

n — p par,
Ty < Tp. (3.8)
Ya tenemos que zp42 < . Supongamos que se cumple para algunan € {p+2,...,7 — 2}. Prosigamos

por contradiccién, es decir, supongamos que no se cumple para n+2. Esto quiere decir que =, < z, < Tp42.

Por (3.7), tenemos que xpy2 < Ty < Tp < Tpy2 < z. Por un lado, tenemos que

[0, 2] U [2p, Tnta] C [wp42, Tnta] C f2 ([0, 7)) -

Por otro lado, analicemos qué pasa con la iteraciéon n+4. Si n+4 < i, por (3.7), entonces Tp42 < Tpt4. Si
n+4 =i+ 1, por (3.7), entonces z;_1 < z. Dado que i — p es minimo, resulta que z < z;. Por la eleccién
de i, z < xj+1 < x;. Por lo tanto, 49 < 2z < Tpyqs = Xi41. Sin+4 =i+ 2, por la eleccién de i y por
(3.7), entonces x; < xj41 < z. Asi, por (3.1), Tj1+1 < Xir2 = Tpt4q; lo cual implica que x, 12 = T; < Tpiq.

Es decir, en cualquier caso tenemos que 12 < Tp44. De este modo,

(25, 2p] U [2p, Tnta] C [2pt2, Tnpa] © ? ([zp, Tnt2]) -

Por lo tanto,
{lzn, zpl, [2p, Tnio]}

es una herradura para f?; lo cual contradice nuestra hipétesis. Con esto concluimos que si z, < Tp,

entonces 42 < x,. Con lo anterior, terminamos la induccion.

Para finalizar la prueba, veamos que (3.5) es un absurdo. Sea j =i sii —pes pary sea j =i — 1 si
i — p es impar. Notemos que en el primer caso, por (3.8), z; < x,. Recordemos también que en el caso
que estamos analizado, por (3.1), z, < z. Si j =14, por (3.5), entonces z; < z;j+1 < 2; y por (3.7),

[z, Tpt1] C [@it1, 2pr1] C f ([w4,2p)) -

De nuevo, por (3.7) y por lo mencionado anteriormente,

[, 2p] U [2p, 2] € [2p42, 2] C f ([2,2p11]) C f? ([zi, zp)) -
Por otro lado, por (3.7),
(i, 5] U [p, 2] C [wps2, 2] C f2 ([, 2]) -
Asi,
{[zj, zpl, [xp, 2]}
es una herradura para f?; lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, j =i — 1. Por (3.5) y (3.7),

z < wip1 < xi. Por (3.8), x; = 2,1 < x}. De este modo, por (3.7) y lo mencionado al inicio del argumento,

[z, 2p] U [@p, 2] C [Tpt2, Tig1] C f? ([zj, 2p]) -
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Ademéds, por (3.7),
25, 25) U [ 2) C [p42,2] € £2 ([, 7).
Por lo tanto,
{[zj, 2p] s [, 21}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipétesis. Esto demuestra que (3.5) es un absurdo.
Como (3.5) proviene de suponer lo contrario de lo que se queria probar, por contradiccidn, el lema queda

demostrado. [

Lema 3.0.2. Sea (I, f) un sistema dindmico tal que h (f) =0y seax € I. Siw (z, f) es infinito, entonces

w (z, f) no contiene ningiin punto periédico de f.

Demostracion:
Dado que w (z, f) es infinito, tenemos que todos los puntos de (f" (z)),,>o son distintos. Como w (z, f)

es compacto, tiene un maximo y un minimo y, dado que es infinito, tenemos que
w(z, /)N (mnw (z, f), méxw (z, f)) # 0.
Esto implica que existe un ntimero natural p tal que
minw (z, f) < fP(r) < méxw (z, f).

Si fPl(z) > fP (x), dado que minw (z, f) es un elemento de w (x, f) que es diferente de fP (x), entonces
podemos encontrar un natural ¢ > p + 1 tal que f?(x) esté arbitrariamente cerca de minw (z, f), de tal

manera que
fi(x) < fP (2) < f7* ().

Andlogamente, si fP*! (x) < fP(z), como maxw (x, f) es un elemento de w (x, f) que es diferente de
fP (x), entonces podemos encontrar un nimero natural ¢ > p+ 1 tal que f?(x) esté arbitrariamente cerca

de maxw (z, f), de tal suerte que
P (@) < fP(2) < fU ().

Por el Teorema 2.3.1, f? no puede tener herradura. Con esto, podemos aplicar el Lema 3.0.1 al punto

fP (z), deduciendo que existen N* € NU {0} y un punto fijo z tales que para todo n > N*,
fr (P (@) <z

si y solo si

2 < fMH(fP ().

Definimos N = N* + p. En consecuencia, para todo n > N,

ff(x) <z
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si y sélo si
2 < ().

Ahora definimos y = f¥ (z) o y = f¥*! () de tal manera que y < z. Definimos para cada n € NU {0},
Yyn = f™ (y). Por el Teorema 1.4.2 inciso (v), w (y, f) = w (x, f). Ademds, para toda i € NU {0},

Yoi < 2z < Y2i+1- (3.9)

Veamos que w (z, f) no tiene puntos fijos de f. Supongamos lo contrario, supongamos que existe a €
w(z, f) = w(y, f) tal que f(a) = a. Por la definicién del omega conjunto limite, existe una sucesién
de naturales estrictamente creciente (n;);>, tal que Zlggo Yn, = a. Por la continuidad de f, ZIE?O Yngtl =
f(a) = a. El conjunto {n; | ¢ > 0} contiene una cantidad infinita de impares o una cantidad infinita
de pares; en cualquier caso, existe una sucesion estrictamente creciente (ki)izo tal que Zlgélo Yok, = @
y lggo Yok;+1 = a. Asf, por (3.9), tenemos que z = a; en consecuencia, z € w (x, f). Sea g = f2. Por la
Przoposicién 2.1.11, A (gQ) = 4h(f) = 0y, por el Teorema 2.3.1, g? no tiene herradura. Por el Teorema 1.4.2
inciso (viit), w (y, g) es infinito. No existen m < r enteros no negativos tales que ¢ (y) = ¢" (v), ya que
la trayectoria de y bajo g serfa periédica o eventualmente periédica; implicando que w (y, g) fuera finito.
Dada esta situacién, si la sucesion (¢" (v)),,>, fuera estrictamente creciente, por (3.9), tendriamos que
7}1—>H§o 9" (y) = z; lo cual implicarfa que w (y,gies finito. Asi, existe m € NU{0} tal que g™ (y) < g™ (y).
Por (3.9) y dado que lim gy, = 2 , existe ¢ > m + 1 tal que g™ (y) < g™ (y) < ¢4 (y). Ahora, podemos
aplicar el Lema 3.0.11;> C;y al punto ¢™ (y) y, combindndolo con (3.9), obtenemos que existe un natural

N* y también un s punto fijo de g tales que para toda i € NU {0},

Yo+ +4i < 8 < Yan+tdait2 < 2. (3.10)

Como z € w (y, g), existe una sucesion estrictamente creciente (m; ), la cual cumple que lim ¢"" (y) = z.
- 1—00
Dado que ¢V es continua y z es punto fijo, tenemos que

lim gVt (y) = 1 yane g om, = 2.
1—>00 1— 00
Existe i* € NU{0} tal que si i > i*, m; es impar; si no, por (3.10), tendriamos una infinidad de términos
de
N*4+m; )

@ @)
tales que
N*+m; (

g y) <s <z

lo cual implicaria que dicha sucesién no converge a z. De nuevo, por la continuidad de g,

lim ¢
17— 00

y) = z.
Por otro lado, para toda i > i*, m; = 2m} + 1, para alguna m} € NU {0}. Asi,

2m; +2=4m; +2+2=4(m; +1),
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y por (3.10),

N*4+m;+1 (

g Y) = YaN*4am42 < 8 < 2.

Esto implica que
(gN*“"i“ (y))

no converge a z; lo cual es una contradiccién. Asi, tenemos que w (z, f) no tiene puntos fijos. En resumen,

>0

para toda f funcién continua de un intervalo compacto en él mismo, donde h (f) = 0, si w (x, f) es infinito,
entonces w (z, f) no contiene puntos fijos. Regresando a la prueba, sea n € N. Por la Proposicién 2.1.11,
h (f™) = 0. Ahora, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), paratodai € {0,...,n — 1}, w (fZ (x), f”) es infinito;
entonces, aplicando lo recién demostrado, obtenemos que para toda i € {0,...,n — 1}, w ( fi(x), f”) no
contiene puntos fijos de f™. Asi, por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), w (z, f) no tiene puntos fijos de f", es

decir, no contiene puntos n-periédicos de f. Dado que n fue arbitraria, se ha demostrado el lema. |

Definicién 3.0.3. Sean (I, f) un sistema dindmico, J C I un intervalo no vacio y p € N. Decimos que J

es un intervalo p-periédico para f si y sélo si la familia { f* (.J) }‘:J es ajena dos a dos y fP(J) = J.
Proposicién 3.0.4. Sean (I, f) un sistema dindmico y J C I un intervalo p-periédico para f con p € N.

(i) Seai € {0,...,p—1}. Si j € NU {0} satisface que f*(J) N f7(J) # (), entonces existe un tinico
q € NU {0} tal que j =i + qp. En particular, f*(J) = f7(J).

(ii) Para todoi € {0,...,p— 1}, f*(J) es un intervalo p-periédico.

(iii) Seani,j € {0,...,p—1}, coni# j. Para todor € NU{0}, " (f*(J)) nf"(f7(J)) =0.

Demostracion:
Demostremos (7). Sean i € {0,...,p—1} y j € NU{0} tales que

FAINF(T)#0.

Tenemos que N U {0} = +£;é{k+qp]q20}, asi que j = k + gp con unicos k € {0,...,p—1} y
g € NU{0}. Como fP(J)=J,

Iy = AR () = fE (P () = 5 ()

lo cual implica que
FANFET) £0.

Dado que k € {0,...,p— 1} y la familia {f*(J) g;é es ajena dos a dos, tenemos que i = k, es decir,
j =1+ qp. Ademas, resulta que

P = () = fL (v () = 1),
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ya que fP(J)=J.

Ahora probemos (ii). Seai € {0,...,p — 1}. Dado que f* es una funcién continua, f* (J) es un conjunto

conexo en I y, por lo tanto, es un intervalo. Como f? (J) = J, obtenemos que
D) =PI =)
Sean [, t € {0,...,p— 1}, con [ # ¢, tales que
FAD) () #0.

En principio, tenemos que necesariamente i + t e i + [ son elementos de {0,...,2p — 2}. Por otro lado,

it+t=k+np
para tnicos k € {0,...,p—1} yn € NU{0}. Sin > 2, como np > 2p y k > —2, entonces

i+t>2p—2,
lo cual es una contradiccién. Asi,

i+te{0,....,p—1} o i+t=k+p.

Analogamente,
i+1e{0,....p—1} o i+l=Ek"+p,

con k* €{0,...,p—1}.Sii+l,i+t€{0,...,p—1},dadoquei+1l#i+ty {fs(J)}g;é es una familia
ajena dos a dos, entonces

P AP =0,

lo cual es una contradiccién. Sii+1 € {0,...,p— 1} ei+t =k +p, por (i), entonces i +t =i+ [+ p, es
decir,
t=1+4p;

lo cual no puede ser yaque t € {0,...,p — 1}. Una contradiccién andloga se da cuando i+t € {0,...,p — 1}
ei+4 1= k" + p. Ahora, consideremos que it +t =k +pei+1=k*+p. Como i+t # i + [, se sigue que
k # k*; y dado que J es p-periddico,

FRO NI = )0 () = 0.
Esto nos lleva a un absurdo. Asi, para toda I,t € {0,...,p — 1}, con [ # t,
FAFD) N () = 0.

Veamos que (iii) es cierta. Sean i,j € {0,...,p— 1}, con i # j. Sea r € NU {0}. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que j < i. Tenemos que existen unicos k,l € {0,...,p—1} y n,m € NU {0}
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tales que j+r =k+mnpei+r =10+ mp. Si pasara que k = [, entonces i —j = (m —n)p > 0, es decir,

i=(m—n)p+j>p—1;lo cual es una contradiccién con la definicién de i. Asi, k # [. Por lo tanto

FrFD) N () = )0 ()
= [P (J) N R ()
= L) N R ()
=f NI =0 (J es p— periédico).

|

La Proposicién 3.0.7 es la herramienta béasica para probar el resultado principal de este capitulo.

Antes de comenzar, especifiquemos algo referente al lenguaje. Sea I un intervalo compacto y sea A C I

un subconjunto no vacio de I. La notacién z < A significa que un punto z de I que cumple que para todo

a € A, z < a. Andlogamente, el simbolo A < z significa que un punto z de I que cumple que para todo
a€ A a<z.

Definicion 3.0.5. Sean A, B C R no vacios. Diremos que un punto z esta entre los conjuntos A 'y B
siysélosiA<z<BG6A>z>B.

Definiciéon 3.0.6. Sea f : A — A una funcién. Sea dice que B C A es f-invariante si y sélo si

f(B) € B. En dado caso de que f(B) = B, diremos que B es fuertemente f-invariante.

Con esta definicién y el Teorema 1.4.2, tenemos que los omega conjuntos limite son fuertemente

invariantes.

Proposicién 3.0.7. Sean (I, f) una sistema dindmico tal que h(f) =0y xz € I. Siw(x, f) es infinito,

entonces existe una sucesion de intervalos cerrados no degenerados (Xy,),,~, tal que:

(i) paratodan >0, X, es 2"-periédico. Ademds, f(Xy),..., f?"~1(X,) también son intervalos cerrados

2"-periédicos;

(ii) para toda n > 1 y para todo i,j € {0,...,2" —1}, con i # j, existe un punto z € I tal que
f2"~1(2) = z y tal que z estd entre f(X,) y f7 (X,);

(iii) para todan >0, X, 11U f2" (Xpe1) C Xn;
(tv) para todan >0, w(x, f) C U2n61 Fi(Xn);

7=

(v) para todan >0 y para todai € {0,...,2" — 1}, f'(X,) es el intervalo cerrado f*"-invariante mas

pequefio que contiene a w(f* (x), f*"); y

(vi) para toda n > 0, existe N > 0 tal que para toda k > N, f*(z) € f*(X,).
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Demostracion:
Primero vamos a definir la sucesién. Sea n € N U {0}. Definimos h, = f*" y también definimos al

intervalo

I, = minw(x, hy,), méxw(z, hy)] .

Proponemos que

Xn = U hlfz (In)

k>0

Veamos que h, (X,) = X,. Dado que h,, es continua y cerrada,

hn (Xn) = hn(U hﬁ (In)) = U hﬁ (In) C X5

k>0 k>1
Por otro lado, w (z, h,) C I,; lo cual implica, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), que para toda k > 0,
w(x,hy) = hE (w(x,h,)) C hE(I,). Dado que hE (I,) es un intervalo, tenemos que para toda k >

0, I, € h¥(I,). En particular, I, C hy, (I,). Esto implica que Ukzo Rk (I,) C Ukzo hE (B (1)) =
hn (Ukzo hﬁ (In)>; por lo tanto,

Xn = U hy (In) € hn(U hy (In)) = hn(U hy (In)) = ha(Xn).

k>0 k>0 k>0

Con esto, tenemos que hy(X,) = X,,.

Como ya habfamos mencionado, para todo k > 0, I,, C h¥(I,,). Esto nos dice que ;o h%(I,) no es
vacfa; en consecuencia, dado que para toda k > 0, h%(1,,) es conexo, tenemos que (J;~ h’,{([n) €s CONexo.
Es decir, X,, es conexo y cerrado; asi, X, es un intervalo compacto. Como w(zx, f; es infinito, por el
Teorema 1.4.2 inciso (viii), w(x, hy,) es infinito; de este modo, I, es no degenerado. Consecuentemente

X, es no degenerado.

Probaremos (v). Sea M un intervalo cerrado que es hy-invariante y tal que w (x, hy,) € M. De esta
forma, I,, C M. Esto implica que para toda k > 0, hfi (I,) C hfl (M) C M; consecuentemente X,, C M.

En virtud de lo anterior y dado que w(x, hy,) C X,,, concluimos que

X, es el intervalo cerrado més pequeno hy,-invariante que contiene a w(x, hy,). (3.11)

Sii € {0,...,2" — 1}, entonces hy, (f*(Xn)) = f2" (f"(Xn)) = f* (f*" (Xn)) = [ (hn (X3)) = f1(Xn).
Como w (z, hy) C Xy, por el Teorema 1.4.2 inciso (vi), w (f* (z),hs) = f* (w (z,hn)) C f(X,). Sea M
un intervalo cerrado h,-invariante que contiene a w ( fi(x), hn). Entonces, por el Teorema 1.4.2 incisos

(vi) y (iv),

w (@, hn) =w (2 (@), hn) =w (77 (f (@) hn) = 27 (0 (fF (), ha)) € f27 70 (M)
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y dado que X, es el intervalo cerrado h,-invariante més pequeio que contiene a w (z, hy,), X, C f2 71 (M).
Ast, f1(X,) C f1(f* 7" (M)) = hy (M) € M. Con esto se demuestra que para toda i € {0,...,2" — 1},

fY(Xn) es el intervalo cerrado més pequeno h,-invariante que contiene a w(f*(z), hy,). (3.12)

Con esto demostramos el enunciado (v).

Ahora, probemos (iv). Por el Teorema 1.4.2 inciso (vii) y, por (3.12), w (z, f) = Ufigl w (f*(z),hy) C
UiZo " £/ (Xa).

Veamos que es cierto (iii). Como w (z,h?) C w(x,hy), entonces I41 C I,. Tenemos también que
para toda k > 1, hfLH = f2"2k = (f2")% = h2k; lo cual implica que

Xn+1U b (Xng) = U h3¥ (In41) U U h%k—H (In+1) € U hY (In) = Xn.
k>0 k>0 k>0

Con esto queda probado (i7).

Ahora que ya tenemos a la sucesién (X,,),>0 definida, probaremos (ii) por induccién. Si n = 1, lo que

se debe probar es que existe un punto fijo z de f tal que
méx X; < z < min f (X7).

Tenemos por el Teorema 2.3.1, que f no puede tener una herradura, ya que si la tuviera h(f) > 0. Como
w (x, f) es infinito, todos los términos de la trayectoria de 2 bajo f son distintos entre si. De nuevo, como
w (z, f) es infinito,

w(z, f)N (mnw (z, f) ,méxw (z, f)) # 0.

Esto implica que existe un nimero entero k > 1 tal que
minw (z, f) < fF (z) < méxw (z, f) .

Si pasara que f*+1 () < f* (), dado que méxw (=, f) € w (z, f), entonces podemos encontrar un niimero

entero j > k + 1, tal que

P () < 5 (@) < f ().
Anélogamente, si f* (z) < f**1(z), como minw (z, f) € w(z, f), podemos encontrar un nimero entero
j>k+1, tal que

F (@) < fF () < [ (@)

Asi, podemos aplicar el Lema 3.0.1 al punto f* (x) y a la funcién f, obteniendo que existe un niimero

natural N* y existe un punto fijo de z de f tal que para toda m > N*,

2 < f™(fH(x)) siysélosi frHH(fR(x)) < =
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Sea N = N*+ k. Sim > N, entonces
A (z) <z siysélosi z < f2mH(z)
0
i (z) <z siysélosi z < 2™ (z).

Sea Xj = [¢,d]. Como I; C X7, entonces
c<minw (z,h;) < mxw (z,h1) < d,

donde hy = f2.

Supongamos que si m > N, entonces
A (z) < zsiysélosiz< f2m(z). (3.13)

Tenemos que (3.13) implica que méxw (z, h) < z.
Afirmacion 1: d < z.

Razén: Supongamos lo contrario, es decir que z € [méxw (x, hy) ,d]. Definamos al conjunto
T = {s € [méxw(zx, h1),d] | hi(s) =s}.

Como z es punto fijo, T' # (). Como h; es continua, T es cerrado y, en consecuencia, es compacto. Asf,
sea t = minT. Como w (z, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), w (x, k1) es infinito. Por la
Proposicién 2.1.11, h(h1) = 2h(f) = 0. Por el Lema 3.0.2, w (x, h1) no contiene puntos periédicos. De este

modo,
hi (méxw (x,h1)) # méxw (x,hy) .

Més aun, por el Teorema 1.4.2 inciso (#i7),
hi (méxw (z,h1)) € w(x, hy).

Asi,

hi (maxw (x,h1)) < maxw (z, h1) .
Dado que t es punto fijo para hq,
hi (méxw (z,h1)) < méxw (z, hy) < t.

Si hubiera un punto y € (maxw (x, h1),t) tal que hy (y) > y, tomando a la funcién p (v) = hy (v) — v,
tenemos que p (méxw (x,h1)) < 0y que p(y) > 0. Debido al Teorema del Valor Intermedio, podemos
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asegurar la existencia de ¢ € [maxw (z,h1),y] tal que p(q) = 0. Consecuentemente hj (¢) = ¢; lo cual

contradice la definicién de ¢. Esto implica que
para todo y € [méxw (z,h1),t), hi(y) <y. (3.14)

Afirmacién 1.1: Existe y* € [c, mdxw (z, h1)] tal que hy (y*) = t.

Razon: Para ver esto, por el Teorema 1.4.2 inciso (iii), w (x, h1) = h1 (w (x, h1)). Con esto deducimos
que
maxw (z, h1) <méxhy (w(x, b)) <méxhy ([1) < maxh; ([c, mdxw (x, h1)]) = L.

Ademds, dado que [¢, mdxw (z, h1)] € X1, tenemos que
hi ([e,méxw (x, h1)]) C h1 (X1) = X33

por lo tanto, I < méx X; = d. Supongamos que | < t, tenemos que dado un s € [méxw (z,hy),l], por
(3.14), h1 (s) < s <. Como [méxw (z,h1),l] C X;, obtenemos que

h1 ([méxw (I‘,hl) ,l]) g h1 (Xl) = X1;

lo cual implica que ¢ < hy(s) y, por lo tanto, hy (s) € [c,l]. Asi, hy ([méxw (x,h1),l]) C [ !]. Sea
s € [c,mdxw (x,h1)]. Claramente hy (s) < [; ademds, como [c,méxw (z,h;)] € X;, obtenemos que
hi ([e, méxw (x,h1)]) € hy (X1) = X1. Esto nos dice que ¢ < hy (s). En consecuencia, hy (s) € [c,];
por lo tanto, h; ([¢, mdxw (x, h1)]) C [c,(]. Se sigue que

hi ([e,1]) = h1 ([e, mdxw (z, h1)]) U by (méaxw (z, h1),1]) C [¢, 1] U e, 1] = [c,1] .

Ademas, como I C [c,l], tenemos que w (z, h1) C [¢,l]; esto implica que X; C [¢, ], ya que por (3.11), X,
es el intervalo cerrado més pequeio en ser hi-invariante y contener a w (x, hy). Sin embargo, X; C [c¢,(] es
falso, ya que I < t < d. Con esto, llegamos a la conclusién que [ > ¢t. Como h) (méxw (z,hy)) <t <ly h;
es continua, el Teorema del Valor Intermedio nos dice que existe y* € [¢, mdxw (z, h1)) tal que hy (y*) = t.

Con esto terminamos de probar la Afirmacién 1.1.

La Afirmacién 1.1 implica que A = {y € [¢,méxw (z, h1)] | h1 (y) =t} es no vacio. Por la continuidad
de hy, resulta ser que A es cerrado y, por lo tanto, compacto. Sea y = max A. Como h; (méxw (z, h1)) # ¢,

entonces y < maxw (x, h1). Tomemos w = inf hy ((y,t)).
Afirmacién 1.2: t > w >y y [w,t] es hj-invariante que contiene a w (z, hy).
Razén: Para ver lo primero, sea s € (y,t). Afirmamos que hy (s) < t. Supongamos que hq (s) > t. Asi,

tenemos que
hi (maxw (x,h1)) < méxw (z,h1) <t < hi(s).
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En el caso en el que s € (y, méxw (x, hy)), dado que y = max A, resulta que
hi (méxw (x,h1)) <t < hi(s).
Por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € (s, méxw (z, h1)) tal que hi (¢) = t; de esta manera,

Yy < q<mixw (x,hi)

hi(q) =t.

Esto contradice la definicién de y. Si s € [maxw (x, h1),t), entonces, por (3.14), hy (s) < s <t < hy (s);
lo cual es una contradiccién. Con esto probamos nuestra afirmacion.

Ahora, supongamos que hq (s) < y. Tenemos que
hi(s) <y<s<t=hi(y);

{ly; 8], [s, 1]}

serfa una herradura para hi. Pero esto resulta ser una contradiccién, ya que h(hi) = 0y, por el Teorema

2.3.1, se sigue que h; no puede tener una herradura. De este modo,
para todo s € (y,t), y < hi (s) <t. (3.15)

Por la definicién de y, hy (y) =t > y y, por (3.15), t > w = minhy ([y,t]) > y. Para probar la segunda
parte de la afirmacién, tomemos un s € [y, w]. Como [y, w] C [y, t], por la definicién de w y por (3.15),
tenemos que t > hj (s) > w, es decir,

hy (ly, w]) € [w,t].

Del mismo modo, sea s € [w,t], como [w,t] C [y,t], por la definicién de w y por (3.15), tenemos que
t > hy(s) > w, es decir,
ha ([w, t]) € [w, 1] .

Como y < méxw (x,hy) < t, existe i € N, tal que
hy («) € (y,1) C [y, ] = [y, w] U [w, 1]
Dado que h ([w,t]) C [w,t] y hi ([y, w]) C [w,t], para toda j > i+ 1, tenemos que
M (z) € [w,1];

esto implica que
w(z,hy) C [w,t].
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Asi, terminamos la prueba de la Afirmacién 1.2.

Por la Afirmacién 1.2 y por (3.11), X; C [w,t]; pero como ¢ < y < w, obtenemos que [w,t] no con-
tiene a X7. Esto es una contradiccién, la cual viene de suponer que z < d. Con esto queda probada la

Afirmacién 1.

La Afirmacién 1 implica que hi(X;) = X1 < 2. Si z € f(X1), entonces
z = f(2) € (X1);

lo cual no puede ser, asi que
z ¢ f(X1).
Ahora, por (3.12),
w(f(x),h)C f(X1)

y, por (3.13),
z <minw (f (x),h1).

Esto implica que z < f(X,,). En resumen,
X1 < z< f(X1).
Ahora, en el supuesto de que si m > N, entonces
A (z) > z siysélosiz> 2 (z),

se pude hacer una prueba andloga a la anterior y llegar a que X7 > z > f(X7). Asi, podemos concluir

que el caso base es cierto.
Ahora, supongamos que (ii) se cumple para n € N. Sean i,j € {0, R (L 1}, donde 0 <7 < j.

Caso (1): Supongamos que j = i + 2". Tenemos que h(h,) = 2"h(f) = 0, por la Proposicién 2.1.11.

Como w(z, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), w(f*(x), h,) es infinito. Definimos
I = [minw(f(2), hsr) méx (£ (2), b))

Como f%" o f2" = fan, por el Teorema 1.4.2 incisos (vi) y (vii),

W(f (@), hngr) = w(Fi(@), f77) S w(fi(@), f2) = flwle, 7)) = Fl@(@, hn)).

Esto implica que como w(x, hpt1) € Int1 € Xp41, entonces

W(f (@), hnt1) C fH(Xnt)-
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A su vez, dado que f'(X,11) es un intervalo y w(f*(z), hnt1) tiene a su maximo y minimo,
I" fi(Xn—I—l)-

En resumen:

(2) w(fi(x),hy,) es infinito;
(3) I" € f'(Xn41) ¥

(4) fY (Xn+1) ¥ ha(f8(Xp)) = f7(Xn11) son los intervalos cerrados hni1 = hy o hy-invariantes més
pequenos que contienen a w(f (), hni1) ¥ w(f7(2), hny1) = w(hn(f()), hni1), respectivamente,
por (3.12).

Si sustituimos a f por hy,, x por fi(z), I; por I* y a X; por f{(X,11), podemos aplicarle el caso base

a la funcién h,, y al punto f!(z), obteniendo que existe un punto fijo z de h,, que estd entre f*(X, 1)y
hn(fi(Xn+1)) = fj(Xn+1)-

Caso(2): Supongamos que j —1i # 2™. Sabemos que podemos encontrar enteros ki, k2 € {0,...,2" — 1}
y p1,p2 € NU {0} tales que i = k1 + p12" v j = ka + p22™. Dado que i,5 € {0,...,2" — 1}, tanto p;
como po solamente pueden ser cero o uno. Si p;1 = ps = 1, como i # j, entonces k1 # ko. Sipr =0y
p2 =1, entonces ¢ = k1 y j = ko 4+ 2™. Si k1 = ko, entonces j = i + 2"; en contradicciéon con lo supuesto
en este caso, asi, k1 # ko. El caso py = 1 y po = 0 no puede ocurrir, ya que i < j. Asi que de cualquier
forma ki # ko. Entonces, por la hipétesis de induccién, existe z tal que f2n_1(z) = z y tal que esta
entre f*(X,) y f*(X,). Por otro lado, dado que ya probamos (iii) y X,, es fuertemente f2"-invariante,

podemos asegurar que
fi(Xn-H) - fz(Xn) = fkl(men(Xn)) = fkl(Xn)~
Anéalogamente,

F(Xn1) € f52(Xa).

Con esto, concluimos que z es tal que f2"(z) = f2" 12" (2) = 2 y estd entre f1(Xpi1) v f7(Xng1).
De esta manera, el caso inductivo se cumple y queda probado el enunciado (7).

Ahora, probemos (7). Sea n € NU {0}. Ya sabemos que h,(X,,) = X,. Si n = 0, entonces f(Xp) =
ho(Xo) = Xo; cumpliéndose (7). Si n > 1, entonces, por el enunciado (i7), para todo ¢,j € {0,...,2" — 1}
diferentes hay un punto que esté entre f*(X,,) y f/(X,); asf que dichos conjuntos no se pueden intersectar,
es decir, X,,..., f2"71(X,) son ajenos dos a dos. De este modo, X,, es un intervalo 2"-periédico de f.

Por la Proposicién 3.0.4 inciso (i4), f(Xy,),..., f? ~1(X,) también son intervalos 2"-periédicos.
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Veamos que (vi) también se cumple. Sea n € N U {0}. Por (i), X,, es un intervalo fuertemente f2"-
invariante; que ademds, por (v), contiene a w(z, f2"). Como w(z, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso
(viii), w(zx, f2") es infinito; en consecuencia, w(x, f2°) N Int(X,) # 0. Esto implica que existe m > 0 tal
que f™2"(x) € X,,. Sea N = m2". Como N es miiltiplo de 2", f¥(z) € X,, = f¥(X,,). Lo que implica
que para toda k > N, fF(z) € f*(X,). [ |

Lema 3.0.8. Sea (I, f) un sistema dindmico tal que h(f) = 0. Si J es un intervalo p-periédico de f,
entonces existe k € NU {0} tal que p = 2F.

Demostracion:

Caso 1. Supongamos que existe k& € N tal que f*(J) es un punto, digamos y. Sea m € N el natural
minimo para el cual k < mp. Asi, J = f™ (J) = fmr—k (fk (J)) = fmr=k ({y}) = {fmp—k (y)} Como
12k @)}) = f7(7) = T = {f7F ()} y Tafamilia { £ ({72 () }) Y22y = {7 (1)} es ajena
dos a dos, tenemos que f"P—F (y) es un punto periédico de periodo p. Si p no es una potencia de 2, por el
Teorema 2.3.10, resulta que h (f) > 0; lo cual contradice que h (f) = 0. Concluimos que p es una potencia
de 2.

Caso 2. Supongamos que para toda k € N, f* (J) no es degenerado. Como f es cerrada y continua,
J=fr(J)=fP (j); ast, por el Lema 2.2.5, existe z € J tal que fP (z) = x, es decir, z es un punto
periédico. Ademds, por el Teorema 2.3.10, el periodo de x debe ser de la forma 2*, donde & € NU {0}. Si
pasara que x € J, como {fZ (J) }f;; es ajena dos a dos, entonces p es el periodo de z; con lo cual, p = 2F.
Supongamos ahora que x € Frg (J). En principio, como f? (z) = x, existe m € N tal que p = m2F.
Veamos que m no puede ser mayor o igual a 3. Supongamos que m > 3. Primero, como = € .J, tenemos
que

v=f (@) e * (1) =17

p= @) = (@) = 2 @ e 2T @) = PO

Como m > 3, entonces p > 21 > 2F: 1o que quiere decir que .J, ka (J)y f2k+1 (J) son ajenos dos a dos.

Consecuentemente = € Frg < 2 (J )), va que si & € Intg (2 (J )), entonces existiria un intervalo

abierto V' en [ sin sus extremos tal que x € V C ka+1 (J); lo cual implicaria que
JNV #0

y, por lo tanto,

T2 # 0

en contradiccién con el hecho de que J y f2k+1 (J) son ajenos. Asi,

Jy f27)
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son dos intervalos no degenerados que se intersectan en un punto final. Pero ademas
x € f2(J),
k
JO () =0,

2k+1

O =0

2 (J) es un intervalo,

implicando que

() = {a}
Lo cual es una contradiccién con el hecho de que f2k (J) no es degenerado. Esta contradiccién viene de

suponer que m > 3, asi, m =1 6 m = 2. Con ello, podemos asegurar que p es una potencia de 2. |

Definicién 3.0.9. Sean (I, f) un sistema dindmico y ag, a1 € I dos puntos distintos. Se dice que ag y a;
son f-separables si y sélo si existen dos intervalos ajenos Jy y J1 y dos enteros positivos ng y ny tales
que para cada i € {0,1}, a; € J; y J; es n;-periddico para f. De modo contrario, diremos que ag y aj no

son f-separables.

Lema 3.0.10. Sean (I, f) un sistema dinamico tal que h(f) = 0, z9 € I tal que w (xo, f) es infinito,
apg,a1 € w(xo, f), con ag # a1, y (Xn),—, la sucesion dada en la Proposicién 3.0.7. Los siguientes

enunciados son equivalentes:
(1) ap y a1 son f-separables.

(ii) Existe n € N y existen i,j € {0,...,2" — 1}, con i # j, tales que ag € f*(X,) y a1 € f7 (X,).

Demostracion:
Veamos que (7) implica (7). Por definicién, existen intervalos ajenos Jy y Ji y existen nimeros naturales
no y np tales que para cada ¢ € {0,1}, aq € Jg, ™ (Jy) = J; y la familia {f’§ (Jq)

ng—1
k=0
a dos. Como h (f) = 0, por el Lema 3.0.8, existe un entero n > 0 tal que ng = 2". Por la Proposicién
3.0.7 inciso (iv), ap € w (zo, f) C U?;;l 1 (Xy); asi, existe i € {0,...,2" — 1} tal que ag € f*(X,). Sea

Y = f*(X,)NJo. Y es no vacio, ya que tiene a ag; més atn, es un intervalo, ya que es interseccién de dos

es ajena dos

. ., n . .
intervalos. Tenemos también que Y es f2" —invariante, ya que

) =2 (X0) N o)
C (1 (X)) N (o)
= f (X,)NJy (por la Proposicién 3.0.7 inciso (i) y I (Jo) = Jo)
=Y.
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Asi, dado que ag € Y, tenemos que f2" (ag) , f 2n (ag) € Y. Por otro lado, debido al Teorema 1.4.2 inciso
(iv), ao, f2" (ao) , f2""" (ag) € w (zo, f). Como h(f) =0y w (z0, f) es infinito, el Lema 3.0.2 nos dice que
w (o, f) no contiene puntos periédicos, lo cual implica que ag, f2" (ag) y f2n+1 (ap) son distintos. Se sigue

que Y Nw (xg, f) contiene al menos tres puntos distintos. En consecuencia, existe
zeInt(Y)Nw(xo, f),

es decir, existe una subsucesién de (f™ (zg)),,~o que converge a z y, dado que Int(Y) es un conjunto
abierto, existe b € N tal que
f2(x0) € Int (V) C Y.

Dado que %" (Y) C Y, la sucesién (f2" (f°(z0))),, es una sucesién en Y asi,

1>0
w (fb (o), f2n> cY.

Ahora, sabemos que b € NU{0} = &J?igl {j + s2™ | s > 0}, lo cual implica que existen tinicas s € NU{0} y

§€{0,...,2" — 1} tales que b = j+52", es decir, f° (x9) = f7752" (z0). A partir de lo anterior, deducimos
que

fP (o) € Orbpan (7 (20)) ;

consecuentemente, por el Teorema 1.4.2 inciso (v),
j 2y _ b 2n 3%
w (f (@0), ") = w (" (w0), ) € .

Por otro lado, dado que f2" es cerrada y continua y X,, es un conjunto cerrado,

Y =fi(X,)NJo C f1(Xp) = £ (Xn) = £ (Xn),

es decir,
w (7 (z0), f7") C 1 (Xn)-

Supongamos que j # i. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (v),
w (7 (x0), f7") € 17 (Xn);

asi,
fi (Xn)N f7 (Xn) # 0.

Pero esto es un absurdo, dado que i y j son dos elementos distintos en {0,...,2" — 1} y por la Proposicién
3.0.7 inciso (i),
FH(Xn) N (X)) = 0.

Esto quiere decir que ¢ = j y con ello tenemos que

w (fl (z0) ,f2n) cy.
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’ . ’ n . . ’ X5 .
Ya sabfamos que Y es un intervalo que ademés es f2 -invariante, asi que Y es un intervalo cerrado que
’ . n . X - n . . y .
ademds, gracias a que f2" es continua y cerrada, Y es f2" -invariante. Como f* (X,,) es el intervalo cerrado

f?"-invariante més pequefio que contiene a w ( It (z0), f2n),

fiX,)CY.

N

Esto implica que

I
<

FH(Xn)
Por la proposicién 3.0.7 inciso (iv), existe j € {0,...,2" — 1} tal que
ay € fj (Xn) .

Para terminar de demostrar esta implicacién, basta ver que ¢ # j. Supongamos lo contrario, supongamos

que i = j. Tenemos que a; € f*(X,) =Y. Como a1 ¢ Jy, resulta que a; ¢ Y; lo cual implica que
a1 € Fry (7) = Frg (fZ (Xn)) )
Sea ¢ # a1 tal que ¢ € Frg (fz (Xn)). Entonces

Y = f1(Xn) — {a1}

Y = f1(X,) — {a1,c}.
Supongamos que Y = f?(X,,) — {a1}. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i),
an (fl (Xn)) = fl (Xn) )

esto implica que
(@) € f1(Xn)
Dado que f2" (Y) C Y, paratodod €Y,

2 (d) # ay.
Si f2" (a1) € Y, entonces

2 (@) # ar.
En resumen, para todo d € f' (X,),

£ (d) # i,

es decir,
ar ¢ an (fZ (Xn)) .
Lo anterior implica que

an (fl (Xn)) # fl (Xn)s
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lo que es una contradiccién. Asi,
F¥ () Y,

pero como f2" (a1) € f*(X,), tenemos que
2 (@) = a1

Ahora, supongamos que Y = f/(X,,) — {a1,c}. Como f?" (Y) C Y, para todo d € Y, f?" (d) # a1
y f2"(d) # c. Si f?" (a1) € K, como f2" (Y) C Y, entonces para todo d € Y U {a1}, f2" (d) € Y. Si
f (¢c) = c, entonces a1 & f2" (f*(Xn)). Si f*" (¢c) = a1, entonces ¢ ¢ f2" (f*(Xn)). Si f*" (c) € Y,
entonces ar,c ¢ f2" (f'(X,)). En cualquier caso

£ (X)) # £ (X))

lo cual es una contradiccién, ya que por la Proposicién 3.0.7 inciso (i), f2" (fi (Xn)) = f1(X,). Asi, como
f2n (fZ (Xn)) = fl (Xn)a

2 (a1) € f1(Xn) =Y ={a1,c}.
Andlogamente,

2 (e) € J1(Xn) =Y = {a1, ¢}

En virtud de lo anterior, podemos tener que (f2" (a1) = a1y f2 (c) =c¢) o (f*" (a1) = cy f*" (c) = a1).

En el segundo caso,
P ) = (7 (@) = 7 () =

Con esto, tenemos que tanto en el caso Y = f*(X,,) — {a1} como en el caso Y = f*(X,,) — {a1,c},
a1 € w(xp, f) es un punto periédico. Pero esto es una contradiccién, ya que por el Lema 3.0.2, w (x¢, f)
no contiene puntos periédicos. Dicha contradiccién viene de suponer que ¢ = j. Por lo tanto, ¢ # j;

concluyendo que (7) implica (ii) es cierto.

Ahora, demostremos que (iz) implica (7). Supongamos que existe n € Ny existen ,j € {0,...,2" — 1},
con i # j, tales que ag € f'(X,) y a1 € f7(X,,). Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i), f* (X,) y f7 (X,) son
2"-periédicos; y dado que X,, es 2"-periédico, entonces f'(X,,) N f7 (X,) = (). Tomando ng =n; = 2" y

a los intervalos f*(X,) y f7(X,), tenemos que ag y a; son f-separables. |
Lema 3.0.11. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que h (f) =0y x¢ € I tal que w (xo, f) es infinito.

(1) SiJ C I es un intervalo que contiene tres puntos distintos de w (xo, f), entonces J contiene un punto

periédico de f.

(1) SiU C I es un intervalo abierto tal que U Nw (xg, f) # 0, entonces existe n € NU{0} tal que f™ (U)

contiene un punto periédico.
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Demostracién:
Demostremos (7). Sean x1,x9,z3 € J Nw (zp, f) y supongamos que x; < x2 < x3. Como h(f) =0y

w (o, f) es infinito, existe la sucesién de intervalos (X,),~, dada por la Proposicién 3.0.7.

Afirmacién: Existe n € NU {0} y existen 4,5 € {0,...,2" — 1}, con i # j, tales que 1 € f(X,) y
T3 € fj (Xn)

Razén: Por la Proposicién 3.0.7 inciso (iv), para toda n € NU {0},
1

T1, 22,23 € w (2o, f) C U i (Xn)-
k=0

Supongamos que para toda n € NU {0} existe i, € {0,...,2" — 1} tal que x1,23 € f™ (X,). Como
xo € (21,23) Nw (2o, f), existe una subsucesién de (f" (z9)),~, que converge a 2 y que eventualmente

se queda contenida en (z1,x3). Asi, existen nimeros naturales m y p, con m > p, tales que

™ (wo), 7P (w0) € (21,23) C [21, 73] -

Sean € NU{0}. Como x1,23 € fin (X) v f (X») es un intervalo, [z1, 3] C fi (X,,); lo cual implica
que f™ (xo), 7P (z0) € f (Xn). Asi,

F (@o) = fPP (zo) = P (f™7P (20)) € TP (Xy),
es decir,
fm (‘TO) € fln (Xn) N finer (Xn)
y, como n € NU{0} fue arbitrario, tenemos que para toda n € NU {0} existe i,, € {0,...,2" — 1} tal que
Fr (Xn) O P (X) # 0.

Sea ng € N tal que 2" > p. Por lo anterior, existe i,, € {0,...,2" — 1} tal que

F70 (Xng) OV 0P (X ) # 0.
Por la Proposicién 3.0.7 inciso (), fio (X,,) es 2"0-periédico y, el hecho de que 2™ > p, implica que

0
fino (Xno) N fin0+p (Xno) = 0.

De esta forma obtenemos una contradiccién; lo cual implica que

existe n € NU {0} tal que para todo i € {0,...,2" — 1}, 21 ¢ f*(X,) o 3 & f'(X,). (3.16)
Por otro lado, z1,z3 € Uil_ol f¥(X,); en consecuencia, existen iy, ,iz; € {0,...,2" —1} tales que

r1 € flor (X,,) y 23 € fios (X,,); que por (3.16), i,, # iz. Con esto queda probada la afirmacién.
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Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i4), tenemos que entre fi1 (X,,) y f¥s (X,) existe un punto z tal que
f?" (2) = 2, que en este caso, por la afirmacién, cumple que z € [z1,23]. A su vez, como z1,23 € Jy J

es un intervalo, entonces [z1,x3] C J y, por lo tanto, z € J, donde z es un punto periédico.

Ahora demostremos (ii). Sea z € U Nw (z9, f), donde U C I es un intervalo abierto. Si U contiene
puntos periédicos, no hay nada que probar; asi que supongamos que U no contiene puntos periédicos.
Sea L el intervalo maximal con respecto a la contencién tal que U C L y tal que L no contenga puntos
periédicos. Como x € U Nw (zo, f), existe una subsucesion de (f™ (z9)),,, que converge a . Dado que
U es un abierto, dicha subsucesiéon se queda eventualmente contenida en U ; lo cual implica que existen
naturales k,ny,no, con ny < ng, tales que f¥ (x9) € U, f¥™1 (x0) € U y f¥"2 (29) € U. Por el Teorema
1.4.2 inciso (i), f™ (z), f™ (z) € w (w0, f). Por el Lema 3.0.2, w (zo, f) no contiene puntos periédicos;
asi que © # f™ (), x # f" () y f™ () # f"2 (x). Six, f™ (z), f2 (x) estuvieran en L, por el inciso (7)
anteriormente probado, L tendria un punto periédico de f; en contradiccion con la definiciéon de L. Como
€U C L, existe i € {1,2} tal que f™ (z) ¢ L. Ahora, f* (z¢) € U, implicando que f*+" () € f™ (U).
Ademés, f*+"i (zg) € U C L; se sigue que L N f% (U) # B; lo cual implica que S = LU f™ (U) es un
intervalo no vacio, que ademds, contiene propiamente a L, ya que f™ (x) ¢ Ly f™ (x) € f* (U) C S. Si
pasara que f™ (U) no contiene puntos periédicos, entonces S es un intervalo que tampoco tiene puntos
periédicos y que ademas es tal que U C L C S; lo cual es una contradiccion con la maximalidad de L. De

esta manera, podemos concluir que f™ (U) contiene al menos un punto periédico. |

Lema 3.0.12. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que h(f) = 0, zg,x1 € I tales que w(xo, f) y
w (x1, f) son infinitos, ag,a1 € I tales que ap € w(xo.f) y a1 € w(z1,f) y (Xn),>o la sucesion de
intervalos cerrados dada por la Proposicién 3.0.7 para w (xg, f). Supongamos que para todan € NU {0},
w(z, f) C Uinzal f¥(X,) y que para toda n € NU {0} existe i, € {0,...,2" — 1} tal que ag,a; €
fin (X,). Si Ag, A1 C I son intervalos tales que ag € Int (Ag) y a1 € Int (A;), entonces existen m € N y
im €40,...,2™ — 1} tales que

ag,a1 € [ (Xm) € 2" (A0) N 2" (A1)
Demostracién:
Primero probemos la siguiente Proposicion:
Proposicién 3.0.13. Con las hipétesis y notacion del lema, se tiene que para toda n € NU {0},
Frrt (X)) U F27 (4 (Xnga)) € 7 (X))

Razén: Sea n € NU {0}. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (ii4), Xn11 U f2" (Xp41) € X, consecuen-
temente, fin+! (X,41) U I (fi”+1 (Xn+1)) C fint1(X,). Asi, ag € fin+! (X,41) C fi1 (X,,), y como
ap € fin (X,), entonces, fin+! (X,)N fin (X,) # 0. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i), X,, es 2"-periédico

y, aplicando la Proposicién 3.0.4 inciso (i), f» (X,) = fi»*+1 (X,). En resumen,

fin+1 (Xnt1) U f2n (fin+1 (Xn+1)) < fi"H (Xn) = fln (Xn).
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Con lo cual queda probada la proposicion.

Ahora probaremos el lema. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i), para toda n € N U {0}, f (X,)
es 2"-periddico. Como Ay y A; son intervalos, Int(Ag) y Int (A1) son intervalos abiertos. Tenemos
que ag € w(xo, f) N Int(Ay) y que a1 € w(x1, f) N Int(A;). Por el Lema 3.0.11 inciso (i), existen
ko, k1 € NU {0} tales que tanto f*0 (Int(Ag)) como f* (Int(A;)) tienen un punto periédico, digamos
20 y z1, respectivamente. Por el Teorema 2.3.10 inciso (ii), tenemos que los periodos de zp y 21 son
necesariamente potencias de dos; asi, sea p € N U {0} tal que 2P es multiplo de los periodos de 2y y
z1. Ahora, sea ¢ € NU {0} tal que p < ¢, max{ko,k1} < 27 y tal que 27 sea multiplo del periodo de
20 v z1. Definamos yo = f2"7%0 (29) v y1 = f2'7%1 (21). Como 2P es muiltiplo del periodo de z, resulta
que f% (yo) = f2 (f¥ %0 (20)) = f¥ % (7" (20)) = 2™ (20) = wo. Analogamente tenemos que
f7 (y1) = 1. Como fia (X,) es 2%-periddico y 2P < 29, (2" (fia (X,)) N fia (Xq) = 0. Siyo € [l (X,),
entonces yo = f2 (yo) € f* (fiq (Xq)); implicando que fi (X,) N f% (f"Z( q)) # (). De este modo,

obtenemos una contradiccién, asi que
Yo ¢ £ (X,). (3.17)
Analogamente,
y1 & ' (Xy) . (3.18)
Sea j € {0,1}. Como 29 es miltiplo del periodo de z;,
1 () = 17 (£ () = 275 () = s (3.19)
Como fia+1 (X,11) es 29 -periédico,
£ (Xgy1) 02 (f0 (X)) =0, (3.20)
De nuevo, como fio+1 (X, 1) es 27 + 29 = 29T Lperiédico,
f2q+2q (fqu (Xq+1)) = fqu (Xq+1) . (3'21)
Ahora, z; € fri (A;); de lo cual se sigue que
=770 () € FTRTR (45) = 17 (4) (3.22)
Como a; € Aj, tenemos que
7 (aj) € ¥ (4;). (3.23)
Por hip6tesis, a; € fla+1 (X 41); por lo tanto,

F7 (ag) € f2(fi4 (X)) - (3.24)

A partir de (3.18), podemos considerar los casos y; < f% (X,) o fia (X,) < yj-.
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Caso 1. Supongamos que y; < fia (X4). Por (3.20), podemos considerar los siguientes subcasos:

Subcaso 1.1. Supongamos que fia+! (Xg41) < f2* (fi+1 (Xg41)). Por la Proposicién 3.0.13, tenemos
que flott (Xgq1) C f' (X,); y como y; < fla (X,),

Yj < flon (Xg41) -
Por (3.24) y dado que fi+! (Xq4q) < f2* (flo+1 (Xg441)), resulta que
Fitt (Xga) < f% (ay).
En resumen, y; < fi+! (Xy11) < f2* (a;); lo cual implica que
Firer (Xga) C [y 12 ()] - (3.25)

Por (3.22), (3.23) y dado que f?*(A4;) es un intervalo, obtenemos que [y;, f** (a;)] € f* (4;); y por
(3.25), fla+1 (X411) € f2* (A;). En consecuencia,

F2(flr (X)) € P27 (4)).
Asi, por (3.24),
£ (aj) € f(4).
Tenemos que por (3.19) y por (3.22), y; = ' (y;) € f2+* (A;); y como f2+2* (A;),
[yj /7' ()] € f2F2 (4;).
Ahora, por (3.25), flat1 (X 1) C 272 (4;). Como fla+1 (X,q1) es 29 + 29 = 297 L periddico,
aj € [t (Xgp) © L7 () = P (4).

Subcaso 1.2. Supongamos que f2° (fiqul (Xq+1)) < flat1 (X441). Por la Proposicién 3.0.13, tenemos
que f* (fi“l (Xq+1)) C fla(Xg); y como y; < fla (X,),

yj < 2 (flr (Xge)) -
Dado que a;j € fia+1 (X,11), se sigue que
f2q+2q (aj) e f2f1+2‘1 (fiQ+1 (Xq+1)) _ fiq+1 (Xq-i-l)'
Ademds, como tenemos que [ (fia+! (Xg41)) < flo+! (Xg41), entonces
FE(frr (Xgrn) < £ (ag).
En resumen, y; < f2* (fi+1 (Xg41)) < f2"72* (a;). Lo anterior implica que

F2(flr (Xg)) € [ws £ (a5)] - (3.26)
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Por (3.19) y por (3.22), y; = % (y;) € f¥" ¥ (A;); y por (3.23), f2'72" (a;) € f¥" " (A;). Asi, dado que

f¥+2% (4;) es un intervalo, tenemos que
[yj, F27% (ay)] € f27(4)) .
Ahora, por (3.26), f2* (fie+! (Xq41)) C f2"72" (4;); lo que implica que
Flrt (X)) © 22 (4)),

ya que fiotl (X 41) es 29 + 27 = 29+ _periédico.
Por (3.22) y por (3.19),
yj = f2‘7+2‘7 (yj) e f2q+2q+2q (A])

Como a; € flo+! (X441), entonces
2 (a) € (1 (X)) = [ (Xga)

y por (3.27),
P (a5) € PR (45).

De nuevo, como f2'72+2% (4;) es un intervalo tal que tiene a y; y a f2'72 (a;), tenemos que
24199 24199494
[y, F27% (ay)] € 2220 (4)).

De este modo, por (3.26),
P2 (frt (X)) © f2HH(4y).

En virtud de lo anterior, tenemos que

aj € flort (Xgr) = [70 (flort (Xgn)) © f7PP020 (4p) = 1270 (4)).

(3.27)

Haciendo una prueba totalmente simétrica a la anterior, suponiendo que f% (Xq) < yj, podemos

concluir que
. . 2
aj € fi (Xgan) = S5 (Flort (Xgan)) © f2HHH2 () = 171 (4y).
Caso 2. Supongamos que f% (X,) < y;.
En resumen, obtenemos que
aj € fr (Xgan) € 127 (4).
Por la Proposicion 3.0.13, tenemos que
f1+2 (Xgpe) C flott (Xgpa) -

Asi que para toda j € {0,1},
i +2
Flv? (Xgp2) € 277 (4)).
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Tomando m = q + 2, concluimos que
ag,a1 € f'™ (Xm) C 2" (Ao) N f7" (A1)
[

Lema 3.0.14. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que h (f) =0, xo,x1 € I tales que w (xg, f) y w(x1, f)
son infinitos, ay € w (xo, f) y a1 € w (a1, f), con ag # a1, y (Xn),>o la sucesion dada por la Proposicién
3.0.7 para w (xo, f). Supongamos que para toda n € N U {0}, w(_:zl,f) - U?{iﬁl f*(X,). Si para toda
n € NU{0} existe i, € {0,...,2" — 1} tal que ag,a; € f' (X,,), entonces existen sucesiones de enteros

no negativos, (ny);>o ¥ (Mk)y>q, ¥ existe una familia de intervalos cerrados no vacios
0,00} b0t (0g0) 0.1)441)
tales que:
(i) Para toda k € NU {0} y para toda (b, ... bpp1) € {0,132, Jorprrn) S J(bo,..bn)-

(ii) Paratodak € NU{0} y para toda (bo, ..., bg), (co, ..., cx) € {0,113 con (bo,...,bx) # (co,...,ck),
Iibo,..bn) NV J(corener) = 0-

(iii) Para toda k € NU{0} y para toda (by,...,by) € {0,1}*F1, fm (Jvorb)) = F (Ximy,)-
(tv) Para toda k € NU{0}, my >k y ngp1 — ng = 27+,

(v) Para toda k € NU{0} y para toda i € {0,1}, se tiene que f"* (J(bo,...,bk,i)) - [ai - k—il, a; + %H }

Demostracién:

Vamos a definir las sucesiones y a la familia de intervalos de manera inductiva. Sea k& = 0. Sea
0 =| a; —agp |> 0. Sean Ay = [ao— g,ao+g] NIy A = [al — g,a1+§] N I. Como ag € Int(Ap)
y a1 € Int (A1), por el Lema 3.0.12, existe m € N tal que ag,a; € fm (X,,) € f2" (Ag) N f2" (A1). Por
el Teorema 2.2.5, existen intervalos cerrados Jigy C Ao y J1y € A tales que 2" (J(O)) = fim (X)) y
2" (J(l)) = fim (X,,). Definamos mg = m y ng = 2. Como Ag N A; = (), tenemos que Joy N Jay =0,
con lo cual se cumple (ii). Por otro lado, f"° (J(O)) = fno (J(l)) = 2" (J(l)) = fim (X)) = fimo (X, ),

con lo cual se cumple (iii). Como my = m € N U {0}, inmediatamente se cumple (iv). Suponga-
mos definidos ng,my € N U {0} y la familia {J(bo7---7bk)}(bo be)ef0.yR Sea o = min %H’g}' Sean

Ay = lap—a,ao+a] NIy Ay = [a;1 —a,a1 +a] N 1. Como tenemos las hipétesis del lema anterior,
tenemos que se cumple la Proposicién 3.0.13. Asi, fimi+2 (Xmet2) C flmitt (Ximet1) € frmr (X)) v,
va que fimr (X, ) es 2™k-periddico, se sigue que f22"F (fmit? (X, 42)) € fimk (X, ). Ahora, por
la Proposicién 3.0.13, f™*? (Xp,42) C fk+ (Xpm,11). Esto implica que f2™* (f™+? (Xp,42)) C
f2rE (fikarl (ka+1)) y, como por la Proposicién 3.0.13, f2"* (fimlfr1 (ka+1)) C fime (Xy,), con-
cluimos que f2™* (f™e 2 (Xp,42)) € f (Xom,). En virtud de lo anterior, f32™* (fme+2 (X, 12)) C
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S22 (e (X)) = [ (X, )- Enresumen, S = { f52™% (it (X, 42)) }‘220 es una familia de con-
juntos que estan contenidos en f'm (Xm,) v que, ademds, son ajenos dos a dos, dado que fimi+2 (Xmp+2)
es 4 - 2™k = 2™ 2 periédico. Consideremos a los elementos de S de izquierda a derecha y sea D,y 12 el

segundo de ellos. Ademaés, tenemos que

Fomt® Kg2) = S22 (102 (X 2)
_ g2k (fzmk (fimk+2 (ka+2))>
= PP (P (Ko, 1))
- (P )

Esto quiere decir que independientemente de quién sea Dy, 42, existe j € {0,...,3} tal que
ijmk (Dmk+2) = fikarQ (ka-i-Q) .

Sea i € {0,1}. Como a; € w (x;, f), en virtud del Teorema 1.4.2 inciso (iv), existe z; € w (x4, f) tal que
52k . T o2mEt2_1 L , . M2
f (zi) = a;. Por hipétesis, w (x;, f) € U7, J" (Ximp42), asi, existe r € {0,...,2 — 1} tal que
zi € f" (Xm,+2); de este modo, 12 () = a; € fI27FAT (Xmy+2). Como a; € fimpt2 (Xmy+2), tenemos
que fimet2 (X, 42) N fI27 47 (X, 42) # 0. Por lo tanto, dado que X, +2 es un intervalo periédico
aunado a la Proposicién 3.0.4 inciso (i), fos+2 (X, 10) = fI2" 7 (Xona2)- Sif7 (Ximpi2) # Dyt
dado que X, 12 es un intervalo 2™+ 2_periédico, entonces f" (X, +2) N Dy, +2 = 0. De nuevo, por la

Proposicién 3.0.4 inciso (4ii) y dado que Xy, 12 es 2™ F2-periddico,
0= 72" (Xipyes2) O 72 (Dinyra) = 72 (Xmyp2) 0 52 (Xmgpa) = f52 (X 42)

lo cual es una contradiccién, ya que fimr+2 (Xmp42) # 0. Asi, f7 (X, +2) = D, 42, lo cual implica que

2; € Dy, 2. Es decir, 20,21 € Dipyy2.

Sea n € N U {0}. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (iv), zg € w (zo, f) C Ug;al f%(X,). Por hipétesis,
z1 €Ewl(xy, f) C U?;Bl f%(X,). De este modo, existen jo,j1 € {0,...,2" — 1} tales que zg € f (X,,) y
21 € 1 (X,); ast, ag = fI2" (20) € fOHI2 (X)) vy ay = 72" (1) € f11192"% (X,,). Ahora, supon-
gamos que jo # j1. Por hipétesis ag,a1 € f» (X,,), consecuentemente f7o+72"% (X, )N fin (X,) # 0y
fRHI2TR (X)) N fin (X,) # 0. Como X, es 2"-periédico e i, € {0,...,2" — 1}, podemos aplicar la Pro-
posicién 3.0.4 inciso (i), obteniendo que f7o+72"% (X)) = fin (X,,) = f11172"* (X,,). Por otro lado, dado
que X, es 2"-periédico y jo # j1, por la Proposicién 3.0.4 inciso (i4i), f7o+72"" (X,,) N f+32" (X,,) = 0;
lo cual es una clara contradiccién, por lo tanto, jo = j1. Esto prueba que para toda n € NU {0}, 29 y
z1 estén en el mismo intervalo f* (X,), donde w € {0,...,2" — 1}. Por la definicién de D,,, +2, tenemos
que Dy, +2 € Int (fimk (ka)), en consecuencia, zg, z1 € Int (fimk (ka)), que ademés es un intervalo,

ya que fmk (X, ) lo es.
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Sea i € {0,1}. Dado que a; € Int(4;), se sigue que z; € f~U2"%) (Int (A;)). Como f72"* es una
funcién continua, f~U2"*) (Int (A;)) es un conjunto abierto en I. Asi, sea U; un intervalo abierto tal que
zi € U; C f=U2™) (Int (4;)). Por lo tanto, z; € U;NInt (f (X)), donde U; N Int (f (X)) es un
intervalo abierto por ser una interseccién finita de intervalos abiertos. Asi, zg y 21 cumplen las hipdtesis

del Lema 3.0.12, con lo cual, podemos asegurar la existencia de ¢ € Ny p € {0,...,27 — 1} tales que

20,21 € fP(Xy) C ¥ (Uo N Int (fr (Xmy))) N £2 (UL O Int (fime (Xomy))) 5

de esta forma,
20,21 € fP(Xg) € £ (Uo N fime (X)) 0 F (U0 fime (X)) -

Por otra parte,

PO fre (X)) © P72 (U 0P (X))
= [ (U) O fie (X, ) (f% (Xpm,) es 2™ -periddico)
C (U (It (A)) OV fe (Xmy) (U € 702 (It (A1)
C Int (Ag) N [ (X,

C AN fin, (Xmy)-
En consecuencia,

PP (X)) € F2 (P (U e (X)) ) (f7(Xq) S /2 (U0 [ (Xim,)))
g f2q (Az ﬂ finLk (ka)) ,
es decir,
PSP (Xg)) € 17 (A O f7x (Ximy ) (3.28)
Como 2y € fP (X,), entonces ag = f'2"* (29) € 72" (f? (X,)). Como por hipétesis ag € fia (X,), enton-
ces fla (X,) N f72"*4P(X,) # (. Dado que X, es 2%-periddico e i, € {0,...,29 — 1}, por la Proposicién
3.0.4 inciso (i),
i (Xg) = FrE (Xg) = f7270 (7 (X)) (3.29)
Definimos a my 1 como ¢ (k + 2). Tenemos que 2"+1 — 29 = 24(k+2) _9a — 9dk . 924 _ 94 — 94 (20 . 20 — 1)
y como f'a (X,) es 29-periédico,
P (X)) = S (X). (3:30)
Tenemos por (3.30), (3.29) y (3.28) que
fio (Xg) = f7 R (fe (X)) = ST (P (7 (X)) € P (P (A e (X))

Como

2 (f2q (A; 0 fime (X)) = 2 (4; N frme (Xom,)) s



77

tenemos que
fiq (Xq) C fgmk+1 (Az N fimk (ka)) .

Ademas, por la Proposicién 3.0.13 y ya que myy1 > ¢, se sigue que
frms (Ximir) C [ (X) 5

lo que implica que
Pt (X)) € £ (A0 S (X)) -

Como A; N fime (Xmp) v fimk+1 (ka+1) son intervalos cerrados, entonces, por el Teorema 2.2.5, existe
B; C A; N fi™k (X, ) intervalo cerrado tal que e (B;) = fim (ka+1), donde i € {0,1}. Notemos

que como Ag y A son ajenos, entonces, By y B; también lo son.

Sea (b, . ..,bg) € {0,1}*™ y sea i € {0,1}. Por hipétesis de induccién, f™ (J(bo,“.,bk)) = fime (Xom,)-
Como B; C fimk (Xm, ), por el Teorema 2.2.5, existe un intervalo cerrado T(bo,.biii) S J(bo,...0p) tal que
fre (J(bO,---,bk,i)) = B;; asi, fret2"H (J(bo,--.,bk,i)) = 2" (B;) = fimen (Xompy,)- Definamos njiq =
ng + 2™k+1. Con esto ngpp — ngp = 2"+, Ademds, dado que ¢ € N, my1 = q(k+2) > k+ 1, es-
to cumple con (iv). Ahora, a la familia de intervalos dada por la hipdtesis de induccién le agregamos

los intervalos Jy, .1, 4 obtenidos de la forma anterior. Sea {J(bo c{0.1}F+2 dicha familia.

7--~7bk+l)}(bo7m’bk+1)
Sean (bo,...,bg11) # (coy---,cks1). Si (bo,...,bk) # (co,--.,ck), por hipétesis de induccién, entonces
J(co,..‘,ck) r_]J(bo,...,bk) =0 Yy, como para toda i € {07 1}) J(bo,.‘.,bk,i) - J(bo,...,bk) y J(co,...,ck,i) - J(co,...,ck)’ tene-
NJ ) = 0. Su-

pongamos que (bo, - .., bg) = (Co, -, Ck) ¥ b1 7 Cry1. Supongamos existe y € Jiyy . b,,0) NV (bg,... bx,1) Sa

mos que para toda i € {0, 1}, Ji,,. b0 N y = 0. Esto implica que J, .

€Oy sChyl bry1) €Oy sChA 1

bemos que existen intervalos cerrados By y By ajenos tales que f™* (J(bo,...,bk,o)) = Byy f™* (J(b07---,bk71)) =
By, de esta forma, f™ (y) € By N By; pero By N By = (. Con lo anterior, concluimos que (b, ... b, 1) N
I (bo,.sbr0) = (), es decir, Jicorensn) N J(bo,eprsr) = (). Con lo cual se verifica (i7). Ahora, por construc-
cién, para toda (bg, ..., by) € {0,1}*"! y para toda i € {0,1}, frat2™ (Jwo,.sbrri)) = fimi (Xomgi1)-
Lo cual implica que dada (bg,...,bkyr1) € {0,1}k+2, [+t (J(b07---7bk+1)) = fret2mEH (J(b07---,bk+1)) =
frme (X

misr)> ¥ con ello se satisface (éii). Asf, hemos definido sucesiones de enteros (nk);~o ¥ (M) =g

y una familia de intervalos cerrados

{J(bow-.,bk) }(k,(bo,...,bk))E(NU{O},{O,I}’““)

tales que cumplen con (i), (i) y (iv).

Verifiquemos (i) y (v). Sea k& € NU {0}. De la construccién de la familia, obtuvimos que para to-
da (bo,...,by) € {0,1}* y para toda i € {0,1}, Jvo,.bri) S J(bo,...pp)- Lo cual implica que dado
(bo,...,brkt+1) € {0, 1}k+2, Jorbirn) S J(bo,...by)- Con esto se satisface (7). Para finalizar, sea (bo, ..., bg) €
{0,1} y sea i € {0,1}. Por construccién, existen intervalos cerrados B; y A; tales que f™* (J(bo,...,bk,i)) =

B; C A;,donde A; = [a; — a,a; +a]NTy a= min{k—iz, %} Asi, A; C [ai — %H,ai + kfh}, por lo tanto,
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frn (J(bo,-~.,bk,i)) - [ai — ﬁ,ai + %4_2], cumpliéndose (v). |

Primero recordemos unas cosas que seran ttiles para la prueba del siguiente lema. Denotemos con 3

al espacio de sucesiones de ceros y unos. La métrica que vamos a utilizar en este espacio es dy, : ¥ X % —>

R* U {0} dada por dx, <(ak)k20 , (bk)kzo> =31 |a’“2_,€b’“|. Hay varios resultados cldsicos que tienen que
ver con este espacio métrico que vamos a utilizar; una prueba del primer resultado se encuentra en la
pagina 217 de [28], mientras que una prueba del segundo enunciado se puede encontrar en la pagina 112

de [12].
Corolario 3.0.15. EI conjunto de Cantor es homeomorfo a (X,dy).

Lema 3.0.16. Sean s,t € ¥. Sean € NU{0}. Si las primeras n+ 1 entradas de s y t son iguales, entonces,

ds; (s,t) < 5. Por otro lado, si ds (s,t) < 5

5w, entonces las primeras n entradas de s y t son iguales.

Otro recordatorio fundamental en este trabajo es el siguiente:

Definicién 3.0.17. Sea X un conjunto. Se dice que A C P(X) es una sigma dlgebra de X si cumple

con las siguientes condiciones:

(i) X,0 € A;

(i4) dada una sucesion (Ey),~; en A, entonces |J,~, En € A; y
(7i7) si Fy € A, entonces X — Fy € A.

De la definicién, se puede mostrar facilmente A es cerrado bajo uniones finitas e intersecciones nume-
rables. También se puede verificar que la interseccién de sigma algebras en X es, de nueva cuenta, una
sigma algebra en X. Dado E C P(X), se puede verificar que existe una tnica sigma élgebra minimal (en
el sentido de la contencién) tal que contiene a E. Esta sigma algebra es en realidad la interseccién de todas
las sigma &dlgebras sobre X que contienen a E. A dicha sigma dlgebra se le conoce como la sigma algebra
generada por E. Ahora, si partimos de un espacio topoldgico (X, 7), podemos pensar en la sigma dlgebra
que genera 7. Esta sigma algebra es conocida como la sigma &lgebra de Borel, B(7), y a sus elementos
se les conoce como Borelianos. Entre los Borelianos se encuentran los abiertos, cerrados, los conjuntos a

lo mds numerables y los compactos en (X, 7). Para ver mds detalles al respecto, véase el capitulo 2 de [15].

El siguiente teorema nos dara la existencia del conjunto de Cantor que estamos buscando. Es conocido

como el teorema de Alexandrov-Hausdorff y se puede encontrar en la pdgina 83 de [18].

Teorema 3.0.18. Sea X un espacio topolégico separable y completamente metrizable. Si L C X es un

Boreliano, entonces o L es a lo mas numerable o L contiene un conjunto de Cantor.

Recordemos que en un espacio métrico, la distancia entre conjuntos se define como dist(A, B) =
inf {d(a,b) | a € A,b € B}. Referente a esto, un ejercicio clasico del Andlisis Matematico es ver que la
distancia de un cerrado a un compacto ajenos siempre es positiva. Este hecho nos ayudara en lo que resta

del trabajo.
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Lema 3.0.19. Sean (I, f) un sistema dindmico tal que h (f) =0, xo,x1 € I tales que w (zg, f) y w(x1, f)
son infinitos, ag € w (xo, f) y a1 € w (1, f), donde ag # a1, y (Xn),~o la sucesion dada por la Proposicién
3.0.7 para w (zo, f). Supongamos que para toda n € N U {0}, w(;l,f) C U?;Bl f%(X,). Si para toda
n € NU {0} existe i, € {0,...,2" — 1} tal que ap,a; € fi» (X,,), entonces existe una § > 0 y existe un

conjunto de cantor C C I tales que C' es un conjunto d-revuelto para f.

Demostracion:
Tenemos que existen sucesiones de enteros no negativos (nx),~o ¥ (M)~ v una familia de intervalos

cerrados {J(bo,...7bk)} dadas por el Lema 3.0.14.

(. (bo,---,bx)) €(NU{0}.,{0,1}*F1)
Para todo b = (bg)>q € %, definimos Jy = [0 J(bo,....b,)- Lenemos en principio, por el Lema 3.0.14
inciso (7), que {'](bvabk)}(k,(bg,...,bk))G(NU{O},{O,I}'““) es una familia anidada. Asi, Jp es un intervalo cerrado
no vacio, por ser una interseccién de intervalos compactos no vacios. Sean b, c € 3 tales que b # c. Asi,
existe k € NU {0} tal que by # ¢, y, por lo tanto, (bo,...,bx) # (co,...,cx). Por el lema 3.0.14 inciso
(1); Jibo,...bx) VS (corer) = 05 ¥ como Je € Jiey o) ¥ Jbo S Jipg,...0)» Tesulta que Jp N J. = (). Es decir,

para todo b,c € X, con b # ¢, Jy N J. = 0. (3.31)

Sea A = {b € X | J, es no degenerado}. Si A fuera no numerable, por (3.31), tendriamos una cantidad
no numerable de intervalos no degenerados ajenos dos a dos. Ahora, por la densidad de los ntmeros
racionales, podemos encontrar un racional por cada uno de estos intervalos. De nuevo, por (3.31), estos
numeros racionales serfan distintos, es decir, tendriamos una cantidad no numerable de niimeros raciona-

les; lo cual no puede ser, ya que los niimeros racionales son numerables. Asi, A debe ser a lo més numerable.

Sea
Yo = ﬂ U Jvo,...bx)>

k20 (bg,...,b)e{0,1}*F1
y sea

Y =Yy — | Intr (7).

bex

Tenemos que para cada k € NU{0}, el conjunto U(boyi_”bk)e{ojl}kﬂ J(bo,....b,) €8 cerrado, por ser union finita
de cerrados. Esto demuestra que Yy es un cerrado, pues es interseccién de conjuntos cerrados. Ahora, el
conjunto | Jyex, Intr (Jp) es abierto, pues es unién de conjuntos abiertos, de este modo, su complemento
es un conjunto cerrado; por lo tanto, el conjunto Y = Yy — Upex Intr () = Yo N (I — Upes, Intr (Jp)) es

cerrado, por ser interseccion de cerrados.
Afirmacion: Yy = Jyey, Jo-

Razon: Sea y € Yp. Esto implica que y € U(bo)e{o 1} J(py)- Consecuentemente existe co € {0,1} tal
que y € Ji,). Supongamos que estdn definidos co,...,cx € {0,1} tales que y € Jie) N oo N Jigy )
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)- Asi, existe (do, ..., drs1) € {0, 1R t2
tal que y € Jg,,..4,,,)- Por el Lema 3.0.14 inciso (i), Jiay,..dpr1) S J(do,....d); 10 cual implica que

Como y € Yy, tenemos que y estd en U(bo,...,ka)e{O,l}’“” (bo,...brs
Y € Jdy,....dp)- Con esto, y € Jigy, ..a) N Jico,....cr)- Esto quiere decir, por el Lema 3.0.14 inciso (ii), que
(coy...,cx) = (do,...,dx). Definimos cx11 = dg4+1. Por lo tanto, encontramos una sucesién ¢ = (Ck’)k:ZO e
tal que para toda k € NU{0}, y € Ji¢y, . o)
Ahora, sea y € (Jyex, Jp- Entonces existe ¢ € ¥ tal que y € J. = ﬂkzo J(

. Esto implica que y € J. € (Jyey, Jo; con lo cual Yo € Upes: Jb-
coyep) - D€ Sigue que para toda

k€ NU{0}, y € Jiq,....cp)- Lo anterior implica que para toda k € NU{0}, y € U(b0 {0115 Jlbo,.bi)-

Por lo tanto, y € Yp; obteniendo que (J,cx, Jp € Yp. Con esto, demostramos la afirmacion.

Tenemos que para cada b € X, J, — Intg (Jp) = Frg (Jp). Por (3.31), Yo y Upex, Intr (J5) son uniones
ajenas; lo que implica que Y = lH, o5, (Jp — Intr (Jp)) = Wpex Frr (Jp)-

Sea g : Y — ¥ dada por g () = b, si x € Jp,. La funcién g estd bien definida, ya que para todo z € Y
existe b € X tal que z € J,. Por (3.31), si ¢ € ¥ es tal que ¢ # b, entonces J. N J, = 0); lo que quiere
decir que x # J.. Asi, g le relaciona a x una y sélo una sucesién, que en este caso es b. Sea b € Y. Como
Jp # 0, existe x € Jp; por lo tanto, g(z) = b, es decir, g es suprayectiva. Veamos que g es continua. Sea
x €Y yseae>0.Seak €N tal que 2% < e. Sea d € ¥ tal que xz € Jy. Con lo cual g(z) = d. Dado que
F = {J(b07.._7bk)}(bow7bk)€{0’1}k+1 es una familia finita, podemos considerar el minimo de las distancias que
hay entre sus miembros, digamos 6*. Como F' es una familia de conjuntos compactos que son ajenos dos a
dos, 0" > 0. Seay € Y tal que | y—x |< 6*. Sear € Y tal que y € J,.. Conlo cual g(y) = r. Siy & Jia,....d,)>
entonces y € Jiy, ) €ON (dos .-, di) # (r0, .-, 7k). Ast, 6% >|y — 2 |> dist (J(do,..-,dk)v J(ro,...,rk)) > §%,
que es una contradiccion; por lo tanto, y € Jq,,....4,)- Esto implica, por el Lema 3.0.14 inciso (i), que
(doy...,dx) = (ro,...,7K). Asi, dx (9(y),g9(x)) = ds (r,d) < 2% < €. Con esto se demuestra que g es
continua.

Ahora, sea w : 3 — X dada por

w (b ):O,b,0,0,b,b,...,O,...,O,b,...,bn_,....
<<k)k20 (0, bo 0, b1 0 1r---)

n—veces

Sean (by) k>0, (ck)r>0 € X tales que (by)r>0 # (ck)k>0. Asi, existe m € NU{0} tal que by, # ¢,. Como by,
y ¢, tienen las mismas coordenadas en sus respectivas sucesiones, entonces, por definiciéon de w, by, y ¢
aparecen en las mismas coordenadas de w((bg)r>0) ¥ de w((ck)r>0), respectivamente; y como by, # ¢,
resulta que w((bg)r>0) # w((ck)r>0). Por lo tanto, w es inyectiva. Sean b € ¥ y € > 0. Sea n € N tal que
2% < eyseadt = 2% Sic € ¥ es tal que dx(c,b) < 6%, por el Lema 3.0.16, tenemos que las primeras n
coordenadas de ¢ y de b son iguales. Esto implica, por definicién de w, que al menos las primeras n + 1
coordenadas de w(b) y w(c) son iguales; por lo tanto, ds;(w(c), w(b)) < 5= < e. Esto demuestra que w es

continua.
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Para toda b € X, w(b) € X. Si w(b) € A, entonces J,,3) es no degenerado. Como g es suprayectiva
Y Juw(v) es no degenerado, existen dos puntos @), Ywyy, €Y, que son los puntos frontera de J,,), tales
que g(Tym)) = 9(Wwr)) = w(b). Tomemos como el menor de éstos a ). Sea G = {yw(b) eY|be E}.
Recordemos que A es a lo méas numerable, esto implica que G es a lo mas numerable. Ahora, si resulta que
w(b) ¢ A, entonces J, ;) es degenerado. Como g es suprayectiva y Jy, ;) es degenerado, existe un tinico
Ty (p) tal que {xw(b)} = Juww) €Y vy tal que g(x,4)) = w(b). Definimos T' = {mw(b) eY|be E}.

Afirmacién: T = g~ (w (%)) — G.

Razén: Sea x,3) € T, con b € 3. Tenemos, por construccién, que g(z,p)) = w(b) € w(X). De
esta manera, Ty, € g 1 (w (o). Ademss, por construccién, T' no tiene elementos de G, por lo tanto,
T, € g Y w(o)) —G. Seay € g7 (w (X)) — G. Tenemos que g(y) € w(X), asi, existe b € ¥ tal que
g(y) = w(b). Esto nos dice que y € Jy,m). Si Jyp) es degenerado, entonces quiere decir que y es el tinico
punto tal que g(y) = w(b), y por construcciéon de T, y € T. Si J,4) es no degenerado, como y ¢ G,

entonces pasa que y es el menor de los puntos frontera de J,,) y, por la construcciéon de T', y € T
Afirmacion: T es no numerable.

Razén: Sabemos que X es no numerable y dado que w es inyectiva, resulta que w(X) es no numerable.
Asf, por (3.31), tenemos que {J,,4) | b € ¥} es no numerable; en consecuencia, g~ (w (X)) es no nume-

rable. Y dado que G es a lo més numerable, entonces T = g~ ! (w (X)) — G es no numerable.
Afirmacién: T es | ag — a1 |= d-revuelto para f.

Razon: Sean x,), Ty() € T, con b,c € X. Por la definicién de w, tenemos que w(b) y w(c) tienen
una infinidad de mismas coordenadas que son iguales a 0; esto implica que para todo m € N U {0}
existe ky,, > m € NU {0} tal que las k,, + 1-ésimas coordenadas de w(c) y w(b) son iguales a 0. Es
decir, podemos asegurar la existencia de una sucesién estrictamente creciente de naturales (kp,)m>0 tal
que las k,, + 1-ésimas coordenadas de w(c) y w(b) son iguales a 0. Sea m € N U {0}. Tenemos que
Tap(b) S Jw(b) - J(w(b)()7---7w(b)km,0) Y Tuy(e) S Jw(c) - J(w(c)o,...,w(c)km,o)' Ahora, por el Lema 3.0.14 inciso
(v), se sigue que

f%m <J(w(b)0,..-,w(b)km:0)> C [Clo - [ 17(10 + km + 1]

Y que

n 1 1
frtm <‘](w(0)0,~~,w(c)km70)> < [ao Tk 1,a0 + Ep + 1] )

implicando que

n n 1 1
f Fm (mw(b)) 7f Fm (xw(c)) € |:a0_ km—l—l’ao—i_ km+1:| .
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Por lo tanto,

| fm (@) = ™ (Twe) <

kpm +1°

Lo anterior se cumple para toda m € NU {0}. Asi, dado que lim = 0, tenemos que

m—oo ky, + 1

lim | fnkm (ZEw(b)) - fnkm (:L‘w(c)) |: 0.

m—00

Como (f™m (Typ)))m>0 ¥ (f™m (Ty(e)))m>0 son subsucesiones de las trayectorias de ,,p) y de Ty ),

respectivamente, obtenemos que

lim inf ‘ fn ((Ew(b)) - fn (xw(c)) ‘: 0.

Ahora, sean b,c € Xy Ty, Tw(c) € T puntos distintos. Dado que w es una funcién, b # c. Por lo tanto,
existe j € NU {0} tal que b; # ¢;. Por la definicién de w, hay una cantidad infinita de coordenadas de
w(b) y de w(c) en las que coinciden los valores b; y ¢;, es decir, para todo m € NU {0} existe k,, > m
tal que las k,, + 1-ésimas coordenadas de w(b) y w(c) son b; y c;, respectivamente. Con esto, podemos
asegurar la existencia de una sucesién de naturales estrictamente creciente (ky,)m>0 tal que las ky,, + 1-
ésimas coordenadas de w(b) y w(c) son b; y ¢;, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, supongamos

que b; =0y que ¢; = 1. Por el Lema 3.0.14 inciso (v), tenemos que para toda m € NU {0},

f km (J(w(b)m,w(b)km,bJ)) g |:a/0 —_ km I 1’a0 —+ km n 1:|

y
frEm <J(w(c)0,~--»w(c)kmvcj)> < [al B kml—i— et km1+ 1] !
y como
Tus(v) € Jw®)orsw®in b)Y Tw(e) € Jw(@)orw(@)n, ;)5
entonces
Frem (zp)) € [ao - k:m1+ 7200+ km1+ J v fMm (Tue)) € [“1 B k:m1+ et k:m1+ 1] '
Asi,

) :’ apgp — al ‘
:’ ap + fnkm (l'w(b)) - fnkm (:L'w(b)) + fnkm (mw(c)) - fnkm (xw(c)) —ax |

<l ao = f™m (zw@)) |+ [ ™ (@w@) = 5 (Twe) |+ () — ol

2

=t M ew) = M () |

por lo tanto,
2

m 1

| fm (@ww) = 7 () 20—+
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1
Como lim = 0, tenemos que

Hm | fm (2ym) = fn (Twe) |2 6.

m—r0o0

Como (f™m (Typ)))m>0 ¥ (f™m (Ty(e)))m>0 son subsucesiones de las trayectorias de ) v de Ty ),

respectivamente, obtenemos que

limsup | ™ (wa(b)) - f" (ﬂfw(c)) |> 0.

Con esto demostramos que T' es d-revuelto para f.

Para finalizar, como ¥ es compacto y w es continua, w(X) es compacto y, por lo tanto, w(X) es cerrado.
Dado que g es continua, g~ (w(X)) es un conjunto cerrado en Y. Como Y es cerrado en I, g~ (w(X)) es
cerrada en I; por lo tanto, es un Boreliano de I. Como G es a lo mas numerable, entonces G también es
un Boreliano de I. Asi, T = g~ (w(X)) — G = g7 (w(X)) N (I — G) es un Boreliano en I, que ademés,
es no numerable. Como I es separable y completamente metrizable, por el Teorema 3.0.18, existe C' C T

un conjunto de Cantor. Dado que T es d-revuelto para f, concluimos que C' también es d-revuelto para f. B

Un hecho importante que vamos a aplicar, referente a una sucesiéon de intervalos cerrados anidados
(In)n>1 €s que (> In = [lim a,, lim b,], donde I,, = [ay, b,]. Este hecho lo puede encontrar en la pagina
6 de [16].

Proposicién 3.0.20. Sea (I, f) un sistema dindmico tal que h(f) = 0. Si todo omega conjunto limite
infinito para f tiene solamente pares de puntos distintos que son f-separables, entonces todos los puntos

de I son aproximadamente periédicos para f.

Demostracién:

Sea x € I. Si w(x, f) es finito, entonces, por la Proposicién 1.4.7, tenemos que z es aproximadamente
periédico. Ahora, supongamos que w(z, f) es infinito. Por la compacidad de I y por el Teorema 1.4.2 inciso
(41), todos los conjuntos omega limite en el intervalo son compactos; por lo tanto, tienen minimo y maéxi-
mo. Para cada n € NU{0} y cada i € {0,...,2" — 1}, sean a!, = min w(fi(x), "), b, = maxw(fi(x), f*")
y It = [af),b%]. Sea (X,,)n>0 la sucesién de intervalos cerrados dada por la Proposicién 3.0.7 para w(z, f).

Observacion: Para toda n € NU {0} y para toda j € {0,...,2""! — 1} existe ¢ € {0,...,2" — 1} tal
que j =167 =1+ 2"

Afirmacién 1: Para toda n € NU {0} y para toda i € {0,...,2" =1}, I ., U I;‘ﬁn CIi.

Razén: Sea n € NU {0} y sea i € {0,...,2" —1}. El Teorema 1.4.2 inciso (vii) nos asegura que

para cualquier m € N U {0}, una funcién continua g y un punto z, tenemos la igualdad w(z,g) =
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U;”:_Ol w(g'(z),g™). Aplicando esto a m = 2, g = f?" y z = fi(z), tenemos que w(fi(x),f2n+1) U
w2 (@), 7)) = w(fi(x), f2"). Bsto implica que I}, U T2 C 17,

. n+1__
Afirmacién 2: Para toda n € NU{0} pasa que cada miembro de la familia {I/, }?:0 ! esté contenido
en algin miembro de la familia {I}, 12:5 '
Razon: Sea j € {0,...,2’”r1 — 1}. Por la observacién, j =i+ 2" 6 j =i, donde i € {0,...,2" — 1}.

., J ;
De esta manera, por la Afirmacién 1, tenemos que I, | C I;.

Afirmacién 3: Para toda n € NU {0} y para toda i € {0,...,2" — 1}, a’,, b}, € w(x, f).
Razén: Dado n € NU {0} e i € {0,...,2" — 1}, por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), w(f*(z), f*") C
w(z, f). Lo que implica que a’,, b, € w(x, f).

n»vn

Afirmacion 4: Para toda n € NU {0}, la familia {I}L}igl es ajena dos a dos.

Razén: Sean € NU{0}. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (i), dados 4, j € {0,...,2" — 1} distintos, f/(X,,)
v f7(X,) son ajenos. Por la Proposicién 3.0.7 inciso (v), w(fi(z), f2") C fi(X,) y w(f(z), ") C 1 (Xn).
Dado que f*(X,) y f/(X,) son intervalos, tenemos que I’ C f{(X,) y I C f7(X,); implicando que I! e

I}, son ajenos.

Afirmacién 5: Dada e > 0 existe m € NU {0} tal que para toda ¢ € {0,...,2™ — 1} se cumple que
diam(I%,) < e.

Razén: Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que existe € > 0 tal que para todan € NU{0}

existe j, € {0,...,2" —1} tal que diam([%") > €. Sea ap € IJ. Suponga definidos ag,...,a, tales

que para cada k € {0,...,n}, ai € I}*. Como diam(I)"}') > €, I"}' es no degenerado. Asi, existe
Gnt1 € Ifl’rf —{ao, ...,ap}. Con esto, hemos definido una sucesién (a,)n,>0 de reales distintos tales que

para cada n € NU{0}, a,, € I". Por la Afirmacién 1, tenemos que (ay,)n>0 es una sucesién en IJ. Como I
es compacto, existe una sucesion estrictamente creciente (ny)r>0 de enteros no negativos y existe a € Ig

tal que lim a,, = a.
k—o00

Afirmacién 5.1: Para cada m € NU{0} existe un unico s, € {0,...,2™ — 1} tal que a € IS y tal que

tiene una infinidad de términos de (ap, )r>0-

Razén: Sea m € NU{0}. Como (ny)x>0 es estrictamente creciente, existe K € NU{0} tal que para toda
k> K, np > m. Sea k > K. Por la Afirmacién 2 aplicada ny — m veces, tenemos que cada integrante de

1 . J
, en particular, I;,;*. Esto

la familia {1}, }?:;_1 estd contenido en algin integrante de la familia {Ifn}?;no_
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implica que a,, estd en alguno de los intervalos de la familia {I%}?:(;l. Dado que k > K fue arbitraria, lo
que tenemos es que {an, | k > K} estd contenida en U?:O_l I',. Como (an, )k>k estd formada por reales
diferentes, {a,, | k£ > K} es infinito; y dado que la familia {Iﬁn}?:()_l es finita, existe s, € {0,...,2" — 1}
tal que I3 tiene una infinidad de elementos de {a,, | kK > K}. De esto, podemos construir una subsuce-
sién (an, )r>0 de (an,) tal que todos sus términos se encuentren en /. Como klirglo an, = a, tenemos que
TILIgO an,, = a'y, dado que I es un conjunto cerrado, a € I Si existe p,, € {0,...,2™ — 1} diferente
de s, tal que a € Ih", entonces Ih" N ISm = (). Pero esto es una contradiccién con la Afirmacién 4, asf
que I3m es el tinico que tiene a a. Andlogamente, si resulta que I5" contiene una infinidad de términos
de (an, )k>0 , entonces podriamos construir una subsucesion de (an, k>0 en Ih" que sea convergente a a
y, como Ih™ es un cerrado, entonces a € Ih" N ISm. Esto es una contradiccién con la Afirmacién 4. Con

lo cual terminamos la prueba de la Afirmacion 5.1.

Ahora, formamos la sucesién de intervalos (I:"),>0, donde para cada n € NU {0}, I" es el dado por

la afirmacion 5.1.

Afirmacion 5.2: (I )p>0 estd anidada.

Razon: Sea n € NU {0}. Por la afirmacién 2, tenemos que I"%! C (J2- " IZ. Por la afirmacién 4, I3

n+1
n_ . ’ ’ . n n ’
vy H= (U?:o L I) — 3" estdn mutuamente separados; asi que, por la conexidad de IZ _:11, ITSL ++11 CLino

S .7 S . . S
I."1" € H. Por construccién, a € I} N I3*; lo cual implica que I,\5' C I3

Afirmacion 5.3: Para toda n € NU {0}, diam(I;") > e.

Razén: Sea m € NU{0}. Tenemos que I tiene una infinidad de términos de (ap, )r>0, asi, podemos
encontrar una subsucesién (an, )r>o0 de (an,)r>0 tal que es una sucesion en I;m y tal que converge a
a € Iy, Como (ng,),>o es estrictamente creciente, existe r € N U {0} tal que ng, > m. Tenemos que
ap,, estd en I,?;ﬁ’“. Aplicando la Afirmacién 2 ng, —m veces, llegamos a la conclusién de que I:Z;’jr esta
contenido en U?:o_l I'.. Por la Afirmacién 4, I3 y H = (U?:O_l Il) — I estdn mutuamente separados
y, por la conexidad de I;Z’? , I:Z;ﬁr CIsm ¢ IZZ;? C H. Pero tenemos que an, € I;T;’;T NI 1o cual implica

’in . 74n . .
que Ip,*" C I3m. Dado que diam(In,'") > €, concluimos que diam(I3) > e.

= [a,b], donde

a=lima;* y b=1limb;». Por la Afirmacién 5.3, para cada n € NU {0}, b5 — ai» > e. Como los limites

Procedemos a encontrar una contradiccién. Por la Afirmacién 5.2, J = (50"
son monétonos, b — a > e. Esto implica que b # a. Adem4s, por la Afirmacién 3, para toda n € NU {0},
asn bir € w(x, f) y, como w(x, f) es un conjunto cerrado (Teorema 1.4.2 inciso (i7)), a,b € w(zx, f). Por
la Proposicién 3.0.7 inciso (v), para cada n € N U {0}, w(f*"(z), f*") C f*(X,). Dado que f*(X,)
es un intervalo, I3 C f*(X,). Esto implica que para toda n € NU {0} existe s, € {0,...,2" — 1} tal

que a,b € J C f*(X,). Asi, por el Lema 3.0.10, tenemos que a y b no son f-separables. Esto entra en
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contradiccién con la hipétesis de que todo par de puntos distintos de w(x, f) son f-separables. Con esto

probamos la Afirmacién 5.

> 0. Por la Afirmacién 5, existe m € N U {0} tal que para toda ¢ € {0,...,2™ — 1},

., . ; 2mFl_1 . . ,
. Por la Afirmacién 2, cada miembro de {I}n +1}i:0 tiene didmetro menor a €, asi, pode-

Fijemos
diam(I%) <

mos considerar a m > 1.

Nl

Afirmacién 6: Existe y € IO un punto tal que f2"~'(y) = y, y para cada i € {1,...,2™ —1},
fiy) € I,

Razén: Seai € {1,...,2™ — 1}. Sabemos que f(w(fi~1(x), f2")) = w(fi(z), f") (por el Teorema 1.4.2
inciso (v)), por lo tanto, existen u,v € w(fi~1(x), f2") tales que f(v) = al, y f(u) = b,. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que u < v. Entonces, dado que f([u,v]) es un intervalo, I}, C f([u,v]) C f(IL1).
Ademis, por el Teorema 1.4.2 incisos (v) y (vi), f(w(f* 1 (x), f2")) = w(f?" (x), f2") = w(z, f2"); por
lo tanto, existen u, v € w(f2" " (z), f2") tales que f(v) = a® y f(u) = b2,. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que v < v. Dado que f([u,v]) es un intervalo, tenemos que I% C f([u,v]) € f(I2"~'). En
resumen, para todo i {0,...,2™ — 1}, ItFY C f(I%),y IO, C I2"~1; asi, por el Teorema 2.2.5, existe y € I2,
tal que f2"~!(y) =y y tal que para cada i € {1,...,2™ — 1}, fi(y) € I},.

Como para cada i € {1,...,2™ — 1}, f? es uniformemente continua, existe J; = 9i(5) > 0 dada para la

continuidad uniforme de f?. Definimos a § = min {517 Sliefl,....2m— 1}}, la cual resulta ser positiva.

Afirmacién 7: Existe N € NU {0} tal que para toda k > N existe z;, € w(z, %) tal que
| [P (@) — 2 [< 6.

Razén: Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que para toda N € N U {0} existe kxy > N
tal que para toda z € w(w, f2") se tiene que | f*¥2" (z) — z |> §. Por lo supuesto, existe so = kg > 0 tal
que | f502"(z) — z |> 6. Supongamos definida sy. Asi, existe sy41 = ksy+1 > sy + 1 tal que para todo
z € w(z, f2") se tiene que | f*¥+12" (x) — 2z |> 6. Con esto, hemos formado una subsucesion (f5¥2" (z)) N0
de (52" (x))s>0 tal que para toda N € NU{0} y para toda z € w(z, f2") se tiene que | fN2" (z) — 2 |> 4.
Como I es un espacio compacto, (f*N 2 (x))nN>0 tiene una subsucesién convergente a un punto p € I. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que (f*V2" (x))n>o converge a p. Como (f*N2" (x))n>0 es subsuce-
sion de (f52" ())s>0, tenemos que p € w(z, f27). Asi, existe un entero Ny tal que | f5¥%" () —p |< 6.

Esto es una contradiccién, ya que por construccién | f$¥2" (z) —p |> 4.
Afirmacién 8: Para todo k > N y para todo i € {0,...,2™ — 1}, | fi(y) — fi(z) |<

Razén: Sea k > N y sea i € {0,...,2™ —1}. Como z;, € w(x, f2"), por el Teorema 1.4.2 inciso (vi),



87
fi(zr) € w(fi(z), f2) C I¥,. Por la Afirmacién 6, f'(y) € I, y, como diam(I}) < S fily)—fize) |< 5

Sea k > N yseai€ {0,...,2™ — 1}. Por la desigualdad del tridngulo, tenemos que
| SR ) = R ) ISP @) = F ) L ) = P ) |
Por la Afirmacién 7, | f¥2" (z) — 2z [< § < $; en consecuencia, por la continuidad uniforme de 1,
| P ) — ) < S () - P (W) |
Ademés, por la Afirmacién 6, f*2" (fi(y)) = f*(f**" (y)) = f(y), entonces, por la Afirmacién 8,
| R ) = PR (y) < S+ 5 =
Esto implica que para toda n > N2™, | f*(z) — f™(y) |< €. En otras palabras,
lmsup | f*(z) = f"(y) [< e

Por definicién, concluimos que x es aproximadamente periddico. |

Ahora, vamos a dar la definicién de que un sistema dindmico sea cadtico en el sentido de Li-Yorke.

Definicién 3.0.21. Sean X un espacio métrico compacto y (X, f) un sistema dindmico. Decimos que

(X, f) es Li-Yorke cadtico si y solo si existe S C X no numerable tal que es un conjunto revuelto de f.

Teorema 3.0.22. Sea (I, f) un un sistema dindmico tal que h(f) = 0. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
(1) (I, f) es Li-Yorke cadtico.
(ii) Existe x € I tal que no es aproximadamente periédico para f.

(#47) Existe un omega conjunto limite infinito de f tal que tiene un par de puntos distintos que no son

f-separables.

(iv) Existe § > 0 y existe C' C I conjunto de Cantor tales que C' es un conjunto j-revuelto de f.

Demostracion:
(1) = (i7) Por contrapuesta. Supongamos que todos los puntos en I son aproximadamente periédicos.
Asi, si tomamos x,y € I, por el Lema 1.4.6, tenemos que

lim _d(f" (), f*(y)) =0 o Hminfd(f"(z), f"(y)) > 0.

n—-oo

En cualquier caso, tenemos que x y y no forman un par de Li-Yorke. Como fueron dos puntos arbitrarios,

tenemos que f no puede tener un conjunto no numerable que sea revuelto; por lo tanto, (I, f) no es
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Li-Yorke cadtico.

(13) = (4i7) Por contrapuesta. Supongamos que todo omega conjunto limite infinito de f tiene sola-
mente pares de puntos distintos que son f-separables. Asi, aplicando la Proposiciéon 3.0.20, tenemos que

todos los puntos de I son aproximadamente periédicos.

(7i1) = (iv) Supongamos que existe un x € I tal que w(z, f) es infinito y tal que tiene un par de puntos
distintos ag y a1 tales que no son f-separables. Por el Lema 3.0.10, tenemos que para toda n € N existe
in € {0,...,2" — 1} tal que ag,a; € f(X,), donde (X, ),>0 es la sucesién de intervalos dada por la Pro-
posicién 3.0.7 para w(z, f). Por la Proposicién 3.0.7 inciso (iv), para todan > 0, w(z, f) C U?ial U Xn).
Tomando x¢p = x1 = x, podemos aplicar el Lema 3.0.19, con lo cual aseguramos las existencias de una

60 > 0y de un conjunto de Cantor C' C [ tales que C es un conjunto d-revuelto de f.

(iv) = (4) Si suponemos (iv), el conjunto de Cantor C' es un conjunto é-revuelto que es no numerable,
asi, (I, f) es Li-Yorke cadtico. |

Ahora, estamos listos para demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.0.23. Sea J C R un intervalo cerrado y sea f : J — J una funcién continua tal que
h(f)=0. Si f tiene un par de Li-Yorke, entonces existe una § > 0 y existe C C J un conjunto de Cantor

tales que C' es un conjunto §-revuelto para f.

Demostracion:
Sean x y y dos puntos en I que forman un par de Li-Yorke. Si ambos puntos son aproximadamente
periddicos para f, entonces, por el Lema 1.4.6,

lm _d(f" (), f*(y)) =0 o Hminfd(f"(z), f"(y)) > 0.

n—-oo

Lo cual, en cualquiera de los casos nos dice que  y y no son un par revuelto. Asi, alguno de los dos no
es aproximadamente periédico para f. Por el Teorema 3.0.22 equivalencia (ii)-(iv), existe 6 > 0 y existe

un conjunto de Cantor C C [ tales que C' es un conjunto d-revuelto de f. |



Capitulo 4
Conjunto de Cantor o-revuelto 11

En este capitulo, de nuevo estudiaremos sistemas dindmicos (I, f) de tal manera que I es un intervalo
compacto con la métrica usual heredada de R. El objetivo de este capitulo es probar que dada una funcién
f + I — I continua, es suficiente que tenga un par de Li-Yorke para que tenga un conjunto de Cantor
d-revuelto.

Para probar este resultado, veremos qué pasa con los sistemas dindmicos para los cuales la entropia
topoldgica de la funcién es positiva. Comenzaremos recordando la definicién de la funcion corrimiento,
o : % — ¥ dada por o((ag,a1,a9,as,...)) = (a1, as,as,...). Dicha funcién es, claramente, suprayectiva.
Veamos que es continua. Sea a = (ap)p>0 € X y sea € > 0. Sabemos que existe N € N tal que QLN < g,
asi, proponemos que § = QN% Sea b € ¥ tal que dx(a,b) < 4. Por el Lema 3.0.16, las primeras N + 2
coordenadas de a y b son iguales. Esto implica, por la definicién de o, que las primeras N + 1 entradas de
o(a) y o(b) son iguales. De nuevo, por el lema 3.0.16, ds(o(a),o (b)) < 2% < e. Con esto probamos que ¢

es continua en a y, dado que a fue arbitrario, se sigue que o es continua.

Teorema 4.0.1. Sea (I, f) un sistema dindmico. Si f tiene una herradura estricta, digamos {.Jo, J1},
entonces existen Y C I compacto, g : Y — ¥ funcion, F C Y a lo mds numerable, A C 3 y una familia

de subintervalos de I cerrados y no degenerados {J( tales que cumplen

ao,...,an—l)}(n,(ao,...,an71))€N><{O,l}n
las siguientes condiciones:

(1) g:Y — ¥ es continua y suprayectiva tal que

y oy

g g
¥——=3
ag
conmuta, es decir, g o fly = oo g, donde o es la funcion corrimiento;
(i) gy—r:Y — F — X — A es una biyeccion;

(iii) gp: F' — A es dos a uno;

89
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(iv) para cadamn € N y para todo (ag, ... ,an—1),(bo,...,bn—1) € {0,1}", Jaosesan1) NV (bosebnr) = 0,
si(agy ... an—1) # (boy-..,bp-1);
(v) para cadan € N, conn > 2, y para todo (ao, - ..,an-1) € {0,1}", Jiao, . an_1) € J(ao,....an_s);
(vi) para cadan € N, con n > 2, y para todo (ag,...,an,—1) € {0,1}", f (J(ao,...,an_l)) = Jla1,an_1);
(vii) para todon € N y para todo (ag,...,an,—1) € {0,1}",

{z € Y | g(x) comienza con ag,...,an—1} =Y N Jagsan_r)s ¥
(viii) para toda (ap)p>0 € X — g(F), nh_}ngo diam (J(QO,._.7an71)) =0.

Demostracion:
Dado que f tiene una herradura estricta {Joy, J1}, por la Proposicién 2.2.7, existe una familia de inter-

valos cerrados no degenerados,

tal que cumple las siguientes condiciones:

(i) para cada n € Ny para todo (ao,---,an-1), (bo,---,bn-1) € {0, 1}", Jiaq,...an_1) N Jibo,.pn_1) = 0;
si (CLQ, Ce ,an,l) 75 (bo, ey bnfl);

(i7) para cada n € N, con n > 2, y para todo (ag,...,an—1) € {0,1}", Jag,an_1) S J(ag,san_s2)}
(i4i) para cada n € N, con n > 2, y para todo (ag,...,an—1) € {0,1}", f (J(ao,...,an_n) = Jlar,an1)} ¥

(iv) para cada n € N, con n > 2, y para todo (ag,...,an—1) € {0,1}", f(FTR (J(aOv--”a"—l))) -
Frg (J(al,...,an_ﬂ)'

Para todo b = (by),~, € %, definimos J, = (2, J(bg,....bn_1)- Lenemos que J es un intervalo cerrado
no vacio, ya que es una interseccién de intervalos cerrados no vacios y anidados. Sean b, ¢ € Y tales que
b # c. Asi, existe k € NU {0} tal que by # ¢ y, por lo tanto, (bg,...,bx) # (co,...,cx). Por el inciso (i),
o, i) N S coyer) = 03y como Jo € iy ey ¥ Jb S J(ng,... ) entonces, Jp N J. = (). Es decir,

para todo b,c € X, con b # ¢, J, N J. = 0. (4.1)
Sea
Yo = ﬂ U I (bo,.bn1)s
n>1 (bo,.oobn—1)€{0,1}"
y sea

Y =Y — U Intg (Jp).
bex
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Tenemos que para cada n € N, U(bo,...,b 0,1} J(bo,....bn_1) €8 un conjunto cerrado, por ser unién finita

n—l)
de cerrados; asi, ¥y es un cerrado, por ser interseccién de conjuntos cerrados. Ahora, (J,cy, Intr (Jp)
es un conjunto abierto, por ser unién de conjuntos abiertos. De este modo, su complemento ¥ =

Yo — Upes Intr (Jp) = Yo N (I — Upes Intr (Jb)) es un conjunto cerrado, por ser interseccién de cerrados.

Afirmamos que

Yo = J-
beX
Sea y € Yp. Tenemos que y € Uy eq0,13 J(bo); 8st; existe co € {0,1} tal que y € Ji.). Supongamos que

estdn definidos cg,...,c; € {0,1} tales que y € Jico) N+ N Jigy,...cr)- Como y € Yy, se sigue que y €

k)

. k+2
U(bo,...,bkﬂ)e{o,l}’““ J(bo,... 1) De esta forma, existe (do,...,dk41) € {0,1} 2 tal que y € Jdoy.disr)-

Por el inciso (i7), J(ay,....d,1) S J(do,....dy), entonces y € Jig,, . 4., s decir, y € Jigy. . a,) NV J(co,....c)- PoOr €l
inciso (7), se sigue que (co, ..., cx) = (do,...,dy). Asi, definamos cxy1 = d41. Por lo tanto, encontramos

una sucesién ¢ = (¢p),>o € & tal que para todan € N, y € Jico es decir, y € J.. Concluimos

7"'7Cn—1)7
que y € Upes; Jb, con lo cual Yo C (Jyes; Jo. Ahora, sea y € (Jyeys, Jo, resulta que existe ¢ € ¥ tal que
y € Je=Ny>1J(co,..cn1)» €8 decir, para todan € N, y € Jig .. ). Esto implica que para toda n € N,

y € U(bo,.‘.,bnq)e{o,l}" Jbo,....bn_1) ¥» POT lo tanto, y € Yy, obteniendo que (Jycx; Jp € Yo.

Ahora, por (4.1) y ya que Yy = [Jyex; Jo, Yo €s una unién ajena; con lo cual deducimos que Y =

Uses (Jo — Intr () = Upes, Frr (Jp) también es una unién ajena.

Sea g : Y — ¥ dada por g (z) = b, si z € Jp. Notemos que g estd bien definida ya que para toda
r €Y existe b € X tal que x € Jp. Por (4.1), si ¢ € X satisface que ¢ # b, entonces J. N J, = 0; lo
que quiere decir que x ¢ J.. Asi, g le relaciona a x una y sélo una sucesién, que en este caso es b. Sea
b e X. Como J, # 0, existe x € Jp y, en consecuencia, g(x) = b, concluyendo que g es suprayectiva.
Veamos que g es continua. Sea x € Y y sea € > 0. Sea n € N tal que 2% < e Sead € X tal que = € Jy.
Con esto g(z) = d. Dado que F = {J(b()w"vbn)}(bo,...,bn)e{o,l}”+1 es una familia finita, podemos considerar
el minimo de las distancias que hay entre sus miembros, digamos ¢*. Por el inciso (i), tenemos que F
es una familia de conjuntos compactos que son ajenos dos a dos, asi que 6* > 0. Sea y € Y tal que
|y —x |< 6" Sear € X tal que y € J,. Debido a esto g(y) = . Si y & Jg,,...4,), entonces y € Jio 1.y,

donde (do,...,dn) # (ro,...,7mn). Asi, 0* >| y —x |> dist (J(do7...,dn)’J(ro,...r

yI'n

)) > 6*; lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, y € Jig,, .. 4,)- Por el inciso (i), esto implica que (do, . ..,d,) = (ro,...,7n). Se
sigue, por el Lema 3.0.16, que ds; (9(y), 9(z)) = dx (r,d) < 5 < €. Con esto se demuestra que g es continua.

Veamos que g o fly = o o g. Para ello, probaremos un par de cosas:

(1) Para todo a € &, f (Frr (Jo)) = Fre (Joa)-
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Razon: Sean a = (ap)n>0 € Xy € Frg (J,). Como J, es interseccién de intervalos cerrados anidados,
existe una sucesion (z,)p>1 tal que nh_}ngo Tn = x y tal que para toda n € N, z,, € Frg (J(ao,...,an,l))-
Ahora, por (iv), para toda n € N, f(x,) € Frg (J(al,,,.7an_l)). Asi, hay una cantidad infinita de puntos
de (f(zn))n>1 tales que son minimos o son méximos de los intervalos que los tienen, respectivamente.
De este modo, existe una sucesion estrictamente creciente de naturales (nj)r>1 tal que para todo k € N,
f(zn,) = 1111'n1](a17...’anlfl)7 6 para todo k € N, f(zp,) = méxJ(ahm’anrl). Como nh;ngoxn = z, resulta

que kh’m Ty, = x; asi, por continuidad, ka f(zn,) = f(z). Al ser J,(,) una interseccién de intervalos
—00 —00

cerrados anidados, 7}1_{{.10 minJg, a_1) € FR (Jg(a)) y 7}1_{{.10 max Jiay . an_1) € Fr (Ja(a)). Se sigue que

f(z) = lim f(z,,) = klim max J(a, a4, ) € FTr (Jo(a))

k—o00 —00
o bien, que

f(z) = lim f(zy,) = klggo min J(al»--wankfl) € Frr (‘]Cf(a)) :

k—o00
Con esto tenemos que f (Frgr(J,)) C Frg (Ja(a)). Ahora, sea y € Frg (Ja(a)). Como Jy(g) es una in-
terseccién de intervalos cerrados y anidados, existe una sucesion (yn)n>1 tal que para todo n € N, y,, €
Frg (J(a1 o _1)), y tal que lim vy, =y. Por (iv), para todo n € N existe z,, € F'rg (J(ao) o _1) tal que
’ "n n—soo El n
f(zn) = yn. Asi, hay una infinidad de términos de (25, )n>1 tales que para todan € N, z,, = min Jiq) 4, 1);

6 para toda n € N, x, = min J(4, ). Con esto, podemos formar una sucesién (r, )r>1, que sea sub-

s5eenOn—1

sucesién de (zn)n>1, tal que para todo k € N, x,, = minJ 6 tal que para todo k € N,

a0»~~~7ank71)7

Ty, = MAX J(ao,...,ank_l)- Tenemos que J, es una intersecciéon de intervalos cerrados anidados, consecuen-
temente x = lim z, € Frg (J,); implicando que lim f(zy,,) = f(z). Ahora, lim f(z,, )= lim y, =y
n—00 k—o0 k—o00 k—o0

y, por la unicidad del limite, f(z) = y. Con esto, y € f (Frgr (J,)), es decir, Frg (Ja(a)) C f(Frr(Jy)).

@) fy)=Y.

Razén: Sea x € Jyex, Frr (Jy(a))- Tenemos que existe a € X tal que z € Fry (Ja(a)). Como o(a) € X,
r € Uyes Frr (Ja). Ahora, sea x € |J,c5 F'rr (Jo). Entonces existe a = (an)n>0 € X tal que z €
Frg (J,). Podemos definir ¢ = (0, ag,a1,...). Asi, o(c) = a; con lo cual x € Frg (JU(C)), es decir, z €
Uses Frr (Jo(a))- Esto demuestra que J,cx, Frr (Jo(a)) = Uges Frr (Ja). Asi, tenemos que

= Fre (Jo() (Por (1))

= U FT’R (Ja) <U FT’]R (Ja(a)) = U FTR (Ja)>

a€y a€eX
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Corroboremos que g o fiy = 0 og. Dado x € Y, por (4.1), existe a € X tal que x € Frg (J,). Por (1),
f(z) € Frr (Jy(a))- Esto implica que g(f(z)) = o(a) = o(g(x)), es decir, que el diagrama

y&y

g g

Yy —3

g

es conmutativo.

Sea b = (bs)s>0 € X y sea n € N. Afirmamos que

H = {x €Y | g(x) comienza con by, ...,bp—1} =Y NJp, 3

nfl)'

Sea x € H. Por definicién de H, x € Y y g(x) comienza con by,...,b,—1. Consecuentemente, por
definicion de Jy(,y, © € Jy@) S Jipg,....b,_)- Esto implica que z € Y N Jp,, . p,_,); con lo cual tene-

mos una contencién. Ahora, sea x € Y N Jy, 5, ) Como z € Y, existe ¢ € ¥ tal que x € Je.

Por definicién de J., tenemos que z € J. C Ji¢y, . cn_y)- St (bos---3bn—1) # (co,--.,Cn—1), entonces,
por (i), T(bo,bn1) NV Jcoren1) = (0; lo cual no puede ser, ya que = € Jvorpn1) N Jico,en_1)- Asi,
(boy .-y bn—1) = (co,...,cn—1). Como g(z) = ¢y ¢ comienza con (cg,...,cn—1) = (bo,...,bp_1), tenemos

que x € H.

Observemos que el conjunto A = {b € ¥ | J; es no degenerado} es a lo mas numerable, ya que si no
lo fuera, por (4.1), tendriamos una cantidad no numerable de intervalos no degenerados ajenos dos a dos.
Por la densidad de los ntimeros racionales, en cada uno de estos intervalos podemos encontrar un ntmero
racional y, dado que los intervalos son ajenos dos a dos, tenemos que todos los racionales que encontramos
son distintos entre si, es decir, tendriamos una cantidad no numerable de ntimeros racionales. Lo anterior

es contradictorio con el hecho de que los niimeros racionales son numerables.

Ahora, tenemos que para cada ¢ € A, el intervalo J. no es degenerado. Asi, si definimos el conjunto
F =g YA) ={z €Y |g(x) € A}, entonces tenemos que por cada elemento ¢ € A existen exactamente
dos elementos x.,y. € F tales que g(z.) = g(y.) = c¢. Ademés, dado que A es a lo més numerable, F’
también lo es. Por otro lado, sea ¢ € ¥ — A. Por definicién de A, J. es degenerado. Sea {z} = J.. Por
definicién de g, existe uno y sélo un punto, a decir z, en Y tal que g(z) = ¢. Como g(z) ¢ A, resulta
que x ¢ F. Asi, para cada ¢ € ¥ — A existe uno y sélo un punto z. € Y — F tal que g(z.) = c. Es decir,
gy_r:Y — F — 3 — A es una biyeccidn.

Para finalizar la prueba del teorema, sea b = (b,,)n>0 € X —g(F). Como g es suprayectiva, g(g~1(A)) =
A. Se sigue que b € X —g(F) = X —g(g'(A)) = ¥ — A; esto implica que .J, es degenerado. Como .Jj, es una

interseccion de intervalos anidados, tenemos que lim minJg,  5,_,) = minJy y lim méxJp, 5. ) =
n—o0 e n—00 e

n—1
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méx J,. Dado que Jp, es degenerado, lim méx Jy, . 4, ) = maxJ, = minJ, = lUm min Jp, 5. 1) Vs
n—+00 e n—00 e
como lim diam(.J = lim maxJ — lim min J tenemos que
o ( (b07-~~7bn71)) oo (b, sbn—1) (b0, sbn—1)> q
lim diam(J, =0.
N—>00 ( (b07~-~abn71))

|
Vamos a probar que en los sistemas dindmicos donde el espacio es un intervalo compacto, el hecho
de que la entropia topoldgica de la funcién sea positiva, nos implica la existencia de una § > 0 y de un

conjunto de Cantor que es §-revuelto para f.

Teorema 4.0.2. Sea (I, f) un sistema dindmico. Si h(f) > 0, entonces existe una 6 > 0 y existe C' C I

un conjunto de Cantor tales que C' es un conjunto d — revuelto.

Demostracion:

Por el Teorema 2.3.9, existen r,m € N tales que r > 1, %logm > @ y tales que f" tiene una m-
herradura estricta, con m > 2. De la m-herradura estricta, podemos tomar los intervalos con la distancia
méas grande entre ellos, digamos Jy y Ji. Por definicién de m-herradura estricta, tenemos que {Jo, J1}
es una herradura estricta. Asi, ¢ = f" cumple las hipétesis del Teorema 4.0.1, por lo que existen Y C [
compacto, g : Y — ¥ funcién, F' C Y a lo més numerable, A C ¥ y una familia de intervalos cerrados

no degenerados {J(ao,...,an_l)} tales que cumplen de (7) a (viii) para t.

(n,(aoy---,an—1))eNx{0,1}"
Ahora, sea b = (by)n>0 € X — g(F'). Definimos wy, : ¥ — ¥ como
wp <(Cn)k20) = (bo, co, bo, b1, co, c1,bo, b1, b2, co, C1,¢2, .., boy o bp—1,C0y vy Cre1y .. ).

Sean (ap)n>0, (Cn)n>0 € X tales que (an)n>0 # (cn)n>0. Asi, existe p € NU {0} tal que ap # ¢p. Dado que
ap y ¢p tienen las mismas coordenadas en sus respectivas sucesiones y, por la definicién de wy, se sigue
que a, y ¢, aparecen en las mismas coordenadas de wp((an)n>0) y de wp((¢n)n>0), respectivamente; y
como ay # ¢p, entonces wy((an)n>0) # wp((cn)n>0). Por lo tanto, wy, es inyectiva. Veamos que es continua.
Sean a € Xy € > 0. SeaneNtalqueQLn < €y sea 0" = 2% Si ¢ € ¥ es tal que dx(c,a) < 6%,
por el Lema 3.0.16, tenemos que las primeras n coordenadas de ¢ y de a son iguales. Esto implica, por
definicién de wy, que al menos las primeras n+ 1 coordenadas de wy(a) y wy(c) son iguales y, por lo tanto,

ds(wp(a), wp(c)) < 5 < e. Asi, wy es continua.

Para todo ¢ € ¥ tenemos que wy(c) € X. De aqui, tenemos dos opciones:

(1) Siwp(c) € A, por (i7i), entonces existen exactamente dos puntos (), Yu(c) € I tales que g(yu, () =
g(mwb(c)) = wyp(c). Tomemos como el menor de éstos a x,,,(.) y formemos el conjunto que tiene a los

nimeros Y, (¢), digamos G = {ywb(c) eF|ce E}.

(2) Siresulta que wy(c) ¢ A, por (i), existe un inico @y, ) € Y — F tal que g(z.,(c)) = wp(c).
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Asf, reunamos en un conjunto a los niimeros menores () de la primera opcién y a los puntos z,, )

que se encontraron en la segunda opcién. Sea T' = {wa(c) €Y |ce E} dicho conjunto.
Afirmacién: T = g~ (wy, (2)) — G.

Razén: Sea () € T, con ¢ € 3. Por construccién, notemos que g(y,()) = wp(c) € wy(X); impli-
cando que T, () € g (wy (£)). Ademds, T no tiene elementos de G, por lo que Ty (c) € g Hw (o)) —G.
Seay € g1 (wy (¥)) — G. Entonces g(y) € wy(X), se sigue que existe ¢ € ¥ tal que g(y) = wy(c). Si resulta
que wy(c) ¢ A, entonces y es uno de los puntos de la opcién (2), es decir, y € T'. Si pasa que wy(c) € A,

entonces nos encontramos ahora en la opcién (1), pero por construccién de Ty dado que y ¢ G, y € T.
Afirmacion: T es no numerable.

Razén: Sabemos que ¥ es no numerable y, dado que wy, es inyectiva, entonces w,(X) es no numerable;
como g es suprayectiva, se sigue que g~! (wp (X)) es no numerable. Como G es a lo mas numerable, en-

tonces g~ (wp (X)) — G es no numerable.
Sea ¢ = dist(Jp, J1), la cual es positiva ya que Jy y Ji son ajenos, no vacios y compactos.
Afirmacién: T es d-revuelto para t.

Razon: Sean T, (¢), T, (a) € T puntos distintos, donde c,a € X. Como xy,(¢), Ty, (q) son distintos y
wy, es una funcién, ¢ # a. Por lo tanto, existe j € NU {0} tal que a; # ¢;. Por la definicién de wy, hay
una cantidad infinita de coordenadas de wy(a) y de wy(c) en las que coinciden los valores b; y ¢;, es decir,
para todo s € NU {0} existe ks > s tal que las ks 4+ 1-ésimas coordenadas de wy(a) y wpy(c) son b; y
¢j, respectivamente. Con esto, podemos asegurar la existencia de una sucesién de naturales estrictamente
creciente (ks)s>0 tal que las ks 4 1-ésimas coordenadas de wy(a) y wy(c) son b y ¢;, respectivamente. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que a; = 0 y que ¢; = 1. Tenemos que para cada s € NU {0}, por
(i),

ths (Jwb(c)o,...,wb(c)krl,cn) € Je, =1

ks _
t (Jwb(a)o,...,wb(a)ks-m;-)) < Ja; = Jo.

Por definicion de Jy, (q) ¥ Juy(c), tenemos que Ty, (a) € Ju,(a) C Jwy(a)o,...wp ()i, —1,05) Y Twp(c) € Juwy(c) €
Jwy()o,..wp(c)p, _1,¢;)} €N consecuencia, ths (Tw,(@) € Joy ths (24, (c)) € J1. Dado que § es la distancia
entre Jo y Ji, | ths (Twy(a)) — ths (Twy(e)) [> 0. Como las sucesiones (ths (Tuy(a)))s>0 ¥ (ths (Twy(c)))s>0 son

subsucesiones de las trayectorias de ., (4) ¥y de Ty, () bajo t, respectivamente, obtenemos que

Hmsup | " (T, (a)) = " (Twy(e)) [= 9.
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Para dar una mejor descripcion de lo que sigue en la prueba, definamos algo mas. Dado ¢ € X, sabe-
mos que existe una cantidad infinita de coordenadas de wy(c) que son iguales a by. Asi, para cada n € N

diremos que by, ..., b,—1 es el n-ésimo bloque de wy(c) si y sélo si es la n-ésima aparicién de by en wy(c).

De nuevo, sean T, (q), wy(c) € T, con ¢,a € X. Vamos a definir una sucesién de nimeros enteros no
negativos de la siguiente manera: como by estd en la primera coordenada de wy(a) y wp(c), definimos
m1 = 0. Asi, o™ (wp(c)) y 0™ (wp(a)) comienzan con by. Supongamos que esta definido my € N U {0},
donde k € N, de tal manera que o™ (wy(c)) y 0™ (wp(a)) comienzan con el k-ésimo bloque de wy(a) y
wp(c). Notemos que el k-ésimo bloque de wy(a) y wy(c) es by, .. ., bg—1. Sabemos, por definicién de wy, que
las coordenadas siguientes a by_1 en wy(a) y wy(c) son co, ..., Cp—1,b0,---,bk ¥ @0y ak—1,bp, ..., bp,

respectivamente. Asi, tomamos my1 = my + 2k. Entonces

o™ (wy(c)) = Uzk((bo,...,bk_l,co, ey Ch—1,b0, oy bgy ) = (boy .oy bRy )

Y que
o™ (wy(a)) = O'Qk((bo, coybg—1,a0, .. ap—1,b0y ..y bgy o)) = (boy .oy bEy ).

Asi, hemos definido una sucesién de enteros no negativos (my) k>1 estrictamente creciente tal que para
todo k € N, o™*(wy(c)) y o™*(ws(a)) comienzan con b, ..., b;_1. Dado que g o tjy = o o g, tenemos que
para toda k € N,

o (wb(a)) =" (g(wwb(a))) = g(tgbfk (wa(a))) = g(tmk (wa(a)))

o (wb(c)) =o' (g(wa(c))) = g(t‘T}nfk (mwb(c))) = g<tmk (wwb(c)))'

Esto que implica que g(t"™* (T, (c))) ¥ 9(t"* (T, (a))) comienzan con by, ..., bx_1. Asi,
" (T (a))s 1 (T (a) € {7 € Y | g(x) comienza con by, ..., bg_1}.
Por (vii), para cada k € N,
{r €Y | g(x) comienza con bo,...,bx—1} =Y N Jwy b 1) S Jvo,..bpr)-
Ahora, dado que b € ¥ — g(F), por (viii), khﬁrrolo diam (J(b07.__7bk_1)) = 0. De esta forma,
klggo diam ({z € Y | g(x) comienza con by, ...,bx_1}) =0

y, COMo

| "% (T () — " (T (a)) | diam ({z € Y | g(z) comienza con by, ...,bg1}),

resulta que

Jm |27 (@, (0)) = 7 (T (@) [= 0.
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Esto implica que

Umiinf | ™ (24, (0) — ™ (Zuy(a) |= 0-

Con esto terminamos de probar la afirmacion.

Para finalizar con la prueba del teorema, como ¥ es compacto y wy es continua, wp(X) es compacto
y, por lo tanto, w(X) es cerrado. Dado que g es continua, entonces, g~!(wy(X)) es un conjunto cerrado
en Y;y como Y es cerrado en I, entonces, g~ !(wy(X)) es cerrada en I. Asi, g~ (wy(2)) es un Boreliano
de I. Como G es a lo mas numerable, G’ también es un Boreliano de I. Como T = g~} (wp(%)) — G =
g 1 (wy(X))N (I — G), resulta que es un Boreliano de I, que adem4s, es no numerable. Como I es separable
y completamente metrizable, entonces, por el Teorema 3.0.18, existe C' C T" un conjunto de Cantor. Dado
que T es d-revuelto para t, entonces, C' también es d-revuelto para t. Ahora, por la Proposicién 1.3.2

inciso (iv), tenemos que C' es un conjunto de Cantor d-revuelto para f. |

Teorema 4.0.3. Sea (I, f) un sistema dindmico. Si I tiene un par de Li-Yorke de f, entonces existe una

0 > 0 y un conjunto de cantor C C I tal que C es un conjunto d-revuelto de f.

Demostracién:

Supongamos que tenemos un sistema dindmico (I, f) tal que existen z,y € I que forman un par de
Li-Yorke de f. Si h(f) > 0, por el Teorema 4.0.2, tenemos que existe § > 0 y existe un Cantor C' C I tal
que C es d-revuelto para f. Si h(f) =0, como x y y forman un par de Li-Yorke para f, entonces, por el
Teorema 3.0.23, existe § > 0 y existe un Cantor C' C I tal que C' es d-revuelto para f. Con esto, tenemos

la prueba del teorema. |

Antes de seguir al siguiente capitulo, debemos mencionar un par de cosas mas.
Definicién 4.0.4. Un arco es un espacio topoldgico que es homeomorfo a [0, 1] con la topologia usual.

Una prueba de la siguiente caracterizacién de conjunto de Cantor puede ser encontrada en la pagina
217 de [28].

Teorema 4.0.5. El conjunto de Cantor (con la métrica usual) es el tinico espacio métrico que es totalmente

disconexo, perfecto y compacto, salvo homeomorfismos.

Teorema 4.0.6. Sea (A, f) un sistema dindmico, donde A es un arco. Si A tiene un par de Li-Yorke para

f, entonces existe una § > 0 y existe un conjunto de Cantor C C A tales que C' es §-revuelto para f.

Demostracion:

Sean xz,y € A un par revuelto de f, es decir, existe 6* > 0 tal que limsupda(f™(z), f*(y)) > 6* y
liminf da(f™(x), f"(y)) = 0. Sea h : [0,1] — A un homeomorfismo. Como h es suprayectiva, existen
w,z € [0,1] tales que h(z) = z y h(w) = y. Sea € > 0. Como h™* : A — [0,1] es continua y A es
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compacto, h~! es uniformemente continua; asi, existe 6; = d1(¢) > 0 dada por la continuidad uniforme de
h=1. Como liminf da(f"(h(z)), f*(h(w))) = 0, existe una sucesién estrictamente creciente de enteros no
negativos (ny)r>o tal que kll}n;o da(f™ (h(z)), f™ (h(w))) = 0. Se sigue que existe K € NU{0} tal que para
toda k > K, da(f™(h(2)), f*(h(w))) < d1. En consecuencia, | h=*(f™ (h(z))) — h=1(f™ (h(w))) |< e.
Dado que € > 0 fue arbitraria, klg](r)lo | A=Y (™ (h(2))) — B Y(f™ (h(w))) |= 0. Esto implica que

ltminf | k= (" (h(=)) — b~ (F (h(w))) |= 0.

Ahora, si suponemos que para todo § > 0, limsup | A=1(f?(h(2))) — R~ (f"(h(w))) |< I, entonces
timsup | A= (f"(h(2))) — b= (/" (h(w))) |= 0, es decir,

0 =limsup | A (/" (h(2))) — b~ (f"(h(w)) |= Lmint | A= (F"(h(2))) — b~ (/" (h(w))) | -

Con esto, aseguramos que

lim | A1 (f" (h(2))) = h™H(f"(h(w))) |= 0.

n—oo
Como h : [0,1] — A es uniformemente continua, existe dy = d2(6*) > 0 dada por la continuidad
uniforme de h. Por lo dicho en el parrafo anterior, existe N € N U {0} tal que para todo n > N,
| AL (f"(h(2))) — AL (f*(h(w))) |< d2; implicando que

da(f"(h(2)), f"(h(w))) = da(h(A™ (f" (h(2))), A(h™(f" (h(w))))) < 8"

Asi, limsupda(f™(x), f*(y)) = limsupda(f"(h(z)), f*(h(w))) < §*; que es una contradiccién con el he-
cho de que = y y forman un par de Li-Yorke médulo 6* de f. Con esto, tenemos que existe d3 > 0 tal
que limsup | A= 1(f*(h(2))) — R~ 1(f"(h(w))) |< &5. En resumen z,w € [0, 1] forman un par de Li-Yorke
de h™to foh:[0,1] — [0,1]. Aplicando el Teorema 4.0.3, existe d4 > 0 y existe un conjunto de Cantor
C C [0,1] tales que C es un conjunto dy-revuelto de h=! o f o h.

Sean xg,yo € h(C). Tenemos que existen s,r € C tales que h(r) = zg y h(s) = yp. Sea € > 0. Como

h es uniformemente continua, existe d5 = d5(¢) > 0 dada por la continuidad uniforme de h. Como C' es

Sg-revuelto, liminf | A=1(f™(h(s))) — _l(f”( (5))) |= 05 lo cual implica que existe (ny)x>0 estrictamente
creciente tal que kh’m | h™ (f""( (5))) — K= Y(f™(h(s))) |= 0. Asi, existe K € NU {0} tal que para
todo k > K, | h=1(f™(h(s))) — h=*(f™(h ( ))) |< 65. Consecuentemente, da(f™ (h(s)), f™*(h(s))) =

da(h(h=H (™ (h(s)))), (b= (f"*(h ( ))) < e. Por lo tanto lim da(f™(h(s)), f**(h(s))) = 0. Conclui-
mos que liminf d4(f"(h(s)), f"(h(s))) = 0. Es decir, para todo l‘o,yo € h(0),

liminf da(f"(xo0), f"(yo) = 0.

Supongamos que para todo § > 0, h(C) no es un conjunto d-revuelto de f. Como para todo xg,yo €
h(C), liminf ds(f™(zo), f™(yo) = 0, entonces tiene que pasar que para cada d > 0 existen xg,y5 € h(C),
donde x5 # ys, tales que limsup da(f"™(xs), f*(ys)) < 0. Sabemos que existe dg = dg(d4) > 0 dada por la
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continuidad uniforme de h~!. Asf, existen s,w € h(C), donde s # w, tales que limsup d(f"(s), f*(w)) <
%6. Dado que h es un homeomorfismo, existen r,z € C diferentes tales que h(r) = s y h(z) = w. Como
lminfda(f™(h(r)), f*(h(z))) = 0, existe N € NU{0} tal que para toda n > N, da(f"(h(r)), f"(h(2))) =
da(f™(s), f*(w)) < &g, y por la continuidad uniforme, | A=1(f*(h(r))) — h=1(f*(h(2))) |< &4. Por lo
tanto, limsup | A= (f™(h(r))) — = 1(f"(h(2))) |< 64. Esto es una contradiccién con el hecho de que C es
un conjunto &;-revuelto para h=! o f o h. Asi, existe § > 0 tal que h(C) es un conjunto é-revuelto de f.
Dado que el ser totalmente disconexo, perfecto y compacto se preserva bajo homeomorfismos, resulta que
h(C) C A es un conjunto de Cantor. [
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Capitulo 5

Conjunto de Cantor )-revuelto I1I

En este capitulo, consideraremos solamente sistemas dindmicos (G, f), donde G es una gréfica topolégi-
ca finita y f : G — G es una funcién continua. El fin de este capitulo es mostrar las ideas principales
de la generalizacién del Teorema 4.0.3 a funciones continuas en graficas, es decir, queremos ver que para
funciones continuas en gréaficas basta un par de Li-Yorke para tener un Cantor d-revuelto, para alguna
6 > 0. Omitimos las pruebas de algunos teoremas que vamos a utilizar cuyas pruebas son largas y se salen

del propdsito primordial del capitulo y la tesis.

Comencemos con una observacién referente a los espacios homeomorfos al intervalo [0, 1], es decir, a

lo arcos.

Observacién 5.0.1. Dado un arco A y dados h, g : [0,1] = A homeomorfismos, se cumple que

{1(0), h(1)} = {g(0), (1)} .

Definicién 5.0.2. Sean A un arco y h: [0,1] — A un homeomorfismo. Se dice que h(0) y h(1) son los
puntos finales de A.

Definicién 5.0.3. Una grédfica topoldgica finita (G,d) es un continuo el cual puede ser expresado
como una unién finita de subconjuntos de G, G = |J;", G;, donde para cada i € {1,...,m}, (Gi,dg,) es
un arco y si j,i € {1,...,m} son tales que j # i, se tiene que G y G; son ajenos 6 se intersectan en uno
6 en ambos de sus puntos finales. A los puntos finales de los arcos de la grafica los llamaremos vértices,
V(G).

Cuando nos refiramos a una grafica, estamos hablando de una grafica topolégica finita.

Definicién 5.0.4. Sean K un continuo,  un cardinal y p € K.

(i) Decimos que el orden de p en K es menor o igual a 3 si y sélo si para todo abierto U de K que
tenga a p existe V. C K abierto en K tal quep € V C U C K y tal que Card(Fri(V)) < (. Esto lo
denotamos como Ord(p, K) < f3.
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(it) Decimos que el orden de p en K es igual a j3 si y sélo si Ord(p, K) < 8 y Ord(p,K) £ « para

cualquier nimero cardinal o < . Esto lo denotamos como Ord(p, K) = 5.

Con esta definicién, resulta ser que las graficas quedan caracterizadas por el siguiente teorema, cuya

prueba se puede encontrar en la pagina 144 de [24].

Teorema 5.0.5. Un continuo X es una grafica si y sélo si X cumple los siguientes enunciados:
(1) Para toda x € X, Ord(z, X) < Card(N).
(i7) Para casi toda z € X, Ord(z, X) = 2.

Dado que casi todos los puntos en una grafica tienen orden 2, a estos puntos les llamaremos puntos
ordinarios; a los puntos en una grafica que tienen orden 1, les llamaremos puntos finales y a los puntos
de orden distinto de 1 y 2, les llamaremos puntos de ramificaciéon. Con esto, tenemos que tanto los
puntos finales como los puntos de ramificacion son vértices de la grafica.

Los subcontinuos de una gréafica tienen una forma muy particular, la cual esta dada por el siguiente

resultado cuya prueba se encuentra en la pagina 145 de [24].
Corolario 5.0.6. Todo subcontinuo no degenerado de una grafica topolégica es una grafica topoldgica.
Asi, tiene sentido la siguiente definicién:

Definicion 5.0.7. Sea GG una grafica. Decimos que K C G es una subgrafica de G si y sélo si K es

un subcontinuo no degenerado de G.

Cada vez que consideremos a una subgréfica K de G, donde G tiene una expresiéon en unién finita de
arcos fija, pensaremos que sus vértices son los vértices de G que tiene K unién los puntos finales en K. Con
esta convencion, podemos hacer lo siguiente: Sea L subgrafica de G. Dado que L es conexa, puede tener
hasta dos puntos finales en cada arco de G y, dado que G tiene un niimero de arcos finito, tenemos que
L tiene una cantidad finita de vértices. Més atin, estdn acotados por M* = Card(V(G)) + 2Card(A(G)),
donde A(G) es la familia de arcos de la expresion de G considerada. Dado que L es arbitraria, tenemos
que existe M = M* + 1 > 0 tal que para toda subgrafica L de G, se cumple que Card(V (L)) < M.

Otra cosa que debemos puntualizar es la siguiente: Sean K, L C G subgréficas de G. Sea A € A(G).
Como K y L son conexas, el nimero de componentes conexas de K N Ay LN A son a lo mas dos.
Asi, el nimero de componentes conexas de K N L N A es finito, dado que A es un arco. Como A fue
arbitrario, tenemos que el niimero de componentes conexas de K N L es finito. En resumen, la interseccion

de subgraficas de una grafica G tiene una cantidad finita de componentes conexas.

Definicién 5.0.8. Sean (G, f) un sistema dindmico y k € N. A una subgradfica K de G se le conoce
como una subgrafica k-periddica bajo f o una subgrafica periodica de periodo k bajo f siy
sélosi K, f(K),..., f* 1 (K) son ajenos dos a dos y f*(K) = K. Si en lugar de tener que f* (K) = K
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solamente tenemos que f* (K) C K, a la subgréfica K se le conoce como una subgréfica débilmente
k-periodica. Si K es k-periddica, entonces a su érbita se le conoce como un k-ciclo de graficas o un
ciclo de periodo k. Si K es débilmente k-periddica, a su orbita bajo f se le conoce como un k-ciclo

débil de graficas o un ciclo débil de graficas de periodo k.

Para facilitar la escritura, varias veces escribiremos para cada i € NU {0}, f(K) = K;. Con una
argumentacién idéntica a la Proposicién 3.0.4, tenemos la siguiente proposicién que enunciamos sin de-

mostracion:

Proposicién 5.0.9. Sean (G, f) un sistema dinamico y Ko C G una subgrafica p-periédica bajo f, donde
p € N.

(i) Seai e {0,...,p—1}. Sij € NU{0} es tal que K; N K; # (), entonces existe un tnico ¢ € NU {0}
tal que j = i + qp. En particular, K; = K.

(13) Para todo i € {0,...,p — 1}, K; es una gréfica p-periédica.
(i13) Sean i,j € {0,...,p—1}, con i # j. Para todo r € NU{0}, Kitr N Kjir = 0.

Proposiciéon 5.0.10. Sean Ky, ..., Ky 1 subgraficas ajenas dos a dos tales que Ky = K}, donde k € N.
Dados i,j € {0,...,k — 1}, existe s € {0,...,k — 1} tal que f*(K;) = K;.

Demostracién:

Sii=j,s=0.Sean i,j € {0,...,k—1}, con ¢ # j. Si i < j, entonces s = j — i. Supongamos que
j <i. Dado que Ko = Ky, f*(K;) = Ko. Tomando s = k — i + j, tenemos que f*(K;) = f/(Ky) = K.
Si S > k, tendriamos que —i+ j > 0. Lo cual implicaria que j > i; contradiciendo que j < ¢. Por lo tanto,
se€{0,...,k—1}. |

Proposicion 5.0.11. Sean Ky C G una subgrafica y k € N. Si Ky es k-periddica, entonces para todo
1€ {0, R 1}, OT’bf(Ko) = Obe(Ki).

Demostracién:

Sea i € {0,...,k —1}. Sea x € Orby(Kj). Se sigue que existe m € NU {0} tal que z € K,,. Sabemos
que existen tnicos p € NU{0} y ¢ € {0,...,k — 1} tales que m = ¢ + pk. Por la Proposicién 5.0.9 inciso
(i), K, es k-periédica. Entonces K,, = fP*(K,) = K. Por la Proposicién 5.0.10, existe s € {0,...,k — 1}
tal que f*(K;) = K4 = K,,; en consecuencia, x € f*(K;). Concluimos que Orbs(Ky) C Orby(K;).

Sea x € Orb(K;). Asi, existe m € NU {0} tal que = € f™(K;). Tenemos que f(Kp) = K;, lo cual
implica que z € f™T(Ky) C Orbs(Ky). Podemos concluir que Orbs(K;) C Orbs(Ky). [

Proposicién 5.0.12. Si Ky C G es una gréfica k-periodica, con k € N, Orby(Ky) = Lﬂf;ol K;.
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Demostracion:

Por la Proposicién 1.5.2 inciso (ii7), Orbs(Ko) = Ui:ol Orbyk (K;). Dado que para cada i € {0,...,k — 1},
por la Proposicion 5.0.9, K; es k-periddica, tenemos que Orbfk(KZ-) = K;. Por lo tanto, Orbs(Ky) =
Uf:_ol K;. Ademss, Ky, ..., Kr_1 son ajenos dos a dos, por lo tanto, la 6rbita de Ky resulta ser una unién

ajena. |
Comenzaremos con un resultado clasico en topologia, cuya prueba se encuentra en la pagina 355 de

[14], y proseguiremos con algunos lemas que seran de gran ayuda durante este capitulo.

Corolario 5.0.13. Si X es un continuo y Ajp, Aa, As,... son subcontinuos de X que estdn anidados
(A] D A3 D A3 D ...), entonces el conjunto A = A1 N Ay N A3 N ... es un subcontinuo de X.

Lema 5.0.14. Sean (G, f) un sistema dindmico, k € N y x € G tal que w(x, f) es infinito. Si X
es un k-ciclo débil de gréficas tal que w(z, f) C X, entonces existe un k-ciclo de gréaficas W tal que
w(z, f) CW CX.

Demostracién:
Sea K una subgrafica débilmente k-periddica de G tal que w (z, f) € X = Orb; (K).

Afirmacion 1: 'Y = [, f™ (K) es un subcontinuo de G.

Razon: Sea n € NU {0}, entonces, tenemos que
f(n—I—l)lc (K) _ fnk+lc (K) _ fnk (fk (K))
C ™ (K) (") € K,

esto implica que la sucesién ( (K ))n>0 es una sucesion anidada de subcontinuos de G, asi, por el

Teorema 5.0.13, Y = 1,5 f™ (K) es un subcontinuo de G.
Afirmacion 2: Y, f (Y),..., f*=1(Y) son ajenos dos a dos y f*(Y) =Y.

Razén: Probemos que f* (V) =Y. Primero veamos que f*(Y) CY.

oy =L ) ) < ) ()

n>0 n>0
— ﬂ fnk+k (K) — ﬂ fnk (fk (K))
n>0 n>0
c ) £+ (k) (1" (K) C K)

n>0
=Y.
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Ahora, veamos que Y C f*(Y). Sea y € Y. Por definicién de Y, para todo n € NU {0}, y € f™ (K).
Como y € fF(K), existe zg € K tal que f¥(z) = y. Como y € f?(K) = fF* (fk (K)), existe
z1 € fF(K) tal que f¥(z1) = y. Supongamos definida z, € f" (K) tal que f*(z,) = y. Como
y € fOt2k(K) = fh (f(”H)k (K)), existe zp41 € fOFDE(K) tal que f*(zp41) = y. Asi, hemos de-
finido una sucesion (z5),,> tal que para cada n € NU{0}, z, € " (K) y f¥(2) = y. Como (fm* (K)), >0
estd anidada, (2n),>( es una sucesion en K y, dado que K es un compacto, tenemos que existe (n;);,
estrictamente creciente y existe z € K tales que Jlggo zn; = z. Como f* es continua, 31320 rk (znj) = fk (2).

Pero, por construccién, para toda j € N, f* (zn].) =y, por lo tanto, lim 1k (znj) = y. Por la unicidad del
]—>OO

limite, resulta que f* (z) = y. Para terminar de verificar la contencién, basta con demostrar que z € Y.

Sea m € NU {0}. Como (nj)j21 es estrictamente creciente, podemos encontrar una j* € N tal que si

j > j*, entonces nj > m. Por la construccién de (z,),~, ¥y dado que (f”k (K))
j > J* se tiene que z,; € f™ (K). Como (2n,)

n>0 €8 anidada, para todo

lim 2, = z, resulta que
j—o00

(an)j>j* converge a z. Como f™ es una funcién cerrada, f™ (K) es un cerrado, lo cual implica que
z € f™ (K), es decir, para todo m € NU {0}, z € f™* (K), asi, z € Y. Por otra parte, dado que Y C K,
entonces para todo i € {0,...,k — 1}, f/(Y) C f(K) y, dado que K, f (K),..., f*=1 (K) son ajenos dos

a dos, entonces Y, f (Y),..., f*=1(Y) son ajenos dos a dos.

es una cola de (zn])

> 1Y

Afirmacién 3: w (z, f) € Orby (Y).

Razén: Sea y € w (x, f). Como w (z, f) C X, existe i € {0,...,k — 1} tal que y € f* (K). Por el Teore-
ma 1.4.2 inciso (iv), existe z; € w (z, f) tal que f7* (2;) = y. Supongamos que z; ¢ K. Comow (z, f) C X,
existe j € {1,...,k — 1} tal que 2z € fJ (K), esto implica que f7 (21) € fit*H (K) = [ (f* (K)).
Dado que f*(K) C K, tenemos que f+k+J (K) C fi*J (K), por lo tanto, fi** (z1) € fi*7 (K). Ademés,
como j € {1,...,k—1}, fi7(K) N f*(K) = 0, ya que por Proposicién 5.0.9, f(K) es k-periédica.
Esto implica que f™*(z) ¢ f'(K). Lo que quiere decir esto es que fi*(z;) # y; lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, z; € K. Entonces, definiendo w; = f¥(z1), tenemos que w; € f*(K),
fi(wr) = f1(f*(z1)) = f(z1) = y y, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), w1 € w(z, f). Sea n € N
y supongamos definido w, € w(z, f) N f™ (K) tal que f*(w,) = y. Por el Teorema 1.4.2 inciso (iv),
existe z,11 € w(z, f) tal que fi++DF (2 1) = 3. Supongamos que z,.; ¢ K. Como w (z, f) C X,
existe j € {1,...,k—1} tal que z,41 € f7(K); esto implica que fit+k (5 ) e fitOFDE+H (),
Dado que f("*Vk (K) C K, se sigue que fir(n+br+i(K) = fiti (f(n+Dk (K)) C f749 (K); por lo tanto,
firtbk (1) € f7 (K). Ademés, como j € {1,...,k—1}, f(K)n f(K) = (. Esto implica que
firmtDE (21) ¢ f1(K). Por lo tanto, f*+DF (2, 1) # 4. lo cual es una contradiccién, asi que z,,1 € K.
Si definimos wy1 = fOTV* (z,11), entonces f* (wng1) = f1 (FHEVF (z41)) = fHODE () =y y
Wpy1 € DR (K). Ademds, por el inciso (iv) del Teorema 1.4.2, w, 41 € w (z, f). Con esto, aseguramos
la existencia de una sucesién (wy,),~; tal que para todo n € N, w, € ™ (K)Nw(z, [y fw) = y.

Como (f"* (K))

. anidada, (wn)n21 es una sucesion en K y, dado que K es compacto, entonces
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existen una sucesién de naturales estrictamente creciente (n;).., y w € K tales que lim w,; = w.

iz J—00

Por la continuidad de f* podemos concluir que lim f° (wnj) = f"(w). Por construccién de (Wn),>1, Pa-
J]—00 -

ra cada j € N, f (wnj) =y, por lo tanto, lim f° (wnj) = 9. Asi, por la unicidad de los limites, fi (w) = y.
j—oo

Veamos que w € Y. Sea m € NU{0}. Como (n;);, es estrictamente creciente, existe j* tal que si
j > j*, entonces n;j > m. Por construccién de (wy,),>; y dado que (f”’“ (K))n>0 estd anidada, pasa que si
J = J*, entonces wy; € fmk (K). Esto implica que la cola (wn j)ij* de la sucesién (wn].)j21 estd contenida
en f™* (K). Como f™ (K) es un cerrado y (wnj)jzj* converge a w, tenemos que w € f™* (K). Es decir,
para todo m € NU {0}, w € f™¥ (K); por lo tanto, w € Y. Con esto, podemos afirmar que y € f*(Y),
donde i € {0,...,k — 1}. En consecuencia, y € Orbs (Y). Asi, w(z, f) C Orbs(Y).

Afirmacion 4: Y es no degenerado.

Razén: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que Y es degenerado, es decir, Y = {p} con
p € G. Por la Afirmacién 2, p es un punto periédico de periodo k, por lo tanto, Orbs (Y') = Orbs ({p}) es
finita. Lo anterior es una contradiccién, ya que por la afirmacién (3), Orby (Y') es infinito. Por lo tanto,

Y es no degenerado.

Por las Afirmaciones 1 y 4, tenemos que Y es una subgrafica de G. Por la Afirmacién 3, tenemos
que w (z, f) € Orby (Y) C Orby (K) = X. Ademds, por la Afirmacién 2, aseguramos que Orbs (Y') es un
k-ciclo de gréficas. |

Antes de seguir nuestro camino, hagamos la siguiente observacién: Dada una expresién de G en arcos
y dado un conexo C en GG, podemos pensar en C'N A, donde A € A(G). Como C es conexo y A es un
arco, la interseccién tiene a lo mas dos componentes conexas, digamos I; e Is. Dado que A es un arco,
I e Iy son homeomorfos a algin intervalo en R; asi, cada uno tiene a lo més dos puntos extremos. Los
puntos que no son puntos extremos en I; e Iy estan en el interior de I; e I» con respecto a G, asi que no
pueden formar parte de la frontera de C' en G. Por lo tanto, a lo més 4 puntos de A N C pueden formar

parte de la frontera de C en G. Dado que A fue arbitrario, obtenemos que la frontera de C' en G es finita.

Lema 5.0.15. Sean (G, f) un sistema dindmico, [,k € N y x € G tal que w (z, f) es infinito. Si X es un
k-ciclo de grificas y Y es un l-ciclo de gréficas tales que contienen a w (z, f), entonces existe un m-ciclo
de gréficas Z, con m € N, tal que w (x, f) C Z C X NY. Mds atin, m > méax {k,l}.

Demostracion:

Sean K y L subgréficas periddicas de G de periodos k y | que tengan ciclos de graficas X y Y,
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respectivamente. Sean A = {0,...,k— 1} y B={0,...,l — 1}. Primero notemos que

k—1 -1
XNy = (L+J f <K>> nfWro )= W FEnrw),
i=0 §=0 (i,j)EAXB
es decir, X NY es una unién finita de intersecciones de subgraficas de G. Como el niimero de componentes
conexas de una interseccion de dos subgraficas es finito, entonces el niimero de componentes conexas de
X NY es finito. De esas componentes, consideremos a las que intersectan a w(z, f), digamos que son
20,21y ...y Zy. Como w(z, f) es infinito, podemos considerar que Zj contiene una cantidad infinita de
puntos de w(z, f). Como Zy es un conexo en X NY, también es conexo en G, por lo que Frg (Zp) es
finita. Consecuentemente, dado que w(z, f) es infinito, existe ¢ € Intg (Zp) Nw (z, f). Por la definicién de
w (z, f), existe una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales (n.),~; tal que hrn ' (x) = ¢
esto implica que existe 7* € N tal que si r > r*, entonces f"" (z) € Intg (Zy). Sea E = Orbf (Zp). Como
frr* (x) € Zp, para todo i € NU {0}, f=+ (:U) € f'(Zy) C E, es decir, una cola de la trayectoria de

bajo f se queda contenida en E. Lo anterior implica que w (x, f) C E. Por otro lado, notemos que

fFxa) = |J F@ENFL)

(i,j)€AXB

= U rF@nw)

(i,j)€AxB

c U (FE) N D)

(i,j)€EAXB

c U (mnsiw) (F"E) Ky L)
(i,j)EAXB

=XnNY.

Por lo tanto, para toda n € NU {0}, f\T)LmY : XNY — X NY es una funcién continua. Asi, para toda
n € NU {0}, Hxey (Zo) = f™(Zy) se queda contenida en una componente conexa de X N'Y. Mds aun,
por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), f™ (Zy) Nw (z, f) # 0; y como las tinicas componentes conexas de X NY
que intersectan a w (z, f) son Zo, ..., Zy, entonces para toda n € NU {0}, f"(Zo) € U;_, Zo. Es decir,
E C Uy Z;. Tenemos que X NY es un conjunto cerrado G, ya que es una interseccién de cerrados en

G. En virtud de lo anterior, podemos concluir que

n
w(x, f) gEgU Y =XNY.

Como para todo r > r*, f'r (z) € Intg (Zy), resulta que f™* (z), fP*+1 (x) € Intg (Zy). Asi, tomando
s € N tal que ny+11 = n,= + s, tenemos que f° (Zy) N Zy # 0. Aplicando el Corolario 1.5.5, existe un p € N
tal que F = Lﬂ?;é E;, donde para cada j € {0,...,p — 1}, E; es componente conexa de E y es un conjunto

compacto de G. Més ain, se cumple que para cada j € {0,....,p — 2}, f(E;) = Ej1y f(Ep—1) C Ey.
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Si Ey = {y}, como fP({y}) C {y}, resultaria que y es periddico y, por lo tanto, Orbs(y) = U?;é E;
serfa finita, pero esto contradice que E = U?;(l) E; es infinito, ya que contiene a w(z, f). Asi, Ey no es
degenerado, en resumen, Ej es un subcontinuo no degenerado de G, por lo tanto, Ey es subgréfica de
G. Esto implica que E es un p-ciclo débil de gréaficas. Asi, aplicando el Lema 5.0.14, existe un p-ciclo de
graficas Z, tal que w (z, f)CZCECXNY.

Veamos la afirmacién sobre el periodo de Z. Supongamos que J es una subgrafica p-periédica tal que su
6rbita es Z. Sin pérdida de generalidad, supongamos que | = méx {k,[}. Supongamos también que p < [.
Como J C X NY es conexo y estd contenido en Y, debe estar contenido en alguna de las componentes
conexas de Y, es decir, existe t € {0,...,] — 1} tal que J C f!(L). Se sigue que f? (J) C f**?(L). Como
p < ly fi(L) es l-periédica, fiP (L) N ft (L) = 0; por lo tanto, fP (J) N f1 (L) = 0. Como fP(J) = J,
resulta que fP (J) C f'(L), lo cual es una contradiccién, ya que fP(J) no es vacfo. Dicha contradiccién

proviene de suponer que p < [. Por lo tanto, p > méx {k,[}. |

Lema 5.0.16. Sean (G, f) un sistema dindmico, k € N y x € G tal que w(x, f) es infinito. Si X =
Uf;ol f*(J), donde J es una gréfica k-periédica, es tal que w(x, f) C X, entonces para cada i €
{0,...,k =1}, w(x, f) N f2(J) es infinito.

Demostracion:

Sea Jy = J C G subgréfica k-peridédica tal que X = Ui':ol Ji. Como w (x, f) es infinito, existe i* €
{0,...,k — 1} tal que J= Nw (z, f) es infinito. Veamos que para todo i € {0,...,k— 1}, J;Nw (z, f) es
infinito. Supongamos que existe j € {0,...,k — 1} — {i*} tal que J; Nw (z, f) es finito, digamos que estd
formado por p1,...,ps, donde s € N. Como X es un k-ciclo, por la Proposicién 5.0.10, podemos encontrar
be{l,...,k—1} tal que Jj4p = J;=. Por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), f* (p1),..., f* (ps) € w (z, f) N Jpx.
Dado que Ji Nw (z, f) es infinito, podemos encontrar a y € Ji Nw (z, f) — {fb (p1)s.. oy fO (ps)}. De
nuevo, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), existe z € w (x, f) tal que f°(2) = y. Si pasara que z € J;« donde
g*€H0,...,k—1} — {j}, por la Proposicién 5.0.9 inciso (i), Jj«1p N Jj1p = 0, es decir, Jj=4p N T+ = 0.
Esto implicarfa que f°(z) ¢ J;; por lo tanto, f°(z) # y. Lo anterior es una contradiccién, asi, z € J;.
Esto quiere decir que z = p, para alguna r € {1,...,s}. Entonces f°(p,) = f°(2) = y # f* (p,); lo cual,

claramente, es una contradiccién. Con esto se acaba la prueba del lema. |

Proposicién 5.0.17. Sean X y Y ciclos de gréficas en (G, f) con periodos | y k, respectivamente. Si
X CY, entonces existe ¢ € N tal que | = gk.

Demostracién:

Sean Jy una subgrafica [-periédica y Ky una subgréfica k-periédica tales que X = Orby (Jo) y Y =
Orbys (Kp). Supongamos que Jo C Ky (podemos renombrar de ser necesario, por la Proposicién 5.0.11).
Como K es k-periédica, para todo ¢ € NU {0}, % (Ky) = Ky. De nuevo, como Ky es k-periédica para
todo ¢ € NU {0} y para todo m € NU {0} tales que m # ¢k, se tiene que f™ (Ky) N Ko = 0. Por lo
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supuesto, f!(Jo) C f* (Ky). Como f!(Jy) = Jo, resulta que Jy € f* (Kp), por lo tanto, Ko N f! (Koy) # 0.
Se sigue que Ko = f! (Kjp). Con esto, concluimos que | = gk, para alguna q € N. |

Ahora, sean (G, f) un sistema dindmico y « € G tal que w (z, f) es infinito. Sea
U (x) ={X | X C G esun ciclo de graficas y w(z, f) C X}.

Dado que G es una gréfica débilmente periédica de periodo 1 que contiene a w (z, f), por el Lema 5.0.14,
existe Y un 1-ciclo de graficas tal que w (z, f) C Y C Orby (G) = G, por lo tanto, ¥ (z) # (). Pensemos en
los periodos de los ciclos que conforman a W (x), los cuales pueden estar acotados o no. Primero veamos

c6mo es la situacion cuando los periodos no estan acotados.

Lema 5.0.18. Sean (G, f) un sistema dindmico y x € G tal que w (z, f) es infinito. Si los periodos de los

ciclos en W (x) no estdn acotados, entonces existe una sucesion (Xy),~; de elementos de V¥ (z) tal que:
(i) sipara cadan € N, ky, es el periodo de X, la sucesion (kn),>; es estrictamente creciente;

(1) para todon € N, X,,11 C Xp,; ¥

(ii1) (@, ) € Mooy X

Ademads, tenemos que:

(tv) para todon € N, k41 es multiplo de ky;

(v) para todo n € N, cada componente conexa de X, contiene el mismo nimero de componentes
knt1
k

conexas de X, 11, de hecho, contiene =3+ > 2 componentes conexas; y
n

(vi) w(x, f) no contiene puntos periédicos.

Demostracion:

Como los periodos de los ciclos en ¥ () no estan acotados, para todo M > 0 existe un ciclo Y3; € ¥ (z)
con periodo per (Yar) € N tal que per (Yas) > M. De esta manera, existe Y7 € ¥ (z) tal que [} = per (Y1) >
1. Supongamos definidos Y;, y per (Y;,) = [, > n, donde n € N. Tenemos que existe Y11 € ¥ (z) tal
que lpt1 = per (Yp+1) > ly. Asi, definimos una sucesién (Yy),>, en W (z) con periodos estrictamente

crecientes (I),,>1-

Definamos Z; = Y;. Para n € N, supongamos definido Z,, tal que w(z, f) C Z,. Como w (z, f) C
Zn N Yyi1, por el Lema 5.0.15, existe Z,,41 un ciclo en ¥ (z) tal que w (z) € Zp4+1 € Z, N Y,41. Ademds,
cumple que z,41 = per (Zp41) > ly41. Por lo tanto, hemos definido una sucesién (Z,),,~, en ¥ (x) que
estd anidada y cuyos periodos (2p),,~; cumplen que para toda n € N, z, > [,,. Sea nq —1. Supongamos
que para i € N, estd definido n; GiN. Como (ln)n21 es estrictamente creciente, existe m € N tal que

Ly, > zp,;. Por lo tanto, 2z, > [, > z,,. Tomamos a n;y; = m. Con esto, hemos definido una sucesién de
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naturales estrictamente creciente (n;);~, tal que para todo i € N, z,, , > z,,. Ahora, definimos para toda
ieN, Xs =2,y ki = 2y, Aﬁrmamos_que (X4);51 ¥ (ki);>; son las sucesiones buscadas. En efecto, como
para todo i € N, 25,,,, > 2, resulta que para t:)do 1 € N_, kit1 > ki, con esto queda probado (i). Para
verificar (i), basta decir que dado que (Z,),,~; es anidada, entonces (Zy,) ;> también lo es; por lo tanto,

(Xi);>1 es anidada. Ademds, por la definicién de W (), es inmediato (iii).

Por la Proposicién 5.0.17 y dado que (X;),~, estd anidada, podemos concluir que se cumple (iv). Para
verificar (v), tomemos i € Ny sean K; y K;11 las graficas periddicas de periodos k; y k11, respectivamente,
tales que K/L'Jrl - KZ’, X,L = Orbf (Kl) y X’i+1 = O?"bf (K/L'Jrl). Sean p = kz—l, ] € {0,,]’6‘1 — 1} y
n € {0,...,p— 1}. Tenemos que

nki+j<p-Dki+j=k <k;{:1 —1) +i=kit1 —ki+j <kiy1 —ki+k =kiy1.
Ademés, fm%iti (K, 1) C f"+i (K;) = f7(K;). Lo anterior, aunado a que K;,1 es ki i-periédica, im-
plica que para todo j € {0,...,k; — 1}, {f”ki+j (Kit1) [n€{0,...,p— 1}} es una familia ajena dos a
dos, donde todos sus elementos estdn contenidos en f7 (K;). Asi, cada f/ (K;) contiene a p conjuntos de
la forma fm*i+7 (K; 1), es decir, X; contiene p componentes de X;,;. Adicionalmente, dado que ki1 es
multiplo de k; y k41 > ki, p > 2.

Para finalizar, probemos que se cumple (vi). Para ello, supongamos que existe z € w (z, f) que es un
punto periédico de f de periodo s € N. Por (iii), z € ()5, Xi, es decir, para todo i € N, z € X;. Sea
i € N y sea K; una subgréfica k;-periédica tal que X; = 5rbf (K;) y tal que z € K;. Como f*(z) = z,
5 (K;) N K; # 0; por lo tanto, f* (K;) = K;. Esto implica que s > k;. Con esto concluimos que para todo
i € N, s > k;, lo cual nos dice que (k;),~, es acotada, en contradiccién con (i). Por lo tanto, se cumple
(vi). [

Ahora, describiremos la situacién cuando los periodos de los ciclos en ¥ (x) estédn acotados. Para ello,
haremos uso de resultados referentes a redes, los cuales puede encontrar en el capitulo 2 de [21]. Ademas,
necesitaremos del Lema de Zorn y del teorema siguiente, cuyas pruebas se encuentran en la pagina 142

de [17] y en la pagina 355 de [14], respectivamente.

Teorema 5.0.19. Sea {C,}, g una familia de subcontinuos de un espacio métrico X . Si para cualesquiera

s1,82 € S existe s3 € S tal que Cs, C Cs, N Cy,, entonces ﬂses Cy es un subcontinuo de X.

Lema 5.0.20. Sean (G, f) un sistema dindmico y z € G tal que w (z, f) es infinito. Si los periodos de
los ciclos en ¥ (z) estdn acotados, entonces existe un ciclo X € VU (x) tal que para todo ciclo Y € VU (x),

X CY. Ademés, el periodo de X es maximo entre todos los periodos de los ciclos de ¥ (z).

Demostracion:

Sea S el conjunto de todos los periodos de los ciclos de ¥ (x). Como S es un subconjunto acotado de
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N, existe a € S tal que para todo k € S, k < . Definimos
U, ={X € ¥ (x)| X tiene periodo a}.

Lo primero que tenemos que decir es que ¥, # (), ya que a es maximo. Definamos lo siguiente: para todo
A BeV,, A< Bsiysélosi BC A. Sean A, B,C € ¥,. Evidentemente, A < A.Si A< By B < A, por
doble contencién tenemos que A = B. Ademsds, si A < By B < C, entonces C C B C A; por lo tanto,

A < (. Es decir, < es un orden parcial en ¥,,.

Sea © = (Y))ycp una cadena en ¥, donde (A, <) es un orden total tal que para todo A\, A, € A, si
A =, entonces Yy < Y),; es decir, si A 2 A4, entonces Yy, C Y) . Sea \* € A\. Como Y)+ es un ciclo
de graficas de periodo «, Yy« tiene a componentes conexas, digamos que son C’g*, ..., C%71 tales que
f(Cg*) = C/{*,...,f(Co‘fl) = Cf\)*. Sea i€ {0,...,a—1} ysea A € A. Si A* < A, entonces Y) C Yy+; y
dado que Yy« y Y) son ciclos de graficas que tienen el mismo periodo, existe una unica C’f\ componente
conexa de Y}, tal que C’ﬁ'\ C Ct.. Asi, para cada i € {0,...,a — 1} y para cada A € A existe una tnica
componente conexa C’f\ de Y) tal que esta contenida en Cﬁ\*, si A* < \; o contiene a C’f\*, si A = A" Con

dichas componentes conexas formamos la familia {C;} ACA”

Sean i € {0,...,a— 1} y A1, A2 € A. Supongamos que A; < 2. Si \; < Ay = A*, entonces C’f\* C C;\l y

ﬁ'\* C C§\2, es decir, C’f\l ﬁCf\2 # (. Dado que Yy, CY),, Cf\Q CY,,, de esta forma, como C§\2 €s un conexo,
éste se queda contenido en una de las componentes conexas de Y),. Esto implica que C} C C} ; con lo
Se sigue que Cf\2 - C’ﬁ\l N C’ﬁ\Q. Si A* < A1 = A9, entonces Cf\2 C C}.. Argumentando como en el caso

cual concluimos que Cf\2 - C’ﬁ\l N C’f\z. Si A1 < A* < \g, por construccién de { Cﬁ\

anterior, C’ﬁ'\z se queda contenido en una de las componentes conexas de Y),. Supongamos que dicha com-
ponente es C’ﬁ\l, donde j € {0,...,a — 1} —{i}. Dado que C’;Q - ng C (4., resulta que Ci, NCY. # 0; 1o
cual es una contradiccion, ya que son componentes conexas distintas de Y)». Por lo tanto, C}, C C},. Lo
anterior implica que C}, C C§ N C} . Asi, por el Teorema 5.0.19, para cada i € {0,...,a =1}, Nyea O
es un subcontinuo en G. Ademas, tenemos que Y = () o, ) = Lﬂf‘;ol (ﬂAeA C;)

Antes de seguir, aclaremos la notacién que se utilizard posteriormente. Para cada n € NU{0}, sabemos

que existen unicos w, € NU{0} y v, € {0,...,a — 1} tales que n = v, + wya. A v, lo denotaremos como

" méd a-
Afirmacién: Para toda i € {0,...,a — 1}, f (Miea C4) = Mrea Cf\H méd o,

Razén: Sea i € {0,...,a — 1}. Por un lado, ya que para toda A € A, Y) es un ciclo de gréficas, tenemos
que f (Mxea C4) € Maea f (CL) =Miea C’i“ mod e Veamos la otra contencion. Sea z € [\ycx Cf\H méd o,
Como para toda A € A, Y) es un ciclo de graficas, obtenemos que para cada A € A, existe z) € C’; tal

que f(zy) = z. Como A es totalmente ordenado, A es dirigido, por lo tanto, (z))yc, €s una red. Sean
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M €M A ={eA| A=A} eld: Ay — A C A la identidad en A,. Si tomamos A\, Ao € A, tales
que A\ =< Ao, entonces Id (A1) < Id(A2). Veamos que Id(As) = A, es cofinal en A. Sea A € A. Como
Ae € A, existe A1 € A tal que A < A1 ¥ A < A1. Por lo tanto, A\ € A,; implicando que A, sea cofinal
en A. Asi, (Zld()‘)))\eA* = (2x)xen, ©s una subred de (z))ycp- Dado que si A« < A, implica que Ci C Cﬁ\*,
se tiene que (z))ycn, estd contenida en C):i; el cual es un conjunto compacto, asi que existe una subred
(29(5))66A de (zx)yep,; donde A es dirigido, g : A — A, es una funcién mondtona, g (A) es cofinal en

A, y existe un punto p € C’ﬁ\* para el cual h’én zq(3) = p- Por construccién, para toda 8 € A, f (zg(ﬂ)) = z.
Ademads, por la continuidad de f, h’énf (zg(ﬁ)) = f(p). Dado que el limite de redes es unico, f (p) = z.
Veamos que p € ﬂ’\EA C’f\. Sea A € A. Como A es dirigido, existe A\; € A tal que A < A1 y Ax < AL
Dado que g (A) es cofinal en A,, existe 51 € A tal que A\; < ¢ (f1). Andlogamente al argumento dado

sen donde Ay ={p € A|p1 X5} En
converge a p. Ademds, tenemos que si 8 € Aq, 51 =X S.

para (z)\))\eA*, se demuestra que (zg(ﬁ)) es subred de (zg(ﬁ))

BeAL
virtud de lo anterior, tenemos que (29(13))66A1 ‘ '
Con esto, g (51) = g(B) vy, como A = A; = g(f1), resulta que A < g (). Esto implica que Coep) € O
Con esto demostramos que (29(5))66A1 es una red en C’;\; por lo tanto, p € Cf\. Dado que A fue arbitrario,
P € Naea C4. Esto demuestra que Mxeca Ci“ méd o O f (ﬂAeA C;) Lo anterior termina la prueba de la

afirmacion.

Ahora, supongamos que para alguna j € {0,...,a — 1}, [ ca C’f\ es degenerado. Dado que para toda
i€{0,...;a—1}, f(Nrea C4) = ﬂ)\eAC§\+1 méd o " se sigue que para todo i € {0,...,a— 1}, Nyep Cs
es degenerado, es decir, Y es finito. Pero dado que para toda A, w (z, f) C Y, tenemos que w (z, f) C Y
lo cual implica que Y es infinito, dado que w (z, f) lo es. Esta contradiccién nos lleva a concluir que para
todoi € {0,...,a— 1}, ea Cﬁ\ no es degenerado. En resumen, escribiendo para cada i € {0,...,a — 1},
Ci = Nxea C§\7 tenemos que Cy,...,Ch_1 son subgraficas de G, ajenas dos a dos, de tal manera que
f(Co) = C1, f(C1) = Ca,...,f(Caz1) = Co. Es decir, Y = cp Yo = U2 Ci es un ciclo de graficas
de periodo «a, que ademads contiene a w (x, f). Asi, Y € ¥, cumple que para todo A € A, Y\ <Y y, dado
que la cadena (Y)),c, fue arbitraria, por el Lema de Zorn, existe X € ¥, tal que para todo X, € ¥y, si
X < X,, entonces X, = X.

Afirmamos que X es el ciclo de graficas buscado. El periodo de X es maximo entre los periodos de
U (x). Sea Z € ¥ (z). Como w(x,f) € ZN X, por el Lema 5.0.15, existe S ciclo de graficas tal que
w(z,f) €S C ZnNX, donde ademéds su periodo es mayor o igual que el periodo de X que es a. De lo
anterior, S € ¥ (z) y X < Sy, como « es el méximo de los periodos en ¥ (), entonces el periodo de S

es «a. Por lo tanto, S € ¥,. Dado que X es maximal en ¥,, X = S. En consecuencia, X C Z. |

Sea (G, f) un sistema dindmico y supongamos que K C G es una gréfica periédica bajo f, donde su
ciclo es X C G. Definimos

E(X,f)= {y € X | para toda vecindad U de y en X, Orbs (U)X = X} .
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Proposicién 5.0.21. Sea (G, f) un sistema dinamico. Si X C G es un ciclo de graficas de (G, f), entonces:
(1) E(X,f) es cerrado; y

(i) E (X, f) es f-invariante.

Demostracién:

Comencemos con la prueba de (7). Sea (zy,),,~, una sucesién en F (X, f) tal que converge a un punto
x € X. Sea U una vecindad de x en X. Por deﬁni?:io’n, existe V abierto en X tal que x € V C U. Por la con-
vergencia, existe N € Ntal que zny € V y,comozy € E (X, f), se sigue que X = Orby (V)X C Orby (U)X
Por lo tanto, X = WX. Esto implica que = € E(X, f) y, en consecuencia, F(X, f) es cerrado.

Ahora, veamos (i7). Sea x € E (X, f). Sea U vecindad de f (z) en X. Por definicién, existe V' abierto
en X, tal que f (r) € V C U. Como X es un ciclo de gréficas bajo f, fijx : X — X es continua y cerrada.

Por la continuidad, f~! (V) es un abierto en X tal que contiene a x. En consecuencia:

X = f(X) (X es un ciclo de gréficas)
= £ (Orb (FT ) (z € B(X, )
= F(Orb; (F X (V)Y (fix es cerrada)
= Orby (F (1))
C Orby (V)" (f(F1(v)) cV)
C Orby ()" (VCU).
Asi, X = Orby (U) ", por lo tanto, f () € E (X, f), es decir, f(E(X, f)) C E(X, f). m

Lema 5.0.22. Sean (G, f) un sistema dindmico, x € G tal que w (z, f) es infinito. Supongamos que los
periodos de los ciclos de gréficas en ¥ (z) estdn acotados. Si K el ciclo de graficas en ¥ (z) dado por el

Lema 5.0.20, entonces:
(i) Para todoy € w(x, f) y para toda vecindad U de y en K, Orbs (U)K =K;y

(ii)) w(x, f) C E(K, f). En particular, E (X, f) es infinito.

Demostracion:

Basta probar (i) dado que (ii) es consecuencia inmediata de (7). Como K es una unién finita de
subgrificas de G, tenemos que su frontera en G es finita y, dado que w(z, f) C K es infinito, entonces
w(z, f) N Intg (K) # 0. Como Intg (K) es un abierto en G, existe N € N tal que fV (z) € Intg (K).
Sea fix : K — K. Tenemos que fix estd bien definida, ya que K es estrictamente f-invariante. Asf,
(f (N (2))nz0 = (fﬁ((fN(:c)))nzo es una sucesién en K y, dado que K es compacto, w (fV (2), f) =
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Ahora, sean y € w(x, f) y U una vecindad de y en K. Sea V abierto en K tal que y € V C U.
Sea C' la componente conexa de K que contiene a y. Asi, y € C NV. Como C es una subgréfica, C' es
localmente conexa; ademas, C' NV es un abierto en C. Por lo tanto, existe W un abierto conexo de C tal
que y € W C CNV. Notemos que, dado que C' es el complemento de una unién finita de cerrados en K,
C' es abierto en K; por lo tanto, W es abierto y conexo en K. Por el Teorema 1.4.2 inciso (v), w (x, f) =
w (fN (z) ,f); implicando que y € w (fN (z) ,f|K). De esta manera, existe una sucesién estrictamente

creciente de naturales (ny),~; tal que ka fI% (fN (q;)) = y. Como y € W, podemos encontrar k* € N
= —00

tal que si k > k*, entonces, fﬁ? (fN (z)) € W. En particular, f&?* (fN () ,fﬁé*“ (fN(x)) € W. En
consecuencia, si ny = ngry1 — N € Ny ¢ = fﬁé* (fN (;1:)), tenemos que c, fﬁ; (¢) € W, es decir,

fﬁ; (W)NW # 0. Por el Corolario 1.5.5, tenemos que Orby,,. (W)K = Orby (W)K = X es un ciclo débil

de graficas en K. Por otro lado, dado que ¢ € W, la trayectoria de ¢ bajo fix es una sucesion que se

queda contenida en OrbflK (W). Se sigue que w (c, f|K) - WK; por lo tanto, w (c, f|K) C X.
Ahora, por el Teorema 1.4.2 inciso (v), w (c, f|K) =w (fN (z) ,f|K) y, por lo ya mencionado, w (z, f) C X.
Como X es un ciclo débil de graficas en K, también lo es en G; aplicando el Lema 5.0.14 tenemos que
existe un ciclo de graficas Z tal que w (z, f) € Z C X. Por hipétesis, K cumple que K C Z C X C K;
consecuentemente X = K. Dado que K = X C WK C K, entonces WK = K. Con esto
concluimos que y € FE (K, f). |

Definicién 5.0.23. Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es métrico compacto. A f se le llama

transitiva si y solo si para cada par de abiertos no vacios V,U C X existe n € N tal que f"(U)NV # 0.

Definicién 5.0.24. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Sea F' C X un subconjunto cerrado en X y
f-invariante. Sea 1 una semiconjugacion entre (X, f) y (Y, g). A ¢ la llamaremos una casi conjugacién

entre (F, f|F) v (Y, g) siy sélo si i cumple las siguientes condiciones:

(ii) para caday €Y, ¥~ (y) es conexo;
(i) paracaday €Y, v 'NF=Fry (v "' y));y
(iv) existe N € N tal que para today € Y, 9~ (y) N F tiene a los mds N elementos.

Vamos a comenzar a enunciar varios de los teoremas, en total 4, dichos teoremas no los vamos a
probar, son pruebas muy largas y se salen del objetivo general de la tesis; sin embargo, es necesario hacer

una o mas breves anotaciones de cada uno de ellos. El primero de estos se puede encontrar en [7].

Teorema 5.0.25. Sea (G, f) un sistema dindmico. Sea X C G una variedad tal que f (X) C X. Supon-
gamos que E = E (X, f) es infinito. Entonces:
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(1) E es perfecto.
(ii) fig es transitiva.
(791) Si E Cw(z,f), entonces, E = w (z, f).

(tv) Existe Y una variedad, existe g : Y — Y funcién transitiva y existe 1) : X — Y semiconjugacion

entre (X, f|X) v (Y,9) que es casi conjugacién entre (E, f|E) v (Y,9).

En [7], A. M. Blokh habla de variedades como un espacio (no necesariamente conexo) que puede ser
visto como una union finita de arcos que se pegan bien, es decir, los arcos o son ajenos o solamente se
intersectan en uno o en ambos de sus puntos finales. Traduciéndolo al lenguaje que estamos utilizando,
para nosotros una variedad de las que habla Blokh, no es mas que una una grafica o una unién finita y
ajena de gréficas (en caso de que el espacio no sea conexo). Blokh define el conjunto E en términos de
dichas variedades, pero dado que nuestro interés esta en las graficas periddicas y en los ciclos de graficas,
nosotros nos restringimos a estos casos. Vamos a requerir del inciso (iv) del Teorema 5.0.25, para el caso

en el que X es un ciclo de graficas.

Corolario 5.0.26. Sean (G, f) un sistema dindmico y X C G un k-ciclo de graficas. Si E = E (X, f) es
infinito, entonces existe Y una union finita y ajena de graficas, existe g : Y — Y funcion transitiva y

existe 1 : X — Y semiconjugacion entre (X, f|X) v (Y, g) que es casi conjugacion entre (E, f|E) v (Y, 9).

Si consideramos que X es una subgréfica de G, como 1 : X — Y es continua y suprayectiva, entonces
P(X) =Y es conexo y, por lo tanto, Y es una gréfica. Con esto en mente, podemos enunciar (iv) del

teorema 5.0.25 de la siguiente forma:

Corolario 5.0.27. Sean (G, f) un sistema dindmico y X C G una subgrafica tal que f(X) C X. Si
E = E(X, f) es infinito, entonces existe Y una gréfica, existe g : Y — Y funcién transitiva y existe

¢ : X — Y semiconjugacion entre (X, f|X) v (Y,9) que es casi conjugacién entre (E, f|E) v (Y, 9).

El siguiente teorema que vamos a enunciar se encuentra en [6], el cual, originalmente esta escrito en

ruso. Sin embargo, en [1] se hace una prueba detallada del teorema en inglés.

Teorema 5.0.28. Sea Y una union finita y ajena de graficas y g : Y — Y una funcién transitiva. Si g

tiene puntos periddicos, entonces h(g) > 0.

Corolario 5.0.29. Sean (G, f) un sistema dindmico y X C G un ciclo de gréficas. Si E (X, f) es infinito
y X tiene un punto periédico de f, entonces h(f) >0

Demostracién:
Como E(X, f) es infinito y X es un ciclo de graficas, podemos aplicar el Corolario 5.0.26, el cual nos
asegura la existencia de una unién finita y ajena de gréaficas Y, la existencia de una funcién continua y tran-

sitiva g : Y — Y y la existencia de una funcién ¢ : X — Y que es una semiconjugacién entre (X, fx)
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y (Y, g). Sea p € X un punto n-periédico de f. Como ¢ es semiconjugacién, g"(¢(p)) = qﬁ(f"}( (p)) = o(p),
es decir, ¢(p) es un punto periédico de g. Por el Teorema 5.0.28, tenemos que h(g) > 0. Por el Teorema
2.1.9, h(fix) = h(g) > 0. Ademas, por la Observacién 2.1.8 inciso (7i4), h(f) > h(fix) > 0. |

En [20] hacen ver que el teorema de Misiurewicz (Teorema 2.3.9) tiene una versién en sistemas dindmi-
cos donde el espacio en cuestién es una grafica. En principio, tenemos que aclarar qué significa que

f: G — G tenga una herradura.

Definicién 5.0.30. Sea G una grafica. Diremos que un arco A C G es un intervalo cerrado de G siy

sélo si A es un arco tal que no contiene vértices de GG, a excepcion tal vez en sus puntos finales.

Definicién 5.0.31. Sean (G, f) un sistema dindmico y s € N tal que s > 2. Una s-herradura es un
intervalo cerrado I C G y un conjunto de subintervalos cerrados de I, {Ji,...,Js}, los cuales tienen
interiores ajenos dos a dos tales que para toda i € {1,...,s}, f(J;) = I. En caso de que {Ji,...,Js} sea

ajena dos a dos, diremos que la s-herradura es estricta.

A continuacién, enunciamos el teorema de Misiurewicz versién graficas, cuya prueba se encuentra en

[20].

Teorema 5.0.32. Sea (G, f) un sistema dindmico. Si h(f) > 0, entonces para todo A € R, donde
0 < A < h(f), y para todo N € N existen enteros n > N y p > 2 tales que f" tiene una p-herradura

estricta. Adem4s, 10% >\

Proposicién 5.0.33. Sean (G, f) un sistema dindmico y J,I C G intervalos cerrados de G tales que
J C f(I) y tal que f(I) es un intervalo cerrado. Entonces existe K C I intervalo cerrado de G tal que
f(K) =Jy tal que f(Frg(K)) = Frg(J).

Demostracion:

Como Iy f(I) son arcos, sabemos que existen homeomorfismos g : [0,1] — [y r: f(I) — [0, 1]. Asi,
la funcién ro fj;0g: [0,1] — [0, 1] es una funcién continua. Por un lado, r(J) C [0, 1] = 7(fi;(g([0,1])))-
Se sigue, por el Teorema 2.2.5, que existe un intervalo compacto K C [0, 1] tal que 7(fj;(9(K))) =r(J) y
tal que r(f|;(g(Frr(K)))) = Frg(r(J)). Por otro lado, dado que g y r son homeomorfismos de un intervalo
a un arco, sabemos que manda puntos finales en puntos finales; por lo tanto, g(Frr(K)) = Fra(g(K)) y
r(Frg(J)) = Fre(r(J)). Asi, como r tiene inversa, fi;(9(K)) = J y fii(Fra(g(K))) = Frg(J). Tenemos
que g(K) es el arco buscado. n

Esta proposicién (en su versién para intervalos) es la herramienta que se utiliza para la construccién
de los intervalos en la Proposicién 2.2.7 incisos (i), (ii7) y (iv). Estos enunciados fueron clave en la prueba
del Teorema 4.0.1, el cual, combinado con Misiurewicz, hacia valido el Teorema 4.0.2. En resumen, dado
que el teorema de Misiurewicz es valido para funciones continuas en una gréafica y también es valida la
Proposicion 5.0.33, podemos argumentar de manera idéntica los teoremas 4.0.1 y 4.0.2, para obtener el

siguiente teorema:
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Teorema 5.0.34. Sea (G, f) un sistema dindmico. Si h(f) > 0, entonces existe una 6 > 0 y existe un

Cantor C' C G tales que C' es §-revuelto para f.

Procederemos a enunciar el cuarto y ultimo teorema que vamos a necesitar mas adelante. Para ello,
es necesario recordar qué es una rotacién irracional de S!. El circulo unitario se define como S' =
{z€C|| z|=1} = {exp(2nti) | t € R}. Para cada t € R, sea [t] = exp(2nti). Del analisis complejo,
sabemos que dados t,s € R, [t] = [s] si y s6lo si t — s € Z. Vamos a pensar a S! con la métrica euclideana
que hereda de C. Es bien sabido que (S*,d.) es un continuo, donde d, es la métrica euclideana restringida
a St

Recordemos que

—b b —b b
cosa —cosb = —2sen (a2> sen <a—2i— > y sena —senb = 2sen <(12> cos (a—2|— ) (5.1)

Veamos cémo es que funciona la métrica euclideana en S'. Sean t,s € R, tenemos que
1
de([s], [t]) = ((cos(2ms) — cos(2nt))? + (sen(27ms) — sen(27t))?)>
1
3

= (4sen(m(s — t))(sen®(m(s +t)) + cos?(m(s + t)))) (por 5.1)

1
= (4sen*(m(s —t)))2 (propiedad pitagérica)
=2|sen(n(s—1t))|.

Ahora, definamos un tipo de funciones muy especiales en S'. Sea a € R, donde a # 0. Definimos a
una rotacién por el niimero a € R como la correspondencia R, : St — S! dada por R,([s]) = [s + a]. Si
a es irracional, a la funcién se le conoce como una rotacién irracional. Andlogamente, si a es racional,
a la funcién se le conoce como una rotacién racional. Se puede verificar facilmente que es una funciéon

bien definida y no es dificil darse cuenta que es una funcién suprayectiva. Mas aun,
de(Rq([s]), Ra([t])) = 2 [ sen(m(s +a — (£ +a))) |= 2 [ sen(n(s — 1)) |= de([s], [t]).

Esto implica que R, es una isometria de S* en S!.
Tomemos a € R — Q, [s] € S' y m,n € NU {0}, donde m # n. Si pasara que R?([s]) = R"([s]),

tendrfamos que [s + na| = [s + mal; esto pasa si y sélo si (s +na) — (s +ma) € Z, es decir, a(n —m) € Z.

Sea ¢ € Z tal que a(n —m) = q. Como n — m es un numero entero distinto de cero, a = mq_n € Q. Lo
anterior, es claramente una contradicciéon. Asf, R?([s]) # R™([s]). Dado que m,n € Z y [s] € S! fueron
arbitrarios, podemos asegurar que la érbita de todos los puntos de S! bajo una rotacién irracional esté
conformada por puntos distintos entre si. En particular, esto prueba que las rotaciones irracionales no
tienen puntos periédicos.

Otra propiedad importante de las rotaciones irracionales es que son transitivas. Véase la pagina 221
de [5]. El siguiente teorema, cuya prueba se encuentra en [6] y [1], nos asegura que una funcién transitiva

en una grafica queda béasicamente caracterizada, si es que no tiene puntos periédicos.
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Teorema 5.0.35. Sea (G, f) un sistema dindamico tal que f es transitiva. Si f no tiene puntos periédicos,

entonces (G, f) estd conjugado con (S, R,), donde R, es una rotacién irracional en S*.
Ahora, vamos a probar un ultimo lema antes de que veamos el teorema principal de este capitulo.

Proposicion 5.0.36. Sean a,b € R, con a < b. Supongamos que existe una sucesion de intervalos no

vacios, cerrados en R y ajenos dos a dos (I,),~, contenida en [a,b]. Entonces hm diam (I,) = 0.

Demostracién:
Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe € > 0 tal que para cada n € N existe m,, € N,
con my, > n, tal que diam (I,,,) > €. Sea n > 2. La distancia minima entre los intervalos Iy,..., I, es

positiva, dado que son ajenos dos a dos y compactos. Digamos que dicha distancia es §. Tenemos que

diam tI-J I | >diam (L) + ...+ diam (I,) + (n—1)0 > Zdiam (L;);
j=1 i=1

y dado que n fue arbitraria, lo anterior se vale para cualquier natural mayor o igual que 2.

Tenemos que [a, b] tiene didmetro M = b — a > 0. Por la propiedad arquimediana, existe un natural
N > 2 tal que Ne > M. Con esto tenemos que

Mz

diam UI 2 diam (I,,) > Ne > M.

s
I
—

Sin embargo, esto es una contradiccién, ya que como U;n:]\i I; C [a — b], entonces diam (ngl j) <b—a=
M. Por lo tanto, hm lim diam (1) = 0. [

Proposicion 5.0.37. El diametro de una gréafica es menor o igual a la suma de los didmetros de sus

arcos.

Demostracion:

Para los intervalos, el resultado es obvio. Sea n > 2 un nimero natural y sea G = |J;_; 4; una
grafica, donde para cada i € {1,...,n}, A; es arco en G. Tenemos que G es compacta y sabemos que
la funcién distancia dg : G X G — R es una funcién continua, por lo tanto, existen z,y € G tales que
d(z,y) =sup{d(z,w) | z,w € G} = diam(G). Como G tiene mas de un punto, cumple que diam(G) > 0

y, por lo tanto, x # y. Si pasara que x y y estdn en el mismo arco A de GG, tenemos que

diam(G) = d(z,y) < diamA < ZAi'
1=1

Supongamos que x y y estan en arcos distintos de GG. Sabemos que una grafica es conexa por arcos, asi,

podemos considerar un encaje h : [0,1] — G que conecte a x y y. Sean Aj,..., A}, donde m < n,
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los arcos de G' tales que intersectan a h ([0, 1]). Dado que A ([0, 1]) es conexo, |JjZ; AT" es conexo. Asi,
supongamos sin pérdida de generalidad que x € A} y y € A,. También podemos suponer que Ay NA; # ()
siysolosi|l—Fk|[<1,conl,ke{l,...,m}. Paratodo [,k € {1,...,m}, con |l —Fk|<1, seacj € G el

punto final que comparten A; y Aj. Tenemos, por la desigualdad del tridngulo que
m n

diam(G) = d(z,y) < d(z,c12) + ... + d(cm—1,m,y) < Zdiam(A;) < Z diam(A4;).
j=1 i=1

Proposicién 5.0.38. Sea (A,d) un arco y sean (zp)neN ¥ (Yn)nen Sucesiones en A. Supongamos que

h:A—|0,1] es un homeomorfismo. Si li)m | h(zy) — h(yn) |= 0, entonces lim d(xn, yn) = 0.

Demostracion:

Sea € > 0. Como h™! : [0,1] — A es uniformemente continua, existe § > 0 que cumple con la
continuidad uniforme. Como lim | h(xy) — h(yn) |= 0, entonces existe N € N tal que para toda n > N
se tiene que | h(x,) — h(yn) n\zo% De esta manera, si n > N, entonces, por la continuidad uniforme,
d(h=t(h(zn)), " (h(yn))) < €y, dado que h es un homeomorfismo, d(x,,y,) < e. [ |

Proposicién 5.0.39. Sea G una grafica. Si (Gp)m>0 es una sucesion de subgraficas de G ajenas dos a

dos, entonces lim diam(Gp,) = 0.

m—00
Demostracion:
Sea G = |J;_, Ai, donde para cada ¢ € {1,...,r}, A; es un arco. Supongamos lo contrario, es decir,

supongamos que existe € > 0 tal que para cada n € NU {0} existe m} € NU {0}, con m} > n, tal que
diam(Gmz) > €. Asi, sabemos que existe mg € NU {0} tal que Gy,: tiene didmetro mayor o igual a e.
Definimos mo = mg. Supongamos que estd definido m,,. Por lo supuesto, existe my, ,; > mp +1>m,
tal que Gm;m“ tiene didmetro mayor o igual a €. Definimos my,+1 = my, 4 > my. Asi, hemos construido

una subsucesion (G, )n>0 de (G )m>0 tal que para toda n € NU {0}, diam(G,,,,) > €.

Por lo mencionado al inicio del capitulo, sabemos que existe M > 0 tal que las cardinalidades de
vértices y arcos de cualquier subgrafica de G son menores que M. Sea n € NU {0}. Por la Proposicién
5.0.37,

e < diam(Gp,,) < Z diam(Ap,) = Ry,
A, €AT(Gmny )
donde Arc(Gyy,,) es el conjunto de arcos de Gyy,,,. Asi, existe un A,,, € Arc(Gy,,) tal que

€

€
> > —.
~ Card(Arc(Gp,)) — M

diam(Ag,,)

Con esto, hemos formado una sucesion de arcos (A, )n>0 tal que para cadan € NU{0}, diam(Ag,,, ) > 17-

Ademas, dado que (Gy,)m>0 es ajena dos a dos, (A, )n>0 también es ajena dos a dos.
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Como (A, )n>0 €s una sucesiéon de arcos ajenos en G y dado que G tiene una cantidad finita de
arcos, entonces existe un arco B de G tal que contiene una infinidad de los arcos de la sucesion (A, )n>0-
Asi, con esta infinidad de arcos, formamos una subsucesién de (A, )n>0, digamos (A, )r>0- Para cada
k € NU {0}, sean Zp,, ¥ Ym,, los puntos finales de A,,, . Sea h : B — [0,1] un homeomorfismo.
Asi, (h(Amnk))kZO resulta ser una sucesion de intervalos cerrados, ya que h es continua. Dado que h es
biyectiva y (A, k>0 es ajena dos a dos , (h(Anm,, ))k>0 es ajena dos a dos. Por la Proposicién 5.0.36,

im | h(2m,, ) = (Ym,, ) = kli)nolo diam(h(4n,, )) = 0.

k—o0

Por otro lado, para cada k € NU {0}, A, es compacto, entonces existen zp,, ,Um,, € Am,, tales que
diam(Am,, ) = d(zm,, ; Um,, )- Sea L el arco con puntos finales v, v zm,, y que esté contenido en A,,, .

Se sigue que h(L) C h(Amnk); lo que implica que
0 <[ h(vm,, ) = h(zm,, ) |<| B(@m,, ) — A (Ym,, ) | -

Con esto, podemos concluir que kh’m | h(vm,,, ) — h(zm,, ) [= 0. A su vez, esto implica, por la Proposicién
—00
5.0.38, que

kl;nolo diam(Amnk) = d(vmnk)zmnk) =0.

Sin embargo, esto es imposible, ya que para toda k € NU {0}, diam(A4y,, ) > 57 > 0. Con esta contra-

diccién, concluimos que lim diam(G,,) = 0. |
m—0o0

Proposicién 5.0.40. Sean (Y, d) un espacio métrico compacto, (X, p) un espacio métricoy T : (Y,d) —
(X, p) una funcién continua. Si existen sucesiones enY, (zp)n>0 ¥ (Yn)n>0, tales que iminf d(zy,, yn) = 0,
entonces lim inf p(T'(zy,), T (yn)) = 0.

Demostracion:

Sea € > 0. Como lim inf d(xy,, y,) = 0, existe una sucesién de naturales estrictamente creciente, (ny) tal
que khﬁrglo d(zpn,,yn,) = 0. Como Y es compacto, resulta que T' es uniformemente continua. Sea d(e) > 0
una delta dada por la continuidad uniforme de T'. Se sigue que existe un natural K tal que para todo
k > K se cumple que d(zp,,Yyn,) < 0. Por la continuidad uniforme de T, para todo natural k > K
se cumple que p(T(xy,),T(yn,)) < €. Esto implica que kli)rlgo p(T(zy,), T(yn,)) = 0, en consecuencia,
liminf p(T(xy), T (yn)) = 0. [

Lema 5.0.41. Sean ((G,d), f), ((Y,p),g) sistemas dindmicos, donde G y Y son graficas, y E C G un
conjunto cerrado tal que f(E) C E. Supongamos que existe una semiconjugaciéon h : G — Y entre
(G, f) y (Y,g), que es una casi conjugacion entre J\e ¥ 9. Si g es conjugada a una rotacion irracional del

circulo, entonces G no contiene pares de Li-Yorke de f.

Demostracion:

Supongamos que tenemos dos puntos z,y € G tales que liminf d(f™(z), f"(y)) = 0. Por la Proposicién
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5.0.40, tenemos que lim inf p(h(f™(x)), h(f"(y))) = 0. Tenemos que para cadan € N, ho f™ = g" o h, asi,

(f
tim inf p(g" (h(x)), 9" (h(y))) = 0.

Veamos lo siguiente, como g : ¥ — Y es una conjugacion de una rotaciéon irracional, existe
t:Y — S! un homeomorfismo y existe R : S' — S! una rotacién irracional tal que tog = Rot.
Tenemos, por la Proposicién 5.0.40, que liminfdgi(t(g"(h(x))),t(¢g"(h(y)))) = 0. Para toda n € N,
tog" = R"ot, por lo tanto, liminfdg (R"(t(h(x))), R*(t(h(y)))) = 0. Si pasara que h(x) # h(y),
como t es un homeomorfismo t(h(x)) # t(h(y)), entonces dgi(t(h(x)),t(h(y))) = ¢ > 0. Dado que las
rotaciones en S! son isometrias, para toda n € N, dg1 (R"(t(h(z))), R*(t(h(y)))) = ¢ > 0y, por lo tanto,
liminf dgi1 (R"(t(h(x))), R™*(t(h(y)))) = ¢ > 0. Esto es una contradiccién, asi que h(z) = h(y).

Con lo anterior, tenemos que para cada n € NU {0}, h(f"( ) = g"(h(z)) = g"(h(y)) = h(f"(y))-
Asi, para cada n € NU {0}, z, = h(f*(z)) = h(f"(y)) y G» = h='({z,}). Primero, como la funcién
h es continua, para cada n € NU {0}, G, es un conjunto cerrado en G y, dado que G es un espacio
compacto, G, es compacto. Ademads, dado que h es casi conjugacién, para cada n € N, G, es un conjunto

conexo. Notemos también que por definicién de imagen inversa, para cada n € NU{0}, f*(z), f"(y) € G

Caso (1): Si existe k € NU{0} tal que Gy = {v}, como f*(z), f*(y) € G}, entonces f*(z) = v = fk(y)
Asi, para todo n > k, tenemos que f"(x) = f"(y). Lo que implica que h%m d(f"(x), f"(y)) = con

esto, tenemos que x y y no pueden formar un par de Li-Yorke.

Caso (2): Si pasara que para todo n € NU{0}, G,, es no degenerado, entonces para cada n € NU {0},
G, es una subgréfica de G. Supongamos que existen k,m € NU {0}, con m < k, tales que G N G, # 0.

Tenemos que

0#GL.NGp

- h*({zk}) n h—1<{zm}>

=) pnn {h @)
= { gt (@) ) N g™ (@) ).

Se sigue que existe u € b~ ({g*(h(z)) HNA™1({g™(h(z))}). Por la definicién de imagen inversa, g™ (h(z)) =
h(u) = g*(h(x)) y, tenemos que z; = A(f*(z)) = ¢*(h(x)) ¥ 2zm = R(f™(x)) = g™ (h(x)), por lo tanto,

21 = Zm. De esta manera,

9" (zm) = ¢ (g™ (h(2))) = g°(h(2)) = 2 = 2m,

es decir, z,, es un punto periddico de g. Pero es una contradiccién, ya que las rotaciones irracionales del
circulo no tienen puntos periddicos y, por lo tanto, tampoco sus conjugados. Asi, tenemos que (Gp)n>0 €S

una sucesién de subgréficas de G ajenas dos a dos. Por la Proposicién 5.0.39, lim diam(G,,) = 0. Como
n—oo
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para cada n € NU {0}, f"(x), f"(y) € Gy, tenemos que para cada n € NU {0},
0 <d(f"(z), ["(y)) < diam(Gy);

lo que implica que

lim d(f"(x), f"(y)) = 0.

n—0o0

Con esto, por definicién de par de Li-Yorke, x y y no forman un par de Li-Yorke. |

Teorema 5.0.42. Sea ((G,d), f) un sistema dindmico. Si G tiene un par de Li-Yorke para f, entonces

existe § > 0 y existe un conjunto de Cantor C C G tales que C' es §-revuelto para f.

Demostracién:

Sean x,y € G un par de puntos que sean par de Li-Yorke de f. Si w(z, f) y w(y, f) son finitos, por la
Proposicion 1.4.7, tenemos que y y x son aproximadamente periédicos, esto implica, por el Lema 1.4.6,
que lim d(f"(z), f*(y)) = 0 6 liminfd(f™(z), f*(y)) > 0; que por definicién, se sigue que = y y no
son SIT Ogar de Li-Yorke. Asi, alguno de estos omega conjuntos limite debe ser infinito. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que w(z, f) es infinito. Tenemos dos casos, cuando los periodos de los ciclos en
U(z) ={X C G| X C G es un ciclo de graficas y w(z, f) C X} estdn acotados y cuando no lo estan.

Supongamos que los ciclos de ¥(z) no estédn acotados. Por el Lema 5.0.18, existe una sucesién de ciclos

de gréficas en G, (X,)n>1, tal que:
(1) si para cada n € N, k, es el periodo de X, entonces la sucesién (k:n)n21 es estrictamente creciente;
(73) para todon € N, X, 41 C X,;
(ii1) @ (@ ) € Mot X
(tv) para todo n € N, kj,41 es multiplo de k;

(v) paratodon € N, cada componente conexa de X,, contiene el mismo niimero de componentes conexas

de X411, de hecho, son kzzl >2:y

(vi) w(z, f) no contiene puntos periédicos.

Como (kp)n>1 es estrictamente creciente, podemos encontrar n € N tal que k, > 2 y tal que k, >
Card(V(G)). Como k, es el periodo de X,,, k;, es el niimero de componentes conexas de X,,. Se sigue que
existe J una componente conexa de X, tal que no contiene vértices de G. Esto quiere decir, que como

J C G, JC A, donde A es una componente de G — V(G) que es homeomorfa al intervalo abierto (0, 1).

k k .k .
Tenemos que =z > 2 y que 72 > 2, en consecuencia, ~3** > 4, es decir, cada componente de X,

n kn+1 k‘n
tiene al menos 4 componentes de X, 2. Dada esta situacion, podemos elegir alguna de las componentes

de X,,+2, digamos I, tal que se encuentre en el interior de J. Recordemos que [ al ser una componente
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de X, 42 es un conjunto no degenerado y compacto. Por un lado I C J C A, dado que A es homeomorfo
al intervalo (0,1), tenemos que I es una conexo, compacto y no degenerado que es homeomorfo a un
subconjunto de (0,1). Dado que los tinicos conexos, compactos y no degenerados que son subconjuntos
de (0, 1) son los intervalos compactos, tenemos que I es un arco. Como I es componente conexa de X, 42

y w(z, f) € Xpto, por el Lema 5.0.16, tenemos que w(z, f) NI es infinito.

Como I es un arco, I tiene una cantidad finita de puntos frontera; por lo tanto, w(z, f) N Intg(I) # 0.
Sea z € w(x, f)NIntg(I). Por definicién, existe una subsucesion (f™* (z))g>o de la trayectoria de = bajo f
tal que converge a z. Como Intg(I) es un conjunto abierto que contiene a z, existe una x € NU{0} tal que
para toda k > & se tiene que f (z) € Intg(I). Seav = f™(z) y sea g = f¥»+2. Como I es una de las com-
ponentes de X, 12, tenemos que g(I) = f*»+2(I) = I. Esto implica que para todo m € NU{0}, g™ (v) € I.
Sea w = f"+(y). Por la Proposicién 1.3.2 inciso (ii), tenemos que como = y y son pares de Li-Yorke de
f, v y w son pares de Li-Yorke para f. Ademds, por la misma proposicién inciso (iii), tenemos que v y
w son un par de Li-Yorke de g. Tenemos entonces que liminf d(¢™(v), g™ (w)) = 0; asi, existe una sub-
sucesion de (d(g™(v), g™ (w)))m>0, digamos (d(g"™*(v), g™ (w)))s>0, tal que shjgo d(g™*(v),g" (w)) =0,
donde (mg)s>0 es una sucesién de naturales estrictamente creciente. Como (¢ (v))s>0 es una subsucesion
de (¢™(v))m>0 y dado que para todo m € NU {0}, g™ (v) € I, obtenemos que (¢"*(v))s>0 €s una suce-
sion en I. Sabemos que I es compacto, entonces existe una sucesion estrictamente creciente de naturales
(ms,)i>0 tal que li)m g™ (v) = ¢, donde ¢ € I. Por otro lado, (d(g"*(v), g™ (w)));>0 es una subsucesion
de (d(g™ (1), g™ (1)), por 1o tanto, lim d(g™ (v), g™ (w)) = 0.

Veamos que la sucesion (g™ (w));>o converge a c. Sea € > 0. Dado que llggo d(g™t(v), g™ 1 (w)) =0
y que hm gmsl( ) = ¢, tenemos que existe un nimero entero L € N U {0} tal que si [ > L, se cumple
que d( ms,( ), 9" (w)) < §y que d(g™(v),c) < §. Asi, si | > L, por la desigualdad del tridngu-
lo, d(g™1(w),c) < d(g™1(w),g™t(v)) + d(g™(v),c) < £ = ¢, es decir, hm gmél( ) = ¢. Co-

mo ¢ € I C Intg(J), lim ¢"*(v) = ¢y lim g™ (w) = ¢, tenemos que existe j un natural tal que
l—o00 l—o00

g (w), ¢’ (v) € Inta(J).

Ahora, por las propiedades enunciadas de la sucesién (ky)n,>1, tenemos que k,yo es multiplo de
kn+1, que a su vez es multiplo de k,. Asi, k,12 es miltiplo de k,. Consecuentemente existe un na-
tural p tal que kpro = pk,. Como J es una componente de X,, J tiene periodo k,; se sigue que
g(J) = fFn+2(J) = fPRn(J) = J. Ya sabiamos que v y w forman un par de Li-Yorke de g, en conse-
cuencia, ¢/ (v) y ¢ (w) forman un par de Li-Yorke de g, por la Proposicién 1.3.2 inciso (ii). Por otra parte,
andlogo al argumento que se utilizé para I, podemos concluir que J es un arco. Con esto, concluimos que
¢’ (v), ¢/ (w) € J forman un par de Li-Yorke de g+ J — J. Como gy : J — J es una funcién continua,
donde J es un arco, por el Teorema 4.0.6, existe una § > 0 y un conjunto de Cantor C' C J tal que C es
d-revuelto para g|; y, en consecuencia, para g. Por la Proposicién 1.3.2 inciso (iv), resulta que C' es un

conjunto d-revuelto para f.
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Supongamos ahora que los periodos de los ciclos de ¥(x) estan acotados. Por el Lema 5.0.20, existe un
ciclo de gréaficas X € ¥(x) tal que para todo cicloen Y € ¥, Y C X, donde el periodo de X es méximo
entre todos los periodos de los ciclos de ¥(x). Por otra parte, por el Lema 5.0.22 inciso (i7), tenemos que

w(z, f) C E(X, f); en particular, E(X, f) es infinito.

Veamos que X tiene al menos un punto periédico de f. Lo haremos por reduccion al absurdo. Supon-

gamos que X no tiene puntos periddicos de f. Sean Xj,..., X_1 las componentes conexas de X.
Afirmacion: E(X, f) = U B(Xy, f9).

Razon: Sea z € E(Xj,fk), donde j € {0,...,k —1}. Sea U una vecindad de z en X y sea Yy = Xj.
Como X es un ciclo de gréficas, X = Ui.:()l fix;) = Ui':ol {(Yp). Tenemos que W = U NYy es una
vecindad de z en Yp, y como z € E(Yy, f¥), WYU =Y.

Como W C U,

Orb s (W) C Orbpr(U) € Orby(U);

lo cual implica que

Orb e (W)'* C Orbp(U) " C Orby(U)

Por otro lado, tenemos que para todo s € NU {0},

X

F4(Orbp(0)" ) = F*(Orb ()
_— X
= @)

n>0
—_—X
=J /)
n>0

C Orbp(U)"

De esta manera, tenemos que
k-1
X = riv)
i=0

k—1
— | Fi(Orbpu)™)
=0

k—1
c | Fi(0rbs(@)")
=0

C Orb(U) " ;



125

por lo tanto, X = WX. Concluimos que z € E(X, f); con lo cual Ule E(X;, fY) € E(X,f).
Ahora, sea z € E(X, f) y supongamos sin pérdida de generalidad que z € Xy. Sea U una vecindad de
z en Xo. En principio, dado que Xy, ..., X;p_1 son componentes de X, son cerradas en X; por lo tanto,
Xo=X— Uf:_ll X, es un abierto en X. Esto implica que U es una vecindad de z en X; y dado que z €
E(X, f), WX = X. Por la Proposicién 1.5.2 inciso (iii), X = WX = Uf:_ol O?”bfk(fi(U))X =
Uf:_ol WX. Por otro lado, como U C Xy, para cada i € {0,...,k— 1}, WX -
mx = EX = X;; lo cual implica que

Xo=XNXy

k—1
- (U Orbfk(fi(U))X) N Xo
1=0

= Orby(U) N Xo
= Orbp(U) "

Dado que U fue una vecindad arbitraria de z en Xo, z € E(Xo, f¥); implicando que

k—1

1=0

Por doble contencién, queda probada la afirmacion.

Como w(z, f) es infinito y estd contenido en X, por el Lema 5.0.16, para cada ¢ € {0,...,k — 1},
w(zx, f)NX; es infinito. Tenemos también que w(z, f) C E(X, f); se sigue que para cada i € {0,...,k — 1},
Wi, )N X; € B(X,f)NX; = (Uﬁ.“;(} B(X:, fi)) N X; = E(X;, f*). BEsto implica que para cada
i €{0,...,k—1}, BE(X;, f*) es infinito. Definamos g = f&o. Por lo anterior, E = E(Xj, g) es infinito, asi,
por el Corolario 5.0.27, existen una grafica Y, una funcién transitiva r : ¥ — Y y una semiconjugacion

¢: Xo — Y entre (Xo,9) y (Y,7) que es una casi conjugacion entre g y 7.

Supongamos que 7 tiene un punto periddico de periodo m € N, digamos p € Y. Como ¢ es casi
conjugacién, tenemos que L = ¢~ ({p}) N E es finito. De hecho, L es no vacio, ya que como ¢(E) =Y,
existe p* € E tal que ¢(p*) = p; con lo cual p* € L. Sea z € L. Por la Proposicién 5.0.21 inciso
(i1), E es g-invariante; lo cual implica que ¢"™(z) € E. Ademds, como ¢(z) = py ¢ o g™ = r" o ¢,
(g™ (2)) = r™(4(2)) = p, tenemos que g™ (z) € ¢~ 1({p}). En resumen, ¢™(z) € L. Dado que z € L fue
arbitrario, g@ : L — L es funcién y, como L es un conjunto finito, g@ tiene un punto periddico; en
consecuencia, g tiene un punto periédico. Pero dado que X no tiene puntos periddicos de f, Xg no tiene
puntos periédicos de g; implicando que r no tiene puntos periédicos. Tenemos que Y es una grafica y que
r:Y — Y es una funcion continua y transitiva sin puntos periddicos, entonces, por el Teorema 5.0.35,

r es conjugada a una rotacién irracional del circulo. Con esto, podemos aplicar el Lema 5.0.41, y concluir
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que g no tiene pares de Li-Yorke en Xj.

Por otra parte, como x y y forman un par de Li-Yorke para f, existe una subsucesién de la su-
cesion (d(f™(x), f"(y)))n>0, digamos (d(f™(x), f™(y)))s>0, que converge a 0. Como G es compacto,
(f™(x))s>0 tiene una subsucesién convergente a un punto de G. Supongamos, sin pérdida de genera-
lidad, que (f™(x))s>0 converge a p € G. Asi, dado que slggo f(z) =py slgglo a(f"(z), f*(y)) = 0,
entonces lim f™(y) = p; por lo tanto, p € Q = w(x, f) Nw(y, f), es decir, Q # (). También tenemos,
por el Tef)?eoina 1.4.2 inciso (iii), que f(Q) C Q. Ademads, dado que w(zx, f) € X, entonces Q C X.
Supongamos que 2 C Frg(X). Como X es una unién de subgréficas ajenas de G, Frg(X) es finita;
implicando que () sea finito. De esta forma, la funcién fiq : 2 — € tiene un punto periddico, lo cual
contradice el supuesto de que X no tiene puntos periédicos de f. Por lo tanto, existe z € Q N Intg(X);
esto implica que existe N € NU {0} tal que fV(x), f¥(y) € X. Sabemos, por la Proposicién 1.3.2 inciso
(ii), que z* = fN(x) y y* = fN(y) son un par de Li-Yorke para f. Dado que X es f-invariante, para
toda n > 0, f™(z*), f*(y*) € X. Por otro lado, dado que Xj,..., Xx_1 son compactos y ajenos dos a
dos, el minimo entre sus distancias es positiva, digamos € > 0. Como liminf d(f"™(z*), f"(y*)) = 0, exis-
te ¢ € N tal que d(f9(z*), f1(y*)) < €y, por la definicién de €, tenemos que existe i € {0,...,k— 1}
tal que fi(z*), f4(y*) € X;. Dado que X es un ciclo de subgraficas, por la Proposicién 5.0.10, existe
b € NU{0} tal que f°(X;) = Xo. Por lo tanto, f9+%(z*), f7*%(y*) € X,. Por la Proposicién 1.3.2 inciso
(ii), x** = fItb(z*) y y** = f9T(y*) son un par de Li-Yorke para f. Esto implica, por la Proposicién
1.3.2 inciso (#i7) y la g-invarianza de Xy, que (z**,4™*) es un par de Li-Yorke para g. Esto contradice
el hecho de que g no tiene pares de Li-Yorke. Dicha contradiccién proviene de suponer que X no tiene

puntos periédicos de f; por lo tanto, X tiene al menos un punto periédico de f.

Como f tiene un punto periédico en X y E(X, f) es infinito, podemos aplicar el Corolario 5.0.29 para
concluir que h(f) > 0. Asi, por el Teorema 5.0.34, tenemos que existe 6 > 0 y un conjunto de Cantor

C C @ tales que C es é-revuelto para f. Con esto, terminamos la prueba del teorema. |



Capitulo 6

Conjuntos revueltos infinitos en espacios

numerables

Si bien, el trabajo consiste en encontrar conjuntos de Cantor que sean revueltos para los cuales un par
de Li-Yorke implique su existencia (en graficas y en el intervalo), no dejaremos de lado a los espacios que
son infinitos pero numerables. En este caso, veremos también que la existencia de un par revuelto implica

la existencia de un conjunto ”grande” que sea J-revuelto, para alguna & > 0.

Proposicién 6.0.1. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X tal que w(x, f) es infinito. Si w(x, f) tiene
a un punto aislado (en la topologia relativa de w(x, f)) y un punto periédico de f, entonces existe una

60 > 0 y un conjunto Y C X infinito tal que Y es un conjunto d-revuelto para f.

Demostracion:

Sea x € X tal que w(z, f) es infinito. Supongamos que w(zx, f) tiene a un punto periédico z de f de
periodo k € N. Supongamos también que w(x, f) tiene a un punto aislado zg. Por el Teorema 1.4.2 inciso
(vii), tenemos que 29 € w(fi(z), f¥) y 2z € w(f(x), f¥), donde i, j € {0,...,k — 1}. Adem4s, tenemos que

(@), 15) = FUE @ (), 1))
= [w(" (P (), ) (por el inciso (vi) del Teorema 1.4.2)
= flw(fF (@), ")
= fi(w(z, f*)) (por el inciso (v) del Teorema 1.4.2)
= w(fi(z), f*) (por el inciso (v) del Teorema 1.4.2).

Esto implica que f+*7J(2) € w(fi(x), f¥). Dado que z es un punto periédico de periodo k para f,
f**=i(z) también es punto k—periédico de f y, en consecuencia, es punto fijo de f*. Ademds, como zg
es un punto aislado en w(z, f), también es punto aislado en w(f*(z), f¥). Se sigue, por el Teorema 1.4.2

inciso (viii), que w(f*(z), f¥) es infinito. En resumen, tomando a p = fi+k=J(2), y = fi(z) y g = fF,

127
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tenemos que w(y, g) es infinito, tiene un punto fijo p de g y tiene un punto aislado z.

Por la Proposicién 1.4.9, tenemos que ningin punto aislado en w(y, g) puede ser punto periédico de
g; en consecuencia p # zg. Como zg es aislado en w(y, g), existe 6 > 0 tal que {z0} = Bys(20) Nw(y, g).

Dado que w(y, g) es infinito, tenemos que Orby(y) es infinita.

Afirmacién: Orby(y) es un conjunto d-revuelto para g.

Razon: Sean w,v € Orby(y) distintos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que w = ¢ (v), para
algian m € N.

Veamos que liminfd(¢"(w),¢"(v)) = 0. Como v es un punto en la 6rbita de y bajo g, por el
Teorema 1.4.2 inciso (v), tenemos que p € w(y,g) = w(v,g). Entonces, existe una sucesién estricta-

mente creciente de enteros no negativos (ng4)>0 tal que lim ¢g"?(v) = p. Por la continuidad de g™,

lim g™ (w) = lim g™ (v) = ¢"(p) = p. Como (g"(w))4>0 ¥y (9"(v))g>0 convergen al mismo punto p,
q—00 q—00 = =

tenemos que 1Lm d(g"1(w), g"(v)) = 0. Con esto, aseguramos que liminf d(¢"(w), g"(v)) = 0.
q—00

Comprobemos que limsup d(g™(w), g"(v)) > §. Sea Bss(20) la bola cerrada de radio 36 con centro
en 2. Si pasara que la trayectoria de w bajo g visita una cantidad infinita de veces a Bss(20) — Bs(20),
podemos formar una subsucesién de (¢g"(w)),>0, digamos (g™ (w))s>0, que estd contenida en Bas(2) —
Bs(20). Tenemos que Bss(z0) — Bs(z0) = Bss(20) N (X — Bs(20)), asi, Bas(z0) — Bs(20) es un cerrado,
por ser interseccién de cerrados y, dado que X es un compacto, tenemos que B3s(z9) — Bs(20) es un
compacto. Con esto, podemos asegurar que (¢"(w))s>0 tiene una subsucesién que converge a un punto
a € Bzs(z0) — Bs(20). Por definicién de omega conjunto limite, a € w(w, g). De esta manera, (Bzs(z0) —
Bs(20)) Nw(w,g) # (. Sin embargo, esto es una contradiccién, ya que w(w,g) N (Bss(z0) — Bs(z0)) =
w(y,9)N(Bss(20) — Bs(20)) € w(y,9) N Bys(20) = {20} v, como claramente 2z ¢ Bss(z0) — Bs(20), tenemos
que w(y, g) N (Bss(20) — Bs(z0)) = 0. Esto quiere decir que la trayectoria de w bajo g visita una cantidad

finita de veces al conjunto Bzs(z0) — Bs(20), es decir,
existe N € N tal que para toda n > N, g"(w) € (X — Bss(20)) U Bs(20). (6.1)

Ahora, sea ng € N. Dado que p € w(y,g) = w(w,g), existe una sucesién estrictamente creciente de
naturales (ns)s>o tal que Sliglo g™ (w) = p. Como p es un punto fijo de g, tenemos que para toda r € NU{0},
Slgglo 9" (g"(w)) = p. Como p ¢ Bys(2p), tenemos que X — B3s(zp) es un abierto que contiene a p; por lo
tanto, existe N1 € N, donde N; > méx {N,ng},

tal que para toda r € {0,...,2m},¢g""1(¢"(w)) € X — Bss(20). (6.2)

Por otro lado, como zp € w(w,g), existe I € N, donde | > ny, + 2m, tal que g'(w) € Bs(20). Sea a el
minimo de los naturales que tienen la propiedad anterior. Supongamos que a — m > ny, + 2m. Como

(ns)s>0 es estrictamente creciente, ny, > Nj; con lo cual o« —m > ny, +2m > N; > N. Asi, por (6.1),
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g* ™(w) € (X — Bss(z0)) U Bs(20). Si g®™(w) € Bss(zg), se estarfa contradiciendo la definicién de
minimo de «; por lo tanto, g* ™ (w) € X — Bss(z0). Ahora, si @ — m = ny, + 2m, por (6.2), entonces
g ™ (w) € X — Bss(20). Si pasara que a« —m < ny, +2m, como « —m > ny, +m, entonces ny, + 2m >
a—m > ny, +m. Asf, por (6.2), g ™(w) € X — Bss(20). En resumen, encontramos un natural « tal
que o > ny, +2m > Ny + 2m > ng + 2m y tal que g®(v) = ¢ ™(w) € X — Bas(20) vy g%(w) € Bs(20)-

Dado que ng fue arbitraria, tenemos que
para toda ng € N existe j,, € N, donde j,, > ng, tal que g/ (v), g’ (w) € X — Bas(20). (6.3)
Sea n € N y sea j, dado por (6.3). Si d(¢’"(w), g’ (v)) < 20, entonces

(g’ (v), 20) < d(g" (v), gj,(w)) + d(g" (w), z0)
< 204§ =39, (por (6.3))

implicando que g/ (v) € B3s(20). Esto es una contradiccién con (6.3). En conclusién, para toda n € N

existe j, > n tal que d(¢’"(v), g¢" (w)) > 26. Por definicién de limite superior, se sigue que
limsup d(g"(v), g"(w)) > 2§ > 4.
Con esto, tenemos que Orb,(y) es un conjunto d-revuelto para g, que ademds, es infinito. Invocando
a la Proposicién 1.3.2 inciso (iv), tenemos que Orby(y) es un conjunto d-revuelto para f. [
Para seguir nuestro camino, es necesario recordar uno de los teoremas cldsicos dentro de la topologia
y el andlisis matemadtico, que es el teorema de Baire.

Definicion 6.0.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio de Baire si y sélo si
dada una coleccion numerable {A,}, ., de cerrados en X donde cada uno de sus integrantes tenga interior

vacio en X, se cumple que | J,,~, Ay tiene interior vacio en X.

El siguiente teorema nos dice que los espacios en los que estamos trabajando son espacios de Baire.

Su prueba se encuentra en la pagina 296 de [23].
Teorema 6.0.3. Si X es compacto y Hausdorff, entonces X es un espacio de Baire.

Con esto en mente, podemos probar el siguiente lema, que es la antesala del resultado que buscamos

en este capitulo.

Lema 6.0.4. Si X es un espacio topolégico numerable, compacto y Hausdorff, entonces toda funcion

continua f : X — X tiene un punto periédico.

Demostracién:
Afirmamos que existe un conjunto M C X que es no vacio, compacto, f-invariante y tal que para todo

A C X no vacio, compacto, f-invariante, se cumple que M C A. Para ver la afirmacién, aplicaremos el
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Lema de Zorn. Sea F’ la coleccién de de todos los conjuntos no vacios, compactos, f-invariantes contenidos
en X. Consideremos que F' tiene el orden parcial dado por la inclusién, es decir, V 2 U si y s6lo U C V.
Sea L una cadena en F'. Como todos los elementos de L son compactos, no vacios y comparables dos a
dos, entonces L es una familia de cerrados (por estar en un espacio Hausdorff) que tiene la propiedad
de la interseccién finita. Como estamos en un espacio compacto, se sigue que T = (L # (). Como la
interseccién de cerrados es un cerrado, T es un cerrado en X y, debido a la compacidad de X, T es un
compacto. Claramente, para todo A € L, A < T. Ademads, como los miembros de L son f-invariantes,
J(T) = f(NacrA) € Nacr f(A) CNaer, A =T, es decir, T es f-invariante. Por lo tanto, T" resulta ser
una cota superior de L en F. Asi, por el Lema de Zorn, existe M € F tal que para todo A € F, A < M.

Con esto, queda probada la afirmacion.

Tenemos que M es un compacto y Hausdorff (por ser subespacio de un Hausdorff) y, por lo tanto, un
espacio de Baire (Teorema 6.0.3). Como M es numerable, es igual a una unién numerable de conjuntos
unitarios. Si todos estos conjuntos tuvieran interior vacio en M, como M es de Baire, entonces M tendria
interior vacio en M, lo cual no puede ser ya que un espacio tiene interior no vacio en si mismo; asi, debe

existir un punto z € M tal que {z} tiene interior no vacio en M.

Por otro lado, tomemos un punto € M. Tenemos, por la invarianza de M, que Orby(x) € M y, como

M es cerrado, Orbs(x) € M. Ademés, f(Orbs(x)) = f(Orbg(z)) C Orbs(x). En resumen Orbs(x) es un

conjunto no vacfo, compacto (por estar en un compacto) y f-invariante, por lo tanto, M C Orby(z). Con

esto, Orbf(x)M = M. En particular, Orbs(f(z)) N {z} # 0; lo cual implica que z es un punto periédico
de f. |

Corolario 6.0.5. Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es numerable. Si f tiene un par revuelto,

entonces existe una d > 0 y existe un conjunto infinito Y C X tales que Y es d-revuelto para f.

Demostracion:
Sea (z,y) un par de Li-Yorke para f. Si w(z, f) y w(y, f) son finitos, entonces ambos son aproximada-
mente periédicos (Proposicién 1.4.7) y, por el Lema 1.4.6, x y y no forman un par de Li-Yorke. Asi, sin

pérdida de generalidad, supongamos que w(x, f) es infinito.

Tenemos, por el Teorema 1.4.2 inciso (ii), que w(x, f) es un compacto y Hausdorff (por ser subes-
pacio de un compacto y Hausdorff) y, por lo tanto, un espacio de Baire (Teorema 6.0.3). Como w(zx, f)
es numerable, es igual a una unién numerable de conjuntos unitarios. Si todos estos conjuntos tuvieran
interior vacio en w(zx, f), como w(x, f) es de Baire, entonces w(z, f) tendria interior vacio en w(x, f); lo
cual no puede ser, ya que un espacio tiene interior no vacio en si mismo. Se sigue que debe existir un

punto z € w(x, f) tal que {z} tiene interior no vacio en w(x, f), es decir, w(z, f) tiene un punto aislado.

Por el Teorema 1.4.2 inciso (ii7), fi,(,f) : w(z, f) — w(z, f) es una funcién bien definida y continua.
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A flu(z,5) le podemos aplicar el Lema 6.0.4 para obtener que w(z, f) tiene un punto periédico de f. Con
esto, hemos reunido las hipdtesis de la Proposicién 6.0.1, para concluir que existe una § > 0 y un conjunto
Y C X infinito tales que Y es d-revuelto para f. |
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