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Nombre Leobardo Número de páginas 135
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pacios y Sistemas Dinámicos II y III”, por la beca otorgada para realizar este trabajo.

v



vi



Prefacio

En 1975, T.Y. Li y J. Yorke publicaron su célebre art́ıculo ”Period three implies chaos”([19]), en el

cual prueban que toda función continua f : [0, 1] −→ [0, 1] que tenga un punto periódico de periodo 3,

tiene puntos periódicos de todos los periodos. Además, obtienen un subconjunto no numerable de [0, 1],

en el cual la función se comporta de una manera muy peculiar. Pasa que cada vez que se toman dos

puntos distintos de dicho conjunto, las trayectorias bajo f de esos puntos se acercan tanto como se desee,

pero también se alejan una cierta distancia. Más aún, las trayectorias de los puntos de dicho conjunto no

siguen ninguna órbita periódica. Como ese comportamiento es un tanto extraño, sin dar una definición

formal, ellos se refieren a esto diciendo que la función se comportaba de manera ”caótica” en ese conjunto.

Se dice que f : [0, 1] −→ [0, 1] es caótica en el sentido de Li-Yorke si y sólo si existe existe δ > 0

y existe S ⊆ [0, 1] no numerable tal que para cualesquiera dos puntos distintos x, y ∈ S se cumple que

ĺım inf | fn(x)−fn(y) |= 0 y ĺım sup | fn(x)−fn(y) |≥ δ. A matemáticos como J. Smı́tal y M. Kutcha les

interesaba encontrar condiciones suficientes o equivalentes para este tipo de caos y descubrieron que basta

con un par de puntos que se comporten similar a como se comportan los puntos en el caos de Li-Yorke

para que f : [0, 1] −→ [0, 1] sea Li-Yorke caótica. El primer objetivo de este trabajo es dar una prueba de

este hecho donde, además, se muestra que el conjunto no numerable es un conjunto de Cantor. El segundo

objetivo es estudiar las ideas generales de la generalización de dicho resultado a funciones continuas en

gráficas topológicas. El tercer y último objetivo de este trabajo es analizar funciones continuas en espacios

métricos infinitos numerables y compactos, y ver si cumplen con una condición análoga a las dos anteriores.

Este trabajo se basa fuertemente en los trabajos de Sylvie Ruette y L. Snoha ([26], [25]), y Jan de Vries [11].

El caṕıtulo 1 trata sobre conceptos básicos como por ejemplo: el omega conjunto ĺımite, los puntos

aproximadamente periódicos, las órbitas de conjuntos y los pares de Li-Yorke. El segundo caṕıtulo trata

sobre la entroṕıa topológica (que tanto movimiento provoca la función en los puntos del intervalo) y las

herraduras en mapeos del intervalo. En el caṕıtulo 3 se analiza qué pasa con las funciones continuas del

intervalo en el intervalo que tienen entroṕıa topológica cero y un par de Li-Yorke, mientras que en el

caṕıtulo 4 se presentan resultados que dicen que basta con que un una función continua del intervalo en

el intervalo tenga entroṕıa positiva para que tenga un conjunto de Cantor, el cual vuelve a la función

parte de la clase de las funciones Li-Yorke caóticas. El caṕıtulo 5 está dedicado a estudiar las ideas de
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la generalización del resultado principal del caṕıtulo 4 a funciones continuas en gráficas topológicas. Por

último, el sexto caṕıtulo habla de las funciones continuas en espacios métricos infinitos numerables y

compactos que tienen un par de Li-Yorke.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Introducción a la sección

La notación que utilizaremos es la siguiente:

1. N = {1, 2, 3, . . .} es el conjunto de números naturales.

2. Q es el conjunto de números racionales.

3. R es el conjunto de números reales.

4. R es el conjunto de los reales extendidos.

5. Card(B) denota la cardinalidad de un conjunto B.

6. ĺım sup an denota el ĺımite superior de una sucesión (an).

7. ĺım inf an denota el ĺımite interior de una sucesión (an).

8. exp(a) denota a la función exponencial aplicada a un número real a.

9. log(a) denota al logaritmo natural aplicado a un número real a.

10.
⊎
s∈S As denota la unión ajena de una familia {As}s∈S .

11. A
X

denota la cerradura de A con respecto a un espacio X. Si no hay confusión sobre al espacio con

respecto al cual se toma la cerradura, simplemente se escribirá A.

12. IntX(B) y FrX(B) denotan el interior de B y la frontera de B con respecto a X, respectivamente. Si

no hay confusión sobre el espacio con respecto al cual se toman el interior o la frontera, simplemente

escribiremos Int(B) y Fr(B).

13. derX(B) denota al conjunto de los puntos de acumulación de B en X.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.2. Conceptos básicos

Esta sección está dedicada a dar las definiciones básicas de los sistemas dinámicos discretos.

Definición 1.2.1. Un sistema dinámico se define como un par (X, f), donde X es un espacio métrico

compacto y f : X −→ X es una función continua.

Definición 1.2.2. Sean (X, f) un sistema dinámico y z ∈ X. A la sucesión (fn(z))n≥0 se le conoce como

la trayectoria de z bajo f . Al conjunto {fn(z) | n ≥ 0} se le llama la órbita de z bajo f .

Definición 1.2.3. Sean (X, f) un sistema dinámico y z ∈ X. Diremos que z es un punto periódico

de f si y sólo si existe m ∈ N tal que fm(z) = z. A k = mı́n {m ∈ N | fm(z) = z} se le conoce como el

periodo de z. En caso de que z sea un punto periódico de f , diremos que la órbita de z bajo f es

periódica. Si k = 1, diremos que z es un punto fijo de f .

Definición 1.2.4. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos. Decimos que una función continua φ : X −→ Y

es una semiconjugación entre (X, f) y (Y, g) si y sólo si φ es suprayectiva y el diagrama

X
f //

φ
��

X

φ
��

Y g
// Y

conmuta, es decir, φ◦f = g◦φ. Si resulta que φ es un homeomorfismo, entonces diremos que es una conju-

gación entre (X, f) y (Y, g). Diremos que dos sistemas dinámicos son semiconjugados o conjugados

si y sólo si existe una semiconjugación o conjugación entre dichos sistemas dinámicos, respectivamente.

Cuando no haya confusión con respecto a X y Y , nos referiremos a estos conceptos diciendo que f y g

están conjugadas o semiconjugadas, respectivamente.

1.3. Definiciones y algunas propiedades de los pares de Li-Yorke

En esta sección presentamos y estudiamos algunos resultados referentes al concepto principal de esta

tesis : los pares de Li-Yorke.

Definición 1.3.1. Sean ((X, d) , f) un sistema dinámico y δ > 0.

(i) Diremos que dos puntos x, y ∈ X son un par de Li-Yorke módulo δ o un par δ-revuelto de

f si y sólo si ĺım sup d (fn (x) , fn (y)) ≥ δ y ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) = 0.

(ii) Diremos que Z ⊆ X es un conjunto δ-revuelto de f si y sólo si cualesquiera dos puntos distintos

x, y ∈ Z son un par de Li-Yorke módulo δ de f .

(iii) Diremos que x, y ∈ X son un par de Li-Yorke o un par revuelto de f si y sólo si existe una

ε > 0 tal que x y y son un par de Li-Yorke módulo ε de f .
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(iv) Diremos que Z ⊆ X es un conjunto revuelto de f si y sólo si para cualesquiera dos puntos

distintos z, w ∈ Z se cumple que z y w son un par de Li-Yorke de f .

Analicemos qué es lo que quiere decir que x, y ∈ X sean un par de Li-Yorke módulo δ > 0. Si

b = ĺım sup d (fn (x) , fn (y)) > δ, entonces existe una sucesión de naturales que es estrictamente creciente

(nk)k≥0 tal que ĺım
k→∞

d (fnk (x) , fnk (y)) = b. Análogamente, como 0 = ĺım inf d (fn (x) , fn (y)), existe

una sucesión estrictamente creciente de naturales (nj)j≥0 tal que ĺım
j→∞

d (fnj (x) , fnj (y)) = 0. Ahora,

sea N ∈ N. Dado que (nk)k≥0 es estrictamente creciente, ĺım
k→∞

d (fnk (x) , fnk (y)) = b y b > δ, podemos

encontrar un número natural mN > N tal que d (fmN (x) , fmN (y)) > δ. Esto nos dice que frecuentemente

encontraremos puntos de las trayectorias de x y y que estarán alejados al menos δ > 0. Análogamente,

dado K ∈ N, como (nj)j≥0 es estrictamente creciente y ĺım
j→∞

d (fnj (x) , fnj (y)) = 0, tenemos que para

cualquier ε > 0 tal que ε ≤ δ, podemos encontrar un natural mK > K tal que d (fmK (x) , fmK (y)) < ε.

Lo anterior quiere decir que frecuentemente podemos encontrar puntos de las trayectorias de x y y que

estén arbitrariamente cerca, en particular, más cerca que δ.

Figura 1.1: Un par de Li-Yorke módulo δ > 0, con ĺım sup d (fn (x) , fn (y)) > δ.

Un hecho que vamos a utilizar, y que puede ser encontrado en [4] p. 81, es que si (an)n≥1 es una

sucesión en R y c = ĺım inf an, entonces las siguientes dos propiedades caracterizan a c:

(i) Si r < c, entonces existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N , se cumple que r < an.

(ii) Si r > c, entonces para cada n ∈ N existe Nn ∈ N tal que Nn ≥ n y tal que r > aNn .

Similarmente, si b = ĺım sup an, entonces b queda caracterizado por las siguientes propiedades:

(i) Si r > b, entonces existe N ∈ N tal que si n ≥ N , se cumple que r > an.

(ii) Si r < b, entonces para cada n ∈ N existe Nn ∈ N tal que Nn ≥ n y tal que r < aNn .

Proposición 1.3.2. Sea ((X, d) , f) un sistema dinámico.
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(i) Sean δ > 0 y m ∈ N. Si (x, y) ∈ X × X es un par de Li-Yorke módulo δ de fm, entonces (x, y)

también es un par de Li-Yorke módulo δ de f .

(ii) Sea δ > 0. Si (x, y) ∈ X × X es un par de Li-Yorke módulo δ de f , entonces para todo m ∈ N,

(fm (x) , fm (y)) también es un par de Li-Yorke de f módulo δ.

(iii) Si (x, y) ∈ X ×X es un par de Li-Yorke de f , entonces para todo m ∈ N, (x, y) también es un par

de Li-Yorke de fm.

(iv) Sean δ > 0 y m ∈ N. Si Z ⊂ X es un conjunto δ-revuelto para fm, entonces Z es un conjunto

δ-revuelto para f .

Demostración:

Veamos (i). Sean δ > 0, m ∈ N y (x, y) ∈ X ×X un par δ-revuelto. Fijemos n ∈ N ∪ {0}. Como{
d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
| k ≥ 0

}
⊆
{
d
(
fk (x) , fk (y)

)
| k ≥ 0

}
,

tenemos que {
d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
| k ≥ n

}
⊆
{
d
(
fk (x) , fk (y)

)
| k ≥ n

}
;

por lo tanto,

sup
k≥n

d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
≤ sup

k≥n
d
(
fk (x) , fk (y)

)
.

Dado que n fue arbitraria, concluimos que

δ ≤ ĺım sup d (fnm (x) , fnm (y)) ≤ ĺım sup d (fn (x) , fn (y)) .

Análogamente, sea n ∈ N ∪ {0}. Como{
d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
| k ≥ n

}
⊆
{
d
(
fk (x) , fk (y)

)
| k ≥ n

}
,

obtenemos que

ı́nf
k≥n

d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
≥ ı́nf

k≥n
d
(
fk (x) , fk (y)

)
≥ 0.

Dado que n fue arbitraria, tenemos que

0 = ĺım inf d (fnm (x) , fnm (y)) ≥ ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) ≥ 0;

por lo tanto, ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) = 0.

Probemos (ii). Sean δ > 0, m ∈ N y (x, y) ∈ X ×X un par δ-revuelto. Notemos que la sucesión de

reales (d (fn (fm (x)) , fn (fm (y))))n≥0 = (d (fn (x) , fn (y)))n≥m es una cola de (d (fn (x) , fn (y)))n≥m;

aśı, tienen los mismos ĺımites superiores e inferiores; por lo tanto,

ĺım sup d (fn (fm (x)) , fn (fm (y))) ≥ δ y ĺım inf d (fn (fm (x)) , fn (fm (y))) = 0.
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Comprobemos (iii). Supongamos que (x, y) ∈ X×X es un par de Li-Yorke de f . Lo primero que proba-

remos es que ĺım inf d (fnm (x) , fnm (y)) = 0. Sea r > 0 y sea n ∈ N∪{0}. Dada j ∈ {1, ...,m− 1}, tenemos

que f j es uniformemente continua; aśı, existe δj = δj (r) > 0 tal que para toda z, w ∈ X, si d(z, w) < δj ,

entonces d(f j(z), f j(w)) < r. Ahora, definamos al número a = mı́n {δi, r | j ∈ {1, ...,m− 1}} > 0.

Por hipótesis, ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) = 0 < a, lo cual implica que (d (fn (x) , fn (y)))n≥0 tiene una

subsucesión convergente a 0; por lo que existe un natural l ≥ (m− 1)+mn tal que d
(
f l (x) , f l (y)

)
< a. Te-

nemos que l ∈ N∪ {0} =
⊎m−1
j=0 {j + km | k ∈ N ∪ {0}}, aśı que l = j + km para alguna j ∈ {0, ...,m− 1}

y una k ∈ N ∪ {0}. Necesariamente k ≥ n; ya que si k < n, entonces km < nm; lo cual implica que

l = j + km < j + nm ≤ (m− 1) + nm. Contradiciendo que l ≥ (m− 1) + nm.

Caso (1): Si j = 0, entonces d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
= d

(
f l (x) , f l (y)

)
< a ≤ r, donde k ≥ n.

Caso (2): Si j ∈ {1, ...,m− 1}, entonces podemos tomar j∗ ∈ {1, ...,m− 1} tal que j + j∗ = m.

Dado que d
(
f j+km (x) , f j+km (y)

)
= d

(
f l (x) , f l (y)

)
< a ≤ δj∗ , por la continuidad uniforme de f j

∗
,

d
(
f (k+1)m (x) , f (k+1)m (y)

)
= d

(
f j
∗+j+km (x) , f j

∗+j+km (y)
)
< r, donde k + 1 > n.

Aśı, como r > 0 fue arbitraria, podemos concluir que ĺım inf d (fnm (x) , fnm (y)) = 0.

Afirmación: ĺım sup d (fnm (x) , fnm (y)) > 0.

Razón: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que ĺım sup d (fnm (x) , fnm (y)) = 0. Co-

mo ĺım inf d (fnm (x) , fnm (y)) = 0, tenemos que ĺım
n→∞

d (fnm (x) , fnm (y)) = 0. Como (x, y) es par de

Li-Yorke de f , debe existir una δ > 0 tal que (x, y) es un par de Li-Yorke módulo δ. Ahora, por la

continuidad uniforme, para cada j ∈ {1, ...,m− 1} existe δj
(
δ
2

)
> 0 tal que para toda z, w ∈ X,

si d(z, w) < δj , entonces d(f j(z), f j(w)) < δ. Sea a = mı́n
{
δ
2 , δj | j ∈ {1, ...,m− 1}

}
> 0. Dado que

ĺım
n→∞

d (fnm (x) , fnm (y)) = 0, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N , se tiene que d (fnm (x) , fnm (y)) <

a. Como ĺım sup d (fn (x) , fn (y)) ≥ δ > δ
2 , tenemos que existe un natural l ≥ (m− 1) + Nm tal que

d
(
f l (x) , f l (y)

)
> δ

2 . Debido a que l ∈ N ∪ {0}, resulta que l = j + km, para alguna j ∈ {0, ...,m− 1}
y para alguna k ∈ N ∪ {0}. Necesariamente k ≥ N ; ya que si k < N , entonces l = j + km < j + Nm ≤
(m− 1) +Nm. Contradiciendo que l ≥ (m− 1) +Nm.

Caso (1): Supongamos que j = 0. Aśı, d
(
f l (x) , f l (y)

)
= d

(
fkm (x) , fkm (y)

)
< a ≤ δ

2 , ya que k ≥ N .

Lo anterior contradice el hecho de que d
(
f l (x) , f l (y)

)
> δ

2 .

Caso (2): Supongamos que j ∈ {1, ...,m− 1}. Como k ≥ N , tenemos que d
(
fkm (x) , fkm (y)

)
< a ≤

δj . Por la continuidad uniforme de f j , d
(
f l (x) , f l (y)

)
= d

(
f j+km (x) , f j+km (y)

)
< δ

2 ; lo cual contradice

que d
(
f l (x) , f l (y)

)
> δ

2 .
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Esta contradicción proviene de suponer que ĺım sup d (fnm (x) , fnm (y)) = 0. Con esto queda probada

la afirmación.

Tomando δ∗ = (ĺım sup d (fnm (x) , fnm (y))) /2 > 0, tenemos que (x, y) es un par de Li-Yorke módulo

δ∗ de fm, con lo cual, queda probado (iii).

La prueba de (iv) es inmediata de (i). �

1.4. Omega conjunto ĺımite y puntos aproximadamente periódicos

Dentro del estudio de los sistemas dinámicos discretos es interesante y útil saber cuáles son los puntos

que una cierta órbita ”visita”más. En esta sección se estudia el conjunto formado por dichos puntos y

cuyo nombre es el omega conjunto ĺımite. En esta sección también se analiza el comportamiento de ciertos

puntos que, a pesar de no ser periódicos, ”siguenüna órbita periódica. Dichos puntos reciben el nombre

de puntos aproximadamente periódicos. Además, se estudia la relación que hay entre ambos conceptos.

Definición 1.4.1. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se define el omega conjunto ĺımite de

la trayectoria (fn (x))n≥0 como

ω (x, f) =
{
z ∈ X | Existe una subsucesión de (fn (x))n≥0 que converge a z

}
.

Cuando nos refiramos a un omega conjunto ĺımite para f , estamos pensando en ω(x, f), para alguna

x ∈ X.

El siguiente teorema es una resumen de las propiedades más relevantes de un omega conjunto ĺımite,

una demostración de éste se encuentra en [26], p. 3.

Teorema 1.4.2. Sean ((X, d) , f) un sistema dinámico. Si x ∈ X, entonces se satisfacen los siguientes

enunciados:

(i) ω (x, f) 6= ∅.

(ii) ω (x, f) es un conjunto cerrado en X.

(iii) f (ω (x, f)) = ω (x, f).

(iv) Para todo n ∈ N, fn (ω (x, f)) = ω (x, f).

(v) Para todo n ∈ N, ω (fn(x), f) = ω (x, f).

(vi) Para todo n ∈ N y para todo m ∈ N, ω (fm(x), fn) = fm (ω (x, fn)).

(vii) Para todo n ∈ N, ω (x, f) =
⋃n−1
i=0 ω

(
f i (x) , fn

)
.
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(viii) Para todo n ∈ N y para todo m ∈ N∪{0}, tenemos que si ω (x, f) es infinito, entonces, ω (fm(x), fn)

es infinito.

Los siguienetes lemas nos dicen como es que se comporta un omega conjunto ĺımite cuya cardinalidad

sea finita y como es que se relaciona un omega conjunto ĺımite con un abierto que lo contenga. Una prueba

de ellos se puede encontrar en [22], pp. 170 y 171, respectivamente.

Lema 1.4.3. Sea (X, f) un sistema dinámico, sea z ∈ X y sea U un abierto en X. Si ω (z, f) ⊆ U ,

entonces existe N ∈ N tal que para todo número natural n ≥ N se cumple que fn (z) ∈ U .

Lema 1.4.4. Sea (X, f) un sistema dinámico y sea z ∈ X tal que ω (z, f) es finito. Entonces existe

w ∈ ω (z, f) tal que w es un punto periódico de f y ω (z, f) es la órbita periódica de w bajo f .

Ahora, daremos una definición de vital importancia para este trabajo, sobre todo para los caṕıtulos 3

y 4.

Definición 1.4.5. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que x ∈ X es un punto aproximada-

mente periódico de f si y sólo si para toda ε > 0 existe un punto periódico z ∈ X de f tal que

ĺım sup d (fn (x) , fn (z)) ≤ ε.

Lema 1.4.6. Sea ((X, d) , f) un sistema dinámico y sean x, y ∈ X. Si x y y son aproximadamente

periódicos, entonces

ĺım
n→∞

d (fn (x) , fn (y)) = 0 ó ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) > 0.

Demostración:

Sean x, y ∈ X puntos aproximadamente periódicos para f . Para probar el lema, supongamos que

ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) = 0 y demostremos que ĺım
n→∞

d (fn (x) , fn (y)) = 0.

Sean ε > 0 y z, w ∈ X puntos periódicos de f tales que cumplen que ĺım sup d (fn (x) , fn (z)) ≤ ε
20 y

ĺım sup d (fn (y) , fn (w)) ≤ ε
20 . Aśı, podemos encontrar un número natural N tal que para todo n ≥ N se

cumple que d (fn (x) , fn (z)) < ε
10 y d (fn (y) , fn (w)) < ε

10 . Sea p un múltiplo positivo del periodo de

z y w.

Afirmación: Existe M ∈ N tal que para todo i ∈ {0, ..., p− 1}, d
(
fM+i (x) , fM+i (y)

)
≤ ε

10 .

Razón: Como f es uniformemente continua, existe δ = δ
(
ε
10

)
> 0 tal que para todo s, s∗ ∈ X, si

d(s, s∗) < δ, entonces se cumple que d(f(s), f(s∗)) < ε
10 . Sea rp−2 = mı́n

{
ε
10 , δ

}
> 0. Aśı, podemos

encontrar una δrp−2 > 0 dada por la continuidad uniforme de f para rp−2. Sea rp−3 = mı́n
{
δrp−2 ,

ε
10

}
> 0.

De nuevo, existe δrp−3 > 0 dada por la continuidad uniforme de f para rp−3. Podemos seguir este proceso

hasta obtener que δrp−(p−1)
= δr1 > 0 dada por la continuidad uniforme de f para r1 = rp−(p−1) > 0.
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Ahora, definimos r0 = mı́n
{
δr1 ,

ε
10

}
> 0. Como ĺım inf d (fn (x) , fn (y)) = 0, tenemos que existe un

natural M ≥ N tal que d
(
fM (x) , fM (y)

)
< r0 ≤ δr1 . Por la definición de δr1 ,

d
(
fM+1 (x) , fM+1 (y)

)
< r1 ≤ δr2 ,

y por la definición de δr2 tenemos que

d
(
fM+2 (x) , fM+2 (y)

)
< r2 ≤ δr3 .

Seguimos este proceso recursivo hasta obtener que

d
(
fM+p−2 (x) , fM+p−2 (y)

)
< rp−2 ≤ δ.

Por la definición de δ, concluimos que

d
(
fM+p−1 (x) , fM+p−1 (y)

)
<

ε

10
.

En resumen,

d
(
fM+p−1 (x) , fM+p−1 (y)

)
<

ε

10
,

y tenemos que para cada i ∈ {0, ..., p− 2} se cumple que

d
(
fM+i (x) , fM+i (y)

)
< ri ≤

ε

10
,

con lo cual queda probada la afirmación.

Sea n ≥ M . Como n − M ∈ N ∪ {0} =
⊎p−1
j=0 {j +mp | m ≥ 0}, resulta que existen únicos j ∈

{0, ..., p− 1} y l ∈ N∪ {0} tales que n−M = j + lp, es decir, n = M + j + lp. Aśı, por la desigualdad del

triángulo,

d (fn (x) , fn (y)) ≤ d (fn (x) , fn (z)) + d
(
fn (z) , fM+j (x)

)
+ d

(
fM+j (x) , fM+j (y)

)
+ d

(
fM+j (y) , fn (w)

)
+ d (fn (w) , fn (y)) .

Como n ≥M ≥ N , tenemos que

d (fn (x) , fn (z)) <
ε

10
y d (fn (y) , fn (w)) <

ε

10
.

También tenemos que

d
(
fM+j (x) , fn (z)

)
= d

(
fM+j (x) , fM+j

(
f lp (z)

))
= d

(
fM+j (x) , fM+j (z)

)
<

ε

10
,

ya que p es múltiplo del periodo de z. De manera similar, como p es múltiplo del periodo de w, resulta

que

d
(
fM+j (y) , fn (w)

)
<

ε

10
.
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Además, por la afirmación probada anteriormente,

d
(
fM+j (x) , fM+j (y)

)
<

ε

10
.

Esto implica que

d (fn (x) , fn (y)) <
5ε

10
< ε,

es decir,

ĺım
n→∞

d (fn (x) , fn (y)) = 0.

�

Proposición 1.4.7. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si x ∈ X es tal que ω (x, f) es finito, entonces x es

aproximadamente periódico.

Demostración:

Sea x ∈ X tal que ω (x, f) es finito y sea ε > 0. Por el Lema 1.4.4, ω (x, f) es una órbita periódica, es

decir, ω (x, f) = {x1, ..., xm}, donde x1 es un punto periódico de f de periodo m.

Supongamos que m = 1. Por el Lema 1.4.3, existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces fn (x) ∈ B (x1, ε),

es decir, si n ≥ N , entonces d (fn (x) , x1) < ε. Dado que x1 es punto fijo de f , tenemos que para todo

n ∈ N, fn (x1) = x1; con lo cual podemos concluir que si n ≥ N , entonces d (fn (x) , fn (x1)) < ε. En

virtud de lo anterior, obtenemos que ĺım sup d (fn (x) , fn (x1)) ≤ ε.

Supongamos que m > 1. Dado que X es un espacio métrico, entonces podemos encontrar una δ1 > 0 tal

que para cada w, y ∈ ω (x, f), donde w 6= y, se cumpla queB (w, δ1)∩B (y, δ1) = ∅. Sea k = mı́n {ε, δ1} > 0.

Como f es uniformemente continua, existe δk > 0 tal que para todo s, z ∈ X, si d(s, z) < δk, entonces

d(f(s), f(z)) < k. Ahora, sea r = mı́n {k, δk} > 0. Por construcción, ω (x, f) ⊆
⊎m
i=1B (xi, r), y como⊎m

i=1B (xi, r) es abierto en X, por el Lema 1.4.3, existe una N ∈ N múltiplo de m tal que si n ≥ N ,

entonces fn (x) ∈
⊎m
i=1B (xi, r). Esto implica que existe una única j ∈ {1, ...,m} tal que fN (x) ∈ B (xj , r).

Afirmación: Para todo s ∈ N se cumple que d
(
fN+s (x) , fs (xj)

)
< r.

Razón: Por inducción sobre s. Sea s = 1. Tenemos que d
(
fN (x) , xj

)
< r ≤ δk, y debido a la definición

de δk, podemos deducir que

d
(
fN+1 (x) , f (xj)

)
< k;

esto quiere decir que

fN+1 (x) ∈ B (f (xj) , k) .

Como ω (x, f) es una órbita periódica, f (xj) ∈ ω (x, f) y, dado que k ≤ δ1, para cada w ∈ ω (x, f) −
{f (xj)} se cumple que B (f (xj) , k) ∩ B (w, k) = ∅. Esto implica que para cada w ∈ ω (x, f) − {f (xj)},
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fN+1 (x) /∈ B (w, k). Como r ≤ k, deducimos que para cada w ∈ ω (x, f)− {f (xj)},

fN+1 (x) /∈ B (w, r) ,

y ya que fN+1 (x) ∈
⊎m
i=1B (xi, r), obtenemos que

fN+1 (x) ∈ B (f (xj) , r) ,

es decir,

d
(
fN+1 (x) , f (xj)

)
< r.

Suponga cierto para s = l, es decir, d
(
fN+l (x) , f l (xj)

)
< r. Como r ≤ δk, por la continuidad uniforme,

d
(
fN+l+1 (x) , f l+1 (xj)

)
< k; aśı,

fN+l+1 (x) ∈ B
(
f l+1 (xj) , k

)
.

Como ω (x, f) es una órbita periódica, concluimos que f l+1 (xj) ∈ ω (x, f) y, como k ≤ δ1, para cada

w ∈ ω (x, f)−
{
f l+1 (xj)

}
,

fN+l+1 (x) /∈ B (w, k) .

Además, como r ≤ k, resulta que fN+l+1 (x) /∈ B (w, r). Dado que fN+l+1 (x) ∈
⊎m
i=1B (xi, r), tenemos

que

fN+l+1 (x) ∈ B
(
f l+1 (xj) , r

)
,

es decir,

d
(
fN+l+1 (x) , f l+1 (xj)

)
< r,

con lo cual probamos la afirmación.

Como xj ∈ ω (x, f), xj es un punto periódico de periodo m, y dado que N es un múltiplo de m,

fN (xj) = xj ; aśı, por la afirmación, para toda s ∈ N,

d
(
fN+s (x) , fN+s (xj)

)
< r.

Es decir, para todo n ≥ N tenemos que

d (fn (x) , fn (xj)) < r.

Por lo tanto,

ĺım sup d (fn (x) , fn (xj)) ≤ r ≤ k ≤ ε.

�

Lema 1.4.8. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si z ∈ X, entonces para todo D subconjunto no vaćıo,

cerrado y propio de ω (z, f) se cumple que

f (ω (z, f)−D) ∩D 6= ∅.
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Demostración:

Supongamos por el contrario que existe D ⊆ ω (z, f) no vaćıo, propio y cerrado tal que

f (ω (z, f)−D) ∩D = ∅.

Dado que X es métrico, podemos encontrar dos abiertos en X, digamos V y U tales que
(
U ∩ V

)
= ∅,

D ⊆ U y f (ω (z, f)−D) ⊆ V . Sea W = f−1 (V ), como f : X → X es continua, cerrada y f (W ) =

f
(
f−1 (V )

)
⊆ V , tenemos que

f
(
W
)

= f (W ) ⊆ V ;

lo cual implica que

f (W ) ∩ U = ∅.

Por otro lado

ω (z, f)−D ⊆ f−1 (f (ω (z, f)−D)) ⊆ f−1
(
f (ω (z, f)−D)

)
⊆ f−1 (V ) = W,

por lo tanto,

ω (z, f) = (ω (z, f)−D) ∪D ⊆W ∪ U.

Como f es una función continua, W es un abierto en X, aśı, W ∪ U es un abierto en X que contiene a

ω (z, f); consecuentemente, aplicando el Lema 1.4.3, tenemos que existe N ∈ N tal que para todo natural

n ≥ N se tiene que fn (z) ∈ W ∪ U . Además, como U ∩ ω (z, f) 6= ∅ y W ∩ ω (z, f) 6= ∅, los puntos de

la trayectoria (fn (z))n≥0 no solamente se quedan eventualmente en U ∪W , si no que también se van

intercambiado constantemente entre U y W ; aśı, podemos encontrar una sucesión de naturales (ni)i≥1

estrictamente creciente tal que fni (z) ∈ W y fni+1 (z) ∈ U . Como (fni (z))i≥1 tiene una subsucesión

convergente, supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe y ∈ W tal que ĺım
i→∞

fni (z) = y. Por la

continuidad de f , ĺım
i→∞

fni+1 (z) = f (y), donde f (y) ∈ U . Por lo tanto,

f (y) ∈ f
(
W
)
∩ U = f (W ) ∩ U ;

lo cual es una contradicción con el hecho de que f (W ) y U son ajenos. �

Proposición 1.4.9. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si x ∈ X es tal que ω (x, f) es infinito, entonces

ningún punto aislado de ω (x, f) es un punto periódico de f .

Demostración:

Supongamos por el contrario que existe x ∈ X tal que ω (x, f) es infinito y que tenemos un punto

y ∈ ω (x, f) que es un punto aislado en ω (x, f), que a su vez es un punto periódico para f de periodo

m ∈ N. Por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), y ∈
⋃m−1
i=0 ω

(
f i (x) , fm

)
, por lo tanto, existe j ∈ {0, ...,m− 1}

tal que y ∈ ω
(
f j (x) , fm

)
. Como y es un punto aislado de ω (x, f), existe un abierto U de X tal que

U ∩ ω (x, f) = {y}. Por lo anterior,

U ∩ ω
(
f j (x) , fm

)
= {y} .
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Aśı, y es un punto aislado de ω
(
f j (x) , fm

)
.

Afirmación: ω
(
f j (x) , fm

)
= {y}.

Razón: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que ω
(
f j (x) , fm

)
6= {y}. Como y es aislado

en ω
(
f j (x) , fm

)
,

y /∈ derX
(
ω
(
f j (x) , fm

))
;

esto implica que

derX
(
ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}

)
⊆ derX

(
ω
(
f j (x) , fm

))
⊆ ω

(
f j (x) , fm

)
− {y} .

Lo anterior nos dice que ω
(
f j (x) , fm

)
− {y} es un cerrado dado que contiene a todos sus puntos de

acumulación, y ya que ω
(
f j (x) , fm

)
6= {y}, concluimos que

ω
(
f j (x) , fm

)
− {y} 6= ∅.

Ahora, aplicando el Lema 1.4.8 a fm y a ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}, tenemos que(

ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}

)
∩ fm (ω (f j (x) , fm)− (ω (f j (x) , fm)− {y})) 6= ∅;

lo cual implica que (
ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}

)
∩ fm ({y}) 6= ∅;

y como fm (y) = y, tenemos que (
ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}

)
∩ {y} 6= ∅,

es decir, (
ω
(
f j (x) , fm

)
− {y}

)
∩ {y} 6= ∅;

lo cual es una clara contradicción. Con esto queda demostrada la afirmación.

Esta afirmación nos lleva a una contradicción con el supuesto de que ω (x, f) sea infinito, ya que por

el Teorema 1.4.2 inciso (viii), ω
(
f j (x) , fm

)
es infinito. �

1.5. Las órbitas de los conjuntos conexos

Definición 1.5.1. Sea (X, f) un sistema dinámico y sea A ⊆ X. Al conjunto Orbf (A) =
⋃
n≥0 f

n(A) se

le conoce como la órbita de A bajo f .

Proposición 1.5.2. Sean (X, f) un sistema dinámico, z ∈ X y H ⊆ X. Los siguientes enunciados se

cumplen:

(i) Orbf ({z}) = {fn(z) | n ≥ 0};

(ii) para toda s ∈ N, f s(Orbf (H)) ⊆ Orbf (H);

(iii) para toda s ∈ N, Orbf (H) =
⋃s−1
i=0 Orbfs(f

i(H)).
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Demostración:

La prueba de (i) es inmediata de la definición. Para probar (ii), tomemos un número natural s. Tenemos

que

fs(Orbf (H)) = fs(
⋃
n≥0

fn(H)) =
⋃
n≥0

fn+s(H) =
⋃
n≥s

fn(H) ⊆
⋃
n≥0

fn(H) = Orbf (H).

Para ver (iii), tomemos un entero no negativo j ∈ {0, . . . , s− 1}. Por (ii), f j(H) ⊆ Orbf (H), entonces

para todo n ∈ N ∪ {0},
fns(f j(H)) ⊆ fns(Orbf (H)) ⊆ Orbf (H);

lo cual implica que

Orbfs(f
j(H)) ⊆ Orbf (H).

Dado que j fue arbitrario,
s−1⋃
i=0

Orbfs(f
i(H)) ⊆ Orbf (H).

Ahora, sea z ∈ Orbf (H), aśı, existe m ∈ N∪{0} tal que z ∈ fm(H). Como N∪{0} =
⊎s−1
i=0 {i+ sp | p ≥ 0},

existen i ∈ {0, . . . , s− 1} y p ∈ N ∪ {0} tales que m = i+ sp. Aśı,

z ∈ fm(H) = fsp(f i(H));

lo que implica que

z ∈ Orbfs(f i(H)).

Concluimos que

z ∈
s−1⋃
i=0

Orbfs(f
i(H))

y, por lo tanto,

Orbf (H) ⊆
s−1⋃
i=0

Orbfs(f
i(H)).

�

Lema 1.5.3. Sean (X, f) un sistema dinámico, H un subconjunto de X y E = Orbf (H). Si H es conexo,

entonces uno y solamente uno de los siguientes enunciados se cumple:

(i) Para cada k ∈ N ∪ {0}, fk (H) es componente conexa de E.

(ii) Existen m ∈ N ∪ {0} y p ∈ N tales que las componentes conexas de E son:

(a) para toda j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej =
⋃
n≥0 f

j+np (H) , en el caso m = 0; y

(b) para toda k ∈ {0, ...,m− 1}, fk (H), y para toda j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej =
⋃
n≥0 f

m+j+np (H),

en el caso m ≥ 1.
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Demostración:

Sea S el conjunto de enteros no negativos m tales que para alguna i ∈ N, fm (H) y fm+i (H) están

contenidos en la misma componente conexa de E. Tenemos los siguientes casos:

Caso (1). Supongamos que S = ∅. Sean a y b enteros no negativos distintos y supongamos, sin pérdida

de generalidad, que a < b. Dado que S = ∅, para todo i ∈ N, fa (H) y fa+i (H) están contenidos en

componentes conexas distintas de E; en particular, fa (H) y f b (H) están contenidas en distintas compo-

nentes conexas de E. Esto implica que fa (H) ∩ f b (H) = ∅. Por lo tanto, E =
⊎
k≥0 f

k (H). Como para

cada k ∈ N∪{0}, fk (H) es conexo, resulta que fk(H) es componente conexa de E, es decir, se cumple (i).

Caso (2). Supongamos que S 6= ∅. Aśı, sea m = mı́nS. Si pasara que m ≥ 1 y que para algunos

k ∈ {0, ...,m− 1} y r ∈ (N ∪ {0} − {k}), fk (H) ∩ f r (H) 6= ∅, tendŕıamos que fk (H) y f r (H) se

encuentran contenidos en la misma componente conexa de E. Si k < r, entonces tenemos una contradicción

con la definición de m, ya que k < m. Análogamente, si r < k, entonces tenemos una contradicción

con la definición de m, ya que r < k < m. Por lo tanto, para cada k ∈ {0, ...,m− 1} y para cada

r ∈ (N ∪ {0} − {k}),
fk (H) ∩ f r (H) = ∅.

Esto implica que

E =

(
m−1⊎
k=0

fk (H)

)⊎
E∗,

donde E∗ =
⋃
k≥m f

k (H). Concluimos que para cada k ∈ {0, ...,m− 1}, fk (H) es componente conexa

de E.

Para comenzar el caso cuando m = 0, basta determinar las componentes conexas de E∗ ya que

E∗ =
⋃
k≥m

fk (H) =
⋃
k≥0

fk (H) = Orbf (H) = E.

Análogamente, por el párrafo anterior, para terminar con el caso m ≥ 1, es suficiente con determinar las

componentes conexas de E∗. De aqúı en adelante, cada vez que nos refiramos a componentes conexas, son

componentes de E∗. Sea p el mı́nimo número natural para el cual fm (H) y fm+p (H) están en la misma

componente conexa Z. Sea i ∈ N, aśı,

fm+i (H) ⊆ f i (Z) y fm+p+i (H) ⊆ f i (Z)

. Como Z es conexo, f i (Z) es conexo. Ahora, por la Proposición 1.5.2 inciso (ii), f i (E∗) ⊆ E∗; con lo

cual f i (Z) ⊆ E∗. De lo anterior, podemos deducir que f i (Z) está contenida en una componente conexa

de E∗, digamos Z∗. Esto implica que

fm+i (H) ⊆ Z∗ y fm+p+i (H) ⊆ Z∗.
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Con esto hemos probado la afirmación siguiente:

Afirmación 1: Para todo i ∈ N ∪ {0}, fm+i (H) y fm+p+i (H) están en la misma componente conexa

de E∗.

Afirmación 2: Para cada j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej =
⋃
n≥0 f

m+j+np (H) está contenido en una componente

conexa de E∗.

Razón: Sea j ∈ {0, ..., p− 1}. Por la Afirmación 1, fm+j (H) y fm+j+p (H) están en la misma com-

ponente conexa. Supongamos que hay un l ∈ N ∪ {0} tal que para todo n ∈ {0, ..., l}, los conjuntos

fm+j+np (H) están en la misma componente conexa. Por la Afirmación 1,

fm+j+lp (H) y fm+j+lp+p (H) = fm+j+(l+1)p (H)

están en la misma componente. Por lo tanto, para todo n ∈ N ∪ {0}, los conjuntos fm+j+np (H) están

en la misma componente; por lo cual Ej está contenido en dicha componente conexa. Con esto queda

probada esta afirmación.

Por otra parte, notemos que E∗ =
⋃p−1
j=0 Ej . La familia D = {Ej}pj=0 tiene p integrantes (contando re-

peticiones) y, por la Afirmación 2, cada integrante de D está contenido en alguna componente conexa. Esto

implica que E∗ tiene r componentes, donde r es un natural tal que 1 ≤ r ≤ p. Lo anterior también nos dice

que cada componente conexa de E∗ contiene una cantidad infinita de conjuntos fs (H), donde s ∈ N∪{0}.

Afirmación 3: Si i ≥ m, entonces f i (H) , ..., f i+r−1 (H) están contenidos en distintas componentes

conexas de E∗.

Razón: Supongamos que la afirmación no es cierta, es decir, supongamos que existen g, l ∈ N tales

que i ≤ g < l ≤ i + r − 1, para los cuales fg (H) y f l (H) están contenidos en la misma componen-

te conexa, digamos Z. Sea e ∈ N ∪ {0} tal que g ≤ e < l, sea d = l − g y sea q ∈ N ∪ {0} tal que

e = g + q. Por lo supuesto, fg+q (H) , f l+q (H) ⊆ f q (Z). Tenemos que f q (Z) es conexo en E∗, por lo

tanto, está contenido en una componente conexa. Aśı, fg+q (H) y f l+q (H) están contenidos en una misma

componente conexa, es decir, fe (H) y f l−g+e (H) = fe+d (H) están contenidos en una misma componente.

Ahora, supongamos que algún c ∈ N cumple que para todo t ∈ {0, ..., c}, los conjuntos fe+td (H)

están en la misma componente conexa, digamos Z∗. Entonces fe+(c−1)d+d (H) , fe+cd+d (H) ⊆ fd (Z∗),

es decir, fe+cd (H) , fe+(c+1)d (H) ⊆ fd (Z∗). Como fd (Z∗) está contenido en una componente conexa,

fe+cd (H) , fe+(c+1)d (H) están contenidos en la misma componente conexa. Por lo tanto, por inducción,

para todo t ∈ N∪{0} los conjuntos fe+td (H) están en la misma componente conexa; de aqúı tenemos que

Ee =
⋃
t≥0 f

e+td (H) está en una componente conexa. Por otra parte, tenemos que la familia dada por
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B = {Ee}le=g tiene l − g integrantes (contando repeticiones), en consecuencia los conjuntos de B están

contenidos en a lo más l − g componentes conexas. Sea M = {g, g + 1, g + 2, g + 3, ...} y sea b ∈M . Aśı,

b = g + x, donde x ∈ N ∪ {0}. Como

N ∪ {0} =
d−1⊎
a=0

{a+ nd | t ≥ 0},

x = a+ td para alguna a ∈ {0, ..., d− 1} y alguna t ∈ N ∪ {0}, es decir,

b = g + a+ td.

Por otro lado

g ≤ g + a < g + d = l,

esto quiere decir que

b = e+ td,

donde t ∈ N ∪ {0} y g ≤ e = g + a < l. Esto implica que

f b (H) ⊆ Ee ∈ B.

Con lo anterior, podemos concluir que todos los conjuntos f b (H), donde b ∈M , están contenidos en a lo

más l − g componentes conexas.

Como l ≤ i+ r − 1 e i ≤ g, tenemos que l − g ≤ i+ r − 1− g e i− g ≤ 0; lo cual implica que

l − g ≤ r − 1 < r.

Por lo tanto,

0 < r − (l − g) .

Aśı, hay r − (l − g) componentes conexas de E∗ que solamente pueden contener a f b (H), donde b ∈
(N ∪ {0} −M) = {0, ..., g − 1}. Esto contradice el hecho de que cada componente conexa de E∗ contiene

una cantidad infinita de conjuntos fs (H), donde s ∈ N ∪ {0}. Con esto queda probada la Afirmación 3.

De la Afirmación 3, tomando i = m tenemos que fm (H) , ..., fm+r−1 (H) están en distintas compo-

nentes conexas. De nuevo, por la Afirmación 3, tomando i = m+ 1 tenemos que fm+1 (H) , ..., fm+r (H)

están contenidas en distintas componentes conexas. Esto implica que fm (H) y fm+r (H) están en com-

ponentes distintas a las r − 1 componentes que contienen a fm+1 (H) , ..., fm+r−1 (H). Dado que hay r

componentes de E∗, concluimos que fm (H) y fm+r (H) están en la misma componente conexa; aśı, por

la definición de p, p ≤ r. Con esto concluimos que p = r, es decir, E∗ tiene p componentes conexas.
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De lo anterior, tenemos que fm (H) , ..., fm+p−1 (H) están en componentes conexas distintas. Y dado

que para cada j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej y fm+j (H) están en la misma componente, E0, ..., Ep−1 están conte-

nidas en diferentes componentes conexas, es decir, si Z0, ..., Zp−1 son las p componentes conexas de E∗,

entonces para todo j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej ⊆ Zj . Además, si j ∈ {0, ..., p− 1}, entonces

Zj = Zj ∩ E∗ = Zj ∩

p−1⊎
j=0

Ej

 = Zj ∩ Ej ⊆ Ej ,

es decir, para todo j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej es componente conexa de E∗. Aśı, m y p cumplen con (ii). �

Corolario 1.5.4. Sean (X, f) un sistema dinámico, H ⊆ X conexo y E = Orbf (H). Si existe una n ∈ N
tal que H ∩fn (H) 6= ∅, entonces existe un p ∈ N tal que E =

⊎p−1
j=0 Ej , donde para cada j ∈ {0, ..., p− 1},

Ej =
⋃
k≥0 f

j+kp (H) es componente conexa de E. Más aún, se cumple que para cada j ∈ {0, ..., p− 2},
f (Ej) = Ej+1 y f (Ep−1) ⊆ E0.

Demostración:

Si existe una n ∈ N tal que H ∩ fn (H) 6= ∅, por el lema anterior, tenemos que se cumple el caso (ii).

Más aún, siguiendo la notación de la prueba anterior m = mı́nS = 0. Por lo tanto, existe p ∈ N tal

que E =
⊎p−1
j=0 Ej , donde para cada j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej =

⋃
k≥0 f

j+kp (H) es componente conexa de E.

Además, si j ∈ {0, ..., p− 2}, entonces

f (Ej) = f

⋃
k≥0

f j+kp (H)

 =
⋃
k≥0

f j+1+kp (H) = Ej+1;

y si j = p− 1, entonces

f (Ep−1) = f

⋃
k≥0

fp−1+kp (H)

 =
⋃
k≥0

fp+kp (H) =
⋃
k≥1

fkp (H) ⊆
⋃
k≥0

fkp (H) = E0.

�

Corolario 1.5.5. Sean (X, f) un sistema dinámico, H ⊆ X conexo y E = Orbf (H). Si existe una

n ∈ N tal que H ∩ fn (H) 6= ∅, entonces existe un p ∈ N tal que E =
⊎p−1
j=0 Ej , donde para cada

j ∈ {0, . . . , p− 1}, Ej es componente conexa de E y también es un compacto en X. Además, se cumple

que para cada j ∈ {0, ..., p− 2},

f (Ej) = Ej+1 y f (Ep−1) ⊆ E0.

Demostración:

Si tenemos un conexo H ⊆ X tal que cumple las hipótesis del enunciado, por el Corolario 1.5.4, entonces

existe un p ∈ N tal que E =
⊎p−1
j=0 Ej , donde para cada j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej es componente conexa de
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E y se cumple que para cada j ∈ {0, ..., p− 2}, f (Ej) = Ej+1 y f (Ep−1) ⊆ E0. Por otro lado, por la

Proposición 1.5.2 inciso (ii), tenemos que para toda s ∈ N ∪ {0}, fs(E) = fs(E) ⊆ E. Lo cual implica

que Orbf (E) ⊆ E. Tomemos el conjunto conexo más grande que se pueda formar con los conjuntos Ej ,

donde j ∈ {0, . . . , p− 1}, tal que contenga a E0. Digamos que dicho conjunto es

S = E0 ∪ Es1 ∪ . . . ∪ Esp−1 ,

donde para todo i ∈ {1, . . . , p− 1}, si {0, . . . , p− 1}.

Primero veamos que Orbf (S) = E. Como S ⊆ E, obtenemos que Orbf (S) ⊆ Orbf
(
E
)
⊆ E. Ahora,

sea j ∈ {0, . . . , p− 1}. Tenemos que Ej = f j (E0) = f j
(
E0

)
⊆ f j (S); esto implica que E ⊆ Orbf (S).

Por otra parte,

fp (S) = fp
(
E0 ∪ . . . ∪ Esp−1

)
⊆ fp (E0) ∪ . . . ∪ fp

(
Esp−1

)
⊆ E0 ∪ . . . ∪ Esp−1 = S;

aplicando el Corolario 1.5.4, tenemos que existe un k ∈ N tal que E = Orbf (S) =
⊎k−1
j=0 Lj , donde para

cada j ∈ {0, ..., k − 1}, Lj es componente conexa de E y donde para cada j ∈ {0, ..., k − 2}, f (Lj) = Lj+1

y f (Lk−1) ⊆ L0. Además, dado que S es un conjunto cerrado en X y las componentes conexas siempre

son conjuntos cerrados, tenemos que para toda j ∈ {0, . . . , k − 1}, Lj es cerrado en X y, dado que X es

compacto, resulta que para todo j ∈ {0, . . . , k − 1}, Lj es compacto. �



Caṕıtulo 2

Entroṕıa topológica y herraduras

Normalmente para llegar a un lugar muy lejano se deben hacer ciertas paradas, que por śı solas son

bonitas o interesantes y, en efecto, este es el caso. Este caṕıtulo está dedicado a dos conceptos centrales

dentro de los sistemas dinámicos: el de entroṕıa topológica y el de herradura. Verificaremos algunas

relaciones que hay entre estos dos conceptos, en particular, veremos la prueba del teorema de Misiurewicz

para funciones continuas en un intervalo compacto. Dicho teorema nos garantiza que si una función tiene

entroṕıa positiva, alguna iteración va a tener una herradura estricta. También, en este caṕıtulo, veremos

varias proposiciones y lemas que serán de gran utilidad en caṕıtulos posteriores.

2.1. Definición y resultados conocidos sobre la entroṕıa topológica

En esta sección, veremos un breve resumen del caṕıtulo 7 de [27], con los resultados enunciados para

espacios métricos compactos.

Definición 2.1.1. Sea X un espacio topológico y sea α una cubierta de X. Se dice que una familia β

refina a la cubierta α, lo cual denotaremos como α < β, si y sólo si para todo B ∈ β existe A ∈ α tal

que B ⊆ A. Si esto pasa, se dice que β es un refinamiento de α.

Sean X un espacio métrico compacto y α1, . . . , αn cubiertas abiertas de X. Definimos
∨n
i=1 αi =

{
⋂n
i=1Ai | Ai ∈ αi}. Observemos que

∨n
i=1 αi es una cubierta abierta de X y que para cada i ∈ {1, . . . , n},

αi <
∨n
i=1 αi. Ahora, supongamos que T : X −→ X es una función continua y que α es una cubierta abierta

de X. Denotamos, para cada i ∈ {1, . . . , n}, T−i (α) =
{
B ⊆ X | existe A ∈ α tal que T−i (A) = B

}
. Es

claro que para cada i ∈ {1, . . . , n}, T−i (α) es una cubierta abierta de X. Tomaremos a T 0 (α) = α.

Definición 2.1.2. Sean X un espacio métrico compacto, α una cubierta abierta de X y N (α) =

mı́n {Card (β) | β es subcubierta finita de α}. Se define la entroṕıa de α como H (α) = logN (α).

Teorema 2.1.3. ([27], p. 87) Sea (an) una sucesión de números reales subaditiva, es decir, una sucesión

tal que para todo n, p ∈ N, an+p ≤ an + ap. Entonces, ĺım an
n existe y es igual a ı́nf ann .

19
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Probando que la sucesión definida como an = H
(∨n−1

i=0 T
−i (α)

)
es subaditiva y aplicando el Teorema

2.1.3, se prueba el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Sean X un espacio métrico compacto, α una cubierta abierta de X y T : X −→ X una

función continua. Entonces, ĺım
n→∞

1

n
H

(
n−1∨
i=0

T−i (α)

)
existe.

Con el teorema anterior, tiene sentido la siguiente definición.

Definición 2.1.5. Sean X un espacio métrico compacto, α una cubierta abierta de X y T : X −→ X una

función continua. Se define a la entroṕıa de T relativa a α como h (T, α) = ĺım
n→∞

1

n
H

(
n−1∨
i=0

T−i (α)

)
.

Observación 2.1.6. Sean α y β cubiertas abiertas de X y T : X −→ X continua. Las siguientes

condiciones se cumplen:

(i) h (T, α) ≥ 0.

(ii) Si α < β, entonces h (T, α) ≤ h (T, β).

(iii) h (T, α) ≤ H (α).

Definición 2.1.7. Sean X un espacio métrico compacto y T : X −→ X continua. Se define a la entroṕıa

de T como h (T ) = sup {h (T, α) | α es cubierta abierta de X}.

Observación 2.1.8. Si T : X −→ X continua, entonces:

(i) h (T ) ≥ 0.

(ii) h (T ) puede ser calculada tomando el supremo solamente sobre las cubiertas abiertas finitas.

(iii) Si Y ⊆ X es cerrado en X y T (Y ) = Y , entonces, h
(
T|Y
)
≤ h (T ).

Teorema 2.1.9. Sean X1 y X2 espacios métricos compactos, T1 : X1 −→ X1 y T2 : X2 −→ X2 funciones

continuas y φ : X1 −→ X2 una semiconjugación entre (X1, T1) y (X2, T1). Entonces h (T1) ≥ h (T2). Si φ

resulta ser un homeomorfismo, entonces h (T1) = h (T2).

Teorema 2.1.10. Sea X un espacio métrico compacto. Si T : X −→ X es un homeomorfismo, entonces

h (T ) = h
(
T−1

)
.

Proposición 2.1.11. Para todo sistema dinámico (X,T ) y para todo k ∈ N, h
(
T k
)

= kh (T ).
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2.2. Herraduras

En esta sección los sistemas dinámicos que se estudian son los conformados por un intervalo cerrado

no degenerado y una función continua.

Definición 2.2.1. Sean (I, f) un sistema dinámico y n ∈ N, donde n ≥ 2. Sea A = {J1, . . . , Jn} una

familia de intervalos cerrados no degenerados en I. Se dice que A es una n-herradura para f si y

sólo si los intervalos en A tienen interiores ajenos dos a dos y se cumple que para todo i ∈ {1, . . . , n},⋃n
j=1 Jj ⊆ f (Ji). Si además A es una familia ajena dos a dos, entonces decimos que A es n-herradura

estricta. Cuando n = 2 decimos que A es una herradura o herradura estricta, respectivamente.

Ejemplo 2.2.2. La función identidad id : I −→ I es una función la cual no tiene herraduras.

Ejemplo 2.2.3. Sea T : [0, 1] −→ [0, 1] la función dada por

T (x) =

{
2x, x ∈ [0, 1

2 ].

2− 2x, x ∈ [1
2 , 1].

A esta función se le conoce como la función tienda y su gráfica es la siguiente:

Figura 2.1: La Tienda

Tenemos que
{

[0, 1
2 ], [1

2 , 1]
}

es una herradura para T , ya que T ([1
2 , 1]) = T ([0, 1

2 ]) = [0, 1]. Sin embargo,

T no tiene herraduras estrictas.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos una función g : [0, 1] −→ [0, 1] dada por

g(x) =


3x, x ∈ [0, 1

3 ].

−3x+ 2, x ∈ [1
3 ,

2
3 ].

3x+ 2, x ∈ [2
3 , 1].

La gráfica de esta función se encuentra en la Figura 2.2. Del análisis gráfico, podemos concluir fácilmente

que la familia
{

[0, 1
3 ], [2

3 , 1]
}

es una herradura estricta para g y que la familia
{

[1
3 ,

2
3 ], [2

3 , 1]
}

es una

herradura que no es estricta.
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Figura 2.2: Gráfica del Ejemplo 2.2.4.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [22], p. 170 o en [26], p. 7.

Teorema 2.2.5. Sea (I, f) un sistema dinámico, sea n ∈ N y sean J0, . . . , Jn, n+ 1 intervalos compactos

contenidos en I tales que para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}, Ji+1 ⊆ f (Ji). Entonces existe un intervalo compacto

K contenido en J0 tal que para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}, f i (K) ⊆ Ji, f
n (K) = Jn, fn (IntR (K)) =

IntR (Jn) y fn (FrR (K)) = FrR (Jn). Si además J0 ⊆ Jn, entonces existe un punto y ∈ J0 tal que

fn (y) = y y tal que para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}, f i (y) ∈ Ji.

Nota 2.2.6. Aunque en ninguna de las dos referencias del teorema anterior se enuncia la parte referente

a la imagen de los interiores, śı es clara durante las pruebas.

La notación que utilizaremos para el producto cartesiano de n veces un conjunto A será An.

Proposición 2.2.7. Sean (I, f) un sistema dinámico, p ≥ 2 un número natural y P = {0, . . . , p− 1}. Si

{J0, . . . , Jp−1} una p-herradura de f , entonces existe una familia de intervalos cerrados no degenerados{
J(a0,...,an−1)

}
(n,(a0,...,an−1))∈N×Pn

que cumple las siguientes condiciones:

(i) Para cada n ∈ N y para todo (a0, . . . , an−1) , (b0, . . . , bn−1) ∈ Pn, con (a0, . . . , an−1) 6= (b0, . . . , bn−1),

J(a0,...,an−1) y J(b0,...,bn−1) tienen interiores ajenos. En caso de que la p-herradura sea estricta,

J(a0,...,an−1) ∩ J(b0,...,bn−1) = ∅.

(ii) Para cada n ∈ N, con n ≥ 2 y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ Pn, J(a0,...,an−1) ⊆ J(a0,...,an−2).

(iii) Para cada n ∈ N, con n ≥ 2 y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ Pn, f
(
J(a0,...,an−1)

)
= J(a1,...,an−1).

(iv) Para cada n ∈ N, con n ≥ 2 y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ Pn,

f
(
FrR

(
J(a0,...,an−1)

))
= FrR

(
J(a1,...,an−1)

)
y f

(
IntR

(
J(a0,...,an−1)

))
= IntR

(
J(a1,...,an−1)

)
.



2.2. HERRADURAS 23

Demostración:

Construiremos la familia buscada por inducción. Veamos que se cumple (i) para n = 1. Por hipótesis,

{J0, . . . , Jp−1} es una herradura, entonces los interiores de los intervalos en dicha familia son ajenos dos

a dos. En caso de ser una p-herradura estricta, los intervalos de la familia son ajenos dos a dos.

Ahora supongamos que n = 2. Como {J0, . . . , Jp−1} es una p-herradura para f , para todo a0, a1 ∈ P
se tiene que Ja1 ⊆ f (Ja0). Por el Teorema 2.2.5, para cada a0, a1 ∈ P existe un intervalo cerrado

J(a0,a1) ⊆ Ja0 tal que

f
(
J(a0,a1)

)
= Ja1 , f

(
FrR

(
J(a0,a1)

))
= FrR (Ja1) , y f

(
IntR

(
J(a0,a1)

))
= IntR (Ja1) .

Los intervalos recién construidos cumplen con (ii), (iii) y (iv). Veamos que cumplen (i). Sean (a0, a1),

(b0, b1) ∈ P 2, donde (a0, a1) 6= (b0, b1). Si a0 6= b0, como J(b0,b1) ⊆ Jb0 , J(a0,a1) ⊆ Ja0 y los interiores de

Ja0 y Jb0 son ajenos, entonces los interiores de J(b0,b1) y J(a0,a1) también son ajenos. Más aún, si Ja0 y Jb0
son ajenos, entonces J(b0,b1) y J(a0,a1) también son ajenos. Por (iv),

f
(
IntR

(
J(a0,a1)

)
∩ IntR

(
J(b0,b1)

))
⊆ f

(
IntR

(
J(a0,a1)

))
∩ f

(
IntR

(
J(b0,b1)

))
= IntR (Ja1) ∩ IntR (Jb1) ,

para todo a1 6= b1; la cual es una intersección vaćıa ya que {J0, . . . , Jp−1} es una p-herradura; por lo tanto,

IntR
(
J(a0,a1)

)
∩ IntR

(
J(b0,b1)

)
= ∅.

Análogamente, si {J0, . . . , Jp−1} fuera una p-herradura estricta, entonces, por (iii),

f
(
J(a0,a1) ∩ J(b0,b1)

)
⊆ f

(
J(a0,a1)

)
∩ f

(
J(b0,b1)

)
= Ja1 ∩ Jb1 = ∅;

por lo tanto,

J(a0,a1) ∩ J(b0,b1) = ∅.

Supongamos que (i), (ii), (iii) y (iv) son válidas para n ≥ 2 y tomemos (a0, . . . , an) ∈ Pn+1. Por

hipótesis de inducción, J(a1,...,an) ⊆ J(a1,...,an−1) = f
(
J(a0,...,an−1)

)
; aśı, por el Teorema 2.2.5, existe un

intervalo cerrado J(a0,...,an) ⊆ J(a0,...,an−1) tal que

f
(
J(a0,...,an)

)
= J(a1,...,an), f

(
FrR

(
J(a0,...,an)

))
= FrR

(
J(a1,...,an)

)
y

f
(
IntR

(
J(a0,...,an)

))
= IntR

(
J(a1,...,an)

)
.

Con los intervalos recién construidos, tenemos que se cumplen (ii), (iii) y (iv). Verifiquemos que se cumple

(i). Sean (a0, . . . , an) y (b0, . . . , bn) ∈ Pn+1 elementos distintos en Pn. Aśı, existe i ∈ {0, . . . , n} tal que

ai 6= bi. Si i 6= n, entonces (a0, . . . , an−1) 6= (b0, . . . , bn−1) y, por hipótesis de inducción, J(a0,...,an−1) y
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J(b0,...,bn−1) tienen interiores ajenos o ellos mismos son ajenos, en caso de que {J0, . . . , Jp−1} fuese una

p-herradura estricta. Usando (ii), obtenemos que J(a0,...,an) y J(b0,...,bn) tienen interiores ajenos o ellos

mismos son ajenos, respectivamente. Si i = n, an 6= bn; por hipótesis de inducción

f
(
IntR

(
J(a0,...,an)

))
∩ f

(
IntR

(
J(b0,...,bn)

))
= IntR

(
J(a1,...,an)

)
∩ IntR

(
J(b0,...,bn)

)
= ∅,

lo cual implica que

f
(
IntR

(
J(a0,...,an)

)
∩ IntR

(
J(b0,...,bn)

))
= ∅;

o en dado caso de que {J0, . . . , Jp−1} fuese una p-herradura estricta,

f
(
J(a0,...,an) ∩ J(b0,...,bn)

)
⊆ J(a1,...,an) ∩ J(a0,...,an) = ∅.

En virtud de lo anterior, concluimos que

IntR
(
J(a0,...,an)

)
∩ IntR

(
J(b0,...,bn)

)
= ∅

o que

J(a0,...,an) ∩ J(b0,...,bn) = ∅,

respectivamente. Concluimos que se cumple (i), completando la inducción. �

Proposición 2.2.8. Sean (I, f) un sistema dinámico y p ≥ 2 un número natural. Si f tiene una p-

herradura, entonces para toda m ∈ N, fm tiene una pm-herradura.

Demostración:

Sean {J0, . . . , Jp−1} una p-herradura para f , m ∈ N, con m ≥ 2 y P = {0, . . . , p− 1}. Sea C la familia

de intervalos dada por la Proposición 2.2.7. Sea D ⊆ C dado por D =
{
J(a0,...,am−1)

}
(a0,...,am−1)∈Pm . Por

(i) de la Proposición 2.2.7, los interiores de los intervalos en D son ajenos dos a dos y, consecuentemente

son distintos. Aśı, en D hay pm intervalos ya que ésta es la cardinalidad de Pm. Por (iii) de la Proposición

2.2.7, tenemos que para cada (a0, . . . , am−1) ∈ Pm, fm−1
(
J(a0,...,am−1)

)
= Jam−1 , donde, por construcción

de la familia C, Jam−1 ∈ {J0, . . . , Jp−1}. Con esto tenemos que fm
(
J(a0,...,am−1)

)
= f

(
Jam−1

)
; el cual

contiene a J0 ∪ . . . ∪ Jp−1, que por (ii), a su vez contiene a⋃
(a0,...,am−1)∈Pm

J(a0,...,am−1).

Es decir, D es una pm-herradura para fm. �

Los siguientes dos teoremas son clásicos dentro del estudio de los sistemas dinámicos discretos en

el intervalo. Dichos resultados son comúnmente mostrados en un curso elemental de sistemas dinámicos

discretos, lo cual, no quiere decir que sus pruebas sean sencillas. El primero de ellos es conocido como el

Teorema de Stefan (una prueba de este teorema se puede encontrar en [5], página 10), mientras que el

segundo (y más famoso) es conocido como el Teorema de Sharkovskii (su prueba se puede encontrar en

[5], página 6).
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Teorema 2.2.9. Sea (I, f) un sistema dinámico. Supongamos que f tiene una órbita periódica de periodo

impar n > 1. Si para todo número impar m tal que 1 < m < n, f no tiene una órbita periódica de periodo

m, entonces existe un punto c en la órbita de periodo n tal que los puntos de dicha órbita tienen el orden

fn−1 (c) < fn−3 (c) < . . . < f2 (c) < c < f (c) < . . . < fn−2 (c)

ó el orden contrario

fn−1 (c) > fn−3 (c) > . . . > f2 (c) > c > f (c) > . . . > fn−2 (c) .

Teorema 2.2.10. Sea (I, f) un sistema dinámico. Sea ≺ un orden total de los números naturales dado

de la siguiente manera:

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ . . . ≺ 2 · 3 ≺ 2 · 5 ≺ . . . ≺ 22 · 3 ≺ 22 · 5 ≺ . . . ≺ 23 · 3 ≺ 23 · 5 ≺ . . . ≺ 24 ≺ 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1.

Si f tiene una órbita periódica de periodo n y si n ≺ m, entonces f tiene una órbita periódica de periodo

m.

Proposición 2.2.11. Sea (I, f) un sistema dinámico. Si f tiene una herradura, entonces f tiene puntos

periódicos de todos los periodos.

Demostración:

Veamos que el enunciado se cumple para herraduras estrictas. Sea {J,K} una herradura estricta para

f . Como J ⊆ f (K) , J ⊆ f (J) y K ⊆ f (J), por el Teorema 2.2.5, existe un punto periódico x ∈ K tal

que f (x) ∈ J , f2 (x) ∈ J y f3 (x) = x. Dado que K ∩J = ∅, el periodo de x bajo f es 3 y, por el Teorema

2.2.10, f tiene puntos periódicos de todos los periodos.

Ahora, sea {[a, b] , [b, c]} una herradura para f .

Caso 1: Supongamos que b es un punto fijo para f . Como a, c ∈ [a, b] ∪ [b, c] ⊆ f ([b, c]), tenemos

que el conjunto A = {x ∈ [b, c] | f (x) ∈ {a, c}} 6= ∅. Como A = f−1({a, c}) ∩ [b, c] y f es continua, A

es cerrado. Claramente A es acotado y, por lo tanto, existe d = mı́nA. En principio, dado que b es un

punto fijo de f , b < d y por la elección de d, f ([b, d)) no contiene ni a a ni a c. De lo anterior, tenemos

que f ([d, c]) debe contener tanto a a como a c. Por la conexidad de f ([d, c]), [a, c] ⊆ f ([d, c]). Dado que

[a, b]∪ [d, c] ⊆ [a, c], {[a, b] , [d, c]} es una herradura estricta para f y, por la conclusión del primer párrafo

de esta demostración, f tiene puntos periódicos de todos los periodos.

Caso 2: Supongamos que b no es un punto fijo. Por hipótesis, tenemos que [b, c] ⊆ f ([a, b]) , [b, c] ⊆
f ([b, c]) y [a, b] ⊆ f ([b, c]), aśı, por el Teorema 2.2.5, existe un punto periódico x ∈ [a, b] tal que

f (x) ∈ [b, c], f2 (x) ∈ [b, c] y f3 (x) = x. Con esto, necesariamente el periodo de x es un divisor de

3, es decir, su periodo es 1 o es 3. Si su periodo fuera 1, es decir, si x fuera un punto fijo de f , como
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x ∈ [a, b] y x = f (x) ∈ [b, c], entonces x = b; lo cual es una contradicción con el hecho de que b no es

un punto fijo. Por lo tanto, x es un punto periódico de f de periodo 3, y por el Teorema 2.2.10, f tiene

puntos periódicos de todos los periodos.

�

Proposición 2.2.12. Sea (I, f) un sistema dinámico. Si f tiene un punto periódico de periodo impar

que no sea punto fijo, entonces existe {J,K} una herradura estricta para f2 tal que tanto J como K no

contienen puntos finales de I.

Demostración:

Sea A = {n ∈ B | n es periodo de algún punto periódico de f}, donde B es el conjunto de todos los

naturales impares mayores que 1. Por hipótesis, tenemos que A 6= ∅ y, dado que A está bien ordenado,

podemos tomar su mı́nimo. Sea k = mı́nA y sea x un punto periódico que tenga periodo k. Por la

elección de k y el Teorema 2.2.9, existe y en la trayectoria de x bajo f tal que los puntos yi = f i (y),

donde i ∈ {0, . . . , p− 1}, de dicha órbita se ordenan como

yp−1 < yp−3 < . . . < y2 < y0 < y1 < . . . < yp−2

ó

yp−2 < . . . < y1 < y0 < y2 < . . . < yp−3 < yp−1.

Supongamos que yp−2 < . . . < y1 < y0 < y2 < . . . < yp−3 < yp−1, la prueba en el otro caso es análoga.

Tenemos que

y0 ∈ [y1, y2] ⊆ f ([y1, y0]) ,

por lo supuesto y por conexidad de f ([y1, y0]). Aśı, existe a ∈ (y1, y0) tal que f (a) = y0; en consecuencia

f2 (a) = f (y0) = y1 < a.

Sea s ∈ (y1, a) ⊆ [y1, yp−1]. Por la conexidad de f2 ([yp−3, yp−1]),

[y1, yp−1] ⊆ f2 ([yp−3, yp−1]) ;

por lo tanto, existe d ∈ (yp−3, yp−1) tal que f2 (d) = s < a.

Ahora, sea z ∈ (d, yp−1) ⊆ [y0, yp−1]. Dado que f2 ([a, yp−3]) es conexo y como f2 (a) < y0,

[y0, yp−1] ⊆ f2 ([a, yp−3]) .

Esto implica que existe b ∈ (a, yp−3) tal que d < z = f2 (b). Sea w ∈ (d, yp−1) ⊆ [y0, yp−1]. Como

f2 (d) < y0 y dado que f2 ([yp−3, d]) es conexo,

[y0, yp−1] ⊆ f2 ([yp−3, d]) .
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De lo anterior, tenemos que existe c ∈ (yp−3, d) tal que d < w = f2 (c). En resumen, suponiendo sin

pérdida de generalidad que f2 (c) < f2 (b), tenemos que

yp−2 < . . . < f2 (a) = y1 < f2 (d) < a < y0 < b < . . . < yp−3 < c < d < f2 (c) < f2 (b) .

Por la conexidad de f2 ([a, b]) y f2 ([c, d]), concluimos que {[a, b] , [c, d]} es una herradura estricta para

f2, donde ni a ni d son puntos finales de I, ya que y1 < a < d < yp−1.

�

Lema 2.2.13. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que f no tiene herradura, x ∈ I,

U = {y ∈ Orbf (x) | y ≤ f (y)} y L = {y ∈ Orbf (x) | f (y) ≤ y} .

Si U y L son no vaćıos, entonces supU ≤ ı́nf L y existe un punto fijo z de f tal que z ∈ [supU, ı́nf L].

Demostración:

Para cada n ∈ N ∪ {0}, hacemos xn = fn (x), y supongamos que U y L no son vaćıos. Aśı, existen

xn, xm ∈ I tales que xn ∈ U y xm ∈ L. Queremos demostrar que xn ≤ xm. Supongamos lo contrario,

supongamos que xm < xn.

Supongamos que n < m. Como xm = fm−n (xn) < xn, entonces xn no es fijo; de esta forma,

f (xm) ≤ xm < xn < f (xn). Definimos a la función h : I −→ R como h(x) = f (x) − x. Tenemos

que h (xm) ≤ 0 y h (xn) > 0 y, por el Teorema del Valor Intermedio, existe z ∈ [xm, xn] tal que h (z) = 0,

por lo tanto, f (z) = z. Con esto tenemos que el conjunto B = {y ∈ [xm, xn] | f (y) = y} es no vaćıo. Sea

(yn) una sucesión en B tal que ĺım
n→∞

yn = y, con y ∈ I. Por la continuidad de f , ĺım
n→∞

f (yn) = f (y).

Por otro lado, para toda n, f (yn) = yn, lo que implica que ĺım
n→∞

f (yn) = y y, por la unicidad del ĺımi-

te, f (y) = y. Es decir, B es cerrado y, en consecuencia, B es compacto. Aśı, B tiene un máximo. Sea

y = máxB. Como y es un punto fijo y xn no es un punto fijo, y < xn.

Afirmación 1: Para todo x ∈ (y, xn], x < f (x) .

Razón: Si x = xn, entonces la afirmación se cumple inmediatamente ya que xn no es punto fijo y

está en U . Ahora, si existe w ∈ (y, xn) tal que f (w) ≤ w, entonces h (w) ≤ 0 y h (xn) > 0. Como h es

continua, existe z∗ ∈ [w, xn] tal que h (z∗) = 0; aśı, f (z∗) = z∗. Con ello, z∗ ∈ B y z∗ > y, lo cual es una

contradicción con la definición de y. Por lo tanto, la Afirmación 1 es cierta.

Por la definición de y y por la Afirmación 1 aplicada a xn, tenemos que xm ≤ y < xn+1. Aśı, existe

k ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1} tal que si i ∈ {n, . . . , k}, entonces

y < xi y xk+1 ≤ y.
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Afirmación 2: Para toda i ∈ {n, . . . , k − 1}, xi < xk.

Razón: Por inducción. Supongamos que i = n. Tenemos que xk+1 ≤ y < xk. Si xk ∈ (y, xn], por la

Afirmación 1, entonces xk < xk+1; lo cual es una contradicción. Por lo tanto, xn < xk. Ahora, supon-

gamos que para alguna i ∈ {n, . . . , k − 1}, xi < xk. Si xk ≤ xi+1, entonces tendŕıamos que xk+1 ≤ y <

xi < xk ≤ xi+1. Aśı, por la conexidad de f ([y, xi]) y f ([xi, xk]), [y, xi] ∪ [xi, xk] ⊆ [y, xi+1] ⊆ f ([y, xi])

y [y, xi] ∪ [xi, xk] ⊆ [xk+1, xi+1] ⊆ f ([xi, xk]). En virtud de lo anterior, concluimos que {[y, xi] , [xi, xk]}
es una herradura de f ; lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, xi+1 < xk y, por inducción, la

Afirmación 2 es cierta.

Por la Afirmación 2, tenemos que xk+1 ≤ y < xk−1 < xk. Aśı, por la conexidad de f ([y, xk−1]) y

f ([xk−1, xk]),

[y, xk−1] ∪ [xk−1, xk] ⊆ [y, xk] ⊆ f ([y, xk−1])

y

[y, xk−1] ∪ [xk−1, xk] ⊆ [xk+1, xk] ⊆ f ([xk−1, xk]) .

En virtud de lo anterior, concluimos que {[y, xk−1] , [xk−1, xk]} es una herradura de f ; lo cual contradice

nuestra hipótesis. Esta contradicción viene de suponer que n < m.

Como xm y xn son diferentes, entonces m 6= n, por lo tanto, m < n. Como xm < xn = fn−m (xm),

resulta que xm no es punto fijo. Lo cual implica que f (xm) < xm < xn ≤ f (xn); de aqúı, h (xm) < 0 y

h (xn) ≥ 0. Como h es continua, existe z ∈ [xm, xn] tal que f (z) = z. Esto y la continuidad de f implican

que B es un conjunto compacto y no vaćıo. Sea y = mı́nB. Como y es un punto fijo y xm no lo es, xm < y.

Con una prueba totalmente simétrica a la del caso n < m, se puede llegar a los siguientes enunciados:

1. Para todo x ∈ (y, xn], f (x) < x.

2. Existe k ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1} tal que si i ∈ {n, . . . , k}, entonces xi < y y y ≤ xk+1.

3. Para todo i ∈ {m, . . . , k − 1}, xk < xi

A partir de dichos enunciados, haciendo una prueba totalmente simétrica al caso n < m, llegamos a

una contradicción con el hecho de que f no tiene herraduras.

Estos absurdos nos hacen concluir que la suposición de que xm < xn es falsa. Por lo tanto, xn ≤ xm.

De esta forma, dado que xn y xm fueron arbitrarios, concluimos que supU ≤ ı́nf L. Por la definición de

U y L y la continuidad de f , tenemos que f (supU) ≥ supU y f (́ınf L) ≤ ı́nf L. Como h (supU) ≥ 0 y

h (́ınf L) ≤ 0, por el Teorema del Valor Intermedio, existe z ∈ [supU, ı́nf L] tal que h (z) = 0. Es decir,

f (z) = z. �
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2.3. Relación entre la entroṕıa topológica y las herraduras

Hasta ahora, hemos estudiado los conceptos de entroṕıa topológica y herradura de manera indepen-

diente. Dichos conceptos parecieran estar lejos uno del otro, pero en esta sección comprobaremos que en

realidad estos conceptos están ı́ntimamente relacionados. Veremos que es relativamente sencillo comprobar

que una herradura implica entroṕıa topológica positiva. También comprobaremos que si una función f

tiene entroṕıa topológica positiva, entonces hay una iteración de f que tiene una herradura estricta. Este

último resultado es conocido como el Teorema de Misiurewicz y es, básicamente, el Teorema principal de

esta sección.

Teorema 2.3.1. Sean (I, f) un sistema dinámico y p ∈ N, con p ≥ 2. Si f tiene una p-herradura, entonces

h (f) ≥ log p.

Demostración:

Primero lo haremos suponiendo que f tiene una p-herradura estricta {J1, . . . , Jp}. Como I es métrico,

existen U1, . . . , Up conjuntos abiertos en I tales que son ajenos dos a dos y tales que J1 ⊆ U1, . . . , Jp ⊆ Up.
Sea U = I− (

⋃p
i=1 Ji), el cual es no vaćıo dado que la herradura considerada es estricta. Además, U es un

abierto por ser complemento de un cerrado. Por lo tanto, C = {U1, . . . , Up, U} es una cubierta abierta de I.

Sean n ∈ N y A = {(x1, . . . , xn) | para todo i ∈ {1, . . . , n} , xi ∈ {1, . . . , p}}.
Para cada x = (x1, . . . , xn) ∈ A, definimos

Lx =
{
y ∈ I | y ∈ Jx1 , f (y) ∈ Jx2 , . . . , f

n−1 (y) ∈ Jxn
}
.

Como la familia {J1, . . . , Jp} es ajena dos a dos, dados x, x∗ ∈ A, donde x 6= x∗, se tiene que Lx∩Lx∗ = ∅.
Sea x ∈ A, dado que {J1, . . . , Jp} es una p-herradura, para cada i ∈ {1, . . . , n− 1},

Jxi+1 ⊆ f (Jxi) .

Aśı, por el Teorema 2.2.5, existe K ⊆ Jx1 intervalo cerrado que cumple que

f (K) ⊆ Jx2 , . . . , f
n−1 (K) ⊆ Jxn .

Tomando y ∈ K ⊆ Jx1 , tenemos que f (y) ∈ Jx2 , . . . , f
n−1 (y) ∈ Jxn , es decir, Lx 6= ∅. Sea y ∈ Lx, donde

y ∈ Jx1 , f (y) ∈ Jx2 , . . . , f
n−1 (y) ∈ Jxn , entonces y ∈ Jx1 ∩ f−1 (Jx2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Jxn). Por otro lado,

como Jx1 ⊆ Ux1 , Jx2 ⊆ Ux2 , . . . , Jxn ⊆ Uxn , tenemos que

Jx1 ⊆ Ux1 , f
−1 (Jx2) ⊆ f−1 (Ux2) , . . . , f−(n−1) (Jxn) ⊆ f−(n−1) (Uxn) .

Esto implica que y ∈ Ux1 ∩ f−1 (Ux2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Uxn); aśı,

Lx ⊆ Ux1 ∩ f−1 (Ux2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Uxn) ,
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es decir, existe un elemento en
∨n−1
i=0 f

−i (C) que contiene a Lx.

Sea Vx1 ∩ f−1 (Vx2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Vxn) ∈
∨n−1
i=0 f

−i (C) distinto a Ux1 ∩ f−1 (Ux2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Uxn)

que contenga a Lx. En consecuencia, existe un i ∈ {1, . . . , n} tal que f−(i−1) (Vxi) 6= f−(i−1) (Uxi); esto

implica que Vxi 6= Uxi , es decir, Vxi ∈ C − {Uxi}.
Sea y ∈ Lx. Supongamos que Vxi = U . Tenemos que f i−1 (y) ∈ Jxi . Por lo supuesto, f i−1 (y) ∈ Vxi = U ,

es decir, U ∩ Jxi 6= ∅; lo cual por construcción, es un absurdo.

Supongamos entonces que Vxi ∈ C − {Uxi , U}. Por construcción, Vxi ∩Uxi = ∅, pero f i−1 (y) ∈ Uxi ∩ Vxi ,
lo cual es un absurdo. Esto quiere decir que Ux1 ∩ f−1 (Ux2) ∩ . . . ∩ f−(n−1) (Uxn) es el único elemento

de
∨n−1
i=0 f

−i (C) que contiene a Lx. Concluimos que se necesitan al menos Card (A) = pn elementos de∨n−1
i=0 f

−i (C) para cubrir a todos los conjuntos Lx. De esta forma,

N

(
n−1∨
i=0

f−i (C)

)
≥ pn.

Como n ∈ N fue arbitraria, h (f, C) ≥ log p, por lo tanto, h (f) ≥ log p.

Ahora, supongamos que f tiene una p-herradura no necesariamente estricta. Sea N ∈ N tal que pN ≥ 3.

Sea n ≥ N un natural. Por la Proposición 2.2.8, fn tiene una pn-herradura. Enumeramos a los intervalos

de la pn-herradura de izquierda a derecha en I, digamos J1, . . . , Jpn . Considerando a los intervalos con

ı́ndices impares, obtenemos una
[
pn

2

]
-herradura estricta para fn, donde

[
pn

2

]
es el mı́nimo entero mayor

o igual a pn

2 . Aplicando lo que probamos inicialmente, tenemos que h (fn) ≥ log
[
pn

2

]
≥ log pn

2 . Por la

Proposición 2.1.11, h (f) = 1
nh (fn); lo cual implica que h (f) ≥ 1

n log pn

2 = log p− log 2
n . Dado que esto se

cumple para todo n ≥ N , entonces h (f) ≥ log p. �

Definición 2.3.2. Sea α una familia no vaćıa de subconjuntos no vaćıos de I y sea n ∈ N.

(i) Definimos a (A0, . . . , An−1) ∈ αn como una cadena de longitud n sobre α si y sólo si existe

x ∈ I tal que para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}, f i (x) ∈ Ai.

(ii) Al conjunto de todas las cadenas de longitud n sobre α lo denotamos como α(n) y a su cardinalidad

la denotaremos como Cn (α).

(iii) Dado A ∈ α, denotamos a
{

(A0, . . . , An−1) ∈ α(n) | A0 = A
}

como α
(n)
A y a su cardinalidad la

denotamos como Cn (α | A).

Observación 2.3.3. La definición de cadena de longitud n sobre α es equivalente a que
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) 6= ∅.

Sea α una familia no vaćıa de subconjuntos no vaćıos de I y ajena dos a dos. Sean (A0, . . . , An−1) y

(B0, . . . , Bn−1) elementos en α(n) distintos. De este modo, existe k ∈ {0, . . . , n− 1} tal que Ak ∩Bk = ∅.
Si existiera x ∈

⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) ∩
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi), entonces fk (x) ∈ Ak ∩ Bk; lo cual es una contradicción;

aśı,
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) y
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi) son ajenos. Ahora, si (A0, . . . , An−1) = (B0, . . . , Bn−1), claramente
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⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) y
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi) son iguales, es decir, que si
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) y
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi) son distintos,

entonces (A0, . . . , An−1) y (B0, . . . , Bn−1) son distintos. En virtud de lo anterior, hay una biyección entre

α(n) y
{⋂n−1

i=0 f
−i (Ai) | (A0, . . . , An−1) ∈ α(n)

}
. Con esto, tenemos la siguiente observación:

Observación 2.3.4. Sea n ∈ N. Si α es una familia ajena dos a dos de subconjuntos de I, entonces los

conjuntos
{⋂n−1

i=0 f
−i (Ai) | (A0, . . . , An−1) ∈ α(n)

}
y α(n) tienen el mismo número de elementos.

Sigamos en el supuesto de que α es ajena dos a dos y sea m ∈ N. Si (A0, . . . , Am+n−1) ∈ α(m+n),

entonces es claro que (A0, . . . , An−1) ∈ α(n). Por otro lado,

∅ 6= fn

(
m+n−1⋂
i=n

f−i (Ai)

)
⊆

m+n−1⋂
i=n

fn
(
f−i (Ai)

)
⊆

m−1⋂
i=0

f−i (An+i);

en consecuencia, (An, . . . , Am+n−1) ∈ α(m). Es decir, para cada cadena de longitud n + m − 1 sobre α,

dado que α es ajena dos a dos, podemos encontrar una única cadena de longitud n y otra única cadena

de longitud m sobre α, lo cual prueba que Cm+n (α) ≤ Cn (α)Cm (α). Consecuentemente, logCm+n (α) ≤
logCn (α) + logCm (α). Aśı, suponiendo que para toda n ∈ N, siempre existe al menos una cadena de

longitud n sobre α, la sucesión (logCn (α))n∈N está bien definida y, además, es subaditiva. Por el Teorema

2.1.3,

h∗ (f, α) = ĺım
logCn (α)

n

existe y para todo n ∈ N, h∗ (f, α) ≤ 1
n logCn (α). Adicionalmente, supongamos que α es una cubierta

de I, es decir, supongamos que α sea una partición de I. Sean n ∈ N y x ∈ I. Dado que α es partición,

para cada i ∈ {0, . . . , n− 1} existe Aj(i) ∈ α tal que f i (x) ∈ Aj(i); por lo tanto, x ∈
⋂n−1
i=0 f

−1
(
Aj(i)

)
;

con lo cual
(
Aj(1), . . . , Aj(n)

)
∈ α(n). Por otro lado, dado A ∈ α, como α es partición, existe x ∈ I tal

que x ∈ A. Aplicando el argumento anterior, existe una cadena de longitud n sobre α que comienza en

A. Estas observaciones las resumimos en los siguientes enunciados:

Observación 2.3.5. Toda partición α de I satisface:

(i) Para toda n ∈ N,
{⋂n−1

i=0 f
−i (Ai) | (A0, . . . , An−1) ∈ α(n)

}
es cubierta de I.

(ii) Para toda n ∈ N, α(n) 6= ∅.

(iii) h∗ (f, α) = ĺım logCn(P )
n existe.

(iv) Para todo n ∈ N, h∗ (f, α) ≤ 1
n logCn (α).

(iv) Para toda n ∈ N y para todo A ∈ α, α
(n)
A 6= ∅.

Antes de comenzar con la prueba del teorema de Misiurewicz, necesitamos algunos resultados preli-

minares.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [5], p. 211.
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Teorema 2.3.6. Sea (I, f) un sistema dinámico. Sean J,K intervalos tales que f (J) ∩K 6= ∅, entonces

existe un intervalo L ⊆ J tal que f (L) = f (J) ∩K.

Lema 2.3.7. Sea s : R+ ∪ {0} −→ R dada por

s(x) =


0 si 0 ≤ x ≤ 1

log (x) si 1 ≤ x.

Si
(
a1
n

)
n≥1

, . . . ,
(
akn
)
n≥1

son sucesiones de reales no negativos, entonces

ĺım sup

(
s
(
a1
n + . . .+ akn

)
n

)
= máx

{
ĺım sup

(
s
(
ain
)

n

)
| i ∈ {1, . . . , k}

}
.

Demostración:

Sea β igual al lado derecho de la ecuación que queremos demostrar y sea ε = β + δ, con δ > 0.

Como ε > β, para todo i ∈ {1, . . . , k} existe pi ∈ N tal que si n ≥ pi, entonces ε >
s(ain)
n . Definimos

p = máx
{
p1, . . . , pk,

2
ε

}
; aśı, para toda i ∈ {1, . . . , k}, si n ≥ p, entonces ε >

s(ain)
n , es decir, nε > s

(
ain
)
.

Sea n ≥ p e i ∈ {1, . . . , k}. Si s
(
ain
)

= 0, entonces ain ∈ [0, 1]. Como p ≥ 2
ε >

1
ε , pε > 1; implicando

que nε > 1. Esto, a su vez, implica que exp (nε) > ain. Si s
(
ain
)
> 0, entonces s

(
ain
)

= log ain. Como

nε > s
(
ain
)

= log ain, tenemos que exp (nε) > ain. Es decir, en cualquier caso, para toda i ∈ {1, . . . , k},
exp (nε) > ain; lo cual implica que k exp (nε) >

∑k
i=1 a

i
n. Aśı, para toda n ≥ p, como k exp (nε) > 1, se

tiene que

s
(∑k

i=1 a
i
n

)
n

≤ s (k exp (nε))

n
=

log (k exp (nε))

n
=

log k

n
+ ε =

log k

n
+ β + δ.

Con esto podemos concluir que ĺım sup
s(

∑k
i=1 a

i
n)

n ≤ β + δ. Como δ > 0 fue arbitraria, tomando el ĺımite

cuando δ tiende a cero, obtenemos que ĺım sup
s(

∑k
i=1 a

i
n)

n ≤ β. Ahora, dado que la función s es creciente,

para toda n ∈ N y para toda i ∈ {1, . . . , k},

s
(∑k

i=1 a
i
n

)
n

≥
s
(
ain
)

n
;

lo cual implica que para toda i ∈ {1, . . . , k}, ĺım sup
s(

∑k
i=1 a

i
n)

n ≥ ĺım sup
s(ain)
n . Por lo tanto,

ĺım sup
s
(∑k

i=1 a
i
n

)
n

≥ β = máx

{
ĺım sup

(
s
(
ain
)

n

)
| i ∈ {1, . . . , k}

}
.

�

Lema 2.3.8. Si (an)n≥1 y (bn)n≥0 son sucesiones de reales no negativos, entonces

ĺım sup
n

(
log (

∑n
k=1 exp (ak + bn−k))

n

)
≤ máx

{
ĺım sup

n

(an
n

)
, ĺım sup

n

(
bn
n

)}
.
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Demostración:

Sea β el lado derecho de la desigualdad que queremos demostrar. Si β =∞, entonces la desigualdad se

cumple trivialmente. Supongamos que β < ∞ y sea λ = β + δ, con δ > 0. Como λ > β, existe p ∈ N tal

que si n ≥ p, entonces an
n < λ y bn

n < λ. Sea σ = máx
{
λ, aii + 1, bii + 1, b0 + 1 | i ∈ {1, . . . , p− 1}

}
. Aśı,

para todo n ∈ N, an
n < σ y bn

n < σ.

Afirmación: Si n ≥ 2p y 1 ≤ k ≤ n, entonces ak + bn−k < pσ + nλ.

Razón: Tenemos que analizar cuando k ≥ p o n − k ≥ p, ya que si se da que k < p y n − k < p,

entonces n < 2p; en contradicción con el supuesto de que n ≥ 2p.

Caso 1: Si k ≥ p y n−k ≥ p, entonces ak
k < λ y

bn−k
n−k < λ; lo cual implica que ak+bn−k < kλ+nλ−kλ =

nλ < pσ + nλ.

Caso 2: Si k < p y n − k ≥ p, entonces ak
k < σ y

bn−k
n−k < λ; con lo cual tenemos que ak + bn−k <

kσ + (n− k)λ < pσ + nλ.

Caso 3: Si k ≥ p y n− k < p, entonces ak
k < λ y

bn−k
n−k < σ; con lo cual ak + bn−k < kλ+ (n− k)σ <

nλ+ pσ.

Con esto, probamos la afirmación.

Ahora, por la afirmación, para todo n ≥ 2p y para todo k ∈ {1, . . . , n}, exp (ak + bn−k) < exp (pσ + nλ).

En consecuencia,
∑n

k=1 exp (ak + bn−k) < n exp (pσ + nλ). Por lo tanto, para todo n ≥ 2p,

log
∑n

k=1 exp (ak + bn−k)

n
≤ log n

n
+
pσ

n
+ λ;

lo cual implica que

ĺım sup
log
∑n

k=1 exp (ak + bn−k)

n
≤ λ = β + δ.

Como δ > 0 fue arbitraria, podemos hacer tender a δ hacia 0; con esto obtenemos que

ĺım sup
log
∑n

k=1 exp (ak + bn−k)

n
≤ β = máx

{
ĺım sup

n

(an
n

)
, ĺım sup

n

(
bn
n

)}
.

�

Teorema 2.3.9. (Misiurewicz). Sea (I, f) un sistema dinámico. Si h (f) > 0, entonces para todo λ con

0 < λ < h (f) y para todo N > 0 existen n, k ∈ N tales que k ≥ 2, n > N , 1
n log k ≥ λ y tales que fn

tiene una k-herradura estricta.
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Demostración:

Sean λ tal que 0 < λ < h (f) y N > 0. Primero probaremos el enunciado cuando log 3 < λ < h (f) y

con la diferencia de que encontraremos una p-herradura que no es necesariamente estricta. Sea c ∈ R tal

que λ < c < h (f). Por la definición de h (f), existe una cubierta abierta α de I tal que c < h (f, α). Dado

que I es compacto, existe β > 0 un número de Lebesgue de la cubierta α. Sea Z = {zi | i ∈ {0, . . . , k}} ⊆
I, donde k ≥ 2, tal que mı́n I = z0 < . . . < zk = máx I y tal que la distancia entre cualesquiera

dos elementos de Z sea menor a β
2 . Tenemos que P = {[zi−1, zi) , [zk−1, zk] | i ∈ {1, . . . , k − 1}} es una

partición de I cuyos integrantes son intervalos. Dado x ∈ A ∈ P , tenemos que si y ∈ A, entonces

| x − y |≤ diam (A) ≤ β
2 , es decir, A ⊆ (x− β, x+ β). Y por la definición de β, existe A∗ ∈ α tal

que A ⊆ (x− β, x+ β) ⊆ A∗, es decir, para todo A ∈ P existe B ∈ α tal que A ⊆ B. Sea n ∈ N.

Para cada cadena {A1, . . . , An} ∈ P (n) y para cada i ∈ {1, . . . , n}, por lo anterior, existe Bi ∈ α tal

que, Ai ⊆ Bi. Por lo tanto,
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) ⊆
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi). Sea D el conjunto cuyos elementos son los

conjuntos abiertos
⋂n−1
i=0 f

−i (Bi) recién formados. Primeramente, cada elemento de D contiene al menos

un elemento de la forma
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai), con (A0, . . . , An−1) ∈ P (n); aśı, por la Observación 2.3.4, se tiene

que Card (D) ≤ Cn (P ). Por la Observación 2.3.5 inciso (i), D cubre a I, y, además, D ⊆
∨n−1
i=0 f

−i (α). Por

lo tanto, N
(∨n−1

i=0 f
−i (α)

)
≤ Card (D), y, consecuentemente N

(∨n−1
i=0 f

−i (α)
)
≤ Cn (P ). Aśı, tomando

logaritmo natural, para toda n ∈ N, H
(∨n−1

i=0 f
−i (α)

)
≤ logCn (P ); lo cual implica que h (f, α) ≤

h∗ (f, P ); por lo tanto,

0 < log 3 < c < h (f, α) < h∗ (f, P ) . (2.1)

Por otro lado, sea n ∈ N. Como P (n) =
⊎
A∈P P

(n)
A , entonces, Cn (P ) =

∑
A∈P Cn (P | A). En con-

secuencia, para toda n ∈ N, tenemos que logCn(P )
n =

log
∑
A∈P Cn(P |A)

n ; por lo tanto, por el Lema 2.3.7,

existe A ∈ P tal que

h∗ (f, P ) = ĺım sup
logCn (P )

n
= ĺım sup

log
∑

A∈P Cn (P | A)

n
= ĺım sup

logCn (P | A)

n
,

aśı, el conjunto

F =

{
A ∈ P | h∗ (f, P ) = ĺım sup

logCn (P | A)

n

}
es diferente del vaćıo.

Afirmación 1: Para toda A ∈ F , h∗ (f, P ) = ĺım sup logCn(F |A)
n .

Razón: Si P = F , entonces no hay nada que probar. Supongamos que F ( P . Sea A ∈ F y sea n ∈ N.

Sea (A0, . . . , An−1) ∈ P (n)
A . Como A0 = A ∈ F , existe un natural máximo m ∈ {1, . . . , n} tal que para

toda i ∈ {0, . . . ,m− 1} se tiene que Ai ∈ F . En caso de que m = n, resulta que (A0, . . . , An−1) ∈ F (n)
A ,

y en el caso en el que 1 ≤ m ≤ n− 1, tenemos que (A0, . . . , Am−1) ∈ F (n)
A y (Am, . . . , An−1) ∈ P (n)

B para

algún B ∈ P − F . Para cada k ∈ {1, . . . , n− 1}, sea Qk el conjunto de cadenas de longitud n sobre P

que comienzan en A tales que son una cadena de longitud k sobre F seguidas de una cadena de longitud
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n− k sobre P − F . Sea Qn = F
(n)
A . Tenemos que para todo k ∈ {1, . . . , n},

Card (Qk) ≤ Ck (F | A)
∑

B∈P−F
Cn−k (P | B), (2.2)

donde convenimos que si n = k,
∑

B∈P−F Cn−k (P | B) = 1. Sea s : R+ ∪ {0} −→ R+ ∪ {0} dada por

s(x) =


0 si 0 ≤ x ≤ 1

log (x) si 1 ≤ x

Veamos que para toda k ∈ {1, . . . , n},

Card (Qk) ≤ exp

(
s (Ck (F | A)) + log

∑
B∈P−F

Cn−k (P | B)

)
. (2.3)

La expresión log
∑

B∈P−F Cn−k (P | B) está bien definida gracias a la Observación 2.3.5 inciso (iv) y

a que
∑

B∈P−F Cn−k (P | B) = 1, si n = k. Sea k ∈ {1, . . . , n}. Si Qk = ∅, entonces, dado que la

exponencial nunca se anula, la desigualdad es inmediata. Si Qk 6= ∅, entonces F
(k)
A 6= ∅. Por (2.2),

logCard (Qk) ≤ logCard (Qk) + log
∑

B∈P−F Cn−k (P | B), y tomando la exponencial, obtenemos la de-

sigualdad.

Tenemos que P
(n)
A =

⊎n
k=1Qk. Esto implica que Cn (P | A) =

∑n
k=1Card (Qk), y por (2.3), tenemos

que

Cn (P | A) ≤
n∑
k=1

exp

(
s (Ck (F | A)) + log

∑
B∈P−F

Cn−k (P | B)

)
. (2.4)

Para j ∈ {1, . . . , n}, sea aj = s (Cj (F | A)), y para j ∈ {0, . . . , n}, sea bj = log
∑

B∈P−F Cj (P | B),

donde resulta, por la convención sobre la suma, que b0 está bien definida y que es igual a 0. Aśı, (2.4) se

convierte en

Cn (P | A) ≤
n∑
k=1

exp (ak + bn−k). (2.5)

Dado que (2.5) se obtuvo para una n ∈ N arbitraria y dado que A ∈ F , tenemos que

h∗ (f, P ) = ĺım sup
logCn (P | A)

n
≤ ĺım sup

log
∑n

k=1 exp (ak + bn−k)

n
;

en consecuencia, por el Lema 2.3.8,

h∗ (f, P ) ≤ máx

{
ĺım sup

an
n
, ĺım sup

bn
n

}
. (2.6)

Por otro lado, para todo B ∈ P − F y para todo n ∈ N, P
(n)
B ⊆ P (n), lo cual implica que para todo

B ∈ P − F y para todo n ∈ N, Cn (P | B) ≤ Cn (P ). Aśı, por la definición de F , para todo B ∈ P − F ,

ĺım sup logCn(P |B)
n < h∗ (f, P ), es decir,

máx

{
ĺım sup

logCn (P | B)

n
| B ∈ P − F

}
< h∗ (f, P ) .
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Ahora, por el Lema 2.3.7,

ĺım sup
bn
n

= ĺım sup
log
∑

B∈P−F Cn (P | B)

n
= máx

{
ĺım sup

logCn (P | B)

n
| B ∈ P − F

}
.

Por lo tanto,

ĺım sup
bn
n
< h∗ (f, P ) ;

y, por (2.6), concluimos que

h∗ (f, P ) ≤ ĺım sup
an
n

= ĺım sup
s (Cn (F | A))

n
. (2.7)

Supongamos que existe m ∈ N tal que F
(m)
A = ∅ y sea n ≥ m. Si hubiera una cadena de longitud n

sobre F que comience en A, digamos, (A, . . . , Am−1, . . . , An−1), entonces (A, . . . , Am−1) ∈ F (m)
A ; lo cual

contradice nuestra suposición. Con lo cual para todo n ≥ m, F
(m)
A = ∅; esto, junto con (2.1), implica que

para todo n ≥ m, ĺım sup s(Cn(F |A))
n = 0 < h∗ (f, P ). Lo anterior es una contradicción con (2.7), aśı, para

todo n ∈ N, F
(n)
A 6= ∅. Por lo tanto, (2.7) se reescribe como

h∗ (f, P ) ≤ ĺım sup
logCn (F | A)

n
.

Como para todo n ∈ N, F
(n)
A ⊆ P (n)

A , resulta que

ĺım sup
logCn (F | A)

n
≤ h∗ (f, P ) .

Dado que A ∈ F fue arbitraria, terminamos de probar la afirmación.

Afirmación 2: Para toda A ∈ F y para toda n ∈ N existe Nn ∈ N, con Nn ≥ n, tal que exp (cNn) <

CNn (F | A) y 3CNn (F | A) ≤ CNn+1 (F | A).

Razón: Sea A ∈ F . Supongamos lo contrario, supongamos que existe un natural N tal que para todo

n ≥ N , si exp (cn) < Cn (F | A), entonces Cn+1 (F | A) < 3Cn (F | A), es decir, para todo n ≥ N se tiene

que

si c <
logCn (F | A)

n
, entonces Cn+1 (F | A) < 3Cn (F | A) . (2.8)

Ahora, veamos que para todo natural q ≥ N existe un natural nq ≥ q tal que
logCnq (F |A)

nq
≤ c. Supongamos

que no fuera aśı, es decir, supongamos que existe un q ≥ N tal que para todo n ≥ q,

c <
logCn (F | A)

n
.

Entonces, por (2.8), tenemos que

Cq+1 (F | A) < 3Cq (F | A) .
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Supongamos que para i ∈ N se tiene que Cq+i (F | A) < 3iCq (F | A). Como q + i ≥ q, tenemos que

c <
logCq+i (F | A)

q + i
;

aśı, por (2.8),

Cq+i+1 (F | A) < 3Cq+i (F | A) = 3 · 3iCq (F | A) = 3i+1Cq (F | A) .

Por inducción, para toda i ∈ N,

Cq+i (F | A) < 3iCq (F | A) .

Lo cual implica que para toda i ∈ N,

logCq+i (F | A)

i
< log 3 +

logCq (F | A)

i

y, por la Afirmación 1,

h∗ (f, P ) = ĺım sup
logCn (F | A)

n
≤ log 3.

Lo anterior es una contradicción con (2.1). Con esto, tenemos que el conjunto

S =

{
n ∈ N | logCn (F | A)

n
≤ c
}

es no vaćıo.

Sean n ∈ S y r ∈ N tales que para todo m ∈ {n+ 1, . . . , n+ r} se cumple que c < logCm(F |A)
m . Para

todo k ∈ N, cada cadena de longitud k+ 1 sobre F que comienza con A es una cadena de longitud k que

comienza con A seguida de una cadena de longitud 1, ambas sobre F . De donde se sigue que para toda

k ∈ N, Ck+1 (F | A) ≤ Card (F )Ck (F | A). Aplicando (2.8) r menos un veces tenemos que

Cn+r (F | A) ≤ Card (F )Cn+r−1 (F | A) < Card (F ) 3r−1Cn (F | A) ; (2.9)

esto implica que

logCn+r (F | A) < logCard (F ) + (r − 1) log 3 + logCn (F | A) .

Dado que c < logCn+r(F |A)
n+r ,

c (n+ r) < logCn+r (F | A) < logCard (F ) + (r − 1) log 3 + logCn (F | A) .

Ahora, como n ∈ S, logCn(F |A)
n ≤ c; lo cual implica que

c (n+ r) < logCard (F ) + (r − 1) log 3 + nc.

Por lo tanto,

r (c− log 3) < logCard (F )− log 3;
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con lo cual concluimos que

r <
logCard (F )− log 3

c− log 3
= t∗ < t∗ + 2 = t.

De aqúı podemos sacar dos conclusiones. La primera es que como r > 0 por ser un número natural y por

la suposición de c > log 3, tenemos que logCard(F ) > log 3, es decir que, Card(F ) > 3. La segunda es

que por (2.9), dado que r < t,

Cn+r (F | A) < Card (F ) 3t−1Cn (F | A) . (2.10)

Ya que c, r y n son números positivos y la función exponencial es estrictamente creciente

exp(nc) < exp((n+ r)c);

además, como t > 2,

1 < Card(F )3t−1;

aśı, como logCn(F |A)
n ≤ c, tenemos que

Cn (F | A) ≤ exp (nc) < Card (F ) 3t−1 exp ((n+ r) c) . (2.11)

Sustituyendo la primera desigualdad de (2.11) en (2.10), y aplicando el hecho de que la función exponencial

es estrictamente creciente, obtenemos que

Cn+r (F | A) < Card (F ) 3t−1 exp (nc) < Card (F ) 3t−1 exp ((n+ r) c) . (2.12)

Aśı, por la segunda desigualdad de (2.11) y por (2.12), tenemos que para toda k ∈ {0, . . . , r},

Cn+k (F | A) < Card (F ) 3t−1 exp ((n+ r) c) . (2.13)

Por lo tanto, (2.13) se cumple para cualquier n ∈ S y cualquier r ∈ N tal que para toda m ∈ {1, . . . , r},
m /∈ S. Esto quiere decir que fijando nN ∈ S, tenemos que para toda n ≥ nN se tiene que

Cn (F | A) < Card (F ) 3t−1 exp (nc) .

Esto implica que para toda n ≥ nN ,

logCn (F | A)

n
<
Card (F )

n
+

(t− 1) log 3

n
+ c.

Por la desigualdad anterior, la Afirmación 1 y el hecho de que t es independiente de n , tenemos que

h∗ (F | A) = ĺım sup
logCn (F | A)

n
≤ c;

lo cual es una contradicción con (2.1). Esto termina la prueba de la Afirmación 2.
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Sea n ∈ N y sea {A0, . . . , An−1} ⊆ F . Definimos A∗0 = A0 y si n ≥ 2, para todo i ∈ {1, . . . , n− 1},
A∗i = Ai ∩ f

(
A∗i−1

)
. Notemos que por definición y por la continuidad de f , para cada i ∈ {0, . . . , n− 1},

A∗i es un intervalo.

Afirmación 3: A∗n−1 = fn−1
(⋂n−1

i=0 f
−i (Ai)

)
.

Razón: Dada i ∈ {0, . . . , n− 1}, tenemos que xi ∈ A∗i = Ai ∩ f
(
A∗i−1

)
si y sólo si existe xi−1 ∈ A∗i−1

tal que f (xi−1) = xi ∈ Ai. Por lo tanto, xn−1 ∈ A∗n−1 si y sólo si existe x0 ∈ A∗0 = A0 tal que f (x0) ∈
A1, . . . , f

n−1 (x0) = xn−1 ∈ An−1. Esta última afirmación es equivalente a que existe x0 ∈
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai)

y fn−1 (x0) = xn−1 ∈ An−1; que a su vez es equivalente a que xn−1 ∈ fn−1
(⋂n−1

i=0 f
−i (Ai)

)
.

Afirmación 4: (A0, . . . , An−1) ∈ F (n) si y sólo si A∗n−1 6= ∅.

Razón: (A0, . . . , An−1) ∈ F (n) equivale a
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) 6= ∅. Además,
⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) 6= ∅ es equivalen-

te a fn−1
(⋂n−1

i=0 f
−i (Ai)

)
6= ∅; y fn−1

(⋂n−1
i=0 f

−i (Ai)
)
6= ∅ pasa si y sólo si A∗n−1 6= ∅, por la Afirmación 3.

Afirmación 5: Si A∗n−1 6= ∅, entonces, para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}, A∗i 6= ∅.

Razón: Si para alguna j ∈ {1, . . . , n− 2}, A∗j = ∅, entonces sus imágenes bajo iteraciones de f son

vaćıas, lo cual implica que A∗n−1 = ∅.

Afirmación 6: Existe una sucesión de familias de intervalos (δn)n∈N tal que cumple con lo siguiente:

(a) δ1 = F , y

(b) para todo n ∈ N, δn es una familia de intervalos ajena dos a dos.

Además, para todo número natural n ≥ 2 y para toda (A0, . . . , An−1) ∈ F (n) existe un intervalo

J(A0,...,An−1) ∈ δn que satisface:

(i) fn−1
(
J(A0,...,An−1)

)
= A∗n−1.

(ii) Para toda i ∈ {0, . . . , n− 1}, f i
(
J(A0,...,An−1)

)
⊆ A∗i ⊆ Ai.

(iii) J(A0,...,An−1) ⊆ J(A0,...,An−2) ⊆ . . . ⊆ J(A0), donde, J(A0) = A0 ∈ F .

Razón: Para n = 1, tomamos δ1 = F , donde para todo A ∈ F , J(A) = A. Sea n = 2 y sea (A0, A1) ∈
F (2). Por la Afirmación 4, A∗1 6= ∅. Aśı, A∗1 ⊆ f (A∗0) = f (A0). Por el Teorema 2.3.6, existe un intervalo

J(A0,A1) ⊆ A0 intervalo tal que f
(
J(A0,A1)

)
= A∗1 ⊆ A1. Sea

δ2 =
{
J(A0,A1)

}
(A0,A1)∈F (2) .
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Falta ver que δ2 es una familia de intervalos ajena dos a dos. Sean J(A0,A1), J(B0,B1) ∈ δ2 dos intervalos

distintos. Esto implica que (A0, A1) 6= (B0, B1); consecuentemente existe i ∈ {0, 1} tal que Aj 6= Bj . Dado

que F ⊆ P es una familia ajena dos a dos, Aj ∩Bj = ∅. Si existiera z ∈ J(A0,A1) ∩ J(B0,B1), entonces

f j (z) ∈ f j
(
J(A0,A1)

)
∩ f j

(
J(B0,B1)

)
⊆ Aj ∩Bj ;

lo cual contradice que Aj y Bj sean ajenos. Por lo tanto,

J(A0,A1) ∩ J(B0,B1) = ∅.

Supongamos que la afirmación es válida para n = k ≥ 2, es decir, supongamos que está definida una

familia δk =
{
J(A0,...,Ak−1)

}
(A0,...,Ak−1)∈F (k) de intervalos ajenos dos a dos que cumple con (i), (ii) y (iii).

Sea (A0, . . . , Ak) ∈ F (k+1). Por la Afirmación 4, A∗k 6= ∅. Como (A0, . . . , Ak−1) ∈ F (k), existe un intervalo

J(A0,...,Ak−1) ∈ δk que cumple con (i), (ii) y (iii). Como J(A0,...,Ak−1) cumple (i),

A∗k ⊆ f
(
A∗k−1

)
= f

(
fk−1

(
J(A0,...,Ak−1)

))
= fk

(
J(A0,...,Ak−1)

)
.

Como A∗k es intervalo, entonces, por el Teorema 2.3.6, existe un intervalo J(A0,...,Ak) ⊆ J(A0,...,Ak−1) tal que

fk
(
J(A0,...,Ak)

)
= A∗k.

Dado que J(A0,...,Ak−1) cumple (ii), tenemos que para todo i ∈ {0, . . . , k},

f i
(
J(A0,...,Ak)

)
⊆ A∗i ⊆ Ai.

Y dado que J(A0,...,Ak−1) cumple (iii), resulta que

J(A0,...,Ak) ⊆ J(A0,...,Ak−1) ⊆ . . . ⊆ J(A0).

Sea δk+1 =
{
J(A0,...,Ak)

}
(A0,...,Ak)∈F (k+1) . Falta ver que δk+1 es una familia de intervalos ajena dos a dos.

Sean J(A0,...,Ak), J(B0,...,Bk) ∈ δk intervalos distintos. Aśı, (A0, . . . , Ak) 6= (B0, . . . , Bk); consecuentemente

existe j ∈ {0, . . . , k} tal que Aj 6= Bj . Dado que Aj , Bj ∈ F , tenemos que Aj ∩ Bj = ∅. Si existiera

z ∈ J(A0,...,Ak) ∩ J(B0,...,Bk), entonces

f j (z) ∈ f j
(
J(A0,...,Ak)

)
∩ f j

(
J(B0,...,Bk)

)
⊆ Aj ∩Bj ;

lo cual es contradice el hecho de que Aj y Bj son ajenos. Por lo tanto,

J(A0,...,Ak) ∩ J(B0,...,Bk) = ∅.

Por inducción, queda probada la afirmación.
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Dado n ∈ N, observemos que si (A0, . . . , An−1) ∈ F (n) y An ∈ F , entonces fn
(
J(A0,...,An−1)

)
∩ An =

f
(
A∗n−1

)
∩ An = A∗n. Por la Afirmación 4, concluimos que fn

(
J(A0,...,An−1)

)
∩ An 6= ∅ si y sólo si

(A0, . . . , An) ∈ F (n+1) . Aśı, tenemos que si A ∈ F , entonces fn
(
J(A,...,An−1)

)
∩ An 6= ∅ es equivalen-

te a que (A, . . . , An) ∈ F (n+1)
A ; lo cual, aunado al hecho de que F es ajena dos a dos, prueba la siguiente

afirmación:

Afirmación 7: Para todo n ∈ N y para todo A ∈ F ,

Cn+1 (F | A) =
∑

(A0,...,An−1)∈F (n)
A

Card
({
B ∈ F | fn

(
J(A0,...,An−1)

)
∩B 6= ∅

})
.

Ahora, para todo n ∈ N y para todo A,B ∈ F , definimos

γ (A,B, n) =
{

(A0, . . . , An−1) ∈ F (n)
A | B ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)}
.

Afirmación 8: Para todo m,n ∈ N y para todo A,B,C ∈ F ,

Card (γ (A,B, n)) · Card (γ (B,C,m)) ≤ Card (γ (A,C, n+m)) .

Razón: Seanm,n ∈ N yA,B,C ∈ F . Sean (A0, . . . , An−1) ∈ γ (A,B, n) y (B0, . . . , Bn−1) ∈ γ (B,C,m).

Por la Afirmación 6 inciso (iii), J(B0,...,Bm−1) ⊆ J(B0) = B0 = B ⊆ fn
(
J(A0,...,An−1)

)
; lo cual implica,

por el Teorema 2.3.6, que existe un intervalo K ⊆ J(A0,...,An−1) tal que fn (K) = J(B0,...,Bm−1). Dado

que J(A0,...,An−1) cumple (ii) de la Afirmación 6, para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}, f i (K) ⊆ Ai, y para

todo i ∈ {0, . . . ,m− 1}, fn+j (K) = f j
(
J(B0,...,Bm−1)

)
⊆ Bj . Aśı, tenemos que K ⊆

⋂n−1
i=0 f

−i (Ai) ∩⋂n+m−1
i=m f−i (Bi−n); y ya que K 6= ∅, (A0, . . . , An−1, B0, . . . , Bm−1) ∈ F (n+m). Por la Afirmación 3, tene-

mos que

fn+m−1

(
n−1⋂
i=0

f−i (Ai) ∩
n+m−1⋂
i=m

f−i (Bi−n)

)
= D∗n+m−1,

donde estamos pensando que (D0, . . . , Dn+m−1) = (A0, . . . , An−1, B0, . . . , Bm−1). Por la Afirmación 6

inciso (i),

D∗n+m−1 = fn+m−1
(
J(A0,...,An−1,B0,...,Bm−1)

)
;

y como fn+m−1 (K) ⊆ D∗n+m−1,

fn+m−1 (K) ⊆ fn+m−1
(
J(A0,...,An−1,B0,...,Bm−1)

)
.

Con esto concluimos que

C ⊆ fm
(
JB0,...,Bm−1

)
= fn+m (K) ⊆ fn+m

(
J(A0,...,An−1,B0,...,Bm−1)

)
.
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Por lo tanto, (A0, . . . , An−1, B0, . . . , Bm−1) ∈ γ (A,C, n+m). Es decir, por cada elemento de γ (A,B, n) y

cada elemento de γ (B,C,m) existe al menos un elemento de γ (A,C, n+m), lo cual prueba la afirmación.

Afirmación 9: Para cada A ∈ F y para cada n ∈ N,

Cn+1 (F | A)− 2Cn (F | A) ≤
∑
B∈F

Card (γ (A,B, n)).

Razón: Seam A ∈ F y sea n ∈ N. Tenemos que∑
B∈F

Card (γ (A,B, n)) =
∑
B∈F

Card
({

(A0, . . . , An−1) ∈ F (n)
A | B ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)})
= Card

({
((A0, . . . , An−1) , B) ∈ F (n) × F | A0 = A, B ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)})
=

∑
(A0,...,An−1)∈FnA

Card
({
B ∈ F | B ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)})
.

Por otro lado, como fn es continua, fn
(
J(A0,...,An−1)

)
es un intervalo; aśı, si fn

(
J(A0,...,An−1)

)
intersecta

a k intervalos de F , dado que F es ajena dos a dos, entonces fn
(
J(A0,...,An−1)

)
contiene al menos a k − 2

de dichos intervalos. Por lo tanto, para todo (A0, . . . , An−1) ∈ F (n)
A ,

Card
({
B ∈ F | fn

(
J(A0,...,An−1)

)
∩B 6= ∅

})
− 2 ≤ Card

({
B ∈ F | B ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)})
.

Sustituyendo esto en la ecuación anterior obtenemos∑
(A0,...,An−1)∈F (n)

A

[
Card

({
B ∈ F | fn

(
J(A0,...,An−1)

)
∩B 6= ∅

})
− 2
]
≤
∑
B∈F

Card (γ (A,B, n)),

es decir,∑
(A0,...,An−1)∈F (n)

A

Card
({
B ∈ F | fn

(
J(A0,...,An−1)

)
∩B 6= ∅

})
− 2Cn (F | A) ≤

∑
B∈F

Card (γ (A,B, n)).

Sustituyendo la igualdad de la Afirmación 7 en la desigualdad anterior, obtenemos la Afirmación 9.

Afirmación 10: Dada n ∈ N existe un natural Nn ≥ n dado por la afirmación 2. Aśı, para toda A ∈ F
se tiene que exp (cNn) <

∑
B∈F Card (γ (A,B,Nn)).

Razón: Sea A ∈ F . Por la Afirmación 9, CNn+1 (F | A)− 2CNn (F | A) ≤
∑

B∈F Card (γ (A,B,Nn));

y dado que por la Afirmación 2, exp (cNn) < CNn (F | A) y 3CNn (F | A) ≤ CNn+1 (F | A), concluimos

que

exp (cNn) < CNn (F | A) = 3CNn (F | A)− 2CNn (F | A) ≤
∑
B∈F

Card (γ (A,B,Nn)).

Lo cual demuestra la Afirmación 10.
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Afirmación 11: Para toda A ∈ F existe BA ∈ F tal que

λ < c ≤ ĺım sup
s (Card (γ (A,BA, n)))

n
.

Razón: Sea A ∈ F . Por la Afirmación 2 y la Afirmación 10, existe una infinidad de naturales m tales

que

exp (cm) <
∑
B∈F

Card (γ (A,B,m));

en consecuencia

c ≤ ĺım sup
s
(∑

B∈F Card (γ (A,B, n))
)

n
.

Aplicando el Lema 2.3.7, tenemos que existe BA ∈ F tal que

ĺım sup
s (Card (γ (A,BA, n)))

n
= ĺım sup

s
(∑

B∈F Card (γ (A,B, n))
)

n
;

aśı, sustituyendo en la desigualdad anterior, obtenemos la Afirmación 11.

Ahora, definimos la función φ : F −→ F como φ (A) = BA. Como F es finito, tenemos que φ tiene

un punto periódico, es decir, existe V ∈ F y existe p ∈ N tal que φp (V ) = V y tal que para todo

i ∈ {1, . . . , p}, φi (V ) 6= V .

Afirmación 12: Sea G = {mi | i ∈ {0, . . . , p− 1}} un conjunto de p naturales. Para cada mi ∈ G, donde

i ∈ {0, . . . , p− 1}, existe un natural ni ≥ mi tal que

exp (λni) ≤ Card
(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , ni

))
.

Razón: Sea mi ∈ G, donde i ∈ {0, . . . , p− 1}. Como φi (V ) ∈ F , por la Afirmación 11 y la definición

de φ,

λ < ĺım sup
s
(
Card

(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , n

)))
n

.

De la desigualdad anterior tenemos que existe ni ≥ mi tal que

λ <
s
(
Card

(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , ni

)))
ni

;

lo cual implica que λni < s
(
Card

(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , ni

)))
. Por definición de s y dado que λni > 0,

obtenemos que λni < log
(
Card

(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , ni

)))
. Aplicando la exponencial, obtenemos la Afir-

mación 12.

A continuación, concluiremos la prueba. Tenemos que N > 0 es un real arbitrario, por lo tanto,

podemos encontrar un conjunto de naturales G de p elementos tal que la suma de dichos p elementos sea
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mayor a N . Aśı, para cada i ∈ {0, . . . , p− 1}, sea ni ∈ N dado por la Afirmación 12. Por lo mencionado

anteriormente, N <
∑p−1

i=0 ni. Tenemos que

exp

(
λ

p−1∑
i=0

ni

)
=

p−1∏
i=0

exp (λni)

≤
p−1∏
i=0

Card
(
γ
(
φi (V ) , φi+1 (V ) , ni

))
(por la Afirmación 12)

≤ Card

(
γ

(
V, V,

p−1∑
i=0

ni

))
(aplicando la Afirmación 8 en p ocasiones).

En consecuencia

γ

(
V, V, n =

p−1∑
i=0

ni

)
=
{

(A0, . . . , An−1) ∈ F (n)
V | V ⊆ fn

(
J(A0,...,An−1)

)}
tiene al menos k elementos, donde k ≥ exp (nλ) > 3, ya que λ > log 3. Digamos que dichos elementos son

las cadenas (A0, . . . , An−1)1 , . . . , (A0, . . . , An−1)k. Aśı, tenemos que existen

J(A0,...,An−1)1
, . . . , J(A0,...,An−1)k

intervalos ajenos dos a dos (ya que δn es ajena dos a dos), tales que para cada j ∈ {1, . . . , k},

V ⊆ fn
(
J(A0,...,An−1)j

)
y donde, por la Afirmación 6 inciso (iii), para cada j ∈ {1, . . . , k},

J(A0,...,An−1)j
⊆ A0 = V.

Notemos, además, que como los intervalos en F no son degenerados, ninguno de los intervalos en la

Afirmación 6 es degenerado. Entonces,{
J(A0,...,An−1)1

, . . . , J(A0,...,An−1)k

}
es una familia de intervalos cerrados con interiores ajenos dos a dos tal que para cada j ∈ {1, . . . , k},

k⋃
j=1

J(A0,...,An−1)j
⊆ V ⊆ fn(J(A0,...,An−1)j

) = fn(J(A0,...,An−1)j
).

Por lo tanto, {
J(A0,...,An−1)1

, . . . , J(A0,...,An−1)k

}
es una k-herradura para fn, donde n =

∑p−1
i=0 ni > N ; y dado que k ≥ exp (nλ),

log k

n
≥ λ.
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Ahora, veamos que se cumple el teorema para el caso 0 < λ < h (f) y N > 0. Sea c tal que λ < c < h (f)

y sea q ∈ N tal que qc > log 3 y q (c− λ) ≥ log 2. Por el Teorema 2.1.11, h (f q) = qh (f) > qc ≥ log 3.

Aplicando lo que hemos demostrado a f q, tenemos que existen n, k ∈ N tales que n > N , log k
n ≥ qc y tales

que fnq tiene una k-herradura, digamos {Ji | i ∈ {1, . . . , k}}. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que los intervalos de la k-herradura fueron indexados de izquierda a derecha. Sea
[
k
2

]
el entero mı́nimo

que es mayor o igual a k
2 . Como log k

n ≥ qc > log 3, entonces k > 3n ≥ 3. De este modo, el conjunto

{Ji | i ∈ {1, . . . , k} , i impar} forma una
[
k
2

]
-herradura estricta para f qn. Además, como

[
k
2

]
≥ k

2 ,

log
[
k
2

]
qn

≥ log k − log 2

qn
=

log k

qn
− log 2

qn
≥ c− log 2

qn
. (2.14)

Dado que q (c− λ) ≥ log 2, entonces c− log 2
q ≥ λ; que, sustituyéndolo en (2.14) obtenemos que

log[ k2 ]
qn ≥ λ.

Además, como n > N , nq > N . Con esto, queda probado el teorema. �

Teorema 2.3.10. Sea (I, f) un sistema dinámico. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) h (f) > 0.

(ii) f tiene un punto periódico cuyo periodo no es de la forma 2k, con k ∈ N ∪ {0}.

(iii) Existe un número natural n para el cual fn tiene una herradura estricta.

Demostración:

Probemos que (i) implica (ii). Como h (f) > 0, por el Teorema 2.3.9, tenemos que existe un número

natural n para el cual fn tiene una herradura; aśı, por la Proposición 2.2.11, fn tiene puntos periódicos

de todos los periodos. Esto implica que f tiene algún punto periódico que no es potencia de 2.

Veamos que (ii) implica (iii). Cualquier número natural que no sea potencia de 2 puede ser escrito de

la forma 2wp, donde p es un número impar mayor que 1 y w ∈ N∪{0}. Aśı, si f tiene un punto periódico

de periodo 2wp con p impar mayor que 1 y con w ∈ N ∪ {0}, entonces f2w tiene un punto periódico de

periodo p. Por la Proposición 2.2.12, f2w ◦ f2w = f2w+2w = f2·2w = f2w+1
tiene una herradura estricta.

Por último, supongamos que fn tiene una herradura estricta. Por el Teorema 2.3.1, h (fn) ≥ log 2 > 0;

consecuentemente, por la Proposición 2.1.11, h (f) > 0. Esto hace ver que (iii) implica (i). �
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Caṕıtulo 3

Conjunto de Cantor δ-revuelto I

El objetivo de este caṕıtulo es probar que dada una función continua f : J −→ J , donde J es un

intervalo compacto, tal que h (f) = 0: Si f tiene un par de Li-Yorke, entonces existe una δ > 0 y existe

C ⊆ J un conjunto de Cantor tales que C es un conjunto δ-revuelto para f .

De aqúı en adelante todos los sistemas dinámicos considerados son sistemas donde el espacio es un

intervalo compacto con la métrica que hereda de R dada por el valor absoluto. Antes de comenzar con el

siguiente lema es conveniente agregar notación. Sean A,B ⊆ I no vaćıos. El śımbolo A < B quiere decir

que para todo a ∈ A y para todo b ∈ B, a < b. Análogamente, si y ∈ I, la expresión y < A significa

que para todo a ∈ A, y < a. Un significado análogo tiene la expresión A < y. También es conveniente

mencionar que en varias de las pruebas se utiliza el hecho de que los conjuntos conexos en R son los

intervalos. Una prueba de este hecho se puede encontrar en la página 80 de [9].

Lema 3.0.1. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que f2 no tiene herradura y x ∈ I tal que su órbita es

infinita. Si existe un natural k ≥ 2 tal que fk (x) < x < f (x) ó f (x) < x < fk (x), entonces existen z ∈ I
punto fijo de f y N ∈ N ∪ {0} tal que para toda n ≥ N , z < fn (x) si y sólo si fn+1 (x) < z.

Demostración:

Sean U = {y ∈ Orbf (x) | y < f (y)} y L = {y ∈ Orbf (x) | f (y) < y}. Como existe k ≥ 2 tal que

fk (x) < x < f (x) ó f (x) < x < fk (x). Supongamos que fk (x) < x < f (x). Dado que x < f(x),

entonces x ∈ U . Ahora, dado que k ∈ N y N está bien ordenado, podemos considerar al mı́nimo l ∈ N
que cumple la misma condición que k. Por la definición de l y dado que x no es un punto fijo (su órbita

es infinita), tenemos que f l(x) < x < f l−1(x); por lo tanto f l−1(x) ∈ L. Aśı, L y U son no vaćıos.

Análogamente, si suponemos que f (x) < x < fk (x) podemos llegar a que U y L son no vaćıos.

Dado que f2 no tiene herradura, entonces f no puede tener herradura, ya que si la tuviera una

herradura {K,J}, resulta que K ∪ J ⊆ f (K) ⊆ f (K ∪ J) ⊆ f2 (K). Análogamente, K ∪ J ⊆ f2 (J).

Es decir, {K,J} es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipótesis. Aśı, por el Lema 2.2.13,

47
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existe un punto fijo z de f tal que z ∈ [supU, ı́nf L]. Como z es punto fijo, se tiene que

U < z < L. (3.1)

Para relajar la notación, definamos para cada n ∈ N∪{0}, xn = fn (x). Remarquemos que como la órbita

de x bajo f es infinita, todos sus puntos son distintos. De nuevo, dado que xk < x < x1 ó x1 < x < xk,

tenemos que alguno de los siguientes conjuntos de naturales

S = {α ≥ 2 | existe p ∈ N ∪ {0} tal que xp+α < xp < xp+1}

ó

S = {α ≥ 2 | existe p ∈ N ∪ {0} tal que xp+1 < xp < xp+α}

es no vaćıo. De este modo, existen un par de enteros no negativos (p, r) tales que 0 ≤ p y 2 ≤ r tal que r

es el mı́nimo que cumple con xp+r < xp < xp+1 o xp+1 < xp < xp+r.

Afirmamos que r = 2. Para demostrarlo, supongamos que 3 ≤ r. Supongamos que

xp+r < xp < xp+1,

el otro caso es totalmente simétrico. Si pasara que xp+1 < xp+2, tendŕıamos que xp+r < xp+1 < xp+2.

Definiendo a p∗ = p+ 1, tenemos que p∗ y r − 1 son dos enteros no negativos, con r − 1 ≥ 2, tales que

xp∗+r−1 < xp∗ < xp∗+1,

lo cual es una contradicción con el hecho de que p y r son números enteros no negativos tales que r es el

número natural mayor o igual que dos más pequeño que cumple con xp+r < xp < xp+1. Como la órbita

de x es infinita, entonces xp+1 6= xp+2; aśı, tenemos que

xp+r < xp < xp+2 < xp+1; (3.2)

lo que implica que

xp ∈ U

y

xp+1 ∈ L.

Por (3.1),

xp < z < xp+1.

Sea q ∈ {p+ 1, . . . , p+ r − 1} tal que para todo n ∈ {p+ 1, . . . , q},

z < xn

y

xq+1 < z.
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Por (3.1), tenemos que

xq+1 < xq+2

y también tenemos que para todo n ∈ {p+ 1, . . . , q},

xn+1 < xn.

Dado que r es mı́nimo, no podemos tener que xp+r < xq+1 < xq+2, aśı, tenemos que los puntos de la

órbita están acomodados de la siguiente forma:

xq+1 ≤ xp+r < xp < z < xq < xq−1 < . . . < xp+2 < xp+1. (3.3)

Necesariamente p + 2 ≤ q, ya que si q = p + 1, entonces xp+2 ≤ xp+r < xp < xp+1; lo cual contradice a

(3.2). En consecuencia,

[xp, xq] ∪ [xq, xp+1] ⊆ [xq+1, xp+1] ⊆ f ([xp, xq]) ;

se sigue que

[xp, xq] ∪ [xq, xp+1] ⊆ f2 ([xp, xq]) .

Por otro lado, [xp, xq] ⊆ [xq+1, xp+2] ⊆ f ([xq, xp+1]), aśı,

[xp, xq] ∪ [xq, xp+1] ⊆ f ([xp, xq]) ⊆ f2 ([xq, xp+1]) .

Con esto, tenemos que

{[xp, xq] , [xq, xp+1]}

es una herradura para f2; lo cual es una contradicción con nuestra hipótesis. Por lo tanto, r = 2.

En virtud de lo anterior, aseguramos la existencia de un entero p tal que

xp+2 < xp < xp+1 ó xp+1 < xp < xp+2. (3.4)

Ahora, supongamos que la conclusión del teorema no es cierta, es decir, supongamos que para todo

n ∈ N ∪ {0} existe i ≥ n tal que

z < xi y z ≤ xi+1 o xi ≤ zyxi+1 < z.

Dado que todos los puntos de la órbita son distintos y z es fijo, tenemos que z < xi y z < xi+1 ó xi < z y

xi+1 < z. Si z < xi, z < xi+1 y xi < xi+1, entonces xi ∈ U y, por (3.1), xi < z; lo cual no puede ser. Con

esto deducimos que z < xi+1 < xi. Análogamente, en el caso xi < z y xi+1 < z, por (3.1), xi < xi+1 < z.

En resumen,

para todo n ∈ N ∪ {0} existe i ≥ n tal que z < xi+1 < xi ó xi < xi+1 < z. (3.5)

Para cada n ∈ N ∪ {0}, nos fijamos en i (n) el mı́nimo entero que cumple con (3.5). Sea

Q = {p ∈ N ∪ {0} | p cumple con (3,4)} .
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Sea p ∈ Q tal que i (p)− p sea mı́nimo. Sea i = i (p). Vamos a suponer que

xp+2 < xp < xp+1,

el otro caso es totalmente análogo.

Por (3.1), xp < z < xp+1; lo cual implica que

i ≥ p+ 2.

Si i = p+ 2, entonces xp+2 < xp+3 < z. Tenemos que

[xp+3, z] ∪ [z, xp+1] ⊆ f ([xp+2, xp]) ,

por lo tanto,

[xp+2, xp] ∪ [xp, z] ⊆ f ([z, xp+1]) ⊆ f2 ([xp+2, xp]) .

Ahora, [z, xp+1] ⊆ f ([xp, z]), en consecuencia,

[xp+2, xp] ∪ [xp, z] ⊆ f ([z, xp+1]) ⊆ f2 ([xp, z]) .

Es decir,

{[xp+2, xp] , [xp, z]}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto,

i ≥ p+ 3.

Sea n ∈ {p+ 1, . . . , i}. Si n cumple con (3.4), como i es el mı́nimo entero que es mayor que p tal que

cumple con (3.5), entonces i = i (n). De este modo, i − n < i − p; en contradicción con la elección de p.

Por lo tanto, para toda n ∈ {p+ 1, . . . , i}, n no cumple (3.4), es decir,

para toda n ∈ {p+ 1, . . . , i} , xn no está entre xn+1 y xn+2. (3.6)

Veamos por inducción sobre n la siguiente afirmación. Para toda n ∈ {p+ 2, . . . , i}, con n−p par, tenemos

que:

xp+2 < xp+4 < xp+6 < . . . < xn−2 < xn < z < xn−1 < xn−3 < . . . < xp+3 < xp+1. (3.7)

Ya teńıamos que xp+2 < z < xp+1, con lo cual se cumple el caso n = p+ 2.

Supongamos que la afirmación se cumple para alguna n ∈ {p+ 2, . . . , i− 2} con n − p par. Por

(3.1), tenemos que xn < xn+1; y por (3.6), xn < xn+2. También debemos tener que z < xn+1. Si no,

xn < xn+1 < z; lo cual contradice el hecho de que i− p sea mı́nimo. Por (3.6), xn−1 no puede estar entre

xn y xn+1. Además, por hipótesis de inducción z < xn−1. En resumen, tenemos que xn < z < xn+1 < xn−1.

De nuevo, por (3.1), xn+2 < xn+1; y por (3.1) y (3.6), xn < xn+2 < z. Con esto tenemos que (3.7) se
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cumple para n+ 2, y aśı, terminamos la inducción.

Ahora probaremos el enunciado siguiente por inducción sobre n. Para toda n ∈ {p+ 2, . . . , i}, con

n− p par,

xn < xp. (3.8)

Ya tenemos que xp+2 < xp. Supongamos que se cumple para alguna n ∈ {p+ 2, . . . , i− 2}. Prosigamos

por contradicción, es decir, supongamos que no se cumple para n+2. Esto quiere decir que xn < xp < xn+2.

Por (3.7), tenemos que xp+2 < xn < xp < xn+2 < z. Por un lado, tenemos que

[xn, xp] ∪ [xp, xn+2] ⊆ [xp+2, xn+2] ⊆ f2 ([xn, xp]) .

Por otro lado, analicemos qué pasa con la iteración n+4. Si n+4 ≤ i, por (3.7), entonces xn+2 < xn+4. Si

n+ 4 = i+ 1, por (3.7), entonces xi−1 < z. Dado que i− p es mı́nimo, resulta que z < xi. Por la elección

de i, z < xi+1 < xi. Por lo tanto, xn+2 < z < xn+4 = xi+1. Si n + 4 = i + 2, por la elección de i y por

(3.7), entonces xi < xi+1 < z. Aśı, por (3.1), xi+1 < xi+2 = xn+4; lo cual implica que xn+2 = xi < xn+4.

Es decir, en cualquier caso tenemos que xn+2 < xn+4. De este modo,

[xn, xp] ∪ [xp, xn+2] ⊆ [xp+2, xn+4] ⊆ f2 ([xp, xn+2]) .

Por lo tanto,

{[xn, xp] , [xp, xn+2]}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipótesis. Con esto concluimos que si xn < xp,

entonces xn+2 < xp. Con lo anterior, terminamos la inducción.

Para finalizar la prueba, veamos que (3.5) es un absurdo. Sea j = i si i − p es par y sea j = i − 1 si

i − p es impar. Notemos que en el primer caso, por (3.8), xj < xp. Recordemos también que en el caso

que estamos analizado, por (3.1), xp < z. Si j = i, por (3.5), entonces xi < xi+1 < z; y por (3.7),

[z, xp+1] ⊆ [xi+1, xp+1] ⊆ f ([xi, xp]) .

De nuevo, por (3.7) y por lo mencionado anteriormente,

[xi, xp] ∪ [xp, z] ⊆ [xp+2, z] ⊆ f ([z, xp+1]) ⊆ f2 ([xi, xp]) .

Por otro lado, por (3.7),

[xi, xp] ∪ [xp, z] ⊆ [xp+2, z] ⊆ f2 ([xp, z]) .

Aśı,

{[xj , xp] , [xp, z]}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, j = i− 1. Por (3.5) y (3.7),

z < xi+1 < xi. Por (3.8), xj = xi−1 < xp. De este modo, por (3.7) y lo mencionado al inicio del argumento,

[xj , xp] ∪ [xp, z] ⊆ [xp+2, xi+1] ⊆ f2 ([xj , xp]) .
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Además, por (3.7),

[xj , xp] ∪ [xp, z] ⊆ [xp+2, z] ⊆ f2 ([xp, z]) .

Por lo tanto,

{[xj , xp] , [xp, z]}

es una herradura para f2; lo cual contradice nuestra hipótesis. Esto demuestra que (3.5) es un absurdo.

Como (3.5) proviene de suponer lo contrario de lo que se queŕıa probar, por contradicción, el lema queda

demostrado. �

Lema 3.0.2. Sea (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0 y sea x ∈ I. Si ω (x, f) es infinito, entonces

ω (x, f) no contiene ningún punto periódico de f .

Demostración:

Dado que ω (x, f) es infinito, tenemos que todos los puntos de (fn (x))n≥0 son distintos. Como ω (x, f)

es compacto, tiene un máximo y un mı́nimo y, dado que es infinito, tenemos que

ω (x, f) ∩ (mı́nω (x, f) ,máxω (x, f)) 6= ∅.

Esto implica que existe un número natural p tal que

mı́nω (x, f) < fp (x) < máxω (x, f) .

Si fp+1 (x) > fp (x), dado que mı́nω (x, f) es un elemento de ω (x, f) que es diferente de fp (x), entonces

podemos encontrar un natural q > p + 1 tal que f q (x) esté arbitrariamente cerca de mı́nω (x, f), de tal

manera que

f q (x) < fp (x) < fp+1 (x) .

Análogamente, si fp+1 (x) < fp (x), como máxω (x, f) es un elemento de ω (x, f) que es diferente de

fp (x), entonces podemos encontrar un número natural q > p+ 1 tal que f q (x) esté arbitrariamente cerca

de máxω (x, f), de tal suerte que

fp+1 (x) < fp (x) < f q (x) .

Por el Teorema 2.3.1, f2 no puede tener herradura. Con esto, podemos aplicar el Lema 3.0.1 al punto

fp (x), deduciendo que existen N∗ ∈ N ∪ {0} y un punto fijo z tales que para todo n ≥ N∗,

fn (fp (x)) < z

si y sólo si

z < fn+1 (fp (x)) .

Definimos N = N∗ + p. En consecuencia, para todo n ≥ N ,

fn (x) < z



53

si y sólo si

z < fn+1 (x) .

Ahora definimos y = fN (x) o y = fN+1 (x) de tal manera que y < z. Definimos para cada n ∈ N ∪ {0},
yn = fn (y). Por el Teorema 1.4.2 inciso (v), ω (y, f) = ω (x, f). Además, para toda i ∈ N ∪ {0},

y2i < z < y2i+1. (3.9)

Veamos que ω (x, f) no tiene puntos fijos de f . Supongamos lo contrario, supongamos que existe a ∈
ω (x, f) = ω (y, f) tal que f (a) = a. Por la definición del omega conjunto ĺımite, existe una sucesión

de naturales estrictamente creciente (ni)i≥0 tal que ĺım
i→∞

yni = a. Por la continuidad de f , ĺım
i→∞

yni+1 =

f (a) = a. El conjunto {ni | i ≥ 0} contiene una cantidad infinita de impares o una cantidad infinita

de pares; en cualquier caso, existe una sucesión estrictamente creciente (ki)i≥0 tal que ĺım
i→∞

y2ki = a

y ĺım
i→∞

y2ki+1 = a. Aśı, por (3.9), tenemos que z = a; en consecuencia, z ∈ ω (x, f). Sea g = f2. Por la

Proposición 2.1.11, h
(
g2
)

= 4h (f) = 0 y, por el Teorema 2.3.1, g2 no tiene herradura. Por el Teorema 1.4.2

inciso (viii), ω (y, g) es infinito. No existen m < r enteros no negativos tales que gm (y) = gr (y), ya que

la trayectoria de y bajo g seŕıa periódica o eventualmente periódica; implicando que ω (y, g) fuera finito.

Dada esta situación, si la sucesión (gn (y))n≥0 fuera estrictamente creciente, por (3.9), tendŕıamos que

ĺım
n→∞

gn (y) = z; lo cual implicaŕıa que ω (y, g) es finito. Aśı, existe m ∈ N∪{0} tal que gm+1 (y) < gm (y).

Por (3.9) y dado que ĺım
i→∞

y2ki = z , existe q > m+ 1 tal que gm+1 (y) < gm (y) < gq (y). Ahora, podemos

aplicar el Lema 3.0.1 a g y al punto gm (y) y, combinándolo con (3.9), obtenemos que existe un natural

N∗ y también un s punto fijo de g tales que para toda i ∈ N ∪ {0},

y2N∗+4i < s < y2N∗+4i+2 < z. (3.10)

Como z ∈ ω (y, g), existe una sucesión estrictamente creciente (mi)i≥0 la cual cumple que ĺım
i→∞

gmi (y) = z.

Dado que gN
∗

es continua y z es punto fijo, tenemos que

ĺım
i→∞

gN
∗+mi (y) = ĺım

i→∞
y2N∗+2mi = z.

Existe i∗ ∈ N∪ {0} tal que si i ≥ i∗, mi es impar; si no, por (3.10), tendŕıamos una infinidad de términos

de (
gN
∗+mi (y)

)
i≥0

tales que

gN
∗+mi (y) < s < z;

lo cual implicaŕıa que dicha sucesión no converge a z. De nuevo, por la continuidad de g,

ĺım
i→∞

gN
∗+mi+1 (y) = z.

Por otro lado, para toda i ≥ i∗, mi = 2m∗i + 1, para alguna m∗i ∈ N ∪ {0}. Aśı,

2mi + 2 = 4m∗i + 2 + 2 = 4 (m∗i + 1) ,
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y por (3.10),

gN
∗+mi+1 (y) = y2N∗+2mi+2 < s < z.

Esto implica que (
gN
∗+mi+1 (y)

)
i≥0

no converge a z; lo cual es una contradicción. Aśı, tenemos que ω (x, f) no tiene puntos fijos. En resumen,

para toda f función continua de un intervalo compacto en él mismo, donde h (f) = 0, si ω (x, f) es infinito,

entonces ω (x, f) no contiene puntos fijos. Regresando a la prueba, sea n ∈ N. Por la Proposición 2.1.11,

h (fn) = 0. Ahora, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), para toda i ∈ {0, . . . , n− 1}, ω
(
f i (x) , fn

)
es infinito;

entonces, aplicando lo recién demostrado, obtenemos que para toda i ∈ {0, . . . , n− 1}, ω
(
f i (x) , fn

)
no

contiene puntos fijos de fn. Aśı, por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), ω (x, f) no tiene puntos fijos de fn, es

decir, no contiene puntos n-periódicos de f . Dado que n fue arbitraria, se ha demostrado el lema. �

Definición 3.0.3. Sean (I, f) un sistema dinámico, J ⊆ I un intervalo no vaćıo y p ∈ N. Decimos que J

es un intervalo p-periódico para f si y sólo si la familia
{
f i (J)

}p−1

i=0
es ajena dos a dos y fp (J) = J .

Proposición 3.0.4. Sean (I, f) un sistema dinámico y J ⊆ I un intervalo p-periódico para f con p ∈ N.

(i) Sea i ∈ {0, . . . , p− 1}. Si j ∈ N ∪ {0} satisface que f i (J) ∩ f j (J) 6= ∅, entonces existe un único

q ∈ N ∪ {0} tal que j = i+ qp. En particular, f i (J) = f j (J).

(ii) Para todo i ∈ {0, . . . , p− 1}, f i (J) es un intervalo p-periódico.

(iii) Sean i, j ∈ {0, . . . , p− 1}, con i 6= j. Para todo r ∈ N ∪ {0}, f r
(
f i (J)

)
∩ f r

(
f j (J)

)
= ∅.

Demostración:

Demostremos (i). Sean i ∈ {0, . . . , p− 1} y j ∈ N ∪ {0} tales que

f i (J) ∩ f j (J) 6= ∅.

Tenemos que N ∪ {0} =
⊎p−1
k=0 {k + qp | q ≥ 0}, aśı que j = k + qp con únicos k ∈ {0, . . . , p− 1} y

q ∈ N ∪ {0}. Como fp (J) = J ,

f j (J) = fk+qp (J) = fk (f qp (J)) = fk (J) ;

lo cual implica que

f i (J) ∩ fk (J) 6= ∅.

Dado que k ∈ {0, . . . , p− 1} y la familia {fs (J)}p−1
s=0 es ajena dos a dos, tenemos que i = k, es decir,

j = i+ qp. Además, resulta que

f j (J) = f i+qp (J) = f i (f qp (J)) = f i (J) ,
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ya que fp (J) = J .

Ahora probemos (ii). Sea i ∈ {0, . . . , p− 1}. Dado que f i es una función continua, f i (J) es un conjunto

conexo en I y, por lo tanto, es un intervalo. Como fp (J) = J , obtenemos que

fp
(
f i (J)

)
= f i (fp (J)) = f i (J) .

Sean l, t ∈ {0, . . . , p− 1}, con l 6= t, tales que

f l
(
f i (J)

)
∩ f t

(
f i (J)

)
6= ∅.

En principio, tenemos que necesariamente i+ t e i+ l son elementos de {0, . . . , 2p− 2}. Por otro lado,

i+ t = k + np

para únicos k ∈ {0, . . . , p− 1} y n ∈ N ∪ {0}. Si n ≥ 2, como np ≥ 2p y k > −2, entonces

i+ t > 2p− 2,

lo cual es una contradicción. Aśı,

i+ t ∈ {0, . . . , p− 1} o i+ t = k + p.

Análogamente,

i+ l ∈ {0, . . . , p− 1} o i+ l = k∗ + p,

con k∗ ∈ {0, . . . , p− 1}. Si i+ l, i+ t ∈ {0, . . . , p− 1}, dado que i+ l 6= i+ t y {fs (J)}p−1
s=0 es una familia

ajena dos a dos, entonces

f i+l (J) ∩ f i+t (J) = ∅;

lo cual es una contradicción. Si i+ l ∈ {0, . . . , p− 1} e i+ t = k+ p, por (i), entonces i+ t = i+ l+ p, es

decir,

t = l + p;

lo cual no puede ser ya que t ∈ {0, . . . , p− 1}. Una contradicción análoga se da cuando i+t ∈ {0, . . . , p− 1}
e i+ l = k∗ + p. Ahora, consideremos que i+ t = k + p e i+ l = k∗ + p. Como i+ t 6= i+ l, se sigue que

k 6= k∗; y dado que J es p-periódico,

f i+t (J) ∩ f i+l (J) = fk (J) ∩ fk∗ (J) = ∅.

Esto nos lleva a un absurdo. Aśı, para toda l, t ∈ {0, . . . , p− 1}, con l 6= t,

f l
(
f i (J)

)
∩ f t

(
f i (J)

)
= ∅.

Veamos que (iii) es cierta. Sean i, j ∈ {0, . . . , p− 1}, con i 6= j. Sea r ∈ N ∪ {0}. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que j < i. Tenemos que existen únicos k, l ∈ {0, . . . , p− 1} y n,m ∈ N ∪ {0}
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tales que j + r = k + np e i+ r = l +mp. Si pasara que k = l, entonces i− j = (m− n) p > 0, es decir,

i = (m− n) p+ j > p− 1; lo cual es una contradicción con la definición de i. Aśı, k 6= l. Por lo tanto

f r
(
f i (J)

)
∩ f r

(
f j (J)

)
= f r+i (J) ∩ f r+j (J)

= f l+mp (J) ∩ fk+np (J)

= f l (fmp (J)) ∩ fk (fnp (J))

= f l (J) ∩ fk (J) = ∅ (J es p− periódico).

�

La Proposición 3.0.7 es la herramienta básica para probar el resultado principal de este caṕıtulo.

Antes de comenzar, especifiquemos algo referente al lenguaje. Sea I un intervalo compacto y sea A ⊂ I

un subconjunto no vaćıo de I. La notación z < A significa que un punto z de I que cumple que para todo

a ∈ A, z < a. Análogamente, el śımbolo A < z significa que un punto z de I que cumple que para todo

a ∈ A, a < z.

Definición 3.0.5. Sean A,B ⊆ R no vaćıos. Diremos que un punto z está entre los conjuntos A y B

si y sólo si A < z < B ó A > z > B.

Definición 3.0.6. Sea f : A −→ A una función. Sea dice que B ⊆ A es f-invariante si y sólo si

f(B) ⊆ B. En dado caso de que f(B) = B, diremos que B es fuertemente f-invariante.

Con esta definición y el Teorema 1.4.2, tenemos que los omega conjuntos ĺımite son fuertemente

invariantes.

Proposición 3.0.7. Sean (I, f) una sistema dinámico tal que h (f) = 0 y x ∈ I. Si ω (x, f) es infinito,

entonces existe una sucesión de intervalos cerrados no degenerados (Xn)n≥0 tal que:

(i) para toda n ≥ 0, Xn es 2n-periódico. Además, f(Xn), . . . , f2n−1(Xn) también son intervalos cerrados

2n-periódicos;

(ii) para toda n ≥ 1 y para todo i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con i 6= j, existe un punto z ∈ I tal que

f2n−1 (z) = z y tal que z está entre f i (Xn) y f j (Xn);

(iii) para toda n ≥ 0, Xn+1 ∪ f2n (Xn+1) ⊆ Xn;

(iv) para toda n ≥ 0, ω (x, f) ⊆
⋃2n−1
i=0 f i(Xn);

(v) para toda n ≥ 0 y para toda i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, f i (Xn) es el intervalo cerrado f2n-invariante más

pequeño que contiene a ω(f i (x) , f2n); y

(vi) para toda n ≥ 0, existe N ≥ 0 tal que para toda k ≥ N , fk (x) ∈ fk (Xn).
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Demostración:

Primero vamos a definir la sucesión. Sea n ∈ N ∪ {0}. Definimos hn = f2n y también definimos al

intervalo

In = [mı́nω(x, hn),máxω(x, hn)] .

Proponemos que

Xn =
⋃
k≥0

hkn (In).

Veamos que hn (Xn) = Xn. Dado que hn es continua y cerrada,

hn (Xn) = hn(
⋃
k≥0

hkn (In)) =
⋃
k≥1

hkn (In) ⊆ Xn.

Por otro lado, ω (x, hn) ⊆ In; lo cual implica, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), que para toda k ≥ 0,

ω (x, hn) = hkn (ω (x, hn)) ⊆ hkn (In). Dado que hkn (In) es un intervalo, tenemos que para toda k ≥
0, In ⊆ hkn (In). En particular, In ⊆ hn (In). Esto implica que

⋃
k≥0 h

k
n (In) ⊆

⋃
k≥0 h

k
n (hn (In)) =

hn

(⋃
k≥0 h

k
n (In)

)
; por lo tanto,

Xn =
⋃
k≥0

hkn (In) ⊆ hn(
⋃
k≥0

hkn (In)) = hn(
⋃
k≥0

hkn (In)) = hn(Xn).

Con esto, tenemos que hn(Xn) = Xn.

Como ya hab́ıamos mencionado, para todo k ≥ 0, In ⊆ hkn(In). Esto nos dice que
⋂
k≥0 h

k
n(In) no es

vaćıa; en consecuencia, dado que para toda k ≥ 0, hkn(In) es conexo, tenemos que
⋃
k≥0 h

k
n(In) es conexo.

Es decir, Xn es conexo y cerrado; aśı, Xn es un intervalo compacto. Como ω(x, f) es infinito, por el

Teorema 1.4.2 inciso (viii), ω(x, hn) es infinito; de este modo, In es no degenerado. Consecuentemente

Xn es no degenerado.

Probaremos (v). Sea M un intervalo cerrado que es hn-invariante y tal que ω (x, hn) ⊆ M . De esta

forma, In ⊆ M . Esto implica que para toda k ≥ 0, hkn (In) ⊆ hkn (M) ⊆ M ; consecuentemente Xn ⊆ M .

En virtud de lo anterior y dado que ω(x, hn) ⊆ Xn, concluimos que

Xn es el intervalo cerrado más pequeño hn-invariante que contiene a ω(x, hn). (3.11)

Si i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, entonces hn
(
f i (Xn)

)
= f2n

(
f i (Xn)

)
= f i

(
f2n (Xn)

)
= f i (hn (Xn)) = f i (Xn).

Como ω (x, hn) ⊆ Xn, por el Teorema 1.4.2 inciso (vi), ω
(
f i (x) , hn

)
= f i (ω (x, hn)) ⊆ f i (Xn). Sea M

un intervalo cerrado hn-invariante que contiene a ω
(
f i (x) , hn

)
. Entonces, por el Teorema 1.4.2 incisos

(vi) y (iv),

ω (x, hn) = ω
(
f2n (x) , hn

)
= ω

(
f2n−i (f i (x)

)
, hn
)

= f2n−i (ω (f i (x) , hn
))
⊆ f2n−i (M) ;
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y dado que Xn es el intervalo cerrado hn-invariante más pequeño que contiene a ω (x, hn), Xn ⊆ f2n−i (M).

Aśı, f i (Xn) ⊆ f i
(
f2n−i (M)

)
= hn (M) ⊆M . Con esto se demuestra que para toda i ∈ {0, . . . , 2n − 1},

f i(Xn) es el intervalo cerrado más pequeño hn-invariante que contiene a ω(f i(x), hn). (3.12)

Con esto demostramos el enunciado (v).

Ahora, probemos (iv). Por el Teorema 1.4.2 inciso (vii) y, por (3.12), ω (x, f) =
⋃2n−1
i=0 ω

(
f i (x) , hn

)
⊆⋃2n−1

i=0 f i (Xn).

Veamos que es cierto (iii). Como ω
(
x, h2

n

)
⊆ ω (x, hn), entonces In+1 ⊆ In. Tenemos también que

para toda k ≥ 1, hkn+1 = f2n2k = (f2n)2k = h2k
n ; lo cual implica que

Xn+1 ∪ hn (Xn+1) =
⋃
k≥0

h2k
n (In+1) ∪

⋃
k≥0

h2k+1
n (In+1) ⊆

⋃
k≥0

hkn (In) = Xn.

Con esto queda probado (iii).

Ahora que ya tenemos a la sucesión (Xn)n≥0 definida, probaremos (ii) por inducción. Si n = 1, lo que

se debe probar es que existe un punto fijo z de f tal que

máxX1 < z < mı́n f (X1) .

Tenemos por el Teorema 2.3.1, que f no puede tener una herradura, ya que si la tuviera h(f) > 0. Como

ω (x, f) es infinito, todos los términos de la trayectoria de x bajo f son distintos entre śı. De nuevo, como

ω (x, f) es infinito,

ω (x, f) ∩ (mı́nω (x, f) ,máxω (x, f)) 6= ∅.

Esto implica que existe un número entero k ≥ 1 tal que

mı́nω (x, f) < fk (x) < máxω (x, f) .

Si pasara que fk+1 (x) < fk (x), dado que máxω (x, f) ∈ ω (x, f), entonces podemos encontrar un número

entero j > k + 1, tal que

fk+1 (x) < fk (x) < f j (x) .

Análogamente, si fk (x) < fk+1 (x), como mı́nω (x, f) ∈ ω (x, f), podemos encontrar un número entero

j > k + 1, tal que

f j (x) < fk (x) < fk+1 (x) .

Aśı, podemos aplicar el Lema 3.0.1 al punto fk (x) y a la función f , obteniendo que existe un número

natural N∗ y existe un punto fijo de z de f tal que para toda m ≥ N∗,

z < fm(fk(x)) si y sólo si fm+1(fk(x)) < z.
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Sea N = N∗ + k. Si m ≥ N , entonces

f2m (x) < z si y sólo si z < f2m+1 (x)

o

f2m+1 (x) < z si y sólo si z < f2m (x) .

Sea X1 = [c, d]. Como I1 ⊆ X1, entonces

c ≤ mı́nω (x, h1) ≤ máxω (x, h1) ≤ d,

donde h1 = f2.

Supongamos que si m ≥ N , entonces

f2m (x) < z si y sólo si z < f2m+1 (x) . (3.13)

Tenemos que (3.13) implica que máxω (x, h1) ≤ z.

Afirmación 1: d < z.

Razón: Supongamos lo contrario, es decir que z ∈ [máxω (x, h1) , d]. Definamos al conjunto

T = {s ∈ [máxω(x, h1), d] | h1(s) = s} .

Como z es punto fijo, T 6= ∅. Como h1 es continua, T es cerrado y, en consecuencia, es compacto. Aśı,

sea t = mı́nT . Como ω (x, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), ω (x, h1) es infinito. Por la

Proposición 2.1.11, h(h1) = 2h(f) = 0. Por el Lema 3.0.2, ω (x, h1) no contiene puntos periódicos. De este

modo,

h1 (máxω (x, h1)) 6= máxω (x, h1) .

Más aún, por el Teorema 1.4.2 inciso (iii),

h1 (máxω (x, h1)) ∈ ω (x, h1) .

Aśı,

h1 (máxω (x, h1)) < máxω (x, h1) .

Dado que t es punto fijo para h1,

h1 (máxω (x, h1)) < máxω (x, h1) < t.

Si hubiera un punto y ∈ (máxω (x, h1) , t) tal que h1 (y) ≥ y, tomando a la función p (v) = h1 (v) − v,

tenemos que p (máxω (x, h1)) < 0 y que p (y) ≥ 0. Debido al Teorema del Valor Intermedio, podemos
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asegurar la existencia de q ∈ [máxω (x, h1) , y] tal que p (q) = 0. Consecuentemente h1 (q) = q; lo cual

contradice la definición de t. Esto implica que

para todo y ∈ [máxω (x, h1) , t) , h1 (y) < y. (3.14)

Afirmación 1.1: Existe y∗ ∈ [c,máxω (x, h1)] tal que h1 (y∗) = t.

Razón: Para ver esto, por el Teorema 1.4.2 inciso (iii), ω (x, h1) = h1 (ω (x, h1)). Con esto deducimos

que

máxω (x, h1) ≤ máxh1 (ω (x, h1)) ≤ máxh1 (I1) ≤ máxh1 ([c,máxω (x, h1)]) = l.

Además, dado que [c,máxω (x, h1)] ⊆ X1, tenemos que

h1 ([c,máxω (x, h1)]) ⊆ h1 (X1) = X1;

por lo tanto, l ≤ máxX1 = d. Supongamos que l < t, tenemos que dado un s ∈ [máxω (x, h1) , l], por

(3.14), h1 (s) < s ≤ l. Como [máxω (x, h1) , l] ⊆ X1, obtenemos que

h1 ([máxω (x, h1) , l]) ⊆ h1 (X1) = X1;

lo cual implica que c ≤ h1 (s) y, por lo tanto, h1 (s) ∈ [c, l]. Aśı, h1 ([máxω (x, h1) , l]) ⊆ [c, l]. Sea

s ∈ [c,máxω (x, h1)]. Claramente h1 (s) ≤ l; además, como [c,máxω (x, h1)] ⊆ X1, obtenemos que

h1 ([c,máxω (x, h1)]) ⊆ h1 (X1) = X1. Esto nos dice que c ≤ h1 (s). En consecuencia, h1 (s) ∈ [c, l];

por lo tanto, h1 ([c,máxω (x, h1)]) ⊆ [c, l]. Se sigue que

h1 ([c, l]) = h1 ([c,máxω (x, h1)]) ∪ h1 ([máxω (x, h1) , l]) ⊆ [c, l] ∪ [c, l] = [c, l] .

Además, como I1 ⊆ [c, l], tenemos que ω (x, h1) ⊆ [c, l]; esto implica que X1 ⊆ [c, l], ya que por (3.11), X1

es el intervalo cerrado más pequeño en ser h1-invariante y contener a ω (x, h1). Sin embargo, X1 ⊆ [c, l] es

falso, ya que l < t ≤ d. Con esto, llegamos a la conclusión que l ≥ t. Como h1 (máxω (x, h1)) < t ≤ l y h1

es continua, el Teorema del Valor Intermedio nos dice que existe y∗ ∈ [c,máxω (x, h1)) tal que h1 (y∗) = t.

Con esto terminamos de probar la Afirmación 1.1.

La Afirmación 1.1 implica que A = {y ∈ [c,máxω (x, h1)] | h1 (y) = t} es no vaćıo. Por la continuidad

de h1, resulta ser que A es cerrado y, por lo tanto, compacto. Sea y = máxA. Como h1 (máxω (x, h1)) 6= t,

entonces y < máxω (x, h1). Tomemos w = ı́nf h1 ((y, t)).

Afirmación 1.2: t > w > y y [w, t] es h1-invariante que contiene a ω (x, h1).

Razón: Para ver lo primero, sea s ∈ (y, t). Afirmamos que h1 (s) < t. Supongamos que h1 (s) ≥ t. Aśı,

tenemos que

h1 (máxω (x, h1)) < máxω (x, h1) < t ≤ h1 (s) .
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En el caso en el que s ∈ (y,máxω (x, h1)), dado que y = máxA, resulta que

h1 (máxω (x, h1)) < t < h1 (s) .

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe q ∈ (s,máxω (x, h1)) tal que h1 (q) = t; de esta manera,

y < q < máxω (x, h1)

y

h1 (q) = t.

Esto contradice la definición de y. Si s ∈ [máxω (x, h1) , t), entonces, por (3.14), h1 (s) < s < t ≤ h1 (s);

lo cual es una contradicción. Con esto probamos nuestra afirmación.

Ahora, supongamos que h1 (s) ≤ y. Tenemos que

h1 (s) ≤ y < s < t = h1 (y) ;

aśı,

{[y, s] , [s, t]}

seŕıa una herradura para h1. Pero esto resulta ser una contradicción, ya que h(h1) = 0 y, por el Teorema

2.3.1, se sigue que h1 no puede tener una herradura. De este modo,

para todo s ∈ (y, t) , y < h1 (s) < t. (3.15)

Por la definición de y, h1 (y) = t > y y, por (3.15), t > w = mı́nh1 ([y, t]) > y. Para probar la segunda

parte de la afirmación, tomemos un s ∈ [y, w]. Como [y, w] ⊆ [y, t], por la definición de w y por (3.15),

tenemos que t ≥ h1 (s) ≥ w, es decir,

h1 ([y, w]) ⊆ [w, t] .

Del mismo modo, sea s ∈ [w, t], como [w, t] ⊆ [y, t], por la definición de w y por (3.15), tenemos que

t ≥ h1 (s) ≥ w, es decir,

h1 ([w, t]) ⊆ [w, t] .

Como y < máxω (x, h1) < t, existe i ∈ N, tal que

hi1 (x) ∈ (y, t) ⊆ [y, t] = [y, w] ∪ [w, t] .

Dado que h1 ([w, t]) ⊆ [w, t] y h1 ([y, w]) ⊆ [w, t], para toda j ≥ i+ 1, tenemos que

hj1 (x) ∈ [w, t] ;

esto implica que

ω (x, h1) ⊆ [w, t] .



62 CAPÍTULO 3. CONJUNTO DE CANTOR δ-REVUELTO I

Aśı, terminamos la prueba de la Afirmación 1.2.

Por la Afirmación 1.2 y por (3.11), X1 ⊆ [w, t]; pero como c ≤ y < w, obtenemos que [w, t] no con-

tiene a X1. Esto es una contradicción, la cual viene de suponer que z ≤ d. Con esto queda probada la

Afirmación 1.

La Afirmación 1 implica que h1(X1) = X1 < z. Si z ∈ f(X1), entonces

z = f(z) ∈ h1(X1);

lo cual no puede ser, aśı que

z /∈ f(X1).

Ahora, por (3.12),

ω (f (x) , h1) ⊆ f (X1)

y, por (3.13),

z ≤ mı́nω (f (x) , h1) .

Esto implica que z < f(Xn). En resumen,

X1 < z < f(X1).

Ahora, en el supuesto de que si m ≥ N , entonces

f2m (x) > z si y sólo si z > f2m+1 (x) ,

se pude hacer una prueba análoga a la anterior y llegar a que X1 > z > f (X1). Aśı, podemos concluir

que el caso base es cierto.

Ahora, supongamos que (ii) se cumple para n ∈ N. Sean i, j ∈
{

0, . . . , 2n+1 − 1
}

, donde 0 ≤ i < j.

Caso (1): Supongamos que j = i + 2n. Tenemos que h(hn) = 2nh(f) = 0, por la Proposición 2.1.11.

Como ω(x, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso (viii), ω(f i(x), hn) es infinito. Definimos

I∗ = [mı́nω(f i(x), hn+1),máxω(f i(x), hn+1)].

Como f2n ◦ f2n = f2n+1
, por el Teorema 1.4.2 incisos (vi) y (vii),

ω(f i(x), hn+1) = ω(f i(x), f2n+1
) ⊆ ω(f i(x), f2n) = f i(ω(x, f2n)) = f i(ω(x, hn)).

Esto implica que como ω(x, hn+1) ⊆ In+1 ⊆ Xn+1, entonces

ω(f i(x), hn+1) ⊆ f i(Xn+1).
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A su vez, dado que f i(Xn+1) es un intervalo y ω(f i(x), hn+1) tiene a su máximo y mı́nimo,

I∗ ⊆ f i(Xn+1).

En resumen:

(1) h(hn) = 0;

(2) ω(f i(x), hn) es infinito;

(3) I∗ ⊆ f i(Xn+1) y

(4) f i(Xn+1) y hn(f i(Xn)) = f j(Xn+1) son los intervalos cerrados hn+1 = hn ◦ hn-invariantes más

pequeños que contienen a ω(f i(x), hn+1) y ω(f j(x), hn+1) = ω(hn(f i(x)), hn+1), respectivamente,

por (3.12).

Si sustituimos a f por hn, x por f i(x), I1 por I∗ y a X1 por f i(Xn+1), podemos aplicarle el caso base

a la función hn y al punto f i(x), obteniendo que existe un punto fijo z de hn que está entre f i(Xn+1) y

hn(f i(Xn+1)) = f j(Xn+1).

Caso(2): Supongamos que j− i 6= 2n. Sabemos que podemos encontrar enteros k1, k2 ∈ {0, . . . , 2n − 1}
y p1, p2 ∈ N ∪ {0} tales que i = k1 + p12n y j = k2 + p22n. Dado que i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, tanto p1

como p2 solamente pueden ser cero o uno. Si p1 = p2 = 1, como i 6= j, entonces k1 6= k2. Si p1 = 0 y

p2 = 1, entonces i = k1 y j = k2 + 2n. Si k1 = k2, entonces j = i + 2n; en contradicción con lo supuesto

en este caso, aśı, k1 6= k2. El caso p1 = 1 y p2 = 0 no puede ocurrir, ya que i < j. Aśı que de cualquier

forma k1 6= k2. Entonces, por la hipótesis de inducción, existe z tal que f2n−1
(z) = z y tal que está

entre fk1(Xn) y fk2(Xn). Por otro lado, dado que ya probamos (iii) y Xn es fuertemente f2n-invariante,

podemos asegurar que

f i(Xn+1) ⊆ f i(Xn) = fk1(fp12n(Xn)) = fk1(Xn).

Análogamente,

f j(Xn+1) ⊆ fk2(Xn).

Con esto, concluimos que z es tal que f2n(z) = f2n−1+2n−1
(z) = z y está entre f i(Xn+1) y f j(Xn+1).

De esta manera, el caso inductivo se cumple y queda probado el enunciado (ii).

Ahora, probemos (i). Sea n ∈ N ∪ {0}. Ya sabemos que hn(Xn) = Xn. Si n = 0, entonces f(X0) =

h0(X0) = X0; cumpliéndose (i). Si n ≥ 1, entonces, por el enunciado (ii), para todo i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}
diferentes hay un punto que está entre f i(Xn) y f j(Xn); aśı que dichos conjuntos no se pueden intersectar,

es decir, Xn, . . . , f
2n−1(Xn) son ajenos dos a dos. De este modo, Xn es un intervalo 2n-periódico de f .

Por la Proposición 3.0.4 inciso (ii), f(Xn), . . . , f2n−1(Xn) también son intervalos 2n-periódicos.
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Veamos que (vi) también se cumple. Sea n ∈ N ∪ {0}. Por (i), Xn es un intervalo fuertemente f2n-

invariante; que además, por (v), contiene a ω(x, f2n). Como w(x, f) es infinito, por el Teorema 1.4.2 inciso

(viii), ω(x, f2n) es infinito; en consecuencia, ω(x, f2n) ∩ Int(Xn) 6= ∅. Esto implica que existe m ≥ 0 tal

que fm·2
n
(x) ∈ Xn. Sea N = m2n. Como N es múltiplo de 2n, fN (x) ∈ Xn = fN (Xn). Lo que implica

que para toda k ≥ N , fk(x) ∈ fk(Xn). �

Lema 3.0.8. Sea (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0. Si J es un intervalo p-periódico de f ,

entonces existe k ∈ N ∪ {0} tal que p = 2k.

Demostración:

Caso 1. Supongamos que existe k ∈ N tal que fk (J) es un punto, digamos y. Sea m ∈ N el natural

mı́nimo para el cual k ≤ mp. Aśı, J = fmp (J) = fmp−k
(
fk (J)

)
= fmp−k ({y}) =

{
fmp−k (y)

}
. Como

fp
({
fmp−k (y)

})
= fp (J) = J =

{
fmp−k (y)

}
y la familia

{
f i
({
fmp−k (y)

})}p−1

i=0
=
{
f i (J)

}p−1

i=0
es ajena

dos a dos, tenemos que fmp−k (y) es un punto periódico de periodo p. Si p no es una potencia de 2, por el

Teorema 2.3.10, resulta que h (f) > 0; lo cual contradice que h (f) = 0. Concluimos que p es una potencia

de 2.

Caso 2. Supongamos que para toda k ∈ N, fk (J) no es degenerado. Como f es cerrada y continua,

J = fp (J) = fp
(
J
)
; aśı, por el Lema 2.2.5, existe x ∈ J tal que fp (x) = x, es decir, x es un punto

periódico. Además, por el Teorema 2.3.10, el periodo de x debe ser de la forma 2k, donde k ∈ N∪ {0}. Si

pasara que x ∈ J , como
{
f i (J)

}p−1

i=0
es ajena dos a dos, entonces p es el periodo de x; con lo cual, p = 2k.

Supongamos ahora que x ∈ FrR (J). En principio, como fp (x) = x, existe m ∈ N tal que p = m2k.

Veamos que m no puede ser mayor o igual a 3. Supongamos que m ≥ 3. Primero, como x ∈ J , tenemos

que

x = f2k (x) ∈ f2k
(
J
)

= f2k (J)

y

x = f2k (x) = f2k
(
f2k (x)

)
= f2k+1

(x) ∈ f2k+1 (
J
)

= f2k+1 (J).

Como m ≥ 3, entonces p > 2k+1 > 2k; lo que quiere decir que J, f2k (J) y f2k+1
(J) son ajenos dos a dos.

Consecuentemente x ∈ FrR
(
f2k+1

(J)
)

, ya que si x ∈ IntR
(
f2k+1

(J)
)

, entonces existiŕıa un intervalo

abierto V en I sin sus extremos tal que x ∈ V ⊆ f2k+1
(J); lo cual implicaŕıa que

J ∩ V 6= ∅

y, por lo tanto,

J ∩ f2k+1
(J) 6= ∅;

en contradicción con el hecho de que J y f2k+1
(J) son ajenos. Aśı,

J y f2k+1 (J)
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son dos intervalos no degenerados que se intersectan en un punto final. Pero además

x ∈ f2k (J),

J ∩ f2k (J) = ∅,

f2k+1
(J) ∩ f2k (J) = ∅

y

f2k (J) es un intervalo,

implicando que

f2k (J) = {x} .

Lo cual es una contradicción con el hecho de que f2k (J) no es degenerado. Esta contradicción viene de

suponer que m ≥ 3, aśı, m = 1 ó m = 2. Con ello, podemos asegurar que p es una potencia de 2. �

Definición 3.0.9. Sean (I, f) un sistema dinámico y a0, a1 ∈ I dos puntos distintos. Se dice que a0 y a1

son f-separables si y sólo si existen dos intervalos ajenos J0 y J1 y dos enteros positivos n0 y n1 tales

que para cada i ∈ {0, 1}, ai ∈ Ji y Ji es ni-periódico para f . De modo contrario, diremos que a0 y a1 no

son f -separables.

Lema 3.0.10. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0, x0 ∈ I tal que ω (x0, f) es infinito,

a0, a1 ∈ ω (x0, f), con a0 6= a1, y (Xn)∞n=0 la sucesión dada en la Proposición 3.0.7. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

(i) a0 y a1 son f -separables.

(ii) Existe n ∈ N y existen i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con i 6= j, tales que a0 ∈ f i (Xn) y a1 ∈ f j (Xn).

Demostración:

Veamos que (i) implica (ii). Por definición, existen intervalos ajenos J0 y J1 y existen números naturales

n0 y n1 tales que para cada q ∈ {0, 1}, aq ∈ Jq, fnq (Jq) = Jq y la familia
{
fk (Jq)

}nq−1

k=0
es ajena dos

a dos. Como h (f) = 0, por el Lema 3.0.8, existe un entero n ≥ 0 tal que n0 = 2n. Por la Proposición

3.0.7 inciso (iv), a0 ∈ ω (x0, f) ⊆
⋃2n−1
i=0 f i (Xn); aśı, existe i ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que a0 ∈ f i (Xn). Sea

Y = f i (Xn)∩J0. Y es no vaćıo, ya que tiene a a0; más aún, es un intervalo, ya que es intersección de dos

intervalos. Tenemos también que Y es f2n−invariante, ya que

f2n (Y ) = f2n
(
f i (Xn) ∩ J0

)
⊆ f2n

(
f i (Xn)

)
∩ f2n (J0)

= f i (Xn) ∩ J0 (por la Proposición 3.0.7 inciso (i) y f2n (J0) = J0)

= Y.
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Aśı, dado que a0 ∈ Y , tenemos que f2n (a0) , f2n+1
(a0) ∈ Y . Por otro lado, debido al Teorema 1.4.2 inciso

(iv), a0, f
2n (a0) , f2n+1

(a0) ∈ ω (x0, f). Como h (f) = 0 y ω (x0, f) es infinito, el Lema 3.0.2 nos dice que

ω (x0, f) no contiene puntos periódicos, lo cual implica que a0, f
2n (a0) y f2n+1

(a0) son distintos. Se sigue

que Y ∩ ω (x0, f) contiene al menos tres puntos distintos. En consecuencia, existe

z ∈ Int (Y ) ∩ ω (x0, f) ,

es decir, existe una subsucesión de (fm (x0))m≥0 que converge a z y, dado que Int (Y ) es un conjunto

abierto, existe b ∈ N tal que

f b (x0) ∈ Int (Y ) ⊆ Y.

Dado que f2n (Y ) ⊆ Y , la sucesión
(
f l2

n (
f b (x0)

))
l≥0

es una sucesión en Y ; aśı,

ω
(
f b (x0) , f2n

)
⊆ Y .

Ahora, sabemos que b ∈ N∪{0} =
⊎2n−1
j=0 {j + s2n | s ≥ 0}, lo cual implica que existen únicas s ∈ N∪{0} y

j ∈ {0, . . . , 2n − 1} tales que b = j+s2n, es decir, f b (x0) = f j+s2
n

(x0). A partir de lo anterior, deducimos

que

f b (x0) ∈ Orbf2n

(
f j (x0)

)
;

consecuentemente, por el Teorema 1.4.2 inciso (v),

ω
(
f j (x0) , f2n

)
= ω

(
f b (x0) , f2n

)
⊆ Y .

Por otro lado, dado que f2n es cerrada y continua y Xn es un conjunto cerrado,

Y = f i (Xn) ∩ J0 ⊆ f i (Xn) = f i
(
Xn

)
= f i (Xn) ,

es decir,

ω
(
f j (x0) , f2n

)
⊆ f i (Xn) .

Supongamos que j 6= i. Por la Proposición 3.0.7 inciso (v),

ω
(
f j (x0) , f2n

)
⊆ f j (Xn) ;

aśı,

f i (Xn) ∩ f j (Xn) 6= ∅.

Pero esto es un absurdo, dado que i y j son dos elementos distintos en {0, . . . , 2n − 1} y por la Proposición

3.0.7 inciso (i),

f i (Xn) ∩ f j (Xn) = ∅.

Esto quiere decir que i = j y con ello tenemos que

ω
(
f i (x0) , f2n

)
⊆ Y .
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Ya sab́ıamos que Y es un intervalo que además es f2n-invariante, aśı que Y es un intervalo cerrado que

además, gracias a que f2n es continua y cerrada, Y es f2n-invariante. Como f i (Xn) es el intervalo cerrado

f2n-invariante más pequeño que contiene a ω
(
f i (x0) , f2n

)
,

f i (Xn) ⊆ Y .

Esto implica que

f i (Xn) = Y .

Por la proposición 3.0.7 inciso (iv), existe j ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que

a1 ∈ f j (Xn) .

Para terminar de demostrar esta implicación, basta ver que i 6= j. Supongamos lo contrario, supongamos

que i = j. Tenemos que a1 ∈ f i (Xn) = Y . Como a1 /∈ J0, resulta que a1 /∈ Y ; lo cual implica que

a1 ∈ FrR
(
Y
)

= FrR
(
f i (Xn)

)
.

Sea c 6= a1 tal que c ∈ FrR
(
f i (Xn)

)
. Entonces

Y = f i (Xn)− {a1}

o

Y = f i (Xn)− {a1, c} .

Supongamos que Y = f i (Xn)− {a1}. Por la Proposición 3.0.7 inciso (i),

f2n
(
f i (Xn)

)
= f i (Xn) ;

esto implica que

f2n (a1) ∈ f i (Xn) .

Dado que f2n (Y ) ⊆ Y , para todo d ∈ Y ,

f2n (d) 6= a1.

Si f2n (a1) ∈ Y , entonces

f2n (a1) 6= a1.

En resumen, para todo d ∈ f i (Xn),

f2n (d) 6= a1,

es decir,

a1 /∈ f2n
(
f i (Xn)

)
.

Lo anterior implica que

f2n
(
f i (Xn)

)
6= f i (Xn) ;
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lo que es una contradicción. Aśı,

f2n (a1) /∈ Y,

pero como f2n (a1) ∈ f i (Xn), tenemos que

f2n (a1) = a1.

Ahora, supongamos que Y = f i (Xn) − {a1, c}. Como f2n (Y ) ⊆ Y , para todo d ∈ Y , f2n (d) 6= a1

y f2n (d) 6= c. Si f2n (a1) ∈ K, como f2n (Y ) ⊆ Y , entonces para todo d ∈ Y ∪ {a1}, f2n (d) ∈ Y . Si

f2n (c) = c, entonces a1 /∈ f2n
(
f i (Xn)

)
. Si f2n (c) = a1, entonces c /∈ f2n

(
f i (Xn)

)
. Si f2n (c) ∈ Y ,

entonces a1, c /∈ f2n
(
f i (Xn)

)
. En cualquier caso

f2n
(
f i (Xn)

)
6= f i (Xn) ;

lo cual es una contradicción, ya que por la Proposición 3.0.7 inciso (i), f2n
(
f i (Xn)

)
= f i (Xn). Aśı, como

f2n
(
f i (Xn)

)
= f i (Xn),

f2n (a1) ∈ f i (Xn)− Y = {a1, c} .

Análogamente,

f2n (c) ∈ f i (Xn)− Y = {a1, c} .

En virtud de lo anterior, podemos tener que (f2n (a1) = a1 y f2n (c) = c) o (f2n (a1) = c y f2n (c) = a1).

En el segundo caso,

f2n+1
(a1) = f2n

(
f2n (a1)

)
= f2n (c) = a1.

Con esto, tenemos que tanto en el caso Y = f i (Xn) − {a1} como en el caso Y = f i (Xn) − {a1, c},
a1 ∈ ω (x0, f) es un punto periódico. Pero esto es una contradicción, ya que por el Lema 3.0.2, ω (x0, f)

no contiene puntos periódicos. Dicha contradicción viene de suponer que i = j. Por lo tanto, i 6= j;

concluyendo que (i) implica (ii) es cierto.

Ahora, demostremos que (ii) implica (i). Supongamos que existe n ∈ N y existen i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1},
con i 6= j, tales que a0 ∈ f i (Xn) y a1 ∈ f j (Xn). Por la Proposición 3.0.7 inciso (i), f i (Xn) y f j (Xn) son

2n-periódicos; y dado que Xn es 2n-periódico, entonces f i (Xn) ∩ f j (Xn) = ∅. Tomando n0 = n1 = 2n y

a los intervalos f i (Xn) y f j (Xn), tenemos que a0 y a1 son f -separables. �

Lema 3.0.11. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0 y x0 ∈ I tal que ω (x0, f) es infinito.

(i) Si J ⊆ I es un intervalo que contiene tres puntos distintos de ω (x0, f), entonces J contiene un punto

periódico de f .

(ii) Si U ⊆ I es un intervalo abierto tal que U ∩ω (x0, f) 6= ∅, entonces existe n ∈ N∪{0} tal que fn (U)

contiene un punto periódico.
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Demostración:

Demostremos (i). Sean x1, x2, x3 ∈ J ∩ ω (x0, f) y supongamos que x1 < x2 < x3. Como h (f) = 0 y

ω (x0, f) es infinito, existe la sucesión de intervalos (Xn)n≥0 dada por la Proposición 3.0.7.

Afirmación: Existe n ∈ N ∪ {0} y existen i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con i 6= j, tales que x1 ∈ f i (Xn) y

x3 ∈ f j (Xn).

Razón: Por la Proposición 3.0.7 inciso (iv), para toda n ∈ N ∪ {0},

x1, x2, x3 ∈ ω (x0, f) ⊆
2n−1⋃
k=0

fk (Xn).

Supongamos que para toda n ∈ N ∪ {0} existe in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que x1, x3 ∈ f in (Xn). Como

x2 ∈ (x1, x3) ∩ ω (x0, f), existe una subsucesión de (fn (x0))n≥0 que converge a x2 y que eventualmente

se queda contenida en (x1, x3). Aśı, existen números naturales m y p, con m > p, tales que

fm (x0) , fm−p (x0) ∈ (x1, x3) ⊆ [x1, x3] .

Sea n ∈ N ∪ {0}. Como x1, x3 ∈ f in (Xn) y f in (Xn) es un intervalo, [x1, x3] ⊆ f in (Xn); lo cual implica

que fm (x0) , fm−p (x0) ∈ f in (Xn). Aśı,

fm (x0) = fm+p−p (x0) = fp
(
fm−p (x0)

)
∈ f in+p (Xn) ,

es decir,

fm (x0) ∈ f in (Xn) ∩ f in+p (Xn)

y, como n ∈ N∪ {0} fue arbitrario, tenemos que para toda n ∈ N∪ {0} existe in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que

f in (Xn) ∩ f in+p (Xn) 6= ∅.

Sea n0 ∈ N tal que 2n0 > p. Por lo anterior, existe in0 ∈ {0, . . . , 2n0 − 1} tal que

f in0 (Xn0) ∩ f in0+p (Xn0) 6= ∅.

Por la Proposición 3.0.7 inciso (i), f in0 (Xn0) es 2n0-periódico y, el hecho de que 2n0 > p, implica que

f in0 (Xn0) ∩ f in0+p (Xn0) = ∅.

De esta forma obtenemos una contradicción; lo cual implica que

existe n ∈ N ∪ {0} tal que para todo i ∈ {0, . . . , 2n − 1} , x1 /∈ f i (Xn) o x3 /∈ f i (Xn) . (3.16)

Por otro lado, x1, x3 ∈
⋃2n−1
k=0 fk (Xn); en consecuencia, existen ix1 , ix3 ∈ {0, . . . , 2n − 1} tales que

x1 ∈ f ix1 (Xn) y x3 ∈ f ix3 (Xn); que por (3.16), ix1 6= ix3 . Con esto queda probada la afirmación.
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Por la Proposición 3.0.7 inciso (ii), tenemos que entre f ix1 (Xn) y f ix3 (Xn) existe un punto z tal que

f2n (z) = z, que en este caso, por la afirmación, cumple que z ∈ [x1, x3]. A su vez, como x1, x3 ∈ J y J

es un intervalo, entonces [x1, x3] ⊆ J y, por lo tanto, z ∈ J , donde z es un punto periódico.

Ahora demostremos (ii). Sea x ∈ U ∩ ω (x0, f), donde U ⊆ I es un intervalo abierto. Si U contiene

puntos periódicos, no hay nada que probar; aśı que supongamos que U no contiene puntos periódicos.

Sea L el intervalo maximal con respecto a la contención tal que U ⊆ L y tal que L no contenga puntos

periódicos. Como x ∈ U ∩ ω (x0, f), existe una subsucesión de (fn (x0))n≥0 que converge a x. Dado que

U es un abierto, dicha subsucesión se queda eventualmente contenida en U ; lo cual implica que existen

naturales k, n1, n2, con n1 < n2, tales que fk (x0) ∈ U , fk+n1 (x0) ∈ U y fk+n2 (x0) ∈ U . Por el Teorema

1.4.2 inciso (iv), fn1 (x) , fn2 (x) ∈ ω (x0, f). Por el Lema 3.0.2, ω (x0, f) no contiene puntos periódicos;

aśı que x 6= fn1 (x), x 6= fn2 (x) y fn1 (x) 6= fn2 (x). Si x, fn1 (x) , fn2 (x) estuvieran en L, por el inciso (i)

anteriormente probado, L tendŕıa un punto periódico de f ; en contradicción con la definición de L. Como

x ∈ U ⊆ L, existe i ∈ {1, 2} tal que fni (x) /∈ L. Ahora, fk (x0) ∈ U , implicando que fk+ni (x0) ∈ fni (U).

Además, fk+ni (x0) ∈ U ⊆ L; se sigue que L ∩ fni (U) 6= ∅; lo cual implica que S = L ∪ fni (U) es un

intervalo no vaćıo, que además, contiene propiamente a L, ya que fni (x) /∈ L y fni (x) ∈ fni (U) ⊆ S. Si

pasara que fni (U) no contiene puntos periódicos, entonces S es un intervalo que tampoco tiene puntos

periódicos y que además es tal que U ⊆ L ( S; lo cual es una contradicción con la maximalidad de L. De

esta manera, podemos concluir que fni (U) contiene al menos un punto periódico. �

Lema 3.0.12. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0, x0, x1 ∈ I tales que ω (x0, f) y

ω (x1, f) son infinitos, a0, a1 ∈ I tales que a0 ∈ ω (x0.f) y a1 ∈ ω (x1, f) y (Xn)n≥0 la sucesión de

intervalos cerrados dada por la Proposición 3.0.7 para ω (x0, f). Supongamos que para toda n ∈ N ∪ {0},
ω (x1, f) ⊆

⋃2n−1
k=0 fk (Xn) y que para toda n ∈ N ∪ {0} existe in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que a0, a1 ∈

f in (Xn). Si A0, A1 ⊆ I son intervalos tales que a0 ∈ Int (A0) y a1 ∈ Int (A1), entonces existen m ∈ N y

im ∈ {0, . . . , 2m − 1} tales que

a0, a1 ∈ f im (Xm) ⊆ f2m (A0) ∩ f2m (A1) .

Demostración:

Primero probemos la siguiente Proposición:

Proposición 3.0.13. Con las hipótesis y notación del lema, se tiene que para toda n ∈ N ∪ {0},

f in+1 (Xn+1) ∪ f2n
(
f in+1 (Xn+1)

)
⊆ f in (Xn) .

Razón: Sea n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición 3.0.7 inciso (iii), Xn+1 ∪ f2n (Xn+1) ⊆ Xn, consecuen-

temente, f in+1 (Xn+1) ∪ f2n
(
f in+1 (Xn+1)

)
⊆ f in+1 (Xn). Aśı, a0 ∈ f in+1 (Xn+1) ⊆ f in+1 (Xn), y como

a0 ∈ f in (Xn), entonces, f in+1 (Xn)∩ f in (Xn) 6= ∅. Por la Proposición 3.0.7 inciso (i), Xn es 2n-periódico

y, aplicando la Proposición 3.0.4 inciso (i), f in (Xn) = f in+1 (Xn). En resumen,

f in+1 (Xn+1) ∪ f2n
(
f in+1 (Xn+1)

)
⊆ f in+1 (Xn) = f in (Xn) .
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Con lo cual queda probada la proposición.

Ahora probaremos el lema. Por la Proposición 3.0.7 inciso (i), para toda n ∈ N ∪ {0}, f in (Xn)

es 2n-periódico. Como A0 y A1 son intervalos, Int (A0) y Int (A1) son intervalos abiertos. Tenemos

que a0 ∈ ω (x0, f) ∩ Int (A0) y que a1 ∈ ω (x1, f) ∩ Int (A1). Por el Lema 3.0.11 inciso (ii), existen

k0, k1 ∈ N ∪ {0} tales que tanto fk0 (Int (A0)) como fk1 (Int (A1)) tienen un punto periódico, digamos

z0 y z1, respectivamente. Por el Teorema 2.3.10 inciso (ii), tenemos que los periodos de z0 y z1 son

necesariamente potencias de dos; aśı, sea p ∈ N ∪ {0} tal que 2p es múltiplo de los periodos de z0 y

z1. Ahora, sea q ∈ N ∪ {0} tal que p < q, máx {k0, k1} ≤ 2q y tal que 2q sea múltiplo del periodo de

z0 y z1. Definamos y0 = f2q−k0 (z0) y y1 = f2q−k1 (z1). Como 2p es múltiplo del periodo de z0, resulta

que f2p (y0) = f2p
(
f2q−k0 (z0)

)
= f2q−k0

(
f2p (z0)

)
= f2q−k0 (z0) = y0. Análogamente, tenemos que

f2p (y1) = y1. Como f iq (Xq) es 2q-periódico y 2p < 2q, f2p
(
f iq (Xq)

)
∩ f iq (Xq) = ∅. Si y0 ∈ f iq (Xq),

entonces y0 = f2p (y0) ∈ f2p
(
f iq (Xq)

)
; implicando que f iq (Xq) ∩ f2p

(
f iq (Xq)

)
6= ∅. De este modo,

obtenemos una contradicción, aśı que

y0 /∈ f iq (Xq) . (3.17)

Análogamente,

y1 /∈ f iq (Xq) . (3.18)

Sea j ∈ {0, 1}. Como 2q es múltiplo del periodo de zj ,

f2q (yj) = f2q
(
f2q−kj (zj)

)
= f2q−kj (zj) = yj . (3.19)

Como f iq+1 (Xq+1) es 2q+1-periódico,

f iq+1 (Xq+1) ∩ f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
= ∅. (3.20)

De nuevo, como f iq+1 (Xq+1) es 2q + 2q = 2q+1-periódico,

f2q+2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
= f iq+1 (Xq+1) . (3.21)

Ahora, zj ∈ fkj (Aj); de lo cual se sigue que

yj = f2q−kj (zj) ∈ f2q−kj+kj (Aj) = f2q (Aj) . (3.22)

Como aj ∈ Aj , tenemos que

f2q (aj) ∈ f2q (Aj) . (3.23)

Por hipótesis, aj ∈ f iq+1 (Xq+1); por lo tanto,

f2q (aj) ∈ f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
. (3.24)

A partir de (3.18), podemos considerar los casos yj < f iq (Xq) o f iq (Xq) < yj .
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Caso 1. Supongamos que yj < f iq (Xq). Por (3.20), podemos considerar los siguientes subcasos:

Subcaso 1.1. Supongamos que f iq+1 (Xq+1) < f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
. Por la Proposición 3.0.13, tenemos

que f iq+1 (Xq+1) ⊆ f iq (Xq); y como yj < f iq (Xq),

yj < f iq+1 (Xq+1) .

Por (3.24) y dado que f iq+1 (Xq+1) < f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
, resulta que

f iq+1 (Xq+1) < f2q (aj) .

En resumen, yj < f iq+1 (Xq+1) < f2q (aj); lo cual implica que

f iq+1 (Xq+1) ⊆
[
yj , f

2q (aj)
]
. (3.25)

Por (3.22), (3.23) y dado que f2q (Aj) es un intervalo, obtenemos que
[
yj , f

2q (aj)
]
⊆ f2q (Aj); y por

(3.25), f iq+1 (Xq+1) ⊆ f2q (Aj). En consecuencia,

f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f2q+2q (Aj) .

Aśı, por (3.24),

f2q (aj) ∈ f2q+2q (Aj) .

Tenemos que por (3.19) y por (3.22), yj = f2q (yj) ∈ f2q+2q (Aj); y como f2q+2q (Aj),[
yj , f

2q (aj)
]
⊆ f2q+2q (Aj) .

Ahora, por (3.25), f iq+1 (Xq+1) ⊆ f2q+2q (Aj). Como f iq+1 (Xq+1) es 2q + 2q = 2q+1-periódico,

aj ∈ f iq+1 (Xq+1) ⊆ f2q+2q+2q+2q (Aj) = f2q+2
(Aj) .

Subcaso 1.2. Supongamos que f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
< f iq+1 (Xq+1). Por la Proposición 3.0.13, tenemos

que f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f iq (Xq); y como yj < f iq (Xq),

yj < f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
.

Dado que aj ∈ f iq+1 (Xq+1), se sigue que

f2q+2q (aj) ∈ f2q+2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
= f iq+1 (Xq+1) .

Además, como tenemos que f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
< f iq+1 (Xq+1), entonces

f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
< f2q+2q (aj) .

En resumen, yj < f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
< f2q+2q (aj). Lo anterior implica que

f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆
[
yj , f

2q+2q (aj)
]
. (3.26)
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Por (3.19) y por (3.22), yj = f2q (yj) ∈ f2q+2q (Aj); y por (3.23), f2q+2q (aj) ∈ f2q+2q (Aj). Aśı, dado que

f2q+2q (Aj) es un intervalo, tenemos que[
yj , f

2q+2q (aj)
]
⊆ f2q+2q (Aj) .

Ahora, por (3.26), f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f2q+2q (Aj); lo que implica que

f iq+1 (Xq+1) ⊆ f2q+2q+2q (Aj) , (3.27)

ya que f iq+1 (Xq+1) es 2q + 2q = 2q+1-periódico.

Por (3.22) y por (3.19),

yj = f2q+2q (yj) ∈ f2q+2q+2q (Aj) .

Como aj ∈ f iq+1 (Xq+1), entonces

f2q+2q (aj) ∈ f2q+2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
= f iq+1 (Xq+1) ;

y por (3.27),

f2q+2q (aj) ∈ f2q+2q+2q (Aj) .

De nuevo, como f2q+2q+2q (Aj) es un intervalo tal que tiene a yj y a f2q+2q (aj), tenemos que[
yj , f

2q+2q (aj)
]
⊆ f2q+2q+2q (Aj) .

De este modo, por (3.26),

f2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f2q+2q+2q (Aj) .

En virtud de lo anterior, tenemos que

aj ∈ f iq+1 (Xq+1) = f2q+2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f2q+2q+2q+2q (Aj) = f2q+2

(Aj) .

Haciendo una prueba totalmente simétrica a la anterior, suponiendo que f iq (Xq) < yj , podemos

concluir que

aj ∈ f iq+1 (Xq+1) = f2q+2q
(
f iq+1 (Xq+1)

)
⊆ f2q+2q+2q+2q (Aj) = f2q+2

(Aj) .

Caso 2. Supongamos que f iq (Xq) < yj .

En resumen, obtenemos que

aj ∈ f iq+1 (Xq+1) ⊆ f2q+2
(Aj) .

Por la Proposición 3.0.13, tenemos que

f iq+2 (Xq+2) ⊆ f iq+1 (Xq+1) .

Aśı que para toda j ∈ {0, 1},
f iq+2 (Xq+2) ⊆ f2q+2

(Aj) .
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Tomando m = q + 2, concluimos que

a0, a1 ∈ f im (Xm) ⊆ f2m (A0) ∩ f2m (A1) .

�

Lema 3.0.14. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0, x0, x1 ∈ I tales que ω (x0, f) y ω(x1, f)

son infinitos, a0 ∈ ω (x0, f) y a1 ∈ ω (a1, f), con a0 6= a1, y (Xn)n≥0 la sucesión dada por la Proposición

3.0.7 para ω (x0, f). Supongamos que para toda n ∈ N ∪ {0}, ω (x1, f) ⊆
⋃2n−1
d=0 fd (Xn). Si para toda

n ∈ N ∪ {0} existe in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que a0, a1 ∈ f in (Xn), entonces existen sucesiones de enteros

no negativos, (nk)k≥0 y (mk)k≥0, y existe una familia de intervalos cerrados no vaćıos{
J(b0,...,bk)

}
(k,(b0,...,bk))∈(N∪{0},{0,1}k+1)

tales que:

(i) Para toda k ∈ N ∪ {0} y para toda (b0, . . . , bk+1) ∈ {0, 1}k+2, J(b0,...,bk+1) ⊆ J(b0,...,bk).

(ii) Para toda k ∈ N∪{0} y para toda (b0, . . . , bk) , (c0, . . . , ck) ∈ {0, 1}k+1, con (b0, . . . , bk) 6= (c0, . . . , ck),

J(b0,...,bk) ∩ J(c0,...,ck) = ∅.

(iii) Para toda k ∈ N ∪ {0} y para toda (b0, . . . , bk) ∈ {0, 1}k+1, fnk
(
J(b0,...,bk)

)
= f imk (Xmk).

(iv) Para toda k ∈ N ∪ {0}, mk ≥ k y nk+1 − nk = 2mk+1 .

(v) Para toda k ∈ N ∪ {0} y para toda i ∈ {0, 1}, se tiene que fnk
(
J(b0,...,bk,i)

)
⊆
[
ai − 1

k+1 , ai + 1
k+1

]
.

Demostración:

Vamos a definir las sucesiones y a la familia de intervalos de manera inductiva. Sea k = 0. Sea

δ =| a1 − a0 |> 0. Sean A0 =
[
a0 − δ

3 , a0 + δ
3

]
∩ I y A1 =

[
a1 − δ

3 , a1 + δ
3

]
∩ I. Como a0 ∈ Int (A0)

y a1 ∈ Int (A1), por el Lema 3.0.12, existe m ∈ N tal que a0, a1 ∈ f im (Xm) ⊆ f2m (A0) ∩ f2m (A1). Por

el Teorema 2.2.5, existen intervalos cerrados J(0) ⊆ A0 y J(1) ⊆ A1 tales que f2m
(
J(0)

)
= f im (Xm) y

f2m
(
J(1)

)
= f im (Xm). Definamos m0 = m y n0 = 2m. Como A0 ∩ A1 = ∅, tenemos que J(0) ∩ J(1) = ∅,

con lo cual se cumple (ii). Por otro lado, fn0
(
J(0)

)
= fn0

(
J(1)

)
= f2m

(
J(1)

)
= f im (Xm) = f im0 (Xm0),

con lo cual se cumple (iii). Como m0 = m ∈ N ∪ {0}, inmediatamente se cumple (iv). Suponga-

mos definidos nk,mk ∈ N ∪ {0} y la familia
{
J(b0,...,bk)

}
(b0,...,bk)∈{0,1}k+1 . Sea α = mı́n

{
1

k+2 ,
δ
3

}
. Sean

A0 = [a0 − α, a0 + α] ∩ I y A1 = [a1 − α, a1 + α] ∩ I. Como tenemos las hipótesis del lema anterior,

tenemos que se cumple la Proposición 3.0.13. Aśı, f imk+2 (Xmk+2) ⊆ f imk+1 (Xmk+1) ⊆ f imk (Xmk) y,

ya que f imk (Xmk) es 2mk -periódico, se sigue que f2·2mk (f imk+2 (Xmk+2)
)
⊆ f imk (Xmk). Ahora, por

la Proposición 3.0.13, f imk+2 (Xmk+2) ⊆ f imk+1 (Xmk+1). Esto implica que f2mk
(
f imk+2 (Xmk+2)

)
⊆

f2mk
(
f imk+1 (Xmk+1)

)
y, como por la Proposición 3.0.13, f2mk

(
f imk+1 (Xmk+1)

)
⊆ f imk (Xmk), con-

cluimos que f2mk
(
f imk+2 (Xmk+2)

)
⊆ f imk (Xmk). En virtud de lo anterior, f3·2mk (f imk+2 (Xmk+2)

)
⊆
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f2·2mk (f imk (Xmk)
)

= f imk (Xmk). En resumen, S =
{
f s·2

mk
(
f imk+2 (Xmk+2)

)}3

s=0
es una familia de con-

juntos que están contenidos en f imk (Xmk) y que, además, son ajenos dos a dos, dado que f imk+2 (Xmk+2)

es 4 · 2mk = 2mk+2-periódico. Consideremos a los elementos de S de izquierda a derecha y sea Dmk+2 el

segundo de ellos. Además, tenemos que

f imk+2 (Xmk+2) = f4·2mk (f imk+2 (Xmk+2)
)

= f3·2mk
(
f2mk

(
f imk+2 (Xmk+2)

))
= f2·2mk

(
f2·2mk (f imk+2 (Xmk+2)

))
= f2mk

(
f3·2mk (f imk+2 (Xmk+2)

))
.

Esto quiere decir que independientemente de quién sea Dmk+2, existe j ∈ {0, . . . , 3} tal que

f j·2
mk (Dmk+2) = f imk+2 (Xmk+2) .

Sea i ∈ {0, 1}. Como ai ∈ ω (xi, f), en virtud del Teorema 1.4.2 inciso (iv), existe zi ∈ ω (xi, f) tal que

f j·2
mk (zi) = ai. Por hipótesis, ω (xi, f) ⊆

⋃2mk+2−1
r=0 f r (Xmk+2), aśı, existe r ∈

{
0, . . . , 2mk+2 − 1

}
tal que

zi ∈ f r (Xmk+2); de este modo, f j·2
mk (zi) = ai ∈ f j·2

mk+r (Xmk+2). Como ai ∈ f imk+2 (Xmk+2), tenemos

que f imk+2 (Xmk+2) ∩ f j·2mk+r (Xmk+2) 6= ∅. Por lo tanto, dado que Xmk+2 es un intervalo periódico

aunado a la Proposición 3.0.4 inciso (i), f imk+2 (Xmk+2) = f j·2
mk+r (Xmk+2). Si f r (Xmk+2) 6= Dmk+2,

dado que Xmk+2 es un intervalo 2mk+2-periódico, entonces f r (Xmk+2) ∩ Dmk+2 = ∅. De nuevo, por la

Proposición 3.0.4 inciso (iii) y dado que Xmk+2 es 2mk+2-periódico,

∅ = f j·2
mk+r (Xmk+2) ∩ f j·2

mk (Dmk+2) = f imk+2 (Xmk+2) ∩ f imk+2 (Xmk+2) = f imk+2 (Xmk+2) ;

lo cual es una contradicción, ya que f imk+2 (Xmk+2) 6= ∅. Aśı, f r (Xmk+2) = Dmk+2, lo cual implica que

zi ∈ Dmk+2. Es decir, z0, z1 ∈ Dmk+2.

Sea n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición 3.0.7 inciso (iv), z0 ∈ ω (x0, f) ⊆
⋃2n−1
d=0 fd (Xn). Por hipótesis,

z1 ∈ ω (x1, f) ⊆
⋃2n−1
d=0 fd (Xn). De este modo, existen j0, j1 ∈ {0, . . . , 2n − 1} tales que z0 ∈ f j0 (Xn) y

z1 ∈ f j1 (Xn); aśı, a0 = f j·2
mk (z0) ∈ f j0+j·2mk (Xn) y a1 = f j·2

mk (z1) ∈ f j1+j·2mk (Xn). Ahora, supon-

gamos que j0 6= j1. Por hipótesis a0, a1 ∈ f in (Xn), consecuentemente f j0+j·2mk (Xn) ∩ f in (Xn) 6= ∅ y

f j1+j·2mk (Xn) ∩ f in (Xn) 6= ∅. Como Xn es 2n-periódico e in ∈ {0, . . . , 2n − 1}, podemos aplicar la Pro-

posición 3.0.4 inciso (i), obteniendo que f j0+j·2mk (Xn) = f in (Xn) = f j1+j·2mk (Xn). Por otro lado, dado

que Xn es 2n-periódico y j0 6= j1, por la Proposición 3.0.4 inciso (iii), f j0+j·2mk (Xn)∩f j1+j·2mk (Xn) = ∅;
lo cual es una clara contradicción, por lo tanto, j0 = j1. Esto prueba que para toda n ∈ N ∪ {0}, z0 y

z1 están en el mismo intervalo fw (Xn), donde w ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Por la definición de Dmk+2, tenemos

que Dmk+2 ⊆ Int
(
f imk (Xmk)

)
, en consecuencia, z0, z1 ∈ Int

(
f imk (Xmk)

)
, que además es un intervalo,

ya que f imk (Xmk) lo es.
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Sea i ∈ {0, 1}. Dado que ai ∈ Int (Ai), se sigue que zi ∈ f−(j·2mk ) (Int (Ai)). Como f j·2
mk es una

función continua, f−(j·2mk ) (Int (Ai)) es un conjunto abierto en I. Aśı, sea Ui un intervalo abierto tal que

zi ∈ Ui ⊆ f−(j·2mk ) (Int (Ai)). Por lo tanto, zi ∈ Ui∩Int
(
f imk (Xmk)

)
, donde Ui∩Int

(
f imk (Xmk)

)
es un

intervalo abierto por ser una intersección finita de intervalos abiertos. Aśı, z0 y z1 cumplen las hipótesis

del Lema 3.0.12, con lo cual, podemos asegurar la existencia de q ∈ N y p ∈ {0, . . . , 2q − 1} tales que

z0, z1 ∈ fp (Xq) ⊆ f2q
(
U0 ∩ Int

(
f imk (Xmk)

))
∩ f2q

(
U1 ∩ Int

(
f imk (Xmk)

))
;

de esta forma,

z0, z1 ∈ fp (Xq) ⊆ f2q
(
U0 ∩ f imk (Xmk)

)
∩ f2q

(
U1 ∩ f imk (Xmk)

)
.

Por otra parte,

f j·2
mk
(
Ui ∩ f imk (Xmk)

)
⊆ f j·2

mk (Ui) ∩ f j·2
mk
(
f imk (Xmk)

)
= f j·2

mk (Ui) ∩ f imk (Xmk) (f imk (Xmk) es 2mk -periódico)

⊆ f j·2
mk
(
f−(j·2mk ) (Int (Ai))

)
∩ f imk (Xmk) (Ui ⊆ f−(j·2mk ) (Int (Ai)))

⊆ Int (Ai) ∩ f imk (Xmk)

⊆ Ai ∩ fimk (Xmk) .

En consecuencia,

f j·2
mk (fp (Xq)) ⊆ f2q

(
f j·2

mk
(
Ui ∩ f imk (Xmk)

))
(fp (Xq) ⊆ f2q

(
Ui ∩ f imk (Xmk)

)
)

⊆ f2q
(
Ai ∩ f imk (Xmk)

)
,

es decir,

f j·2
mk (fp (Xq)) ⊆ f2q

(
Ai ∩ f imk (Xmk)

)
. (3.28)

Como z0 ∈ fp (Xq), entonces a0 = f l·2
mk (z0) ∈ f j·2mk (fp (Xq)). Como por hipótesis a0 ∈ f iq (Xq), enton-

ces f iq (Xq) ∩ f j·2
mk+p (Xq) 6= ∅. Dado que Xq es 2q-periódico e iq ∈ {0, . . . , 2q − 1}, por la Proposición

3.0.4 inciso (i),

f iq (Xq) = f j·2
mk+p (Xq) = f j·2

mk (fp (Xq)) . (3.29)

Definimos a mk+1 como q (k + 2). Tenemos que 2mk+1−2q = 2q(k+2)−2q = 2qk ·22q−2q = 2q
(
2qk · 2q − 1

)
y como f iq (Xq) es 2q-periódico,

f2mk+1−2q
(
f iq (Xq)

)
= f iq (Xq) . (3.30)

Tenemos por (3.30), (3.29) y (3.28) que

f iq (Xq) = f2mk+1−2q
(
f iq (Xq)

)
= f2mk+1−2q

(
f j·2

mk (fp (Xq))
)
⊆ f2mk+1−2q

(
f2q
(
Ai ∩ f imk (Xmk)

))
.

Como

f2mk+1−2q
(
f2q
(
Ai ∩ f imk (Xmk)

))
= f2mk+1 (

Ai ∩ f imk (Xmk)
)
,
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tenemos que

f iq (Xq) ⊆ f2mk+1 (
Ai ∩ f imk (Xmk)

)
.

Además, por la Proposición 3.0.13 y ya que mk+1 ≥ q, se sigue que

f imk+1
(
Xmk+1

)
⊆ f iq (Xq) ;

lo que implica que

f imk+1
(
Xmk+1

)
⊆ f2mk+1 (

Ai ∩ f imk (Xmk)
)
.

Como Ai ∩ f imk (Xmk) y f imk+1
(
Xmk+1

)
son intervalos cerrados, entonces, por el Teorema 2.2.5, existe

Bi ⊆ Ai ∩ f imk (Xmk) intervalo cerrado tal que f2mk+1
(Bi) = f imk+1

(
Xmk+1

)
, donde i ∈ {0, 1}. Notemos

que como A0 y A1 son ajenos, entonces, B0 y B1 también lo son.

Sea (b0, . . . , bk) ∈ {0, 1}k+1 y sea i ∈ {0, 1}. Por hipótesis de inducción, fnk
(
J(b0,...,bk)

)
= f imk (Xmk).

Como Bi ⊆ f imk (Xmk), por el Teorema 2.2.5, existe un intervalo cerrado J(b0,...,bk,i) ⊆ J(b0,...,bk) tal que

fnk
(
J(b0,...,bk,i)

)
= Bi; aśı, fnk+2mk+1

(
J(b0,...,bk,i)

)
= f2mk+1

(Bi) = f imk+1
(
Xmk+1

)
. Definamos nk+1 =

nk + 2mk+1 . Con esto nk+1 − nk = 2mk+1 . Además, dado que q ∈ N, mk+1 = q (k + 2) > k + 1, es-

to cumple con (iv). Ahora, a la familia de intervalos dada por la hipótesis de inducción le agregamos

los intervalos J(b0,...,bk,i) obtenidos de la forma anterior. Sea
{
J(b0,...,bk+1)

}
(b0,...,bk+1)∈{0,1}k+2 dicha familia.

Sean (b0, . . . , bk+1) 6= (c0, . . . , ck+1). Si (b0, . . . , bk) 6= (c0, . . . , ck), por hipótesis de inducción, entonces

J(c0,...,ck)∩J(b0,...,bk) = ∅ y, como para toda i ∈ {0, 1}, J(b0,...,bk,i) ⊆ J(b0,...,bk) y J(c0,...,ck,i) ⊆ J(c0,...,ck), tene-

mos que para toda i ∈ {0, 1}, J(b0,...,bk,i)∩J(c0,...,ck,i) = ∅. Esto implica que J(b0,...,bk+1)∩J(c0,...,ck+1) = ∅. Su-

pongamos que (b0, . . . , bk) = (c0, . . . , ck) y bk+1 6= ck+1. Supongamos existe y ∈ J(b0,...,bk,0)∩J(b0,...,bk,1). Sa-

bemos que existen intervalos cerrados B0 y B1 ajenos tales que fnk
(
J(b0,...,bk,0)

)
= B0 y fnk

(
J(b0,...,bk,1)

)
=

B1, de esta forma, fnk (y) ∈ B0 ∩ B1; pero B1 ∩ B0 = ∅. Con lo anterior, concluimos que J(b0,...,bk,1) ∩
J(b0,...,bk,0) = ∅, es decir, J(c0,...,ck+1) ∩ J(b0,...,bk+1) = ∅. Con lo cual se verifica (ii). Ahora, por construc-

ción, para toda (b0, . . . , bk) ∈ {0, 1}k+1 y para toda i ∈ {0, 1}, fnk+2mk+1
(
J(b0,...,bk,i)

)
= f imk+1

(
Xmk+1

)
.

Lo cual implica que dada (b0, . . . , bk+1) ∈ {0, 1}k+2, fnk+1
(
J(b0,...,bk+1)

)
= fnk+2mk+1

(
J(b0,...,bk+1)

)
=

f imk+1
(
Xmk+1

)
, y con ello se satisface (iii). Aśı, hemos definido sucesiones de enteros (nk)k≥0 y (mk)k≥0

y una familia de intervalos cerrados{
J(b0,...,bk)

}
(k,(b0,...,bk))∈(N∪{0},{0,1}k+1)

tales que cumplen con (ii), (iii) y (iv).

Verifiquemos (i) y (v). Sea k ∈ N ∪ {0}. De la construcción de la familia, obtuvimos que para to-

da (b0, . . . , bk) ∈ {0, 1}k+1 y para toda i ∈ {0, 1}, J(b0,...,bk,i) ⊆ J(b0,...,bk). Lo cual implica que dado

(b0, . . . , bk+1) ∈ {0, 1}k+2, J(b0,...,bk+1) ⊆ J(b0,...,bk). Con esto se satisface (i). Para finalizar, sea (b0, . . . , bk) ∈
{0, 1} y sea i ∈ {0, 1}. Por construcción, existen intervalos cerrados Bi y Ai tales que fnk

(
J(b0,...,bk,i)

)
=

Bi ⊆ Ai, donde Ai = [ai − α, ai + α]∩I y α = mı́n
{

1
k+2 ,

δ
3

}
. Aśı, Ai ⊆

[
ai − 1

k+2 , ai + 1
k+2

]
; por lo tanto,
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fnk
(
J(b0,...,bk,i)

)
⊆
[
ai − 1

k+2 , ai + 1
k+2

]
, cumpliéndose (v). �

Primero recordemos unas cosas que serán útiles para la prueba del siguiente lema. Denotemos con Σ

al espacio de sucesiones de ceros y unos. La métrica que vamos a utilizar en este espacio es dΣ : Σ×Σ −→
R+ ∪ {0} dada por dΣ

(
(ak)k≥0 , (bk)k≥0

)
=
∑∞

k=0
|ak−bk|

2k
. Hay varios resultados clásicos que tienen que

ver con este espacio métrico que vamos a utilizar; una prueba del primer resultado se encuentra en la

página 217 de [28], mientras que una prueba del segundo enunciado se puede encontrar en la página 112

de [12].

Corolario 3.0.15. El conjunto de Cantor es homeomorfo a (Σ, dΣ).

Lema 3.0.16. Sean s, t ∈ Σ. Sea n ∈ N∪{0}. Si las primeras n+1 entradas de s y t son iguales, entonces,

dΣ (s, t) ≤ 1
2n . Por otro lado, si dΣ (s, t) ≤ 1

2n , entonces las primeras n entradas de s y t son iguales.

Otro recordatorio fundamental en este trabajo es el siguiente:

Definición 3.0.17. Sea X un conjunto. Se dice que A ⊆ P (X) es una sigma álgebra de X si cumple

con las siguientes condiciones:

(i) X, ∅ ∈ A;

(ii) dada una sucesión (En)n≥1 en A, entonces
⋃
n≥1En ∈ A; y

(iii) si E1 ∈ A, entonces X − E1 ∈ A.

De la definición, se puede mostrar fácilmente A es cerrado bajo uniones finitas e intersecciones nume-

rables. También se puede verificar que la intersección de sigma álgebras en X es, de nueva cuenta, una

sigma álgebra en X. Dado E ⊆ P (X), se puede verificar que existe una única sigma álgebra minimal (en

el sentido de la contención) tal que contiene a E. Esta sigma álgebra es en realidad la intersección de todas

las sigma álgebras sobre X que contienen a E. A dicha sigma álgebra se le conoce como la sigma álgebra

generada por E. Ahora, si partimos de un espacio topológico (X, τ), podemos pensar en la sigma álgebra

que genera τ . Esta sigma álgebra es conocida como la sigma álgebra de Borel, B(τ), y a sus elementos

se les conoce como Borelianos. Entre los Borelianos se encuentran los abiertos, cerrados, los conjuntos a

lo más numerables y los compactos en (X, τ). Para ver más detalles al respecto, véase el caṕıtulo 2 de [15].

El siguiente teorema nos dará la existencia del conjunto de Cantor que estamos buscando. Es conocido

como el teorema de Alexandrov-Hausdorff y se puede encontrar en la página 83 de [18].

Teorema 3.0.18. Sea X un espacio topológico separable y completamente metrizable. Si L ⊆ X es un

Boreliano, entonces o L es a lo más numerable o L contiene un conjunto de Cantor.

Recordemos que en un espacio métrico, la distancia entre conjuntos se define como dist(A,B) =

ı́nf {d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. Referente a esto, un ejercicio clásico del Análisis Matemático es ver que la

distancia de un cerrado a un compacto ajenos siempre es positiva. Este hecho nos ayudará en lo que resta

del trabajo.
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Lema 3.0.19. Sean (I, f) un sistema dinámico tal que h (f) = 0, x0, x1 ∈ I tales que ω (x0, f) y ω(x1, f)

son infinitos, a0 ∈ ω (x0, f) y a1 ∈ ω (x1, f), donde a0 6= a1, y (Xn)n≥0 la sucesión dada por la Proposición

3.0.7 para ω (x0, f). Supongamos que para toda n ∈ N ∪ {0}, ω (x1, f) ⊆
⋃2n−1
d=0 fd (Xn). Si para toda

n ∈ N ∪ {0} existe in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que a0, a1 ∈ f in (Xn), entonces existe una δ > 0 y existe un

conjunto de cantor C ⊆ I tales que C es un conjunto δ-revuelto para f .

Demostración:

Tenemos que existen sucesiones de enteros no negativos (nk)k≥0 y (mk)k≥0 y una familia de intervalos

cerrados
{
J(b0,...,bk)

}
(k,(b0,...,bk))∈(N∪{0},{0,1}k+1) dadas por el Lema 3.0.14.

Para todo b = (bk)k≥0 ∈ Σ, definimos Jb =
⋂
k≥0 J(b0,...,bk). Tenemos en principio, por el Lema 3.0.14

inciso (i), que
{
J(b0,...,bk)

}
(k,(b0,...,bk))∈(N∪{0},{0,1}k+1) es una familia anidada. Aśı, Jb es un intervalo cerrado

no vaćıo, por ser una intersección de intervalos compactos no vaćıos. Sean b, c ∈ Σ tales que b 6= c. Aśı,

existe k ∈ N ∪ {0} tal que bk 6= ck, y, por lo tanto, (b0, . . . , bk) 6= (c0, . . . , ck). Por el lema 3.0.14 inciso

(ii), J(b0,...,bk) ∩ J(c0,...,ck) = ∅; y como Jc ⊆ J(c0,...,ck) y Jb ⊆ J(b0,...,bk), resulta que Jb ∩ Jc = ∅. Es decir,

para todo b, c ∈ Σ, con b 6= c, Jb ∩ Jc = ∅. (3.31)

Sea A = {b ∈ Σ | Jb es no degenerado}. Si A fuera no numerable, por (3.31), tendŕıamos una cantidad

no numerable de intervalos no degenerados ajenos dos a dos. Ahora, por la densidad de los números

racionales, podemos encontrar un racional por cada uno de estos intervalos. De nuevo, por (3.31), estos

números racionales seŕıan distintos, es decir, tendŕıamos una cantidad no numerable de números raciona-

les; lo cual no puede ser, ya que los números racionales son numerables. Aśı, A debe ser a lo más numerable.

Sea

Y0 =
⋂
k≥0

⋃
(b0,...,bk)∈{0,1}k+1

J(b0,...,bk),

y sea

Y = Y0 −
⋃
b∈Σ

IntR (Jb).

Tenemos que para cada k ∈ N∪{0}, el conjunto
⋃

(b0,...,bk)∈{0,1}k+1 J(b0,...,bk) es cerrado, por ser unión finita

de cerrados. Esto demuestra que Y0 es un cerrado, pues es intersección de conjuntos cerrados. Ahora, el

conjunto
⋃
b∈Σ IntR (Jb) es abierto, pues es unión de conjuntos abiertos, de este modo, su complemento

es un conjunto cerrado; por lo tanto, el conjunto Y = Y0 −
⋃
b∈Σ IntR (Jb) = Y0 ∩

(
I −

⋃
b∈Σ IntR (Jb)

)
es

cerrado, por ser intersección de cerrados.

Afirmación: Y0 =
⋃
b∈Σ Jb.

Razón: Sea y ∈ Y0. Esto implica que y ∈
⋃

(b0)∈{0,1} J(b0). Consecuentemente existe c0 ∈ {0, 1} tal

que y ∈ J(c0). Supongamos que están definidos c0, . . . , ck ∈ {0, 1} tales que y ∈ J(c0) ∩ . . . ∩ J(c0,...,ck).
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Como y ∈ Y0, tenemos que y está en
⋃

(b0,...,bk+1)∈{0,1}k+2 J(b0,...,bk+1). Aśı, existe (d0, . . . , dk+1) ∈ {0, 1}k+2

tal que y ∈ J(d0,...,dk+1). Por el Lema 3.0.14 inciso (i), J(d0,...,dk+1) ⊆ J(d0,...,dk); lo cual implica que

y ∈ J(d0,...,dk). Con esto, y ∈ J(d0,...,dk) ∩ J(c0,...,ck). Esto quiere decir, por el Lema 3.0.14 inciso (ii), que

(c0, . . . , ck) = (d0, . . . , dk). Definimos ck+1 = dk+1. Por lo tanto, encontramos una sucesión c = (ck)k≥0 ∈ Σ

tal que para toda k ∈ N∪{0}, y ∈ J(c0,...,ck). Esto implica que y ∈ Jc ⊆
⋃
b∈Σ Jb; con lo cual Y0 ⊆

⋃
b∈Σ Jb.

Ahora, sea y ∈
⋃
b∈Σ Jb. Entonces existe c ∈ Σ tal que y ∈ Jc =

⋂
k≥0 J(c0,...,ck). Se sigue que para toda

k ∈ N∪{0}, y ∈ J(c0,...,ck). Lo anterior implica que para toda k ∈ N∪{0}, y ∈
⋃

(b0,...,bk)∈{0,1}k+1 J(b0,...,bk).

Por lo tanto, y ∈ Y0; obteniendo que
⋃
b∈Σ Jb ⊆ Y0. Con esto, demostramos la afirmación.

Tenemos que para cada b ∈ Σ, Jb − IntR (Jb) = FrR (Jb). Por (3.31), Y0 y
⋃
b∈Σ IntR (Jb) son uniones

ajenas; lo que implica que Y =
⊎
b∈Σ (Jb − IntR (Jb)) =

⊎
b∈Σ FrR (Jb).

Sea g : Y −→ Σ dada por g (x) = b, si x ∈ Jb. La función g está bien definida, ya que para todo x ∈ Y
existe b ∈ Σ tal que x ∈ Jb. Por (3.31), si c ∈ Σ es tal que c 6= b, entonces Jc ∩ Jb = ∅; lo que quiere

decir que x 6= Jc. Aśı, g le relaciona a x una y sólo una sucesión, que en este caso es b. Sea b ∈ Σ. Como

Jb 6= ∅, existe x ∈ Jb; por lo tanto, g(x) = b, es decir, g es suprayectiva. Veamos que g es continua. Sea

x ∈ Y y sea ε > 0. Sea k ∈ N tal que 1
2k
< ε. Sea d ∈ Σ tal que x ∈ Jd. Con lo cual g(x) = d. Dado que

F =
{
J(b0,...,bk)

}
(b0,...,bk)∈{0,1}k+1 es una familia finita, podemos considerar el mı́nimo de las distancias que

hay entre sus miembros, digamos δ∗. Como F es una familia de conjuntos compactos que son ajenos dos a

dos, δ∗ > 0. Sea y ∈ Y tal que | y−x |< δ∗. Sea r ∈ Σ tal que y ∈ Jr. Con lo cual g(y) = r. Si y /∈ J(d0,...,dk),

entonces y ∈ J(r0,...,rk), con (d0, . . . , dk) 6= (r0, . . . , rk). Aśı, δ∗ >| y − x |≥ dist
(
J(d0,...,dk), J(r0,...,rk)

)
≥ δ∗,

que es una contradicción; por lo tanto, y ∈ J(d0,...,dk). Esto implica, por el Lema 3.0.14 inciso (ii), que

(d0, . . . , dk) = (r0, . . . , rk). Aśı, dΣ (g(y), g(x)) = dΣ (r, d) ≤ 1
2k

< ε. Con esto se demuestra que g es

continua.

Ahora, sea w : Σ −→ Σ dada por

w
(

(bk)k≥0

)
= (0, b0, 0, 0, b0, b1, . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−veces

, b0, . . . , bn−1, . . .).

Sean (bk)k≥0, (ck)k≥0 ∈ Σ tales que (bk)k≥0 6= (ck)k≥0. Aśı, existe m ∈ N∪{0} tal que bm 6= cm. Como bm

y cm tienen las mismas coordenadas en sus respectivas sucesiones, entonces, por definición de w, bm y cm

aparecen en las mismas coordenadas de w((bk)k≥0) y de w((ck)k≥0), respectivamente; y como bm 6= cm,

resulta que w((bk)k≥0) 6= w((ck)k≥0). Por lo tanto, w es inyectiva. Sean b ∈ Σ y ε > 0. Sea n ∈ N tal que
1

2n < ε y sea δ∗ = 1
2n . Si c ∈ Σ es tal que dΣ(c, b) < δ∗, por el Lema 3.0.16, tenemos que las primeras n

coordenadas de c y de b son iguales. Esto implica, por definición de w, que al menos las primeras n + 1

coordenadas de w(b) y w(c) son iguales; por lo tanto, dΣ(w(c), w(b)) ≤ 1
2n < ε. Esto demuestra que w es

continua.
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Para toda b ∈ Σ, w(b) ∈ Σ. Si w(b) ∈ A, entonces Jw(b) es no degenerado. Como g es suprayectiva

y Jw(b) es no degenerado, existen dos puntos xw(b), yw(b)
∈ Y , que son los puntos frontera de Jw(b), tales

que g(xw(b)) = g(yw(b)) = w(b). Tomemos como el menor de éstos a xw(b). Sea G =
{
yw(b) ∈ Y | b ∈ Σ

}
.

Recordemos que A es a lo más numerable, esto implica que G es a lo más numerable. Ahora, si resulta que

w(b) /∈ A, entonces Jw(b) es degenerado. Como g es suprayectiva y Jw(b) es degenerado, existe un único

xw(b) tal que
{
xw(b)

}
= Jw(b) ⊆ Y y tal que g(xw(b)) = w(b). Definimos T =

{
xw(b) ∈ Y | b ∈ Σ

}
.

Afirmación: T = g−1 (w (Σ))−G.

Razón: Sea xw(b) ∈ T , con b ∈ Σ. Tenemos, por construcción, que g(xw(b)) = w(b) ∈ w(Σ). De

esta manera, xw(b)
∈ g−1 (w (σ)). Además, por construcción, T no tiene elementos de G, por lo tanto,

xw(b)
∈ g−1 (w (σ)) − G. Sea y ∈ g−1 (w (Σ)) − G. Tenemos que g(y) ∈ w(Σ), aśı, existe b ∈ Σ tal que

g(y) = w(b). Esto nos dice que y ∈ Jw(b). Si Jw(b) es degenerado, entonces quiere decir que y es el único

punto tal que g(y) = w(b), y por construcción de T , y ∈ T . Si Jw(b) es no degenerado, como y /∈ G,

entonces pasa que y es el menor de los puntos frontera de Jw(b) y, por la construcción de T , y ∈ T .

Afirmación: T es no numerable.

Razón: Sabemos que Σ es no numerable y dado que w es inyectiva, resulta que w(Σ) es no numerable.

Aśı, por (3.31), tenemos que
{
Jw(b) | b ∈ Σ

}
es no numerable; en consecuencia, g−1 (w (Σ)) es no nume-

rable. Y dado que G es a lo más numerable, entonces T = g−1 (w (Σ))−G es no numerable.

Afirmación: T es | a0 − a1 |= δ-revuelto para f .

Razón: Sean xw(b), xw(c) ∈ T , con b, c ∈ Σ. Por la definición de w, tenemos que w(b) y w(c) tienen

una infinidad de mismas coordenadas que son iguales a 0; esto implica que para todo m ∈ N ∪ {0}
existe km > m ∈ N ∪ {0} tal que las km + 1-ésimas coordenadas de w(c) y w(b) son iguales a 0. Es

decir, podemos asegurar la existencia de una sucesión estrictamente creciente de naturales (km)m≥0 tal

que las km + 1-ésimas coordenadas de w(c) y w(b) son iguales a 0. Sea m ∈ N ∪ {0}. Tenemos que

xw(b) ∈ Jw(b) ⊆ J(w(b)0,...,w(b)km ,0) y xw(c) ∈ Jw(c) ⊆ J(w(c)0,...,w(c)km ,0). Ahora, por el Lema 3.0.14 inciso

(v), se sigue que

fnkm
(
J(w(b)0,...,w(b)km ,0)

)
⊆
[
a0 −

1

km + 1
, a0 +

1

km + 1

]
y que

fnkm
(
J(w(c)0,...,w(c)km ,0)

)
⊆
[
a0 −

1

km + 1
, a0 +

1

km + 1

]
;

implicando que

fnkm
(
xw(b)

)
, fnkm

(
xw(c)

)
∈
[
a0 −

1

km + 1
, a0 +

1

km + 1

]
.
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Por lo tanto,

| fnkm
(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
|≤ 2

km + 1
.

Lo anterior se cumple para toda m ∈ N ∪ {0}. Aśı, dado que ĺım
m→∞

1

km + 1
= 0, tenemos que

ĺım
m→∞

| fnkm
(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
|= 0.

Como (fnkm (xw(b)))m≥0 y (fnkm (xw(c)))m≥0 son subsucesiones de las trayectorias de xw(b) y de xw(c),

respectivamente, obtenemos que

ĺım inf | fn
(
xw(b)

)
− fn

(
xw(c)

)
|= 0.

Ahora, sean b, c ∈ Σ y xw(b), xw(c) ∈ T puntos distintos. Dado que w es una función, b 6= c. Por lo tanto,

existe j ∈ N ∪ {0} tal que bj 6= cj . Por la definición de w, hay una cantidad infinita de coordenadas de

w(b) y de w(c) en las que coinciden los valores bj y cj , es decir, para todo m ∈ N ∪ {0} existe km > m

tal que las km + 1-ésimas coordenadas de w(b) y w(c) son bj y cj , respectivamente. Con esto, podemos

asegurar la existencia de una sucesión de naturales estrictamente creciente (km)m≥0 tal que las km + 1-

ésimas coordenadas de w(b) y w(c) son bj y cj , respectivamente. Sin pérdida de generalidad, supongamos

que bj = 0 y que cj = 1. Por el Lema 3.0.14 inciso (v), tenemos que para toda m ∈ N ∪ {0},

fnkm
(
J(w(b)0,...,w(b)km ,bj)

)
⊆
[
a0 −

1

km + 1
, a0 +

1

km + 1

]
y

fnkm
(
J(w(c)0,...,w(c)km ,cj)

)
⊆
[
a1 −

1

km + 1
, a1 +

1

km + 1

]
;

y como

xw(b) ∈ J(w(b)0,...,w(b)km ,bj)
y xw(c) ∈ J(w(c)0,...,w(c)km ,cj)

,

entonces

fnkm
(
xw(b)

)
∈
[
a0 −

1

km + 1
, a0 +

1

km + 1

]
y fnkm

(
xw(c)

)
∈
[
a1 −

1

km + 1
, a1 +

1

km + 1

]
.

Aśı,

δ =| a0 − a1 |

=| a0 + fnkm
(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(b)

)
+ fnkm

(
xw(c)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
− a1 |

≤| a0 − fnkm
(
xw(b)

)
| + | fnkm

(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
| + | fnkm

(
xw(c)

)
− a1 |

=
2

km + 1
+ | fnkm

(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
|;

por lo tanto,

| fnkm
(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
|≥ δ − 2

km + 1
.
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Como ĺım
m→∞

1

km + 1
= 0, tenemos que

ĺım
m→∞

| fnkm
(
xw(b)

)
− fnkm

(
xw(c)

)
|≥ δ.

Como (fnkm (xw(b)))m≥0 y (fnkm (xw(c)))m≥0 son subsucesiones de las trayectorias de xw(b) y de xw(c),

respectivamente, obtenemos que

ĺım sup | fn
(
xw(b)

)
− fn

(
xw(c)

)
|≥ δ.

Con esto demostramos que T es δ-revuelto para f .

Para finalizar, como Σ es compacto y w es continua, w(Σ) es compacto y, por lo tanto, w(Σ) es cerrado.

Dado que g es continua, g−1(w(Σ)) es un conjunto cerrado en Y . Como Y es cerrado en I, g−1(w(Σ)) es

cerrada en I; por lo tanto, es un Boreliano de I. Como G es a lo más numerable, entonces G también es

un Boreliano de I. Aśı, T = g−1(w(Σ)) − G = g−1(w(Σ)) ∩ (I − G) es un Boreliano en I, que además,

es no numerable. Como I es separable y completamente metrizable, por el Teorema 3.0.18, existe C ⊆ T
un conjunto de Cantor. Dado que T es δ-revuelto para f , concluimos que C también es δ-revuelto para f . �

Un hecho importante que vamos a aplicar, referente a una sucesión de intervalos cerrados anidados

(In)n≥1 es que
⋂
n≥1 In = [ĺım an, ĺım bn], donde In = [an, bn]. Este hecho lo puede encontrar en la página

6 de [16].

Proposición 3.0.20. Sea (I, f) un sistema dinámico tal que h(f) = 0. Si todo omega conjunto ĺımite

infinito para f tiene solamente pares de puntos distintos que son f -separables, entonces todos los puntos

de I son aproximadamente periódicos para f .

Demostración:

Sea x ∈ I. Si ω(x, f) es finito, entonces, por la Proposición 1.4.7, tenemos que x es aproximadamente

periódico. Ahora, supongamos que ω(x, f) es infinito. Por la compacidad de I y por el Teorema 1.4.2 inciso

(ii), todos los conjuntos omega ĺımite en el intervalo son compactos; por lo tanto, tienen mı́nimo y máxi-

mo. Para cada n ∈ N∪{0} y cada i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, sean ain = mı́nω(f i(x), f2n), bin = máxω(f i(x), f2n)

y Iin = [ain, b
i
n]. Sea (Xn)n≥0 la sucesión de intervalos cerrados dada por la Proposición 3.0.7 para ω(x, f).

Observación: Para toda n ∈ N ∪ {0} y para toda j ∈
{

0, . . . , 2n+1 − 1
}

existe i ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal

que j = i ó j = i+ 2n.

Afirmación 1: Para toda n ∈ N ∪ {0} y para toda i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, Iin+1 ∪ I
i+2n

n+1 ⊆ Iin.

Razón: Sea n ∈ N ∪ {0} y sea i ∈ {0, . . . , 2n − 1}. El Teorema 1.4.2 inciso (vii) nos asegura que

para cualquier m ∈ N ∪ {0}, una función continua g y un punto z, tenemos la igualdad ω(z, g) =
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⋃m−1
j=0 ω(gi(z), gm). Aplicando esto a m = 2, g = f2n y z = f i(x), tenemos que ω(f i(x), f2n+1

) ∪
ω(f i+2n(x), f2n+1

) = ω(f i(x), f2n). Esto implica que Iin+1 ∪ I
i+2n

n+1 ⊆ Iin.

Afirmación 2: Para toda n ∈ N∪{0} pasa que cada miembro de la familia
{
Iin+1

}2n+1−1

i=0
está contenido

en algún miembro de la familia
{
Iin
}2n−1

i=0
.

Razón: Sea j ∈
{

0, . . . , 2n+1 − 1
}

. Por la observación, j = i + 2n ó j = i, donde i ∈ {0, . . . , 2n − 1}.
De esta manera, por la Afirmación 1, tenemos que Ijn+1 ⊆ Iin.

Afirmación 3: Para toda n ∈ N ∪ {0} y para toda i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, ain, bin ∈ ω(x, f).

Razón: Dado n ∈ N ∪ {0} e i ∈ {0, . . . , 2n − 1}, por el Teorema 1.4.2 inciso (vii), ω(f i(x), f2n) ⊆
ω(x, f). Lo que implica que ain, b

i
n ∈ ω(x, f).

Afirmación 4: Para toda n ∈ N ∪ {0}, la familia
{
Iin
}2n−1

i=0
es ajena dos a dos.

Razón: Sea n ∈ N∪{0}. Por la Proposición 3.0.7 inciso (i), dados i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1} distintos, f i(Xn)

y f j(Xn) son ajenos. Por la Proposición 3.0.7 inciso (v), ω(f i(x), f2n) ⊆ f i(Xn) y ω(f j(x), f2n) ⊆ f j(Xn).

Dado que f i(Xn) y f j(Xn) son intervalos, tenemos que Iin ⊆ f i(Xn) y Ijn ⊆ f j(Xn); implicando que Iin e

Ijn son ajenos.

Afirmación 5: Dada ε > 0 existe m ∈ N ∪ {0} tal que para toda i ∈ {0, . . . , 2m − 1} se cumple que

diam(Iim) < ε.

Razón: Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que existe ε > 0 tal que para toda n ∈ N∪{0}
existe jn ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que diam(Ijnn ) ≥ ε. Sea a0 ∈ I0

0 . Suponga definidos a0, . . . , an tales

que para cada k ∈ {0, . . . , n}, ak ∈ Ijkk . Como diam(I
jn+1

n+1 ) ≥ ε, I
jn+1

n+1 es no degenerado. Aśı, existe

an+1 ∈ Ijn+1

n+1 − {a0, . . . , an}. Con esto, hemos definido una sucesión (an)n≥0 de reales distintos tales que

para cada n ∈ N∪{0}, an ∈ Ijnn . Por la Afirmación 1, tenemos que (an)n≥0 es una sucesión en I0
0 . Como I0

0

es compacto, existe una sucesión estrictamente creciente (nk)k≥0 de enteros no negativos y existe a ∈ I0
0

tal que ĺım
k→∞

ank = a.

Afirmación 5.1: Para cada m ∈ N∪{0} existe un único sm ∈ {0, . . . , 2m − 1} tal que a ∈ Ismm y tal que

tiene una infinidad de términos de (ank)k≥0.

Razón: Sea m ∈ N∪{0}. Como (nk)k≥0 es estrictamente creciente, existe K ∈ N∪{0} tal que para toda

k ≥ K, nk > m. Sea k ≥ K. Por la Afirmación 2 aplicada nk −m veces, tenemos que cada integrante de

la familia
{
Iink
}2nk−1

i=0
está contenido en algún integrante de la familia

{
Iim
}2m−1

i=0
, en particular, I

jnk
nk . Esto
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implica que ank está en alguno de los intervalos de la familia
{
Iim
}2m−1

i=0
. Dado que k ≥ K fue arbitraria, lo

que tenemos es que {ank | k ≥ K} está contenida en
⋃2m−1
i=0 Iim. Como (ank)k≥K está formada por reales

diferentes, {ank | k ≥ K} es infinito; y dado que la familia
{
Iim
}2m−1

i=0
es finita, existe sm ∈ {0, . . . , 2m − 1}

tal que Ismm tiene una infinidad de elementos de {ank | k ≥ K}. De esto, podemos construir una subsuce-

sión (ankr )r≥0 de (ank) tal que todos sus términos se encuentren en Ismm . Como ĺım
k→∞

ank = a, tenemos que

ĺım
r→∞

ankr = a y, dado que Ismm es un conjunto cerrado, a ∈ Ismm . Si existe pm ∈ {0, . . . , 2m − 1} diferente

de sm tal que a ∈ Ipmm , entonces Ipmm ∩ Ismm 6= ∅. Pero esto es una contradicción con la Afirmación 4, aśı

que Ismm es el único que tiene a a. Análogamente, si resulta que Ipmm contiene una infinidad de términos

de (ank)k≥0 , entonces podŕıamos construir una subsucesión de (ank)k≥0 en Ipmm que sea convergente a a

y, como Ipmm es un cerrado, entonces a ∈ Ipmm ∩ Ismm . Esto es una contradicción con la Afirmación 4. Con

lo cual terminamos la prueba de la Afirmación 5.1.

Ahora, formamos la sucesión de intervalos (Isnn )n≥0, donde para cada n ∈ N ∪ {0}, Isnn es el dado por

la afirmación 5.1.

Afirmación 5.2: (Isnn )n≥0 está anidada.

Razón: Sea n ∈ N ∪ {0}. Por la afirmación 2, tenemos que I
sn+1

n+1 ⊆
⋃2n−1
i=0 Iin. Por la afirmación 4, Isnn

y H = (
⋃2n−1
i=0 Iin) − Isnn están mutuamente separados; aśı que, por la conexidad de I

sn+1

n+1 , I
sn+1

n+1 ⊆ Isnn ó

I
sn+1

n+1 ⊆ H. Por construcción, a ∈ Isn+1

n+1 ∩ Isnn ; lo cual implica que I
sn+1

n+1 ⊆ Isnn .

Afirmación 5.3: Para toda n ∈ N ∪ {0}, diam(Isnn ) ≥ ε.

Razón: Sea m ∈ N∪ {0}. Tenemos que Ismm tiene una infinidad de términos de (ank)k≥0, aśı, podemos

encontrar una subsucesión (ankr )r≥0 de (ank)k≥0 tal que es una sucesión en Ismm y tal que converge a

a ∈ Ismm . Como (nkr)r≥0 es estrictamente creciente, existe r ∈ N ∪ {0} tal que nkr > m. Tenemos que

ankr está en I
inkr
nkr . Aplicando la Afirmación 2 nkr −m veces, llegamos a la conclusión de que I

inkr
nkr está

contenido en
⋃2m−1
i=0 Iim. Por la Afirmación 4, Ismm y H = (

⋃2m−1
i=0 Iim)− Ismm están mutuamente separados

y, por la conexidad de I
inkr
nkr , I

inkr
nkr ⊆ I

sm
m ó I

inkr
nkr ⊆ H. Pero tenemos que ankr ∈ I

inkr
nkr ∩I

sm
m , lo cual implica

que I
inkr
nkr ⊆ I

sm
m . Dado que diam(I

inkr
nkr ) ≥ ε, concluimos que diam(Ismm ) ≥ ε.

Procedemos a encontrar una contradicción. Por la Afirmación 5.2, J =
⋂
n≥0 I

sn
n = [a, b], donde

a = ĺım asnn y b = ĺım bsnn . Por la Afirmación 5.3, para cada n ∈ N ∪ {0}, bsnn − asnn ≥ ε. Como los ĺımites

son monótonos, b− a ≥ ε. Esto implica que b 6= a. Además, por la Afirmación 3, para toda n ∈ N ∪ {0},
asnn , b

sn
n ∈ ω(x, f) y, como ω(x, f) es un conjunto cerrado (Teorema 1.4.2 inciso (ii)), a, b ∈ ω(x, f). Por

la Proposición 3.0.7 inciso (v), para cada n ∈ N ∪ {0}, ω(fsn(x), f2n) ⊆ f sn(Xn). Dado que fsn(Xn)

es un intervalo, Isnn ⊆ fsn(Xn). Esto implica que para toda n ∈ N ∪ {0} existe sn ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal

que a, b ∈ J ⊆ fsn(Xn). Aśı, por el Lema 3.0.10, tenemos que a y b no son f -separables. Esto entra en
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contradicción con la hipótesis de que todo par de puntos distintos de ω(x, f) son f -separables. Con esto

probamos la Afirmación 5.

Fijemos ε > 0. Por la Afirmación 5, existe m ∈ N ∪ {0} tal que para toda i ∈ {0, . . . , 2m − 1},
diam(Iin) < ε

2 . Por la Afirmación 2, cada miembro de
{
Iim+1

}2m+1−1

i=0
tiene diámetro menor a ε, aśı, pode-

mos considerar a m ≥ 1.

Afirmación 6: Existe y ∈ I0
m un punto tal que f2m−1(y) = y, y para cada i ∈ {1, . . . , 2m − 1},

f i(y) ∈ Iim.

Razón: Sea i ∈ {1, . . . , 2m − 1}. Sabemos que f(ω(f i−1(x), f2m)) = ω(f i(x), f2m) (por el Teorema 1.4.2

inciso (v)), por lo tanto, existen u, v ∈ ω(f i−1(x), f2m) tales que f(v) = aim y f(u) = bim. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que u ≤ v. Entonces, dado que f([u, v]) es un intervalo, Iim ⊆ f([u, v]) ⊆ f(Ii−1
m ).

Además, por el Teorema 1.4.2 incisos (v) y (vi), f(ω(f2m−1(x), f2m)) = ω(f2m(x), f2m) = ω(x, f2m); por

lo tanto, existen u, v ∈ ω(f2m−1
(x), f2m) tales que f(v) = a0

m y f(u) = b0m. Sin pérdida de generalidad,

supongamos que u ≤ v. Dado que f([u, v]) es un intervalo, tenemos que I0
m ⊆ f([u, v]) ⊆ f(I2m−1

m ). En

resumen, para todo i {0, . . . , 2m − 1}, Ii+1
m ⊆ f(Iim), y I0

m ⊆ I2m−1
m ; aśı, por el Teorema 2.2.5, existe y ∈ I0

m

tal que f2m−1(y) = y y tal que para cada i ∈ {1, . . . , 2m − 1}, f i(y) ∈ Iim.

Como para cada i ∈ {1, . . . , 2m − 1}, f i es uniformemente continua, existe δi = δi(
ε
2) > 0 dada para la

continuidad uniforme de f i. Definimos a δ = mı́n
{
δi,

ε
2 | i ∈ {1, . . . , 2

m − 1}
}

, la cual resulta ser positiva.

Afirmación 7: Existe N ∈ N ∪ {0} tal que para toda k ≥ N existe zk ∈ ω(x, f2m) tal que

| fk2m(x)− zk |≤ δ.

Razón: Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que para toda N ∈ N ∪ {0} existe kN ≥ N

tal que para toda z ∈ ω(x, f2m) se tiene que | fkN2m(x)− z |≥ δ. Por lo supuesto, existe s0 = k0 ≥ 0 tal

que | fs02m(x) − z |≥ δ. Supongamos definida sN . Aśı, existe sN+1 = ksN+1 ≥ sN + 1 tal que para todo

z ∈ ω(x, f2m) se tiene que | fsN+12m(x)−z |≥ δ. Con esto, hemos formado una subsucesión (fsN2m(x))N≥0

de (fs2
m

(x))s≥0 tal que para toda N ∈ N∪{0} y para toda z ∈ ω(x, f2m) se tiene que | fsN2m(x)−z |≥ δ.
Como I es un espacio compacto, (fsN2m(x))N≥0 tiene una subsucesión convergente a un punto p ∈ I. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que (f sN2m(x))N≥0 converge a p. Como (f sN2m(x))N≥0 es subsuce-

sión de (f s2
m

(x))s≥0, tenemos que p ∈ ω(x, f2m). Aśı, existe un entero N0 tal que | fsN0
2m(x) − p |< δ.

Esto es una contradicción, ya que por construcción | f sN0
2m(x)− p |≥ δ.

Afirmación 8: Para todo k ≥ N y para todo i ∈ {0, . . . , 2m − 1}, | f i(y)− f i(zk) |≤ ε
2 .

Razón: Sea k ≥ N y sea i ∈ {0, . . . , 2m − 1}. Como zk ∈ ω(x, f2m), por el Teorema 1.4.2 inciso (vi),
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f i(zk) ∈ ω(f i(x), f2m) ⊆ Iim. Por la Afirmación 6, f i(y) ∈ Iim y, como diam(Iim) < ε
2 , | f i(y)−f i(zk) |< ε

2 .

Sea k ≥ N y sea i ∈ {0, . . . , 2m − 1}. Por la desigualdad del triángulo, tenemos que

| fk2m+i(x)− fk2m+i(y) |≤| fk2m(f i(x))− f i(zk) | + | f i(zk)− fk2m(f i(y)) | .

Por la Afirmación 7, | fk2m(x)− zk |≤ δ ≤ ε
2 ; en consecuencia, por la continuidad uniforme de f i,

| fk2m+i(x)− fk2m+i(y) |< ε

2
+ | (f i(zk))− fk2m(f i(y)) | .

Además, por la Afirmación 6, fk2m(f i(y)) = f i(fk2m(y)) = f i(y), entonces, por la Afirmación 8,

| fk2m+i(x)− fk2m+i(y) |< ε

2
+
ε

2
= ε.

Esto implica que para toda n ≥ N2m, | fn(x)− fn(y) |< ε. En otras palabras,

ĺım sup | fn(x)− fn(y) |≤ ε.

Por definición, concluimos que x es aproximadamente periódico. �

Ahora, vamos a dar la definición de que un sistema dinámico sea caótico en el sentido de Li-Yorke.

Definición 3.0.21. Sean X un espacio métrico compacto y (X, f) un sistema dinámico. Decimos que

(X, f) es Li-Yorke caótico si y sólo si existe S ⊆ X no numerable tal que es un conjunto revuelto de f .

Teorema 3.0.22. Sea (I, f) un un sistema dinámico tal que h(f) = 0. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) (I, f) es Li-Yorke caótico.

(ii) Existe x ∈ I tal que no es aproximadamente periódico para f .

(iii) Existe un omega conjunto ĺımite infinito de f tal que tiene un par de puntos distintos que no son

f -separables.

(iv) Existe δ > 0 y existe C ⊆ I conjunto de Cantor tales que C es un conjunto δ-revuelto de f .

Demostración:

(i) ⇒ (ii) Por contrapuesta. Supongamos que todos los puntos en I son aproximadamente periódicos.

Aśı, si tomamos x, y ∈ I, por el Lema 1.4.6, tenemos que

ĺım
n−→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 o ĺım inf d(fn(x), fn(y)) > 0.

En cualquier caso, tenemos que x y y no forman un par de Li-Yorke. Como fueron dos puntos arbitrarios,

tenemos que f no puede tener un conjunto no numerable que sea revuelto; por lo tanto, (I, f) no es
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Li-Yorke caótico.

(ii) ⇒ (iii) Por contrapuesta. Supongamos que todo omega conjunto ĺımite infinito de f tiene sola-

mente pares de puntos distintos que son f -separables. Aśı, aplicando la Proposición 3.0.20, tenemos que

todos los puntos de I son aproximadamente periódicos.

(iii)⇒ (iv) Supongamos que existe un x ∈ I tal que ω(x, f) es infinito y tal que tiene un par de puntos

distintos a0 y a1 tales que no son f -separables. Por el Lema 3.0.10, tenemos que para toda n ∈ N existe

in ∈ {0, . . . , 2n − 1} tal que a0, a1 ∈ f in(Xn), donde (Xn)n≥0 es la sucesión de intervalos dada por la Pro-

posición 3.0.7 para ω(x, f). Por la Proposición 3.0.7 inciso (iv), para toda n ≥ 0, ω(x, f) ⊆
⋃2n−1
i=0 f i(Xn).

Tomando x0 = x1 = x, podemos aplicar el Lema 3.0.19, con lo cual aseguramos las existencias de una

δ > 0 y de un conjunto de Cantor C ⊆ I tales que C es un conjunto δ-revuelto de f .

(iv)⇒ (i) Si suponemos (iv), el conjunto de Cantor C es un conjunto δ-revuelto que es no numerable,

aśı, (I, f) es Li-Yorke caótico. �

Ahora, estamos listos para demostrar el teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 3.0.23. Sea J ⊆ R un intervalo cerrado y sea f : J −→ J una función continua tal que

h (f) = 0. Si f tiene un par de Li-Yorke, entonces existe una δ > 0 y existe C ⊆ J un conjunto de Cantor

tales que C es un conjunto δ-revuelto para f .

Demostración:

Sean x y y dos puntos en I que forman un par de Li-Yorke. Si ambos puntos son aproximadamente

periódicos para f , entonces, por el Lema 1.4.6,

ĺım
n−→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 o ĺım inf d(fn(x), fn(y)) > 0.

Lo cual, en cualquiera de los casos nos dice que x y y no son un par revuelto. Aśı, alguno de los dos no

es aproximadamente periódico para f . Por el Teorema 3.0.22 equivalencia (ii)-(iv), existe δ > 0 y existe

un conjunto de Cantor C ⊆ I tales que C es un conjunto δ-revuelto de f . �



Caṕıtulo 4

Conjunto de Cantor δ-revuelto II

En este caṕıtulo, de nuevo estudiaremos sistemas dinámicos (I, f) de tal manera que I es un intervalo

compacto con la métrica usual heredada de R. El objetivo de este caṕıtulo es probar que dada una función

f : I −→ I continua, es suficiente que tenga un par de Li-Yorke para que tenga un conjunto de Cantor

δ-revuelto.

Para probar este resultado, veremos qué pasa con los sistemas dinámicos para los cuales la entroṕıa

topológica de la función es positiva. Comenzaremos recordando la definición de la función corrimiento,

σ : Σ −→ Σ dada por σ((a0, a1, a2, a3, . . .)) = (a1, a2, a3, . . .). Dicha función es, claramente, suprayectiva.

Veamos que es continua. Sea a = (an)n≥0 ∈ Σ y sea ε > 0. Sabemos que existe N ∈ N tal que 1
2N

< ε,

aśı, proponemos que δ = 1
2N+2 . Sea b ∈ Σ tal que dΣ(a, b) < δ. Por el Lema 3.0.16, las primeras N + 2

coordenadas de a y b son iguales. Esto implica, por la definición de σ, que las primeras N + 1 entradas de

σ(a) y σ(b) son iguales. De nuevo, por el lema 3.0.16, dΣ(σ(a), σ(b)) ≤ 1
2N

< ε. Con esto probamos que σ

es continua en a y, dado que a fue arbitrario, se sigue que σ es continua.

Teorema 4.0.1. Sea (I, f) un sistema dinámico. Si f tiene una herradura estricta, digamos {J0, J1},
entonces existen Y ⊆ I compacto, g : Y −→ Σ función, F ⊆ Y a lo más numerable, A ⊆ Σ y una familia

de subintervalos de I cerrados y no degenerados
{
J(a0,...,an−1)

}
(n,(a0,...,an−1))∈N×{0,1}n tales que cumplen

las siguientes condiciones:

(i) g : Y −→ Σ es continua y suprayectiva tal que

Y
f|Y //

g

��

Y

g

��
Σ σ

// Σ

conmuta, es decir, g ◦ f|Y = σ ◦ g, donde σ es la función corrimiento;

(ii) g|Y−F : Y − F −→ Σ−A es una biyección;

(iii) g|F : F −→ A es dos a uno;

89
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(iv) para cada n ∈ N y para todo (a0, . . . , an−1) , (b0, . . . , bn−1) ∈ {0, 1}n, J(a0,...,an−1) ∩ J(b0,...,bn−1) = ∅,
si (a0, . . . , an−1) 6= (b0, . . . , bn−1);

(v) para cada n ∈ N, con n ≥ 2, y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n, J(a0,...,an−1) ⊆ J(a0,...,an−2);

(vi) para cada n ∈ N, con n ≥ 2, y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n, f
(
J(a0,...,an−1)

)
= J(a1,...,an−1);

(vii) para todo n ∈ N y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n,

{x ∈ Y | g(x) comienza con a0, . . . , an−1} = Y ∩ J(a0,...,an−1), y

(viii) para toda (an)n≥0 ∈ Σ− g(F ), ĺım
n→∞

diam
(
J(a0,...,an−1)

)
= 0.

Demostración:

Dado que f tiene una herradura estricta {J0, J1}, por la Proposición 2.2.7, existe una familia de inter-

valos cerrados no degenerados, {
J(a0,...,an−1)

}
(n,(a0,...,an−1))∈N×{0,1}n

tal que cumple las siguientes condiciones:

(i) para cada n ∈ N y para todo (a0, . . . , an−1) , (b0, . . . , bn−1) ∈ {0, 1}n, J(a0,...,an−1) ∩ J(b0,...,bn−1) = ∅,
si (a0, . . . , an−1) 6= (b0, . . . , bn−1);

(ii) para cada n ∈ N, con n ≥ 2, y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n, J(a0,...,an−1) ⊆ J(a0,...,an−2);

(iii) para cada n ∈ N, con n ≥ 2, y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n, f
(
J(a0,...,an−1)

)
= J(a1,...,an−1); y

(iv) para cada n ∈ N, con n ≥ 2, y para todo (a0, . . . , an−1) ∈ {0, 1}n, f
(
FrR

(
J(a0,...,an−1)

))
=

FrR
(
J(a1,...,an−1)

)
.

Para todo b = (bn)n≥0 ∈ Σ, definimos Jb =
⋂∞
n=1 J(b0,...,bn−1). Tenemos que Jb es un intervalo cerrado

no vaćıo, ya que es una intersección de intervalos cerrados no vaćıos y anidados. Sean b, c ∈ Σ tales que

b 6= c. Aśı, existe k ∈ N ∪ {0} tal que bk 6= ck y, por lo tanto, (b0, . . . , bk) 6= (c0, . . . , ck). Por el inciso (i),

J(b0,...,bk) ∩ J(c0,...,ck) = ∅; y como Jc ⊆ J(c0,...,ck) y Jb ⊆ J(b0,...,bk), entonces, Jb ∩ Jc = ∅. Es decir,

para todo b, c ∈ Σ, con b 6= c, Jb ∩ Jc = ∅. (4.1)

Sea

Y0 =
⋂
n≥1

⋃
(b0,...,bn−1)∈{0,1}n

J(b0,...,bn−1),

y sea

Y = Y0 −
⋃
b∈Σ

IntR (Jb).
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Tenemos que para cada n ∈ N,
⋃

(b0,...,bn−1)∈{0,1}n J(b0,...,bn−1) es un conjunto cerrado, por ser unión finita

de cerrados; aśı, Y0 es un cerrado, por ser intersección de conjuntos cerrados. Ahora,
⋃
b∈Σ IntR (Jb)

es un conjunto abierto, por ser unión de conjuntos abiertos. De este modo, su complemento Y =

Y0−
⋃
b∈Σ IntR (Jb) = Y0 ∩

(
I −

⋃
b∈Σ IntR (Jb)

)
es un conjunto cerrado, por ser intersección de cerrados.

Afirmamos que

Y0 =
⋃
b∈Σ

Jb.

Sea y ∈ Y0. Tenemos que y ∈
⋃

(b0)∈{0,1} J(b0); aśı, existe c0 ∈ {0, 1} tal que y ∈ J(c0). Supongamos que

están definidos c0, . . . , ck ∈ {0, 1} tales que y ∈ J(c0) ∩ . . . ∩ J(c0,...,ck). Como y ∈ Y0, se sigue que y ∈⋃
(b0,...,bk+1)∈{0,1}k+2 J(b0,...,bk+1). De esta forma, existe (d0, . . . , dk+1) ∈ {0, 1}k+2 tal que y ∈ J(d0,...,dk+1).

Por el inciso (ii), J(d0,...,dk+1) ⊆ J(d0,...,dk), entonces y ∈ J(d0,...,dk), es decir, y ∈ J(d0,...,dk)∩J(c0,...,ck). Por el

inciso (i), se sigue que (c0, . . . , ck) = (d0, . . . , dk). Aśı, definamos ck+1 = dk+1. Por lo tanto, encontramos

una sucesión c = (cn)n≥0 ∈ Σ tal que para toda n ∈ N, y ∈ J(c0,...,cn−1), es decir, y ∈ Jc. Concluimos

que y ∈
⋃
b∈Σ Jb, con lo cual Y0 ⊆

⋃
b∈Σ Jb. Ahora, sea y ∈

⋃
b∈Σ Jb, resulta que existe c ∈ Σ tal que

y ∈ Jc =
⋂
n≥1 J(c0,...,cn−1), es decir, para toda n ∈ N, y ∈ J(c0,...,cn−1). Esto implica que para toda n ∈ N,

y ∈
⋃

(b0,...,bn−1)∈{0,1}n J(b0,...,bn−1) y, por lo tanto, y ∈ Y0, obteniendo que
⋃
b∈Σ Jb ⊆ Y0.

Ahora, por (4.1) y ya que Y0 =
⋃
b∈Σ Jb, Y0 es una unión ajena; con lo cual deducimos que Y =⋃

b∈Σ (Jb − IntR (Jb)) =
⋃
b∈Σ FrR (Jb) también es una unión ajena.

Sea g : Y −→ Σ dada por g (x) = b, si x ∈ Jb. Notemos que g está bien definida ya que para toda

x ∈ Y existe b ∈ Σ tal que x ∈ Jb. Por (4.1), si c ∈ Σ satisface que c 6= b, entonces Jc ∩ Jb = ∅; lo

que quiere decir que x /∈ Jc. Aśı, g le relaciona a x una y sólo una sucesión, que en este caso es b. Sea

b ∈ Σ. Como Jb 6= ∅, existe x ∈ Jb y, en consecuencia, g(x) = b, concluyendo que g es suprayectiva.

Veamos que g es continua. Sea x ∈ Y y sea ε > 0. Sea n ∈ N tal que 1
2n < ε. Sea d ∈ Σ tal que x ∈ Jd.

Con esto g(x) = d. Dado que F =
{
J(b0,...,bn)

}
(b0,...,bn)∈{0,1}n+1 es una familia finita, podemos considerar

el mı́nimo de las distancias que hay entre sus miembros, digamos δ∗. Por el inciso (i), tenemos que F

es una familia de conjuntos compactos que son ajenos dos a dos, aśı que δ∗ > 0. Sea y ∈ Y tal que

| y − x |< δ∗. Sea r ∈ Σ tal que y ∈ Jr. Debido a esto g(y) = r. Si y /∈ J(d0,...,dn), entonces y ∈ J(r0,...,rn),

donde (d0, . . . , dn) 6= (r0, . . . , rn). Aśı, δ∗ >| y − x |≥ dist
(
J(d0,...,dn), J(r0,...,rn)

)
≥ δ∗; lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, y ∈ J(d0,...,dn). Por el inciso (i), esto implica que (d0, . . . , dn) = (r0, . . . , rn). Se

sigue, por el Lema 3.0.16, que dΣ (g(y), g(x)) = dΣ (r, d) ≤ 1
2n < ε. Con esto se demuestra que g es continua.

Veamos que g ◦ f|Y = σ ◦ g. Para ello, probaremos un par de cosas:

(1) Para todo a ∈ Σ, f (FrR (Ja)) = FrR
(
Jσ(a)

)
.
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Razón: Sean a = (an)n≥0 ∈ Σ y x ∈ FrR (Ja). Como Ja es intersección de intervalos cerrados anidados,

existe una sucesión (xn)n≥1 tal que ĺım
n→∞

xn = x y tal que para toda n ∈ N, xn ∈ FrR
(
J(a0,...,an−1)

)
.

Ahora, por (iv), para toda n ∈ N, f(xn) ∈ FrR
(
J(a1,...,an−1)

)
. Aśı, hay una cantidad infinita de puntos

de (f(xn))n≥1 tales que son mı́nimos o son máximos de los intervalos que los tienen, respectivamente.

De este modo, existe una sucesión estrictamente creciente de naturales (nk)k≥1 tal que para todo k ∈ N,

f(xnk) = mı́n J(a1,...,ank−1), ó para todo k ∈ N, f(xnk) = máxJ(a1,...,ank−1). Como ĺım
n→∞

xn = x, resulta

que ĺım
k→∞

xnk = x; aśı, por continuidad, ĺım
k→∞

f(xnk) = f(x). Al ser Jσ(a) una intersección de intervalos

cerrados anidados, ĺım
n→∞

mı́n J(a1,...,an−1) ∈ FrR
(
Jσ(a)

)
y ĺım
n→∞

máx J(a1,...,an−1) ∈ FrR
(
Jσ(a)

)
. Se sigue que

f(x) = ĺım
k→∞

f(xnk) = ĺım
k→∞

máx J(a1,...,ank−1) ∈ FrR
(
Jσ(a)

)
o bien, que

f(x) = ĺım
k→∞

f(xnk) = ĺım
k→∞

mı́n J(a1,...,ank−1) ∈ FrR
(
Jσ(a)

)
.

Con esto tenemos que f (FrR (Ja)) ⊆ FrR
(
Jσ(a)

)
. Ahora, sea y ∈ FrR

(
Jσ(a)

)
. Como Jσ(a) es una in-

tersección de intervalos cerrados y anidados, existe una sucesión (yn)n≥1 tal que para todo n ∈ N, yn ∈
FrR

(
J(a1,...,an−1)

)
, y tal que ĺım

n−→∞
yn = y. Por (iv), para todo n ∈ N existe xn ∈ FrR

(
J(a0),...,an−1

)
tal que

f(xn) = yn. Aśı, hay una infinidad de términos de (xn)n≥1 tales que para toda n ∈ N, xn = mı́n J(a0,...,an−1),

ó para toda n ∈ N, xn = mı́n J(a0,...,an−1). Con esto, podemos formar una sucesión (xnk)k≥1, que sea sub-

sucesión de (xn)n≥1, tal que para todo k ∈ N, xnk = mı́n J(a0,...,ank−1), ó tal que para todo k ∈ N,

xnk = máx J(a0,...,ank−1). Tenemos que Ja es una intersección de intervalos cerrados anidados, consecuen-

temente x = ĺım
n→∞

xn ∈ FrR (Ja); implicando que ĺım
k→∞

f(xnk) = f(x). Ahora, ĺım
k→∞

f(xnk) = ĺım
k→∞

ynk = y

y, por la unicidad del ĺımite, f(x) = y. Con esto, y ∈ f (FrR (Ja)), es decir, FrR
(
Jσ(a)

)
⊆ f (FrR (Ja)).

(2) f (Y ) = Y .

Razón: Sea x ∈
⋃
a∈Σ FrR

(
Jσ(a)

)
. Tenemos que existe a ∈ Σ tal que x ∈ FrR

(
Jσ(a)

)
. Como σ(a) ∈ Σ,

x ∈
⋃
a∈Σ FrR (Ja). Ahora, sea x ∈

⋃
a∈Σ FrR (Ja). Entonces existe a = (an)n≥0 ∈ Σ tal que x ∈

FrR (Ja). Podemos definir c = (0, a0, a1, . . .). Aśı, σ(c) = a; con lo cual x ∈ FrR
(
Jσ(c)

)
, es decir, x ∈⋃

a∈Σ FrR
(
Jσ(a)

)
. Esto demuestra que

⋃
a∈Σ FrR

(
Jσ(a)

)
=
⋃
a∈Σ FrR (Ja). Aśı, tenemos que

f(Y ) = f(
⋃
a∈Σ

FrR (Ja))

=
⋃
a∈Σ

f (FrR (Ja))

=
⋃
a∈Σ

FrR
(
Jσ(a)

)
(Por (1))

=
⋃
a∈Σ

FrR (Ja)

(⋃
a∈Σ

FrR
(
Jσ(a)

)
=
⋃
a∈Σ

FrR (Ja)

)
= Y.
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Corroboremos que g ◦ f|Y = σ ◦ g. Dado x ∈ Y , por (4.1), existe a ∈ Σ tal que x ∈ FrR (Ja). Por (1),

f(x) ∈ FrR
(
Jσ(a)

)
. Esto implica que g(f(x)) = σ(a) = σ(g(x)), es decir, que el diagrama

Y
f|Y //

g

��

Y

g

��
Σ σ

// Σ

es conmutativo.

Sea b = (bs)s≥0 ∈ Σ y sea n ∈ N. Afirmamos que

H = {x ∈ Y | g(x) comienza con b0, . . . , bn−1} = Y ∩ J(b0,...,bn−1).

Sea x ∈ H. Por definición de H, x ∈ Y y g(x) comienza con b0, . . . , bn−1. Consecuentemente, por

definición de Jg(x), x ∈ Jg(x) ⊆ J(b0,...,bn−1). Esto implica que x ∈ Y ∩ J(b0,...,bn−1); con lo cual tene-

mos una contención. Ahora, sea x ∈ Y ∩ J(b0,...,bn−1). Como x ∈ Y , existe c ∈ Σ tal que x ∈ Jc.

Por definición de Jc, tenemos que x ∈ Jc ⊆ J(c0,...,cn−1). Si (b0, . . . , bn−1) 6= (c0, . . . , cn−1), entonces,

por (i), J(b0,...,bn−1) ∩ J(c0,...,cn−1) = ∅; lo cual no puede ser, ya que x ∈ J(b0,...,bn−1) ∩ J(c0,...,cn−1). Aśı,

(b0, . . . , bn−1) = (c0, . . . , cn−1). Como g(x) = c y c comienza con (c0, . . . , cn−1) = (b0, . . . , bn−1), tenemos

que x ∈ H.

Observemos que el conjunto A = {b ∈ Σ | Jb es no degenerado} es a lo más numerable, ya que si no

lo fuera, por (4.1), tendŕıamos una cantidad no numerable de intervalos no degenerados ajenos dos a dos.

Por la densidad de los números racionales, en cada uno de estos intervalos podemos encontrar un número

racional y, dado que los intervalos son ajenos dos a dos, tenemos que todos los racionales que encontramos

son distintos entre śı, es decir, tendŕıamos una cantidad no numerable de números racionales. Lo anterior

es contradictorio con el hecho de que los números racionales son numerables.

Ahora, tenemos que para cada c ∈ A, el intervalo Jc no es degenerado. Aśı, si definimos el conjunto

F = g−1(A) = {x ∈ Y | g(x) ∈ A}, entonces tenemos que por cada elemento c ∈ A existen exactamente

dos elementos xc, yc ∈ F tales que g(xc) = g(yc) = c. Además, dado que A es a lo más numerable, F

también lo es. Por otro lado, sea c ∈ Σ − A. Por definición de A, Jc es degenerado. Sea {x} = Jc. Por

definición de g, existe uno y sólo un punto, a decir x, en Y tal que g(x) = c. Como g(x) /∈ A, resulta

que x /∈ F . Aśı, para cada c ∈ Σ− A existe uno y sólo un punto xc ∈ Y − F tal que g(xc) = c. Es decir,

gY−F : Y − F −→ Σ−A es una biyección.

Para finalizar la prueba del teorema, sea b = (bn)n≥0 ∈ Σ−g(F ). Como g es suprayectiva, g(g−1(A)) =

A. Se sigue que b ∈ Σ−g(F ) = Σ−g(g−1(A)) = Σ−A; esto implica que Jb es degenerado. Como Jb es una

intersección de intervalos anidados, tenemos que ĺım
n→∞

mı́n J(b0,...,bn−1) = mı́n Jb y ĺım
n→∞

máx J(b0,...,bn−1) =
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máx Jb. Dado que Jb es degenerado, ĺım
n→∞

máx J(b0,...,bn−1) = máxJb = mı́nJb = ĺım
n→∞

mı́n J(b0,...,bn−1) y,

como ĺım
n→∞

diam(J(b0,...,bn−1)) = ĺım
n→∞

máx J(b0,...,bn−1) − ĺım mı́nJ(b0,...,bn−1), tenemos que

ĺım
n→∞

diam(J(b0,...,bn−1)) = 0.

�

Vamos a probar que en los sistemas dinámicos donde el espacio es un intervalo compacto, el hecho

de que la entroṕıa topológica de la función sea positiva, nos implica la existencia de una δ > 0 y de un

conjunto de Cantor que es δ-revuelto para f .

Teorema 4.0.2. Sea (I, f) un sistema dinámico. Si h(f) > 0, entonces existe una δ > 0 y existe C ⊂ I

un conjunto de Cantor tales que C es un conjunto δ − revuelto.

Demostración:

Por el Teorema 2.3.9, existen r,m ∈ N tales que r > 1, 1
r logm ≥ h(f)

2 y tales que f r tiene una m-

herradura estricta, con m ≥ 2. De la m-herradura estricta, podemos tomar los intervalos con la distancia

más grande entre ellos, digamos J0 y J1. Por definición de m-herradura estricta, tenemos que {J0, J1}
es una herradura estricta. Aśı, t = f r cumple las hipótesis del Teorema 4.0.1, por lo que existen Y ⊆ I

compacto, g : Y −→ Σ función, F ⊆ Y a lo más numerable, A ⊆ Σ y una familia de intervalos cerrados

no degenerados
{
J(a0,...,an−1)

}
(n,(a0,...,an−1))∈N×{0,1}n tales que cumplen de (i) a (viii) para t.

Ahora, sea b = (bn)n≥0 ∈ Σ− g(F ). Definimos wb : Σ −→ Σ como

wb

(
(cn)k≥0

)
= (b0, c0, b0, b1, c0, c1, b0, b1, b2, c0, c1, c2, . . . , b0, . . . , bn−1, c0, . . . , cn−1, . . .).

Sean (an)n≥0, (cn)n≥0 ∈ Σ tales que (an)n≥0 6= (cn)n≥0. Aśı, existe p ∈ N∪ {0} tal que ap 6= cp. Dado que

ap y cp tienen las mismas coordenadas en sus respectivas sucesiones y, por la definición de wb, se sigue

que ap y cp aparecen en las mismas coordenadas de wb((an)n≥0) y de wb((cn)n≥0), respectivamente; y

como ap 6= cp, entonces wb((an)n≥0) 6= wb((cn)n≥0). Por lo tanto, wb es inyectiva. Veamos que es continua.

Sean a ∈ Σ y ε > 0. Sea n ∈ N tal que 1
2n < ε y sea δ∗ = 1

2n . Si c ∈ Σ es tal que dΣ(c, a) < δ∗,

por el Lema 3.0.16, tenemos que las primeras n coordenadas de c y de a son iguales. Esto implica, por

definición de wb, que al menos las primeras n+1 coordenadas de wb(a) y wb(c) son iguales y, por lo tanto,

dΣ(wb(a), wb(c)) ≤ 1
2n < ε. Aśı, wb es continua.

Para todo c ∈ Σ tenemos que wb(c) ∈ Σ. De aqúı, tenemos dos opciones:

(1) Si wb(c) ∈ A, por (iii), entonces existen exactamente dos puntos xw(c), yw(c) ∈ F tales que g(ywb(c)) =

g(xwb(c)) = wb(c). Tomemos como el menor de éstos a xwb(c) y formemos el conjunto que tiene a los

números ywb(c), digamos G =
{
ywb(c) ∈ F | c ∈ Σ

}
.

(2) Si resulta que wb(c) /∈ A, por (i), existe un único xwb(c) ∈ Y − F tal que g(xwb(c)) = wb(c).
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Aśı, reunamos en un conjunto a los números menores xwb(c) de la primera opción y a los puntos xwb(c)

que se encontraron en la segunda opción. Sea T =
{
xwb(c) ∈ Y | c ∈ Σ

}
dicho conjunto.

Afirmación: T = g−1 (wb (Σ))−G.

Razón: Sea xwb(c) ∈ T , con c ∈ Σ. Por construcción, notemos que g(xwb(c)) = wb(c) ∈ wb(Σ); impli-

cando que xwb(c) ∈ g
−1 (wb (Σ)). Además, T no tiene elementos de G, por lo que xwb(c) ∈ g

−1 (w (σ))−G.

Sea y ∈ g−1 (wb (Σ))−G. Entonces g(y) ∈ wb(Σ), se sigue que existe c ∈ Σ tal que g(y) = wb(c). Si resulta

que wb(c) /∈ A, entonces y es uno de los puntos de la opción (2), es decir, y ∈ T . Si pasa que wb(c) ∈ A,

entonces nos encontramos ahora en la opción (1), pero por construcción de T y dado que y /∈ G, y ∈ T .

Afirmación: T es no numerable.

Razón: Sabemos que Σ es no numerable y, dado que wb es inyectiva, entonces wb(Σ) es no numerable;

como g es suprayectiva, se sigue que g−1 (wb (Σ)) es no numerable. Como G es a lo más numerable, en-

tonces g−1 (wb (Σ))−G es no numerable.

Sea δ = dist(J0, J1), la cual es positiva ya que J0 y J1 son ajenos, no vaćıos y compactos.

Afirmación: T es δ-revuelto para t.

Razón: Sean xwb(c), xwb(a) ∈ T puntos distintos, donde c, a ∈ Σ. Como xwb(c), xwb(a) son distintos y

wb es una función, c 6= a. Por lo tanto, existe j ∈ N ∪ {0} tal que aj 6= cj . Por la definición de wb, hay

una cantidad infinita de coordenadas de wb(a) y de wb(c) en las que coinciden los valores bj y cj , es decir,

para todo s ∈ N ∪ {0} existe ks > s tal que las ks + 1-ésimas coordenadas de wb(a) y wb(c) son bj y

cj , respectivamente. Con esto, podemos asegurar la existencia de una sucesión de naturales estrictamente

creciente (ks)s≥0 tal que las ks + 1-ésimas coordenadas de wb(a) y wb(c) son bj y cj , respectivamente. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que aj = 0 y que cj = 1. Tenemos que para cada s ∈ N ∪ {0}, por

(iii),

tks
(
J(wb(c)0,...,wb(c)ks−1,cj)

)
⊆ Jcj = J1

y

tks
(
J(wb(a)0,...,wb(a)ks−1,aj)

)
⊆ Jaj = J0.

Por definición de Jwb(a) y Jwb(c), tenemos que xwb(a) ∈ Jwb(a) ⊆ J(wb(a)0,...,wb(a)ks−1,aj) y xwb(c) ∈ Jwb(c) ⊆
J(wb(c)0,...,wb(c)ks−1,cj); en consecuencia, tks(xwb(a)) ∈ J0 y tks(xwb(c)) ∈ J1. Dado que δ es la distancia

entre J0 y J1, | tks(xwb(a)) − tks(xwb(c)) |≥ δ. Como las sucesiones (tks(xwb(a)))s≥0 y (tks(xwb(c)))s≥0 son

subsucesiones de las trayectorias de xwb(a) y de xwb(c) bajo t, respectivamente, obtenemos que

ĺım sup | tn(xwb(a))− tn(xwb(c)) |≥ δ.
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Para dar una mejor descripción de lo que sigue en la prueba, definamos algo más. Dado c ∈ Σ, sabe-

mos que existe una cantidad infinita de coordenadas de wb(c) que son iguales a b0. Aśı, para cada n ∈ N
diremos que b0, . . . , bn−1 es el n-ésimo bloque de wb(c) si y sólo si es la n-ésima aparición de b0 en wb(c).

De nuevo, sean xwb(a), wb(c) ∈ T , con c, a ∈ Σ. Vamos a definir una sucesión de números enteros no

negativos de la siguiente manera: como b0 está en la primera coordenada de wb(a) y wb(c), definimos

m1 = 0. Aśı, σm1(wb(c)) y σm1(wb(a)) comienzan con b0. Supongamos que está definido mk ∈ N ∪ {0},
donde k ∈ N, de tal manera que σmk(wb(c)) y σmk(wb(a)) comienzan con el k-ésimo bloque de wb(a) y

wb(c). Notemos que el k-ésimo bloque de wb(a) y wb(c) es b0, . . . , bk−1. Sabemos, por definición de wb, que

las coordenadas siguientes a bk−1 en wb(a) y wb(c) son c0, . . . , ck−1, b0, . . . , bk y a0, . . . , ak−1, bk, . . . , bk,

respectivamente. Aśı, tomamos mk+1 = mk + 2k. Entonces

σmk+1(wb(c)) = σ2k((b0, . . . , bk−1, c0, . . . , ck−1, b0, . . . , bk, . . .)) = (b0, . . . , bk, . . .)

y que

σmk+1(wb(a)) = σ2k((b0, . . . , bk−1, a0, . . . , ak−1, b0, . . . , bk, . . .)) = (b0, . . . , bk, . . .).

Aśı, hemos definido una sucesión de enteros no negativos (mk)k≥1 estrictamente creciente tal que para

todo k ∈ N, σmk(wb(c)) y σmk(wb(a)) comienzan con b0, . . . , bk−1. Dado que g ◦ t|Y = σ ◦ g, tenemos que

para toda k ∈ N,

σmk(wb(a)) = σmk(g(xwb(a))) = g(tmk|Y (xwb(a))) = g(tmk(xwb(a)))

y

σmk(wb(c)) = σmk(g(xwb(c))) = g(tmk|Y (xwb(c))) = g(tmk(xwb(c))).

Esto que implica que g(tmk(xwb(c))) y g(tmk(xwb(a))) comienzan con b0, . . . , bk−1. Aśı,

tmk(xwb(a)), t
mk(xwb(a)) ∈ {x ∈ Y | g(x) comienza con b0, . . . , bk−1} .

Por (vii), para cada k ∈ N,

{x ∈ Y | g(x) comienza con b0, . . . , bk−1} = Y ∩ J(b0,...,bk−1) ⊆ J(b0,...,bk−1).

Ahora, dado que b ∈ Σ− g(F ), por (viii), ĺım
k→∞

diam
(
J(b0,...,bk−1)

)
= 0. De esta forma,

ĺım
k→∞

diam ({x ∈ Y | g(x) comienza con b0, . . . , bk−1}) = 0

y, como

| tmk(xwb(a))− tmk(xwb(a)) |≤ diam ({x ∈ Y | g(x) comienza con b0, . . . , bk−1}) ,

resulta que

ĺım
k→∞

| tmk(xwb(a))− tmk(xwb(a)) |= 0.
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Esto implica que

ĺım inf | tm(xwb(a))− tm(xwb(a)) |= 0.

Con esto terminamos de probar la afirmación.

Para finalizar con la prueba del teorema, como Σ es compacto y wb es continua, wb(Σ) es compacto

y, por lo tanto, w(Σ) es cerrado. Dado que g es continua, entonces, g−1(wb(Σ)) es un conjunto cerrado

en Y ; y como Y es cerrado en I, entonces, g−1(wb(Σ)) es cerrada en I. Aśı, g−1(wb(Σ)) es un Boreliano

de I. Como G es a lo más numerable, G también es un Boreliano de I. Como T = g−1(wb(Σ)) − G =

g−1(wb(Σ))∩(I−G), resulta que es un Boreliano de I, que además, es no numerable. Como I es separable

y completamente metrizable, entonces, por el Teorema 3.0.18, existe C ⊆ T un conjunto de Cantor. Dado

que T es δ-revuelto para t, entonces, C también es δ-revuelto para t. Ahora, por la Proposición 1.3.2

inciso (iv), tenemos que C es un conjunto de Cantor δ-revuelto para f . �

Teorema 4.0.3. Sea (I, f) un sistema dinámico. Si I tiene un par de Li-Yorke de f , entonces existe una

δ > 0 y un conjunto de cantor C ⊆ I tal que C es un conjunto δ-revuelto de f .

Demostración:

Supongamos que tenemos un sistema dinámico (I, f) tal que existen x, y ∈ I que forman un par de

Li-Yorke de f . Si h(f) > 0, por el Teorema 4.0.2, tenemos que existe δ > 0 y existe un Cantor C ⊆ I tal

que C es δ-revuelto para f . Si h(f) = 0, como x y y forman un par de Li-Yorke para f , entonces, por el

Teorema 3.0.23, existe δ > 0 y existe un Cantor C ⊆ I tal que C es δ-revuelto para f . Con esto, tenemos

la prueba del teorema. �

Antes de seguir al siguiente caṕıtulo, debemos mencionar un par de cosas más.

Definición 4.0.4. Un arco es un espacio topológico que es homeomorfo a [0, 1] con la topoloǵıa usual.

Una prueba de la siguiente caracterización de conjunto de Cantor puede ser encontrada en la página

217 de [28].

Teorema 4.0.5. El conjunto de Cantor (con la métrica usual) es el único espacio métrico que es totalmente

disconexo, perfecto y compacto, salvo homeomorfismos.

Teorema 4.0.6. Sea (A, f) un sistema dinámico, donde A es un arco. Si A tiene un par de Li-Yorke para

f , entonces existe una δ > 0 y existe un conjunto de Cantor C ⊆ A tales que C es δ-revuelto para f .

Demostración:

Sean x, y ∈ A un par revuelto de f , es decir, existe δ∗ > 0 tal que ĺım sup dA(fn(x), fn(y)) > δ∗ y

ĺım inf dA(fn(x), fn(y)) = 0. Sea h : [0, 1] −→ A un homeomorfismo. Como h es suprayectiva, existen

w, z ∈ [0, 1] tales que h(z) = x y h(w) = y. Sea ε > 0. Como h−1 : A −→ [0, 1] es continua y A es
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compacto, h−1 es uniformemente continua; aśı, existe δ1 = δ1(ε) > 0 dada por la continuidad uniforme de

h−1. Como ĺım inf dA(fn(h(z)), fn(h(w))) = 0, existe una sucesión estrictamente creciente de enteros no

negativos (nk)k≥0 tal que ĺım
k→∞

dA(fnk(h(z)), fnk(h(w))) = 0. Se sigue que existe K ∈ N∪{0} tal que para

toda k ≥ K, dA(fnk(h(z)), fnk(h(w))) < δ1. En consecuencia, | h−1(fnk(h(z))) − h−1(fnk(h(w))) |< ε.

Dado que ε > 0 fue arbitraria, ĺım
k→∞

| h−1(fnk(h(z)))− h−1(fnk(h(w))) |= 0. Esto implica que

ĺım inf | h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) |= 0.

Ahora, si suponemos que para todo δ > 0, ĺım sup | h−1(fn(h(z))) − h−1(fn(h(w))) |≤ δ, entonces

ĺım sup | h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) |= 0, es decir,

0 = ĺım sup | h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) |= ĺım inf | h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) | .

Con esto, aseguramos que

ĺım
n→∞

| h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) |= 0.

Como h : [0, 1] −→ A es uniformemente continua, existe δ2 = δ2(δ∗) > 0 dada por la continuidad

uniforme de h. Por lo dicho en el párrafo anterior, existe N ∈ N ∪ {0} tal que para todo n ≥ N ,

| h−1(fn(h(z)))− h−1(fn(h(w))) |< δ2; implicando que

dA(fn(h(z)), fn(h(w))) = dA(h(h−1(fn(h(z)))), h(h−1(fn(h(w))))) < δ∗.

Aśı, ĺım sup dA(fn(x), fn(y)) = ĺım sup dA(fn(h(z)), fn(h(w))) ≤ δ∗; que es una contradicción con el he-

cho de que x y y forman un par de Li-Yorke módulo δ∗ de f . Con esto, tenemos que existe δ3 > 0 tal

que ĺım sup | h−1(fn(h(z))) − h−1(fn(h(w))) |< δ3. En resumen z, w ∈ [0, 1] forman un par de Li-Yorke

de h−1 ◦ f ◦ h : [0, 1] −→ [0, 1]. Aplicando el Teorema 4.0.3, existe δ4 > 0 y existe un conjunto de Cantor

C ⊆ [0, 1] tales que C es un conjunto δ4-revuelto de h−1 ◦ f ◦ h.

Sean x0, y0 ∈ h(C). Tenemos que existen s, r ∈ C tales que h(r) = x0 y h(s) = y0. Sea ε > 0. Como

h es uniformemente continua, existe δ5 = δ5(ε) > 0 dada por la continuidad uniforme de h. Como C es

δ4-revuelto, ĺım inf | h−1(fn(h(s)))−h−1(fn(h(s))) |= 0; lo cual implica que existe (nk)k≥0 estrictamente

creciente tal que ĺım
k→∞

| h−1(fnk(h(s))) − h−1(fnk(h(s))) |= 0. Aśı, existe K ∈ N ∪ {0} tal que para

todo k ≥ K, | h−1(fnk(h(s))) − h−1(fnk(h(s))) |< δ5. Consecuentemente, dA(fnk(h(s)), fnk(h(s))) =

dA(h(h−1(fnk(h(s)))), h(h−1(fnk(h(s))))) < ε. Por lo tanto ĺım
k→∞

dA(fnk(h(s)), fnk(h(s))) = 0. Conclui-

mos que ĺım inf dA(fn(h(s)), fn(h(s))) = 0. Es decir, para todo x0, y0 ∈ h(C),

ĺım inf dA(fn(x0), fn(y0) = 0.

Supongamos que para todo δ > 0, h(C) no es un conjunto δ-revuelto de f . Como para todo x0, y0 ∈
h(C), ĺım inf dA(fn(x0), fn(y0) = 0, entonces tiene que pasar que para cada δ > 0 existen xδ, yδ ∈ h(C),

donde xδ 6= yδ, tales que ĺım sup dA(fn(xδ), f
n(yδ)) ≤ δ. Sabemos que existe δ6 = δ6(δ4) > 0 dada por la
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continuidad uniforme de h−1. Aśı, existen s, w ∈ h(C), donde s 6= w, tales que ĺım sup dA(fn(s), fn(w)) ≤
δ6
2 . Dado que h es un homeomorfismo, existen r, z ∈ C diferentes tales que h(r) = s y h(z) = w. Como

ĺım inf dA(fn(h(r)), fn(h(z))) = 0, existe N ∈ N∪{0} tal que para toda n ≥ N , dA(fn(h(r)), fn(h(z))) =

dA(fn(s), fn(w)) < δ6, y por la continuidad uniforme, | h−1(fn(h(r))) − h−1(fn(h(z))) |< δ4. Por lo

tanto, ĺım sup | h−1(fn(h(r)))− h−1(fn(h(z))) |≤ δ4. Esto es una contradicción con el hecho de que C es

un conjunto δ4-revuelto para h−1 ◦ f ◦ h. Aśı, existe δ > 0 tal que h(C) es un conjunto δ-revuelto de f .

Dado que el ser totalmente disconexo, perfecto y compacto se preserva bajo homeomorfismos, resulta que

h(C) ⊆ A es un conjunto de Cantor. �
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Caṕıtulo 5

Conjunto de Cantor δ-revuelto III

En este caṕıtulo, consideraremos solamente sistemas dinámicos (G, f), donde G es una gráfica topológi-

ca finita y f : G −→ G es una función continua. El fin de este caṕıtulo es mostrar las ideas principales

de la generalización del Teorema 4.0.3 a funciones continuas en gráficas, es decir, queremos ver que para

funciones continuas en gráficas basta un par de Li-Yorke para tener un Cantor δ-revuelto, para alguna

δ > 0. Omitimos las pruebas de algunos teoremas que vamos a utilizar cuyas pruebas son largas y se salen

del propósito primordial del caṕıtulo y la tesis.

Comencemos con una observación referente a los espacios homeomorfos al intervalo [0, 1], es decir, a

lo arcos.

Observación 5.0.1. Dado un arco A y dados h, g : [0, 1]→ A homeomorfismos, se cumple que

{h(0), h(1)} = {g(0), g(1)} .

Definición 5.0.2. Sean A un arco y h : [0, 1] → A un homeomorfismo. Se dice que h(0) y h(1) son los

puntos finales de A.

Definición 5.0.3. Una gráfica topológica finita (G, d) es un continuo el cual puede ser expresado

como una unión finita de subconjuntos de G, G =
⋃m
i=1Gi, donde para cada i ∈ {1, ...,m}, (Gi, dGi) es

un arco y si j, i ∈ {1, ...,m} son tales que j 6= i, se tiene que Gj y Gi son ajenos ó se intersectan en uno

ó en ambos de sus puntos finales. A los puntos finales de los arcos de la gráfica los llamaremos vértices,

V (G).

Cuando nos refiramos a una gráfica, estamos hablando de una gráfica topológica finita.

Definición 5.0.4. Sean K un continuo, β un cardinal y p ∈ K.

(i) Decimos que el orden de p en K es menor o igual a β si y sólo si para todo abierto U de K que

tenga a p existe V ⊆ K abierto en K tal que p ∈ V ⊆ U ⊆ K y tal que Card(FrK(V )) ≤ β. Esto lo

denotamos como Ord(p,K) ≤ β.

101
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(ii) Decimos que el orden de p en K es igual a β si y sólo si Ord(p,K) ≤ β y Ord(p,K) � α para

cualquier número cardinal α < β. Esto lo denotamos como Ord(p,K) = β.

Con esta definición, resulta ser que las gráficas quedan caracterizadas por el siguiente teorema, cuya

prueba se puede encontrar en la página 144 de [24].

Teorema 5.0.5. Un continuo X es una gráfica si y sólo si X cumple los siguientes enunciados:

(i) Para toda x ∈ X, Ord(x,X) < Card(N).

(ii) Para casi toda x ∈ X, Ord(x,X) = 2.

Dado que casi todos los puntos en una gráfica tienen orden 2, a estos puntos les llamaremos puntos

ordinarios; a los puntos en una gráfica que tienen orden 1, les llamaremos puntos finales y a los puntos

de orden distinto de 1 y 2, les llamaremos puntos de ramificación. Con esto, tenemos que tanto los

puntos finales como los puntos de ramificación son vértices de la gráfica.

Los subcontinuos de una gráfica tienen una forma muy particular, la cual está dada por el siguiente

resultado cuya prueba se encuentra en la página 145 de [24].

Corolario 5.0.6. Todo subcontinuo no degenerado de una gráfica topológica es una gráfica topológica.

Aśı, tiene sentido la siguiente definición:

Definición 5.0.7. Sea G una gráfica. Decimos que K ⊆ G es una subgráfica de G si y sólo si K es

un subcontinuo no degenerado de G.

Cada vez que consideremos a una subgráfica K de G, donde G tiene una expresión en unión finita de

arcos fija, pensaremos que sus vértices son los vértices de G que tiene K unión los puntos finales en K. Con

esta convención, podemos hacer lo siguiente: Sea L subgráfica de G. Dado que L es conexa, puede tener

hasta dos puntos finales en cada arco de G y, dado que G tiene un número de arcos finito, tenemos que

L tiene una cantidad finita de vértices. Más aún, están acotados por M∗ = Card(V (G)) + 2Card(A(G)),

donde A(G) es la familia de arcos de la expresión de G considerada. Dado que L es arbitraria, tenemos

que existe M = M∗ + 1 > 0 tal que para toda subgráfica L de G, se cumple que Card(V (L)) < M .

Otra cosa que debemos puntualizar es la siguiente: Sean K,L ⊆ G subgráficas de G. Sea A ∈ A(G).

Como K y L son conexas, el número de componentes conexas de K ∩ A y L ∩ A son a lo más dos.

Aśı, el número de componentes conexas de K ∩ L ∩ A es finito, dado que A es un arco. Como A fue

arbitrario, tenemos que el número de componentes conexas de K∩L es finito. En resumen, la intersección

de subgráficas de una gráfica G tiene una cantidad finita de componentes conexas.

Definición 5.0.8. Sean (G, f) un sistema dinámico y k ∈ N. A una subgráfica K de G se le conoce

como una subgráfica k-periódica bajo f o una subgráfica periódica de periodo k bajo f si y

sólo si K, f (K) , . . . , fk−1 (K) son ajenos dos a dos y fk (K) = K. Si en lugar de tener que fk (K) = K
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solamente tenemos que fk (K) ⊆ K, a la subgráfica K se le conoce como una subgráfica débilmente

k-periódica. Si K es k-periódica, entonces a su órbita se le conoce como un k-ciclo de gráficas o un

ciclo de periodo k. Si K es débilmente k-periódica, a su órbita bajo f se le conoce como un k-ciclo

débil de gráficas o un ciclo débil de gráficas de periodo k.

Para facilitar la escritura, varias veces escribiremos para cada i ∈ N ∪ {0}, f i(K) = Ki. Con una

argumentación idéntica a la Proposición 3.0.4, tenemos la siguiente proposición que enunciamos sin de-

mostración:

Proposición 5.0.9. Sean (G, f) un sistema dinámico y K0 ⊆ G una subgráfica p-periódica bajo f , donde

p ∈ N.

(i) Sea i ∈ {0, . . . , p− 1}. Si j ∈ N ∪ {0} es tal que Ki ∩Kj 6= ∅, entonces existe un único q ∈ N ∪ {0}
tal que j = i+ qp. En particular, Ki = Kj .

(ii) Para todo i ∈ {0, . . . , p− 1}, Ki es una gráfica p-periódica.

(iii) Sean i, j ∈ {0, . . . , p− 1}, con i 6= j. Para todo r ∈ N ∪ {0}, Ki+r ∩Kj+r = ∅.

Proposición 5.0.10. Sean K0, . . . ,Kk−1 subgráficas ajenas dos a dos tales que K0 = Kk, donde k ∈ N.

Dados i, j ∈ {0, . . . , k − 1}, existe s ∈ {0, . . . , k − 1} tal que fs(Ki) = Kj .

Demostración:

Si i = j, s = 0. Sean i, j ∈ {0, . . . , k − 1}, con i 6= j. Si i < j, entonces s = j − i. Supongamos que

j < i. Dado que K0 = Kk, f
k−i(Ki) = K0. Tomando s = k − i+ j, tenemos que fs(Ki) = f j(K0) = Kj .

Si S ≥ k, tendŕıamos que −i+ j ≥ 0. Lo cual implicaŕıa que j ≥ i; contradiciendo que j < i. Por lo tanto,

s ∈ {0, . . . , k − 1}. �

Proposición 5.0.11. Sean K0 ⊆ G una subgráfica y k ∈ N. Si K0 es k-periódica, entonces para todo

i ∈ {0, . . . , k − 1}, Orbf (K0) = Orbf (Ki).

Demostración:

Sea i ∈ {0, . . . , k − 1}. Sea x ∈ Orbf (K0). Se sigue que existe m ∈ N ∪ {0} tal que x ∈ Km. Sabemos

que existen únicos p ∈ N ∪ {0} y q ∈ {0, . . . , k − 1} tales que m = q + pk. Por la Proposición 5.0.9 inciso

(ii), Kq es k-periódica. Entonces Km = fpk(Kq) = Kq. Por la Proposición 5.0.10, existe s ∈ {0, . . . , k − 1}
tal que fs(Ki) = Kq = Km; en consecuencia, x ∈ f s(Ki). Concluimos que Orbf (K0) ⊆ Orbf (Ki).

Sea x ∈ Orb(Ki). Aśı, existe m ∈ N ∪ {0} tal que x ∈ fm(Ki). Tenemos que f i(K0) = Ki, lo cual

implica que x ∈ fm+i(K0) ⊆ Orbf (K0). Podemos concluir que Orbf (Ki) ⊆ Orbf (K0). �

Proposición 5.0.12. Si K0 ⊆ G es una gráfica k-periódica, con k ∈ N, Orbf (K0) =
⊎k−1
i=0 Ki.
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Demostración:

Por la Proposición 1.5.2 inciso (iii),Orbf (K0) =
⋃k−1
i=0 Orbfk(Ki). Dado que para cada i ∈ {0, . . . , k − 1},

por la Proposición 5.0.9, Ki es k-periódica, tenemos que Orbfk(Ki) = Ki. Por lo tanto, Orbf (K0) =⋃k−1
i=0 Ki. Además, K0, . . . ,Kk−1 son ajenos dos a dos, por lo tanto, la órbita de K0 resulta ser una unión

ajena. �

Comenzaremos con un resultado clásico en topoloǵıa, cuya prueba se encuentra en la página 355 de

[14], y proseguiremos con algunos lemas que serán de gran ayuda durante este caṕıtulo.

Corolario 5.0.13. Si X es un continuo y A1, A2, A3, . . . son subcontinuos de X que están anidados

(A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .), entonces el conjunto A = A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . . es un subcontinuo de X.

Lema 5.0.14. Sean (G, f) un sistema dinámico, k ∈ N y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Si X

es un k-ciclo débil de gráficas tal que ω (x, f) ⊆ X, entonces existe un k-ciclo de gráficas W tal que

ω (x, f) ⊆W ⊆ X.

Demostración:

Sea K una subgráfica débilmente k-periódica de G tal que ω (x, f) ⊆ X = Orbf (K).

Afirmación 1: Y =
⋂
n≥0 f

nk (K) es un subcontinuo de G.

Razón: Sea n ∈ N ∪ {0}, entonces, tenemos que

f (n+1)k (K) = fnk+k (K) = fnk
(
fk (K)

)
⊆ fnk (K)

(
fk (K) ⊆ K

)
,

esto implica que la sucesión
(
fnk (K)

)
n≥0

es una sucesión anidada de subcontinuos de G, aśı, por el

Teorema 5.0.13, Y =
⋂
n≥0 f

nk (K) es un subcontinuo de G.

Afirmación 2: Y, f (Y ) , . . . , fk−1 (Y ) son ajenos dos a dos y fk (Y ) = Y .

Razón: Probemos que fk (Y ) = Y . Primero veamos que fk (Y ) ⊆ Y .

fk (Y ) = fk

⋂
n≥0

fnk (K)

 ⊆ ⋂
n≥0

fk
(
fnk (K)

)
=
⋂
n≥0

fnk+k (K) =
⋂
n≥0

fnk
(
fk (K)

)
⊆
⋂
n≥0

fnk (K)
(
fk (K) ⊆ K

)
= Y.
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Ahora, veamos que Y ⊆ fk (Y ). Sea y ∈ Y . Por definición de Y , para todo n ∈ N ∪ {0}, y ∈ fnk (K).

Como y ∈ fk (K), existe z0 ∈ K tal que fk (z0) = y. Como y ∈ f2k (K) = fk
(
fk (K)

)
, existe

z1 ∈ fk (K) tal que fk (z1) = y. Supongamos definida zn ∈ fnk (K) tal que fk (zn) = y. Como

y ∈ f (n+2)k (K) = fk
(
f (n+1)k (K)

)
, existe zn+1 ∈ f (n+1)k (K) tal que fk (zn+1) = y. Aśı, hemos de-

finido una sucesión (zn)n≥0 tal que para cada n ∈ N∪{0}, zn ∈ fn (K) y fk (zn) = y. Como
(
fnk (K)

)
n≥0

está anidada, (zn)n≥0 es una sucesión en K y, dado que K es un compacto, tenemos que existe (nj)j≥1

estrictamente creciente y existe z ∈ K tales que ĺım
j→∞

znj = z. Como fk es continua, ĺım
j→∞

fk
(
znj
)

= fk (z).

Pero, por construcción, para toda j ∈ N, fk
(
znj
)

= y, por lo tanto, ĺım
j→∞

fk
(
znj
)

= y. Por la unicidad del

ĺımite, resulta que fk (z) = y. Para terminar de verificar la contención, basta con demostrar que z ∈ Y .

Sea m ∈ N ∪ {0}. Como (nj)j≥1 es estrictamente creciente, podemos encontrar una j∗ ∈ N tal que si

j ≥ j∗, entonces nj > m. Por la construcción de (zn)n≥0 y dado que
(
fnk (K)

)
n≥0

es anidada, para todo

j ≥ j∗ se tiene que znj ∈ fmk (K). Como
(
znj
)
j≥j∗ es una cola de

(
znj
)
j≥1

y ĺım
j→∞

znj = z, resulta que(
znj
)
j≥j∗ converge a z. Como fmk es una función cerrada, fmk (K) es un cerrado, lo cual implica que

z ∈ fmk (K), es decir, para todo m ∈ N ∪ {0}, z ∈ fmk (K), aśı, z ∈ Y . Por otra parte, dado que Y ⊆ K,

entonces para todo i ∈ {0, . . . , k − 1}, f i (Y ) ⊆ f i (K) y, dado que K, f (K) , . . . , fk−1 (K) son ajenos dos

a dos, entonces Y, f (Y ) , . . . , fk−1 (Y ) son ajenos dos a dos.

Afirmación 3: ω (x, f) ⊆ Orbf (Y ).

Razón: Sea y ∈ ω (x, f). Como ω (x, f) ⊆ X, existe i ∈ {0, . . . , k − 1} tal que y ∈ f i (K). Por el Teore-

ma 1.4.2 inciso (iv), existe z1 ∈ ω (x, f) tal que f i+k (z1) = y. Supongamos que z1 /∈ K. Como ω (x, f) ⊆ X,

existe j ∈ {1, . . . , k − 1} tal que z1 ∈ f j (K), esto implica que f i+k (z1) ∈ f i+k+j (K) = f i+j
(
fk (K)

)
.

Dado que fk (K) ⊆ K, tenemos que f i+k+j (K) ⊆ f i+j (K), por lo tanto, f i+k (z1) ∈ f i+j (K). Además,

como j ∈ {1, . . . , k − 1}, f i+j (K) ∩ f i (K) = ∅, ya que por Proposición 5.0.9, f i(K) es k-periódica.

Esto implica que f i+k (z1) /∈ f i (K). Lo que quiere decir esto es que f i+k (z1) 6= y; lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, z1 ∈ K. Entonces, definiendo w1 = fk (z1), tenemos que w1 ∈ fk (K),

f i (w1) = f i
(
fk (z1)

)
= f i+k (z1) = y y, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), w1 ∈ ω (x, f). Sea n ∈ N

y supongamos definido wn ∈ ω (x, f) ∩ fnk (K) tal que f i (wn) = y. Por el Teorema 1.4.2 inciso (iv),

existe zn+1 ∈ ω (x, f) tal que f i+(n+1)k (zn+1) = y. Supongamos que zn+1 /∈ K. Como ω (x, f) ⊆ X,

existe j ∈ {1, . . . , k − 1} tal que zn+1 ∈ f j (K); esto implica que f i+(n+1)k (zn+1) ∈ f i+(n+1)k+j (K).

Dado que f (n+1)k (K) ⊆ K, se sigue que f i+(n+1)k+j (K) = f i+j
(
f (n+1)k (K)

)
⊆ f i+j (K); por lo tanto,

f i+(n+1)k (z1) ∈ f i+j (K). Además, como j ∈ {1, . . . , k − 1}, f i+j (K) ∩ f i (K) = ∅. Esto implica que

f i+(n+1)k (z1) /∈ f i (K). Por lo tanto, f i+(n+1)k (zn+1) 6= y, lo cual es una contradicción, aśı que zn+1 ∈ K.

Si definimos wn+1 = f (n+1)k (zn+1), entonces f i (wn+1) = f i
(
f (n+1)k (zn+1)

)
= f i+(n+1)k (zn+1) = y y

wn+1 ∈ f (m+1)k (K). Además, por el inciso (iv) del Teorema 1.4.2, wn+1 ∈ ω (x, f). Con esto, aseguramos

la existencia de una sucesión (wn)n≥1 tal que para todo n ∈ N, wn ∈ fnk (K) ∩ ω (x, f) y f i (wn) = y.

Como
(
fnk (K)

)
n≥0

es anidada, (wn)n≥1 es una sucesión en K y, dado que K es compacto, entonces
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existen una sucesión de naturales estrictamente creciente (nj)j≥1 y w ∈ K tales que ĺım
j→∞

wnj = w.

Por la continuidad de f i podemos concluir que ĺım
j→∞

f i
(
wnj

)
= f i (w). Por construcción de (wn)n≥1, pa-

ra cada j ∈ N, f i
(
wnj

)
= y, por lo tanto, ĺım

j→∞
f i
(
wnj

)
= y. Aśı, por la unicidad de los ĺımites, f i (w) = y.

Veamos que w ∈ Y . Sea m ∈ N ∪ {0}. Como (nj)j≥1 es estrictamente creciente, existe j∗ tal que si

j ≥ j∗, entonces nj > m. Por construcción de (wn)n≥1 y dado que
(
fnk (K)

)
n≥0

está anidada, pasa que si

j ≥ j∗, entonces wnj ∈ fmk (K). Esto implica que la cola
(
wnj

)
j≥j∗ de la sucesión

(
wnj

)
j≥1

está contenida

en fmk (K). Como fmk (K) es un cerrado y
(
wnj

)
j≥j∗ converge a w, tenemos que w ∈ fmk (K). Es decir,

para todo m ∈ N ∪ {0}, w ∈ fmk (K); por lo tanto, w ∈ Y . Con esto, podemos afirmar que y ∈ f i (Y ),

donde i ∈ {0, . . . , k − 1}. En consecuencia, y ∈ Orbf (Y ). Aśı, ω(x, f) ⊆ Orbf (Y ).

Afirmación 4: Y es no degenerado.

Razón: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que Y es degenerado, es decir, Y = {p} con

p ∈ G. Por la Afirmación 2, p es un punto periódico de periodo k, por lo tanto, Orbf (Y ) = Orbf ({p}) es

finita. Lo anterior es una contradicción, ya que por la afirmación (3), Orbf (Y ) es infinito. Por lo tanto,

Y es no degenerado.

Por las Afirmaciones 1 y 4, tenemos que Y es una subgráfica de G. Por la Afirmación 3, tenemos

que ω (x, f) ⊆ Orbf (Y ) ⊆ Orbf (K) = X. Además, por la Afirmación 2, aseguramos que Orbf (Y ) es un

k-ciclo de gráficas. �

Antes de seguir nuestro camino, hagamos la siguiente observación: Dada una expresión de G en arcos

y dado un conexo C en G, podemos pensar en C ∩ A, donde A ∈ A(G). Como C es conexo y A es un

arco, la intersección tiene a lo más dos componentes conexas, digamos I1 e I2. Dado que A es un arco,

I1 e I2 son homeomorfos a algún intervalo en R; aśı, cada uno tiene a lo más dos puntos extremos. Los

puntos que no son puntos extremos en I1 e I2 están en el interior de I1 e I2 con respecto a G, aśı que no

pueden formar parte de la frontera de C en G. Por lo tanto, a lo más 4 puntos de A ∩ C pueden formar

parte de la frontera de C en G. Dado que A fue arbitrario, obtenemos que la frontera de C en G es finita.

Lema 5.0.15. Sean (G, f) un sistema dinámico, l, k ∈ N y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Si X es un

k-ciclo de gráficas y Y es un l-ciclo de gráficas tales que contienen a ω (x, f), entonces existe un m-ciclo

de gráficas Z, con m ∈ N, tal que ω (x, f) ⊆ Z ⊆ X ∩ Y . Más aún, m ≥ máx {k, l}.

Demostración:

Sean K y L subgráficas periódicas de G de periodos k y l que tengan ciclos de gráficas X y Y ,
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respectivamente. Sean A = {0, . . . , k − 1} y B = {0, . . . , l − 1}. Primero notemos que

X ∩ Y =

(
k−1⊎
i=0

f i (K)

)
∩

l−1⊎
j=0

f j (L)

 =
⊎

(i,j)∈A×B

(
f i (K) ∩ f j (L)

)
,

es decir, X∩Y es una unión finita de intersecciones de subgráficas de G. Como el número de componentes

conexas de una intersección de dos subgráficas es finito, entonces el número de componentes conexas de

X ∩ Y es finito. De esas componentes, consideremos a las que intersectan a ω(x, f), digamos que son

Z0, Z1, . . . , Zn. Como ω (x, f) es infinito, podemos considerar que Z0 contiene una cantidad infinita de

puntos de ω(x, f). Como Z0 es un conexo en X ∩ Y , también es conexo en G, por lo que FrG (Z0) es

finita. Consecuentemente, dado que ω(x, f) es infinito, existe c ∈ IntG (Z0)∩ω (x, f). Por la definición de

ω (x, f), existe una sucesión estrictamente creciente de números naturales (nr)r≥1 tal que ĺım
r→∞

fnr (x) = c;

esto implica que existe r∗ ∈ N tal que si r ≥ r∗, entonces fnr (x) ∈ IntG (Z0). Sea E = Orbf (Z0). Como

fnr∗ (x) ∈ Z0, para todo i ∈ N ∪ {0}, fnr∗+i (x) ∈ f i (Z0) ⊆ E, es decir, una cola de la trayectoria de x

bajo f se queda contenida en E. Lo anterior implica que ω (x, f) ⊆ E. Por otro lado, notemos que

f (X ∩ Y ) = f

 ⋃
(i,j)∈A×B

(
f i (K) ∩ f j (L)

)
=

⋃
(i,j)∈A×B

f
(
f i (K) ∩ f j (L)

)
⊆

⋃
(i,j)∈A×B

(
f i+1 (K) ∩ f j+1 (L)

)
⊆

⋃
(i,j)∈A×B

(
f i (K) ∩ f j (L)

) (
fk (K) ⊆ K y f l (L) ⊆ L

)
= X ∩ Y.

Por lo tanto, para toda n ∈ N ∪ {0}, fn|X∩Y : X ∩ Y −→ X ∩ Y es una función continua. Aśı, para toda

n ∈ N ∪ {0}, fn|X∩Y (Z0) = fn (Z0) se queda contenida en una componente conexa de X ∩ Y . Más aún,

por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), fn (Z0)∩ω (x, f) 6= ∅; y como las únicas componentes conexas de X ∩ Y
que intersectan a ω (x, f) son Z0, . . . , Zn, entonces para toda n ∈ N ∪ {0}, fn (Z0) ⊆

⋃n
i=0 Z0. Es decir,

E ⊆
⋃n
i=0 Zi. Tenemos que X ∩ Y es un conjunto cerrado G, ya que es una intersección de cerrados en

G. En virtud de lo anterior, podemos concluir que

ω (x, f) ⊆ E ⊆
n⋃
i=0

Zi ⊆ X ∩ Y = X ∩ Y.

Como para todo r ≥ r∗, fnr (x) ∈ IntG (Z0), resulta que fnr∗ (x) , fnr∗+1 (x) ∈ IntG (Z0). Aśı, tomando

s ∈ N tal que nr∗+1 = nr∗+s, tenemos que fs (Z0)∩Z0 6= ∅. Aplicando el Corolario 1.5.5, existe un p ∈ N
tal que E =

⊎p−1
j=0 Ej , donde para cada j ∈ {0, ..., p− 1}, Ej es componente conexa de E y es un conjunto

compacto de G. Más aún, se cumple que para cada j ∈ {0, ..., p− 2}, f (Ej) = Ej+1 y f (Ep−1) ⊆ E0.
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Si E0 = {y}, como fp({y}) ⊆ {y}, resultaŕıa que y es periódico y, por lo tanto, Orbf (y) =
⋃p−1
j=0 Ej

seŕıa finita, pero esto contradice que E =
⋃p−1
j=0 Ej es infinito, ya que contiene a ω(x, f). Aśı, E0 no es

degenerado, en resumen, E0 es un subcontinuo no degenerado de G, por lo tanto, E0 es subgráfica de

G. Esto implica que E es un p-ciclo débil de gráficas. Aśı, aplicando el Lema 5.0.14, existe un p-ciclo de

gráficas Z, tal que ω (x, f) ⊆ Z ⊆ E ⊆ X ∩ Y .

Veamos la afirmación sobre el periodo de Z. Supongamos que J es una subgráfica p-periódica tal que su

órbita es Z. Sin pérdida de generalidad, supongamos que l = máx {k, l}. Supongamos también que p < l.

Como J ⊆ X ∩ Y es conexo y está contenido en Y , debe estar contenido en alguna de las componentes

conexas de Y , es decir, existe t ∈ {0, . . . , l − 1} tal que J ⊆ f t (L). Se sigue que fp (J) ⊆ f t+p (L). Como

p < l y f t(L) es l-periódica, f t+p (L) ∩ f t (L) = ∅; por lo tanto, fp (J) ∩ f t (L) = ∅. Como fp (J) = J ,

resulta que fp (J) ⊆ f t (L), lo cual es una contradicción, ya que fp(J) no es vaćıo. Dicha contradicción

proviene de suponer que p < l. Por lo tanto, p ≥ máx {k, l}. �

Lema 5.0.16. Sean (G, f) un sistema dinámico, k ∈ N y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Si X =⋃k−1
i=0 f

i (J), donde J es una gráfica k-periódica, es tal que ω (x, f) ⊆ X, entonces para cada i ∈
{0, . . . , k − 1}, ω (x, f) ∩ f i (J) es infinito.

Demostración:

Sea J0 = J ⊆ G subgráfica k-periódica tal que X =
⋃k−1
i=0 Ji. Como ω (x, f) es infinito, existe i∗ ∈

{0, . . . , k − 1} tal que Ji∗ ∩ ω (x, f) es infinito. Veamos que para todo i ∈ {0, . . . , k − 1}, Ji ∩ ω (x, f) es

infinito. Supongamos que existe j ∈ {0, . . . , k − 1} − {i∗} tal que Jj ∩ ω (x, f) es finito, digamos que está

formado por p1, . . . , ps, donde s ∈ N. Como X es un k-ciclo, por la Proposición 5.0.10, podemos encontrar

b ∈ {1, . . . , k − 1} tal que Jj+b = Ji∗ . Por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), f b (p1) , . . . , f b (ps) ∈ ω (x, f)∩ Ji∗ .
Dado que Ji∗ ∩ ω (x, f) es infinito, podemos encontrar a y ∈ Ji∗ ∩ ω (x, f) −

{
f b (p1) , . . . , f b (ps)

}
. De

nuevo, por el Teorema 1.4.2 inciso (iv), existe z ∈ ω (x, f) tal que f b (z) = y. Si pasara que z ∈ Jj∗ donde

j∗ ∈ {0, . . . , k − 1} − {j}, por la Proposición 5.0.9 inciso (iii), Jj∗+b ∩ Jj+b = ∅, es decir, Jj∗+b ∩ Ji∗ = ∅.
Esto implicaŕıa que f b (z) /∈ Ji; por lo tanto, f b (z) 6= y. Lo anterior es una contradicción, aśı, z ∈ Jj .
Esto quiere decir que z = pr para alguna r ∈ {1, . . . , s}. Entonces f b (pr) = f b (z) = y 6= f b (pr); lo cual,

claramente, es una contradicción. Con esto se acaba la prueba del lema. �

Proposición 5.0.17. Sean X y Y ciclos de gráficas en (G, f) con periodos l y k, respectivamente. Si

X ⊆ Y , entonces existe q ∈ N tal que l = qk.

Demostración:

Sean J0 una subgráfica l-periódica y K0 una subgráfica k-periódica tales que X = Orbf (J0) y Y =

Orbf (K0). Supongamos que J0 ⊆ K0 (podemos renombrar de ser necesario, por la Proposición 5.0.11).

Como K0 es k-periódica, para todo q ∈ N ∪ {0}, f qk (K0) = K0. De nuevo, como K0 es k-periódica para

todo q ∈ N ∪ {0} y para todo m ∈ N ∪ {0} tales que m 6= qk, se tiene que fm (K0) ∩ K0 = ∅. Por lo
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supuesto, f l (J0) ⊆ f l (K0). Como f l (J0) = J0, resulta que J0 ⊆ f l (K0), por lo tanto, K0 ∩ f l (K0) 6= ∅.
Se sigue que K0 = f l (K0). Con esto, concluimos que l = qk, para alguna q ∈ N. �

Ahora, sean (G, f) un sistema dinámico y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Sea

Ψ (x) = {X | X ⊆ G es un ciclo de gráficas y ω (x, f) ⊆ X} .

Dado que G es una gráfica débilmente periódica de periodo 1 que contiene a ω (x, f), por el Lema 5.0.14,

existe Y un 1-ciclo de gráficas tal que ω (x, f) ⊆ Y ⊆ Orbf (G) = G, por lo tanto, Ψ (x) 6= ∅. Pensemos en

los periodos de los ciclos que conforman a Ψ (x), los cuales pueden estar acotados o no. Primero veamos

cómo es la situación cuando los periodos no están acotados.

Lema 5.0.18. Sean (G, f) un sistema dinámico y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Si los periodos de los

ciclos en Ψ (x) no están acotados, entonces existe una sucesión (Xn)n≥1 de elementos de Ψ (x) tal que:

(i) si para cada n ∈ N, kn es el periodo de Xn, la sucesión (kn)n≥1 es estrictamente creciente;

(ii) para todo n ∈ N, Xn+1 ⊆ Xn; y

(iii) ω (x, f) ⊆
⋂
n≥1Xn.

Además, tenemos que:

(iv) para todo n ∈ N, kn+1 es múltiplo de kn;

(v) para todo n ∈ N, cada componente conexa de Xn contiene el mismo número de componentes

conexas de Xn+1, de hecho, contiene kn+1

kn
≥ 2 componentes conexas; y

(vi) ω (x, f) no contiene puntos periódicos.

Demostración:

Como los periodos de los ciclos en Ψ (x) no están acotados, para todo M > 0 existe un ciclo YM ∈ Ψ (x)

con periodo per (YM ) ∈ N tal que per (YM ) > M . De esta manera, existe Y1 ∈ Ψ (x) tal que l1 = per (Y1) >

1. Supongamos definidos Yn y per (Yn) = ln > n, donde n ∈ N. Tenemos que existe Yn+1 ∈ Ψ (x) tal

que ln+1 = per (Yn+1) > ln. Aśı, definimos una sucesión (Yn)n≥1 en Ψ (x) con periodos estrictamente

crecientes (ln)n≥1.

Definamos Z1 = Y1. Para n ∈ N, supongamos definido Zn tal que ω(x, f) ⊆ Zn. Como ω (x, f) ⊆
Zn ∩ Yn+1, por el Lema 5.0.15, existe Zn+1 un ciclo en Ψ (x) tal que ω (x) ⊆ Zn+1 ⊆ Zn ∩ Yn+1. Además,

cumple que zn+1 = per (Zn+1) ≥ ln+1. Por lo tanto, hemos definido una sucesión (Zn)n≥1 en Ψ (x) que

está anidada y cuyos periodos (zn)n≥1 cumplen que para toda n ∈ N, zn ≥ ln. Sea n1 = 1. Supongamos

que para i ∈ N, está definido ni ∈ N. Como (ln)n≥1 es estrictamente creciente, existe m ∈ N tal que

lm > zni . Por lo tanto, zm ≥ lm > zni . Tomamos a ni+1 = m. Con esto, hemos definido una sucesión de
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naturales estrictamente creciente (ni)i≥1 tal que para todo i ∈ N, zni+i > zni . Ahora, definimos para toda

i ∈ N, Xi = Zni y ki = zni . Afirmamos que (Xi)i≥1 y (ki)i≥1 son las sucesiones buscadas. En efecto, como

para todo i ∈ N, zni+1 > zni , resulta que para todo i ∈ N, ki+1 > ki, con esto queda probado (i). Para

verificar (ii), basta decir que dado que (Zn)n≥1 es anidada, entonces (Zni)i≥1 también lo es; por lo tanto,

(Xi)i≥1 es anidada. Además, por la definición de Ψ (x), es inmediato (iii).

Por la Proposición 5.0.17 y dado que (Xi)i≥1 está anidada, podemos concluir que se cumple (iv). Para

verificar (v), tomemos i ∈ N y sean Ki y Ki+1 las gráficas periódicas de periodos ki y ki+1, respectivamente,

tales que Ki+1 ⊆ Ki, Xi = Orbf (Ki) y Xi+1 = Orbf (Ki+1). Sean p = ki+1

ki
, j ∈ {0, . . . , ki − 1} y

n ∈ {0, . . . , p− 1}. Tenemos que

nki + j ≤ (p− 1) ki + j = ki

(
ki+1

ki
− 1

)
+ j = ki+1 − ki + j < ki+1 − ki + ki = ki+1.

Además, fnki+j (Ki+1) ⊆ fnki+j (Ki) = f j (Ki). Lo anterior, aunado a que Ki+1 es ki+1-periódica, im-

plica que para todo j ∈ {0, . . . , ki − 1},
{
fnki+j (Ki+1) | n ∈ {0, . . . , p− 1}

}
es una familia ajena dos a

dos, donde todos sus elementos están contenidos en f j (Ki). Aśı, cada f j (Ki) contiene a p conjuntos de

la forma fnki+j (Ki+1), es decir, Xi contiene p componentes de Xi+1. Adicionalmente, dado que ki+1 es

múltiplo de ki y ki+1 > ki, p ≥ 2.

Para finalizar, probemos que se cumple (vi). Para ello, supongamos que existe z ∈ ω (x, f) que es un

punto periódico de f de periodo s ∈ N. Por (iii), z ∈
⋂
i≥1Xi, es decir, para todo i ∈ N, z ∈ Xi. Sea

i ∈ N y sea Ki una subgráfica ki-periódica tal que Xi = Orbf (Ki) y tal que z ∈ Ki. Como fs (z) = z,

fs (Ki)∩Ki 6= ∅; por lo tanto, fs (Ki) = Ki. Esto implica que s ≥ ki. Con esto concluimos que para todo

i ∈ N, s ≥ ki, lo cual nos dice que (ki)i≥1 es acotada, en contradicción con (i). Por lo tanto, se cumple

(vi). �

Ahora, describiremos la situación cuando los periodos de los ciclos en Ψ (x) están acotados. Para ello,

haremos uso de resultados referentes a redes, los cuales puede encontrar en el caṕıtulo 2 de [21]. Además,

necesitaremos del Lema de Zorn y del teorema siguiente, cuyas pruebas se encuentran en la página 142

de [17] y en la página 355 de [14], respectivamente.

Teorema 5.0.19. Sea {Cs}s∈S una familia de subcontinuos de un espacio métrico X. Si para cualesquiera

s1, s2 ∈ S existe s3 ∈ S tal que Cs3 ⊆ Cs1 ∩ Cs2 , entonces
⋂
s∈S Cs es un subcontinuo de X.

Lema 5.0.20. Sean (G, f) un sistema dinámico y x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Si los periodos de

los ciclos en Ψ (x) están acotados, entonces existe un ciclo X ∈ Ψ (x) tal que para todo ciclo Y ∈ Ψ (x),

X ⊆ Y . Además, el periodo de X es máximo entre todos los periodos de los ciclos de Ψ (x).

Demostración:

Sea S el conjunto de todos los periodos de los ciclos de Ψ (x). Como S es un subconjunto acotado de
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N, existe α ∈ S tal que para todo k ∈ S, k ≤ α. Definimos

Ψα = {X ∈ Ψ (x) | X tiene periodo α} .

Lo primero que tenemos que decir es que Ψα 6= ∅, ya que α es máximo. Definamos lo siguiente: para todo

A,B ∈ Ψα, A ≤ B si y sólo si B ⊆ A. Sean A,B,C ∈ Ψα. Evidentemente, A ≤ A. Si A ≤ B y B ≤ A, por

doble contención tenemos que A = B. Además, si A ≤ B y B ≤ C, entonces C ⊆ B ⊆ A; por lo tanto,

A ≤ C. Es decir, ≤ es un orden parcial en Ψα.

Sea Θ = (Yλ)λ∈Λ una cadena en Ψα, donde (Λ,�) es un orden total tal que para todo λ, λ∗ ∈ Λ, si

λ � λ∗, entonces Yλ ≤ Yλ∗ ; es decir, si λ � λ∗, entonces Yλ∗ ⊆ Yλ . Sea λ∗ ∈ λ. Como Yλ∗ es un ciclo

de gráficas de periodo α, Yλ∗ tiene α componentes conexas, digamos que son C0
λ∗ , . . . , C

α−1
λ∗ tales que

f
(
C0
λ∗
)

= C1
λ∗ , . . . , f

(
Cα−1
λ∗

)
= C0

λ∗ . Sea i ∈ {0, . . . , α− 1} y sea λ ∈ Λ. Si λ∗ � λ, entonces Yλ ⊆ Yλ∗ ; y

dado que Yλ∗ y Yλ son ciclos de gráficas que tienen el mismo periodo, existe una única Ciλ componente

conexa de Yλ, tal que Ciλ ⊆ Ciλ∗ . Aśı, para cada i ∈ {0, . . . , α− 1} y para cada λ ∈ Λ existe una única

componente conexa Ciλ de Yλ tal que está contenida en Ciλ∗ , si λ∗ � λ; o contiene a Ciλ∗ , si λ � λ∗. Con

dichas componentes conexas formamos la familia
{
Ciλ
}
λ∈Λ

.

Sean i ∈ {0, . . . , α− 1} y λ1, λ2 ∈ Λ. Supongamos que λ1 � λ2. Si λ1 � λ2 � λ∗, entonces Ciλ∗ ⊆ Ciλ1
y

Ciλ∗ ⊆ Ciλ2
, es decir, Ciλ1

∩Ciλ2
6= ∅. Dado que Yλ2 ⊆ Yλ1 , Ciλ2

⊆ Yλ1 , de esta forma, como Ciλ2
es un conexo,

éste se queda contenido en una de las componentes conexas de Yλ1 . Esto implica que Ciλ2
⊆ Ciλ1

; con lo

cual concluimos que Ciλ2
⊆ Ciλ1

∩ Ciλ2
. Si λ1 � λ∗ � λ2, por construcción de

{
Ciλ
}
λ∈Λ

, Ciλ2
⊆ Ciλ∗ ⊆ Ciλ1

.

Se sigue que Ciλ2
⊆ Ciλ1

∩ Ciλ2
. Si λ∗ � λ1 � λ2, entonces Ciλ2

⊆ Ciλ∗ . Argumentando como en el caso

anterior, Ciλ2
se queda contenido en una de las componentes conexas de Yλ1 . Supongamos que dicha com-

ponente es Cjλ1
, donde j ∈ {0, . . . , α− 1}−{i}. Dado que Ciλ2

⊆ Cjλ1
⊆ Cjλ∗ , resulta que Ciλ∗ ∩C

j
λ∗ 6= ∅; lo

cual es una contradicción, ya que son componentes conexas distintas de Yλ∗ . Por lo tanto, Ciλ2
⊆ Ciλ1

. Lo

anterior implica que Ciλ2
⊆ Ciλ1

∩ Ciλ2
. Aśı, por el Teorema 5.0.19, para cada i ∈ {0, . . . , α− 1},

⋂
λ∈ΛC

i
λ

es un subcontinuo en G. Además, tenemos que Y =
⋂
λ∈Λ Yλ =

⊎α−1
i=0

(⋂
λ∈ΛC

i
λ

)
.

Antes de seguir, aclaremos la notación que se utilizará posteriormente. Para cada n ∈ N∪{0}, sabemos

que existen únicos wn ∈ N∪{0} y vn ∈ {0, . . . , α− 1} tales que n = vn +wnα. A vn lo denotaremos como

n mód α.

Afirmación: Para toda i ∈ {0, . . . , α− 1}, f
(⋂

λ∈ΛC
i
λ

)
=
⋂
λ∈ΛC

i+1 mód α
λ .

Razón: Sea i ∈ {0, . . . , α− 1}. Por un lado, ya que para toda λ ∈ Λ, Yλ es un ciclo de gráficas, tenemos

que f
(⋂

λ∈ΛC
i
λ

)
⊂
⋂
λ∈Λ f

(
Ciλ
)

=
⋂
λ∈ΛC

i+1 mód α
λ . Veamos la otra contención. Sea z ∈

⋂
λ∈ΛC

i+1 mód α
λ .

Como para toda λ ∈ Λ, Yλ es un ciclo de gráficas, obtenemos que para cada λ ∈ Λ, existe zλ ∈ Ciλ tal

que f (zλ) = z. Como Λ es totalmente ordenado, Λ es dirigido, por lo tanto, (zλ)λ∈Λ es una red. Sean
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λ∗ ∈ Λ, Λ∗ = {λ ∈ Λ | λ∗ � λ} e Id : Λ∗ −→ Λ∗ ⊆ Λ la identidad en Λ∗. Si tomamos λ1, λ2 ∈ Λ∗ tales

que λ1 � λ2, entonces Id (λ1) � Id (λ2). Veamos que Id (Λ∗) = Λ∗ es cofinal en Λ. Sea λ ∈ Λ. Como

λ∗ ∈ Λ, existe λ1 ∈ Λ tal que λ � λ1 y λ∗ � λ1. Por lo tanto, λ1 ∈ Λ∗; implicando que Λ∗ sea cofinal

en Λ. Aśı,
(
zId(λ)

)
λ∈Λ∗

= (zλ)λ∈Λ∗
es una subred de (zλ)λ∈Λ. Dado que si λ∗ � λ, implica que Ciλ ⊆ Ciλ∗ ,

se tiene que (zλ)λ∈Λ∗
está contenida en Cλi∗ ; el cual es un conjunto compacto, aśı que existe una subred(

zg(β)

)
β∈∆

de (zλ)λ∈Λ∗
, donde ∆ es dirigido, g : ∆ −→ Λ∗ es una función monótona, g (∆) es cofinal en

Λ∗ y existe un punto p ∈ Ciλ∗ para el cual ĺım
β
zg(β) = p. Por construcción, para toda β ∈ ∆, f

(
zg(β)

)
= z.

Además, por la continuidad de f , ĺım
β
f
(
zg(β)

)
= f (p). Dado que el ĺımite de redes es único, f (p) = z.

Veamos que p ∈
⋂λ∈ΛCiλ. Sea λ ∈ Λ. Como Λ es dirigido, existe λ1 ∈ Λ tal que λ � λ1 y λ∗ � λ1.

Dado que g (∆) es cofinal en Λ∗, existe β1 ∈ ∆ tal que λ1 � g (β1). Análogamente al argumento dado

para (zλ)λ∈Λ∗
, se demuestra que

(
zg(β)

)
β∈∆1

es subred de
(
zg(β)

)
β∈∆

, donde ∆1 = {β ∈ ∆ | β1 � β}. En

virtud de lo anterior, tenemos que
(
zg(β)

)
β∈∆1

converge a p. Además, tenemos que si β ∈ ∆1, β1 � β.

Con esto, g (β1) � g (β) y, como λ � λ1 � g (β1), resulta que λ � g (β). Esto implica que Cig(β) ⊆ Ciλ.

Con esto demostramos que
(
zg(β)

)
β∈∆1

es una red en Ciλ; por lo tanto, p ∈ Ciλ. Dado que λ fue arbitrario,

p ∈
⋂
λ∈ΛC

i
λ. Esto demuestra que

⋂
λ∈ΛC

i+1 mód α
λ ⊆ f

(⋂
λ∈ΛC

i
λ

)
. Lo anterior termina la prueba de la

afirmación.

Ahora, supongamos que para alguna j ∈ {0, . . . , α− 1},
⋂
λ∈ΛC

j
λ es degenerado. Dado que para toda

i ∈ {0, . . . , α− 1}, f
(⋂

λ∈ΛC
i
λ

)
=
⋂
λ∈ΛC

i+1 mód α
λ , se sigue que para todo i ∈ {0, . . . , α− 1},

⋂
λ∈ΛC

i
λ

es degenerado, es decir, Y es finito. Pero dado que para toda λ, ω (x, f) ⊆ Yλ, tenemos que ω (x, f) ⊆ Y ;

lo cual implica que Y es infinito, dado que ω (x, f) lo es. Esta contradicción nos lleva a concluir que para

todo i ∈ {0, . . . , α− 1},
⋂
λ∈ΛC

i
λ no es degenerado. En resumen, escribiendo para cada i ∈ {0, . . . , α− 1},

Ci =
⋂
λ∈ΛC

i
λ, tenemos que C0, . . . , Cα−1 son subgráficas de G, ajenas dos a dos, de tal manera que

f (C0) = C1, f (C1) = C2, . . . , f (Cα−1) = C0. Es decir, Y =
⋂
λ∈Λ Yλ =

⋃α−1
i=0 Ci es un ciclo de gráficas

de periodo α, que además contiene a ω (x, f). Aśı, Y ∈ Ψα cumple que para todo λ ∈ Λ, Yλ � Y y, dado

que la cadena (Yλ)λ∈Λ fue arbitraria, por el Lema de Zorn, existe X ∈ Ψα tal que para todo X∗ ∈ Ψα, si

X ≤ X∗, entonces X∗ = X.

Afirmamos que X es el ciclo de gráficas buscado. El periodo de X es máximo entre los periodos de

Ψ (x). Sea Z ∈ Ψ (x). Como ω (x, f) ⊆ Z ∩ X, por el Lema 5.0.15, existe S ciclo de gráficas tal que

ω (x, f) ⊆ S ⊆ Z ∩ X, donde además su periodo es mayor o igual que el periodo de X que es α. De lo

anterior, S ∈ Ψ (x) y X ≤ S y, como α es el máximo de los periodos en Ψ (x), entonces el periodo de S

es α. Por lo tanto, S ∈ Ψα. Dado que X es maximal en Ψα, X = S. En consecuencia, X ⊆ Z. �

Sea (G, f) un sistema dinámico y supongamos que K ⊆ G es una gráfica periódica bajo f , donde su

ciclo es X ⊆ G. Definimos

E (X, f) =
{
y ∈ X | para toda vecindad U de y en X, Orbf (U)

X
= X

}
.
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Proposición 5.0.21. Sea (G, f) un sistema dinámico. Si X ⊆ G es un ciclo de gráficas de (G, f), entonces:

(i) E (X, f) es cerrado; y

(ii) E (X, f) es f -invariante.

Demostración:

Comencemos con la prueba de (i). Sea (xn)n≥1 una sucesión en E (X, f) tal que converge a un punto

x ∈ X. Sea U una vecindad de x en X. Por definición, existe V abierto en X tal que x ∈ V ⊆ U . Por la con-

vergencia, existe N ∈ N tal que xN ∈ V y, como xN ∈ E (X, f), se sigue que X = Orbf (V )
X ⊆ Orbf (U)

X
.

Por lo tanto, X = Orbf (U)
X

. Esto implica que x ∈ E(X, f) y, en consecuencia, E(X, f) es cerrado.

Ahora, veamos (ii). Sea x ∈ E (X, f). Sea U vecindad de f (x) en X. Por definición, existe V abierto

en X, tal que f (x) ∈ V ⊆ U . Como X es un ciclo de gráficas bajo f , f|X : X −→ X es continua y cerrada.

Por la continuidad, f−1 (V ) es un abierto en X tal que contiene a x. En consecuencia:

X = f (X) (X es un ciclo de gráficas)

= f
(
Orbf (f−1 (V ))

X
)

(x ∈ E (X, f))

= f (Orbf (f−1 (V )))
X (

f|X es cerrada
)

= Orbf (f (f−1 (V )))
X

⊆ Orbf (V )
X (

f
(
f−1 (V )

)
⊆ V

)
⊆ Orbf (U)

X
(V ⊆ U) .

Aśı, X = Orbf (U)
X

, por lo tanto, f (x) ∈ E (X, f), es decir, f(E(X, f)) ⊆ E(X, f). �

Lema 5.0.22. Sean (G, f) un sistema dinámico, x ∈ G tal que ω (x, f) es infinito. Supongamos que los

periodos de los ciclos de gráficas en Ψ (x) están acotados. Si K el ciclo de gráficas en Ψ (x) dado por el

Lema 5.0.20, entonces:

(i) Para todo y ∈ ω (x, f) y para toda vecindad U de y en K, Orbf (U)
K

= K; y

(ii) ω (x, f) ⊆ E (K, f). En particular, E (X, f) es infinito.

Demostración:

Basta probar (i) dado que (ii) es consecuencia inmediata de (i). Como K es una unión finita de

subgráficas de G, tenemos que su frontera en G es finita y, dado que ω (x, f) ⊆ K es infinito, entonces

ω (x, f) ∩ IntG (K) 6= ∅. Como IntG (K) es un abierto en G, existe N ∈ N tal que fN (x) ∈ IntG (K).

Sea f|K : K −→ K. Tenemos que f|K está bien definida, ya que K es estrictamente f -invariante. Aśı,

(fn(fN (x)))n≥0 = (fn|K(fN (x)))n≥0 es una sucesión en K y, dado que K es compacto, ω
(
fN (x) , f

)
=
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ω
(
fN (x) , f|K

)
⊆ K.

Ahora, sean y ∈ ω (x, f) y U una vecindad de y en K. Sea V abierto en K tal que y ∈ V ⊆ U .

Sea C la componente conexa de K que contiene a y. Aśı, y ∈ C ∩ V . Como C es una subgráfica, C es

localmente conexa; además, C ∩ V es un abierto en C. Por lo tanto, existe W un abierto conexo de C tal

que y ∈W ⊆ C ∩ V . Notemos que, dado que C es el complemento de una unión finita de cerrados en K,

C es abierto en K; por lo tanto, W es abierto y conexo en K. Por el Teorema 1.4.2 inciso (v), ω (x, f) =

ω
(
fN (x) , f

)
; implicando que y ∈ ω

(
fN (x) , f|K

)
. De esta manera, existe una sucesión estrictamente

creciente de naturales (nk)k≥1 tal que ĺım
k→∞

fnk|K
(
fN (x)

)
= y. Como y ∈ W , podemos encontrar k∗ ∈ N

tal que si k ≥ k∗, entonces, fnk|K
(
fN (x)

)
∈ W . En particular, f

nk∗
|K

(
fN (x)

)
, f

nk∗+1

|K
(
fN (x)

)
∈ W . En

consecuencia, si n∗ = nk∗+1 − nk∗ ∈ N y c = f
nk∗
|K

(
fN (x)

)
, tenemos que c, fn∗|K (c) ∈ W , es decir,

fn∗|K (W ) ∩W 6= ∅. Por el Corolario 1.5.5, tenemos que Orbf|K (W )
K

= Orbf (W )
K

= X es un ciclo débil

de gráficas en K. Por otro lado, dado que c ∈ W , la trayectoria de c bajo f|K es una sucesión que se

queda contenida en Orbf|K (W ). Se sigue que ω
(
c, f|K

)
⊆ Orbf|K (W )

K
; por lo tanto, ω

(
c, f|K

)
⊆ X.

Ahora, por el Teorema 1.4.2 inciso (v), ω
(
c, f|K

)
= ω

(
fN (x) , f|K

)
y, por lo ya mencionado, ω (x, f) ⊆ X.

Como X es un ciclo débil de gráficas en K, también lo es en G; aplicando el Lema 5.0.14 tenemos que

existe un ciclo de gráficas Z tal que ω (x, f) ⊆ Z ⊆ X. Por hipótesis, K cumple que K ⊆ Z ⊆ X ⊆ K;

consecuentemente X = K. Dado que K = X ⊆ Orbf (U)
K ⊆ K, entonces Orbf (U)

K
= K. Con esto

concluimos que y ∈ E (K, f). �

Definición 5.0.23. Sea (X, f) un sistema dinámico, donde X es métrico compacto. A f se le llama

transitiva si y sólo si para cada par de abiertos no vaćıos V,U ⊆ X existe n ∈ N tal que fn(U)∩ V 6= ∅.

Definición 5.0.24. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos. Sea F ⊆ X un subconjunto cerrado en X y

f -invariante. Sea ψ una semiconjugación entre (X, f) y (Y, g). A ψ la llamaremos una casi conjugación

entre
(
F, f|F

)
y (Y, g) si y sólo si ψ cumple las siguientes condiciones:

(i) ψ (F ) = Y ;

(ii) para cada y ∈ Y , ψ−1 (y) es conexo;

(iii) para cada y ∈ Y , ψ−1 ∩ F = FrX
(
ψ−1(y)

)
; y

(iv) existe N ∈ N tal que para toda y ∈ Y , ψ−1(y) ∩ F tiene a los más N elementos.

Vamos a comenzar a enunciar varios de los teoremas, en total 4, dichos teoremas no los vamos a

probar, son pruebas muy largas y se salen del objetivo general de la tesis; sin embargo, es necesario hacer

una o más breves anotaciones de cada uno de ellos. El primero de estos se puede encontrar en [7].

Teorema 5.0.25. Sea (G, f) un sistema dinámico. Sea X ⊆ G una variedad tal que f (X) ⊆ X. Supon-

gamos que E = E (X, f) es infinito. Entonces:
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(i) E es perfecto.

(ii) f|E es transitiva.

(iii) Si E ⊆ ω (z, f), entonces, E = ω (z, f).

(iv) Existe Y una variedad, existe g : Y −→ Y función transitiva y existe ψ : X −→ Y semiconjugación

entre
(
X, f|X

)
y (Y, g) que es casi conjugación entre

(
E, f|E

)
y (Y, g).

En [7], A. M. Blokh habla de variedades como un espacio (no necesariamente conexo) que puede ser

visto como una unión finita de arcos que se pegan bien, es decir, los arcos o son ajenos o solamente se

intersectan en uno o en ambos de sus puntos finales. Traduciéndolo al lenguaje que estamos utilizando,

para nosotros una variedad de las que habla Blokh, no es más que una una gráfica o una unión finita y

ajena de gráficas (en caso de que el espacio no sea conexo). Blokh define el conjunto E en términos de

dichas variedades, pero dado que nuestro interés está en las gráficas periódicas y en los ciclos de gráficas,

nosotros nos restringimos a estos casos. Vamos a requerir del inciso (iv) del Teorema 5.0.25, para el caso

en el que X es un ciclo de gráficas.

Corolario 5.0.26. Sean (G, f) un sistema dinámico y X ⊆ G un k-ciclo de gráficas. Si E = E (X, f) es

infinito, entonces existe Y una unión finita y ajena de gráficas, existe g : Y −→ Y función transitiva y

existe ψ : X −→ Y semiconjugación entre
(
X, f|X

)
y (Y, g) que es casi conjugación entre

(
E, f|E

)
y (Y, g).

Si consideramos que X es una subgráfica de G, como ψ : X −→ Y es continua y suprayectiva, entonces

ψ(X) = Y es conexo y, por lo tanto, Y es una gráfica. Con esto en mente, podemos enunciar (iv) del

teorema 5.0.25 de la siguiente forma:

Corolario 5.0.27. Sean (G, f) un sistema dinámico y X ⊆ G una subgráfica tal que f (X) ⊆ X. Si

E = E (X, f) es infinito, entonces existe Y una gráfica, existe g : Y −→ Y función transitiva y existe

ψ : X −→ Y semiconjugación entre
(
X, f|X

)
y (Y, g) que es casi conjugación entre

(
E, f|E

)
y (Y, g).

El siguiente teorema que vamos a enunciar se encuentra en [6], el cual, originalmente está escrito en

ruso. Sin embargo, en [1] se hace una prueba detallada del teorema en inglés.

Teorema 5.0.28. Sea Y una unión finita y ajena de gráficas y g : Y −→ Y una función transitiva. Si g

tiene puntos periódicos, entonces h(g) > 0.

Corolario 5.0.29. Sean (G, f) un sistema dinámico y X ⊆ G un ciclo de gráficas. Si E (X, f) es infinito

y X tiene un punto periódico de f , entonces h(f) > 0

Demostración:

Como E(X, f) es infinito y X es un ciclo de gráficas, podemos aplicar el Corolario 5.0.26, el cual nos

asegura la existencia de una unión finita y ajena de gráficas Y , la existencia de una función continua y tran-

sitiva g : Y −→ Y y la existencia de una función φ : X −→ Y que es una semiconjugación entre (X, f|X)
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y (Y, g). Sea p ∈ X un punto n-periódico de f . Como φ es semiconjugación, gn(φ(p)) = φ(fn|X(p)) = φ(p),

es decir, φ(p) es un punto periódico de g. Por el Teorema 5.0.28, tenemos que h(g) > 0. Por el Teorema

2.1.9, h(f|X) ≥ h(g) > 0. Además, por la Observación 2.1.8 inciso (iii), h(f) ≥ h(f|X) > 0. �

En [20] hacen ver que el teorema de Misiurewicz (Teorema 2.3.9) tiene una versión en sistemas dinámi-

cos donde el espacio en cuestión es una gráfica. En principio, tenemos que aclarar qué significa que

f : G −→ G tenga una herradura.

Definición 5.0.30. Sea G una gráfica. Diremos que un arco A ⊆ G es un intervalo cerrado de G si y

sólo si A es un arco tal que no contiene vértices de G, a excepción tal vez en sus puntos finales.

Definición 5.0.31. Sean (G, f) un sistema dinámico y s ∈ N tal que s ≥ 2. Una s-herradura es un

intervalo cerrado I ⊆ G y un conjunto de subintervalos cerrados de I, {J1, . . . , Js}, los cuales tienen

interiores ajenos dos a dos tales que para toda i ∈ {1, . . . , s}, f(Ji) = I. En caso de que {J1, . . . , Js} sea

ajena dos a dos, diremos que la s-herradura es estricta.

A continuación, enunciamos el teorema de Misiurewicz versión gráficas, cuya prueba se encuentra en

[20].

Teorema 5.0.32. Sea (G, f) un sistema dinámico. Si h(f) > 0, entonces para todo λ ∈ R, donde

0 < λ < h(f), y para todo N ∈ N existen enteros n ≥ N y p ≥ 2 tales que fn tiene una p-herradura

estricta. Además, log p
n ≥ λ.

Proposición 5.0.33. Sean (G, f) un sistema dinámico y J, I ⊆ G intervalos cerrados de G tales que

J ⊆ f(I) y tal que f(I) es un intervalo cerrado. Entonces existe K ⊆ I intervalo cerrado de G tal que

f(K) = J y tal que f(FrG(K)) = FrG(J).

Demostración:

Como I y f(I) son arcos, sabemos que existen homeomorfismos g : [0, 1] −→ I y r : f(I) −→ [0, 1]. Aśı,

la función r ◦ f|I ◦ g : [0, 1] −→ [0, 1] es una función continua. Por un lado, r(J) ⊆ [0, 1] = r(f|I(g([0, 1]))).

Se sigue, por el Teorema 2.2.5, que existe un intervalo compacto K ⊆ [0, 1] tal que r(f|I(g(K))) = r(J) y

tal que r(f|I(g(FrR(K)))) = FrR(r(J)). Por otro lado, dado que g y r son homeomorfismos de un intervalo

a un arco, sabemos que manda puntos finales en puntos finales; por lo tanto, g(FrR(K)) = FrG(g(K)) y

r(FrG(J)) = FrR(r(J)). Aśı, como r tiene inversa, f|I(g(K)) = J y f|I(FrG(g(K))) = FrG(J). Tenemos

que g(K) es el arco buscado. �

Esta proposición (en su versión para intervalos) es la herramienta que se utiliza para la construcción

de los intervalos en la Proposición 2.2.7 incisos (ii), (iii) y (iv). Estos enunciados fueron clave en la prueba

del Teorema 4.0.1, el cual, combinado con Misiurewicz, haćıa válido el Teorema 4.0.2. En resumen, dado

que el teorema de Misiurewicz es válido para funciones continuas en una gráfica y también es válida la

Proposición 5.0.33, podemos argumentar de manera idéntica los teoremas 4.0.1 y 4.0.2, para obtener el

siguiente teorema:
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Teorema 5.0.34. Sea (G, f) un sistema dinámico. Si h(f) > 0, entonces existe una δ > 0 y existe un

Cantor C ⊆ G tales que C es δ-revuelto para f .

Procederemos a enunciar el cuarto y último teorema que vamos a necesitar más adelante. Para ello,

es necesario recordar qué es una rotación irracional de S1. El ćırculo unitario se define como S1 =

{z ∈ C || z |= 1} = {exp(2πti) | t ∈ R}. Para cada t ∈ R, sea [t] = exp(2πti). Del análisis complejo,

sabemos que dados t, s ∈ R, [t] = [s] si y sólo si t− s ∈ Z. Vamos a pensar a S1 con la métrica euclideana

que hereda de C. Es bien sabido que (S1, de) es un continuo, donde de es la métrica euclideana restringida

a S1.

Recordemos que

cos a− cos b = −2 sen

(
a− b

2

)
sen

(
a+ b

2

)
y sen a− sen b = 2 sen

(
a− b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
. (5.1)

Veamos cómo es que funciona la métrica euclideana en S1. Sean t, s ∈ R, tenemos que

de([s], [t]) =
(
(cos(2πs)− cos(2πt))2 + (sen(2πs)− sen(2πt))2

) 1
2

=
(
4 sen(π(s− t))(sen2(π(s+ t)) + cos2(π(s+ t)))

) 1
2 (por 5.1)

=
(
4 sen2(π(s− t))

) 1
2 (propiedad pitagórica)

= 2 | sen(π(s− t)) | .

Ahora, definamos un tipo de funciones muy especiales en S1. Sea a ∈ R, donde a 6= 0. Definimos a

una rotación por el número a ∈ R como la correspondencia Ra : S1 −→ S1 dada por Ra([s]) = [s+ a]. Si

a es irracional, a la función se le conoce como una rotación irracional. Análogamente, si a es racional,

a la función se le conoce como una rotación racional. Se puede verificar fácilmente que es una función

bien definida y no es dif́ıcil darse cuenta que es una función suprayectiva. Más aún,

de(Ra([s]), Ra([t])) = 2 | sen(π(s+ a− (t+ a))) |= 2 | sen(π(s− t)) |= de([s], [t]).

Esto implica que Ra es una isometŕıa de S1 en S1.

Tomemos a ∈ R − Q, [s] ∈ S1 y m,n ∈ N ∪ {0}, donde m 6= n. Si pasara que Rna([s]) = Rma ([s]),

tendŕıamos que [s+na] = [s+ma]; esto pasa si y sólo si (s+na)− (s+ma) ∈ Z, es decir, a(n−m) ∈ Z.

Sea q ∈ Z tal que a(n −m) = q. Como n −m es un número entero distinto de cero, a = q
m−n ∈ Q. Lo

anterior, es claramente una contradicción. Aśı, Rna([s]) 6= Rma ([s]). Dado que m,n ∈ Z y [s] ∈ S1 fueron

arbitrarios, podemos asegurar que la órbita de todos los puntos de S1 bajo una rotación irracional está

conformada por puntos distintos entre śı. En particular, esto prueba que las rotaciones irracionales no

tienen puntos periódicos.

Otra propiedad importante de las rotaciones irracionales es que son transitivas. Véase la página 221

de [5]. El siguiente teorema, cuya prueba se encuentra en [6] y [1], nos asegura que una función transitiva

en una gráfica queda básicamente caracterizada, si es que no tiene puntos periódicos.
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Teorema 5.0.35. Sea (G, f) un sistema dinámico tal que f es transitiva. Si f no tiene puntos periódicos,

entonces (G, f) está conjugado con (S1, Ra), donde Ra es una rotación irracional en S1.

Ahora, vamos a probar un último lema antes de que veamos el teorema principal de este caṕıtulo.

Proposición 5.0.36. Sean a, b ∈ R, con a < b. Supongamos que existe una sucesión de intervalos no

vaćıos, cerrados en R y ajenos dos a dos (In)n≥1 contenida en [a, b]. Entonces ĺım
n→∞

diam (In) = 0.

Demostración:

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe ε > 0 tal que para cada n ∈ N existe mn ∈ N,

con mn ≥ n, tal que diam (Imn) ≥ ε. Sea n ≥ 2. La distancia mı́nima entre los intervalos I1, . . . , In es

positiva, dado que son ajenos dos a dos y compactos. Digamos que dicha distancia es δ. Tenemos que

diam

 n⊎
j=1

Ii

 ≥ diam (I1) + . . .+ diam (In) + (n− 1)δ >

n∑
i=1

diam (Ii);

y dado que n fue arbitraria, lo anterior se vale para cualquier natural mayor o igual que 2.

Tenemos que [a, b] tiene diámetro M = b − a > 0. Por la propiedad arquimediana, existe un natural

N ≥ 2 tal que Nε > M . Con esto tenemos que

diam

mN⋃
j=1

Ij

 ≥ N∑
i=1

diam (Imi) ≥ Nε > M.

Sin embargo, esto es una contradicción, ya que como
⋃mN
j=1 Ij ⊆ [a− b], entonces diam

(⋃mN
j=1 Ij

)
≤ b−a =

M . Por lo tanto, ĺım
n→∞

ĺım diam (In) = 0. �

Proposición 5.0.37. El diámetro de una gráfica es menor o igual a la suma de los diámetros de sus

arcos.

Demostración:

Para los intervalos, el resultado es obvio. Sea n ≥ 2 un número natural y sea G =
⋃n
i=1Ai una

gráfica, donde para cada i ∈ {1, . . . , n}, Ai es arco en G. Tenemos que G es compacta y sabemos que

la función distancia dG : G × G −→ R es una función continua, por lo tanto, existen x, y ∈ G tales que

d(x, y) = sup {d(z, w) | z, w ∈ G} = diam(G). Como G tiene más de un punto, cumple que diam(G) > 0

y, por lo tanto, x 6= y. Si pasara que x y y están en el mismo arco A de G, tenemos que

diam(G) = d(x, y) ≤ diamA ≤
n∑
i=1

Ai.

Supongamos que x y y están en arcos distintos de G. Sabemos que una gráfica es conexa por arcos, aśı,

podemos considerar un encaje h : [0, 1] −→ G que conecte a x y y. Sean A∗1, . . . , A
∗
m, donde m ≤ n,
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los arcos de G tales que intersectan a h ([0, 1]). Dado que h ([0, 1]) es conexo,
⋃m
j=1A

m
j es conexo. Aśı,

supongamos sin pérdida de generalidad que x ∈ A∗1 y y ∈ A∗m. También podemos suponer que A∗l ∩A∗k 6= ∅
si y sólo si | l − k |≤ 1, con l, k ∈ {1, . . . ,m}. Para todo l, k ∈ {1, . . . ,m}, con | l − k |≤ 1, sea cj,k ∈ G el

punto final que comparten A∗l y A∗k. Tenemos, por la desigualdad del triángulo que

diam(G) = d(x, y) ≤ d(x, c1,2) + . . .+ d(cm−1,m, y) ≤
m∑
j=1

diam(A∗j ) ≤
n∑
i=1

diam(Ai).

�

Proposición 5.0.38. Sea (A, d) un arco y sean (xn)n∈N y (yn)n∈N sucesiones en A. Supongamos que

h : A −→ [0, 1] es un homeomorfismo. Si ĺım
n→∞

| h(xn)− h(yn) |= 0, entonces ĺım
n→∞

d(xn, yn) = 0.

Demostración:

Sea ε > 0. Como h−1 : [0, 1] −→ A es uniformemente continua, existe δ > 0 que cumple con la

continuidad uniforme. Como ĺım
n→∞

| h(xn) − h(yn) |= 0, entonces existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N

se tiene que | h(xn) − h(yn) |≤ δ. De esta manera, si n ≥ N , entonces, por la continuidad uniforme,

d(h−1(h(xn)), h−1(h(yn))) < ε y, dado que h es un homeomorfismo, d(xn, yn) < ε. �

Proposición 5.0.39. Sea G una gráfica. Si (Gn)m≥0 es una sucesión de subgráficas de G ajenas dos a

dos, entonces ĺım
m→∞

diam(Gm) = 0.

Demostración:

Sea G =
⋃r
i=1Ai, donde para cada i ∈ {1, . . . , r}, Ai es un arco. Supongamos lo contrario, es decir,

supongamos que existe ε > 0 tal que para cada n ∈ N ∪ {0} existe m∗n ∈ N ∪ {0}, con m∗n ≥ n, tal que

diam(Gm∗n) ≥ ε. Aśı, sabemos que existe m∗0 ∈ N ∪ {0} tal que Gm∗0 tiene diámetro mayor o igual a ε.

Definimos m0 = m∗0. Supongamos que está definido mn. Por lo supuesto, existe m∗mn+1 ≥ mn + 1 > mn

tal que Gm∗mn+1
tiene diámetro mayor o igual a ε. Definimos mn+1 = m∗mn+1 > mn. Aśı, hemos construido

una subsucesión (Gmn)n≥0 de (Gm)m≥0 tal que para toda n ∈ N ∪ {0}, diam(Gmn) ≥ ε.

Por lo mencionado al inicio del caṕıtulo, sabemos que existe M > 0 tal que las cardinalidades de

vértices y arcos de cualquier subgráfica de G son menores que M . Sea n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición

5.0.37,

ε ≤ diam(Gmn) ≤
∑

AGmn∈Arc(Gmn )

diam(Amn) = Rn,

donde Arc(Gmn) es el conjunto de arcos de Gmn . Aśı, existe un Amn ∈ Arc(Gmn) tal que

diam(AGmn ) ≥ ε

Card(Arc(Gmn))
≥ ε

M
.

Con esto, hemos formado una sucesión de arcos (Amn)n≥0 tal que para cada n ∈ N∪{0}, diam(AGmn ) ≥ ε
M .

Además, dado que (Gm)m≥0 es ajena dos a dos, (Amn)n≥0 también es ajena dos a dos.
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Como (Amn)n≥0 es una sucesión de arcos ajenos en G y dado que G tiene una cantidad finita de

arcos, entonces existe un arco B de G tal que contiene una infinidad de los arcos de la sucesión (Amn)n≥0.

Aśı, con esta infinidad de arcos, formamos una subsucesión de (Amn)n≥0, digamos (Amnk )k≥0. Para cada

k ∈ N ∪ {0}, sean xmnk y ymnk los puntos finales de Amnk . Sea h : B −→ [0, 1] un homeomorfismo.

Aśı, (h(Amnk ))k≥0 resulta ser una sucesión de intervalos cerrados, ya que h es continua. Dado que h es

biyectiva y (Amnk )k≥0 es ajena dos a dos , (h(Amnk ))k≥0 es ajena dos a dos. Por la Proposición 5.0.36,

ĺım
k→∞

| h(xmnk )− h(ymnk ) |= ĺım
k→∞

diam(h(Amnk )) = 0.

Por otro lado, para cada k ∈ N ∪ {0}, Amnk es compacto, entonces existen zmnk , vmnk ∈ Amnk tales que

diam(Amnk ) = d(zmnk , vmnk ). Sea L el arco con puntos finales vmnk y zmnk y que esté contenido en Amnk .

Se sigue que h(L) ⊆ h(Amnk ); lo que implica que

0 ≤| h(vmnk )− h(zmnk ) |≤| h(xmnk )− h(ymnk ) | .

Con esto, podemos concluir que ĺım
k→∞

| h(vmnk )−h(zmnk ) |= 0. A su vez, esto implica, por la Proposición

5.0.38, que

ĺım
k→∞

diam(Amnk ) = d(vmnk , zmnk ) = 0.

Sin embargo, esto es imposible, ya que para toda k ∈ N ∪ {0}, diam(Amnk ) ≥ ε
M > 0. Con esta contra-

dicción, concluimos que ĺım
m→∞

diam(Gm) = 0. �

Proposición 5.0.40. Sean (Y, d) un espacio métrico compacto, (X, ρ) un espacio métrico y T : (Y, d) −→
(X, ρ) una función continua. Si existen sucesiones en Y , (xn)n≥0 y (yn)n≥0, tales que ĺım inf d(xn, yn) = 0,

entonces ĺım inf ρ(T (xn), T (yn)) = 0.

Demostración:

Sea ε > 0. Como ĺım inf d(xn, yn) = 0, existe una sucesión de naturales estrictamente creciente, (nk) tal

que ĺım
k→∞

d(xnk , ynk) = 0. Como Y es compacto, resulta que T es uniformemente continua. Sea δ(ε) > 0

una delta dada por la continuidad uniforme de T . Se sigue que existe un natural K tal que para todo

k ≥ K se cumple que d(xnk , ynk) < δ. Por la continuidad uniforme de T , para todo natural k ≥ K

se cumple que ρ(T (xnk), T (ynk)) < ε. Esto implica que ĺım
k→∞

ρ(T (xnk), T (ynk)) = 0, en consecuencia,

ĺım inf ρ(T (xn), T (yn)) = 0. �

Lema 5.0.41. Sean ((G, d), f), ((Y, ρ), g) sistemas dinámicos, donde G y Y son gráficas, y E ⊆ G un

conjunto cerrado tal que f (E) ⊆ E. Supongamos que existe una semiconjugación h : G −→ Y entre

(G, f) y (Y, g), que es una casi conjugación entre f|E y g. Si g es conjugada a una rotación irracional del

ćırculo, entonces G no contiene pares de Li-Yorke de f .

Demostración:

Supongamos que tenemos dos puntos x, y ∈ G tales que ĺım inf d(fn(x), fn(y)) = 0. Por la Proposición
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5.0.40, tenemos que ĺım inf ρ(h(fn(x)), h(fn(y))) = 0. Tenemos que para cada n ∈ N, h ◦ fn = gn ◦ h, aśı,

ĺım inf ρ(gn(h(x)), gn(h(y))) = 0.

Veamos lo siguiente, como g : Y −→ Y es una conjugación de una rotación irracional, existe

t : Y −→ S1 un homeomorfismo y existe R : S1 −→ S1 una rotación irracional tal que t ◦ g = R ◦ t.
Tenemos, por la Proposición 5.0.40, que ĺım inf dS1(t(gn(h(x))), t(gn(h(y)))) = 0. Para toda n ∈ N,

t ◦ gn = Rn ◦ t, por lo tanto, ĺım inf dS1(Rn(t(h(x))), Rn(t(h(y)))) = 0. Si pasara que h(x) 6= h(y),

como t es un homeomorfismo t(h(x)) 6= t(h(y)), entonces dS1(t(h(x)), t(h(y))) = c > 0. Dado que las

rotaciones en S1 son isometŕıas, para toda n ∈ N, dS1(Rn(t(h(x))), Rn(t(h(y)))) = c > 0 y, por lo tanto,

ĺım inf dS1(Rn(t(h(x))), Rn(t(h(y)))) = c > 0. Esto es una contradicción, aśı que h(x) = h(y).

Con lo anterior, tenemos que para cada n ∈ N ∪ {0}, h(fn(x)) = gn(h(x)) = gn(h(y)) = h(fn(y)).

Aśı, para cada n ∈ N ∪ {0}, zn = h(fn(x)) = h(fn(y)) y Gn = h−1({zn}). Primero, como la función

h es continua, para cada n ∈ N ∪ {0}, Gn es un conjunto cerrado en G y, dado que G es un espacio

compacto, Gn es compacto. Además, dado que h es casi conjugación, para cada n ∈ N, Gn es un conjunto

conexo. Notemos también que por definición de imagen inversa, para cada n ∈ N∪{0}, fn(x), fn(y) ∈ Gn.

Caso (1): Si existe k ∈ N∪{0} tal que Gk = {v}, como fk(x), fk(y) ∈ Gk, entonces fk(x) = v = fk(y).

Aśı, para todo n ≥ k, tenemos que fn(x) = fn(y). Lo que implica que ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 y, con

esto, tenemos que x y y no pueden formar un par de Li-Yorke.

Caso (2): Si pasara que para todo n ∈ N∪ {0}, Gn es no degenerado, entonces para cada n ∈ N∪ {0},
Gn es una subgráfica de G. Supongamos que existen k,m ∈ N ∪ {0}, con m < k, tales que Gk ∩Gm 6= ∅.
Tenemos que

∅ 6= Gk ∩Gm
= h−1({zk}) ∩ h−1({zm})

= h−1(
{
h(fk(x))

}
) ∩ h−1({h(fm(x))})

= h−1(
{
gk(h(x))

}
) ∩ h−1({gm(h(x))}).

Se sigue que existe u ∈ h−1(
{
gk(h(x))

}
)∩h−1({gm(h(x))}). Por la definición de imagen inversa, gm(h(x)) =

h(u) = gk(h(x)) y, tenemos que zk = h(fk(x)) = gk(h(x)) y zm = h(fm(x)) = gm(h(x)), por lo tanto,

zk = zm. De esta manera,

gk−m(zm) = gk−m(gm(h(x))) = gk(h(x)) = zk = zm,

es decir, zm es un punto periódico de g. Pero es una contradicción, ya que las rotaciones irracionales del

ćırculo no tienen puntos periódicos y, por lo tanto, tampoco sus conjugados. Aśı, tenemos que (Gn)n≥0 es

una sucesión de subgráficas de G ajenas dos a dos. Por la Proposición 5.0.39, ĺım
n→∞

diam(Gn) = 0. Como
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para cada n ∈ N ∪ {0}, fn(x), fn(y) ∈ Gn, tenemos que para cada n ∈ N ∪ {0},

0 ≤ d(fn(x), fn(y)) ≤ diam(Gn);

lo que implica que

ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Con esto, por definición de par de Li-Yorke, x y y no forman un par de Li-Yorke. �

Teorema 5.0.42. Sea ((G, d), f) un sistema dinámico. Si G tiene un par de Li-Yorke para f , entonces

existe δ > 0 y existe un conjunto de Cantor C ⊆ G tales que C es δ-revuelto para f .

Demostración:

Sean x, y ∈ G un par de puntos que sean par de Li-Yorke de f . Si ω(x, f) y ω(y, f) son finitos, por la

Proposición 1.4.7, tenemos que y y x son aproximadamente periódicos, esto implica, por el Lema 1.4.6,

que ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 ó ĺım inf d(fn(x), fn(y)) > 0; que por definición, se sigue que x y y no

son un par de Li-Yorke. Aśı, alguno de estos omega conjuntos ĺımite debe ser infinito. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que ω(x, f) es infinito. Tenemos dos casos, cuando los periodos de los ciclos en

Ψ(x) = {X ⊆ G | X ⊆ G es un ciclo de gráficas y ω(x, f) ⊆ X} están acotados y cuando no lo están.

Supongamos que los ciclos de Ψ(x) no están acotados. Por el Lema 5.0.18, existe una sucesión de ciclos

de gráficas en G, (Xn)n≥1, tal que:

(i) si para cada n ∈ N, kn es el periodo de Xn, entonces la sucesión (kn)n≥1 es estrictamente creciente;

(ii) para todo n ∈ N, Xn+1 ⊆ Xn;

(iii) ω (x, f) ⊆
⋂
n≥1Xn;

(iv) para todo n ∈ N, kn+1 es múltiplo de kn;

(v) para todo n ∈ N, cada componente conexa de Xn contiene el mismo número de componentes conexas

de Xn+1, de hecho, son kn+1

kn
≥ 2; y

(vi) ω (x, f) no contiene puntos periódicos.

Como (kn)n≥1 es estrictamente creciente, podemos encontrar n ∈ N tal que kn ≥ 2 y tal que kn >

Card(V (G)). Como kn es el periodo de Xn, kn es el número de componentes conexas de Xn. Se sigue que

existe J una componente conexa de Xn tal que no contiene vértices de G. Esto quiere decir, que como

J ⊆ G, J ⊆ A, donde A es una componente de G − V (G) que es homeomorfa al intervalo abierto (0, 1).

Tenemos que kn+1

kn
≥ 2 y que kn+2

kn+1
≥ 2, en consecuencia, kn+2

kn
≥ 4, es decir, cada componente de Xn

tiene al menos 4 componentes de Xn+2. Dada esta situación, podemos elegir alguna de las componentes

de Xn+2, digamos I, tal que se encuentre en el interior de J . Recordemos que I al ser una componente
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de Xn+2 es un conjunto no degenerado y compacto. Por un lado I ⊆ J ⊆ A, dado que A es homeomorfo

al intervalo (0, 1), tenemos que I es una conexo, compacto y no degenerado que es homeomorfo a un

subconjunto de (0, 1). Dado que los únicos conexos, compactos y no degenerados que son subconjuntos

de (0, 1) son los intervalos compactos, tenemos que I es un arco. Como I es componente conexa de Xn+2

y ω(x, f) ⊆ Xn+2, por el Lema 5.0.16, tenemos que ω(x, f) ∩ I es infinito.

Como I es un arco, I tiene una cantidad finita de puntos frontera; por lo tanto, ω(x, f)∩ IntG(I) 6= ∅.
Sea z ∈ ω(x, f)∩IntG(I). Por definición, existe una subsucesión (fnk(x))k≥0 de la trayectoria de x bajo f

tal que converge a z. Como IntG(I) es un conjunto abierto que contiene a z, existe una κ ∈ N∪{0} tal que

para toda k ≥ κ se tiene que fnk(x) ∈ IntG(I). Sea v = fnκ(x) y sea g = fkn+2 . Como I es una de las com-

ponentes de Xn+2, tenemos que g(I) = fkn+2(I) = I. Esto implica que para todo m ∈ N∪{0}, gm(v) ∈ I.

Sea w = fnκ(y). Por la Proposición 1.3.2 inciso (ii), tenemos que como x y y son pares de Li-Yorke de

f , v y w son pares de Li-Yorke para f . Además, por la misma proposición inciso (iii), tenemos que v y

w son un par de Li-Yorke de g. Tenemos entonces que ĺım inf d(gm(v), gm(w)) = 0; aśı, existe una sub-

sucesión de (d(gm(v), gm(w)))m≥0, digamos (d(gms(v), gms(w)))s≥0, tal que ĺım
s→∞

d(gms(v), gms(w)) = 0,

donde (ms)s≥0 es una sucesión de naturales estrictamente creciente. Como (gms(v))s≥0 es una subsucesión

de (gm(v))m≥0 y dado que para todo m ∈ N ∪ {0}, gm(v) ∈ I, obtenemos que (gms(v))s≥0 es una suce-

sión en I. Sabemos que I es compacto, entonces existe una sucesión estrictamente creciente de naturales

(msl)l≥0 tal que ĺım
l→∞

gmsl (v) = c, donde c ∈ I. Por otro lado, (d(gmsl (v), gmsl (w)))l≥0 es una subsucesión

de (d(gms(v), gms(w)))s≥0, por lo tanto, ĺım
s→∞

d(gms(v), gms(w)) = 0.

Veamos que la sucesión (gmsl (w))l≥0 converge a c. Sea ε > 0. Dado que ĺım
l→∞

d(gmsl (v), gmsl (w)) = 0

y que ĺım
l→∞

gmsl (v) = c, tenemos que existe un número entero L ∈ N ∪ {0} tal que si l ≥ L, se cumple

que d(gmsl (v), gmsl (w)) < ε
2 y que d(gmsl (v), c) < ε

2 . Aśı, si l ≥ L, por la desigualdad del triángu-

lo, d(gmsl (w), c) ≤ d(gmsl (w), gmsl (v)) + d(gmsl (v), c) < ε
2 + ε

2 = ε, es decir, ĺım
l→∞

gmsl (w) = c. Co-

mo c ∈ I ⊆ IntG(J), ĺım
l→∞

gmsl (v) = c y ĺım
l→∞

gmsl (w) = c, tenemos que existe j un natural tal que

gj(w), gj(v) ∈ IntG(J).

Ahora, por las propiedades enunciadas de la sucesión (kn)n≥1, tenemos que kn+2 es múltiplo de

kn+1, que a su vez es múltiplo de kn. Aśı, kn+2 es múltiplo de kn. Consecuentemente existe un na-

tural p tal que kn+2 = pkn. Como J es una componente de Xn, J tiene periodo kn; se sigue que

g(J) = fkn+2(J) = fpkn(J) = J . Ya sab́ıamos que v y w forman un par de Li-Yorke de g, en conse-

cuencia, gj(v) y gj(w) forman un par de Li-Yorke de g, por la Proposición 1.3.2 inciso (ii). Por otra parte,

análogo al argumento que se utilizó para I, podemos concluir que J es un arco. Con esto, concluimos que

gj(v), gj(w) ∈ J forman un par de Li-Yorke de g|J : J −→ J . Como g|J : J −→ J es una función continua,

donde J es un arco, por el Teorema 4.0.6, existe una δ > 0 y un conjunto de Cantor C ⊆ J tal que C es

δ-revuelto para g|J y, en consecuencia, para g. Por la Proposición 1.3.2 inciso (iv), resulta que C es un

conjunto δ-revuelto para f .
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Supongamos ahora que los periodos de los ciclos de Ψ(x) están acotados. Por el Lema 5.0.20, existe un

ciclo de gráficas X ∈ Ψ(x) tal que para todo ciclo en Y ∈ Ψ, Y ⊆ X, donde el periodo de X es máximo

entre todos los periodos de los ciclos de Ψ(x). Por otra parte, por el Lema 5.0.22 inciso (ii), tenemos que

ω(x, f) ⊆ E(X, f); en particular, E(X, f) es infinito.

Veamos que X tiene al menos un punto periódico de f . Lo haremos por reducción al absurdo. Supon-

gamos que X no tiene puntos periódicos de f . Sean X0, . . . , Xk−1 las componentes conexas de X.

Afirmación: E(X, f) =
⋃k−1
i=0 E(Xi, f

i).

Razón: Sea z ∈ E(Xj , f
k), donde j ∈ {0, . . . , k − 1}. Sea U una vecindad de z en X y sea Y0 = Xj .

Como X es un ciclo de gráficas, X =
⋃k−1
i=0 f

i(Xj) =
⋃k−1
i=0 f

i(Y0). Tenemos que W = U ∩ Y0 es una

vecindad de z en Y0, y como z ∈ E(Y0, f
k), Orbfk(W )

Y0
= Y0.

Como W ⊆ U ,

Orbfk(W ) ⊆ Orbfk(U) ⊆ Orbf (U);

lo cual implica que

Orbfk(W )
Y0 ⊆ Orbf (U)

Y0 ⊆ Orbf (U)
X
.

Por otro lado, tenemos que para todo s ∈ N ∪ {0},

fs(Orbf (U)
X

) = fs(Orbf (U))
X

= fs(
⋃
n≥0

fn(U))
X

=
⋃
n≥0

fn+s(U)
X

⊆ Orbf (U)
X
.

De esta manera, tenemos que

X =
k−1⋃
i=0

f i(Y0)

=
k−1⋃
i=0

f i(Orbfk(W )
Y0

)

⊆
k−1⋃
i=0

f i(Orbf (U)
X

)

⊆ Orbf (U)
X

;
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por lo tanto, X = Orbf (U)
X

. Concluimos que z ∈ E(X, f); con lo cual
⋃k
i=1E(Xi, f

i) ⊆ E(X, f).

Ahora, sea z ∈ E(X, f) y supongamos sin pérdida de generalidad que z ∈ X0. Sea U una vecindad de

z en X0. En principio, dado que X0, . . . , Xk−1 son componentes de X, son cerradas en X; por lo tanto,

X0 = X −
⋃k−1
i=1 Xi es un abierto en X. Esto implica que U es una vecindad de z en X; y dado que z ∈

E(X, f), Orbf (U)
X

= X. Por la Proposición 1.5.2 inciso (iii), X = Orbf (U)
X

=
⋃k−1
i=0 Orbfk(f i(U))

X
=⋃k−1

i=0 Orbfk(f i(U))
X

. Por otro lado, como U ⊆ X0, para cada i ∈ {0, . . . , k − 1}, Orbfk(f i(U))
X ⊆

Orbfk(Xi)
X

= Xi
X

= Xi; lo cual implica que

X0 = X ∩X0

=

(
k−1⋃
i=0

Orbfk(f i(U))
X

)
∩X0

= Orbfk(U)
X ∩X0

= Orbfk(U)
X0
.

Dado que U fue una vecindad arbitraria de z en X0, z ∈ E(X0, f
k); implicando que

E(X, f) ⊆
k−1⋃
i=0

E(Xi, f
k).

Por doble contención, queda probada la afirmación.

Como ω(x, f) es infinito y está contenido en X, por el Lema 5.0.16, para cada i ∈ {0, . . . , k − 1},
ω(x, f)∩Xi es infinito. Tenemos también que ω(x, f) ⊆ E(X, f); se sigue que para cada i ∈ {0, . . . , k − 1},
ω(x, f) ∩ Xi ⊆ E(X, f) ∩ Xi =

(⋃k−1
i=0 E(Xi, f

i)
)
∩ Xi = E(Xi, f

k). Esto implica que para cada

i ∈ {0, . . . , k − 1}, E(Xi, f
k) es infinito. Definamos g = fk|X0

. Por lo anterior, E = E(X0, g) es infinito, aśı,

por el Corolario 5.0.27, existen una gráfica Y , una función transitiva r : Y −→ Y y una semiconjugación

φ : X0 −→ Y entre (X0, g) y (Y, r) que es una casi conjugación entre g|E y r.

Supongamos que r tiene un punto periódico de periodo m ∈ N, digamos p ∈ Y . Como φ es casi

conjugación, tenemos que L = φ−1({p}) ∩ E es finito. De hecho, L es no vaćıo, ya que como φ(E) = Y ,

existe p∗ ∈ E tal que φ(p∗) = p; con lo cual p∗ ∈ L. Sea z ∈ L. Por la Proposición 5.0.21 inciso

(ii), E es g-invariante; lo cual implica que gm(z) ∈ E. Además, como φ(z) = p y φ ◦ gm = rm ◦ φ,

φ(gm(z)) = rm(φ(z)) = p, tenemos que gm(z) ∈ φ−1({p}). En resumen, gm(z) ∈ L. Dado que z ∈ L fue

arbitrario, gm|L : L −→ L es función y, como L es un conjunto finito, gm|L tiene un punto periódico; en

consecuencia, g tiene un punto periódico. Pero dado que X no tiene puntos periódicos de f , X0 no tiene

puntos periódicos de g; implicando que r no tiene puntos periódicos. Tenemos que Y es una gráfica y que

r : Y −→ Y es una función continua y transitiva sin puntos periódicos, entonces, por el Teorema 5.0.35,

r es conjugada a una rotación irracional del ćırculo. Con esto, podemos aplicar el Lema 5.0.41, y concluir
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que g no tiene pares de Li-Yorke en X0.

Por otra parte, como x y y forman un par de Li-Yorke para f , existe una subsucesión de la su-

cesión (d(fn(x), fn(y)))n≥0, digamos (d(fns(x), fns(y)))s≥0, que converge a 0. Como G es compacto,

(fns(x))s≥0 tiene una subsucesión convergente a un punto de G. Supongamos, sin pérdida de genera-

lidad, que (fns(x))s≥0 converge a p ∈ G. Aśı, dado que ĺım
s→∞

fns(x) = p y ĺım
s→∞

d(fns(x), fns(y)) = 0,

entonces ĺım
s→∞

fns(y) = p; por lo tanto, p ∈ Ω = ω(x, f) ∩ ω(y, f), es decir, Ω 6= ∅. También tenemos,

por el Teorema 1.4.2 inciso (iii), que f(Ω) ⊆ Ω. Además, dado que ω(x, f) ⊆ X, entonces Ω ⊆ X.

Supongamos que Ω ⊆ FrG(X). Como X es una unión de subgráficas ajenas de G, FrG(X) es finita;

implicando que Ω sea finito. De esta forma, la función f|Ω : Ω −→ Ω tiene un punto periódico, lo cual

contradice el supuesto de que X no tiene puntos periódicos de f . Por lo tanto, existe z ∈ Ω ∩ IntG(X);

esto implica que existe N ∈ N ∪ {0} tal que fN (x), fN (y) ∈ X. Sabemos, por la Proposición 1.3.2 inciso

(ii), que x∗ = fN (x) y y∗ = fN (y) son un par de Li-Yorke para f . Dado que X es f -invariante, para

toda n ≥ 0, fn(x∗), fn(y∗) ∈ X. Por otro lado, dado que X0, . . . , Xk−1 son compactos y ajenos dos a

dos, el mı́nimo entre sus distancias es positiva, digamos ε > 0. Como ĺım inf d(fn(x∗), fn(y∗)) = 0, exis-

te q ∈ N tal que d(f q(x∗), f q(y∗)) < ε y, por la definición de ε, tenemos que existe i ∈ {0, . . . , k − 1}
tal que f q(x∗), f q(y∗) ∈ Xi. Dado que X es un ciclo de subgráficas, por la Proposición 5.0.10, existe

b ∈ N ∪ {0} tal que f b(Xi) = X0. Por lo tanto, f q+b(x∗), f q+b(y∗) ∈ X0. Por la Proposición 1.3.2 inciso

(ii), x∗∗ = f q+b(x∗) y y∗∗ = f q+b(y∗) son un par de Li-Yorke para f . Esto implica, por la Proposición

1.3.2 inciso (iii) y la g-invarianza de X0, que (x∗∗, y∗∗) es un par de Li-Yorke para g. Esto contradice

el hecho de que g no tiene pares de Li-Yorke. Dicha contradicción proviene de suponer que X no tiene

puntos periódicos de f ; por lo tanto, X tiene al menos un punto periódico de f .

Como f tiene un punto periódico en X y E(X, f) es infinito, podemos aplicar el Corolario 5.0.29 para

concluir que h(f) > 0. Aśı, por el Teorema 5.0.34, tenemos que existe δ > 0 y un conjunto de Cantor

C ⊆ G tales que C es δ-revuelto para f . Con esto, terminamos la prueba del teorema. �



Caṕıtulo 6

Conjuntos revueltos infinitos en espacios

numerables

Si bien, el trabajo consiste en encontrar conjuntos de Cantor que sean revueltos para los cuales un par

de Li-Yorke implique su existencia (en gráficas y en el intervalo), no dejaremos de lado a los espacios que

son infinitos pero numerables. En este caso, veremos también que la existencia de un par revuelto implica

la existencia de un conjunto ”grande”que sea δ-revuelto, para alguna δ > 0.

Proposición 6.0.1. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X tal que ω(x, f) es infinito. Si ω(x, f) tiene

a un punto aislado (en la topoloǵıa relativa de ω(x, f)) y un punto periódico de f , entonces existe una

δ > 0 y un conjunto Y ⊆ X infinito tal que Y es un conjunto δ-revuelto para f .

Demostración:

Sea x ∈ X tal que ω(x, f) es infinito. Supongamos que ω(x, f) tiene a un punto periódico z de f de

periodo k ∈ N. Supongamos también que ω(x, f) tiene a un punto aislado z0. Por el Teorema 1.4.2 inciso

(vii), tenemos que z0 ∈ ω(f i(x), fk) y z ∈ ω(f j(x), fk), donde i, j ∈ {0, . . . , k − 1}. Además, tenemos que

f i+k−j(ω(f j(x), fk)) = f i(fk−j(ω(f j(x), fk)))

= f i(ω(fk−j(f j(x)), fk)) (por el inciso (vi) del Teorema 1.4.2)

= f i(ω(fk(x), fk))

= f i(ω(x, fk)) (por el inciso (v) del Teorema 1.4.2)

= ω(f i(x), fk) (por el inciso (v) del Teorema 1.4.2).

Esto implica que f i+k−j(z) ∈ ω(f i(x), fk). Dado que z es un punto periódico de periodo k para f ,

f i+k−j(z) también es punto k−periódico de f y, en consecuencia, es punto fijo de fk. Además, como z0

es un punto aislado en ω(x, f), también es punto aislado en ω(f i(x), fk). Se sigue, por el Teorema 1.4.2

inciso (viii), que ω(f i(x), fk) es infinito. En resumen, tomando a p = f i+k−j(z), y = f i(x) y g = fk,

127
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tenemos que ω(y, g) es infinito, tiene un punto fijo p de g y tiene un punto aislado z0.

Por la Proposición 1.4.9, tenemos que ningún punto aislado en ω(y, g) puede ser punto periódico de

g; en consecuencia p 6= z0. Como z0 es aislado en ω(y, g), existe δ > 0 tal que {z0} = B4δ(z0) ∩ ω(y, g).

Dado que ω(y, g) es infinito, tenemos que Orbg(y) es infinita.

Afirmación: Orbg(y) es un conjunto δ-revuelto para g.

Razón: Sean w, v ∈ Orbg(y) distintos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que w = gm(v), para

algún m ∈ N.

Veamos que ĺım inf d(gn(w), gn(v)) = 0. Como v es un punto en la órbita de y bajo g, por el

Teorema 1.4.2 inciso (v), tenemos que p ∈ ω(y, g) = ω(v, g). Entonces, existe una sucesión estricta-

mente creciente de enteros no negativos (nq)q≥0 tal que ĺım
q→∞

gnq(v) = p. Por la continuidad de gm,

ĺım
q→∞

gnq(w) = ĺım
q→∞

gnq+m(v) = gm(p) = p. Como (gnq(w))q≥0 y (gnq(v))q≥0 convergen al mismo punto p,

tenemos que ĺım
q→∞

d(gnq(w), gnq(v)) = 0. Con esto, aseguramos que ĺım inf d(gn(w), gn(v)) = 0.

Comprobemos que ĺım sup d(gn(w), gn(v)) ≥ δ. Sea B3δ(z0) la bola cerrada de radio 3δ con centro

en z0. Si pasara que la trayectoria de w bajo g visita una cantidad infinita de veces a B3δ(z0) − Bδ(z0),

podemos formar una subsucesión de (gn(w))n≥0, digamos (gns(w))s≥0, que está contenida en B3δ(z0) −
Bδ(z0). Tenemos que B3δ(z0) − Bδ(z0) = B3δ(z0) ∩ (X − Bδ(z0)), aśı, B3δ(z0) − Bδ(z0) es un cerrado,

por ser intersección de cerrados y, dado que X es un compacto, tenemos que B3δ(z0) − Bδ(z0) es un

compacto. Con esto, podemos asegurar que (gns(w))s≥0 tiene una subsucesión que converge a un punto

a ∈ B3δ(z0)− Bδ(z0). Por definición de omega conjunto ĺımite, a ∈ ω(w, g). De esta manera, (B3δ(z0)−
Bδ(z0)) ∩ ω(w, g) 6= ∅. Sin embargo, esto es una contradicción, ya que ω(w, g) ∩ (B3δ(z0) − Bδ(z0)) =

ω(y, g)∩ (B3δ(z0)−Bδ(z0)) ⊆ ω(y, g)∩B4δ(z0) = {z0} y, como claramente z0 /∈ B3δ(z0)−Bδ(z0), tenemos

que ω(y, g)∩ (B3δ(z0)−Bδ(z0)) = ∅. Esto quiere decir que la trayectoria de w bajo g visita una cantidad

finita de veces al conjunto B3δ(z0)−Bδ(z0), es decir,

existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N, gn(w) ∈ (X −B3δ(z0)) ∪Bδ(z0). (6.1)

Ahora, sea n0 ∈ N. Dado que p ∈ ω(y, g) = ω(w, g), existe una sucesión estrictamente creciente de

naturales (ns)s≥0 tal que ĺım
s→∞

gns(w) = p. Como p es un punto fijo de g, tenemos que para toda r ∈ N∪{0},
ĺım
s→∞

gns(gr(w)) = p. Como p /∈ B4δ(z0), tenemos que X − B3δ(z0) es un abierto que contiene a p; por lo

tanto, existe N1 ∈ N, donde N1 > máx {N,n0} ,

tal que para toda r ∈ {0, . . . , 2m} , gnN1 (gr(w)) ∈ X −B3δ(z0). (6.2)

Por otro lado, como z0 ∈ ω(w, g), existe l ∈ N, donde l > nNi + 2m, tal que gl(w) ∈ Bδ(z0). Sea α el

mı́nimo de los naturales que tienen la propiedad anterior. Supongamos que α −m > nN1 + 2m. Como

(ns)s≥0 es estrictamente creciente, nN1 ≥ N1; con lo cual α −m > nN1 + 2m > N1 > N . Aśı, por (6.1),
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gα−m(w) ∈ (X − B3δ(z0)) ∪ Bδ(z0). Si gα−m(w) ∈ B3δ(z0), se estaŕıa contradiciendo la definición de

mı́nimo de α; por lo tanto, gα−m(w) ∈ X − B3δ(z0). Ahora, si α −m = nN1 + 2m, por (6.2), entonces

gα−m(w) ∈ X −B3δ(z0). Si pasara que α−m < nN1 + 2m, como α−m > nN1 +m, entonces nN1 + 2m >

α −m > nN1 + m. Aśı, por (6.2), gα−m(w) ∈ X − B3δ(z0). En resumen, encontramos un natural α tal

que α > nN1 + 2m ≥ N1 + 2m > n0 + 2m y tal que gα(v) = gα−m(w) ∈ X − B3δ(z0) y gα(w) ∈ Bδ(z0).

Dado que n0 fue arbitraria, tenemos que

para toda n0 ∈ N existe jn0 ∈ N, donde jn0 > n0, tal que gjn0 (v), gjn0 (w) ∈ X −B3δ(z0). (6.3)

Sea n ∈ N y sea jn dado por (6.3). Si d(gjn(w), gjn(v)) ≤ 2δ, entonces

d(gjn(v), z0) ≤ d(gjn(v), gjn(w)) + d(gjn(w), z0)

< 2δ + δ = 3δ, (por (6.3))

implicando que gjn(v) ∈ B3δ(z0). Esto es una contradicción con (6.3). En conclusión, para toda n ∈ N
existe jn > n tal que d(gjn(v), gjn(w)) > 2δ. Por definición de ĺımite superior, se sigue que

ĺım sup d(gn(v), gn(w)) ≥ 2δ > δ.

Con esto, tenemos que Orbg(y) es un conjunto δ-revuelto para g, que además, es infinito. Invocando

a la Proposición 1.3.2 inciso (iv), tenemos que Orbg(y) es un conjunto δ-revuelto para f . �

Para seguir nuestro camino, es necesario recordar uno de los teoremas clásicos dentro de la topoloǵıa

y el análisis matemático, que es el teorema de Baire.

Definición 6.0.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un espacio de Baire si y sólo si

dada una colección numerable {An}n≥1 de cerrados en X donde cada uno de sus integrantes tenga interior

vaćıo en X, se cumple que
⋃
n≥1An tiene interior vaćıo en X.

El siguiente teorema nos dice que los espacios en los que estamos trabajando son espacios de Baire.

Su prueba se encuentra en la página 296 de [23].

Teorema 6.0.3. Si X es compacto y Hausdorff, entonces X es un espacio de Baire.

Con esto en mente, podemos probar el siguiente lema, que es la antesala del resultado que buscamos

en este caṕıtulo.

Lema 6.0.4. Si X es un espacio topológico numerable, compacto y Hausdorff, entonces toda función

continua f : X −→ X tiene un punto periódico.

Demostración:

Afirmamos que existe un conjunto M ⊆ X que es no vaćıo, compacto, f -invariante y tal que para todo

A ⊆ X no vaćıo, compacto, f -invariante, se cumple que M ⊆ A. Para ver la afirmación, aplicaremos el
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Lema de Zorn. Sea F la colección de de todos los conjuntos no vaćıos, compactos, f -invariantes contenidos

en X. Consideremos que F tiene el orden parcial dado por la inclusión, es decir, V � U si y sólo U ⊆ V .

Sea L una cadena en F . Como todos los elementos de L son compactos, no vaćıos y comparables dos a

dos, entonces L es una familia de cerrados (por estar en un espacio Hausdorff) que tiene la propiedad

de la intersección finita. Como estamos en un espacio compacto, se sigue que T =
⋂
L 6= ∅. Como la

intersección de cerrados es un cerrado, T es un cerrado en X y, debido a la compacidad de X, T es un

compacto. Claramente, para todo A ∈ L, A � T . Además, como los miembros de L son f -invariantes,

f(T ) = f(
⋂
A∈LA) ⊆

⋂
A∈L f(A) ⊆

⋂
A∈LA = T , es decir, T es f -invariante. Por lo tanto, T resulta ser

una cota superior de L en F . Aśı, por el Lema de Zorn, existe M ∈ F tal que para todo A ∈ F , A �M .

Con esto, queda probada la afirmación.

Tenemos que M es un compacto y Hausdorff (por ser subespacio de un Hausdorff) y, por lo tanto, un

espacio de Baire (Teorema 6.0.3). Como M es numerable, es igual a una unión numerable de conjuntos

unitarios. Si todos estos conjuntos tuvieran interior vaćıo en M , como M es de Baire, entonces M tendŕıa

interior vaćıo en M , lo cual no puede ser ya que un espacio tiene interior no vaćıo en śı mismo; aśı, debe

existir un punto z ∈M tal que {z} tiene interior no vaćıo en M .

Por otro lado, tomemos un punto x ∈M . Tenemos, por la invarianza de M , que Orbf (x) ⊆M y, como

M es cerrado, Orbf (x) ⊆ M . Además, f(Orbf (x)) = f(Orbf (x)) ⊆ Orbf (x). En resumen Orbf (x) es un

conjunto no vaćıo, compacto (por estar en un compacto) y f -invariante, por lo tanto, M ⊆ Orbf (x). Con

esto, Orbf (x)
M

= M . En particular, Orbf (f(z)) ∩ {z} 6= ∅; lo cual implica que z es un punto periódico

de f . �

Corolario 6.0.5. Sea (X, f) un sistema dinámico, donde X es numerable. Si f tiene un par revuelto,

entonces existe una δ > 0 y existe un conjunto infinito Y ⊆ X tales que Y es δ-revuelto para f .

Demostración:

Sea (x, y) un par de Li-Yorke para f . Si ω(x, f) y ω(y, f) son finitos, entonces ambos son aproximada-

mente periódicos (Proposición 1.4.7) y, por el Lema 1.4.6, x y y no forman un par de Li-Yorke. Aśı, sin

pérdida de generalidad, supongamos que ω(x, f) es infinito.

Tenemos, por el Teorema 1.4.2 inciso (ii), que ω(x, f) es un compacto y Hausdorff (por ser subes-

pacio de un compacto y Hausdorff) y, por lo tanto, un espacio de Baire (Teorema 6.0.3). Como ω(x, f)

es numerable, es igual a una unión numerable de conjuntos unitarios. Si todos estos conjuntos tuvieran

interior vaćıo en ω(x, f), como ω(x, f) es de Baire, entonces ω(x, f) tendŕıa interior vaćıo en ω(x, f); lo

cual no puede ser, ya que un espacio tiene interior no vaćıo en śı mismo. Se sigue que debe existir un

punto z ∈ ω(x, f) tal que {z} tiene interior no vaćıo en ω(x, f), es decir, ω(x, f) tiene un punto aislado.

Por el Teorema 1.4.2 inciso (iii), f|ω(x,f) : ω(x, f) −→ ω(x, f) es una función bien definida y continua.
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A f|ω(x,f) le podemos aplicar el Lema 6.0.4 para obtener que ω(x, f) tiene un punto periódico de f . Con

esto, hemos reunido las hipótesis de la Proposición 6.0.1, para concluir que existe una δ > 0 y un conjunto

Y ⊆ X infinito tales que Y es δ-revuelto para f . �
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