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Resumen

Un ser humano es un sistema biolégico que esté regulado por complejas redes de
reacciones bioquimicas, entre otras cosas. Dicha regulacion puede alterarse debido
a perturbaciones del exterior o por alteraciones en los procesos que suceden dentro
de las células mismas, lo que puede resultar en el desarrollo de enfermedades. Para
entender estos mecanismos regulatorios se han hecho descripciones con modelos ma-
tematicos que representan estas redes y sirven para simular la dinamica de diversas
patologias. Estudios clinicos, experimentales y tedéricos han demostrado que las en-
fermedades frecuentemente ocurren de manera abrupta, por ejemplo cancer u otras
enfermedades epiteliales como atopias o infecciones. Por ello es de vital importancia
desarrollar métodos para predecir dichas transiciones.

Utilizando modelos matematicos de estas enfermedades, se ha encontrado que los
cambios abruptos de régimen (bifurcaciones) pueden ser predecidos usando senales
de alerta temprana. Estos son marcadores dindmicos y/o estadisticos que tienden a
aumentar cuando se acerca una bifucacion. Debido al potencial predictivo que tienen
las senales de alerta temprana, es relevante analizar cuando y bajo qué condiciones
si se presentan para, con ello, dar fundamentos teéricos a la predicciéon de cambios
de estado de salud abruptos.

En este proyecto se evaluaron y analizaron las aplicaciones, limitaciones y robus-
tez de dos tipos de senales de alerta temprana: aumento en autocorrelacion y varian-
za, en diferentes tipos de sistemas bioldgicos bifurcantes en sus versiones determinis-
ta y estocésticos (sujetos a perturbaciones intrinsecas y estructurales). Ademds, en
cada modelo se corroboro la aparicién de alentamiento critico, fenémeno que ocurre
al aproximarse una bifurcacién. Los modelos estudiados fueron dos modelos genéri-
cos de redes regulatorias, los modelos de Hofer y Angeli, y un tercero que describe
una enfermedad de la piel llamada dermatitis atopica, el modelo de Tanaka. Para
desarrollar este trabajo se utilizaron métodos numéricos para integrar versiones de-
terministas y simular versiones estocdasticas de los modelos matematicos (sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales) antes mencionados, asi como
para la busqueda de las senales de alerta temprana.

Al desarrollar esta investigacién se encontré que las herramientas para identificar
seniales de alerta temprana (autocorrelacién y varianza) son sensibles al ruido que se
le agrega al modelo. Particularmente, en los modelos de Angeli y Tanaka se observo
que al agregar ruido, la varianza y autocorrelacion, en ocasiones, no aumentan cerca
de los valores umbrales, lo cual se debe a que las trayectorias estocasticas cruzan la
separatriz en el tiempo de simulacién. Por otro lado, en todas las versiones determi-
nistas, como se esperaba, el alentamiento critico si se presentd.
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CAPITULO 0. RESUMEN

Por los resultados obtenidos se concluyd que las senales de alerta temprana no
siempre se presentan y/o no son suficientemente robustas al tipo de estocasticidad
que se le agregue a los modelos.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion personal

La investigacién presentada en esta tesis es motivada por los grandes problemas
de salud mundiales, en particular, en México. Con la creciente contaminaciéon am-
biental, visual y hasta auditiva, sufrir algin padecimiento es un evento cotidiano en
la vida de cualquier individuo [1], [2]. Aunado a ello, el costo tanto econémico como
personal que implican los tratamientos de enfermedades complejas (ej, céancer [3],
diabetes |4], etc.), es alto [5|. Por este motivo se hace cada vez mdas necesaria la
busqueda de nuevas estrategias para detectar tempranamente distintas enfermeda-
des, optimizar sus tratamientos y prevenirlas. Estos objetivos se pueden alcanzar a
través del trabajo interdisciplinario, ya que usando las herramientas de un lenguaje
formal combinadas con informacion empirica somos capaces de abordar problemas
que, por su complejidad, no se pueden entender con una sola disciplina.

1.2. Biologia de sistemas

Una de las herramientas con las que se puede abordar los problemas de deteccién
temprana, optimizacién de tratamientos y prevencién de enfermedades desde una
perspectiva interdisciplinaria es la Biologia de sistemas. Esta disciplina en los lti-
mos anos ha ayudado al entendimiento de enfermedades complejas, a través de la
integracién de informacién empirica en un marco tedrico formal, coherente y dinami-
co [6].

La Biologia de sistemas se enfoca en el planteamiento de modelos mateméticos
de sistemas bioldgicos que sirven como descriptores y simuladores de sus procesos.
En particular, para describir enfermedades, tales modelos matematicos frecuente-
mente se enfocan en regulaciones bioquimicas que subyacen procesos celulares. Por
ejemplo, el modelo presentado por Rata et al. [7] estudia la divisién celular, o el de
Tanaka et al. [§] (detallado mds adelante) describe la dermatitis atépica . Dichos
modelos se han planteado, en su mayoria, con sistemas de ecuaciones diferenciales
tanto ordinarias como parciales y estocasticas.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias describen procesos determi-
nistas. Es decir, suponen que las variables de un problema de valores iniciales pre-
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sentan siempre el mismo comportamiento dinamico. Sin embargo, caracterizaciones
empiricas de sistemas bioldgicos han mostrado que atin cuando se trabaje con cepas
de células (o individuos) genéticamente idénticas, la poblacién siempre exhibe varia-
ciones [9], [10]. Esta caracteristica es determinante en muchos procesos bioldgicos y
hace necesaria la incorporacion de estocasticidad en los modelos matematicos. Por
ejemplo, en el estudio de Samoilov et al. [11] encuentran biestabilidad en un modelo
de ciclos enzimaticos solo en su version estocastica.

Una vez formalizado un sistema biol6gico por medio de un modelo matematico,
se emplean técnicas de analisis de ecuaciones diferenciales, por ejemplo integracion
numérica para conocer su evolucién, o algoritmos de continuacién numérica para
conocer cémo un parametro de bifurcacién afecta sus puntos de equilibrio. Con
esto podemos encontrar patrones que nos den senales del comportamiento del sis-
tema, en particular, del surgimineto de una enfermedad. Al analizar sistemas de
ecuaciones diferenciales es natural investigar sus bifurcaciones, pues pueden indicar
cambios abruptos en el comportamiento del sistema biolégico (ej. [12]). Ademés, en
sistemas bifurcantes se pueden presentar marcadores estadisticos y/o dindmicos in-
dicativos de un inminente cambio de régimen. A estos marcadores se les conoce como
senales de alerta temprana. Ejemplos de ello son: aumento o disminucion en varianza,
curtosis y correlacién (estadisticos), y realentizacién critica (dindmico) [13]. Estas
senales tienen un gran potencial en el estudio y prevencion de eventos catastréficos
(por ejemplo, prevencién de lesién hepética por Hepatitis B [14]). Sin embargo, su
aplicacion también tiene limitaciones, pues hay sistemas bifurcantes en donde los
indicadores no se presentan o no son suficientemente robustos ante fluctuaciones
estocasticas, perturbaciones o incertidumbre [15].

1.3. Elementos de cinética quimica

Un sistema biolégico estd compuesto por elementos e interacciones entre éstos
a varios niveles, por ejemplo, bioquimico, celular, poblacional o de comunidades.
Sin embargo, en este estudio nos enfocamos en interacciones a nivel bioquimico,
en donde los elementos a considerar son moléculas (proteinas o dcido ribonucléico,
RNA) y los procesos son reacciones bioquimicas (produccién, degradacién, sintesis,
modificacion enzimadtica, etc.). Para describir estos mecanismos se utilizan las leyes
de la cinética quimica, que nos permiten expresar la evolucién de un conjunto de
variables a través del tiempo.

1.3.1. Diagrama de reacciones

Una forma muy util de entender las interacciones del sistema es haciendo una
representacion grafica de €él, en donde se pueda ver de manera clara la relacién entre
la abstraccién del fenémeno y el modelo matematico. A este tipo de figuras se les
llama diagrama de reacciones.

Hay cuatro elementos que lo componen:

1. Variables o especies: cambian a través del tiempo y estdan gobernadas por las
reacciones que describen el sistema. Pueden llamarseles precursores o productos
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lo cual depende de qué reaccién particular se modele, pues para una reaccion
una variable puede ser producto y para otra, precursor.

2. Reacciones: son los procesos que inducen los cambios en las variables del sis-
tema transformando precursores en productos.

3. Estimulos externos: son variables que cambian independientemente de la dindami-
ca del sistema, pero que también lo afectan.

4. Tasas: proporciones a las que ocurren las reacciones.

Las reacciones se pueden dividir en los grupos siguientes [16]:

1. Reacciones de produccién: inducen el aumento en la concentraciéon de una
“especie” y pueden ocurrir de dos formas: entre las variables involucradas
dentro del sistema o con variables fuera de él.

= Reacciones de produccion de novo: no se considera a los precursores como
variables, se les toma como externos a éste. Incrementan la cantidad de
la variable a la que afectan.

» Reacciones de transformacion: ocurren entre las variables del sistema lle-
vando a un incremento de la variable en la que se convierten.

2. Reacciones de degradaciéon: inducen la disminucién en la concentracién de una
especie.

= Reacciones de degradacion: las variables dentro del sistema pueden con-
vertirse en otras que ya no son del interés del sistema estudiado.

= Reacciones de transformacion: ocurren entre las variables del sistema y
aumentan la concentracion del producto en el que se convierten.

En un diagrama de reacciones, éstas pueden verse afectadas por moduladores, que son
componentes del sistema (estimulos y variables), que fomentan o inhiben una reac-
cién, pero que a diferencia de los precursores, no se consumen en ésta. Graficamente
este efecto puede representarse como flechas que entran a flechas (ver Figura
pues este mecanismo afecta directamente a una reaccién. Cuando los moduladores
de una determinada reaccién son los productos de la reaccion, entonces hablamos
de retroalimentaciones positivas o negativas que se deben a efectos activadores o
inhibidores, respectivamente. Estas retroalimentaciones permiten el control y/o re-
gulacion del sistema biolégico, y pueden dar lugar a comportamientos emergentes
tipicos de sistemas no lineales, por ejemplo, biestabilidad.

Puede haber més de un precursor o mas de un modulador en una reaccién.
Especificamente, hay reacciones en las que se necesitan no una, sino n especies pre-
cursoras (por ejemplo, reacciones de polimerizacion). Estas reacciones se representan
como: n*Pre — Producto, y son llamadas reacciones con cooperatividad.

En la Figura [1.1] se muestra un ejemplo del diagrama de reacciones para dos
variables, X y Y. Vemos tres reacciones: la primera es produccién de novo que
afecta a X de manera positiva (pues aumenta su concentracién). La segunda es

3



CAPITULO 1. INTRODUCCION

una reaccion modulada por el estimulo externo £ que ocurre con tasa (3, pero que
afecta de manera negativa a X y positiva a Y, disminuyendo y aumentando sus
concentraciones, respectivamente. Esta reaccién corresponde a la transformacion de
X enY, yen este caso X es el precursor y Y el producto. Por iltimo observamos
la degradacion de Y que ocurre con tasa 7.

E Variables

i @ Reacciones

¢—Q—> X —@—» Y —0—>/® Estimulo

extreno

Figura 1.1: Ejemplo de un diagrama de reacciones. El sistema esta dado por dos
variables, X y Y, y tres reacciones (flechas) que ocurren a diferentes tasas (letras
griegas). La segunda reaccién es modulada por el estimulo de entrada F.

1.3.2. Representacion matematica del sistema
Matriz de estequiometria

Como vimos en el ejemplo anterior, cada reaccién ocurre con una determinada
velocidad o tasa, pero como ademas éstas afectan de manera positiva o negativa a las
variables, se les asigna un signo. De este modo cuando una reaccién R; (i € 1,...,m)
incrementa a una variable Xj (j € 1,...,n), asignamos un signo +, y un — cuando
lo hace negativamente. Para tener mayor claridad de los signos de las reacciones,
podemos crear una matriz que guarde esta informacién. Para crear la matriz de n
por m donde n es el numero de variables y m el niimero de reacciones, ponemos en
los renglones las reacciones y en las columnas las variables, y entonces obtenemos
una expresion de la siguiente forma:

Variables
/\A_/—\
X Y
Produccion + 0
Reacciones { Transformacion - +
Degradacién 0 -

En el primer renglén tenemos produccién que afecta solo a X de manera po-
sitiva, es decir, aumenta su cantidad; en el renglén dos tenemos la transformacion
que afecta a ambas variables (produce Y a partir de X) y, finalmente, la degra-
dacion solo influye en Y de manera negativa. A esta matriz se le llama matriz de

4
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estequiometria y es de gran utilidad pues nos facilita la construcciéon del modelo
matematico correspondiente, ya que en ella se guarda la informacion de los signos
de las ecuaciones. Ademads es de relevancia en los modelos estocédsticos con ruido
intrinseco estudiados mas adelante.

El siguiente paso es representar matematicamente cada una de las reacciones en
el sistema, es decir, construir un sistema de ecuaciones que describan su interpeden-
dencia. En general esto se logra tomando en cuenta la Ley de Accion de Masas.

Ley de Accion de Masas

A nivel bioquimico nos interesa describir la evoluacién temporal en la concen-
tracién de un reactivo, es decir, saber como varia con el tiempo la cantidad de una
variable. Se sabe, por estudios experimentales, que la rapidez con la que ocurre una
reaccién depende de la cantidad de moduladores y precursores al tiempo . Esto es,
mientras haya mas cantidad de una variable, méas rapido ocurre la reaccién. Este
comportamiento es el que se describe en la Ley de Accién de Masas, que dice lo
siguiente:

La tasa de cambio en la concentracion de una especie X, es directamente propor-
cional a la concentracion de los precursores, efectores y moduladores positivos [17)].

La Ley de Accién de Masas se usa para describir reacciones individuales. Cuando
se identifican las interacciones relevantes a cada reactivo y se integran en la ecuacion
que describe su evolucion, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales que
describen el proceso bioldgico. Esto para la variable i del sistema se representa
matematicamente como sigue:

dX;
dt

= F(X(0,P) = Y PEX, (L1)

en donde los P; son las tasas a las que ocurre la reaccién, los E; estimulos ex-
ternos y X las variables involucradas en el sistema.

Regresando al diagrama de reacciones mostrado en la Figura usando la Ley
de accién de masas podemos asignar el sistema de ecuaciones que lo representa,
entonces:

= La reaccion 1, produccion de X, ocurre a una tasa constante:
Rl =
y no hay estimulos externos ni precursores.
= La reaccion 2, transformaciéon de X en Y se representa por:
Ry = BEX

, ya que debe ocurrir el contacto entre el reactivo y el estimulo y se produce a
una tasa proporcional a éste.
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= La degradacién de Y se representa por:
Rg == ’)/Y

Una que vez sabemos cémo se representa cada reaccién y cémo afecta a cada una de
las variables (i.e. conocemos la matriz estoquiométrica), juntamos esta informacién
en un sistema de ecuaciones diferenciales como sigue:

dX
“~ —Ri—-Ry, =a-BEX
dt 1 2 « B ’
dY

Alternativamente se utilizan ecuaciones tipo Michaelis-Menten y Hill, ambas
derivadas de la Ley de Accién de Masas. Las ecuaciones tipo Michaelis-Menten des-
criben la velocidad a la que ocurren reacciones entre una enzima y un sustrato, y se
representa de la siguiente manera:

(1.2)

cuando X — oo. Aqui 1,4, representa la tasa de reacciéon maxima alcanzada por
el sistema. K es la concentracion a la cual se alcanza la mitad de v,,,,.. En la siguiente
figura se muestra una grafica de la velocidad de reaccion, descrita por una ecuacion
tipo Michaelis-Menten, como funcién de la concentracion de una variable X. Note
que cuando la cantidad de sustrato aumenta, la velocidad de reaccion también, pero
no pasa de V.. A este efecto se le llama efecto saturante.

1 I max
B | P
g |
o8l |
e |
©
o |
P 0.6 :
© LY Cmaw2
T |
% 041 /)
3 |
o |
5 |
g 0.2 :
|
|

0

0 5 10 15 20 25
Concentracion de sustrato (X)

Figura 1.2: Esquema de la ecuacién de Michaelis-Menten [16].

Por otro lado, la ecuacion de Hill, a diferencia de la de Michaelis-Menten, describe
la velocidad de una reaccion en donde se supone que n moléculas precursoras iguales,
con n > 1 € N, son necesarias para producir un producto (n * X — Y'), es decir,
hay cooperatividad. Esta ecuacion estda dada por la siguiente expresion:

V) —m ——., .
K+ X"
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

En la Figura|l.3| se muestra el comportamiento de las ecuaciones de este tipo. Note
que en este caso se presenta un comportamiento sigmoidal que depende del valor de
n, es decir, mientras mayor sea n, mayor es la inclinacién de la curva. Cabe mencionar
que regularmente se toma n = 2 para representar interacciones con cooperatividad
debido a que esta es la forma més sencilla de modelar este comportamiento.

max

-

o
o™

o
=2}

o
s

Velocidad de reaccion v
o
%)

0 2 4 6 8
Concentracion de sustrato (X)

Figura 1.3: Esquema de la ecuacién de Hill [16].

1.4. Elementos de matematicas

En esta seccién se presenta un panorama de las caracteristicas distintivas y la
importancia de los modelos deterministas y estocasticos, asi como las definiciones de
todos los elementos de sistemas dinamicos, probabilidad y estadistica usados para
los andlisis posteriores.

1.4.1. Modelos deterministas y estocasticos en biologia

Regularmente se utilizan modelos deterministas para representar procesos biol6gi-
cos, es decir, modelos que no incluyen ruido [18]. Estos modelos representan el com-
portamiento promedio de las variables de estudio y son buenos descriptores cuando
hay poca variabilidad o el nimero de componentes del sistema es grande. Sin em-
bargo, si el sistema es suficientemente pequeno de forma que la concentracién de al
menos un reactivo es apenas mayor que uno, la estocasticidad juega un rol impor-
tante [9,[10]. M&s atn, cuando el sistema estd expuesto a estimulos externos (por
ejemplo, fluctuaciones en el nivel de nutrientes), se puede esperar una mayor varia-
bilidad en el comportamiento poblacional.

Los sistemas biolégicos son intrinsecamente heterogéneos. Atin cuando se ten-
gan poblaciones celulares con individuos genéticamente idénticos, hay variacion.
Esto ocasiona que, por ejemplo, en una poblacién de células expuesta a un estimu-
lo ambiental determinado, una fracciéon de muera o se divida. La hereterogeniedad
biolégica tiene su origen en la estocasticidad, que se puede deber a que las reac-
ciones bioquimicas son eventos aleatorios debido a colisiones moleculares, (ruido

7



CAPITULO 1. INTRODUCCION

intrinseco) o a fluctuaciones en el ambiente externo o extracelulares (ruido extrinse-
co). Estudios empiricos han medido cudnto contribuye cada una de estas fuentes
de ruido a la variabilidad en poblaciones celulares. Por ejemplo, Elowitz en [10] y
Coleman-Lerner en [9] hacen experimentos con Escherichia coli y levaduras, respec-
tivamente, para descomponer y medir experimentalmente la contribucion de cada
tipo de ruido. En el primer trabajo encuentran que en bacterias ambas fuentes de
ruido contribuyen de manera significativa a la variabilidad global de la poblaciéon
celular. Por otro lado, en el trabajo de Coleman-Lerner, encuentran que en levaduras
el ruido extrinseco es preponderante.

Por ende en este trabajo se analizan tres tipos de modelos matematicos que son
de especial interés al hacer analisis de modelos biolégicos: deterministas, estocasticos
con ruido aditivo y estocasticos con ruido intrinseco. En las secciones posteriores se
abordan las herramientas matematicas utilizadas para analizar cada uno de ellos.

1.4.2. Modelos deterministas

Muchos sistemas bioldgicos presentan cambios abruptos de estado. Cuando se
les representa con sistema dinamicos no lineales, estos cambios abruptos pueden
entenderse como bifurcaciones. Existen diferentes tipos de bifurcaciones, entre ellas
[19]: silla-nodo, el mecanismo bdasico mediante el cual un punto fijo es creado y
destruido (estudiada en el apéndice A); transcritica, en donde un punto fijo cambia
de estabilidad; y las tipo tenedor o supercriticas, en donde el sistema transita de tener
un punto fijo estable a tres puntos fijos, dos estables y uno inestable, y subcritica,
en donde el sistema pasa de tener tres estados estacionarios, dos inestables y uno
estable, a uno estable. En este trabajo nos enfocaremos en sistemas biolégicos que
presentan bifurcaciones tipo silla-nodo, pues esta bifurcacién es tipica de eventos
catastroficos.

Diagrama de bifurcacién y estados estables

Sea %
= _F(X.P 1.4
- = F(X,P) (14)

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales en donde X =
(X1, Xs, ..., X,,) describe el estado del sistema, F/(X, P) la dindmicay P = (p1, p2, ..., Pn)
es el vector que contiene las tasas a las que ocurre cada interaccién. Llamamos estado
estacionario a cada X* tales que

F(X*, P)=0. (1.5)

Nos interesa observar el comportamiento del sistema con respecto a un elemento
en particular de P, P*, llamado pardmetro de bifurcacion, que tiene la propiedad de
que su variacion provoca la desaparicién o emergencia de estados estables, es decir,
bifurcaciones.

Una forma de representar graficamente la coleccion de estados estacionarios de
un sistema es a través de un diagrama de bifurcaciones. Los diagramas de bifurcacion
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se obtienen de resolver la ecuacién y después encontrar la estabilidad de cada
estado estacionario, tarea que en general no es sencilla debido a la alta no linealidad
de los modelos. Por este motivo se usan algoritmos computacionales, por ejemplo
métodos de continuacién numérica, para obtenerlos (mds detalles en el capitulo de
métodos y en el apéndice de c6digo).

En la Figura vemos un ejemplo de un diagrama de bifurcacién (correspon-
diente al modelo de Tanaka analizado més adelante): el diagrama se puede dividir
en tres regiones, las dos de los laterales, en donde aparece un solo estado estable,
y la regién central en la cual podemos ver dos estados estables, alto y bajo, que
biol6gicamente pueden corresponder a los estados de salud y de enfermedad, res-
pectivamente (lineas negras sélidas), y un estado inestable (lineas punteadas) que
delimita las cuencas de atraccién de los estados estables. Al tipo de sistemas en
donde se presenta este comportamiento se le llama sistema biestable y permite ob-
servar un comportamiento tipo switch, es decir, para valores de P* menores a P*"
el sistema estd en el estado estable bajo, al llegar a P** hay un cambio abrupto
de estado (en donde un estado estable y uno inestable colisionan y el estado esta-
ble desaparece, es decir, ocurre una bifurcacién) y no regresamos al estado estable
bajo hasta haber disminuido el parametro de bifurcacién hasta P*~ (en donde hay
otra bifurcacién). A los valores del parametro en donde ocurren las bifurcaciones
se les llama walores umbrales. Otra caracteristica a observar en este diagrama es
que el sistema se puede recuperar de ambos cambios abruptos, es decir, variando
el parametro de bifurcacién se puede pasar de un estado estable a otro, a los sis-
temas que se comportan de esta forma se les llama sistemas con histéresis o memoria.

Region de biestabilidad
M

/________—-—— Estado estable
alto

1 ~
Enfermo

Estados estacionarios de X;

([
A
\
Umbral 1 \\ Umbral 2 1 sane
\‘P*' \ Fﬁ A
‘e . . Estado estable
bajo

Parametro de bifurcacion P*

Figura 1.4: Ejemplo de un diagrama de bifurcaciones de un sistema biestable. Las
lineas verticales resaltan los valores umbrales y los circulos, las bifurcaciones. Las
lineas negras solidas representan los estados estacionarios estables, mientras que la
punteada, los inestables.
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En la figura vemos la respuesta a perturbaciones
del modelo determinista que son generadas al cambiar
las condiciones iniciales, sin embargo, como se discuti
anteriormente, eventos estocasticos pueden causar fluc-
tuaciones en él. Si hay solo una cuenca de atraccién, el
estado del sistema determinista regresara al mismo esta-
do estable después de ser perturbado, pero si hay dos, una
perturbacion suficientemente grande puede hacer que el
estado del sistema cambie de cuenca de atraccién (ver
Figura . Este comportamiento depende no solo de la

perturbacién, sino de la profundidad de las cuencas de
atraccion que se mide al cuantificar la maxima perturba-
cion que puede ser hecha en el sistema sin causar un salto
hacia un estado estable alternativo [20]. Si la cuenca de
atraccién es poco profunda, una pequena perturbacién
puede desplazar el estado del sistema hacia otra, resul-
tando en un cambio de estado estable. En sistemas multi-
estables se da una pérdida de profundidad en las cuencas iy :

,, . : o ) atraccion de un sistem
de atrac‘mor.l cu?xfldo se aproxima una b‘1‘furca(310n debido biestable. Figura tomada
a una disminucion gradual en la establhdad‘ de los pun- v modificada de [20]
tos fijos [21]. Este fendmeno es el que permite hacer los
analisis enfocados en la busqueda de marcadores que pre-
digan bifurcaciones.

Estado estables

Figura 1.5: cuencas de

1.4.3. Modelos estocasticos de sistemas bioldgicos
Ruido extrinseco

En una red bioquimica, es decir, una red en donde las variables pueden ser
proteinas, enzimas, citocinas, etc., la concentracién de las moléculas involucradas
y su comportamiento puede variar entre sus individuos debido a fluctuaciones en
las concentraciones de agentes regulatorios, precursores o tasas de reaccion. A este
tipo de variaciones se le conoce como ruido extrinseco. En otras palabras, el ruido
extrinseco representa la heterogeneidad en comportamientos atribuible a procesos
externos que pueden afectar de manera estocastica el sistema descrito de forma
determinista. Este tipo de ruido se puede simular con una ecuacién de It6 dada por:

dX(t) = F(t, X (1))dt + G(t, X (£))dW (¢) (1.6)

en donde F' representa componente determinista del sistema , G representa
las fuerzas moleculares [22] que al multiplicarse por dW (t) describe fluctuaciones en
el tamano poblacional del sistema. En este caso W (t) es un proceso de Wiener, tipo
de proceso estocastico a tiempo continuo con incrementos independientes, es decir,
Wi, =Wy, Wiy — Wiy, ooy Wi, — W, |, son independientes para todas las elecciones
de tq,1s, ..., t, satisfaciendo t; < tq, ..., < t,. En este nuevo sistema las fluctuaciones
aleatorias extrinsecas son representadas por el segundo término de la ecuacién de
Ito que agrega ruido a través de sumar un término que sigue una distribucién
normal. Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales, comuinmente y a lo largo
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de este trabajo se emplea el algoritmo de Euler-Maruyama [22] (ver Capitulo de
Métodos).

Ruido intrinseco

Por otro lado, cuando las variaciones ocurren por la estocasticidad inherente
a las reacciones que afectan el sistema biolégico, decimos que el tipo de ruido es
intrinseco. Este tipo de sistemas con ruido considera variables discretas en lugar de
continuas, es decir, las entradas del vector de estado, X € N”, representan el niimero
de moléculas de cada variable en el sistema. Al modelar sistemas bioldgicos con ruido
intrinseco, primero, se busca asignar probabilidades a la ocurrencia de una reaccién
y al tiempo en el que ocurre. Es decir, nos interesa conocer la probabilidad de que
dado X el estado del sistema, ocurra la reaccién j en el siguiente intervalo de tiempo
[t,t + dt), definida por a;(X)dt. Con esta informacién, se generan las simulaciones
estocésticas del sistema. La clave para simular trayectorias estocasticas es encontrar
la funcién de probabilidades definida como sigue [23]:

p(7, j|z,t)dT denota la probabilidad, cuando X () = z, de que la siguiente reac-
cién en el sistema ocurra en el intervalo de tiempo [t+7,t+7+4d7), y sea la reaccién
R;.

Esta funcién es la distribucién conjunta de dos variables aleatorias: el tiempo
hasta la siguiente reaccién (7) y el indice de la siguiente reaccién (j), dado que el
sistema esta en el estado x. Suponiendo que la ocurrencia de reacciones sigue un
proceso de Poisson, se puede obtener una ecuacion exacta como sigue:

p(7, jlx,t) = a;(x)exp(—ap(x)T), (1.7)

en donde

M=

ap(x) =) ag(z). (1.8)

k=1
La ecuacién (|1.7]) implica que 7 es una variable aleatoria exponencial con media

——, mientras que j es una variable aleatoria

ap(z)
(z)

discreta con funciéon de probabilidad dada por %.
aglT

y desviacion estdandar dadas por

Hay difererentes métodos para generar muestras de 7y j [23], pero en este trabajo
usamos el Algoritmo de Gillespie detallado en el capitulo de Métodos.

Tiempo medio de paso

En los sistemas estocasticos multiestables es de suma importancia saber el tiem-
po promedio que tarda el sistema en cambiar de estado cuando se esta en la regiéon
de biestabilidad, pues al hacer realizaciones estocasticas nos interesa observar el
comportamiento de éstas alrededor de un estado estable y sin que haya cambios de
régimen [13]. A este tiempo se le llama tiempo medio de paso (o de transicién) y

11
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depende del tipo de ruido, de la magnitud del mismo (hablando de ruido aditivo) y
del parametro de bifurcacion. Formalmente se calcula como sigue:

Sea Y = F(Y,P) un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas con rui-
do intrinseco y solucién Y (t) (obtenida numéricamente) para condiciones iniciales
Y(0) = Y. Sea P*, entrada del vector de parametros P, el parametro de bifurca-
cién. Tomemos dentro de la regién biestable m valores de P* | pf con¢ € 1..m, y
denotemos u; y ¥; a los estados estables asociados a cada p;. Queremos encontrar el
menor t; > 0 tal que |Y (/) — 95| < € tomando Yy = ;. A t¥ le llamaremos tiempo
de primer paso. La media de n tiempos de primer paso para un determinado p; se
conoce como tiempo medio de paso [13].

Para cualquier cédlculo de senales de alerta temprana en modelos con biestabi-
lidad es importante conocer este valor pues nos interesa observar y caracterizar el
comportamiento de las trayectorias antes de que cambien de estado.

1.4.4. Senales de alerta temprana

Debido a que la bifucacién mas estudiada en sistemas biolégicos es la tipo silla-
nodo, se han hecho diversos estudios para encontrar marcadores que puedan predecir-
la. Estos marcadores se conocen como senales de alerta temprana. Existen diferentes
tipos de éstos [13], por ejemplo, aumento en tiempo de convergencia a un estado
estable, varianza, autocorrelacién y curtosis. En este trabajo nos enfocamos en la
varianza y autocorrelacion de sistemas estocésticos, y en el alentamiento critico, co-
rrespondiente a sistemas deterministas.

Como se menciond anteriormente (seccién 1.4.2), cerca de los puntos de bifur-
cacion, los estados estacionarios de un sistema pierden estabilidad, es decir, las
cuencas de atraccién correspondientes a esos estados pierden profundidad [21]. De-
bido a ello las trayectorias tanto deterministas como estocasticas tardan mas tiempo
en converger al estado estable. Por ello, cerca del punto de bifurcacién presentan
un comportamiento dindmico mas variable. Por este motivo es que al estar cerca
de un cambio inminente de régimen se ve un aumento en tiempo de convergencia
(alentamiento critico), se espera ver un incremento en varianza y autocorrelacion.

Alentamiento critico

El alentamiento critico es un fenémeno dindmico que ocurre en la vecindad de
un punto de bifurcacion, en el que el sistema se recupera cada vez mas lentamente
de una perturbacién en condiciones iniciales que lo aleja de su estado estable [14]. Es
decir, el tiempo de convergencia aumenta conforme el sistema se acerca a un valor
umbral.

El tiempo de convergencia se define como sigue:

Sea X = F (X, P) un sistema de ecuaciones diferenciales con solucién X (t) para
las condiciones iniciales X (0) = X,. Sea P* el parametro de bifurcacién. Para m
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Tiempo de convergencia
0-Q =0 = = =0 = = = =1

Parametro de bifucacion (p)

Figura 1.6: Se muestra un ejemplo del aumento del tiempo de convergencia,
fenémeno al que se le conoce como alentamiento critico, que ocurre al acercarnos a
un punto de bifurcacion. La figura representa el tiempo de convergencia del modelo
silla-nodo candnico que se presenta en el Apéndice A.

valores de P*, p! con i € 1...m, queremos encontrar t tal que | X (t}) — u;| < €, en
donde @; es el estado estable asociado a p! y Xy = u; + J. En otras palabras, el
tiempo de convergencia se define como el tiempo que tarda el sistema en alcanzar su
estado estable dada una condicién inicial distinta de la estabilidad (pero cercana).
En la Figura[1.6| se muestra un ejemplo de este fenémeno.

Aumento en varianza y autocorrelacién

Dada X (t) una variable aleatoria dindmica con media y, entonces la varianza de
X (t), denotada por Var(X), estd definida como [24]

Var(z) = E[(X — p)7].

En el contexto de este trabajo cada variable aleatoria es una serie de tiempo. La
varianza se obtiene a partir de dar ¢ valores del parametro de bifurcacién y, para
cada uno de ellos, hacer una realizacién del modelo lo que nos da una trayectoria
estocéstica, tomando el tiempo de integracion como la media de los tiempos medios
de paso (ver capitulo de Métodos, seccién 3.5.3), a la que se calcula la varianza (en
la Figura (a) se muestra un ejemplo ilustrativo).

La autocorrelacién a una unidad de tiempo de retraso de X (¢), se denota por [25]:
rxx (i, t2) = E[X (t1) X (t2)]

y la autocorrelacion representa el grado de similitud de X (t) en dos tiempos t; y
to. Cuando los dos tiempos son consecutivos, en tiempo continuo en el sistema con
ruido aditivo, y en tiempo discreto en el sistema con ruido intrinseco, se dice que se
estda tomando el coeficiente de autocorrelacion con lag-1 y éste es el retraso que se
considera a lo largo del presente trabajo (en la Figura[L.7(b) se muestra un esquema
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ilustrativo). A lo largo de este trabajo se considera un incremento en el tiempo de
0.01.

X(t)
X(t)

Varianza

t 12

@) (b)

Figura 1.7: Graficas ilustrativas del método de cédlculo de la varianza y autocorre-
lacién de una serie de tiempo. En (a) se muestra un ejemplo de una trayectoria
estocéastica con ruido aditivo a la cual se le mide la varianza; la linea horizontal re-
presenta el valor promedio de los valores que toma este trayecto. En (b) se muestra
una trayectoria con ruido aditivo a la cual se le calcula la autocorrelacion “lag”-1;
las lineas verticales indican los tiempos consecutivos que se consideran.

1.5. Antecedentes y planteamiento del problema

Estudios previos han identificado que existen cambios abruptos en el estado
de sistemas ecolégicos [20], econémicos, financieros y, particularmente, en medicina
clinica [14] (enfermedades). Dichos cambios abruptos se han asociado en ocasiones
a bifurcaciones debido al cambio de alguna o algunas variables del sistema, en cuyo
caso se explican como saltos de un estado estable a otro cualitativamente diferente.
Especialmente, en enfermedades como cancer o enfermedades autoinmunes, el de-
terioro de un paciente puede ser abrupto. Para su entendimiento se han propuesto
modelos matematicos con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que las des-
criben como funciones que dependen del tiempo [17], en donde los cambios abruptos
se aprecian gracias al andlisis de los modelos y la obtencién de diagramas de bifur-
cacién (ej. [8]).

Anteriormente se han propuesto nuevas senales de alerta temprana para predecir
bifucaciones. Por ejemplo en Guttal et al. |[13] se hace uso de fluctuaciones externas
para probar que el cambio en la asimetria de las series de tiempo de un sistema
puede actuar como una buena senal de alerta temprana. Otro ejemplo es el traba-
jo de Chen et al. [14] en donde definen un indice basado en una red dindmica de
biomarcadores que sirve como senal de alerta temprana. Este trabajo es sumamente
valioso porque los autores trabajan con muestras clinicas de pacientes que cargan
una gran cantidad de mediciones y obtienen las redes dinamicas de biomarcadores a
partir de ellas. En su articulo muestran que predecir un cambio de régimen dadas po-
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cas muestras, puede ser posible si en cada muestra se toma un gran ntimero de datos.

En este trabajo nos enfocamos particularmente en modelos de sistemas biol6gi-
cos, especialmente bioquimicos, que presentan biestabilidad y cuyas bifurcaciones
son tipo silla-nodo. Realizaremos el analisis de los modelos, tanto en su version de-
terminista como estocéstica, anadiendo ruido intrinseco y extrinseco, para predecir
cambios abruptos de régimen utilizando tres tipos de senales de alerta temprana:
alentamiento critico, varianza y autocorrelacion.

1.6. Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es evaluar la existencia y robustez de
senales de alerta temprana en tres sistemas bioquimicos ( [26] [27], [8]) con bifurca-
ciones tipo silla nodo y sujetos a ruido intrinseco y extrinseco.

1.7. Hipbtesis

Las senales de alerta temprana se presentan siempre que va a ocurrir una bi-
furcacion en sistemas tanto deterministas como estocasticos con ruido intrinseco y
extrinseco.
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Capitulo 2

Modelos estudiados

2.1. Modelo de Hofer

Relevancia clinica

En el articulo escrito por Hofer et al. [26] nos presentan un modelo que descri-
be la regulacién del factor de transcripcién, GATA3, y su relacién con estimulos
externos, en particular con la citocina IL4. Entender la regulacién de este factor
de transcripcion es importante pues es el factor de transcripcién suficiente y ne-
cesario para promover la generacion de TH2, la cual es una célula que controla la
respuesta inmune a parasitos extracelulares, bacterias, alérgenos, toxinas y todas las
formas de respuesta inflamatoria. Cuando GATA3 esta bien regulada se ocupa para
la generacién de TH2. Sin embargo, cuando sus niveles no son adecuados, desvia la
generacion de estas células a la creacion de mastocitos que estan relacionados con la
aparicion de alergias. Por ello, si esta mal regulada, puede generar alergias hacer que
falle la respuesta a patdgenos. La citocina IL4 es secretada cuando hay infecciones
primarias y es el inductor principal de GATA3 [28].

Este modelo es de relevancia clinica pues es el modelo matematico més simple
que reproduce la diferenciacién irreversible de células T en respuesta a IL4. Ademaés,
la estructura regulatoria propuestas sirve para decribir la regulacién de otros fac-
tores de transcripcién que se autorregulan y que estan involucrados en procesos de
senalizacion.

Red de interacciones y sistema de ecuaciones

El sistema se compone de una sola variable, GATA3, un estimulo externo, 1L4,
y tres reacciones. La reaccién uno (R1) corresponde a produccién de GATA3 modu-
lada por IL4 con tasa «; la reaccién dos, R2, corresponde a la auto-induccién de la
produccién de GATA3 e indica retroalimentaciéon positiva con cooperatividad con
tasa k, y, por tltimo, R3 representa degradacién de GATA3 a tasa k (ver Figura.

La ecuacién describe el sistema presentado en la Figura Para crear
esta ecuacién se usaron las funciones tipicas en cinética quimica (ver Capitulo 1,
seccién 3). El primer término respresenta la produccién de GATA3 y, dado que no
tiene precursores, se escribe solo como el producto de su tasa de reaccion, «a, por
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CAPITULO 2. MODELOS ESTUDIADOS

el estimulo, IL4. R2 es modelada con una ecuacion de Hill, por ser una reacciéon
cooperativa, y R3 se representa usando ley de accién de masas, como el producto de
su tasa de reaccion k por su precursor GATA3. Para hacer el andlisis de este modelo
se tomaron los mismos valores para los parametros del articulo, a saber: a = 0.02,
kg =05y k=1

En el trabajo de Hofer encuentran que el sistema presenta tres estados estacio-
narios, dos de los cuales son estables y corresponden a alta y baja expresion de
GATA3. Ademas, a través de un analisis de bifurcaciones més detallado, encuen-
tran las regiones paramétricas para las cuales hay biestabilidad. Una caracteristica
importante de este modelo es que presenta una direccién de transicion irreversible,
es decir, una vez que se llega a alta expresién de GATA3, ain cuando se disminuya
el valor del estimulo 1.4, el sistema se quedara en el estado estacionario correspon-
diente a alta expresion de GATA3 (ver diagrama de bifurcacién en el Capitulo de
resultados, seccion 4.1.1).

IL4

l )
B— ——

R1 R3

Figura 2.1: Red de interaciones para el modelo de Hofer.

El modelo de Hofer en otros sistemas

Asombrosamente, en ecologia se han identificaco redes de interacciones con la
misma topologia y el modelo de Hofer también se puede usar para describir sus
transiciones. En el articulo de Scheffer et al. |20] propone el siguiente sistema de
ecuaciones:

dX
% —a—bX—f-cf(X),

como un modelo simple de la desertificacién o eutrofizacion de lagos. En tal ecuacion
a representa un factor ambiental que promueve X, b representa la tasa a la cual X
decae, y ¢ es la tasa a la cual X se recupera como funcién de f(X). Para desertifi-
cacion se podria pensar X como suelo arido, medido por la cantidad de vegetacion
destruida, a como destruccion de vegetacién, b como recolonizacion del suelo por
plantas y ¢ como erosién debido al viento. El tercer término de la ecuacién es el que
puede causar multiestabilidad, por ejemplo, si f(X) es una funcién que crece abrup-
XP

tamente en un umbral i, como en el caso de las funciones de Hill f(X) = S CENT
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CAPITULO 2. MODELOS ESTUDIADOS

, donde el exponente p determina la pendiente del cambio que ocurre alrededor de
h (como en el modelo de Hofer en donde h =1y p = 2).

2.2. Modelo de Angeli

Relevancia clinica

En el trabajo presentado por Angeli et al. [27] , los autores exponen un método
para analizar modelos matematicos de sistemas bioldgicos de orden arbitrario con
retroalimentacion positiva para encontrar, si existe, bi-estabilidad o multiestablidad.
Para ejemplificar su método, presentan dos sistemas de ecuaciones diferenciales, uno
de los cuales representa inhibicién mutua entre dos proteinas y es el que yo analizo
en el capitulo de resultados. El motivo de incluir el modelo de Angeli en este analisis
es que el tipo de circuito regulatorio analizado por Angeli representa un motivo
funcional |16] observado en muchos sistemas biolégicos. Por ejemplo, en el trabajo
tedrico-experimental presentado por Rata et al.. [7] donde la regulacién mutua de
dos proteinas influye fuertemente en la division celular. E1 modelo matematico que
propone contiene una subred que corresponde a la red de Angeli, con una proteina
mas. Este articulo es importante porque permite proponer que la multiestabilidad
subyace los procesos de division celular (tres estados estables y dos inestables) y que
proviene de la inhibicién mutua de dos proteinas.

Red de interacciones y sistema de ecuaciones

Ry R, Ry
——~
oy O B 7
.——b. — .~ Bizi(vxu)
Y — Y T1 =012 — >
Bihr, 2 RATBZ 1 Ki+ (vxy)m
| . Brai (v y1)™
Tg = —oqxg + ————,
K2, 12 K+ (vxyp)n 99
R, (2.2)
vV, K1, 11 R
o 673\— Boyrx]?
‘ un 242 KQ + .%'1/2 )
Figura 2.2: Red de interacciones correspondien- 5 o
te al modelo presentado por Angeli et al. [27]. i = —Qot + 21T
Y2 2Y2 Ky + x?

El primer paso para conocer el modelo es fijarnos en su diagrama de interacciones.
En la figura se retrata una red con cuatro proteinas interactuantes, Xi, Xs, Y5
y Y] y cuatro reacciones, R; con ¢ € 1,2, 3,4. La primera reaccién, R;, corresponde
a la produccion de X; debido a X5, y se modela con la Ley de accién de masas
(ver Capitulo 1, Seccién 3). Ry describe la transformacion de regreso, de X5 en X,
inducida por Y; de forma cooperativa, por lo que se representa matematicamente
con una ecuacién de Hill (ver Capitulo 1, Seccién 3). Luego, la reaccién Rj repre-
senta la produccion de Y; debido a Y5, representada en las ecuaciones usando Ley
de acciéon de masas. Finalmente, R, representa la transformacion de regreso de Y5
en Y; inducida por X; de manera cooperativa y descrita con una ecuacion de Hill.
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En este modelo v representa qué tanto influye X5 en Y5 y es nuestro parametro de
bifurcacién. En el sistema de ecuaciones (2.2)) se presentan las reacciones descritas
previamente.

De las primeras dos ecuaciones podemos observar que X; + X, = 0 por lo que
X; + Xy = constante = X (ecuaciones de conservacién), lo cual nos dice que la
concentracién total de las proteinas es constante (i.e. el sistema es cerrado). En el
articulo de Angeli toman la concentracion total como X7 = 1, sin embargo en este
trabajo se explora este modelo también con Xp = 100 pues, como veremos més
adelante para el modelo de Hofer, la cantidad total de proteinas influye significa-
tivamente en el comportamiento de los marcadores estadisticos calculados usando
el modelo con ruido intrinseco. De este modo, obtenemos que Xy = 100 — X; y
Y, =100 — Y; y podemos reducir el sistema al siguiente par de ecuaciones:

By
Ky + (v sy’

521/@32

Ky + xiﬁ’ '

351 = 041(10() — 231)
(2.3)
Y1 = 042(100 - 3/1) -

Siendo fieles a las constantes dadas en el articulo de Angeli, tomamos los valores
paramétricos como a; = 1, ag = 1, B = 200, o =10, v =4, %o =4, K1 =30y
Ky =1, para los analisis posteriores.

Cabe mencionar que la eleccion de X7 = 100 no tiene relevancia especifica, es de-
cir, se podria haber tomado otro niimero de manera que la concentracion total fuera
mayor que 1. M&s atin, si hacemos el cambio de variable v = X;/100 y v = Y;/100,
llegamos al mismo sistema con concentracion total igual a 1, pero en este caso los
valores de 31 y (32 se modifican.

2.3. Modelo de Tanaka

Relevancia clinica

El ultimo modelo que analizamos es la red de regulacion de proteasas sobre-
activadas de dermatitis atépica presentado por Tanaka et al. [8]. En su trabajo se
proponen dos modelos que involucran retroalimentacion negativa o positiva entre
sus reacciones, pero en esta tesis solo se analiza el que corresponde a la retroali-
mentacién positiva. Las proteinas involucradas en este sistema se presentan en dos
estados, activo e inactivo. La versién activa de una proteina en realidad presenta
una modificacion molecular de la misma que ocurre por un estimulo externo. Estas
proteinas son:

» Calicreinas proteasas (KLK), que en pacientes con dermatitis atdpica tipica-
mente esta sobre-activada causando sobre-escamacion y problemas cutaneos.
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Denotamos K* a las que se encuentran activas y K a las inactivas.

» Inhibidor de serinas proteasas (LEKTI), un inhibidor que regula la actividad
de KLK. Denotamos L a su estado inactico y LK* al dimero entre L* y K*.

= Receptor-activado-por proteasa PAR2, que también participa en la regulacién
de KLK y ha demostrado jugar un importante rol en la salud de la piel.
Denotamos P* a las que se encuentran activas y P a las inactivas.

La actividad de KLK esta regulada directamente por la interaccién con inhibidores
de proteasas como LEKTI y por cambios en el pH. El mal funcionamiento en el
control de la actividad de KLK en pacientes con dermatitis es una de las causas
principales de una deficiente homeostasis en la barrera de la piel. Por otro lado,
PAR2 es proteolisado y activado por KLK*. En estados saludables la senalizacién
de PAR2 regula la diferenciaciéon de queratinocitos (células predominantes en la
epidermis), mientras que en condiciones patoldgicas, como en dermatitis atdpica,
este senalamiento aumenta la produccion de citocinas e induce la respuesta inmune.
Por tales iteracciones, estas proteinas (en sus estados activo e inactivo) forman
una (incluyendo asas de retroalimentacion entre KLK y PAR2) importante en la
dinamica patogénica de dermatitis atopica.

Red de interacciones y sistema de ecuaciones

En su articulo presentan un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
no lineal ver Figura, que representa la red que considera el asa de retroalimenta-
cion positiva. En la red de regulacion de proteasas que presenta Tanaka se consideran
seis variables: KLK activo (K*) e inactivo (K), PAR activo (P*) e inactivo (P) y
el dimero KLK activo - LEKTT (KL*) y dieciseis reacciones que se pueden agrupar
en cuatro grupos clave que regulan la cantidad de cada una de las proteinas (ver

Figura . Los grupos son:

Autoactivacion de K (R1).
Dimerizacién de K* y L (R2).
Activacién de P regulada por K* (R3).

Ciclo de retroalimentacién generado por la intervencién de P* en la produccién
de Ky L (R4)

Ll A

Ademas de estas reacciones, todas estas moléculas se degradan y las proteinas inac-
tivas se producen de novo. Para aligerar la notacién usada por Angeli, llamaremos
T* al dimero KL*.

En el articulo se consideran las variables 7%, L, K*, K, P y P* como concentra-
ciones y S cuantifica el estimulo externo. La activacién de K y P estd modelada
por ecuaciones tipo Michaelis-Menten pues estan acotadas por la disponibilidad de
K y P, respectivamente. Las funciones fx y fr corresponden a los procesos de
produccién de K y L, respectivamente (ver sistema )
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Figura 2.3: Red de interacciones para el modelo de Tanaka. Los cuadros resaltan los
puntos méas importantes de la regulacion.

T*
d(dt ) =k K*L — kq(T") — 0px(T"),

dL

= kKLt a(T") + tu(my, + fuP") = 6L,
dK* KK

= ko K*L + kg(T*) + k- — 0 K™,

AK K'K

ar _ o fn p*

yr kK* vem ok K + fksS + fx ", (2.4)

LA R S

i~ K v T

dpP* K*P

— hp——— — §p. P*
dt Preqrcop VT

fx = mg + fxs + fx P,
fo=mp+ frs+ fLP”,

En su articulo, ademdés, hacen un andlisis de su dindmica considerando que el
receptor PAR* revela el nivel de inflamacién de la piel y encuentran biestabilidad
respecto al estimulo externo S (ver Figura [2.4]).

Para hacer los andlisis de este modelo se retomaron fielmente los valores pa-
ramétricos usados en el articulo. Estos son: k, = 1,kg =1,k =10,kp = 10,0, =
05,5]{ = 1a6LK = 175k* = 1,513 = 0.5,(513* = 0.5,tL = 1,Ck = 50,0}3 = 50,mp =
10,7TLL = 1, fKS = 0.57fLS = 005, fK = 04, fL =0.2 Y Mg = 0.
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>
w

Nivel de inflamacion

Figura 2.4: Diagramas de bifurcacion tomados del articulo de Tanaka et al. .
En (A) se muestran cuatro diagramas de bifurcacién arrojados por su modelo para
cuatro combinaciones de pardmetros en el sistema. En (B) se muestran los indices
cuantitativos del comportamiento biestable.
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Capitulo 3

Métodos

Todos los modelos matematicos estudiados en el presente trabajo se analizaron
por medio de simulaciones numéricas. Para ello se utilizaron los paquetes de software:
0scill8 (versién 1.12), Mathematica (versién 11.2), R (versién 1.1.463) y Matlab
(versién R2016a). En la Figura se presenta un diagrama de flujo que muestra los
andlisis que se le hicieron a cada modelo.

3.1. Analisis del modelo determinista

3.1.1. Diagramas de bifurcacién

Dado un modelo

X =F(X,P), (3.1)

con X € R* y P € RP, queremos encontrar todos los puntos de equilibrio, X*, tales
que o
F(X*, P*) =0, (3.2)

para diferentes valores de P*, en donde P* es una entrada del vector P llamado
parametro de bifurcacién. Notemos que la ecuacion es un sistema de ecuacio-
nes algebrédico que se puede resolver facilmente cuando el sistema es sencillo (ej.
el sistema que representa la bifurcacién silla-nodo canénica, ver Apéndice A). Sin
embargo, usualmente los modelos matematicos que se usan para describir procesos
biolégicos contienen muchos términos no lineales, por lo que se necesitan métodos
numéricos para resolverlos. Para superar estas dificultades y obtener los diagramas
de bifurcacién se utilizaron dos software distintos: 0scill8 y Mathematica (ver
implementacién en Apéndice B, seccién B.1).
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Eleccion del modelo de la forma

y del parametro de interés

Estados estacionarios
estables, inestables y
cuencas de atraccion

|

Diagramas de bifurcacion para
cada variable con respecto a

P eP

Anadlisis de los Analisis del
modelos modelo
estocasticos determinista

Tiempo de
convergencia

Tiempo medio de paso

Varianza y
acutocorrelacion

Figura 3.1: Diagrama de flujo del procedimiento seguido para el andlisis de cada
modelo
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3.1.2. Integracion numérica

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales del primer orden descrito
por la siguiente ecuacion:

X =F(t, X(1)) (3.3)

con X (ty) condiciones iniciales. Los métodos de integracién numérica tienen como
objetivo aproximar una solucién de (3.3)) a través del uso de métodos iterativos, por
ejemplo, series de Taylor o métodos tipo Runge-Kutta [29].

En este trabajo se utilizaron los integradores ode45 y ode de los paquetes de
software Matlab y R, respectivamente, para integrar numéricamente los modelos
estudiados. El primer integrador utiliza el método de Runge-Kutta (4,5) para resol-
ver ecuaciones diferenciales no rigidas. El segundo integrador resuelve problemas de
condiciones iniciales para sistemas rigidos o no rigidos de ecuaciones diferenciales de
primer orden, cambiando automaticamente entre métodos rigidos y no rigidos. El
codigo para implementar los algoritmos de integracién numérica se puede encontrar
en el Apéndice B, seccion B.2.

3.1.3. Calculo del tiempo de convergencia

P X ss;
o :
k-]
[
°
i~
©
=
K]
8 3{ x
8
n
]
73
o
k-]
©
3
(]
w < 3¢
iR N ssj
pl* .
z . .z I .
Parametro de bifurcaciéon P* Tiempo

Figura 3.2: En la imagen izquierda se muestra un diagrama de bifurcacién; el punto
indica el estado estable correspondiente X +s,» para el valor del parametro de bifurca-
cién pf. En la imagen derecha se muestra una trayectoria determinista obtenida para
P* = p?, la linea sélida horizontal muestra X 25,5 la linea vertical marca el tiempo

en que la trayectoria estd a distancia € del estado estable, finalmente § senala la
distancia a la que se toma la condicién inical del estado estable.

El tiempo de convergencia es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar su estado
estable (o estar a una distancia muy pequena, €, de él) dada una condicién inicial a
0 distancia de éste.

Para obtener este tiempo tomamos primero un valor p; del parametro de bifurca-
cién e identificamos un estado estable asociado a él, X %, (ver Figura izquierda).
Luego integramos numéricamente el sistema determinista con este valor del parame-
tro tomando como condicién inicial Xy = X s, 70, y colectamos el tiempo que tarda
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el sistema en estar a distancia ¢ de X 2, (ver Figura derecha). La eleccién de 0
debe ser tal que la condicién inicial esté dentro de la cuenca de atraccién del estado
estable correspondiente.

El cédigo correspondiente se encuentra en el Apéndice B | seccién B.6.1.

3.2. Simulaciones estocasticas

En este trabajo se implementaron dos tipos de modelos estocasticos: con ruido
intrinseco, que se simularon con el algoritmo de Gillespie (explicado més adelante),
y con ruido aditivo que se simula con el algoritmo de Euler-Maruyama (explicado a
continuacién), para aproximar una solucién a los sistemas de ecuaciones diferenciales
estocésticos. En todas las simulaciones estocasticas se tomaron condiciones iniciales
en los puntos de equilibrio estables ubicados en la rama del diagrama de bifurcaciéon
correspondiente a la bifurcaciéon que se queria predecir.

3.2.1. Simulaciones con ruido aditivo

En el presente trabajo los paquetes de software usados para generar las ver-
siones estocasticas de los modelos fueron Matlab y R. En el caso de Matlab se
logré a través de convertir cada uno de ellos en sistemas de ecuaciones diferencia-
les estocasticas de It (ver Capitulo 1, seccién 1.4.3), y después utilizar un método
para integrarlos numéricamente. Para lograr esto se usaron dos funciones: sde y
simulate. La primera funcién sirve para crear un sistema de ecuaciones estocasti-
cas de Itd dX(t) = F(t, X(t))dt + G(t, X(t))dW (t), en donde F es el sistema de
ecuaciones determinista y G representa el coeficiente de difusién [30]. En todos los
modelos se tomé el término de difusién G igual a o F'(X, P), en donde o es el tamano
de la pertubaciéon. La segunda funcion, simulate, se usa para integrar numérica-
mente los modelos estocésticos usando el algoritmo de Euler-Maruyama (el cédigo
correspondiente se encuentra en el Apéndice B, seccién 3).

Esquema de Euler-Maruyama

El algoritmo de Euler-Maruyama es la manera mas sencilla de hacer una apro-
ximacén en tiempo discreto de un proceso de Itd. El esquema dice lo siguiente [22]:

Consideremos un proceso de It6 X = {X;,ty <t < T} a tiempo continuo que
satisface la ecuacién diferencial estocastica:

en tyg <t < 7T con la condicién inicial

Xto - Xo.

Dada una discretizacion del intervalo [tg,T] como tg = 79 < 74 < ... < T, <
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...Ty = T', una aproximacién de Euler es un proceso estocéstico discreto en el tiempo
Y ={Y(¢t),to <t < T}, que satisface el siguiente esquema de manera iterativa:

Yo =Y, + F(Y,)A, + G(Y,) AW,
paran =0,1,...., N — 1 con valor inicial
Yo = Xo

endonde Y, =Y(1,), Ay =Ths1 — T =0y AW =W,

1 — Wr,. Los incrementos

AW,, son independientes y se distribuyen como una normal con media 0 y varianza
A, N(0,A,).

En el segudo caso se uso la funcién run (de la biblioteca de funciones de GrindR
de R) que a su vez llama al integrador ode, el cual utiliza métodos para resolver
sistemas de ecuaciones ecuaciones rigidas y no rigidas que decide por si mismo qué
método usar. La funcién run tiene un argumento de entrada, after, que ejecuta una
orden después de cada paso en el tiempo. Es decir, dado un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden X = F(X(t)), por medio de un integrador numérico se
encuentra X (¢;), coni = 1,2,..r y t; € [to, T| el intervalo de integracién, de manera
que se puede construir una trayectoria estocastica como X (t;) = X (¢;)+u;, en donde
cada p; es un vector aleatorio tomado de una distribucién normal con parametros

(0,0).

En el Apéndice B, seccién B.3. se puede ver la implementacion del cédigo para
ambas opciones de software.

3.2.2. Simulaciones con ruido intrinseco

Cuando se consideran sistemas con variables cuyas concentraciones son bajas,
sus concentraciones se pueden aproximar con numeros naturales (que representan
el nimero de moléculas) en lugar de nimeros reales. En este contexto nos intere-
sa estudiar los cambios discretos en la cantidad de cada variable. Por este motivo
cuando se hacen simulaciones con ruido se debe tener en cuenta que las variables en
el sistema ya nos son concentraciones, sino nimero de moléculas.

Debido a lo anterior necesitamos entonces un algoritmo que tome en cuenta dos
cosas: la variable de estado X (t) € N“ representa el nimero de moléculas de cada
tipo en el tiempo ¢t y la aleatoriadad de las reacciones. El algoritmo de Gillespie es una
de las mejores herramientas para simular este escenario, pues asigna probabilidades
a la ocurrencia de las reacciones dentro de un sistema, considerando que una y
solo una de las reacciones puede ocurrir. Ademas, describe cudntas moléculas de
determinada especie hay en un tiempo dado. Para ser més especificos, el algoritmo
del Gillespie elige de manera aleratoria el tiempo en el que ocurre una reaccion y la
reaccién a ocurrir [31].

Algoritmo de Gillespie

Para fijar ideas, consideremos un sistema con u variables X, X, ..., X,, y v reac-
ciones Ry, Ra, ..., R,. Sea P el vector que guarda las tasas de transicién y h;(z, P)
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la funcién de probabilidad asociada a R;, en donde & = (z1, s, ..., x,) es el estado
actual del sistema. La funcién h;(Z, P) representa la probabilidad de que la reaccién
R;, con i € 1,2, ...,v, ocurra en un intervalo de tiempo (¢,t 4 dt]. De este modo la
probabilidad de que alguna reaccién ocurra se ve como:

ho = zv:h,-(a:,P).
=1

Considerando que la ocurrencia de alguna reaccion sigue un proceso Poisson de
parametro hg, el tiempo hasta que una reacciéon ocurra se distribuye de manera
exponencial con parametro hy. Por su parte, la reaccién que se observa ocurre con

probabilidad % Calculando el tiempo hasta la siguiente reaccién e identifi-
o\7T,

cando la reaccion a ocurrir, se va calculando el vector de estados de manera iterativa,
generando asi una simulacion estocastica del modelo. Este procedimiento discreto
es el algoritmo de Gillespie y los pasos para implementarlos son los siguientes [31]:

1. Inicializar el sistema tomando t = 0 y dando valores a las tasas de transicion,
0 0

asf como a las condiciones inciales 2%, 29, ..., 20.
2. Para cada ¢ = 1,2,...,v calcular h;(z, P) basdndose en el estado actual del
sistema, T.

3. Calcular la probabilidad total hg = Z hi(z, P).
i=1

4. Generar el tiempo hasta el proximo evento, t’, con una distribicién exponencial
dada por Exp(ho(z, P)).

5. Actualizar el tiempo como t =t + t' y guardar los tiempos.

6. Generar la reaccion, 7, a ocurrir como una variable aleatoria discreta con pro-
hi(z, P
babilidad @, coni=12..0v.
hO (ZL’, P)
7. Modificar el vector de estado dependiendo de la reaccién elegida en el paso
anterior y guardad los resultados.

El cédigo correspondiente con detalles de cada paso se encuentra en Apéndice
B, secciéon B.4.

3.2.3. Caculo de tiempo medio de paso

Recapitulando, el tiempo medio de paso es el tiempo promedio que tarda el sis-
tema en cambiar de estado estable dada una condicién inicial en el equilibrio. Para
obtener este valor se toman 7 valores del parametro de bifurcaciéon dentro de la re-
gién de biestabilidad, para cada uno de ellos se hacen j simulaciones estocasticas
con el algoritmo de Gillespie o de Euler-Maruyama, segin corresponda, con lo que
obtendremos j tiempos de primer paso (ver ejemplo en la Figura (definicion

30



CAPITULO 3. METODOS

~ — oo @ o o™
o - o a0 oD o 0 00 @
s oo o —scoo oo o o oo—o oo Y2
© Yssi
< - 9 0000 00 @D o D
>
o — o o o
o™ @
~ — o 0
1
e d Yssi
T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 3.3: Se muestra un ejemplo grafico del proceso de cédlculo de un tiempo de
primer paso usando la versién con ruido intrinseco del modelo de Hofer, tomando
IL4 = 1. Los circulos negros representan una simulacién del sistema. Las lineas
horizontales marcan los dos estados estables correspondientes al valor del parametro
elegido y la linea horizontal indica el tiempo que pasa hasta que el sistema cambia
de estado estable.

formal en Capitulo 1, seccién 1.4.3). Una vez teniendo estos j valores, calculamos el
promedio de ellos para obtener asi el tiempo medio de paso asociado al i — ésimo
valor del parametro de bifurcacién.

Para hacer las simulaciones estocasticas a lo largo del presente trabajo, se con-
sideraron los tiempos de integracién como el promedio de los tiempos medios de
paso obtenidos en cada uno de los modelos aunque también se pudo haber tomado
el minimo. La eleccion de tiempo de integracién y sus concecuencias se discute méas
adelante.

El cédigo correspondiente se encuentra en el Apéndice B, seccién B.5.

3.2.4. Varianza y autocorrelaciéon

Para obtener estas senales de alerta temprana, tomamos ¢ valores del parametro
de bifurcacién, para cada uno de ellos simulamos una trayectoria estocastica toman-
do como tiempo de integracion la media de los tiempos medios de paso. Después,
para los modelos con ruido intrinseco, hacemos una discretizacion de las trayecto-
rias simuladas con el algoritmo de Gillespie para que los incrementos en el tiempo
sean homogeneos. Finalmente, calculamos la varianza y autocorrelacién sobre cada
trayectoria.

Es importante mencionar que se toma solo una trayectoria porque este tipo de
simulaciones son las que mas se asemejan a los experimentos en biologia. Para ser
mas especificos, al hacer experimentos es mas posible tener una muestra temporal
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larga de un solo individuo que tener varias muestras cortas de muchos individuos.

Para ver el cédigo correspondiente ir al Apéndice B, seccién B.6.2.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Modelo de Hofer

4.1.1. Analisis del modelo determinista

Diagrama de bifurcacién

Como el modelo de Hofer esta representado por una ecuacién sencilla, es posible
encontrar una expresion analitica para sus estados estacionarios como funcion del
parametro de bifurcacién I L4. Recordemos que el modelo esta dado por:

dG Ko x G2
— = I1L4 J -
dt ax +1+G2

kxG (4.1)

de este modo, al igualar a cero para encontrar los estados estables, obtenemos la
siguiente expresion:

G® —nG*+ G —m =0, (4.2)

en donde n = allL4 — k; y m = allL4. Notemos que tenemos un polinomio
cubico que se puede resolver con la férmula de Cardano, de este modo obtenemos
las siguientes raices:

0.02/L4 — 5
g1 =51+ 52 + — 5
S+ S, 0.02IL4—5 V3
g = — 12 2+ 3 + 5 (S1 — Ss), (4.3)
S, +Sy, 002IL4—5 /3
g5 = — 12 2 4 ; - (51— 5).
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En donde

S, :€/R+ VQ3 + R,
Sy ={’/R— V@3 + R?,

—22 — (0.0004 + 0.021 L4)1 L4 (4.4)
Q= 5 ,
0000016724 — 0.012/ L4* + 3.361 L4 — 80
- 54 '

Aun cuando se pueden obtener expresiones analiticas para los estados estaciona-
rios en este modelo, estas expresiones son complejas en el sentido de que es dificil
hacer operaciones con ellas. Por este motivo, para conocer los estados estacionarios
y diagrama de bifurcacién de este modelo se utilizé el sofware Mathematica (detalles
en el Apéndice B, seccién B.1).

N w -

Estados estacionarios

-

P
- - - ¥

Parametro de bifurcacion (IL4)

Figura 4.1: Réplica del diagrama de bifurcacion asociado al modelo de Hofer obtenido
con Mathematica. Las lineas negras representan estados estacionarios estables y la
linea punteada, inestables. La linea horizontal indica el valor umbral ubicado en
1L4* = 2.52 y el 6valo punteado resalta la cuenca de atraccién del estado estable
bajo.

En la Figura [4.1 podemos ver que, como en encontré en el articulo de Hofe, el
modelo presenta biestablidad, y esto es, para valores entre 0 e I L4 = 2.52 existen
dos soluciones de equilibrio que representan alta y baja expresion de GATA3, y una
solucién inestable. En este caso se presenta un comportamiento muy importante:
irreversibilidad, que se observa debido a que solo hay un valor umbral en donde
ocurre un cambio de estado. Es decir, si nos situamos en el estado estable de baja
expresion y en una cantidad pequena de I L4, al ir aumentando este valor, llegaremos
al valor umbral en donde el sistema cambia de manera abrupta de estado estable y,
aunque reduzcamos I L4, no habra forma de regresar al estado estable bajo. Cabe
resaltar que tedricamente si existe la posibilidad de pasar del estado estable alto
al bajo al reducir el valor del pardmetro de bifurcaciéon a valores negativos hasta
alcanzar el valor umbral correspondiente, sin embargo, no tienen sentido biolégico
los niimeros negativos.
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Notemos ademas que la cuenca de atraccion del estado de baja expresién de
GATA3 es muy pequena (fijarse en la distancia de la rama baja del diagrama a
la linea punteada), por lo que con una perturbaciéon mayor que el valor del punto
de equilibrio inestable, hay un cambio de cuenca de atracciéon. Mas atn, para todo
IL4 dentro de la region de biestabilidad el valor del punto de equilibrio inestable
(que en este sistema unidimensional corresponde con la separatriz) es menor que la
unidad (linea punteada). Esto es relevante en el anélisis de los modelos estocésticos,
particularmente en el andlisis con ruido intrinseco, pues, en ese caso, las unidades
de GATA3 de consideran como nimero de moléculas por lo que la variable cambia
de valor con incrementos o decrementos de 1, teniendo como consecuencia que los
cambios de cuenca de atraccién se dan en un solo paso (aunque puede no ser el
primero).

Alentamiento critico

Como tenemos solo una bifurcacion biolégicamente plausible, nos interesa eva-
luar si se presenta alentamiento critico cerca de ella. En la Figura podemos ver
que, como se espera, el tiempo de convergencia hacia el estado estable alto aumenta
cuando nos acercamos al valor umbral. Con esto podemos concluir que la bifurca-
cion puede predecirse en el sistema determinista por medio de esta senal de alerta
temprana.
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Figura 4.2: La figura muestra el tiempo de convergencia del sistema contra el parame-
tro de bifurcacién; claramente se ve que este tiempo aumenta cuando nos acercamos
al valor umbral I L4* (marcado por la linea vertical punteada). El c6digo para gene-
rar esta figura se encuentra en el Apéndice B, seccion B.6.

4.1.2. Analisis de los modelos estocasticos

Ruido aditivo

Tiempo medio de paso

Para hacer las simulaciones estocasticas con ruido aditivo, primero calculamos el
tiempo medio de transicién del estado estable bajo al alto. En la Figura Vemos
los resultados obtenidos. Los célculos se hicieron para valores de IL4 entre 0 y el
valor umbral /L4 = 2.52 con incrementos de 0.1, sin embargo, en la gréafica solo
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Figura 4.3: Tiempos medios de paso en incrementos de 0.1 para el modelo con ruido
aditivo para valores de I L4 aumentando de 2 a 2.52. Se hicieron 10 simulaciones para
cada valor de IL4 considerado. La linea horizontal indica la media de los tiempos
medios de transicién y la linea vertical indica el valor umbral /L4* = 2.52. Las cruces
indican el promedio de los tiempos medios de paso para cada valor del parametro
de bifurcacion.

se observan de 2 a 2.52 pues para valores del pardmetro menores que 2, no hubo
convergencia al estado alto en el tiempo de integracion tomado. Se tomo el tiempo
de integracion como la media de los tiempos medios de paso de las simulaciones
(linea horizontal), a saber: ¢t = 398.94.

Trayectorias estocasticas

Al igual que en el analisis determinista, podemos hacer simulaciones estocasticas
para observar el comportamiento del sistema. En la Figura[f.4]izquierda se presentan
ejemplos de simulaciones de la ecuacion estocastica

dX = F(t, X)dt + G(t, X)dW, (4.5)

en donde F(t, X) representa la ecuacién determinista (ver Capitulo 4, seccién 1)
y G(t,X) = oF(t,X), tomando la varianza ¢ = 0.2 e [L4=2 (valor dentro de la
regién biestable).

Vemos que las trayectorias, aun cuando inician en el estado estable bajo, tienden
a cambiar al alto. En este caso, no se observan transiciones de estado alto al bajo,
sin embargo son posibles. Notemos ademas que el tiempo que pasa para que este
cambio suceda es pequeno (de hecho es 40 para esta simulacién, aunque el tiem-
po medio de paso es 50.67812) lo que nos da indicios de que el tiempo medio de
transiciéon también lo serd. En la imagen de la derecha (Figura se usa un valor
de IL4 fuera de la region biestable y, como esperamos, las trayectorias fluctiian sélo
alrededor del estado estable alto.
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Figura 4.4: Se muestran simulaciones estocasticas del modelo de Hofer para dos va-
lores de IL4: IL = 2 (dentro de la regién biestable) usando condiciones iniciales en
el estado estable bajo, 4 L4 = 3 (fuera de la regién biestable) usando condiciones
iniciales en el estado estable alto. Las lineas negras solidas representan simulaciones
estocasticas, las lineas punteadas son las trayectorias deterministas correspondientes
a cada valor de IL4 con condiciones iniciales alejadas 0.1 del estado estable corres-
pondiente, a saber: 0.155 y 4.956 respectivamente. Este valor se eligio asi pues para
el valor de 114 en la regién biestable no genera un cambio de cuenca de atraccion.
En la imagen izquierda la linea vertical marca el tiempo de cruce de una trayectoria
que cambia de cuenca de atraccién debido al ruido.
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Figura 4.5: A la izquierda se presenta la varianza para cada trayectoria estocastica y a
la derecha la autocorrelacién. En ambas figuras la linea vertical punteada representa
el valor umbral I L4* y la franja en la parte superior de ellas indica el estado estable
determinista al que convergen las trayectorias estocésticas al final de la simulacion,
esto se muestra para garantizar que los cambios en la varianza y autocorrelacién se
deben a la bifurcaciéon inminente y no a cambios de cuenca de atraccion.

Varianza y autocorrelacién

En la Figura vemos que, como esperabamos, la varianza y autocorrelacion
aumenta cuando nos acercamos al valor umbral. Gracias a lo anterior podemos con-
cluir que en el modelo de Hofer con ruido aditivo representado por la ecuacion (4.5)),
si se puede predecir la bifurcaciéon por medio de estas senales de alerta temprana.
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Ruido intrinseco
Tiempo medio de transicién

Antes de calcular la varianza y autocorrelacion, se hicieron las simulaciones para
calcular el tiempo medio de transicién del estado estable bajo al alto. Obtuvimos que
para valores pequenos de [L4 el tiempo medio es muy grande y decae rapidamente
cuando IL4 aumenta (ver Figura izquierda). Por tal comportamiento se tomé
el tiempo de integraciéon como el promedio de los tiempos que cayeron dentro de la
media y el minimo, siendo éste 72.73 (linea azul punteada). Se tomé este tiempo de
integracion y no el promedio de toda la muestra, porque ésto reduce la posibilidad
de que las trayectorias para las cuales el tiempo medio de paso es pequeno crucen
la separatriz al hacer simulaciones.
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Figura 4.6: Se muestran los tiempos medios de transicién para 50 valores de L4
aumentando de 0 a 2.5. La linea horizontal representa el valor de I L4 elegido para las
simulaciones con ruido intrinseco y la linea vertical marca el valor umbral. Las cruces
indican el promedio de los tiempos medios de paso para cada valor del pardametro
de bifurcacion.

Trayectorias estocasticas

Usando el algoritmo de Gillespie se pueden hacer simulaciones estocasticas con
ruido intrinseco. En la Figura 4.7 podemos ver tres realizaciones del modelo de Hofer
con condicién inicial 0 y pardmetro L4 = 2. En esa figura vemos que las trayecto-
rias también oscilan alrededor de dos estados estables (lineas verticales punteadas)
aunque, a diferencia de las trayectorias con ruido aditivo, los picos son més pronun-
ciados lo cual se debe a la naturaleza del algoritmo con el que se simularon.
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Figura 4.7: Se muestran tres trayectorias estocésticas simuladas con el algoritmo de
Gillespie para L4 =2y Xy = 0, usando como tiempo de integracién t = 72.

Varianza y autocorrelacién

El ultimo analisis para este sistema es la buisqueda de incrementos en la varianza
y autocorrelacion de las series de tiempo del modelo con ruido intrinseco. En la
Figura vemos que ninguno de los marcadores muestra tendencia alguna cuando
nos acercamos al valor umbral, por lo que no se sirven para predecir la bifurcacion.
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Figura 4.8: Se muestran la varianza y autocorrelacién de trayectorias simuladas con
el algoritmo de Gillespie para valores de I L4 aumentando de cero a tres. La linea
vertical representa el valor umbral.

Sin embargo, ya que para los dos analisis anteriores las senales de alerta tempra-
na si sirven como predictoras, planteamos la siguiente hipotesis: el comportamiento
de la varianza y autocorrelacion se debe al tamano de la cuenca de atraccion del
estado estable bajo. Para comprobarlo hicimos simulaciones ahora corriendo el valor
de IL4 de derecha a izquierda, dando condiciones iniciales en el estado estable alto
y tomando como tiempo de integraciéon ¢t = 100.

En la Figura 4.9 vemos de nuevo que ni la varianza ni la autocorrelacién aumen-
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Figura 4.9: Se muestran la varianza y autocorrelacion de trayectorias simuladas con
el algoritmo de Gillespie para valores de I L4 disminuyendo de cinco a dos. La linea
representa el valor umbral.

tan al acercanos al valor umbral. La ultima hipotesis planteada para asegurar que
en el sistema con ruido intrinseco las senales de alerta temprana no se presentan
es la siguiente: la baja cantidad de GATAS es la responsable del comportamiento de
los marcadores estadisticos, ya que, como se muestra en Figura |4.1} el tamano de la
cuenca de atraccion es menor que 1, lo cual implica que el sistema puede cambiar
de cuenca en un solo paso (como se mencioné en el andlisis del diagrama de bifur-
cacién). El camino para comprobar tal hipdtesis fue reescalar el sistema, es decir,

tomamos G = 100 e hicimos las simulaciones con ruido intrinseco para este nuevo
modelo.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacién asociado al modelo reescalado. Las lineas ne-
gras representan estados estacionarios estables y la linea punteada, inestables, la
linea vertical indica el valor umbral ubicado en IL4 = 2.52. El 6valo punteado
resalta la cuenca de atraccion del estado estable bajo.

Primero hay que conocer como se modifica el diagrama de bifurcacién, en la Fi-
gura[4.10| podemos ver que el valor umbral es el mismo que el arrojado por el sistema
inicial; también osbervamos que el estado estable de baja expresion se mantiene cer-
ca del cero mientras que el de alta expresién se modifica a valores cercanos a 500.
Al igual que en el sistema inicial, la cuenca de atraccién del estado estable bajo es
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muy pequena, con un maximo de 21 cuando I L4 = 0 (recordemos que se hace més
pequena el acercarnos al valor umbral), en comparacién con el estado estable bajo.

Como se modifico el sistema, es necesario volver a calcular los tiempos de transicién
para poder hacer las simulaciones. En la Figura |4.11] vemos el tiempo de transicién
en escala logaritmica. Asi como se ve en la Figura para el cambio de estado
estable alto al bajo estos tiempos son muy grandes para valores de [ L4 pequenos y
decrecen muy rapido cuando el estimulo aumenta, por lo anterior las simulaciones
para predecir la bifurcacién al aumentar I L4, se hicieron tomando como tiempo de
integracion el promedio de los valores que cayeron entre el minimo y la media de los
tiempos obtenidos, siendo este ¢t = 1401.
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Figura 4.11: En la figura se muestran los tiempos de transicion en escala logaritmica
para 50 valores de cada valor de I L4 aumentando de 0 a 2.5. La linea sélida horizontal
representa el valor medio; la linea punteada el minimo; la linea con puntos y rayas es
el tiempo de integracion elegido; y la linea vertical indica el valor umbral. Las cruces
indican el promedio de los tiempos medios de paso para cada valor del parametro
de bifurcacion.

Finalmente calculamos varianza y autocorrelacién para este nuevo sistema. Como
podemos apreciar en la Figura [4.12] ahora los marcadores estadisticos del modelo
con ruido intrinseco si aumentan cuando nos acercamos al valor umbral. Por los
resultados anteriores podemos concluir que las senales de alerta temprana si se pre-
sentan cuando perturbamos al sistema con ruido intrinseco, pero que son sensibles
ante distancia entre el punto de equilibrio y la separatriz.

Por otro lado, aunque el comportamiento del modelo presenta un cambio de
estado irreversible, es importante analizar si es posible predecir la entrada a la regién
de biestabilidad, pues cuando se esta en esta region, se puede tratar al paciente con
un forzamiento externo suficientemente fuerte (ej. administrar un medicamento)
para provocar un cambio de cuenca de atraccion y de este modo regresar al estado
estable bajo. Para realizar este andlisis se deben hacer simulaciones disminuyendo
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Figura 4.12: Se muestran la varianza y autocorrelacion usando el sistema reescalado
y con valores de I L4 aumentando de cero a tres. La linea representa el valor umbral.
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Figura 4.13: Se muestran la varianza y autocorrelacién de trayectorias del modelo
reescalado simuladas con el algoritmo de Gillespie para valores de I L4 disminuyendo
de cinco a dos. La linea vertical representa el valor umbral.

el valor de IL4 hasta llegar al valor umbral. En la Figura se presentan los
resultados obtenidos al calcular la varianza y autocorrelacién disminuyendo el valor
de IL4 de 5 a 2 usando como tiempo de integracién ¢ = 100. Como se puede ver, la
varianza y correlacién no presentan ninguna tendencia, por lo cual podemos concluir
que en este modelo con ruido intrinseco no es posible predecir la entrada a la region
de biestabilidad al aproximarnos al valor umbral por la derecha. Esto tiene sentido
pues el punto de equilibrio alto no esta perdiendo estabilidad al acercarse a [L4*, es
decir, no ocurre una bifurcacion en ese punto, y por tanto no se espera que aumente
la varianza y autocorrelacién de sus series de tiempo.

Resumen de resultados

En resumen, las senales de alerta temprana si son buenos predictores de bifur-
caciones en el modelo de Hofer, tanto para el modelo determinista, como para sus
versiones estocasticas. Sin embargo, nuestro andlisis muestra que, como vimos en el
modelo con ruido intrinseco, la varianza y autocorrelacion son sensibles a la distan-
cia entre el punto de equilibrio y la separatriz.
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4.2. Modelo de Angeli
4.2.1. Analisis del modelo determinista

Diagrama de bifurcaciones

En este caso tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales mas complicado que
el de la seccion previa, por lo que encontrar una expresién analitica para los es-
tados estables no fue posible. Por tal motivo, iniciamos el anélisis de la dinamica
del modelo de Angeli utilizando métodos numeéricos para encontrar los estados esta-
bles. En este caso, usamos el integrador ode45 de Matlab que utiliza el método de
Runge-Kutta (4,5) para integrar numéricamente. En la Figura se grafica Y;
en el intervalo de tiempo t = [0, 10] para las condiciones iniciales (X?,Y,?) = (0,0)
v (XD, V) = (0,80) y tres valores de v. En el renglén inferior vemos el espacio
fase generado con 20 condiciones iniciales tomadas de manera aleatoria usando una
distribucién uniforme en el intervalo [0,100]. En la primera columna integramos
numéricamente el sistema para el valor del pardmetro de bifurcacién v = 0.05; ve-
mos que Y converge a un solo atractor (inidicado en la figura como un punto negro)
pues las trayectorias convergieron al mismo punto dadas condiciones iniciales distin-
tas. Ademas, el inico punto de equilibrio presente para el conjunto de pardametros
elegido es el que tiene valores altos de X; y bajos de Y] (imagen inferior). Al igual
que en el caso v = 0.05 para v = 0.25 el sistema es monoestable (Figura
ultima columna) solo que, en este caso, el estado estable presente es aquel que tiene
valores de Y; altos (imagen inferior). Por ultimo, usando v = 0.15 tenemos dos esta-
dos estables (Figura columna central, fijarse en los puntos negros) en donde
en ambos la concentracién de X; es baja.

Para corroborar lo obtenido hicimos los diagramas de bifurcacion correspon-
dientes usando el programa 0scill8 (aunque se puede hacer de otras formas; ver
Apéndice) y exportamos los datos en un archivo .csv para analizarlos después con
Matlab. En la Figura vemos que, efectivamente, el sistema presenta bi-
estabilidad; tenemos tres estados estacionarios, dos estables y uno inestable. En la
imagen izquierda podemos ver que X; cae muy rapidamente cuando el valor del
parametro de bifurcaciéon aumenta mientras que los valores de Y; no cambian signi-
ficativamente. Al llegar a v, el si sistema cambia abruptamente de estado lo cual
se ve reflejado, en su mayoria, en los valores de los estados estables que toma la
variable Y.

Tal como sugieren las trayectorias deterministas de la Figura , el sistema
tiene dos estados estables cuando v = 0.15: el primero con alta expresion de X; y
baja de Y] y el segundo con baja expresion de X; y alta de Y; (Figura |4.14(b))). De
igual manera los diagramas reflejan fielmente los resultados para v = 0.05 y 0.25. En
los diagramas podemos ver ademas la existencia de dos bifucaciones tipo silla nodo
que aparecen cuando v =~ 0.073 y v = 0.18, denotados por v~ y v, respectivamente.
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Figura 4.14: En la figura (a) se muestra la dindmica del sistema para tres valores
de v, 0.05, 0.15 y 0.25. En el renglon superior se presenta la dinamica de Y; en un
intervalo de tiempo de [0, 10] con dos condiciones iniciales (0, 0) y (0, 80). En la parte
inferior se muestra la dinamica de 20 trayectorias cada una con condiciones iniciales
tomadas de manera aleatoria, los puntos negros indican el valor al que convergen. La
figura (b) muestra los diagramas de bifurcacién para las dos variables involucradas;
los puntos amarillos en el eje y indican los valores de v usados en las simulaciones
de la imagen (a), las lineas verticales indican los valores umbrales v~ ~ 0.073 y
vt~ 0.185.
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Una caracteristica relevante de este modelo, a di-
ferencia de lo obtenido en el modelo de Hofer, es la ) — -
presencia de histéresis o memoria. Es decir, si nos B f
situamos en un valor bajo de v estaremos en el esta- 5
do estable correspondiente a alta expresion de X y
baja de Y7, al incrementar los valores del parametro
hasta v vamos a cambiar de manera abrupta de es-
tado y, si disminuimos la cantidad de v hasta llegar a ‘ ‘ : .
v~ volveremos a caer en el estado estable inicial. En C T s
resumen, es posible pasar de un estado estable a otro
solo con la manipulacién del pardmetro de bifurca- Figura 4.15: Representacion
cién. Esta propiedad es importante pues nos indica grafica del comportamiento
que, por ejemplo, una enfermedad regulada por una hisjcerético del modelo de An-
red de interacciones como la propuesta por Angeli, geli.
que presente histéresis es, en principio, reversible.

Estados estacionarios de Y,
@
8
-
.

Si bien tenemos un sistema con cuatro variables involucradas que después se re-
duce a dos (ver Capitulo de modelos estudiados), en adelante se muestran gréficas
correspondientes solo a la dinamica de Y.

Alentamiento critico
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Figura 4.16: Tiempo de convergencia; en la imagen izquierda se muestran las simu-
laciones aumentando el pardmetro de v~ a v+ y en la derecha disminuyéndolo en
ese mismo intervalo, ambos con espacio de § = 0.005. Para ambas simulaciones se
tomaron condiciones iniciales a una distancia de 2 del estado estable correspondiente
y tiempo de integracién de 0 a 250. Las lineas verticales indican los valores umbrales.

El primer indicador que calculamos es el alentamiento critico. En la Figura
se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones; en la imagen izquierda
tomando como condiciones iniciales aquellas con valores altos de X; y bajos de Y,
vemos que el tiempo de convergencia aumenta monotonamente cuando nos acerca-
mos al umbral derecho v* . De igual manera, en la imagen de la derecha, tomando
como condiciones iniciales aquellas con valores altos de Y] y bajos de X;, vemos
que este marcador también aumenta al acercarnos a v~. Por lo anterior podemos
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concluir que el alentamiento critico, como se espera, se presenta y que en el sistema
determinista si podemos predecir las bifurcaciones.

4.2.2. Analisis de los modelos estocasticos

Ruido aditivo

Dado que ahora trabajamos con un sistema de dos dimensiones, podemos meter
ruido en una o ambas ecuaciones, en este caso lo haremos en ambas. Tomando una
varianza ¢ = 0.2, una condicién inicial dada por (X?,Y) = (1,15) y v = 0.15,
hacemos simulaciones para ver el comportamiento de las trayectorias estocasticas.
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Figura 4.17: En la figura izquierda se muestran diez trayectorias estocasticas del
modelo de Angeli con ruido aditivo, simuladas con o = 0.2, condicién inicial igual a
[1,15], v = 0.15 e integradas en el intervalo [0, 100]. En la imagen derecha se muestra
el histograma con los valores finales tomados de 100 realizaciones del modelo de
Angeli con ruido aditivo; las lineas verticales representan los estados estables del
sistema determinista correspondientes al valor del parametro tomado.

En la Figura [4.17] podemos observar los resultados para 100 simulaciones es-
tocasticas del sistema. Notemos que las trayectorias parecen converger a una distri-
bucién bimodal; para recalcar estos resultados hacemos un histograma (normalizado
para obtener la distribucién empirica de probabilidad) tomando, para la misma con-
dicién inicial, los valores finales de nuestras simulaciones. En la Figura (grafica
de la derecha) se puede ver que, efectivamente, tenemos una distribucion tipo bimo-
dal alrededor de los estados estacionarios del sistema determinista.

Dado que el resultado anterior solo es para un valor del parametro de bifurcacién,
hacemos esto mismo para otros valores de éste. En la figura siguiente observamos el
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comportamiento de los valores finales obtenidos para 10 simulaciones estocésticas,
primero aumentando el valor de v de v~ a v + 0.1 con incrementos de 0.01 (puntos
verdes) y usando condiciones iniciales en la rama inferior del diagrama de bifur-
cacion, y luego disminuyéndolo de v+ a v~ — 0.1 con decrementos de 0.01 usando
condiciones iniciales en la rama superior del diagrama de bifurcacién (puntos ama-
rillos). En ambos casos el tiempo de integracién usado fue t = 300. En esta figura
podemos ver que los valores a los que converge el sistema en la variable Y; varian
considerablemente al tomar condiciones iniciales con valores altos de Y7, pero el sis-
tema no cambian de estado estable. Por otro lado, las trayectorias simuladas con
condiciones iniciales bajas tampoco cambian de estado estable. Lo anterior puede
sugerir que es necesario simular por tiempos muy grandes para que las trayectorias
cambien de cuenca de atraccion. Esto se puede observar haciendo las simulaciones
correspondientes a los tiempos medios de transicion.

80
=70

60 (‘
50

40

30
20

Estados estables de Y

10 5 il i i

Ll a a a a o a a

0 0.06 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 4.18: Se muestran: estados estables del sistema determinista (lineas negras),
valores umbrales (lineas rosas verticales) y valores finales de 100 trayectorias es-
tocéasticas simuladas con o = 0.2. Los puntos verdes corresponden a los valores
finales tomando condiciones iniciales en la rama baja del diagrama de bifurcacion
(para la regién biestable) y en la alta al cruzar el valor umbral. En este caso se tomé
v incrementando de nu~ a 2.9. Los puntos amarillos corresponden a los valores fina-
les tomando condiciones iniciales en la rama alta del diagrama de bifurcacién (para
la regién biestable) y en la baja al cruzar v~. En este caso se tomé v decrementando
de vt a 0.

Tiempo medio de transicién

Al igual que para el modelo de Hofer, obtuvimos primero los tiempos medios de
paso de un estado estable al otro y usamos la media de estos tiempos como tiempo
de integracion para correr nuestras simulaciones. Para calcular estos tiempos se debe
simular en un intervalo muy grande para colectar el momento en el que ocurrié el
cambio de estado.

El primer tiempo medio de paso a calcular es el correspondiente al cambio de
estado estable bajo a alto. Para encontrarlo se hicieron 10 simulaciones para ca-
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da valor de v tomado en el intervalo [v~,v"] con espacios de 0.005, para un lapso
de 5000 unidades de tiempo y condiciones iniciales igual al estado estable bajo co-
rrespondiente a cada valor de v. Para este tiempo de integracién las trayectorias
estocéasticas cambiaron de estado solo para tres valores del parametro de bifurcacion
cercanos a v* (ver Figura izquierda). Esto nos dice que el tiempo medio de
transicion para el resto de los valores de v es considerablemente més grande que la
duracién de nuestra integracién (5000) y, en particular, més grande que el promedio
de los tiempos medios de paso obtenidos. Por tal motivo, se puede tomar el promedio
de estos tres tiempos medios de paso como tiempo de integracién para el cdlculo de
seniales de alerta temprana, a saber: t = 198.6351.

Por otro lado, para calcular el tiempo de transicion del estado estable alto al
bajo se hicieron 10 simulaciones para cada valor de v tomado de v hasta v~ con
decrementos de -0.005, un lapso de 5000 unidades de tiempo y condiciones iniciales
iguales al estado estable alto correspondiente a cada valor de v. Para este caso, al
igual que en el anterior,Al igual que antes, se observé un cambio de estado solo para
tres valores de v (ver Figura derecha) lo cual indica que para el resto de éstos el
tiempo medio de paso es mas grande que el tiempo de integracién. Por un argumento
similar al caso anterior, se tomo el tiempo de integracién para el calculo de senales
de alerta temprana como el promedio de estos tres tiempos, a saber: t = 264.1325.
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Figura 4.19: Se muestra el tiempo medio de transicion para pasar del estado estable
alto al estado estable bajo. Las lineas verticales indican los valores umbrales, las
lineas horizontal la media de los valores obtenidos, y los cuadros punteados resaltan
los valores para los cuales se obtuvieron resultados significativos. Las cruces indi-
can el promedio de los tiempos medios de paso para cada valor del parametro de
bifurcacion.

Varianza y autocorrelacién

Pasamos ahora a las senales de alerta temprana. En la Figura podemos ver
la varianza y autocorrelacion de las series de tiempo simuladas cerca de los dos va-
lores umbrales considerando un ruido de magnitud ¢ = 0.2. Notemos que en ambos

48



CAPITULO 4. RESULTADOS

v >
: Bajo Alto
Estado al que converge Bap —— | : —
el valor final 800 < 0.9 T
v v v o |V
o
700 0.8
600 07
c 06
500 S
S -1
g So0s
S 400 E
S 804
> &Y
300 5 o
<03
200
d 02
100 04
000000000 o 000000000
0 0
0.1 0.15 02 0.1 0.15 02
v v
(@) (b)
Estado al que converge Bajo Alto Bajo Alto
[ ]
elvalorfinal 5o 05
v v v v
180 0.45 °
160 ¢ 04
140 0.35
e
120 3 03
g 2"
c [
S 100 £025
- Q
G o
> 80 2 02 b
3
=4
60 0.15
©00000000000000000000
40 0.1
20 e 0.05 ©00000000000000000000
000000000
0
0.05 0.1 0.15 0.05 0.1 0.15
v v

© GV
4 \4

Figura 4.20: En (a) y (b) se muestran la varianza y autocorrelacién incrementando
el valor de v de 0.8 a v* con incrementos de 0.005. En (c) y (d) se presentan la
varianza y autocorrelacion decreciendo el valor de v de 0.13 a v~ con decrementos
de 0.005. En ambos casos las simulaciones se hicieron tomando ¢ = 0.2. En todas
las figuras las barras superiores indican el estado estable al que converge el valor
final de cada simulacién, las lineas sélidas verticales indican los valores umbrales y
las lineas punteadas los maximos de las varianzas y autocorrelaciones.

casos, es decir, al aproximarnos a ambos valores umbrales v (renglén superior) y v~
(renglén inferior), por la izquierda y por la derecha, respectivamente, tanto varianza
como autocorrelacién aumentan, pero no lo hacen mondétonamente al aproximarse a
los valores umbrales sino que muestran un pico poco antes /después de éstos. Este
resultado puede estar relacionado con los tiempos medios de transiciéon pues, como
podemos ver en la Figura para valores muy cercanos a v y v~, izquierda y
derecha respectivamente, el tiempo medio de transicién es pequeno (menor que 100)
mientras que los tiempos de integracion usados para el célculo de varianza y auto-
correlacién fueron ¢t = 198.6351 para predecir la bifurcacién en v+ y t = 264.1325
para predecirla en v~. Esto sugiere que en vez de tomar el promedio de los tiempos
medios de transicion, es mas adecuado tomar el minimo de éstos.
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Con estos resultados podemos concluir que en el sistema con ruido aditivo las
senales de alerta temprana no predicen las bifuraciones cuando se consideran tiem-
pos de integracién mayores al tiempo promedio de paso minimo debido a que las
trayectorias cambian de estado estable en el tiempo de integracién.
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Figura 4.21: En la figura izquierda se muestra el tiempo promedio que tarda el
sistema en cambiar del estado estable bajo al alto; en la figura derecha se muestra
el tiempo medio de paso del estado estable alto al bajo. En ambas figuras las lineas
verticales representan los valores umbrales y la horizontal, la media de los tiempos
medios de paso. Las cruces indican el promedio de los tiempos medios de paso
para cada valor del parametro de bifurcacion. Para ambas figuras se hicieron 10
simulaciones para cada valor de v tomandos entre los valores umbrales con espacios

de 0.005.

Al igual que con el sistema con ruido aditivo, para hacer las simulaciones con
ruido intrinseco es necesario sacar los tiempos medios de paso de un estado estable
al otro. En la Figura 4.21{ podemos ver los resultados obtenidos: para el primer caso
el valor medio de los datos es 290.6956, resultado esperado ya que si recordamos
los diagramas de bifurcacién (ver Figura [4.14(b)|), las cuencas de atraccién corres-
pondientes son muy grandes, en comparaciéon con las cuencas asociadas a los otros
estados estables, por lo que es mas dificil salirse de ellas. Por otro lado, en el segundo
caso la media es 12.347, lo que se espera dado que la cuenca de atraccién de X, para
este caso es sumamente pequena y, por tanto, con una perturbacién pequena es facil
salirse de ella.
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Varianza y autocorrelacion

Como podemos ver en la Figura en ninguno de los casos, es decir, ni cerca
de v~ ni de v* se ve aumento en varianza y autcorrelaciéon cuando se simula con
ruido intrinseco, sin embargo si se percibe alrededor de v = 0.13. La hipdtesis que
surgié para justificar este comportamiento en v = 0.13, es que justo a partir de ese
punto se da mas rapidamente el cambio en las cuencas de atraccion, lo que provoca
que las trayectorias empiecen a converger a uno u otro estado estable (aunque no
lleguen a él) antes del tiempo promedio de transicién; en la siguiente seccién se hace
el analisis de esta hipotesis.
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Figura 4.22: En (a) y (b) se muestran la varianza y autocorrelacién del modelo de
Angeli con ruido intrinseco simuladas con el algoritmo de Gillespie, incrementando el
valor de v de 0 a v™ con incrementos de 0.001. En (c) y (d) se presentan la varianza
y autocorrelacién decreciendo el valor de v de v a v~ con decrementos de 0.001.
En todas las figuras las lineas verticales sélidas marcan los valores umbrales y la
linea rayada resalta v = 0.13 que corresponde al valor del pardametro ocurren com-
portamientos extranos. En todas las figuras las barras superiores indican el estado
estable al que convergen los valores finales de cada trayectoria.

Tiempo medio de paso y separatrices

Anteriormente mencionabamos que el aumento en varianza y autocorrelacion
que se da antes de los valores umbrales cuando usamos el algoritmo de Gillespie, es
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Figura 4.23: En la imagen derecha se muestran los espacios fase para tres valores
distintos de v, 0.07483, 0.13 y 0.18465 (de arriba a abajo); en cada figura se muestran
los dos puntos estables, A y B, correspondientes a cada valor del parametro (puntos
en los diagramas de bifurcacién), la separatriz que divide las cuencas de atraccién
de cada uno de ellos (linea sélida) y una trayectoria simulada con el algoritmo de
Gillespie por tiempo t = 60. En la figura izquierda me muestran los diagramas de
bifurcaciones, en ambos casos las lineas verticales indican los valores umbrales y los
puntos en el eje y los valores de v tomados para crear los espacios fase.

debido a un cambio de cuencas de atraccién.
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Para ejemplificar esto se tomaron tres valores distintos de v en la region biestable
y se esbozaron sus respectivos espacios fase (utilizando como condicién inicial un
punto cuya compontente en y correspondieran a valores bajos de Y;) y se graficd
sobre ellos una trayectoria estocéstica con condicién inicial igual al punto de equi-
librio bajo. De este modo, se pudo observar la tendencia de la trayectoria. En la
Figura M(l) vemos que para un valor muy cercano a v~ la trayectoria estocéstica
se queda metida en la cuenca de atraccién del estado estable bajo (B); conforme
aumentamos el valor del parametro, las trayectorias tienden a cruzar la separatriz
maés rapidamente pues la cuenca de atraccién de los estados estables bajos (Bs en
las graficas (ii) y (iii) de la Figura se hace mds pequeiia, de manera que las
trayectorias tienden a los estados estables altos (As en las Figuras (ii) y (iii) de
la Figura . Estos resultados muestran que en el tiempo de simulacion las tra-
yectorias comienzan a cambiar de cuenca de atracciéon antes del tiempo medio de
transicién, aunque no alcancen el siguiente punto de equilibrio determinista (lo cual
se mide comparando el valor final de la trayectoria con el valor del estado estable
alto), por lo que toman valores més variados de y;, lo que implica un aumento en la
varianza que no corresponde a una bifurcacion.

Lo anterior sugiere que es conveniente considerar la varianza y autocorrelacion
unicamente de aquella parte de la trayectoria que esta dentro de la cuenca de atrac-
cion que le corresponde.

Resumen de resultados

En resumen, la senal de alerta temprana alentamiento critico, como se espera, se
presenta al estar cerca de una bifurcacién. Sin embargo, para los modelos estocésti-
cos la varianza y autocorrelacién no la detectan cuando, por ejemplo, las trayectorias
convergen al estado estable opuesto, en el modelo con ruido aditivo, y a un cruce de
separatrices, en el modelo con ruido intrinseco.

4.3. Modelo de Tanaka

4.3.1. Analisis del modelo determinista

Diagramas de bifurcacién

Dado que tenemos un sistema de seis variables, necesitamos hacer seis diagramas
de bifurcacion, aunque nos interesa en particular el diagrama de de la variable P*,
pues esta variable representa el nivel de inflamacién en la piel. Para esta variable
tenemos dos estados estables que indican el nivel de inflamacién en la piel (ver Fi-
gura [4.24)): sin inflamacién, cuando los valores de S son bajos; al incrementar S nos
acercamos al valor ST = 40 en donde hay un salto del estado sin inflamacién a aquel
en el que si se presenta. Una vez que hay inflamacién, los niveles permanecen altos
atin cuando se disminuya S. Cuando alcanzamos S~ = 26.5802 es cuando volvemos
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al estado sin inflamacion. Debido a la presencia de biestabilidad y recuperacion,
podemos decir que el modelo de Tanaka es un sistema con histéresis.
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Figura 4.24: En (a) se muestran los diagramas de bifurcacién correspondientes al
pardametro S para todas las variables del sistema, mientras que en (b) se muestra solo
el correspondiente a P* pues es la variable que nos interesa. En todas las figuras
las lineas verticales representan los valores umbrales, obtenidos con continuacion
numérica usando GrindR (ver Apéndice B), que estan dados por S— = 26.58 y
St = 40.

Otra propiedad que presenta este sistema es que, en los diagramas correspon-
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CAPITULO 4. RESULTADOS

dientes a T*, K* y P*, el valor de los estados estables bajos es cero. Dadas las
interacciones entre estas proteinas, es decir, por cémo estan escritas las ecuaciones
diferenciales asociadas a ellas, sus valores no pueden aumentar cuando estamos en
la regiéon monoestable izquierda. Este fenémeno corresponde a un escenario de no
inflamacién muy robusto, es decir, si el parametro estd en esta regién, no hay manera
de que se presente inflamacion en la piel por ruido intrinseco. Por otro lado, esta
caracteristica afecta en particular a la dinamica de la varible P* pues si nos fijamos
en la ecuacién que la representa, vemos que, en la region monoestable izquierda, el
cambio de P* respecto al tiempo es cero (ya que K* = P* = 0). Este comportamien-
to podria verse reflejado en las senales de alerta temprana en donde esperariamos
ver que la varianza es cero en la regiéon de la que hablamos.

Alentamiento critico

Alentamiento critico es la primera senal de alerta temprana que analizamos en
el sistema. En la Figura podemos ver que, como se espera, el tiempo de con-
vergencia aumenta cuando nos acercamos a cualquiera de los valores umbrales.

1= o
3] s* “71s
s d 3
e 84 c 77
o ¥ [
o o o - P
s 2 S
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o o ~
0 o o o o
o & 7 () o
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o N 9
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g __«sff 9 ’
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0 10 20 30 40 40 60 80 100
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Figura 4.25: Alentamiento critico cerca de los valores umbrales. Las simulaciones
se hicieron aumentando de 0 a St (imagen izquierda) y disminuyendo de 100 a
S~ (imagen derecha) los valores del estimulo tomando incrementos y decrementos
de 0.5, respectivamente. Se tomaron como condiciones iniciales ic = estado estable
+(0.05,0,0.01,0,0,0.1) para calcular el tiempo de convergencia al acercarnos a S,
e ic = estado estable —(0.05,0,0.01,0,0,0.1) al acercarnos a S~. Se tomaron estas
condiciones iniciales pues con ellas no se genera un cambio de cuenca de atraccion.
Las lineas verticales indican los valores umbrales.
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4.3.2. Analsis de los modelos estocasticos

Ruido aditivo

Tiempo medio de paso

Como en el analisis de los otros modelos, primero calculamos dos tiempos medios
de paso: el tiempo promedio de paso del estado estable bajo al alto y luego del alto
al bajo. En la Figura[4.26] podemos observar en tiempo medio de paso al iniciar en el
estado estable bajo. Para generar esta gréafica, simulamos 10 trayectorias estocasti-
cas por cada valor de S tomado. En este caso el la media de los tiempo medios de
paso es t = 192.254.

Por otro lado, al buscar el tiempo medio de paso del estado estable alto al estado
bajo, este no se presenta ni siquiera tras 50000 unidades de tiempo, de manera que
se puede elegir un tiempo de integracion t*, para los andlisis de senales de alerta
temprana correspondientes a este caso, tal que 0 < t* < 50000 pues en este tiempo
las trayectorias no cambiaran de estado estable. Por este motivo, se decidié tomar
un tiempo el integracion como t* = 100.
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Figura 4.26: Se muestra el tiempo medio de paso en escala logaritmica (para mejorar
la visualizacién de los resultados) para valores de S aumentando de S~ hasta S™.
Las lineas verticales marcan los valores umbrales y la horizontal, el promedio de los
tiempos medios de paso. Las cruces indican el promedio de los tiempos medios de
paso para cada valor del pardmetro de bifurcacién.

Varianza y autocorrelacién

Al igual que en los casos anteriores, para todas las simulaciones con ruido aditi-
vo, elegimos 0 = 0.2. En el caso en donde aumentamos el valor del pardmetro S de
izquierda a derecha, observamos que solo la autocorrelaciéon comienza a aumentar
cuando nos acercamos a ST, pero lo hace debido a la convergencia del sistema al
estado estable alto (ver Figura [1.27|(a) y (b)). Este resultado puede deberse a que,
igual que en el modelo de Angeli, la eleccion del tiempo de integraciéon como el pro-
medio de los tiempos medios de paso da lugar a que en ese tiempo las trayectorias
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Figura 4.27: Varianza (izquierda) y autocorrelacién (derecha) para el modelo de
Tanaka con ruido aditivo. Las figuras del reglon superior muestran la varianza y au-
tocorrelaciéon aumentando el valor de .S de 0 a 50. En el renglén inferior se muestran
las simulaciones para de 50 a 25. En todos los casos las lineas verticales indican los
valores umbrales y las barras superiores indican valor final de cada simulacion. Las
curvas representan un ajuste con polinomios de grado dos, excepto la imagen (c) en
donde el polinomio es de grado cuatro, hecho para una mejor visualizacién de las
tendencias de las senales de alerta temprana.

cambien de estado estable.

Por otro lado, al variar el parametro de bifurcacion de derecha a izquierda, vemos
que tanto varianza como autocorrelaciéon si aumentan conforme nos acercamos a S~

(ver Figuras [1.27|(c) y (d)).
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Figura 4.28: Se muestra el tiempo medio de paso para 50 valores de S entre S* y
S~ con decrementos de 0.5. Las lineas verticales marcan los valores umbrales y la
horizontal, el promedio de los tiempos medios de paso. Las cruces indican el promedio
de los tiempos medios de paso para cada valor del parametro de bifurcacion.

Como en los ejemplos anteriores, el algoritmo de Gillespie se usa para estimar
tiempo medio de paso de un estado estable al otro. Ya que el sistema presenta dos
puntos de bifurcacion, hay que calcularlo para cada uno de ellos. Sin embargo, como
mencionabamos antes, cuando se inicia en el estado estable bajo, no es posible pasar
al estado estable alto, por ello para hacer las simulaciones en donde incrementamos
del valor de S, tomé el mismo tiempo medio de paso que obtuve con el cambio de
estado alto a bajo. La media del tiempo medio de paso estimado fue 20.91 y se
utilizé como tiempo de integracion para todas las simulaciones estocasticas. En la
figura vemos que, como se espera, el tiempo medio de paso decrece cuando nos
acercamos al valor umbral izquierdo.

Varianza y autocorrelacién

Como ultimo paso hacemos simulaciones con el algoritmo de Gillespie para eva-
luar si se pueden predecir las bifurcaciones. En la figura [4.29, renglén inferior,
podemos ver que cuando disminuimos el pardmetro S, tanto la varianza como la
autocorrelacion aumentan al acercarnos al valor umbral, pero lo hacen de manera
muy ruidosa. Por otro lado, cuando hacemos simulaciones aumentando el valor del
parametro de bifurcacién, la varianza es cero antes de ST (esto es debido a que en
este caso P* = K* = 0 y la ecuacién diferencial asociada P* siempre es cero), lo
cual nos dice que el estado estable bajo es totalmente robusto a ruido intrinseco. Por
otro lado, la varianza igual a cero genera una indeterminacion a la hora de calcular
la autocorrelacién, lo cual provoca que no sea posible obtenerla.
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debido a esto la autocorrelacion no fue posible obtenerla pues, por como esta
definida, hay una inderminacién.
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Figura 4.29: En el renglén superior se muestran las simulaciones para S incremen-
tando de 0 a ST + 10. Las figuras del relgén inferior muestran la varianza y autoco-
rrelacién disminuyendo el valor de S de 100 a S™. Las lineas verticales indican los
valores umbrales y las curvas son polinomios de grado 3 ajustados a los datos, usan-
do el ajustador de curvas de Matlab, para mejorar la visualizacion de la tendencia
de las senales de alerta temprana.

Resumen de resultados

En el modelo de Tanaka determinista observamos que ambas bifurcaciones pue-
den predecirse con el alentamiento critico. Por otro lado, todas las simulaciones con
ruido mostraron que el aumento de la varianza y autocorrelacién, si es que se presen-
taba, no sucedia de manera monotona sino ruidosa. Particularmente en el andlisis
con ruido aditivo observamos que el aumento en autocorrelacion al aumentar S hasta
ST, sucedia antes de alcanzar este valor umbral, porque en el tiempo de integracion,
las trayectorias convergieron al estado estable alternativo. Finalmente en el modelo
con ruido intrinseco, vimos que el comportamiento de la varianza y autocorrelacion
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esta estrictamente relacionado con el comportamiento determinista del sistema, es
decir, el estado estable bajo con 0 influye en la tendencia de estos marcadores.
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Capitulo 5
Discusion

5.1. Discusion

En este trabajo se presenté el andlisis de tres modelos de relevancia en biologia
molecular: el modelo de Hofer, importante en regulacién de factores de transcripcion,
el modelo de Angeli, motivo funcional observado en distintos modelos biolégicos, y
el modelo de Tanaka, que describe una red de proteasas que subyacen la Dermatitis
Atopica. Para cada uno de ellos se analizaron sus versiones determinista, con ruido
aditivo y con ruido intrinseco en busca de senales de alerta temprana que indicaran
un cambio inminente de régimen (bifurcaciones tipo silla nodo).

En el primer modelo analizado, el modelo de Hofer, en el sistema determinista
si permite predecir la bifurcaciéon. De igual manera, en la versién estocastica gene-
rada al adicionar ruido aditivo, obtuvimos que tanto varianza como autocorrelacién
aumentan al aproximarnos al valor umbral. Sin embargo, al hacer el andlisis para
el sistema con ruido intrinseco, los resultados obtenidos no fueron favorables con
el modelo original; lo anterior se debié a que la cantidad maxima de moléculas en
el sistema era muy pequena, por lo que se decidio reescalar el modelo. Al calcular
varianza y correlacién con el modelo reescalado pudimos ver que los marcadores es-
tadisticos si aumentan cerca del valor umbral por lo puede predecirse la bifurcacién.

En el modelo de Angeli pudimos ver que solo la senal de alerta temprana ob-
tenida del modelo determinista, alentamiento critico, predice los cambio abruptos
de régimen, pues al perturbar el modelo, la varianza y autocorrelacién no son bue-
nos indicadores de la proximidad de una bifurcacion. En el primer caso, el andlisis
con ruido aditivo, mostré que la varianza y autocorrelacién si aumentan de manera
mondtona al acercarnos a los umbrales, pero el cambio abrupto se da antes de llegar
a ellos y no en ellos. Por otro lado, al perturbar el sistema con ruido intrinseco pudi-
mos observar que se debe prestar atenciéon al tiempo que se tardan las trayectorias
en cruzar las vasijas de atraccion, ya que cabe la posibilidad de que el comporta-
miento de la varianza y autocorrelacién refleje un cambio de vasija de atracciéon y
no la proximidad de una bifurcacién.

Finalmente con el modelo de Tanaka vimos que el estado sin inflamacién que es
totalmente robusto a perturbaciones, influyé en el comportamiento de las senales de
alerta temprana, en particular en el comportamiento de la varianza al acercarnos al
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valor umbral derecho. En este modelo obtuvimos que en las versiones estocasticas las
senales de alerta temprana, cuando se presentan, lo hacen de manera muy ruidosa.
En particular en el modelo con ruido aditivo, como en casos anteriores, observamos
que el tiempo de integracion influye en los resultados arrojados por las simulaciones.

En el modelos de Hofer con ruido aditivo la varianza y autocorrelacion si sirvie-
ron para predecir la bifurcacién. En el modelo de Tanaka ésto sucedio solo para el
umbral izquierdo. Si bien éstas predicciones son deseables, este buen comportamien-
to depende de la eleccién de la varianza o, pues si la aumentaramos, esperariamos
ver, al igual que con ruido intrinseco, un cambio mas rapido de estado estable.

Ademas, en todos los analisis observamos que la eleccién del tiempo de integra-
cion es de gran importancia, pues, en algunos casos, el incremento de la varianza y
autocorrelacion sucede por la convergencia al estado estable alterno. Por este moti-
vo, en trabajos futuros sera importante considerar el tiempo de integracién como el
minimo de los tiempos medios de paso y no como el promedio.

Por lo anterior podemos concluir que las senales de alerta temprana aqui estudia-
das no son siempre totalmente robustas al tipo de estocasticidad que se le agregue
a estos modelos.

5.2. Trabajo futuro

Como se menciond en los antecedentes (Capitulo 1, seccién 1.5) se han usa-
do otras senales de alerta temprana para predecir cambios inminentes de régimen,
por ejemplo, un indice basado en el comportamiento de las rede dindmicas de bio-
marcadores [14]. La red dindmica de biomarcadores es una subred formada por el
grupo dominante de la red original. El grupo dominante es aquel que cumple tres
condiciones: el valor absoluto del promedio de sus coeficientes de correlacion de
Pearson incremenata drasticamente y comparado con el de las demas moléculas de-
crece drasticamente; y la media de la desviacion estandar de las moléculas en este
grupo decrece. La existencia de la red dinamica de biomarcadores implica que el
sistema se esta acercando a una bifurcacion. Las redes dinamicas de biomarcadores
permiten tener senales de alerta temprana con las que es més facil trabajar con sis-
temas multidimensionales que se caracterizan por tener un gran nimero de variables.

Debido a que las redes dindmicas de biomarcadores ayudan a generar un indice
que es una senal de alerta temprana mas que puede aumentar la fidelidad de las
ya estudiadas en este trabajo, y a que son particularmente tutiles en modelos de
dimension grande, determinar la red dindmica de biomarcadores en el modelo de
Tanaka quedara como trabajo futuro.
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Apéndice A

Forma normal de la bifurcacion
silla-nodo

La bifuracion silla-nodo es muy comun y en este capitulo haremos un analisis de
una ecuacion muy simple que la representa. Primero abordaremos el estudio deter-
minista y luego el estocastico.

La bifurcacion silla-nodo es el mecanismo més sencillo en ecuaciones diferen-

ciales mediante el cual un punto fijo es creado y destruido [19]. En estd seccién
estudiaremos la forma normal de la bifurcacién silla-nodo, dada por:

X =r+X? (A1)

A.1. Estudio determinista

En este caso tenemos una ecuacion diferencial sencilla, por lo que encontrar su
solucion analitica es posible. En nuestro ejemplo, usando el método de separaciéon
de variables, obtenemos que la solucién de la ecuacion es:

Zo
arctan m
(A.2)

ri/2

sir#0

X(t) = r?tan |rV? | t +

ysir=20

X(t) = —— (A.3)
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en donde xq es la condicién inicial.

Ya que las soluciones dependen del valor de r, analizamos el comportamiento de
en relaciéon con el signo de este parametro. Asi, tenemos que si r < 0, la parabola
intersecta dos veces el eje X, dando lugar a dos estados estacionarios: uno estable
y uno inestable, que se acercan conforme r se aproxima a cero (Figura a)).
Cuando r = 0, estos puntos chocan convirtiéndose en un punto de equilibrio mitad
estable, mitad inestable (Figura b)) al que se le llama punto fijo semiestable y,
una vez que r > 0, ya no hay puntos de equilibrio (Figura c)). Debido a este
comportamiento decimos que en r = 0 ocurre una bifurcacién silla-nodo y 7 es el
parametro de bifurcacion.

r<0 r=0 r>0

\ 4
\ 4
A 4

Figura A.1: Puntos fijos de la ecuacién[A.I] La bolita negra representa un punto fijo
estable, la blanca uno inestable y la bolita mitad negra, mitad blanca, representa
un punto fijo mitad estable, mitad inestable, es decir, un punto silla. Las flechas
representan en campo vectorial.

Para ver como se refleja esto en las soluciones del sistema, podemos simular algu-
nas trayectorias usando las ecuaciones[A.2]y[A.3] Notemos que para r = —3, hay dos
puntos de equilibrio y la solucién tiende al punto de equilibrio estable (Figura
a)). Por otro lado, para r = 0 solo tenemos un punto de equilibrio y la solucién
también tiende a él (Figura b)). Finalmente, para r = 1, ya no tenemos puntos

de equilibrio (Figura c)).
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Figura A.2: Trayectorias deterministas de la ecuacién con g = 0.5: a) solucién
usando el pardmetro r = —3, b) solucién usando r = 0 y c¢) solucién con r = 1. La
lineas verdes punteadas representa los estados estacionarios.

Dado que el sistema presenta sélo un término de segundo grado, los puntos de
equilibrio se pueden sacar de manera analitica igualando la ecuacién a cero, de
modo que se obtiene lo siguiente:

Xos(r) = £v/]r] (A4)

En la Figura , en donde graficamos la ecuacién (A.4]), vemos que, efectiva-
mente, el sistema tiene un punto de equilibrio estable y uno inestable, ademés los
puntos de equilibrio estable e inestable colisionan y desaparecen en r = 0 (como
mencionabamos anteriormente), por lo que podemos afirmar que en ese punto ocu-
rre la bifuracién silla- nodo. Ademas notemos que al tomar condiciones iniciales
debajo del estado inestable, las soluciones van a tender a estado estable, mientras
que si las tomamos por arriba, van a diverger. De este modo concluimos que el es-
tado estacionario inestable marca la separatriz del sistema.

A.1.1. Alentamiento critico

De la misma manera que se hizo en los modelos bioldgicos, es de nuestro interés
saber como se comporta este sistema cerca del valor umbral, » = 0. En la siguiente
figura podemos ver que el tiempo de convergencia aumenta muy rapido cuando nos
acercamos al valor umbral, por lo que podemos concluir que si se presenta alenta-
miento critico y que éste si predice la bifurcacion.
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Figura A.3: Puntos de equilibrio de la ecuacién[A.T], las lineas negras sélia y punteada
representan los puntos fijos estable e inestable, respectivamente; la linea rosa vertical
marca el valor umbral.
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Figura A.4: Alentamiento critico. Simulaciones hechas tomando r; € [—10, —0.01]
con 0r = 0.01 y condicién inicial a § = 0.2 de distancia de la r; correspondiente. Las
bolitas marcan el tiempo de convergencia y la linea rosa vertical el valor umbral.

A.2. Estudio estocastico

Como la ecuacion no describe ningtin proceso biolégico con reacciones y no
hay manera de discretizarlo en este sentido, hacer simulaciones con Gillespie no es
relevante, razén por la cual procedemos a usar solo ruido aditivo para analizar la
version estocastica.

En la Figura se presentan simulaciones para tres valores distintos del parame-
tro, r = =5, —1, y —0.05. Vemos que las trayectorias varian alrededor del estado
estacionario determinista.
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r=-0.005
-1.6

X“(t)
X*(t)
X*(t)

0 20 40 60

Figura A.5: En cada imagen se presentan 5 trayectorias estocésticas de la ecuacion
para tres valores de r: -5, -1 y -0.005, condicién incial en el equilibrio y o = 0.2.
La linea verde punteada representa el estado estacionario determinista.

A.2.1. Varianza y autocorrelacién

Pasemos ahora a las senales de alerta temprana. Esperamos ver que, asi como el
tiempo de convergencia, la varianza y autocorrelacién aumentan cuando nos acer-
camos a r = 0. En la Figura podemos ver que la autocorrelaciéon si aumenta y
lo hace de manera mas rapida conforme nos acercamos al valor umbral, lo que nos
dice que este marcador si estd prediciendo la bifurcacion.
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Figura A.6: Autocorrelacién de la versién estocéstica de [A.1] Se tomé r € [—5,0]
con or = 0.1, 0 = 0.2 y condiciones iniciales en el equilibrio. La linea rosa vertical
indica en valor umbral.

La senal de alerta temprana restante es la varianza. Como vimos en la Figura[A.5]
pareceria ser que la varianza, en vez de aumentar, disminuye. En la Figura [A.7] veri-
ficamos este comportamiento: del lado izquierdo vemos que, en efecto, las dispersion
de las trayectorias alrededor del estado estacionario estable disminuye cuando nos

acercamos al valor umbral, lo que se refleja a la hora de graficar la varianza para
una solo trayectoria (Figura derecha).
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Figura A.7: Del lado izquierdo se muestra el comportamiento de la varianza para
distintos valores de r graficada sobre el diagrama de bifurcacién; las lineas de colores
verticales muestran la dispersion de las trayectorias alrededor de los estadios esta-
cionarios estables. En la figura del lado derecho se muestra la varianza para distintos
valores de r pero usando solo una trayectoria. Las lineas rosas verticales en ambas
figuras representan el valor umbral.

Aunque en los andlisis anteriores los marcadores estadisticos predecian, en la
mayoria de los casos, la bifurcacién silla-nodo, vemos que para la forma normal,
al menos, la varianza no es un buen marcador. Estudios similares se han hecho
para encontrar senales de alerta temprana en formas normales de bifurcaciones vy,
en particular, de la bifurcacién silla nodo. En [15] desarrollan expresiones para la
varianza y autocorrelacion para hacer el estudio de utilizando tres tipos de
ruido: aditivo, mecanistico e intrinseco. En dicho trabajo encuentran que con ruido
intrinseco la varianza disminuye, mientras que con las otras dos aproximaciones,
diverge, lo cual se debe a la expresiéon con la que definen la varianza.

El resultado obtenido con las simulaciones anteriores es importante pues este es
el primer caso en donde obtuvimos que la varianza no predice la bifurcacién.
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Apéndice B
Caédigo

Ya que para el desarrollo del proyecto se usaron disitintos programas y paque-
terias para hacer los andlisis, en este apartado presentamos el cédigo con cada uno
de ellos. De aqui en adelante el ejemplo que estaremos usando para ilustrar estos
programas sera el modelo de Hofer dado por:

dd K, * G2
QN § .
e B e

— kG (B.1)

y explicado en el Capitulo 4, seccién 4.1.

B.1. Puntos de equilibrio y diagramas de bifurca-
cién

Oscill8

0scill8 (disponible en https://sourceforge.net/projects/oscill8/) es un software
con un conjuto de herramientas para analizar sistemas de ecuaciones difereciales con
particular énfasis en la dindmica de estos respecto a un espacio de pardmetros. Una
de estas herramientas nos permite hacer diagramas de bifurcaciones con respecto a
uno o dos parametros.

Para generar un diagrama de bifurcacion con este software necesitamos introdu-
cir el modelo con sus respectivas tasas de reaccion constantes y condiciones iniciales.
Una vez que ingresamos el modelo, en la seccién Run podemos elegir qué queremos
analizar de él, en nuestro caso elegimos 1 Parameter y seleccionamos el parametro
de interés. Una vez hecho esto el software nos muestra auntomaticamente los dia-
gramas de bifurcacion de cada respecto al parametro elegido. Como en 0scill8 no
se pueden hacer los andlisis para encontrar senales de alerta temprana, es necesario
exportar en un archivo .csv los datos arrojados por él, para después poder trabajar
con ellos en otros espacios como Matlab o R. Aqui presentamos un ejemplo de cémo
se escribe el sistema de entrada para que el programa se ejecute:
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% Declaramos la ecuaci(32n

dG kG

— =axIL4++—2— — kG
dt MR + G2

% Agregamos condiciones iniciales
init G = 0.25

% Declaramos los valores de los pardmetros
param o = 0.02

param kg = 9

param x =1

param [L4 =1

Lo anterior se puede ingresar dentro del mismo 0scill8 o guardar en un archivo
.txt para después manipularlo abriéndolo desde este software.

Una vez que se ingresa el sistema de ecuaciones con condiciones iniciales y tasas
de reaccién, en la seccién de elegimos la opciéon y seleccionamos
la variable correspondiente al parametro de bifurcacion, después de esto 0scill8
va mostrar el diagrama de bifurcacién para cada dimensién (en caso de que sea un
sistema més grande que . Ademas de ver los diagramas de bifurcacion, también
es posible exportar los datos crudos para analizarlos con otro lenguaje de programa-
cioén; para hacer esto damos clic derecho en la pantalla y seleccionamos .

e =la x
& [E= R

File Edit View Help

. ™y
B Create New Workspace E@g
Model File Ci\Users\DALIANDownloads Gatald_interaction network_OSCILLATE bt Browse...| [
Directory  C\Users\DALIA\Downloads/wscache Browse...

Name Gatad_interaction network_OSC Node: This will be appandad fo specified dirscfory

m

Settings
Positive State Variables [ Ignore Case

Model Equations =
dGatad/dt=alpha*S+_a"Gata3"2/(( 1+Gatad) " 2H"Gata3 -

int Gatad=1

param alpha=0.02

param k_g=5

param k=1
param 5=0

_—mm—m—m—

odcore link is closed down
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File Edit View Run Help

T One Parameter Bifurcation Data [1/1]: IL4

Type  |OneParmmeter Set Model Data
Settings  Run -
Parameters [ Ignore state variable propetties

[ Allow data tweaks to find steady state

creating run 1p. id 3.0, type OneParameter

Mathematica

Mathematica es un sistema destinado principalente a calculos simbdlicos, que
ademas de ser facil de utilizar, es libre para la comunidad de la UNAM. La versién
que se utilizoé para generar resultados durante la investigacion fue la 11.2.

Para generar el diagrama de bifurcaciones primero se debe de declarar la ecua-
ci6én diferencial para, posteriormente, obtener las soluciones (estados estacionarios)
del sistema de ecuaciones con respecto a un parametro usando la funcién Solve.
Luego, en sistemas de una dimension para conocer la estabilidad de los estado esta-
bles solo se evalua la derivada en diferentes puntos para ver si esta crece o decrece y
asi asignar la estabilidad. En un sistema mas grande se necesita linearizar el sistema
cerca del punto de equilibrio y sacar estabilidad local con valores propios de la matiz
jacobiana. Una vez teniendo estos resultados, se exportan los datos en un archivo
.csv usando la funcién Export para analizarlos con otro software. Cabe mencionar
que este software fue usado solo para obtener los datos del modelo de Hofer, expues-
to mas adelante, ya que este sistema de eucuaciones si tiene solucion.

En el siguiente cddigo se muestra una forma de generar el diagrama de bifurcacién
del modelo (B.1)) usando Mathematica. Es importante mencionar que, en este caso, se
genera el diagrama de manera analitica dado que la ecuaciéon no es muy complicada.

7

(*Asignamos los pardmetros constantes™)

a=0.02
Kg =95
k=1

(*Declaramos la ecuacién diferencial:*)

Gdt|G] =axIL4i+k,*xGxG/(1+G+xG)—k*xG

(*Obtenemos las raices (estados estacionarios) de la ecuacén en funcién del
pardmetro de bifurcacién (en este caso IL4) SOLUCION ANALITICA*)
Gss[ILA.| .= Solvela * [L4+ k;x GxG/(1+ G+ G) —kxG == 0,0
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(*Obtenemos tres soluciones. Por ejemplo, para acceder a ellas usando
[L4=1:*)

G'ss[1]

(*Si queremos acceder a la primera solucién:*)

Gss(1][[1, 1, 2]]

(*Ahora variamos los valores de 114 para graficar el diagrama de bifurcacién
analitico™)
solutionl = ListPlot[{ Labeled[T'able[{I L4values, Gss[I L4values|[[1, 1, 2]]},
{I L4values,—500,5,0.01}],” solution1”]}, PlotStyle— > Red]
(*Con esto estamos accecdiendo solo a una de las soluciones
asi que hay que hacerlo tres veces*)
solution2 = ListPlot[{ Labeled[Table[{I LAvalues, Gss[I L4values][[2, 1,2]]},
{IL4values, —150,5,0.01}],” solution2”]}, PlotStyle— > Blue]
solution3 = List Plot[{ Labeled|Table[{I L4values, Gss[I L4values][[3, 1, 2]},
{I L4values,0,5,0.01}],” solution3”]}, PlotStyle— > Black]
(*Ahora juntamos las tres soluciones para obtener el diagrama de bifurca-
cion™)
Show[solutionl, solution2, solution3, Plot Range — Automatic,
PlotLabel — “Estados estables de Gata3”|

(*También podemos exportar los datos en una tabla para analizarlos en otro

programa’™)

EstadosEstablesS1 = Table[{I L4values, Gss[I L4values]|[[1, 1, 2]}, {I L4values,
150, 5,0.01}]

Export|” EstadosEstablesS1.csv”, EstadosEstablesS1]

(*Para saber la estabilildad de cada solucién:*)

(*Obtenemos la derivada de la ecuacion diferencial*)

derivativel = ListPlot[{ Labeled[Table[{I LAvalues, Gdt'|Gss[I L4values]
[[1,1,2]]]}, {I L4values, 0, 5,0.01}],” solutionl” ]}, PlotStyle — Red]

derivative2 = List Plot[{ Labeled[Table[{I L4values, Gdt'|Gss[I L4values]
[[2,1,2]]]}, {I L4values, 0,5,0.01}],” solution2” ]}, PlotStyle — Blue]

derivative3 = List Plot[{ Labeled[Table[{I LAvalues, Gdt'|Gss[I LAvalues]

[[3,1,2]]]}, {{ L4values, 0,5,0.01}],” solution3”]}, PlotStyle —

Black]

(*Finalmente juntamos las graficas de las derivadas™)

Showlderivativel, derivative2, derivative3, Plot Range — Automatic]
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# Diagrama_bifurcacion_analitico_gata3_05Feb19.nb * - Wolfram Mathematica 11.25tudent Edition - uso personal solamente

Archivo Edicion Insertar Formato Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

WOLFRAM MATHEMATICA | EDICION PARA ESTUDIANTES Demostraciones

(+ ahora queremos graficar las tres soluciones, juntas )

Show[solution1, solution2, solution3, PlotRange -» Automatic, PlotLabel » "Gata3 steady state (IL4)"]

Gata3 steady state (IL4)
solution 3

solution 2

(* Ahora queremos ver la estabilidad de cada una de estas soluciones x)

(* Obtenemos la derivada de la ODE *)

gatadt '’ [gata3ss[2.5][[3, 1, 2]]]

©.917847

derivativel = ListPlot[ {Labeled[Table[ {IL4values, gatadt' [gata3ss[ILdvalues] [[1, 1, 2]]]}, {IL4values, 0, 5, 0.01}] , “"solution 1"]}, PlotStyle -» Red]

R

R es un software especializado en cémputo estadistico en el que se pueden correr
las funciones del script GrindR (disponible en http://tbb.bio.uu.nl/rdb/grindR/grind.R).
GrindR son una serie de funciones desarrolladas para hacer anélisis de espacios fa-
se y estimacion de parametros. Cuenta con varias funciones entre las cuales: run,
para hacer integraciéon numérica y obtener series de tiempo, newton, que encuentra
estados estables utilizando el método de Newton-Raphson, y continue, que hace
continuacion paramétrica para graficar los diagramas de bifurcacion ademas de dar
los valores del parametro en donde ocurre la bifurcacién. Para los diagramas de
bifurcacién las funciones usadas son newton y continue, la primera para dar adivi-
nanzas iniciales (estados estables), para que se pueda hacer la continuacion.

El primer paso para usar las funciones es situarnos en la misma carpeta en donde
estan guardadas, esto se puede lograr con setwd( “Direccion de la carpeta”). Una
vez ahi podemos hacer el script para trabajar.

#Cargamos las funciones de GrindR
source (’Grind.r’)

#Escribimos el modelo (sistema de ecuaciones)
model <- function(t, state, parms) {
with(as.list(c(state,parms)), {
dG <- alpha*IL4 + (kappag*G*G)/(1+G*G) - kappa*G
return(list (c(d4dG)))
1))
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#Asignamos los valores de los parametros y los guardamos en
un vector
p<-c(alpha = 0.02, kappag = 5, kappa = 1, IL4 = 1)

#Encontramos tres estados estacionarios

mid <- newton(c(G = 0.2),plot=F) #Posible inestable
1) ,plot=F) #Posible estable
5) ,plot=F) #Posible estable

low <- newton (c(G
hig <- newton (c(G

#Hacemos continuacion numerica
par (pty="s")
continue(state=hig, parms=p, odes=model, x="IL4", step=0.001,
xmin=0, xmax=5,y="G", ymin=0, ymax=5, log="", time=0,
positive=TRUE, add=FALSE)
continue (state=low, parms=p, odes=model, x="IL4", step=0.001,
xmin=0, xmax=5,y="G", ymin=0, ymax=5, log="", time=0,
positive=TRUE, add=TRUE)
continue (state=mid, parms=p, odes=model, x="IL4", step=0.001,
xmin=0, xmax=5,y="G", ymin=0, ymax=5, log="", time=0,
positive=TRUE, add=TRUE)

® RStudio — =} X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
- € -l @ @ & | [AGatafierundion B - Addins -

':Gnnd‘R _para_tesis.R* ed1* [} Console C:/Users/dalia/Dropbox/Tesis/escrito/KLK/ »
- 8 Source on Save > Brin @ Esouce - 0

rong try changing th:

n(Tist(c(de

Files Plots Packages Help Viewer -
#As1 a 4 & < aramet S - | % -
p<-c(alpha = , kappag = 5, kappa = 1, - iAizcon | [l Eport Sl LA & puEn G
6 mid <-
7 low <
8 hig <

2031 (Top Level) R Script

Environment  History  Connections =
& M B ImportDataset « | =ut- C

) Global Environment -

B.2. Integracién numérica

Matlab

Para hacer integracion numérica con Matlab se utilizan dos scripts, uno para
declarar el sistema de ecuaciones con el que se trabajard, y el segundo para llamar
al integrados y visualizar los resultados. El archivo del primer script debe llevar el
nombre de la funcién y se debe de guardar en la misma carpeta que el segundo para
que éste pueda leerlo.
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Creacién de la funcién

function dGdt = FuncionG3(~,G,IL4)
%Parametros
alpha = 0.02; k_g = 5; k = 1;

%Ecuacion
dGdt = alpha.*IL4 + (k_g.*G.AQ/(1+G.“2)) - kxG;

end
Integracion numeérica
IL4 = 3; YAsignamos un valor al parametro
tspan = [0 30]; /Damos el intervalo de integracion

ic =0; Y%Condicion inicial

%Integracion numerica

[t,g] = ode45(@(t,g)FuncionG3(t,g,IL4),tspan,ic);
%Graficamos los resultados

figure

plot(t,g)

xlabel (’Tiempo t’)

ylabel (’Gata3’)

title ([’Modelo de Hoefer | IL4=’ num2str (IL4)])

-) MATLAB R2016a
HOME 3 PUBLISH

Modelo de Hofer | IL4=1

Gata3

o 5 10 15 20 25 30
Tiempo t

script n 14 Col 1

GrinR en R

También es posible hacer integracion numérica con las funciones de GrindR.

#Cargamos las funciones de GrindR
source (’Grind.r’)
#Escribimos el modelo (sistema de ecuaciones)
model <- function(t, state, parms) {
with(as.list(c(state,parms)), {
dG <- alpha*IL4 + (kappag*G*G)/(1+G*G) - kappa*G
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return(list (c(dG)))
B}

#Asignamos los valores de los parametros y los guardamos en
un vector

p<-c(alpha = 0.02, kappag = 5, kappa = 1, IL4 = 3)

#Damos una condicion inicial

s<-c(G=0)

#Integracion numerica

run ()

® Rstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
4- % & - 8 @ & [Acotfieundon B - Addins - B Project: (None)

2 Grind.R b 12 ara_tesis. 2 untitied1* = Console C:/Users/dalia/Dropbox/Tesis/escrito/KLK/ s =0

- A B 8 source on Save \ /<~ B Run B B Source -
#Asignamos s g amos en ul tor

- kappa* (G

0N O LW N

0.0225386!

i <1 1 [ P —— 1 B Files Plots Packages Help Viewer
; p<-c(alpha = , kappag = 5, kappa = 1, IL4 = - 2 zoom |Heport - | W Publish ~

166 (Top Level) - RScript
Environment  History ~ Connections
& ™ & mportDataset -+ &
#l Global Environment -

p Named num [1:4] 0.02 51 1

sizeLegend

Functions
continue
cost

B.3. Simulaciones dinamicas estocasticas con rui-
do aditivo

Matlab

Para hacer las simulaciones estocéasticas hay que asignar condiciones iniciales,
pero como nos interesa saber el comportamiento de las trayectorias alrededor del
punto de equilibrio y estos puntos se sacan del diagrama de bifurcacion, hay que
importar esos datos de programas como 0scill8 o Mathematica, a Matlab (ver
seccién A.1 para ver cémo se exportan datos de 0scill8 y Mathematica). Una vez
teniendo los datos en un archivo .csv, solo resta cargarlos a Matlab. En el siguiente
recuadro explicamos cémo.

sImportamos los datos
EstadoAlto = csvread(’EstadoAlto.csv’);
EstadoBajo = csvread(’EstadoBajo.csv’);
EstadoInestable = csvread(’Estadolnestable.csv’);
umbral = max(EstadoBajo(:,1));
tspan = [0 30]; %tiempo de integracion
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Gvariance = 0.2; YAsignamos la sigma correspondiente a la
magnitud del ruido

realizaciones = 1; YNumero de repeticiones

IL4 = 1; YAsignamos el valor del parametro

a =0.02; k_g = 5; k = 1; JAsignamos los parametros
constantes

%Asigno condicion inicial
if IL4<umbral
index_g02 = find(EstadoBajo(:,1)>=IL4,1);
g02 = EstadoBajo(index_g02,2);
else
index_g02 = find(abs (EstadoAlto(:,1))>=IL4,1);
g02 = EstadoAlto(index_g02,2);
end

Y%Version estocastica del sistema
F = 0(t,X)axIL4 + (k_g*XA2/(1+X.”2))
la ecuacion determinista

k*xX; % drift term:

G = @(t,X) Gvariance*X ; Y Difussion term: ruido aditivo

obj = sde(F, G,’StartState’, g02) ; % dX = F(t,X)dt + G
(t,X)dw

dt = 0.01; Yincremento del tiempo

nPeriods = tspan(end)/dt; %Numero de intervalos en donde
simular

%Simulamos

[S,T] = simulate(obj, nPeriods, ’DeltaTime’, dt, ’nTrials
>, realizaciones) ;

%Graficamos

plot (T, S);

) MATLAB R2016a

HOME

o.. @ | A C ropbox|\Tesis\escrito\GATA3\codigo_para_tesis.m

PLOTS

v
<SP EA » C: » Users » dalia » Dropbox » Tesis » escrito » GATA3 v QP
= ® x

ol | I\ f
i ,, \ Jn
L L.

0.015
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GrindR en R

Para hacer simulaciones estocasticas con R se hace lo mismo que en la seccién
pero modificando las lineas 12 y 14 por:

1 |s<-c(G = as.numeric(low)) #Condicion inicial en el equilibrio
run(after="state+rnorm(1l,mean=0,sd=0.2)") #Agregamos ruido
aditivo
® RStudio - X

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
P B - @ @ & A Gototilefuncion B - addins - © Project: (None) ~

A GrindR b I8 esis.R* 2 untitled1* Console C:/Users/dalia/Dropbox/Tesis/escrito/KLK/ # s =0

- | B R @ B source - I‘W b=

@ sourceonsave | @

model Files | Plots Packages Help Viewer ]

- Kkappa*(6 - 2 Zoom Hexport - | W € Publish - €

2 p<-c(alpha = , kappag = 5,
13

171 (Top Level) = R Script ©
Environment  History ~ Connections -
& M & importDataset - Sust- | €
W Global Environment ~ Q

Named num
Named num

continue function (state = s, parms = p, odes = model, x = 1, step = 0.. I

B.4. Simulaciones dinamicas estocasticas con el
algortitmo de Gillespie

R

Para poder trabajar, en lo sucesivo, de una manera méas rapida con las trayec-
torias estocasticas usando Gillespie, es recomendable crear funciones. El siguiente
c6digo representa la funcion que genera una trayectoria dindmica estocastica con el
algoritmo de Gillespie.

Trayectorias estocésticas con el algoritmo de Gillespie

#INPUTS :

#h: vector que contiene las reacciones del sistema

#MFPT: Tiempo medio de transicion

#Estado: puede ser 0 o 1 dependiendo de la rama del diagrama
de bifurcacion que queramos tomar (baja o alta,
respectivamente)

=W N

#EstadoBajo: Rama del diagrama de bifurcacion baja
#EstadoAlto: Rama del diagrama de bifurcacion alto

0 J O Ot

Trayecto <- function(h,MFPT,S,Estado,EstadoBajo,EstadoAlto){
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alpha=0.02; k_g=5; kappa= 1; #Asignamos parametros
constantes

parms = c(alpha,S,k_g,kappa) #Los guardamos en un vector
para trabajar con ellos mas adelante

IC<-InCond(S,Estado=Estado,EstadoBajo ,EstadoAlto) #Funcion
que nos indica las condiciones inciales

IC=round (IC) #Redondeamos condiciones iniciales porque
Gillespie trabaja con numeros enteros

num_reactions=3 #Numero de reacciones QUE DEPENDE DEL
SISTEMA

tt=0 #Inicializamos el tiempo

tvec=vector ("numeric") #Creamos un vector para guardar los
tiempos

xvec=vector ("numeric" #Creamos un vector para guardar el
valor de la variable

Rvec=vector ("numeric") #Creamos un vector para guardar las
trayectorias de las reacciones

#Comenzamos con el algoritmo Gillespie

y<-IC; #Empezamos con la condicion inicial
ii = 1
while (tt<=MFPT){
tvec[ii]=tt
xvec [ii]=y
totH= sum(h(xvec[ii], parms))#Probabilidad total
tt=tt+rexp(l,totH) #Muestra de una exponencial para
simular el siguiente tiempo de ocurrencia

R=sample (num_reactions ,l,prob=h(xvec[ii],parms))#Elegimos
la reaccion a ocurrir

#Actualizamos el vector de estado usando la matriz de
estequiometria
{if ( R==1 ) {y=y+1 }
else {if (R==2 ) {y=y+1}
else {if (R==3 ) {y=y-1}}1}}

Rvec[ii]=R #Actualizamos el vector de reacciones

ii = ii+1 #Modificamos contador
}
return(list (t=tvec, x=xvec, R=Rvec,final_value = y))#ElL
output de la funcion
}
#0UTPUTS

#t: vector de tiempos

#x: vector de estados

#R: vector de reacciones
#final_value: valor final del trayecto

Como mencionabamos antes en este trabajo simulamos las trayectorias estocasti-
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cas que parten del punto de equilibrio, por lo que es 1til escribir una funciéon que
arroje los estados estables dados un valor del parametro de bifurcacién y la rama
del diagrama de bifurcacion elegida:

Funcién de condiciones inciales

#INPUT :

#Estado: puede ser 0 o 1 dependiendo de la rama del diagrama
de bifurcacion que queramos tomar (baja o alta,
respectivamente)

#EstadoBajo: Rama del diagrama de bifurcacion baja

#EstadoAlto: Rama del diagrama de bifurcacion alto

#S: parametro de bifurcacion

InCond <- function(S,Estado,EstadoBajo,EstadoAlto)

{if (S>umbral){
index_SS <- which(abs(EstadoAlto$V1i-S)<0.01)
ss <- EstadoAlto$V2[index_SS[1]]
ss<- as.numeric(ss)}
else {if (S<=umbral && Estado == 0){
index _SS<-which (abs (EstadoBajo$V1i-S)<0.01)
ss <- EstadoBajo$V2[index_SS[1]]
8ss <- as.numeric(ss)}
else {if (S<=umbral && Estado ==1){
index_SS<-which(abs (EstadoAlto$V1i-S)<0.01)
ss <- EstadoAlto$V2[index_SS[1]]
ss <- as.numeric(ss)}}}}
return (ss)

}#end function

#0UTPUT :

#ss: Estado estable

Ademas se necesita un vector h en donde se guarden las reacciones, se define
como sigue:

Funcion de reacciones

h <- function(G, parms){
R1 <- parms[1] *parms [2] #Creacion de novo: gano G
R2 <- (parms[3]%G~2)/(1+G"2) #Cooperatividad: gano G
R3 <- parms [4] *G #Muerte: Pierdo G
return(c(R1,R2,R3))

Para hacer una realizacién del algoritmo de Gillespie, es decir, una realizacion del
proceso estocdstico, solo basta mandar a llamar a la funcién y graficar (sin olvidar
cargar los datos del diagrama de bifurcacién).

Una trayectoria estocdastica

#Cargamos los datos del diagrama de bifurcacion

EstadoBajo <- read.csv("EstadoBajo.csv",sep = ",",

header = FALSE)
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EstadoAlto <- read.csv("EstadoAlto.csv",header =
FALSE)

EstadoInestable <- read.csv("EstadoInestable.csv",
header = FALSE)

umbral <- max(EstadoBajo$V1)

#Simulamos y graficamos la trayectoria estocastica

out<- Trayecto (h,MFPT=100,S=1,Estado=0,EstadoBajo,
EstadoAlto)

plot (out$t,out$x,type="1")

® RStudio - =} X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
-9 e- & (A Gotofile/fundtion B - Addins -

': Grind.R ': Gata3_Gillespie_Dalia_15Feb19.R = Console C:/Users/dalia/Dropbox/Tesis/escrito/GATA3/ »
- 8 Source on Save . B rRun | @ B Source - t PT = s=1,Estado=0,EstadoBajo,EstadoAlt
c f ,EstadoBajo,EstadoAlto T X _
doBajo,Estadoalto
Files Plots Packages Help Viewer

- A Zoom | Export ~ Publish ~

R=sample(num_reactions,1, prob=h(xvec[ii], parms

Rvec[ii]=R
ii = dis1

n(list(t=tvec, x=xvec, R=Rvec,final_value =y

(Top Level) < R Script © Tiempo

nt  History ons a0

B.5. Tiempo medio de transicién

Tiempo medio de transicion para un valor del parametro

#INPUTS:
#parms: vector que contiene todos los parametros involucrados
en el sistema
#h: vector de reacciones
#IC_alta: punto estable al que esperamos que converja
#Estado: rama del diagrama de bifurcacion inicial (0 si es
abajo y 1 si es arriba)
Passage _Time_ Gata3 <- function(parms,h,IC_alta,Estado){
S <- parms[2] #extraemos el valor del parametro de
bifuracion
IC<- InCond(S
EstadoAlto
IC <- round(IC)
num_reactions <- 3

S, Estado = Estado,EstadoBajo=EstadoBajo,
EstadoAlto) #Asignamos condiciones inciales

#La primer cantidad es la condicion inicial
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y <- IC

Passage_Time_found <- O0; #Iniciamos el marcador que nos
dira si alcanzamos el otro estado estable

maxIter <- 50000 #Condicion de paro

i <- 1 #Iniciamos el contador

tt <- O #Iniciamos el tiempo

tvec <- vector ("numeric")#Vector de pasos

xvec <- vector ("numeric")#Vector de estados

Rvec <- vector ("numeric") #Para guardar la reaccion elegida

PTvec <- vector ("numeric") #Guarda el tiempo de transicion

#Comenzamos a contar
while (Passage_Time_found==0 && i<maxIter){
tvec[i]l<-tt
xvec[i] <- y
totH <- sum(h(xvec[i],parms))
tt <- tt+rexp(l,totH) #Tiempo aleatorio a la siguiente
reaccion
R <- sample (num_reactions,l,prob = h(xvec[i],parms)) #
Elegimos al azar la reaccion que va a ocurrir

#Hay que actualizar el vector de estados
{if (R==1) {y = y+1}
else {if(R == 2 && y>0){y = y+1}
else {if(R == 3 && y>0){y = y-13}}}}
Rvec[i] <- R

#Veamos si ya alcanzamos el estado alto
if (y == IC_alta){Passage_Time_found = 1}

#Actualizamos lo necesario

PTvec[i]=Passage_Time_found

xvec[i] =y
i=i+1
}
return(list(t = tvec, x = xvec, R = Rvec, PT=PTvec))
}
#0UTPUT

t: vector de tiempos

X: vector de estados

R: vector de reacciones

PT: vector de tiempos de transicion

Tiempo medio de transicion

IL4 = seq(0.1,2.55, by=0.05) #Vector que guarda los valores
que tomara el parametro de bifurcacion

alpha=0.02; k_g=5; kappa= 1 #Tazas de reaccion

IC_alta = 5 #Valor del estable al que queremos llegar

Estado=0 #Rama del diagrama de bifurcacion, el O corresponde
a la rama inferior
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tiempo_medio <- vector ("numeric") #Vector que guarda la
informacion calculada
for (j in 1:1length(IL4)) { #Corre sobre cada valor del
parametro
S <- IL4[j] #Asignamos el valor del parametro de
bifurcacion
IC<- InCond(S = S, Estado = 0,EstadoBajo=EstadoBajo,
EstadoAlto
correspondiente

EstadoAlto)#Econtramos la condicion inicial

parms <- c(alpha,S,k_g,kappa) #Definimos un vector que
guarde todas las tazas para la que la funcion posterior
corra
tiempo_de_paso <- vector ("numeric") #Para guardar los
tiempos de paso por iteracion
for (i in 1:100) { #Hace 100 repeticiones para un valor de
IL4
pp<-Passage_Time_Gata3 (parms,h,IC_alta=5,Estado=0)#
Calculamos el tiempo de paso
aux<-length (pp$PT)
ptime<-pp$t [aux]
tiempo_de_paso[i] = ptime #Extraemos la informacion que
arroja la funcion anterior

3
tiempo_medio[j] = mean(tiempo_de_paso) #Sacamos la media de
lso resultados obtenidos y guadamos
b
MFPT = mean(tiempo_medio) #0btenemos la media de los tiempos

promedio de paso
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B.6. Calculo de senales de alerta temprana

B.6.1. Tiempo de convergencia

Matlab

Para poder implemetar el siguiente cédigo hay que tener cargada la informacién
del diagrama de bifurcacién (se muestra como en la seccién [B.3)).

MFPT = 60; %Tiempo medio de transicion obtenido con R

tspan = [0 MFPT]; tiempo de integracion

IL4 = 0:0.05:3; %Vector de valores del parametro de
bifurcacion

epsilon = 0.01; /Definimos la epsilon para comparar

alentamiento = ones(length(IL4),1); % prealocar; aca vamos a
guardar los resultados

estado_al_que_converge = zeros(length(IL4) ,1); Yprealocar:
aca vamos a guardar los estados finales

%Comenzamos a iterar
for ii = 1:length(IL4)
il4 = IL4(ii); %defino el parametro

%Encontramos un indice para los puntos de equilibrio
indexIL4_bajo=find (EstadoBajo(:,1)>=il4,1) ;
indexIL4_inestable=find (EstadoInestable(:,1)>=i14,1) ;
indexIL4_alto=find (EstadoAlto (:,1)>=il4,1) ;

%Encontramos el estado estable segun los indices de
arriba

steadyStateL=EstadoBajo (indexIL4_bajo ,2) ;

steadyStateI=Estadolnestable (indexIL4_inestable ,2);

steadyStateH=EstadoAlto (indexIL4_alto ,2) ;

%Asignamos la condicion inicial en el equilibrio

if 114 <= umbral JLa desigualdad depende de los valores
que tome il4 (aumenta o disminuye)
GO = steadyStateL+ 0.2*steadyStatel;

else
GO = steadyStateH+ 0.2xsteadyStateH;

end

% integrar la funcion
[t,y]l] = ode45(@(t,y)Fun_Gata3(t,y,il4) ,tspan,GO);

%Valor final del trayecto
estado_al_que_converge (ii)=y(end);

%Vemos a que estado converge
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end

%Grafi
figure

if abs(estado_al_que_converge(ii)- steadyStateH) <0.001
% converge al alto
aux = find(abs(y-steadyStateH)<=epsilon ); %a ver...
alentamiento (ii) = t(aux(1l)); %guardo el tiempo que
se tardo en llegar
else 7 converge al bajo:
if il4<=umbral YCondicion para no salirnos de la
region biestable
aux = find(abs(y-steadyStatel)<=epsilon );
alentamiento (ii) =t (aux(1));
else
disp(’necesitamos mas tiempo para converger’)
end
end

camos los resultados

plot (IL4 ,alentamiento,’ok’,’LineWidth’)
hold on
line ([umbral ,umbrall], [0,50])

B.6.2.

Varianza y autocorrelacion

En las siguientes secciones se muestra el codigo en Matlab implementado para

calcular

varianza y autorrelaciéon usando ruido aditivo, y el cédigo con R para ruido

intrinseco.

Matlab

Para

implementar el codigo siguiente se deben tener precargados los datos del

diagrama de bifurcacién (ver [B.3)).
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Gvariance=0.2; %Magnitud del ruido

realizaciones = 1;

IL4 = 0:0.05:3; YVector de valores del parametro de
bifurcacion

alpha = 0.02; k_g = 5; k = 1; YParametros constantes

%Comenzamos a iterar
for kk = 1:1length(IL4)
il4 = IL4(kk);

%Encontramos un indice para los puntos de equilibrio
indexIL4_bajo=find (abs (EstadoBajo(:,1)-114)<0.05,1) ;
indexIL4_inestable=find (abs (EstadoInestable(:,1)-i14)

<0.05,1);
indexIL4_alto=find (abs (EstadoAlto(:,1)-114)<0.05,1) ;

%Los valores estables para el valor de il4 que se
encontro justo arriba
steadyStateL=EstadoBajo(indexIL4_bajo ,2);
steadyStateI=Estadolnestable(indexIL4_inestable ,2);
steadyStateH=EstadoAlto (indexIL4_alto ,2);

il4=EstadoAlto(indexIL4_alto ,1);

%#Condicion inicial en la estabilidad
GO= steadyStatel;
if isempty (GO)
GO=steadyStateH;
end

%#Creamos la ecuacion estocastica
F @(t,X)alpha*xild+(k_g*X~2/(1+X"2))-kx*X;
G @(t,X)Gvariance*X ;
obj = sde(F, G,’StartState’, GO);
dt = 0.01; Yincremento del tiempo
nPeriods = tspan(end)/dt;
[S,T] = simulate(obj, nPeriods, ’DeltaTime’,
dt, ’nTrials’, realizaciones) ;

Y%Varianzas
varianzas (kk) = var(S);

%Correlaciones

corr = autocorr(S,1);
correlaciones (kk) = corr (2);
end
%Graficamos
figure
plot (IL4,log(varianzas),’ok’,’LineWidth’ ,2)
hold on

86




APENDICE B. CODIGO

48 plot (IL4,correlaciones,’sk’,’LineWidth’,2)
49 hold on
50 line ([umbral ,umbrall], [-20 5]))

Q
8}

=
©
-3

Autocorretacion

N

I
o
N
w

R

1 |#INPUTS:

2 |h: vector de reacciones

3 |MFPT: tiempo de medio de transicion

4 |#Estado: rama del diagrama de bifurcacion inicial (0 si es

abajo y 1 si es arriba)

5 |#EstadoBajo: Rama del diagrama de bifurcacion baja

6 |#EstadoAlto: Rama del diagrama de bifurcacion alto

7

8 |SATs <- function(h,MFPT,IL4,Estado,EstadoAlto,EstadoBajo){

9 alpha=0.02; k_g=5; kappa= 1 #Asignamos parametros
constantes

10 Varianzas = vector ("numeric",n) #Creamos el vector que
guarde las varianzas

.

11 Correlacion = vector ("numeric",n) #Creamos el vector que
guarde las autocorrelaciones

12 for (i in 1:length(IL4)){

13 S <- IL4[il

14 out <- Trayecto(h,MFPT,S,Estado,EstadoBajo,EstadoAlto)

15 Varianzas [i] <- var (out$x)

16 cor<-acf (out$x,plot = FALSE)

17 Correlacion[i] <- cor[2]

18 +

19 return(list (Varianzas=Varianzas, Correlacion=Correlacion))

20 |}

87



21
22
23

© 00 J O U W N =

N T
B WD~ O

APENDICE B. CODIGO

#0UTPUTS :

#Varianzas: Vector que guarda la varianza de cada trayectoria

#Correlacion: Vector que guarda la autocorrelacion de cada
trayectoria

Para implementar el cogido es necesario cargar las funciones Trayecto e InCon
y la informacién del diagrama de bifurcacién (ver [B.4)).

MFPT = 60 #Tiempo medio de tramnsicion
VaryCorr<-SATs (h,MFPT,IL4 ,Estado=0,EstadoAlto ,EstadoBajo)

#Varianza
plot (IL4,VaryCorr$Varianzas)
par (new=T)
abline (v = umbral)
par (new=F)

#Correlacion
plot (IL4 ,VaryCorr$Correlacion)
par (new=T)
abline (v = umbral)
par (new=F)

B RStudi
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