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Capitulo 1

Introduccion

El manejo y transformacion de la energia es un tema de gran importancia
en la vida contemporanea, debido a que se conocen muchas formas de energia
y constantemente se realizan desarrollos tecnologicos que permiten expandir el
uso de éstas en mas sectores de la sociedad, particularmente, en el mundo de la
investigacion el entendimiento de la energia en sus distintas formas avanza cons-
tantemente para caracterizar mas fenémenos, asi como para el diseno de nuevas
estrategias para su uso.

Una parte importante sobre el entendimiento de la energia es su transporte
eficiente, a pequena y gran escala. Un ejemplo sobre esta busqueda a gran escala
es el diseno y fabricacién de materiales macroscopicos que permitan el transpor-
te electréonico con alta eficiencia para lograr llevar la energia de un lado a otro.
Mientras que a pequena escala, se estudia la posibilidad de usar la energia pa-
ra controlar el comportamiento, cuantico o clasico, de los sistemas del orden de
micro y nano. En particular, la fabricacién de materiales con caracteristicas de
transporte disenadas a priori, diferentes a las de sistemas naturales genera gran
interés en la comunidad cientifica y tecnoldgica, debido a su rol protagénico para
el desarrollo de nuevos dispositivos de captacion y almacenamiento de energia
solar, sensado quimico y biologico e incluso para el diseno de nuevos circuitos
electrénicos y foténicos capaces de realizar tareas complejas con alta eficiencia.

Un ejemplo de la importancia del transporte eficiente de energia a escalas pe-
quenas se puede encontrar en la computacion cuantica, pues es sabido que para
el desarrollo de ésta, se requiere la transferencia coherente de estados a través de
sistemas con un gran numero de qubits [1],[2], por lo que recientemente se han
buscado protocolos que permitan realizar este tipo de transferencias coherentes,
y se ha mostrado que al considerar sistemas en el subespacio de una excitacion, la
coherencia se preserva mientras la excitacion esté coherentemente deslocalizada




1. INTRODUCCION

[3], por lo que en este trabajo se trabajard en el subespacio de una dimensién, con
un sistema que se ha demostrado que cumple con la condicién de que la excitacion
se encuentre coherentemente deslocalizada.

Al fenémeno de transporte con eficiencia del 100 % se le conoce como trans-
porte perfecto y la bisqueda de protocolos que permitan estas eficiencias en el
transporte, es de interés particularmente en sistemas de qubits, pues este com-
portamiento corresponde a una compuerta de intercambio o SWAP gate en la
computacién cudntica. Este tipo de compuertas son clave para el desarrollo de la
misma, pues se ha propuesto el uso de éstas para el almacenamiento y transporte
de informacién cudntica entre estados estacionarios [2].

Actualmente el modelo tedrico de transporte perfecto en una red de qubits
al igual que otros sistemas esta bastante bien estudiado, de modo que a fin de
implementar este tipo de dispositivos el siguiente paso recae en la capacidad ex-
perimental para preparar, con gran precision, al sistema bajo estudio en estados
cudnticos (o cldsicos) muy particulares. Esta rama de la fisica experimental se co-
noce como Ingenieria de Hamiltonianos. Existen diferentes plataformas en donde
la ingenieria de Hamiltonianos se puede llevar a cabo mediante arreglos de guias
de onda [1], circuitos electrénicos sintéticos [4], circuitos superconductores [5],
arreglos de iones atrapados [6] y cavidades épticas [7].

En esta tesis se presenta un sistema tedérico-computacional de una SWAP gate
cudntica basada en un protocolo de transporte perfecto [1] y su andlogo cldsico,
asi como la parametrizaciéon para relacionar los parametros de ambos modelos.
De forma paralela se muestran mediciones de la implementacion clasica de este
modelo basada en circuitos electréonicos sintéticos que permita implementar ex-
perimentalmente simulaciones de diferentes protocolos cuanticos y clasicos.

La estructura del documento esta organizada de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentan los conceptos bésicos concernientes al sis-
tema cuantico del que se ocupa esta tesis, tales como lo son los qubits, como se
operan y las ecuaciones necesarias para describir su evolucion temporal. Termi-
nando con una de las dos ecuaciones indispensables para encontrar el resultado
clave del trabajo, que son dos conjuntos que relacionan los parametros del sistema
clasico con el sistema cuantico.

En el segundo capitulo se describe un sistema clésico de osciladores electréni-
cos analogo al sistema cuantico descrito en el capitulo 1 comenzando por la intro-
duccion de cada uno de los componentes de éste, asi como las relaciones necesarias
para obtener las ecuaciones dindmicas del sistema. En este capitulo se encuentra




la otra ecuacién que nos permite encontrar la parametrizacion entre los sistemas
del capitulo 1 y el 2, posteriormente se describen los dimeros y trimeros, casos
particulares del sistema de N qubits con su respectivo analogo clésico y el mapeo
que permite relacionar ambos sistemas.

El tercer capitulo consiste en la implementacion tedrico-computacional, asi
como el reporte de resultados de una implementacion experimental de compuerta
cuantica conocida como SWAP gate, para esto se presenta el fendmeno de trans-
porte perfecto y su Hamiltoniano de interaccién que sera empleado para resolver
las ecuaciones cuanticas y con estas encontrar los parametros del sistema cléasico,
los que posteriormente seran probados en una implementacion experimental para
mostrar la equivalencia entre ambos sistemas, tanto tedrica como experimental-
mente.







Capitulo 2

Dinamica de sistemas cuanticos

2.1. Sistemas cuanticos de dos niveles

Los sistemas cuanticos que son de importancia para esta tesis son aquellos
cuya funcién de onda consiste en una superposicién de dos posibles estados, es
decir:

) = a0) + 5 [1), (2.1)

donde los estados |0) y |1) estdn dados por

=(g) w=() (2.2

La idea de dos estados |0) y |1) sugieren un andlago con los bits de la teoria
de la computacién clasica que usan 0 y 1 para indicar el estado apagado (0) o
encendido (1) de un transistor, por esta razon a los estados representados por la
ecuacion (2.1) se les conoce como qubits o bits cudnticos, al conjunto {|0),|1)} se
le conoce como base computacional y dado que «, § son niimero complejos tales

2 2 ., 0

que |a|” 4+ |B]” = 1. Por la condicién de normalizacién, el vector representado en
la ecuacién (2.1) pertenece a un espacio complejo dos dimensional [8].

Este tipo de representaciones permite modelar dos niveles de energia en un
sistema atémico, por ejemplo los estados en que un electron se puede encontrar al
orbitar un nicleo atémico, donde el estado |0) representaria el estado base, mien-
tras |1) representaria el estado excitado. De modo que al realizar una medicién del
estado del sistema, se obtiene |0) con probabilidad |a|* y |1) con probabilidad |5]°.

Con el ejemplo anterior se puede observar que la diferencia principal entre
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un bit cudntico (qubit) y uno clésico radica en el valor indeterminado del qubit,
pues su valor queda definido hasta que es medido. Esto motiva la idea de realizar
calculos de forma analoga a la computacion clasica, pero usando como unidad
minima de cémputo los qubits en lugar de los bits, esta idea ha motivado muchos
trabajos componiendo una rama relativamente nueva de la ciencia a la que se
conoce como computacién cuéntica.[8]

En general, un estado [¢) puede estar compuesto por un conjunto de N qubits,
dado por el producto exterior de todos éstos de la siguiente manera:

) = [¥1) ® [¢2) @ |¢hs) .. @ [¢hw)

= [¢1) |9ho) [¥3) - [¥w) 4 (2.3)

de modo que el estado [¢) tiene un total de 2V posibles configuraciones, por
ejemplo un estado de dos qubits tendrfa 22 = 4 configuraciones distintas, |00),
|01), |10) v |11), que a su vez estan dadas por:

00) = [0) ® |0) = ;101) = [0) ® |1) =
(2.4)

10) = [1) ©0) = 1) =) e1) =

O OO o oo
_— o OO o OO

2.2. Operaciones con qubits

A fin de introducir un concepto necesario para el capitulo 4, se explora breve-
mente la forma de operar qubits, que responde al siguiente paso para desarrollar
una teoria de la computacién cudntica. Para esto hay que definir lo equivalente
a las compuertas logicas de la computaciéon clésica. Con un solo qubit se puede
construir la compuerta cuantica NOT, que al aplicarse sobre el qubit (2.1) lo
transforma en




2.2 Operaciones con qubits

NOT (|q)) =NOT (a |0) + 3 [1)),
—a|1) + B0). (25)

La naturaleza vectorial de los qubits permite formalizar las compuertas cuanti-
cas mediante el uso de matrices, en el caso de la compuerta NOT para un solo
qubit su matriz correspondiente esta dada por

X:(?é). (2.6)

En general, la tinica propiedad que debe cumplir una matriz U para ser com-
puerta cuantica de n qubits es [8]:

= Ser unitaria (UTU = 1)

se puede observar que en el ejemplo de la X7 = X y XTX = I, asf que es una
compuerta cuantica.

Entre mas qubits conformen un estado, las compuertas para operarlos se com-
plican més, esto se puedo ejemplificar mediante la obtencién de la compuerta para
un estado de dos qubits llamadas puertas de intercambio o SWAP gates. Estas
compuertas intercambian los qubits que componen un estado, su comportamiento
se muesta en el cuadro 2.1

Entrada Salida

|00) 100)
|01) 110)
|10) 101)
|11) 111)

Tabla 2.1: Compuerta de intercambio para un estado de 2 qubits.
Ahora, su representacién matricial se puede obtener mediante la suma del
producto exterior entre cada configuracion del estado con su respectiva salida [9],
esto es:

SWAP = Z |Entrada), (Salidal,

= |00) (00| 4 |01) (10| + |10) (01| + |11) (11],
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recordando la ecuacién (2.4) se tiene que

1 0 0
swap=| " (100 0)+ ! (001 0)+ / (0100)+
0 0 1
0 0 0
0
0
o [ (000 1),
1
1000 0000 0000 0000
o000 foo1o) fO00O00O 0000
“loo0oo0o0 0000 0100 0000 |
0000 0000 0000 0001
1000
o010
o100
0001
(2.8)

Obsérvese que al igual que la compuerta NOT para un solo qubit, esta matriz
cumple que SWAPT = SW AP y como las columnas que forman la matriz forman
una base ortonormal de C* se puede garantizar que la matriz es unitaria[10], por
lo que corresponde a una compuerta cuantica.

En general, las compuertas cuanticas y su implementacién son de gran interés
en la comunidad cientifica, debido a que consiste practicamente en un prerequisito
para la computacién cudntica como indica Wilmott en [11], particuldarmente, la
compuerta de intercambio o SWAP gate son ampliamente utilizadas en el diseno
de circuitos para algoritmos cuanticos, un ejemplo de esto es una implementacion
del algoritmo de Shor realizada por Fowler [12] donde emplean esta compuerta
para la factorizacién de cualquier nimero con complejidad logaritmica. Debido
a la gran importancia de esta compuerta en el desarrollo del 1iltimo capitulo se
presenta una implementacién clasica con circuitos electréonicos de este tipo de
compuertas.




2.3 Dinamica de N qubits

2.3. Dinamica de N qubits

El caso general del sistema de interés de esta tesis consiste en un sistema de
N qubits interactuantes mediante una constante de acoplamiento J con 2 estados
posibles, base |g) y excitado |e) cuya energia es ¢ = hw, con n denotando el
nimero de qubit.

En esta tesis nos enfocaremos al espacio de una sola excitacién, es decir que
so lo uno de los qubits puede estar en el estado excitado mientras el resto esta
en el estado base. Es conveniente escribir cada estado en términos de la base de
numero de la siguiente forma.

D) =1e)i 1)y 190w
) =19)119)2 1€ -+ 19) (2.9)
IN) = 1921 19)5 - le)n s

y con estos estados el hamiltoniano de interaccion considerando todos los qubits
se puede escribir de la siguiente forma:

N N

n  m#n (210)
= Z Jnm 1) (ml .

n#m

Para obtener el Hamiltoniano total (Hy 4+ H;,;) se agrega la energia de cada
qubit, quedando de la siguiente forma:

H=> euln) (n|+ > Jum|n) (m|. (2.11)
n=1 n#m

Para obtener la evolucién temporal del sistema se debe resolver la ecuacion
de Schrodinger:
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0
i (1) = H Iw(t)> :
(2.12)

n#m

donde ¢, es la energia del enésimo qubit y J,,, el acoplamiento entre el enésimo
y emésimo qubit.

Recordando que el sistema se encuentra en el subespacio de una sola exci-
tacion, resulta conveniente expandir la funciéon de onda dependiente del tiempo
|1)(t)) como combinacién lineal de los elementos de la base de nimero para ex-
presar la localizacion de la excitacion:

= Cult)|n), (2.13)

sustituyendo esto en la ecuacién de Schrodinger y desarrollando se tiene

zh—ZC :ﬁZCn(t) n

[Z |m) m|+ZJmk]m (k| ZC’
m#k

—Zen W (t) [m) (m|n) +ZC ijﬂm (kln),

m#k

—Zgn n |m nm+ZC Z‘]mk |m>5k7"7

m#k

225n0n<t> )+ Y JamCn(t) )

n,m,n#m
Z[@h%@n@)} ) =Y |enCult) + > JumCinl(t)

m,n#Em

) .

(2.14)

De modo que basta con resolver:

10



2.3 Dinamica de N qubits

L9
iho-Ca(t) = enCa(t) + m%;m T Con (1), (2.15)

para obtener la dindmica completa del sistema, porque al conocer los coeficien-
tes C}, la funcién de onda queda determinada y con ella la informacién del sistema.

Un trabajo similar por John Briggs [13] muestra que para obtener los pardme-
tros del mapeo entre el sistema cuantico aqui descrito y un sistema clasico analogo
expuesto en el siguiente capitulo, es conveniente tomar la segunda derivada de la
ecuacion (2.15).

C;n:_g_% n_;_gzjnmcm_%zjmm/ m/_%zjnmjmm/ mls

m,m/
2J, J, Jm J,
2 i nm . . Jnm . nm Jmm/
=—w-C, wnzm: - C, ;(wm Wn) - C, 2. P Co,
(2.16)
donde w,, = %*. Escalando el tiempo como ¢ = w,t, entonces %:t = wnOn y la

ecuacién anterior se tranforma en

Com O Mo, 3 (_m - 1) G = Y e, (247)

m m,m/

Para fines de este trabajo se consideran los casos de acoplamiento débil, es
decir Z2m << 1 y se considera €, ~ €, por lo que se pueden despreciar el tltimo

8’”
y penultimo término de la ecuacién 2.17 reduciéndose a la siguiente ecuacion

Co=—61Cn— 0> 2JumCin, (2.18)

que representa un resultado muy importate que serd utilizado en el siguiente
capitulo para encontrar una relacion entre el sistema aqui presentado y un sistema
de N osciladores electrénicos acoplados, encontrando que bajo ciertas condiciones
es posible establecer una parametrizacion que vuelve ambos sistemas analogos.

11






Capitulo 3

Analogo clasico de sistemas cuanticos

3.1. Teoria de circuitos

El analisis de circuitos RLC como los que se analizaran en este capitulo re-
quieren el conocimiento del comportamiento de cada uno de sus elementos, capa-
citores, resistencias e inductores, asi como las leyes de Kirchoff para el analisis de
circuitos, en esta seccién se presentan estos conceptos asi como ecuaciones tutiles
para el posterior desarrollo del capitulo.

3.1.1. Elementos electronicos de circuitos basicos

Capacitores

Un capacitor consiste en un par de placas conductoras separadas entre si que
al ser conectadas a una fuente de energia adquieren cargas iguales en magnitud
(q), opuestas en signo, generando una diferencia de potencial entre las placas de
acuerdo a la siguiente relacion:

q=CV, (3.1)

donde C es una constante de proporcionalidad conocida como capacitancia. Re-
cordando que la corriente (I) se define como carga por unidad de tiempo, la co-
rriente que pasa por un capacitor es proporcional al cambio en el voltaje [14],[15],
en simbolos esto es:

d dVv
_da _

[=—=C—. 2
dt dt (3:2)

13



3. ANALOGO CLASICO DE SISTEMAS CUANTICOS

Resistores

La resistencia es una medida de que tan conductor es un material, esto se
puede medir aplicando una diferencia de potencial sobre dos puntos de un material
homogéneo y midiendo la corriente entre los mismos puntos [14],[15]. Para una
diferencia de potencial fija, entre mas grande sea el valor de corriente significa
que el material es mejor conductor, lo que definimos como un valor de resistencia
pequeno. De modo que la corriente que pasa por un resistor se encuentra con la
siguiente ecuacion:

1 =—, 3.3
- (33)
donde R denota la resistencia, V' el voltaje e I la corriente. Todos los materiales
que no sean conductores perfectos poseen una resistencia, pero para el diseno de
circuitos se fabrican objetos que tengan una resistencia conocida.

Inductores

En general, la inductancia es el factor de proporcionalidad entre la razén de
cambio de la corriente que circula por el elemento inductor y la fuerza electro-
magnética que es generada debido al cambio en la corriente.

A diferencia de los capacitores y resistores, la inductancia es una caracteristica
que depende de la geometria de un material, para los propdsitos de este capitulo
basta con revisar la inductancia de un inductor en forma de solenoide o bobina
[14],[15]. En este caso, la siguiente ecuacion es util para el andlisis de los circuitos
que mas adelante se utilizaran

V, =L (3.4)

%7
donde V}, es el voltaje en el inductor, L la inductancia e I la corriente en el
inductor y el signo significa que la fuerza electromagnética inducida se opone al
cambio en la corriente.

3.1.2. Leyes de Kirchhoff

Para escribir las ecuaciones que determinan la dindmica de los circuitos RLC
son necesarias las leyes de Kirchoff que mediante los principios de conservacién
de la carga y energia establecen dos ecuaciones que rigen el comportamiento de

14
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las corrientes y los voltajes en un circuito cerrado.

Ley de nodos

La ley de nodos establece que la corriente que pasa por un nodo debe ser igual
a la corriente que sale, de modo que la suma de todas las corrientes que pasa por
un nodo es igual a cero, donde un nodo es el punto de interseccién entre dos o
més elementos del circuito[14], en simbolos ésto es:

n

Y i=o. (3.5)

k=1

Ley de voltajes

Este principio establece que la suma de los voltajes en todos los elementos del
circuito debe ser igual al voltaje de entrada, de modo que la suma de todos los
voltajes del circuito es igual a cero [14], esto es:

Zn: V, = 0. (3.6)

En conjunto, las leyes de Kirchoff asi como las expresiones que relacionan el
voltaje y corriente de cada uno de los elementos de un circuito RLC permiten
escribir las ecuaciones de la dindmica de un circuito RLC cuyas soluciones osci-
lantes sugieren el nombre de osciladores electrénicos a este tipo de circuitos. En la
siguiente seccion se muestra un sistema andlogo al sistema cuantico del capitulo
anterior usando osciladores electrénicos como andlogo de un qubit.

15



3. ANALOGO CLASICO DE SISTEMAS CUANTICOS

3.2. Representacion electrénica de una red de

N qubits

Figura 3.1: Esquema de un sistema de n circuitos acoplados.

La figura 3.1 ilustra un sistema de N osciladores electrénicos acoplados cuyas
ecuaciones de Kirchoff estan dadas por:

av, 1| v, al i
Y ___In_ ]m ]m 5
dt C, R, Z * Z
i=n-+1 =1
ar, 1 (3.7)
dt LnV”’
dI; 1

ij

con V,, I,, C,, R, vy L, el voltaje, la corriente, capacitancia, resistencia e in-
ductancia del enésimo oscilador respectivamente, mientras el término L;; son las
inductancias de acoplamiento entre el oscilador iésimo y el jotaésimo e [;; es la
corriente que circula en cada uno de éstos.

Ahora, para comparar estas ecuaciones con el analogo cuantico del capitulo
anterior y con esto definir un mapeo entre los dos sistemas como lo sugieren [4]
y [13], se debe hacer un desarrollo de estas ecuaciones para llevarlas a la forma
de la ecuacién (2.18), para esto se toma la segunda derivada del voltaje, usando
la primera del conjunto de ecuaciones (3.7), obteniendo:

16



3.2 Representacion electrénica de una red de N qubits

N <n

2V, 1 Ldv, 1. 2:1“@—W+§]W_%)' (3.8)

L.
ni i1

&> C,| R, dt L,"

i=n+1

Para simular las condiciones del sistema cuantico la primer aproximacién a
realizar es considerar un sistema sin pérdidas de energia, es decir donde las re-
sistencias de cada oscilador son infinitas, R, = oo, lo que eliminaria el primer
termino de la ecuacion, sin embargo el analisis para el caso de N osciladores sigue
siendo complicado por los términos de acoplamiento entre osciladores, de modo
que para hacer este analisis se muestran los casos de 2 y 3 osciladores.

3.2.1. Dimeros (2 osciladores)

Sustituyendo n = 2 en la ecuacién anterior, las ecuaciones de 2 osciladores
acoplados son:

PV, 11 1 1
1:_( + )—%+ Va,

dt2 L, L) C Ly1,C

, 1 12 1 12VY1 (39)
PVo (1, 1N1 1

a2 Ly Ly ) Cy 2 L15CY a

De igual forma, tomando n = 2 en la ecuacién cuantica 2.18 las ecuaciones
cuanticas de un sistema de 2 qubits interactuantes son las siguientes:

él = —5%01 — 812J1202,

) ; (3.10)
Cg = —5202 — 822J2101.

Comparando ambos conjuntos de ecuaciones se establecen las siguientes relaciones
que representan un mapeo entre el sistema cuantico y el clasico:

=y (=) A ey () (3.11)
e L1 L12 Cl’ 2T LQ L12 02’ '
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3. ANALOGO CLASICO DE SISTEMAS CUANTICOS
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3.2 Representacion electrénica de una red de N qubits

3.2.2. Trimeros (3 osciladores)

De forma completamente andloga al caso anterior las ecuaciones clasicas a
resolver son:

2V, 11 1\ 1 1 1
1=—<L—+—+—) Vi+ Va+ Vs,
1

dt? Ly Ly a L1,C4 LisCy
d?V, 1 1 1 1 1 1

- (S ) eV 3.13
dt? (LQ * Lo * L12) Cy 2 L1,Cy vt Loy3Cy » ( )
d2V3 1 1 1 1 1 1

- () Ve — VW
dt? (L3 * L3 * L23) Cs st L13Cs vt Ly3Cs ?

Mientras que las ecuaciones del sistema cuantico son

Ch = €10 — 12J15Cy — £12J13C5,
é? = —8%02 — 622J2101 — 622J2303, (314)
C.’g = —8303 — 832J3101 — 832J3202.

Comparando:
aJ(E i )L
! Ly Ly L L
1 1 1 1
e — S ) = (3.15)
’ \/ <L2 Las L12) >
amJ(Er i )L
3 Ly  Liz  Log 3
1 1
J — : J: — 3.16
12 261[/12017 2 2521112612’ ( )
1 1
J — : J: — 3.17
13 261[/13017 o 253[/12613’ ( )
1 1
J. — : J: — . 3.18
23 269 L93C5’ 2 2e3L93C'3 (3.18)
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3. ANALOGO CLASICO DE SISTEMAS CUANTICOS

Con estos dos casos se puede inferir que el mapeo entre un sistema de N
osciladores electronicos acoplados y N qubits interactuantes esta dado por los
siguientes conjuntos de ecuaciones:

1
J; —_— 3.19
" 2e;L;,C; ( )
N
1 1 1
= — —. 2
£ (L@- +§ Lq) Ci (3.20)

Teniendo estas ecuaciones resulta interesante probar la posibilidad de reprodu-
cir fenémenos cudnticos en un sistema enteramente clésico con una alta eficiencia.
Para explorar esta idea, en el siguiente capitulo, se modela una compuerta cuanti-
ca conocida como compuerta de intercambio o Swap Gate usando las ecuaciones
3.8 para el clasico y 2.15 para el cuantico, comparandose con las mediciones rea-
lizadas en un montaje que implementa experimentalmente el sistema de la figura
3.1 con 5y 7 osciladores.
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Capitulo 4

Transporte Perfecto

4.1. Modelo cuantico de transporte perfecto

La naturaleza del sistema planteado sugiere que cada qubit se pueda pensar
como un qubit donde el estado base |g) se corresponde con el estado |0), mientras
el estado excitado se corresponde con el encendido |1). Para explorar esta idea,
se realizaron pruebas del fenémeno de transporte perfecto que modela una swap
gate.

El transporte perfecto como lo estudian Perez Lejia et al en [1] requiere de
una cadena de qubits adyacentes que representan una puerta cuantica o SWAP
gate en inglés [1], el sistema empleado se muestra en la figura 4.1.

Jo-t,n Jnns1 Jnst,nez
LN ) LN )
O W  —OV-—- WV -—W ¢

Figura 4.1: Cadena de N qubits interactuando mediante un acoplamiento J;;

El fenémeno de transporte perfecto es un fenémeno de interaccién con prime-
ros vecinos, donde el qubit n interactua con el n + 1y el n — 1, de modo que el
hamiltoniano de interaccién (H;,;) de este sistema en la base de nimero se estd
dado de la siguiente manera:

N N
Hipg =Y Joiln—1) (n[+ Y Jun+1) (n], (4.1)
n=1 n=1

como lo muestran Armando et al en [1], los acoplamientos (.J,,) estdn dados
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4. TRANSPORTE PERFECTO

por:
T

Jp = —
2,

n(N —n), (4.2)
donde t; es el tiempo que toma pasar toda la energia del qubit 1 al qubit Nésimo.

Para calcular una dindmica energética que muestre el fenémeno del transporte
perfecto para un sistema de N qubits se debe usar el hamiltoniano completo
H = H, + H;, donde Hy = ¢, en este caso, en la ecuacién (2.14) quedando de
la siguiente forma:

. o N N
ihz-Ca(t) = enCal(t) + ; n-iln=1) {n| + ; Tnln+1)(nl,  (43)

que representa una aproximacién a primeros vecinos del sistema cuantico descrito
en el capitulo 2.

En la figura 4.2 se muestra la evolucién temporal de 0 a t; = 7 para un siste-
ma de 19 qubits resultado de resolver numéricamente la ecuaciéon 4.3 con N = 19
y &; = 0 y graficar |C’n|2 representando la energia de cada qubit. Se observa como
la energia pasa completamente del sitio 1 al sitio 19 con eficiencia del 100 % al

pasar un tiempo ty.
1 19
[ 10
0a
06 o
on
£/2 s
=
04 W
0z
0 0o

Sitios

Tiempo

Figura 4.2: Transporte perfecto en un sistema de 19 qubits cudnticos interactuando a
primeros vecinos.

Sin embargo, en las implementaciones experimentales obtener eficiencias del
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4.2 Modelo clésico: Implementacion experimental.

100 %, es algo practicamente imposible de alcanzar ya que hay pérdidas debido a
la presencia de elementos resistivos que disipan la energia en forma de calor, por
lo que es necesario agregar un término de decaimiento (—il") a la energia a fin de
incluir estas pérdidas, en el caso cuantico esto se hace tomando ¢, — ¢, — il',,.
Mientras que en el caso clasico las pérdidas estaran incluidas al resolver la ecua-
cién 3.8 para cada n sin la simplificacion R, = oo. Para encontrar el valor que
toma I' en el apéndice 2 se hace un analisis del decaimiento de la energia, deter-
minando que I' = R_lc

El transporte eficiente en redes de qubits es un fenémeno de sumo interés en la
comunidad, pues de poder implementar sistemas con eficiencias cercanas al 100 %
se estaria realizando también la implementacion de una SWAP gate que como se
ha mostrado juegan un papel muy importante para el desarrollo de la compu-
tacion cuantica, especificamente, en almacenamiento y transporte de informacion
cuantica entre estados estacionarios [2]. Por estas razones se ha buscado realizar
plataformas experimentales que implementen protocolos de transporte perfecto
en diferentes sistemas fisicos como lo son ensambles atomicos en cavidades opti-
cas [16], haces de luz en guias de onda [1] y circuitos cudnticos de fotones [17], de
forma paralela se han realizado varias propuestas para la implementacion de pro-
tocolos empleando cristales de Fluoropatita que presentan estructura cuasi-1D y
los espines del ' F estan estructurados en forma de cadena lineal, asemejando una
cadena de qubits[18],[19] y en diamantes que presentan vacancias de Nitrégeno,
donde la cadena de qubits estd formada por impurezas de Nitrégeno en posiciones
aleatorias[20)].

En este trabajo se pretende mostrar que la implementacion clasica de un
protocolo de transporte perfecto es posible, por lo que en la siguiente seccién, se
presenta la simulacion del protocolo considerando pérdidas de un sistema de 5 y
7 qubits, asi como su andlogo clésico con osciladores electréonicos y los resultados
de una implementacion experimental del sistema clasico.

4.2. Modelo clasico: Implementacion experimen-

tal.

En esta seccion se muestran las ecuaciones tanto cldsicas como cuanticas que
se resolvieron para encontrar los parametros del modelo clasico que eficientan el
transporte en una plataforma experimental que recrea el circuito de la figura 3.1.
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4. TRANSPORTE PERFECTO

Para 5 osciladores, el hamiltoniano completo a insertar en la ecuacién (2.14)
del sistema cuéantico es

g1 — ZFl J12 0 0 0
JQl E9 — ZPQ J23 0 0
H = 0 J32 €3 — ZFg J34 0 (44)
0 0 J43 &4 — ZF4 J45
0 0 0 Js4 g5 — 115

Recordando que se quiere resolver la dindmica del sistema teniendo en cuenta
el mapeo que relaciona los parametros del sistema clasico L,,, Lyn, R, y C, con
los del sistema cuéntico J,,, y &, dados por las ecuaciones (3.19) y (3.20) se
deben buscar los parametros clasicos que maximicen la eficiencia del transporte,
es decir que recreen la condicién €, ~ €, ¥ Jpm = % n(N —n), para esto se
debe tomar en cuenta que en la implementacion experimental del sistema clasico
la seleccién de pardmetros esta restringida a una serie de valores discretos en el
rango de [0.4096,0.001] Faradays con resolucién de 2.44 x 1078, de modo que tras
probar un par de combinaciones para el caso de 5 osciladores, se eligieron los

siguientes valores:

Parametro Valor [mH| Pardmetro Valor [mF
L, 11.16 c; 7.545
Ly 237.97 Cy 7.582
Los 193.35 Cs 7.582
Ly 193.35 Cy 7.582
Lys 237.97 Cs 7.545

Tabla 4.1: Valores de los parametros clasicos utilizadas en las simulaciones y en la
implementacién experimental.

La tabla de la izquierda muestra los valores de inductancia del inductor pre-
sente en cada oscilador (L,) que en este caso es un valor fijo y los valores para
los inductores de acoplamiento (L), que por la interaccién a primeros vecinos,
los mostrados en la tabla son los tnicos valores que figuran en el sistema. La
tabla 4.4 de la derecha presenta los valores de Capacitancia, en este caso el va-
lor de resistencia es un valor fijo de 1.8k€) para todos los osciladores. Dado que
los parametros clasicos determinan el valor de los pardmetros cuanticos, estos se
muestran a continuacion:

Por otro lado, los parametros clasicos para el sistema con 7 osciladores, son
los siguientes:

Mientras que los parametros cuanticos son:
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4.2 Modelo clésico: Implementacion experimental.

Pardmetro Valor [ms™] Pardmetro Valor [ms™1]
J12 806.1 Jo1 986.4
Jas 986.9 J32 986.9
J34 986.4 Jus 801.8
Jys 801.8 J54 806.1

Tabla 4.2: Valores de los acoplamientos utilizados en las simulaciones de transporte
perfecto para una red de 5 qubits.

Pardmetro Valor [s7!] Pardmetro Valor [ms™!]
€1 345.411 I' 36.8
€9 345.556 Iy 36.6
€3 345.741 I's 36.6
€4 345.556 ry 36.6
€5 345.411 I's 36.8

Tabla 4.3: Valores de las energias y pérdidas utilizadas en las simulaciones de transporte
perfecto para una red de 5 qubits.

Pardametro Valor [mH| Parametro Valor [mF]
L, 1.116 4 7.545
Ly 309.36 Cy 7.582
Lo 181.97 Cs 7.582
L3y 75.45 Cy 7.582
Lys 75.45 Cs 7.545
Lsg 181.97 Cs 7.582
Le7 309.36 C 7.545

Tabla 4.4: Valores de los parametros clasicos utilizadas en las simulaciones y en la
implementacién experimental.

Por otro lado, las ecuaciones clasicas del sistema de 5 osciladores a resolver se
muestran a continuacion, siendo las del sistema con 7 osciladores completamente
analogas,
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4. TRANSPORTE PERFECTO

Pardmetro Valor [s7!] Pardmetro Valor [s!]
J12 0.620 Jo1 0.617
Jos 1.049 J32 1.043
Js4 2.516 Jus 2.511
Jis 2.511 Js, 2.516
Js 1.043 Jes 1.049
Jo7 0.617 Jr6 0.620

Tabla 4.5: Valores de los acoplamientos utilizados en las simulaciones de transporte
perfecto para una red de 7 qubits.

Pardmetro Valor [s7!] Pardmetro Valor [ms]
€1 345.225 I 23.1
€2 345.432 Iy 23.0
€3 347.340 I's 23.0
€4 349.664 Iy 23.1
€5 347.340 I's 23.0
€6 345.432 [g 23.0
€7 345.225 'y 23.1

Tabla 4.6: Valores de las energias y pérdidas utilizadas en las simulaciones de transporte
perfecto para una red de 7 qubits.

2

dcgt‘? = e+ Lliclv N %ﬁ’

ddtvj =&Vt LleQV Lgicgv?’ - dthQ R2102’
2

= @V“ * L;Og% G Rglcg’
2

ddt‘? Vit L3104V * L4iC4V5 - dc;? R4104’
2

ddz/; = Vst ﬁv‘* B %35105'

A las ecuaciones anteriores se debe agregar una condicion inicial para que las
ecuaciones cuanticas y clasicas estén completas, la condicion inicial en ambos ca-
sos es poner toda la energia en el qubit/oscilador 1. Para resolver las ecuaciones
con los parametros mencionados anteriormente se implementé un método niime-
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4.2 Modelo clésico: Implementacion experimental.

rico Runge-Kutta de 4 pasos en Python 3 y se resolvié para un tiempo final de
5s y 5.6s con resolucion de 0.1ms.

De forma paralela, en una plataforma que implementa el circuito de la figu-
ra 3.1 realizada por el investigador postdoctoral del Laboratorio de Fotonica del
Instituto de Ciencias Nucleares, Alan Quiroz, que se detalla en el apéndice I, se
recrearon los sistemas de 5 y 7 osciladores con los valores de las tablas de la 2 a
la 7 y se realizaron mediciones 32 mediciones del voltaje de cada oscilador, que
fueron importados a Python y tratados en el mismo.

De las 32 mediciones tomadas para cada voltaje se obtuvieron las envolventes
de éstas y con ésta se obtuvo una distribucién de las desviaciones estandar como
funcion del tiempo que fue promediada para obtener un valor de incertidumbre
para cada voltaje, las incertidumbres se muestran en la tabla 4.7.

Medida Incertidumbre Medida Incertidumbre

Vi +1% Vi +0.8%
Vs +0.7% Vs +2.9%
Vs +21% Vs +3.8%
Vi +2.6% Vi +3.7%
Vs +2.0% Vs +3.5%

Ve +2.3%

Vz +1.0%

Tabla 4.7: Valores de incertidumbre en la medicion de .

Los resultados tanto de las ecuaciones clasicas como de las cuanticas, asi como
un caso representativo de las mediciones realizadas en el dispositivo experimental
para el caso de 5 y 7 osciladores se muestran en la figura 4.3, donde se grafico el
cuadrado de los voltajes V; en el caso clésico tedrico y experimental y el cuadrado
del valor absoluto de los coeficientes |C,,|*.

En la figura 4.3 se grafican la energias normalizadas, a las que llamamos po-
blaciones, en funcién del tiempo. En las primeras dos graficas se puede observar
que usando 5 osciladores la energia pasa del primer al quinto qubit con cierta
nivel de pérdida, en las figuras 4.3 b) y d) experimentalmente se encuentra que la
eficiencia con que se realiza este transporte es del 73.2 % +4 % y 60.9 % +2 % para
5 y 7 osciladores respectivamente. De modo que para ajustar el modelo tedrico
tanto cuantico como clasico se puede modificar el valor de la resistencia R para
caracterizar las pérdidas, obteniendo que los valores de resistencia que ajustan
el modelo son R = 1783€2 y R = 1529() respectivamente, pues predicen las efi-
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4. TRANSPORTE PERFECTO

Calculo numérico Resultados experimentales
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Figura 4.3: a) y c¢) Soluciones para las ecuaciones cldsicas en colores sélidos, para
ecuaciones cudnticas la linea puntada. b) y d) Datos experimentales para un arreglo de
5 y 7 osciladores electronicos interactuantes a primeros vecinos.

ciencias encontradas experimentalmente como se muestra en las figuras 4.3 a) y b).

La menor eficiencia en el transporte con 7 osciladores se explica nuevamente
mediante las pérdidas del sistema, pues al ser mayor la cantidad de elementos
implicados en el sistema la disipacién de energia es mayor. También se observa
que la solucién a las ecuaciones cuanticas se comportan como la envolvente de
las soluciones clasicas, lo que indica que el mapeo entre ambos sistemas funciona
perfectamente.

La eficiencia en el montaje utilizado para obtener las graficas experimentales
y que se describe en el apéndice I, esta limitada por los valores de resistencia
que los OPAMs utilizados permiten alcanzar, en esta caso es de 1.8k}, para me-
jorar la eficiencia se necesita alcanzar valores mas grandes de resistencia, por lo
que como trabajo a futuro se espera poder usar OPAMs de instrumentacién que
permiten alcanzar valores de resistencia mas altos. Con el modelo computacio-
nal realizado se espera que al tener OPAMs que nos permitan alcanzar 3k€) se
consigan eficiencias superiores al 80 %.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo de investigacion se ha estudiado la dindmica de una
red de N qubits interactuantes y de un sistema de N osciladores RLC acopla-
dos, lo que ha permitido determinar los régimenes donde la dindamica de ambos
se comporta de forma andloga, sabiendo esto se realiz6 un mapeo que permite
relacionar los parametros de ambos sistemas. De forma paralela se realizé una
plataforma computacional que permite modelar numéricamente ambas dinami-
cas, con los parametros cudnticos en funcién de los clésicos.

Para probar esta plataforma se estudié un protocolo de transporte perfecto
[1] v se mostré que para un sistema sin pérdidas el transporte funciona con efi-
ciencia del 100 %, para hacer el modelo més realista se le agregé un término de
pérdida y se determiné mediante un anélisis de energia la forma analitica de éstas.

Para probar el nuevo modelo se implementé el protocolo de transporte per-
fecto en un sistema cudntico con 5 y 7 qubits, este modelo permite estimar los
valores de los parametros cudnticos necesarios para tener una alta eficiencia en
el transporte y con esto se determinaron los parametros clasicos de acuerdo a los
valores reales que se pueden emplear en la plataforma que implementa una red
de 10 osciladores acoplados.

Se determiné que con el estado actual de la plataforma se pueden llegar a
valores de eficiencia del 73.2% + 4% y 60.9% + 2%, las cudles se pueden in-
crementar con el uso de amplificadores operacionales de instrumentacién, que
permiten alcanzar valores mas grandes de resistencia, acercandose asi a la apro-
ximacién R = oo. Con estas mediciones se probd la consistencia entre el modelo
tedrico realizado y sus soluciones numéricas con los datos experimentales.

Las principales conclusiones y contribuciones de este trabajo se enlistan a
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5. CONCLUSIONES

continuacion:

» Las ecuaciones 3.19 y 3.20 encontradas en este estudio relacionan los parame-
tros de dos sistemas fisicos de naturaleza distinta.

» La plataforma computacional realizada permite encontrar la dinamica de
los sistemas cuantico y clasico representando un laboratorio virtual con el
que se pueden hacer pruebas para la eleccion de parametros, asi como la
observacion de distintos fenémenos en redes de qubits acoplados.

= En conjunto, el mapeo, el modelo de resolucion computacional y la plata-
forma que implementa el circuito de 10 osciladores acoplados representan
una herramienta muy poderosa para la exploracion de nuevos fenémenos,
asi como la caracterizacion de éstos.

= Se probé que es posible la implementacién de una SWAP gate en un sistema
clasico, que como se vio es de suma importancia para el desarrollo de la
computacién cuantica, lo que abre la puerta para caracterizar este tipo de
compuertas usando nuestro sistema.

30



Apéndice A

Implementacion

Para verificar experimentalmente la modelacion clasica de una compuerta
cuantica de intercambio como se describi6 en el capitulo 4, asi como para otras
configuraciones de circuitos que recrean sistemas cudnticos interactuantes de in-
terés, el Dr. Alan Quiroz junto con Diego Montiel realizaron un montaje de cir-
cuitos que recrean el circuito de la figura (3.1).

Cada uno de los osciladores se realiza con la ayuda de un amplificador ope-
racional, su diagrama de bloque estéd representado en la figura A.1 a) donde se
observa que para recrear el funcionamiento de un oscilador RLC se requiere una
senal de entrada que es recibida por un integrador que simula un capacitor con
tres salidas, una multiplicacion por una constante que simula una resistencia, otro
integrador que simula un inductor y una salida para medir la senal. A la salida
del integrador de induccion y el multiplicador resistivo ambas senales llegan a
un sumador donde se suman junto a la senal de entrada, vuelven a pasar por el
integrador de capacitancia y se repite el proceso.

La implementacion real de cada uno de los elementos del circuito se realizé
mediante el uso de amplificadores operacionales (OPAMs), tal como se indica en
la figura A.1 b) donde la parte del circuito que recrea cada uno de los elementos
vienen indicadas con lineas punteadas.

Se implementaron 10 de estos osciladores en una placa electrénica de BCI so-
bre las que fueron realizadas pistas que permiten conectar los diferentes elemen-
tos del circuito, estos 10 osciladores estdan interconectados mediante 44 inductores
igualmente implementados con amplificadores operacionales y a su vez tanto los
osciladores como los inductores de acoplamiento estan conectados a un modulo de
recepcion de la senal de voltaje saliente de cada oscilador que puede ser medida
al conectar un oscilador.
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A. IMPLEMENTACION
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Figura A.1: Oscilador RLC a) diagrama de bloque de y b) circuito electrénico andlogo
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Apéndice B
Caracterizacion de las pérdidas

energéticas.

Como se mencioné en el capitulo 4, para ajustar el modelo de transporte
perfecto mas cercano a la realidad, es decir que se pueda recrear lo observado en
un montaje experimental se analiza el comportamiento de la energia para agregar
un término que incorpore las pérdidas . En la figura B.1 se graficé la energia total
del circuito de 5 osciladores, dada por la siguiente expresion:

1
E= Z |: Cn V2 +5 L [2 + 2L””+112,n+1 ) (Bl)

donde cada elemento de la ecuacion sigue la notacion del capitulo 3. En la figura
B.1 se grafica en funcion del tiempo esta cantidad normalizada. Por otro lado, la
energia total del sistema cuantico esta dada por la siguiente expresion:

5
E= Z‘Cn‘2a (B.2)
n=1

en este caso, la energia ya se encuentra normalizada.

Ambas gréficas presentan un cosimilar a un decaimiento exponencial de modo
que se ajusta ambas curvas con una funcién exponencial e ', de aqui se obtiene
que el valor de I' que ajusta el decaimiento es I' = % tomando R = 180012 y
C = 7.54mF valores promedio entre los parametros usados en los osciladores.
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B. CARACTERIZACION DE LAS PERDIDAS ENERCETICAS.

5 Osciladores

—_—
Cudntica
0.as —— Clasica

Energial])

0.80

00 05 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (s)

Figura B.1: Decaimiento de la energia del sistema cuéntico y clasico de 5 qubits en azul
y verde respectivamente, rojo ajuste exponencial.

71—‘ 7/’ . ’ .
Como C? — eIt entonces C,, — e= t, de modo que el término de pérdida en
n ) n ) q p

la energia que queremos agregar uede ser expresado como iI' = 7=, de modo que
para incluirlas se toma ¢ — ¢ — i’
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