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Caṕıtulo 1

Introducción.

En esta tesis se estudiarán los siguientes art́ıculos:

1. Louis Jeanjean. On the existence of bounded Palais-Smale sequences and ap-
plication to a Landesman-Lazer-type problem set on RN [15].

2. Louis Jeanjean y Kazunaga Tanaka. A positive Solution for a Nonlinear Schrödin-
ger Equation on RN [17].

Para ello, se planteará como objetivo el resultado que consiguen Jeanjean y Tanaka
en [17], demostrar la existencia de una solución positiva puntual al siguiente problema:

−∆u+ V (x)u = f(u) para u ∈ H1(RN) =: H, con N ≥ 2. (1-1)

Para la función V : RN → R vamos a pedir que sea continua y además:

(v1) 0 < ı́nf σ(−∆ + V (x)) =: α0, donde σ(−∆ + V (x)) denota el espectro del
operador auto adjunto (véase [23], teorema 5.5)−∆+V (x) : H2(RN)→ L2(RN),
es decir,

ı́nf σ(−∆ + V (x)) = 1 ı́nf
u∈H\{0}

∫
RN (|∇u|2 + V (x)u2) dx∫

RN |u|2 dx
,

(v2) V (x)→ V∞ ∈ R cuando |x| → ∞,

(v3) V (x) ≤ V∞ para casi todo x ∈ RN ,

(v4) Existe una función ϕ ∈ L2(RN) ∩W 1,∞(RN) tal que

|x||∇V (x)| ≤ ϕ(x)2, ∀x ∈ RN .

1 Para la demostración de esta ecuación véase [6], teorema 6.10-2. Esta ecuación es conocida
como la caracterización o el cociente de Rayleigh.
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Sea R+
0 := [0,∞). Necesitamos que la función f : R+

0 → R sea continuamente dife-
renciable y, tomando o bien 1 < p < ∞ si N = 2 o bien 1 < p < N+2

N−2
si N ≥ 3, que

cumpla las siguientes condiciones:

(f1) f(s) ≤ C(s+ sp) para s ≥ 0, con alguna C > 0,

(f2) |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|p−1), con C > 0,

(f3) f ′(0) = 0,

(f4) ĺıms→∞
f(s)
s

=∞,

(f5) f ≥ 0.

El espacio H al que pertenece la solución, junto con H2(RN), L2(RN) y W 1,∞(RN) se
explicarán más adelante. Si comparamos este problema con el art́ıculo [17], se puede
notar que se agregan hipótesis para la función f , esto es con el propósito de no hacer
muy largo el trabajo y dar más peso al resultado de Jeanjean en el art́ıculo [15] que
es esencial para demostrar la existencia de la solución.

El problema (1-1) ya se ha estudiado anteriormente, sólo que con más hipótesis para f .
Expĺıcitamente, la condición de superlinealidad global de Ambrosetti-Rabinowitz [2],
que es la siguiente:

∃µ > 2 tal que 0 < µ

∫ s

0

f(τ)dτ ≤ sf(s) ∀ s > 0. (1-2)

Con las hipótesis (f1)-(f5) y el resultando de Jeanjean [15], que presenta una variante
del teorema de paso de montaña (véase [14,28]), es posible prescindir de la condición
(1-2).

La ecuación (1-1) es un caso muy interesante de la ecuación no lineal de Schrödinger
o problema NLS. Una de las formas más generales de la ecuación NLS es la siguiente:

iψt = −∆ψ + V (x, t)ψ + f(x, t, ψ) para x ∈ RN . (1-3)

En [11] con f(x, ψ) = γ|ψ|p−1ψ donde 1 < p < (N + 2)/(N − 2) o en [27] con sus
no linealidades arbitrarias de la ley de potencias f(x, ψ) = γ|ψ|2σψ donde 0 ≤ σ <
(2/N − 2) (sin condiciones para σ cuando N = 1, 2). El nombre tiene que ver con
la forma más que con su interpretación, tiene una curiosa semejanza con la conocida
ecuación de Schrödinger. La ecuación NLS es una de las ecuaciones más interesan-
tes en f́ısica matemática. “La ecuacion de Schrödinger no lineal (NLS) es una de
las ecuaciones más importantes en la f́ısica matemática. Esta ecuación aparece en la
modelación de muchos fenómenos f́ısicos con aplicaciones en diferentes campos [22],
tales como f́ısica de semiconductores [5], óptica no lineal [19], condensados de Bose-
Einstein [9], mecánica cuántica [24], f́ısica de plasma [12] o dinámica biomolecular [10],
por citar algunos ejemplos” [3].

Un caso particular de la ecuación (1-3) es la siguiente ecuacion [8]:
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iψt −∆ψ + (a(x) + ω)ψ − q(x)|ψ|p−2ψ = 0. (1-4)

“Esta adquiere más importancia en las aplicaciones f́ısicas cuando la densidad de
estados permanece constante2. Tales estados se conocen como ondas solitarias, on-
das estacionarias o estados estacionarios” [3]. En estos estados el sistema posee una
dependencia temporal factorizada. Siguiendo con el articulo [8] se establece que la
solución para ondas estacionarioas tiene que ser de la forma

ψ(x, t) = u(x)eiωt. (1-5)

Si sustituimos la factorización (1-5) en la ecuación (1-4), obtenemos

0 = iψt −∆ψ + (a(x) + ω)ψ − q(x)|ψ|p−2ψ
= (−ωu(x)eiωt)− eiωt∆u(x) + (a(x) + ω)u(x)eiωt − q(x)|u(x)eiωt|p−2u(x)eiωt.

Aśı se obtiene la ecuación 3

−∆u+ a(x)u− q(x)|u|p−2u(x) = 0. (1-6)

La ecuación (1-6) es una variante de la ecuación (1-1). Esto indicaŕıa que la ecuación
(1-1) proviene de:

iψt −∆ψ + (V (x) + ω)ψ − f(|ψ|) = 0. (1-7)

Para demostrar la existencia de soluciones se ocupa el método variacional, asociando
una función cuyos puntos cŕıticos sean las soluciones a la ecuación diferencial parcial,
más adelante se explicará esta idea. En el año 1973, ya se estaba trabajando con
variantes de la ecuación (1-7), (véase articulo [2]), que es donde ocupan la condición
(1-2).
En el art́ıculo [17] Jeanjean y Tanaka van más allá, incluso, se generaliza más que en
esta tesis. No se pone aqúı tal cual de esa manera ya que se necesita trabajar con una
versión del “Splitting Lema”(teorema 4.10) más técnica, que ellos mismos formulan,
y el concepto de pseudogradiente. Lejos de esto, se mantiene la esencia de la idea de
una generalización que sobrepasa los resultados clásicos.

2La densidad de estados de un sistema describe la cantidad de estados que están disponibles para
ser ocupados por el sistema en cada nivel de enerǵıa.

3Aqúı el operador ∆ solo afecta a las variables espaciales, es decir, se debeŕıa escribir ∆x.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Diferenciabilidad.

A continuación se introducirá el concepto de diferenciabilidad en espacios de Banach
y se enunciarán algunos resultados tomados de [6, 7].
Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo. Sean (X, ‖ ‖X) y
(Y, ‖ ‖Y ) espacios de Banach sobre R. Definimos a L(X, Y ) como el espacio de todas
las transformaciones lineales continuas que van de X a Y . L(X, Y ) es un espacio
vectorial normado con la siguiente norma

‖T‖L(X,Y ) := sup
x∈X, x6=0

‖Tx‖Y
‖x‖X

, T ∈ L(X, Y ).

Definición 2.1. Sea Ω un subconjunto abierto de X, f : Ω → Y una función y
x0 ∈ Ω. Se dice que f es Fréchet diferenciable en x0 si existe T ∈ L(X, Y ) tal que

f(x0 + v) = f(x0) + Tv + o(‖v‖X),

donde o(‖v‖X) ∈ Y y cumple que

ĺım
‖v‖X→0

o(‖v‖X)

‖v‖X
= 0 en Y.

A T se le llama la derivada de Fréchet de f en x0 y se denota como

T := f ′(x0) o bien T := Df(x0).

(Véase [6]).

Proposición 2.2. Si f es Fréchet diferenciable en x0, entonces f es continua en
x0.

Para la demostración véase [7], proposición 9.11.

Definición 2.3. Decimos que f : Ω→ Y es Fréchet diferenciable en todo Ω si lo es
en cada x ∈ Ω. La función

f ′ : Ω→ L(X, Y ), dada por u 7−→ f ′(u),
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se llama la derivada de Fréchet de f . La denotaremos también por Df : Ω→ L(X, Y ).

Cuando f : Ω→ Y es Fréchet diferenciable en todo Ω y el mapeo f ′ : Ω→ L(X, Y )
resulta ser continuo, diremos que f ∈ C1(Ω).

Usualmente diremos que f : Ω→ Y es diferenciable, en vez de Fréchet diferenciable,
y hablaremos de su derivada para referirnos a su derivada de Fréchet (véase [7],
definición 9.7).

Teorema 2.4. Sean U, V,W espacios normados, Ω ⊂ V abierto, x0 ∈ Ω y f : Ω→
W Fréchet diferenciable en x0. También, tomemos Σ ⊂ W abierto, y0 = f(x0) ∈ Σ y
g : Σ→ U Fréchet diferenciable en y0.
Entonces g ◦ f es Fréchet diferenciable en x0 y

D(g ◦ f)(x0)v = Dg(y0)[Df(x0)v] ∀ v ∈ V. (2-1)

Para la demostración de este teorema véase [1], proposición 1.4.

Definición 2.5. Sea f : X → Y una función y x0 ∈ X. Decimos que f tiene una
derivada de Gâteaux en x0, si para cada v ∈ X

i) f(x0 + εv) está definida para |ε| ∈ R pequeño,

ii) ĺımε→0
f(x0+εv)−f(x0)

ε
existe en la norma de Y .

A ĺımε→0
f(x0+εv)−f(x0)

ε
se denota como Dvf(x0) = [dGf(x0)](v) y [dGf(x0)] es la

derivada de Gâteaux en x0.

Definición 2.6. Si f tiene derivada de Gâteaux en x, para toda x ∈ Ω, diremos que
f tiene derivada de Gâteaux en Ω. La función 1

[dGf(.)] : Ω→ L(X, Y )

Para las dos definiciones anteriores véase [7], definición 9.19.

Proposición 2.7. Si f es Fréchet derivable en Ω, entonces f tiene derivada de
Gâteaux en Ω.

Para la demostración solo tenemos que observar que de la definición 2.5 se tiene que

ĺım
‖u‖X→0

f(x0 + u)− f(x0)−Df(x0)u

‖u‖X
= 0.

Escribiendo u = εv para algún v ∈ X fijo, se sigue que

ĺım
ε→0

f(x0 + εv)− f(x0)

ε
= Df(x0)v.

Teorema 2.8. Sea f : Ω ⊆ X → Y una función que tiene derivada de Gâteaux en
Ω y u0 ∈ Ω tales que

1Algunas definiciones no dan por hecho que [dGf(x0)] ∈ L(X,Y ) y definen la derivada de Gâteaux
como una derivada direccional para una única dirección.
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i) [dGf(u)] ∈ L(X, Y ) para toda u ∈ Ω,

ii) dGf : Ω→ L(X, Y ) es continuo en u0, es decir, si ‖u− u0‖X → 0, entonces
‖dGf(u)− dGf(u0)‖L(X,Y ) → 0 cuando u→ u0.

Entonces f es Fréchet diferenciable en u0 y Df(u0) = dGf(u0).

Para la demostración se requiere el teorema de Hahn–Banach aplicado al conjunto
M = {λx0 : λ ∈ R} (véase [1], teorema 1.9).

Observación 2.9. Con el teorema anterior podemos concluir que si una función f
tiene derivada de Gâteaux continua en Ω y que pertenezca a L(X, Y ) en cada punto
de Ω, entonces f ∈ C1(Ω).

Espacios de Sobolev.

Las siguientes definiciones y resultados pertenecen al libro [7].

Sea Ω un subconjunto abierto de RN . En el conjunto

M(Ω) := {f : Ω→ R tal que f es medible}

consideremos la relación de equivalencia dada por

f ∼ g ⇐⇒ f(x) = g(x) para casi todo punto x ∈ RN .

Al conjunto de clases de equivalencia lo denotaremos por

N(Ω) := M(Ω)/ ∼ .

Definición 2.10. Si p ∈ [1,∞), denotaremos por

Lp(Ω) :=

{
f ∈ N(Ω) :

∫
Ω

|f |p <∞
}
.

Lp(Ω) es conocido como el espacio de Lebesgue, es un espacio normado con la siguiente
norma:

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p :=

(∫
Ω

|f |p
)1/p

.

Definición 2.11. Definimos

L∞(Ω) := {f ∈ N(Ω) | existe c ∈ R : |f(x)| ≤ c para casi todo x ∈ Ω}.

A una función f ∈ L∞(Ω) se le llama una función esencialmente acotada. L∞(Ω)
también es un espacio normado con la siguiente norma

‖f‖L∞(Ω) = ‖f‖∞ := ı́nf{c ∈ R : |f(x)| ≤ c para casi toda x ∈ Ω}.
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Definición 2.12. Un subconjunto abierto ω de RN está compactamente contenido
en Ω si su cerradura ω es compacta y ω ⊂ Ω. Escribimos ω ⊂⊂ Ω para denotar que
ω está compactamente contenido en Ω. Definimos

L1
loc(Ω) :=

{
f ∈ N(Ω) :

∫
ω

|f | <∞ para todo abierto ω ⊂⊂ Ω

}
.

Definición 2.13. Se dice que una función ϕ : Ω 7−→ R tiene soporte compacto en
Ω, si la cerradura del conjunto de puntos donde la función es distinta de cero forman
un subconjunto compacto de Ω. Definamos

D(Ω) := C∞0 (Ω),

donde
C∞0 (Ω) := {ϕ ∈ C∞(Ω) : ϕ tiene soporte compacto en Ω}.

Definición 2.14. a) Un vector de la forma α = (α1, ..., αN), donde cada compo-
nente αi es un entero no negativo, se llama multi-́ındice de orden k si

|α| := α1 + ...+ αN = k.

b) Dado un multi-́ındice α y una función ϕ ∈ D(Ω), se define

Dαϕ(x) :=
∂|α|ϕ(x)

∂xα1
1 ...∂x

αN
N

= ∂α1
x1
...∂αN

xN
ϕ(x).

Definición 2.15. Supongamos que u, v ∈ L1
loc(Ω) y α un multi-́ındice. Decimos que

v es la α-derivada débil de u si:∫
Ω

uDαφ = (−1)|α|
∫

Ω

vφ ∀φ ∈ D(Ω).

A v se le denota como Dαu.

Definición 2.16. Sea k > 0 un entero y sea 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Sobolev
W k,p(Ω) se define como:

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∀|α| ≤ k, Dαu ∈ Lp(Ω)}.

Para u ∈ W k,p(Ω) definimos

‖u‖Wk,p(Ω) :=


∑

0≤|α|≤k(‖Dαu‖pp)1/p si p ∈ [1,∞),

máx0≤|α|≤k{‖Dαu‖∞} si p =∞.

Con esta norma W k,p(Ω) resulta ser un espacio de Banach.

Teorema 2.17. W k,p(RN) ⊂ Lp
∗
(RN), donde p ∈ [1, N) y p∗ = Np

N−p , y existe una
constante C > 0, que depende únicamente de N y p, tal que

‖u‖p∗ ≤ C ‖∇u‖p ∀ u ∈ W k,p(RN).
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Para la demostración véase [7], teorema 16.18 y corolario 17.5.

Definimos
Hk(Ω) := W k,2(Ω).

Este conjunto resulta ser un espacio de Hilbert, con el producto escalar

(u, v)Hk(Ω) :=

∫
Ω

uv +
∑

0≤|α|≤k

∫
Ω

(Dαu)(Dαv).

Definición 2.18. Sea p ∈ [1 , ∞) y Ω un conjunto abierto de RN . El espacio de
Sobolev W 1,p

0 (Ω) es la cerradura de D(Ω) en W 1,p(Ω).

Teorema 2.19. (de encaje de Sobolev). Si Ω es un subconjunto abierto de RN y
p ∈ [1 , n), entonces

W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p p∗],

y esta inclusión es continua.

Para la demostración véase [7], teorema 17.6.
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Caṕıtulo 3

Existencia de una sucesión acotada de Palais-
Smale.

Enunciado y discusión del resultado.

A lo largo de este caṕıtulo supondremos que (H, ‖·‖) un espacio de Hilbert.

Definición 3.1. Una sucesión (un) en H se llama sucesión de Palais-Smale para I
en el nivel c ∈ R si satisface:

i) I(un)→ c,

ii) I ′(un)→ 0.

Si además la sucesión (un) está acotada decimos que es una sucesión acotada de
Palais-Smale (BPS) (véase [15]).

Definición 3.2. Sea (X, ‖ ‖X) y (Y, ‖ ‖Y ) dos espacios normados. La función f :
X → Y es localmente Lipschitz continua en x ∈ X si existen δ > 0 y L > 0, tales
que

‖f(x1)− f(x2)‖Y ≤ L ‖x1 − x2‖X (3-1)

cuando ‖x1 − x‖X ≤ δ y ‖x2 − x‖X ≤ δ (véase [13], teorema 3.1.4).

El objetivo de este caṕıtulo será desarrollar el resultado principal de Jeanjean en el
articulo [15] que es probar el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea J ⊂ R+ un intervalo. Consideramos una familia de funciones
Iλ : H → R, λ ∈ J, de clase C1 y con derivada localmente Lipschitz continua de la
forma

Iλ(u) = A(u)− λB(u) ∀λ ∈ J,

donde B(u) ≥ 0 para cualquier u ∈ H, y o bien A(u) → +∞ ó bien B(u) →
+∞ cuando ‖u‖ → ∞. También supongamos que existen dos puntos v1, v2 ∈ H, los
mismos para cada λ ∈ J , tales que se cumple la condición:

cλ := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > máx{Iλ(v1), Iλ(v2)},
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donde
Γ = {γ ∈ C([0, 1],H) | γ(0) = v1, γ(1) = v2}.

Entonces, para casi toda λ ∈ J , existe una sucesión acotada de Palais-Smale para Iλ
en el nivel cλ.

El teorema presenta una modificación con respecto a H, ya que en el teorema original
se considera un espacio de Banach. Esto es con el único fin de no involucrar el concepto
de pseudogradiente (véase [28] definición 2.1).

Observación 3.4. Si (un) es una sucesión de Palais-Smale para Iλ en el nivel cλ,
y si además uk → u en H, entonces u es un punto cŕıtico de Iλ con valor cŕıtico cλ.
Esto es facil de comprobar, solo hay que tener en cuenta que Iλ ∈ C1(H).
Sin embargo, una sucesión de Palais-Smale no tiene por que contener una subsucesión
convergente, como se ilustrará en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Tomamos la función I : R2 → R definida como I(x, y) := ex − y2, y
la sucesión (−n, 0) en R2. Al evaluar (−n, 0) en I y tomar la sucesión de imágenes
tenemos que converge a 0, y también, al calcular I ′, que es

I ′(x, y) = (ex,−2y),

tenemos que
I ′(−n, 0) = (e−n, 0)→ (0, 0) cuando n→∞.

Con lo cual podemos decir que (−n, 0) es una sucesión de Palais-Smale de I en el
nivel c = 0, pero esta sucesión no converge.

Esta es la razón del porqué en otras versiones del teorema de paso de montaña piden
como hipótesis que la función cumpla la siguiente definición:

Definición 3.5. I ∈ C1(H,R) satisface la condición Palais-Smale compacto (la
condición (PS)c) si dada una sucesión (un) ∈ H que cumpla que:

i) (I(un)) es acotada,

ii) I ′(un)→ 0 cuando n→∞ en H

es precompacta en H (vease [28], definición 1.16).

Cuando en los art́ıculos previos se habla de la condición Ambrosetti-Rabinowitz,
por ejemplo [2], es porque con esa premisa se puede hacer que la función asociada al
problema de ecuaciones diferenciales parciales logre cumplir con la definición anterior.

Observación 3.6. Algo muy importante es que en la conclusión del teorema 3.3 no
se garantiza la existencia de la sucesión acotada de Palais-Smale para cada λ ∈ J .
Un ejemplo donde se puede apreciar esta situación es el siguiente:

Ejemplo 2. Exhibiremos una familia de funciones (Iλ) donde no existe una sucesión
BPS para cada λ ∈ J . Sea I : R2 → R definido como

I(x, y) = x2 − (x− 1)3y2.
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Tomamos R2 con la norma Euclidiana ‖u‖ =
√
x2 + y2. Cerca del origen I se com-

porta como ‖(x, y)‖2. Además, si x > 0 es suficientemente grande, I(x, 1) < 0.

Probemos que existe ε > 0 tal que la familia de funciones {Iλ}λ∈[0,ε] definida como

Iλ(x, y) = I(x, y)− λ(x2 + y2),

satisface las hipótesis del teorema 3.3.

Sea v1 = 0 := (0, 0), y tomemos v2 ∈ R2 de tal forma que I(v2) < 0, por el argumento
anterior lo podemos hacer, aśı definimos

cλ := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)),

donde
Γ = {γ ∈ C([0, 1],R2) | γ(0) = v1, γ(1) = v2}.

La primera hipótesis es que la función Iλ sea de clase C1. Esto se puede ver porque las
derivadas parciales existen en cualquier punto y son continuas ya que son polinomios.
Posteriormente, para asegurar que se cumple que cλ > 0 tenemos que ver que hay
una curva cerrada en R2 que encierra a 0, y al evaluarla en Iλ siempre es positiva.
Para esto tomemos como curva a A = {(x, y) ∈ R2 : ‖(x, y)‖2 = 1

4
}. Si (x, y) ∈ A,

entonces x ≤ 1
2
, lo que nos diŕıa que

I(x, y) = x2 + (1− x)3y2 ≥ x2 +
1

8
y2 ≥ 0.

Sea r := x2 + 1
8
y2. Por lo tanto, Iλ ≥ r− λ1

4
. Ahora solo tenemos que tomar ε = r/2,

aśı λ ≤ r/2. Entonces, para cualquier γ ∈ Γ existe t0 ∈ [0, 1] tal que

Iλ(γ(t0)) ≥ r − λ1

4
≥ r − r

8
=

7r

8
> 0.

Por lo tanto,
cλ > 0.

Ahora mostremos que no hay una sucesión BPS para I = I0 en el nivel c0.
Tenemos que

Ix = 2x− 3(x− 1)2y2,
Iy = −2(x− 1)3y.

}
Entonces, cualquier sucesión ((xn, yn)) ⊂ R2 tal que ‖I ′(xn, yn)‖ → 0 también satis-
face

2xn − 3(xn − 1)2y2
n → 0. (3-2)

(xn − 1)3yn → 0. (3-3)

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que xn → x ∈ [−∞,∞] y yn → y ∈
[−∞,∞], de lo cual, podemos distinguir dos casos:
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i) xn 9 1. Entonces, por (3-3), tenemos que yn → 0 y también

(xn − 1)2y2
n = [(xn − 1)3yn]2/3y4/3

n → 0,

combinando con (3-2) se sigue que xn → 0.

ii) Si xn → 1. Entonces, por (3-2), (xn − 1)2y2
n → 2

3
. y en particular, |yn| → ∞.

En el primer caso I(xn, yn) → 0 y en el segundo caso I(xn, yn) → 1, es decir, que
c0 = 0 ó c0 = 1. Ya vimos que c0 tiene que ser mayor a cero, por lo tanto, pasa que
c0 = 1. En consecuencia, de haber una sucesión de Palais-Smale para I en el nivel 1,
no seŕıa acotada.

Para demostrar el teorema 3.3 requerimos un lema de deformación que enunciaremos
y demostraremos en la siguiente sección.

Lema de Deformación

Sea Bδ(0) := {x ∈ H : ‖x‖ < δ} y ϕd := ϕ−1((−∞, d]) para δ > 0, d ∈ R y una
función ϕ con imagen en R.

Teorema 3.7. Sea H un espacio de Hilbert, ϕ ∈ C1(H,R) con derivada localmente
Lipschitz continua, c ∈ R y α > 0 tal que:

∀u ∈ ϕ−1([c− α, c+ α]) ∩Bk+1(0) se cumple que ‖ϕ′(u)‖H−1 ≥ α.

Entonces existe η ∈ C([0, 1]×H,H) tal que

i) η(t, u) = u cuando t = 0 ó cuando u /∈ ϕ−1([c− α, c+ α]) ∩Bk+1(0).

ii) η(1, ϕc+
1
2 ∩Bk(0)) ⊂ ϕc−

1
2 .

iii) η(t, .) es un homeomorfismo de H ∀t ∈ [0, 1].

iv) ϕ(η(., u)) es no creciente ∀u ∈ H.

Demostración. Definamos los siguientes conjuntos

A := ϕ−1([c− α, c+ α]) ∩Bk+1(0).

B := ϕ−1([c− α
2
, c+ α

2
]) ∩Bk+1(0).

Tomemos

ψ(u) :=
dist(u,H \ A)

dist(u,H \ A) + dist(u,B)
,

que es localmente Lipschitz continua (ya que el cociente de funciones Lipschitz conti-
nuas, es localmente Lipschitz continua cuando el denominador no se anula, y porque
(H \ A) ∩B = ∅). Notemos también que ψ = 1 en B y ψ = 0 en H \ A.
Sea f definida de la siguiente forma

f(u) :=

 −
ψ(u)

‖∇ϕ(u)‖2∇ϕ(u), u ∈ A,

0, u ∈ H \ A.
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Aqúı ∇ϕ(u) es el campo vectorial gradiente de ϕ(u), definido para cada ϕ′(u) me-
diante el lema de Riesz (véase [7], proposición 15.18). ∇ϕ(u) es localmente Lipschitz
continua ya que ϕ′(u) es localmente Lipschitz continua. Por lo tanto f es localmente
Lipschitz continua y

‖f(u)‖ =
‖ψ(u)‖
‖∇ϕ(u)‖2 ‖∇ϕ(u)‖ ≤ 1

‖∇ϕ(u)‖
=

1

‖ϕ′(u)‖H−1

≤ 1

α
∀u ∈ H. (3-4)

Por lo anterior y usando el teorema de existencia y unicidad, el problema de Cauchy

d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(0, u) = u,
(3-5)

tiene una única solución σ(·, u) definida en todo R (véase [13], teorema 3.1.4 y co-
rolario 3.1.6). Aśı mismo, por las propiedades de flujo de la solución, σ es continua
en R×H y σ(t, ·) es un homeomorfismo para cada t ∈ R [25]. Aśı definimos η sobre
[0 , 1]×H como η(t, u) := σ(αt, u), esto justifica (iii). Usando (3-4) y (3-5), notemos
que

‖σ(t, u)− u‖ =
∥∥∥∫ t0 f(σ(τ, u)) dτ

∥∥∥
≤
∫ t

0
‖f(σ(τ, u))‖ dτ ≤ t

α
,

y por la desigualdad del triángulo

‖σ(t, u)‖ ≤ ‖u‖ +
t

α
para u ∈ H y t ≥ 0. (3-6)

Haciendo uso de la regla de la cadena (teorema 2.4) se tiene lo siguiente:

d
dt
ϕ(σ(t, u)) = (∇ϕ(σ(t, u)), d

dt
σ(t, u))

= (∇ϕ(σ(t, u)), f(σ(t, u))).

Aqúı tenemos dos opciones: si σ(t, u) ∈ H\A, entonces f(σ(t, u)) = 0 o si σ(t, u) ∈ A,

f(σ(t, u)) = − ψ(σ(t, u))

‖∇ϕ(σ(t, u))‖2∇ϕ(σ(t, u))).

Tomando σ(t, u) ∈ A tenemos que

d
dt
ϕ(σ(t, u)) =

(
∇ϕ(σ(t, u)),− ψ(σ(t, u))

‖∇ϕ(σ(t, u))‖2∇ϕ(σ(t, u))

)
= − ψ(σ(t, u))

‖∇ϕ(σ(t, u))‖2 (∇ϕ(σ(t, u)),∇ϕ(σ(t, u)))

= −ψ(σ(t, u)).

Por lo tanto,
d

dt
ϕ(σ(t, u)) =

{
−ψ(σ(t, u)), σ(t, u) ∈ A,
0, σ(t, u) ∈ H \ A. (3-7)
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Ahora notemos que si t = 0, tenemos que η(0, u) = σ(0, u) = u. Si u ∈ H \ A, se
tiene que f(u) = 0, esto nos dice que la solución pasando por u es constante y, por
la unicidad de la solución, para cualquier tiempo se mantendrá la condición inicial.
Esto demuestra el inciso (i).
Para demostrar el inciso (iv), solo tenemos que notar que la derivada de ϕ(η(t, u))
con respecto a t es siempre no positiva, como se ve en (3-7).
Ahora, para demostrar el inciso (ii), sea u ∈ ϕ−1((−∞ , c + α

2
]) ∩ Bk(0). Por la

monotońıa en el inciso (iv), ϕ(σ(t, u)) ≤ c+ α
2

para cualquier tiempo. Adicionalmente,
por (3-6), ‖σ(t, u)‖ ≤ K + 1, pensando que t ∈ [0 , α] y usando u ∈ Bk(0). Si hay
una t ∈ [0 , α] tal que ϕ(σ(t, u)) < c− α

2
, por ser no creciente (inciso (iv)), entonces

ϕ(σ(α, u)) < c− α
2
. Por lo que se satisface (ii). Si en cambio

σ(t, u) ∈ ϕ−1
([
c− α

2
, c+ α

2

])
∀t ∈ [0 , α],

usando (3-7) y σ(t, u) ∈ B ⊂ A para toda t ∈ [0, α], obtenemos

ϕ(σ(α, u)) = ϕ(u) +
∫ α

0
d
dt
ϕ(σ(t, u)) dt

≤ c+ α
2

+
∫ α

0
d
dt
ϕ(σ(t, u)) dt,

= c+ α
2

+
∫ α

0
−ψ(σ(t, u)) dt

= c+ α
2
− α = c− α

2
.

Por lo tanto se satisface (ii).

�

Demostración del teorema 3.3

En toda esta sección supondremos que J ⊂ R+ es un intervalo y que (Iλ)λ∈J es una
familia de funciones que satisface las hipótesis del teorema 3.3.

También, para cλ definida en el teorema 3.3 definamos la función h : J → R dada
por

h(λ) := cλ.

Denotemos por
c′λ := h′(λ),

si dicha derivada existe.

Observación 3.8. Si h(λ) es no creciente y acotada, entonces h(λ) es diferenciable
en casi todo λ. Para la demostración de este resultado véase [26], lema 3.13 y teorema
3.14.
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Efectivamente, h(λ) es una función no creciente ya que, si λ1 < λ2, entonces Iλ1(γ(t)) ≥
Iλ2(γ(t)). La razón de esto último es que B(u) ≥ 0 para toda u ∈ H. Toman-
do máxt∈[0,1] é ı́nfγ∈Γ de Iλ1(γ(t)) ≥ Iλ2(γ(t)), se tiene que cλ1 ≥ cλ2 , es decir,
h(λ1) ≥ h(λ2).

Ahora, h(λ) es no creciente en J . Sabemos que J es un intervalo, tomando un subin-
tervalo cerrado de él, es posible asegurar que ah́ı h(λ) es acotada y, por la observación
3.8, h(λ) es diferenciable en casi todo punto de este subintervalo.

Antes de la demostración del teorema 3.3 demostraremos un par de resultados.

Lema 3.9. Sea λ ∈ J tal que la derivada c′λ, del mapeo λ 7−→ cλ, exista, y sea
(λn) una sucesión estrictamente creciente que converja a λ ∈ J . Entonces existe una
sucesión de trayectorias (γn) en Γ y una constante K = K(c′λ) > 0 tal que:

i) ‖γn(t)‖ ≤ K si t ∈ [0, 1] y γn(t) satisface

Iλ(γn(t)) ≥ cλ − (λ− λn); (3-8)

ii) máxt∈[0,1] Iλ(γn(t)) ≤ cλ + (−c′λ + 2)(λ− λn).

Demostración. Sea (γn) en Γ una sucesión que cumple que

máx
t∈[0,1]

Iλn(γn(t)) ≤ cλn + (λ− λn). (3-9)

Dicha sucesión existe porque λ− λn > 0 y

cλn := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

Iλn(γ(t)).

Esto implica que

Iλn(γn(t)) ≤ máx
t∈[0,1]

Iλn(γn(t)) ≤ cλn + (λ− λn) ∀t ∈ [0, 1]. (3-10)

Como c′λ existe, hay una n0(λ) ∈ N (depende de λ porque es un punto donde existe
la derivada) tal que para cualquier n ≥ n0(λ) se tiene que∣∣∣∣cλn − cλλn − λ

− c′λ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cλn − cλλ− λn
+ c′λ

∣∣∣∣ ≤ 1.

Aśı

− c′λ − 1 ≤ cλn − cλ
λ− λn

≤ −c′λ + 1. (3-11)

Para probar i), sean n ∈ N, n ≥ n0(λ), y t ∈ [1, 0] fijos tales que Iλ(γn(t)) ≥
cλ − (λ− λn). Usando la desigualdad (3-10) tenemos que

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn
≤ cλn + (λ− λn)− cλ + (λ− λn)

λ− λn
=
cλn − cλ
λ− λn

+ 2.

Entonces, por las desigualdades (3-11),
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Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn
≤ −c′λ + 3.

Ahora notemos que

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t)) = A(γn(t))− λnB(γn(t))− A(γn(t)) + λB(γn(t))

= (λ− λn)B(γn(t)).

Por lo tanto,

Iλn(γn(t))− Iλ(γn(t))

λ− λn
= B(γn(t)) ≤ −c′λ + 3,

por lo que,

A(γn(t)) = Iλn(γn(t)) + λnB(γn(t))

≤ cλn + (λ− λn) + λn(−c′λ + 3)

≤ C1(c′λ),

por ser cλ no creciente y λn convergente.

Como o bien A(u) → +∞ o bien B(u) → +∞ cuando ‖u‖ → ∞; entonces también
es cierto que, si A(u) ≤ C1(c′λ) y B(u) ≤ C2(c′λ) para todo u en un subconjunto S de
H, entonces ‖u‖ ≤ K(c′λ) para toda u ∈ S. Sin pérdida de generalidad K(c′λ) > 0.

Sea

S := {γn(t) | n ≥ n0(λ), t ∈ [1, 0] y Iλ(γn(t)) ≥ cλ − (λ− λn)}.

Por lo anterior tenemos que A(γn(t)) ≤ C1(c′λ) y B(γn(t)) ≤ C2(c′λ). Entonces
‖γn(t)‖ ≤ K(c′λ) para todo γn(t) ∈ S.

Para demostrar ii); observemos que Iλn(v) ≥ Iλ(v) para todo v ∈ H gracias a que la
sucesión (λn) es creciente.
Por lo anterior y ocupando las desigualdades (3-9) y (3-11), obtenemos que

Iλ(γn(t)) ≤ Iλn(γn(t))

≤ cλn + (λ− λn)

≤ cλ + (−c′λ + 2)(λ− λn).

Tomando el máximo para t ∈ [0, 1] se tiene ii), es decir, máxt∈[0,1] Iλ ≤ cλ + (−c′λ +
2)(λ− λn).

�
Para K como en el Lema 3.9 y para α > 0 definimos

Fα := {u ∈ H : ‖u‖ ≤ K + 1 y |Iλ(u)− cλ| ≤ α}.

Proposición 3.10. El conjunto Fα 6= ∅ para cualquier α > 0.
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Demostración. Sea α > 0 y sea (γn) en Γ como en el Lema 3.9. Para n ∈ N sea
tn ∈ [1, 0] tal que Iλ(γn(tn)) = máxt∈[0,1] Iλ(γn(t)).

Entonces Iλ(γn(tn)) ≥ cλ por la definición de cλ. El inciso i) del Lema 3.9 impli-
ca que ‖γn(tn)‖ ≤ K para toda n ∈ N, y el inciso ii) del Lema 3.9 implica que
|Iλ(γn(tn))− cλ| ≤ α para n suficientemente grande. En ese caso γn(tn) ∈ Fα.

�

Lema 3.11. Suponiendo las mismas hipótesis del teorema 3.3. Si c′λ existe, entonces

ı́nf{‖I ′λ(u)‖ : u ∈ Fα} = 0, ∀α > 0. (3-12)

Demostración. Primer paso; suponer lo contrario, entonces existe α > 0 tal que

ı́nf{‖I ′λ(u)‖ : u ∈ Fα} 6= 0.

Reemplazando α por mı́n{α, ı́nf{‖I ′λ(u)‖ tal que u ∈ Fα}} obtenemos que

∃ α > 0 tal que ∀u ∈ Fα, ‖I ′λ(u)‖ ≥ α. (3-13)

También, sabemos que cλ > máx{Iλ(v1), Iλ(v2)}. Tomando α aun más pequeño po-
demos suponer que

0 < α < 1
2

[cλ −máx{Iλ(v1), Iλ(v2)}] . (3-14)

Por (3-13) y el teorema 3.7, para ε := α
2

existe un homeomorfismo η : H→ H tal que

η(u) = u si |Iλ(u)− cλ| ≥ α, (3-15)

Iλ(η(u)) ≤ Iλ(u) ∀u ∈ H, (3-16)

Iλ(η(u)) ≤ cλ − ε, ∀u ∈ H que satisface ‖u‖ ≤ K y Iλ(u) ≤ cλ + ε. (3-17)

Sea (γn) en Γ la sucesión obtenida en el Lema 3.9. Vamos a fijarm ∈ N suficientemente
grande para que

λ− λm ≤ ε y (−c′λ + 2)(λ− λm) ≤ ε. (3-18)

Por (3-14), tenemos que

|Iλ(v1)− cλ| ≥ [cλ − Iλ(v1)] ≥ [cλ −máx{Iλ(v1), Iλ(v2)}] > 2α > α

y
|Iλ(v2)− cλ| ≥ [cλ − Iλ(v2)] ≥ [cλ −máx{Iλ(v1), Iλ(v2)}] > 2α > α.

Usando (3-15) y lo anterior, η ◦ γm ∈ Γ.

Sea t ∈ [0, 1] y sea u := γm(t). Vamos a destacar dos casos. En el primero supongamos
que u satisface

Iλ(u) ≤ cλ − (λ− λm).

Por (3-16),
Iλ(η(u)) ≤ cλ − (λ− λm). (3-19)
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En el segundo caso supongamos que u satisface

Iλ(u) > cλ − (λ− λm).

Por los dos incisos del Lema 3.9 y (3-18), se tiene que ‖u‖ ≤ K con Iλ(u) ≤ cλ + ε.

Aplicando (3-17) y (3-18), se tiene que

Iλ(η(u)) ≤ cλ − ε ≤ cλ − (λ− λm). (3-20)

Notemos que (3-19) y (3-20) son las mismas desigualdades, es decir, en los dos casos
concluimos que

Iλ(η(γm(t))) ≤ cλ − (λ− λm).

Por consecuente,
máx
t∈[0,1]

Iλ(η(γm(t))) ≤ cλ − (λ− λm),

lo cual contradice la definición de cλ, es decir,

cλ := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)).

�
Demostración del teorema 3.3

Demostración. Sea (αn) una sucesión en el intervalo (0,∞) tal que αn → 0 cuando
n→∞. Usando el Lema 3.11, para cada n escogemos un ∈ Fαn tal que ‖I ′λ(un)‖ ≤ 1

n
.

Se sigue que (un) es una sucesión acotada de Palais-Smale para Iλ en el nivel cλ.

�
Para probar la existencia de la solución del problema (1-1) necesitamos asegurar la
continuidad del mapeo λ 7−→ cλ, lo cual se probará a continuación.

Lema 3.12. El mapeo λ 7−→ cλ es continuo por la izquierda.

Demostración. Buscando una contradicción tomemos (λn) una sucesión en J que
cumpla que λn → λ0, λn < λ0 para toda n ∈ N y que

cλ0 < ĺım
n→∞

cλn .

Definimos δ := ĺımn→∞ cλn − cλ0 > 0. Por la definición de cλ0 existe γ0 ∈ Γ tal que

máx
t∈[0,1]

Iλ0(γ0(t)) < cλ0 + 1
3
δ. (3-21)

Ahora, sabemos que Iλ = Iλ0 + (λ0 − λ)B para toda λ ∈ J . Por lo tanto, usando
(3-21) y λ = λn, tenemos que

máx
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t)) < cλ0 + 1
3
δ + (λ0 − λn) máx

t∈[0,1]
B(γ0(t)).
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Ahora, usando la continuidad de B, que B(u) ≥ 0 para todo u ∈ H, y el hecho de
que {γ0(t) : t ∈ [0, 1]} es compacto pasa que máxt∈[0,1]B(γ0(t)) ≤ C para C > 0.
Aśı para toda n ∈ N suficientemente grande

máx
t∈[0,1]

Iλn(γ0(t)) < cλ0 + 2
3
δ.

La definición de cλn nos permite garantizar que

máxt∈[0,1] Iλn(γ0(t)) ≥ cλn .

Por lo tanto,

cλ0 + δ = ĺım
n→∞

cλn ≤ cλ0 + 2
3
δ (3-22)

que es una contradicción.

�
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Caṕıtulo 4

Existencia de la solución

Relevancia del teorema 3.3

En este caṕıtulo se demostrará la existencia de una solución positiva para el conjunto
de ecuaciones de la siguiente forma:

−∆u+ V (x)u = f(u) para u ∈ H1(RN) =: H, con N ≥ 2. (4-1)

Con las hipótesis para V (v1)-(v4) y las hipótesis para f (f1)-(f5) de la introducción,
es decir, se demostrara el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Asumiendo que N ≥ 2, f ∈ C(R+
0 ,R) no lineal, V ∈ C(RN ,R) no

constante, (v1)-(v4) y (f1)-(f5). Entonces el problema (4-1) tiene una solución no
trivial positiva.

Observación 4.2. Notemos que bajo la condición (v1)

ı́nf
x∈RN

V (x) ≤ α0 ≤ V∞. (4-2)

Para demostrar esto, sea primero ϕ ∈ D(RN) y, para ε > 0, ϕε(x) := ϕ(εx). Se sigue
que ∫

RN |∇ϕε|2∫
RN ϕ2

ε

= ε2

∫
RN |∇ϕ|2∫

RN ϕ2
−→ 0

cuando ε→ 0. Esto implica que

ı́nf
u∈H1(RN )\{0}

∫
RN |∇u|2∫

RN u2
= 0.

En seguida, para cualquier µ ∈ R se tiene que

ı́nf
u∈H1(RN )\{0}

∫
RN (|∇u|2 + µu2)∫

RN u2
= ı́nf

u∈H1(RN )\{0}

(∫
RN |∇u|2∫

RN u2
+ µ

)
= µ,

lo que implica la propiedad (4-2).

Para probar el teorema 4.1 tenemos que aplicar entre otras cosas el teorema 3.3 del
caṕıtulo anterior. Para ello tenemos que ver que la función Iλ : H → R; definida
como
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Iλ(u) = 1
2

∫
RN

(|∇u|2 + V (x)u2) dx− λ
∫
RN

F (u) dx para λ ∈ [1
2
, 1], (4-3)

donde F (s) =
∫ s

0
f(t)dt, y extendemos f a R por f(t) := 0 si t < 0, cumpla las

hipótesis del teorema 3.3.

Definimos

I(u) := I1(u) = 1
2

∫
RN

(|∇u|2 + V (x)u2) dx−
∫
RN

F (u) dx. (4-4)

Observemos que los puntos cŕıticos de I coinciden con las soluciones débiles de (4-1).
Es decir, si u es punto critico, entonces DvI(u) = 0 para toda v ∈ H (si la derivada
de Gâteaux existe, pero esto se vera mas adelante). En particular

DϕI(u) = ĺım
ε→0

I(u+ εϕ)− I(u)

ε
= 0 ∀ϕ ∈ D(RN),

que es equivalente a la ecuación:

d

dε
I(u+ εϕ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

Por lo tanto ∫
RN

∇u · ∇ϕ+ V (x)uϕ dx−
∫
RN

f(u)ϕ dx = 0.

Usando integración por partes y el hecho de que ϕ tiene soporte compacto obtenemos
que ∫

RN

−∆uϕ+ V (x)uϕ dx−
∫
RN

f(u)ϕ dx = 0.

Por el lema 3.2.3 de [18]
−∆u+ V (x)u− f(u) = 0.

Por eso a (4-4) se le conoce también como el funcional asociado al problema (4-1), el
término funcional solo hace alusión a que I(u) tiene como codominio a R.

Aśı es como será de gran relevancia el teorema 3.3 que nos ayudará a ver que el
funcional (4-4) tiene un punto cŕıtico que se interpreta como una solución de la
ecuación (4-1).

Proposición 4.3. El funcional (4-3) es de clase C1 y con derivada de Fréchet lo-
calmente Lipschitz continua suponiendo las hipótesis (f1), (f2) y (v2).

Antes de demostrar la proposición, necesitamos el siguiente Lema.

Lema 4.4. Definimos

B[u, v] :=

∫
RN

[∇u · ∇v + V (x)uv] dx.

Entonces B[u, v] es bilineal, simétrico y |B[u, v]| ≤ c ‖u‖H ‖v‖H .
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Demostración. Es inmediato ver que B[u, v] es bilineal y simétrico.

Para demostrar |B[u, v]| ≤ c ‖u‖H ‖v‖H , tenemos lo siguiente:

|B[u, v]| ≤
∫
RN

|∇u · ∇v| dx+

∫
RN

|V (x)||u||v| dx.

Sabemos por Cauchy-Schwartz |∇u · ∇v| ≤ |∇u||∇v|.

Por la hipótesis (v2), V (x)→ V∞ cuando |x| → ∞. Eso nos dice que

|V (x)− V∞| ≤ δ si |x| > k y para alguna k ∈ R.

En tal caso,
|V (x)| − |V∞| ≤ |V (x)− V∞| ≤ δ.

Por lo tanto
|V (x)| ≤ δ + |V∞|.

También, V (x), como es continua, alcanza su máximo en Bk(0) que lo definiremos
como Vm.
Si cm := máx{Vm, δ + |V∞|} y usando la desigual de Hölder,

|B[u, v]| ≤
∫
RN |∇u · ∇v| + cm

∫
RN |u||v|

≤ |∇u|2|∇v|2 + |cm||u|2|v|2

≤ ‖u‖H ‖v‖H (1 + |cm|)

≤ c ‖u‖H ‖v‖H .

�
Demostración de la proposición 4.3.

Demostración. Queremos ver que el funcional Iλ es de clase C1(H,R) con derivada
localmente Lipschitz continua , es decir, Iλ es de clase C(H,R) y su derivada I ′λ,
definida como el mapeo I ′λ : H → H ′, es localmente Lipschitz continua. Para esto
vamos a escribir el funcional Iλ de la siguiente manera.

Iλ = 1
2
J − λK.

Donde

J(u) =

∫
RN

(
|∇u|2 + V (x)u2

)
dx y K(u) =

∫
RN

F (u) dx.

A continuación demostraremos la existencia de la derivada de Gâteaux para K.
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Sea u, h ∈ H. Dada x ∈ RN y 0 < |t| < 1, por el teorema del valor medio, existe
λ = λ(x, t) ∈ (0, 1) tal que

F (u+ th)− F (u)

t
= f(u+ λth)h, donde escribimos u y h por u(x) y h(x).

Por consiguiente,
|F (u+ th)− F (u)|

|t|
= |f(u+ λth)h|.

Sea k = p + 1, donde p es la misma que en las hipótesis para f , o bien 1 < p < ∞
si N = 2 o bien 1 < p < N+2

N−2
si N ≥ 3. Entonces tenemos que o bien 2 < k < ∞ si

N = 2 o bien 2 < k < N+2
N−2

+ 1 = 2N
N−2

= 2∗ si N ≥ 3. Usando un teorema clásico de
análisis funcional sobre los encajes de espacios de Sobolev se tiene que

H ⊂ Lk(RN). (4-5)

(véase [7], teorema 16.18 y teorema 17.6).

Gracias a (f1) sabemos que

|f(u+ λth)h| < C
(
|u+ λth|k−1 + |u+ λth|

)
|h|.

Como |t| < 1 y λ ∈ (0, 1),

|f(u+ λth)h| < C
(
(|u|+ |h|)k−1 + |u|+ |h|

)
|h|.

Recordemos la siguiente propiedad. Si 0 ≤ a, b, y definiendo c = máx{a, b}, tenemos
que (a+ b)k ≤ 2kck ≤ 2k(ak + bk). Entonces

C
(
(|u|+ |h|)k−1 + |u|+ |h|

)
|h|

≤ C
(
2k−1(|u|k−1 + |h|k−1) + |u|+ |h|

)
|h| := g,

(4-6)

y luego
|F (u+ th)− F (u)|

|t|
≤ g. (4-7)

Usando la desigualdad de Hölder y la desigualdad del triángulo,∫
RN

g ≤ 2C
(
‖u‖k−1

k + ‖h‖k−1
k

)
‖h‖k + (‖u‖2 + ‖h‖2) ‖h‖2 .

Por (4-5) y lo anterior, ∫
RN

g <∞. (4-8)

Ahora calculemos la derivada.

[dGK(u)](h) = ĺım
t→0

K(u+ th)−K(u)

t
.
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Usando (4-7) y (4-8), para aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
(véase [7], teorema 13.26), tenemos que

[dGK(u)](h) =

∫
RN

ĺım
t→0

f(u+ λth)h dx =

∫
RN

f(u)h dx.

Aqúı también podemos concluir fácilmente que dGK(u) ∈ H ′.

El siguiente paso será ver que la derivada K ′ existe y es localmente Lipschitz conti-
nua. Por el teorema 2.8, basta con ver que el mapeo [dGK(·)] es localmente Lipschitz
continuo.

Notemos primero que existen f1, f2 ∈ D tales que f = f1 + f2, f1(0) = f2(0) = 0,
|f ′1(s)| ≤ C y |f ′2(s)| ≤ C|s|p−1 para toda s ∈ R. Para ver esto, sea ψ ∈ D tal que
ψ ≡ 1 en el intervalo [−1, 1] y ψ ≡ 0 en el conjunto R\ [−2, 2]. Entonces basta definir

f1(s) :=

∫ s

0

ψ(x)f ′(x) dx y f2 := f − f1.

Para s, t ∈ R existe λ ∈ [mı́n{s, t},máx{s, t}] tal que

|f1(s)− f1(t)| = |f ′1(λ)||s− t| ≤ C|s− t|

y

|f2(s)− f2(t)| = |f ′2(λ)||s− t|

≤ C|λ|p−1|s− t|

≤ C(|s|p−1 + |t|p−1)|s− t|.

Para u, v, h ∈ H, lo anterior implica que∣∣∫
RN (f1(u)− f1(v))h

∣∣ ≤ C
∫
RN |u− v||h| dx ≤ C ‖u− v‖2 ‖h‖2

≤ C ‖u− v‖H ‖h‖H ,

es decir, ∣∣∣∣∫
RN

(f1(u)− f1(v))h

∣∣∣∣ ≤ C ‖u− v‖H ‖h‖H , (4-9)

y ∣∣∣∣∫
RN

(f2(u)− f2(v))h

∣∣∣∣ ≤ C

∫
RN

(|u|p−1 + |v|p−1)|u− v||h|. (4-10)

Usando la desigualdad de Hölder tenemos que

C

∫
RN

(|u|p−1 + |v|p−1)|u− v||h| ≤ C
(
‖u‖k−1

k + ‖v‖k−1
k

)
‖u− v‖k ‖h‖k . (4-11)

Haciendo uso de la demostración del teorema 2.19, que usa la desigualdad de inter-
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polación, tenemos que

C
(
‖u‖k−1

k + ‖v‖k−1
k

)
‖u− v‖k ‖h‖k ≤ C

(
‖u‖k−1

H + ‖v‖k−1
H

)
‖u− v‖H ‖h‖H .

(4-12)
Juntando las desigualdades (4-10), (4-11) y (4-12) obtenemos∣∣∣∣∫

RN

(f2(u)− f2(v))h dx

∣∣∣∣ ≤ C
(
‖u‖k−1

H + ‖v‖k−1
H

)
‖u− v‖H ‖h‖H . (4-13)

En combinación con (4-9) y (4-13),

|(dGK(u)− dGK(v))h| ≤ C
(

1 + ‖u‖k−1
H + ‖v‖k−1

H

)
‖u− v‖H ‖h‖H .

Aśı que

‖dGK(u)− dGK(v)‖H′ ≤ C
(

1 + ‖u‖k−1
H + ‖v‖k−1

H

)
‖u− v‖H .

En consecuencia, dGK es Lipschitz continuo en conjuntos acotados y particularmente
es localmente Lipschitz continuo.

Ahora probemos lo mismo para J . Por el Lema 4.4 tenemos la siguiente desigualdad:

|J(u)| = |B[u, u]| ≤ C ‖u‖2
H .

Esto nos asegura la existencia de la derivada de Fréchet, como se muestra a conti-
nuación,

J(u0 + v)− J(u0) = B[u0 + v, u0 + v]−B[u0, u0]

= B[u0, u0] + 2B[u0, v] +B[v, v]−B[u0, u0].

Por lo tanto,
J(u0 + v)− J(u0) = 2B[u0, v] +B[v, v],

y como |B[v, v]| ≤ C ‖v‖2
H ,

ĺım
‖v‖H→0

|B[v, v]|
‖v‖H

= 0.

Por consiguiente, DJ(u0)v = 2B[u0, v].

Para ver que DJ(u) es Lipschitz continua tomaremos u, v ∈ H. Por el Lema 4.4,

‖DJ(u)−DJ(v)‖H′ = sup
h∈H, h6=0

|2B[u, h]− 2B[v, h]|
‖h‖H

≤ C ‖u− v‖H .

�

Lema 4.5. Para cualquier ε > 0, existe cε > 0 tal que

cε ‖∇u‖2
2 + (α0 − ε) ‖u‖2

2 ≤
∫
RN

(
|∇u|2 + V (x)u2

)
dx, ∀u ∈ H. (4-14)
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En particular, con las hipótesis (V1), (V2) y (f5), la norma ‖ · ‖, definida por

‖u‖2 :=

∫
RN

(
|∇u|2 + V (x)u2

)
dx,

es equivalente a ‖ · ‖H .

Demostración. Para δ ∈ (0, 1
2
) definimos

µδ = ı́nf
u∈H\{0}

∫
RN ((1− δ)|∇u|2 + V (x)u2) dx

‖u‖2
2

,

Como V es continua, (v2) implica que ı́nfx∈RN V (x) > −∞, aśı que

µδ ≥ ı́nf
u∈H\{0}

∫
RN V (x)u2 dx

‖u‖2
2

≥ ı́nf
x∈RN

V (x) > −∞.

Más aún, δ 7−→ µδ es decreciente y µδ ≤ α0 para todo δ ∈ (0, 1
2
). En consecuencia,

existe ĺımδ→0 µδ ≤ α0.

Para cada δ ∈ (0, 1
2
) existe uδ ∈ H tal que ‖uδ‖H = 1 y∫

RN ((1− δ)|∇uδ|2 + V (x)u2
δ) dx

‖uδ‖2
2

≤ µδ + δ.

Como δ ≤ 1
2
,

‖∇uδ‖2
2

‖uδ‖2
2

≤ 2(1− δ)‖∇uδ‖
2
2

‖uδ‖2
2

≤ 2

∫
RN ((1− δ)|∇uδ|2 + V (x)u2

δ) dx

‖uδ‖2
2

≤ 2(µδ + δ) ≤ 2α0 + 1.

Se sigue que

α0 ≤
∫
RN (|∇uδ|2 + V (x)u2

δ) dx

‖uδ‖2
2

=

∫
RN ((1− δ)|∇uδ|2 + V (x)u2

δ) dx

‖uδ‖2
2

+ δ
‖∇uδ‖2

2

‖uδ‖2
2

≤ µδ + 2δ(α0 + 1).

Es decir, α0 ≤ ĺımδ→0 µδ. Esto muestra que ĺımδ→0 µδ = α0.

Sea ε > 0. Por lo anterior existe cε ∈ (0, 1
2
) tal que α0 − ε ≤ µcε y luego

α0 − ε ≤
∫
RN ((1− cε)|∇u|2 + V (x)u2) dx

‖u‖2
2

∀u ∈ H \ {0}.

Esto implica la propiedad (4-14), y como ‖V (x)‖∞ <∞, se sigue la equivalencia de
las normas ‖ · ‖H y ‖ · ‖.
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�

Lema 4.6. Para toda ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|f(s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|p ∀s ∈ R.

Demostración. Como f ′(0) = 0, existe κ > 0 tal que
∣∣∣f(s)
s

∣∣∣ ≤ ε para s ∈ [−κ, κ].

Por otro lado existe Cε > 0 tal que, si |s| ≥ κ,

||f(s)| − ε|s||
|s|p

≤ C (|s|+ |s|p)
|s|p

≤ Cε.

En consecuencia,
|f(s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|p ∀s ∈ R.

�

Lema 4.7. Asumiendo (f1)-(f5), (v1)-(v3). Se da lo siguiente:

i) Existe v ∈ H \ {0}, con Iλ(v) ≤ 0 para todo λ ∈
[

1
2
, 1
]
.

ii) cλ = ı́nfγ∈Γ máxt∈[0,1] Iλ(γ(t)) > máx{Iλ(γ(0)), Iλ(γ(1))}, para toda λ ∈
[

1
2
, 1
]

donde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H) tal que γ(0) = 0, γ(1) = v}.

Demostración. Por (f5), tenemos que F ≥ 0. Esto implica que

−λ
∫
RN

F (u) dx ≤ −1
2

∫
RN

F (u) dx ∀ λ ∈ [1
2
, 1] y ∀u ∈ H.

Por lo cual,
Iλ(u) ≤ I 1

2
(u) ∀u ∈ H.

Primero mostremos que ĺıms→∞
F (s)
s2

=∞.

Sea C > 0. Por (f4) existe s0 tal que

f(s)

s
≥ 2C para s ≥ s0.

Se sigue, para s ≥ s0, que

F (s)
s2

≥ 1
s2

∫ s0
0
f(t) dt+ 2C

s2

∫ s
s0
t dt

= 1
s2

∫ s0
0
f(t) dt+ C

s2−s20
s2
→ C

cuando s→∞, aśı que ĺım infs→∞
F (s)
s2
≥ C. Como C fue arbitrario, ĺıms→∞

F (s)
s2

=∞.

Sea ϕ ∈ D(RN) tal que ϕ ≥ 0 y ϕ 6= 0. Para t > 0 se sigue que
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I 1
2
(tϕ) = 1

2
t2
(
‖ϕ‖2 −

∫
ϕ>0

F (tϕ)

t2ϕ2
ϕ2

)
→ −∞ cuando t→∞,

por lo anterior y por el lema de Fatou, (véase [7], teorema 13.24).

Para t suficientemente grande definimos v := tϕ, aśı que Iλ(v) ≤ I1
2
(v) ≤ 0 para

λ ∈ [1
2
, 1].

Por el Lema 4.5 existe C1 > 0 tal que∫
RN

(
|∇u|2 + V (x)u2

)
dx ≥ C1 ‖∇u‖2

2 + 2α0

3
‖u‖2

2 ∀u ∈ H.

Después de integrar f y usando el Lema 4.6 existe C2 tal que |F (s)| ≤ α0

6
s2+C2|s|p+1.

Sea C3 := mı́n{C1

2
, α0

6
} > 0. Existe δ < ‖v‖H tal que para todo λ ∈ [1

2
, 1] y para toda

u ∈ H con ‖u‖H ≤ δ:

Iλ(u) ≥ C1

2
‖∇u‖2

2 + α0

3
‖u‖2

2 −
∫
RN

(
α0

6
u2 + C2|u|p+1

)
≥ C3 ‖u‖2

H − C4 ‖u‖p+1
H

≥ C ‖u‖2
H .

Si γ ∈ Γ, entonces por el teorema del valor intermedio existe t ∈ [0, 1] tal que
‖γ(t)‖H = δ, aśı que

máx
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) ≥ Cδ2.

Por lo tanto,
cλ = ı́nf

γ∈Γ
máx
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) ≥ Cδ2.

�

Proposición 4.8. Bajo (f1)-(f5) y (v1), existe δ0 > 0, independiente de λ ∈ [1
2
, 1],

tal que
‖u‖H ≥ δ0 para cualquier u punto cŕıtico no trivial de Iλ.

Demostración. Sea u punto cŕıtico. Como u es punto cŕıtico cumple lo siguiente:

0 = I ′λ(u)[u] =

∫
RN

(|∇u|2 + V (x)u2) dx− λ
∫
RN

f(u)u dx.

Eso implica, por el Lema 4.5, que existe ε > 0 tal que

ε ‖u‖2
H ≤ ‖u‖

2 =

∫
RN

(|∇u|2 + V (x)u2) dx = λ

∫
RN

f(u)u dx ≤
∫
RN

|f(u)u| dx.
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Por el Lema 4.6 existe C > 0, indepependiente de u, tal que

|f(s)| ≤ ε

2
|s|+ C|s|p ∀s ∈ R.

Usando las dos desigualdades anteriores tenemos que

ε ‖u‖2
H ≤

∫
RN |f(u)u| ≤ ε

2
‖u‖2

2 + C ‖u‖p+1
p+1

≤ ε
2
‖u‖2

H + C ‖u‖p+1
H .

Por lo tanto,

δ0 :=
( ε

2C

) 1
p−1 ≤ ‖u‖H .

�
Siguiendo con el cumplimiento de las hipótesis del teorema 3.3 si escribimos Iλ(u) =
1
2
‖u‖2 − λ

∫
RN F (u) dx = A(u) − λB(u), por la equivalencia de normas se satisface

que A(u)→∞ cuando ‖u‖H →∞, y B(u) ≥ 0 para toda u ∈ H, por como se definió
F (u). Entonces, por el teorema 3.3 y el Lema 4.7, podemos asegurar que existe una
sucesión acotada Palais-Smale en el nivel cλ para casi toda λ ∈ [1

2
, 1]. Sobre la

convergencia de estas sucesiones acotadas se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.9. Asumiendo (f1)-(f5), (v2), (v3) y tomando λ ∈ [1
2
, 1] arbitraria pero fija

se tiene que cualquier sucesión de Palais-Smale acotada (un) para Iλ que satisfaga
ĺım supn→∞ Iλ(un) ≤ cλ y ‖un‖H 9 0, después de extraer una subsucesión, converge
débilmente a un punto cŕıtico no trivial uλ de Iλ, con Iλ(uλ) ≤ cλ.

Para demostrar este Lema haremos uso del siguiente teorema:

Teorema 4.10. Suponiendo (f1)-(f5) y (v1). Entonces dada una sucesión de Palais-
Smale acotada (un) para I y I∞ : H → R definido como

I∞(u) = 1
2

∫
RN

(|∇u|2 + V∞u
2)−

∫
RN

F (u),

existe una subsucesión de (un) que denotaremos (un), un entero l ∈ N∪{0} y wk ∈ H
con 1 ≤ k ≤ l tal que:

i)

(un) converge débilmente a u0, con I ′(u0) = 0,

ii)

wk 6= 0 y (I∞)′(wk) = 0 para 1 ≤ k ≤ l,

iii)

I(un)→ I(u0)+
l∑

k=1

I∞(wk).
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Este resultado es el teorema 5.1 de [17], la demostración de este teorema no se in-
cluye porque con las hipótesis adicionales (f3)-(f5) es un resultado bastante conocido
(véase [], teorema 8.4).

Demostración de el Lema 4.9.

Demostración. Sea (un) una sucesión de Palais-Smale acotada para Iλ que satisface

ĺım sup
n→∞

Iλ(un) ≤ cλ y ‖un‖H 9 0.

Por el teorema anterior, después de tomar una subsucesión, sabemos que

Iλ(un)→ Iλ(u0) +
l∑

k=1

I∞λ (ωkλ), (4-15)

con l ≥ 0, u0 un punto cŕıtico de Iλ, y I∞λ : H → R definido como

I∞λ (u) = 1
2

∫
RN

(|∇u|2 + V∞u
2)− λ

∫
RN

F (u).

Los ωkλ, para k = 1, ..., l, son puntos cŕıticos no triviales de I∞λ .
Notemos que cualquier solución de

−∆u+ V∞u = f(u) ∀u ∈ H1(RN) = H, (4-16)

es solución de (A-1) si definimos g de la siguiente forma:

g(s) =


−V∞s+ λf(s), para s ≥ 0.

−g(−s), para s < 0.

Para comprobar lo anterior, tenemos que ver que g cumple las hipótesis (g0)-(g3) del
Apéndice A. (g0) se da por la definición de g y la continuidad de f . (g1) es por (f1)
aplicada de la siguiente forma

ĺım
s→0

g(s)

s
= ĺım

s→0

−V∞s+ λf(s)

s
= −V∞.

(g2) es por (f1), ya que, cuando N ≥ 3

ĺım
s→ ∞

g(s)

s(N+2)/(N−2)
= ĺım

s→ ∞

−V∞s+ λf(s)

s(N+2)/(N−2)
= ĺım

s→ ∞

−V∞s
s(N+2)/(N−2)

= 0;

cuando N = 2, sea α > 0

ĺım
s→ +∞

|g(s)|
eαs2

≤ ĺım
s→ +∞

|g(s)|
s2

= 0,

En consecuencia, si C > 0, existe k ∈ R tal que |g(s)| ≤ Ceαs
2

cuando k < s. Si
0 ≤ s ≤ k, existe C1 tal que
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|g(s)| ≤ C1 ≤ Cαe
αs2 ,

por último, tomando C2 = mı́n{C,Cα}, tenemos

|g(s)| ≤ C2e
αs2 , para s ∈ R.

Para ver que se satisface (g3), por (f4), si s es suficientemente grande,

g(s) > Ms para alguna M > 0,

por lo tanto, existe ξ0 > 0 tal que G(ξ0) > 0.

Con los argumentos anteriores podemos concluir que la solución de mı́nima enerǵıa
para (A-1) (definiendo g como antes) es también una solución de mı́nima enerǵıa para
(4-16) y viceversa.

Ahora, tomando un punto cŕıtico no trivial ωλ de I∞λ , sabemos que I∞λ (ωλ) pertenece
al siguiente conjunto

S := {I∞λ (u) | u ∈ H \ {0} es solución de (4-16)},

por el teorema A.2 ı́nf(S) > 0. Por lo tanto, I∞λ (ωλ) > 0, y entonces,

Iλ(u0) +
l∑

k=1

I∞λ (ωkλ) = ĺım
n→∞

Iλ(un) ≤ ĺım sup
n→∞

Iλ(un) ≤ cλ.

Por lo tanto, Iλ(u0) ≤ cλ.

Solo bastaŕıa probar que u0 6= 0. Sabemos que ‖un‖H 9 0. Si u0 = 0, por la condición
(4-15)

cλ ≥ ĺım sup
n→∞

Iλ(un) =
l∑

k=1

I∞λ (ωkλ).

Lo anterior ocurre porque Iλ(0) = 0. Como I∞λ (ωkλ) ≥ ı́nf{I∞λ (u) | u 6= 0, (I∞λ )′(u) =
0}, tenemos que

cλ
l
≥ mλ := ı́nf{I∞λ (u) | u 6= 0, (I∞λ )′(u) = 0}.

En consecuencia,
cλ ≥ mλ.

A continuación veamos que
cλ < mλ.

Sea wλ una solución de mı́nima enerǵıa para (4-16), la cual existe por teorema A.2.
Por el teorema A.3, podemos encontrar una trayectoria γ(t) ∈ C([0 , 1], H) tal que
γ(t)(x) > 0 para cualquier (x, t) ∈ (0, 1]×RN ; γ(0) = 0; I∞λ (γ(1)) < 0; wλ ∈ γ([0 , 1]),
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y
máx
t∈[0,1]

I∞λ (γ(t)) = I∞λ (ωλ).

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que V (x) 6≡ V∞ en (v3). En otro caso el
resultado está contenido en el teorema A.2. Entonces

Iλ((γ(t)) < I∞λ ((γ(t)) ∀t ∈ (0 , 1].

Por la definición de cλ se tiene que

cλ ≤ máx
t∈[0,1]

Iλ((γ(t)) < máx
t∈[0,1]

I∞λ ((γ(t)) = mλ.

Lo anterior es una contradicción. Por lo que, u0 6= 0.

�

Observación 4.11. Combinando el teorema 3.3, que garantiza la existencia de su-
cesiones Palais-Smale acotadas (un) para casi toda λ ∈ [1

2
, 1], y que cumplen que

ĺım supn→∞ un ≤ cλ; el Lema 4.7, que ayuda a que se cumplan las hipótesis del teore-
ma 3.3 para el funcional Iλ; la observación que si Iλ → cλ 6= 0, entonces ‖un‖H 9 0, y
el Lema 4.9 se deduce que Iλ tiene un punto cŕıtico no trivial para casi todo λ ∈ [1

2
, 1].

Aśı, podemos decir que existe una sucesión (〈λj, uj〉) en [1
2
, 1]×H con λj → 1 y uj 6= 0

que satisface I ′λj(uj) = 0 y Iλj(uj) ≤ cλj .

Demostración del teorema 4.1.

Recordemos que I1 = I, entonces definamos c := c1.

La idea de la demostración es probar que la sucesión de puntos cŕıticos (uj), ob-
tenida en la sección anterior, es acotada. Esta sucesión se conforma de los limites
débiles de las sucesiones BPS. También se tiene que probar que esta sucesión, for-
mada por los puntos cŕıticos, es una sucesión de Palais-Smale para I y que satisface
ĺım supj→∞ I(uj) ≤ c y ‖uj‖H 9 0. Con esto podemos aplicar el Lema 4.7 y obtener
aśı un punto cŕıtico para I, lo cual ayuda a finalizar la demostración del teorema 4.1.
Para probar que (uj) es acotada se necesita la siguiente identidad de tipo Pohozaev.

Proposición 4.12. Sea u(x) un punto cŕıtico de Iλ, con λ ∈ [1
2
, 1] arbitrario;

entonces u(x) satisface

N − 2

2

∫
RN

|∇u|2 dx+
N

2

∫
RN

V (x)u2 dx+ 1
2

∫
RN

∇V (x)xu2 dx−Nλ
∫
RN

F (u) dx = 0.

(4-17)

Demostración. Si u(x) es punto cŕıtico de Iλ, entonces se satisface la siguiente
ecuación

−∆u(x) + V (x)u(x) = λf(u(x)), u ∈ H1(RN) = H.

Entonces, tenemos que

V (x)u(x) = ∆u(x) + λf(u(x)).
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Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por x · ∇u(x), que está en R, se
tiene

(V (x)u(x))x · ∇u(x) = (∆u(x) + λf(u(x)))x · ∇u(x).

Desarrollando la expresión anterior, y tomando por facilidad V = V (x) y u = u(x)

(V u)x · ∇u = (∆u+ λf(u))x · ∇u.

Por tanto,
V u x · ∇u = ∆u x · ∇u+ λf(u)x · ∇u.

En lo siguiente usaremos que u y sus primeras y segundas derivadas parciales tie-
nen decaimiento exponencial al infinito. Esto es una consecuencia de que V∞ > 0.
Integrando sobre RN tenemos que∫

RN

V u x · ∇u dx =

∫
RN

∆u (x · ∇u) dx+

∫
RN

λf(u)x · ∇u dx. (4-18)

Notemos que

div(1
2
V u2x) = 1

2
[∇ · V u2x] = 1

2

∑
∂
∂xi
V u2xi

= 1
2

∑(
∂
∂xi

(V u2)xi + V u2
)

= 1
2

∑(
[( ∂
∂xi
V )u2 + V 2u ∂u

∂xi
]xi + V u2

)
= 1

2
[u2 ∇V · x+ V 2u ∇u · x+NV u2]

= 1
2
u2 ∇V · x+ V u x · ∇u+ N

2
V u2

Aśı, V u x · ∇u = div(1
2
V u2x)− 1

2
u2 ∇V · x− N

2
V u2.

También,

div[(x · ∇u)∇u] = ∇ · [(x · ∇u)∇u]

=
∑

∂
∂xi

[(x · ∇u) ∂u
∂xi

]

=
∑(

[ ∂
∂xi

(x · ∇u)] ∂u
∂xi

)
+ (x · ∇u) M u

=
∑

i

((
∂u
∂xi

)2

+ ∂u
∂xi

∑
j[xj

∂2u
∂xj∂xi

]

)
+ (x · ∇u) M u

= |∇u|2 +
∑

i

(∑
j[xj

2
2
∂u
∂xi

(
∂
∂xj

∂u
∂xi

)
]
)

+ (x · ∇u) M u

= |∇u|2 +
∑

i

(∑
j[xj

1
2
∂
∂xj

(
∂u
∂xi

)2

]

)
+ (x · ∇u) M u

= |∇u|2 + x · ∇
(
|∇u|2

2

)
+ (x · ∇u) M u.

Ahora
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div

[
x

(
|∇u|2

2

)]
= ∇ ·

(
|∇u|2

2

)
=
∑

∂
∂xi

(
xi
|∇u|2

2

)
=
∑(

|∇u|2

2
+ xi

∂
∂xi

|∇u|2

2

)
= N

|∇u|2

2
+ x · ∇

(
|∇u|2

2

)
.

Por lo tanto,

(x · ∇u)∆u = div

[
(x · ∇u)∇u− x

(
|∇u|2

2

)]
+N
|∇u|2

2
− |∇u|2

= div

[
(x · ∇u)∇u− x

(
|∇u|2

2

)]
+
N − 2

2
|∇u|2).

Por último,

div(xF (u)) = ∇ · xF (u) =
∑

∂
∂xi

(xiF (u))

=
∑(

xi
∂
∂xi
F (u) + F (u)

)
=
∑(

xif(u) ∂
∂xi
u+ F (u)

)
= f(u)(x · ∇u) +NF (u).

Por lo tanto, multiplicando por λ la ecuación anterior tenemos que λf(u)(x · ∇u) =
div(xλF (u))−NλF (u).

Sustituyendo la expresión anterior en (4-18) se tiene que∫
RN

(
div
[
1
2V u

2x
]
− 1

2u
2 ∇V · x− N

2 V u
2
)
dx =

∫
RN

(
div

[
(x · ∇u)∇u− x

(
|∇u|2

2

)]
+
N − 2

2
|∇u|2

)
dx + λ

∫
RN (div [xF (u)]−NF (u)) dx.

(4-19)

Usando el teorema de Gauss y viendo a RN como unión de bolas de radio k centradas
en el origen (véase [4], proposición 1), en (4-19) se tiene lo que queŕıamos,es decir,

∫
RN

(
−1

2
u2 ∇V · x− N

2
V u2

)
dx =

∫
RN

N − 2

2
|∇u|2 dx − λ

∫
RN NF (u) dx.

�
Aplicaremos la proposición anterior a cada elemento de la sucesión (〈λj, uj〉) en
[1
2
, 1]×H, que se obtuvo antes.

Proposición 4.13. Supongamos las hipótesis (f1)-(f5), (v1)-(v4). Entonces conclui-
mos que la sucesión (uj) de puntos cŕıticos en H, descrita en la observación 4.11, es
acotada.
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Demostración. Sabemos que Iλj(uj) ≤ cλj ≤ c 1
2
. La primera desigualdad se mues-

tra en el Lema 4.9, mientras que la segunda es consecuencia de que el mapeo λ 7−→ cλ
es continuo y decreciente. Por tanto,

Iλj(uj) = 1
2

∫
RN

(|∇uj|2 + V (x)u2
j) dx− λj

∫
RN

F (uj) dx ≤ c 1
2
.

Multiplicando por N ambos lados de la desigualdad tenemos que

N

2

∫
RN

(|∇uj|2 + V (x)u2
j) dx−Nλj

∫
RN

F (uj) dx ≤ Nc 1
2
.

Lo anterior se puede escribir de la siguiente manera∫
RN |∇uj |2 dx−

∫
RN |∇uj |2 dx+ N

2

∫
RN (|∇uj |2 + V (x)u2j ) dx −Nλj

∫
RN F (uj) dx ≤ Nc 1

2
.

Por la proposición 4.12,∫
RN

|∇uj|2 dx− 1
2

∫
RN

∇V (x)xu2 dx ≤ Nc 1
2
. (4-20)

La hipótesis (v4) nos dice que ∃ϕ ∈ L2(RN) ∩ W 1,∞(RN) tal que |x||∇V (x)| ≤
(ϕ(x))2. Por propiedades de la integral aplicadas a (4-20), y usando la hipótesis (v4),
obtenemos que ∫

RN

|∇uj|2 ≤ 1
2

∫
RN

u2
j ϕ

2 +Nc 1
2
. (4-21)

Como uj es punto cŕıtico

I ′λj(uj)(ϕ
2uj) = 0.

Desarrollando la derivada∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj) dx+

∫
RN

V (x)u2
jϕ

2 dx = λj

∫
RN

f(uj)ujϕ
2 dx. (4-22)

Por (f4) ĺıms→+∞
f(s)
s

= +∞. Entonces, para toda L > 0 existe C(L) > 0 tal que
f(s)s ≥ Ls2 − C(L) para todo s ∈ R.

Aśı tenemos que∫
RN f(uj)ujϕ

2 ≥
∫
RN Lu

2
jϕ

2 − C(L)
∫
RN ϕ

2 = L
∫
RN u

2
jϕ

2 − C(L)
∫
RN ϕ

2.

Sabemos que C(L)
∫
RN ϕ

2 dx =: C2(L) > 0, porque ϕ ∈ L2. Entonces,∫
RN

f(uj)ujϕ
2 ≥ L

∫
RN

u2
jϕ

2 − C2(L),

en unión con (4-22),∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj) dx+

∫
RN

V (x)u2
jϕ

2 dx ≥ λj

[
L

∫
RN

u2
jϕ

2 dx− C2(L)

]
. (4-23)
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Notemos lo siguiente:

|
∫
RN ∇uj∇(ϕ2uj)| =

∣∣∫
RN (ϕ2|∇uj|2 + 2ujϕ∇ϕ∇uj)

∣∣
≤
∫
RN ϕ

2|∇uj|2 + 2
∫
RN |uj| |ϕ||∇ϕ∇uj|.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,∣∣∣∣∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj)

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN

ϕ2|∇uj|2 + 2

∫
RN

|uj| |ϕ||∇ϕ| |∇uj|.

La propiedad de números reales; 0 < (a−b)2 = a2−2ab+b2, implica que 2ab < a2+b2,
nos permite decir que

|
∫
RN ∇uj∇(ϕ2uj)| ≤

∫
RN ϕ

2|∇uj|2 +
∫
RN |uj|2 |ϕ|2 dx+

∫
RN |∇ϕ|2 |∇uj|2

≤ (‖ϕ‖2
∞ + ‖∇ϕ‖2

∞)
∫
RN |∇uj|2 +

∫
RN |uj|2 |ϕ|2.

Luego, aplicando (4-21) a la desigualdad anterior, tenemos que

|
∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj)| ≤ (‖ϕ‖2
∞ + ‖∇ϕ‖2

∞)

(
1
2

∫
RN

u2
j ϕ

2 +Nc1
2

)
+

∫
RN

u2
j ϕ

2.

Entonces, para alguna C3 > 0, se cumple que

|
∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj)| ≤ C3

∫
RN

u2
j ϕ

2 + C3. (4-24)

Por la hipótesis (v3), sabemos que∫
RN

V (x)u2
jϕ

2 dx ≤ V∞

∫
RN

u2
jϕ

2 dx. (4-25)

Juntando (4-23) y (4-25), se tiene que∫
RN

∇uj∇(ϕ2uj) + V∞

∫
RN

u2
jϕ

2 ≥ λj

[
L

∫
RN

u2
jϕ

2 − C2(L)

]
. (4-26)

Juntando (4-24) y (4-26),

C3

∫
RN

u2
j ϕ

2 + C3 + V∞

∫
RN

u2
jϕ

2 ≥ λj

[
L

∫
RN

u2
jϕ

2 − C2(L)

]
.

Entonces,

λ−1
j

[
(C3 + V∞)

∫
RN

u2
j ϕ

2 + C3

]
≥ L

∫
RN

u2
jϕ

2 − C2(L).

Lo que implica que

2(C3 + V∞)

∫
RN

u2
j ϕ

2 + 2C3 ≥ L

∫
RN

u2
jϕ

2 − C2(L).
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Tomando L > 0 suficientemente grande para que L > 2(C3 + V∞) tenemos que∫
RN

u2
j ϕ

2 + ≤ 2C3 + C2(L)

L− 2(C3 + V∞)
.

Lo que nos dice que
∫
RN u

2
j ϕ

2 es acotado, y, por (4-21),
∫
RN |∇uj|2 también es acotado.

Ahora, vamos a probar que

‖uj‖2
2 =

∫
RN

u2
j

se mantiene acotada cuando j →∞. Para ello definimos rj := ‖uj‖2/N
2 , y supongamos

que
rj →∞ cuando j →∞.

Sea ũj(x) = uj(rjx), entonces

∇ũj(x) = rj∇uj(rjx).

Por el teorema de cambio de variable,

‖∇ũj‖2
2 = r2−N

j ‖∇uj‖2
2 .

También, por el teorema de cambio de variable,

‖ũj‖2
2 = r−Nj ‖uj‖2

2 = 1. (4-27)

En particular la sucesión (ũj) es acotada en H (recordar que el problema tratado
aqúı es con N ≥ 2). Podemos observar que ũj, al usar la regla de la cadena, es una
solución débil de

− 1

r2
j

∆ũj + V (rjx)ũj = λjf(ũj) en RN . (4-28)

Ahora tomemos una sucesión (yj) ⊂ RN y definimos vj ∈ H como una traslación de
ũj definida por vj(x) = ũj(x + yj). Como la sucesión (vj) es acotada en H podemos
suponer que existe v ∈ H tal que

vj ⇀ v en H,

vj(x)→ v(x) para casi todo x ∈ RN ,

vj → v en Lp+1
loc (RN) ⊂ L2

loc(RN).

De las tres afirmaciones anteriores, la segunda se da de forma inmediata por la con-
vergencia anterior. Para la tercera véase [20], Caṕıtulo 22, teorema 2.

Cada vj es solución débil de

− 1

r2
j

∆vj + V (rj(x+ yj)) vj = λjf(vj).
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (yj) tiene a lo más un punto de
agregación en RN .
En consecuencia, V (rj(x+ yj))→ V∞ para casi todo x ∈ RN . El teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue implica que, para ψ ∈ D(RN) fijo,

0 = ĺımj→∞
1
r2i

∫
RN ∇vj∇ψ dx

= ĺımj→∞
∫
RN (λjf(vj)− V (rj(x+ yj))vj)ψ dx

=
∫
RN (f(v)− V∞v)ψ dx.

Aqúı usamos que f(vj)→ f(v) en L
p+1
p

loc (RN) por las propiedades de f .
Como ψ ∈ D(RN) fue arbitraria, f(v(x)) = V∞v(x) para casi todo x ∈ RN . Después
de cambiar v en un conjunto nulo, podemos suponer que f(v) ≡ V∞v en RN , y v ∈ H
todav́ıa es cierto. No sabemos si v es continuo pero usaremos que v es Lipschitz
continuo en casi cada ĺınea en RN como sigue: definimos los conjuntos

A1 := {x′ ∈ RN−1|∀t ∈ R : v(x′, t) = 0}

A2 := {x′ ∈ RN−1|t 7−→ v(x′, t) es continuo y ∃t0 ∈ R : v(x′, t0) 6= 0}

A3 := {x′ ∈ RN−1|t 7−→ v(x′, t) no es continuo}.

Entonces {A1, A2, A3} forman una partición de RN−1. A3 es un conjunto nulo (véase
[29], teorema 2.1.4). Si x′ ∈ A2, el teorema del valor intermedio y el hecho de que 0
es un cero aislado de s 7−→ f(s)− s implica que

|v(x′, t)| ≥ µ := mı́n{s ∈ R \ {0}|f(s)− s = 0} > 0.

Si A2 no fuera nulo en RN−1 entonces tendŕıamos∞ > ‖v‖2
2 ≥

∫
A2×R v

2 ≥
∫
A2×R µ

2 =

∞, una contradicción. Entonces A2 es nulo en RN−1 y luego, como (A2 ∪A3)×R es
nulo en RN , v(x) = 0 para casi todo x ∈ RN , es decir, vj → 0 en L2

loc(RN). Por lo
tanto, ∫

B1(0)

ũ2
j(x+ yj) dx→ 0 cuando j →∞. (4-29)

Vamos a probar que

sup
x∈RN

∫
B1(x)

ũ2
j → 0 cuando j →∞. (4-30)

Para cada j escogemos yj ∈ RN tal que∫
B1(yj)

ũ2
j ≥ sup

x∈RN

∫
B1(x)

ũ2
j −

1

j
.

Ahora (4-29) implica (4-30).

Ahora tenemos que usar el siguiente Lema:
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Lema 4.14. Supongamos que (vn) es acotada en H y que

sup
z∈RN

∫
B1(z)

|vn|2 → 0.

Entonces ‖vn‖r → 0 para r ∈ (2, 2N/(N − 2)), donde N ≥ 3, y para r ∈ (2,∞),
donde N = 1, 2.

Para la demostración de este resultado (véase [21], Lema I.1).

Continuación de la demostración de la proposición 4.13.

Notemos que la sucesión (ũj) es acotada por (4-27), y, por (4-30), satisface las hipóte-
sis del Lema 4.14. Consideremos además el valor p dado en las hipótesis de f , con-
cluimos que ‖ũj‖p+1 → 0 cuando j →∞.

Sea δ > 0. Por el Lema 4.6 existe Cδ > 0 tal que

|f(s)||s| ≤ δs2 + Cδ|s|p+1 ∀s ∈ R.

Haciendo s = ũj, integrando respecto a x, usando la ecuación (4-27) y recordando el
Lema 4.14, que nos dice que ‖ũj‖p+1 → 0 cuando j →∞, tenemos que∣∣∣∣∫

RN

(f(ũj))ũj

∣∣∣∣ ≤ δ ‖ũj‖2
2 + Cδ ‖ũj‖p+1

p+1 → δ cuando j →∞. (4-31)

Como es para toda δ > 0, se tiene que
∫
RN (f(ũj))ũj dx→ 0 cuando j →∞.

Mostremos que

ĺım
j→∞

∫
RN

V (rjx)ũ2
j dx = V∞. (4-32)

Para ver esto, sea ε > 0. Existe N ∈ N tal que para toda j ≥ N y y ∈ RN \ Brj(0)
se tiene que |V (y)− V∞| ≤ ε. Para j ≥ N esto implica que∣∣∫

RN (V (rjx)− V∞) ũ2
j dx

∣∣
≤
∫
B1(0)
|V (rjx)− V∞| ũ2

j dx+
∫
RN\B1(0)

|V (rjx)− V∞| ũ2
j dx

(4−27)

≤ 2 ‖V ‖∞
∫
B1(0)

ũ2
j + ε

−→ ε, para j →∞, por (4-30).

Dejando ε→ 0 mostramos (4-32), otra vez usando (4-27).

Ahora, como para cada j ∈ N ũj es una solución débil de (4-28); (4-32) y (4-31)
implican

0 ≤ 1

r2
j

‖∇ũj‖2
2 = −

∫
RN

V (rjx)ũ2
j dx+ λj

∫
RN

f(ũj)ũj dx→ −V∞ < 0,
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una contradicción. En consecuencia, (rj) es acotada, lo cual termina la demostración.

�

Observación 4.15. CuandoN ≥ 3, probar que ‖uj‖2
2 es acotada resulta mas directo.

Sabemos que Iλj(uj)uj = 0, por lo tanto∫
RN

|∇uj|2 + V (x)u2
j dx = λj

∫
RN

f(uj)uj dx.

Como en la demostración del Lema 4.6 existe C > 0 tal que

f(s)s ≤ α0

2
s2 + Cs2∗ ∀s ∈ R.

Usando la definición de α0 se sigue que

α0 ‖uj‖2
2 ≤

∫
RN

(
|∇uj|2 + V u2

j

)
=
∫
RN f(uj)uj

≤ α0

2
‖uj‖2

2 + C ‖uj‖2∗

2∗ .

Usando el teorema 2.17 tenemos que

α0 ‖uj‖2
2 ≤

α0

2
‖uj‖2

2 + C ‖∇uj‖2∗

2 .

Esto prueba que ‖uj‖2
2 es acotada, ya que ‖∇uj‖p2 es acotada por como observamos

en la demostración de la proposición 4.13.

Lema 4.16. Dadas las hipótesis (v1)-(v4), (f1)-(f5). Se tiene que la sucesión (uj) ⊂
H de la observación 4.11 es una sucesión de Palais-Smale para I, que satisface que
ĺım supj→∞ I(uj) ≤ c y ‖uj‖H 9 0.

Demostración. Podemos ver que, por la proposición 4.8, ‖uj‖H 9 0. Ahora tene-
mos que

I(uj) = Iλj(uj) + (λj − 1)

∫
RN

F (uj) dx. (4-33)

Como (uj) es acotada,
∫
RN F (uj)dx permanece acotada cuando j → ∞. También,

Iλj(uj) ≤ cλj por el Lema 4.9, y, por el Lema 3.12, ĺımj→∞ cλj = c. Entonces, por
(4-33), obtenemos que

ĺım sup
j→∞

I(uj) ≤ c.

Y en el dual de H,

I ′(uj) = I ′λj(uj) + (λj − 1)f(uj),

Entonces, ĺımj→∞ I
′(uj) = 0.

Demostración del teorema 4.1.
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Demostración. La proposición 4.13 nos dice que la sucesión (uj) de la observación
4.11 es acotada en H y el Lema 4.16 que esa misma sucesión es una sucesión de
Palais-Smale para la que ĺım supj→∞ I(uj) ≤ c y ‖uj‖2 9 0, es decir, satisface las
hipótesis del Lema 4.9 para λ = 1. Entonces I tiene un punto cŕıtico no trivial y por
tanto el problema tiene una solución positiva.

�
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Apéndice A

Problema autónomo

Aqúı los siguientes resultados involucran a N = 1. Definimos el siguiente problema
autónomo

−∆u = g(u) para u ∈ H1(RN) = H. (A-1)

Con las hipótesis para g:

(g0) g ∈ C(R,R)) e impar.

(g1) −∞ < ĺım infs→0
g(s)
s
≤ ĺım sups→0

g(s)
s

= −ν < 0 para N ≥ 3 y

ĺıms→0
g(s)
s

= −ν < 0 para N = 1, 2.

(g2) ĺıms→0
|g(s)|
sp

= 0 p = N+2
N−2

para N ≥ 3 y cuando N = 2, para toda α > 0, existe
Cα > 0 tal que

|g(s)| ≤ Cαe
αs2 ∀s ≥ 0.

(g3) Cuando N ≥ 2, existe ξ0 > 0 tal que G(ξ0) > 0. Cuando N = 1, existe ξ0 > 0
tal que

G(ξ) < 0. ∀ξ ∈ (0 , ξ0), G(ξ0) = 0 y g(ξ0) > 0.

Definición A.1. Una solución v de (A-1) es llamada una solución de mı́nima enerǵıa
si y solo si

J(v) = m, donde m = ı́nf{J(u) | u ∈ H1(RN)− {0} es solución de (A− 1)}.

J : H1(RN)→ R, el funcional correspondiente a (A-1)

J(u) = 1
2

∫
RN

|∇u|2 −
∫
RN

G(u),

con G(s) =
∫ s

0
g(τ) dτ .

Teorema A.2. J esta bien definido y de clase C1. Más aún, m > 0, y existe una
solución de enerǵıa mı́nima ω de (A-1), la cual es una solución clásica y satisface
ω > 0 sobre RN .

Para consultar la demostración de este teorema véase [16], teorema 0.1.
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Teorema A.3. Supongamos (g0)-(g3). Entonces

Γj = {γ ∈ C([0 , 1], H1(RN)) | γ(0) = 0, y J(γ(1)) < 0} 6= ∅ y

m = ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

J(γ(t)) > 0.

Más aún, para cualquier solución de enerǵıa mı́nima ω de (A-1) dada por el teorema
anterior, existe γ ∈ Γ tal que γ(t)(x) > 0 para cualquier 〈t, x〉 ∈ (0 , 1]×RN , ω ∈
γ([0 , 1]) y

máx
t∈[0,1]

J(γ(t))) = m.

Para consultar la demostración de este teorema véase [16], teorema 0.2.

Proposición A.4. Bajo las hipótesis (g1)-(g2), existen c1 > 0 y δ0 tales que

J(u) ≥ c1 ‖u‖H1(RN ) , donde ‖u‖H1(RN ) ≤ δ0. (A-2)

Para consultar la demostración de este teorema véase [16], lema 1.1 y observación
1.2.
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