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Capitulo 1

Introduccion.

En esta tesis se estudiaran los siguientes articulos:

1. Louis Jeanjean. On the existence of bounded Palais-Smale sequences and ap-
plication to a Landesman-Lazer-type problem set on RY [15].

2. Louis Jeanjean y Kazunaga Tanaka. A positive Solution for a Nonlinear Schrodin-
ger Equation on RY [17].

Para ello, se planteara como objetivo el resultado que consiguen Jeanjean y Tanaka
en [17], demostrar la existencia de una solucién positiva puntual al siguiente problema:

—Au+V(z)u= f(u) parauc H' (RY)=: H, con N > 2. (1-1)
Para la funcién V : RY — R vamos a pedir que sea continua y ademaés:

(vl) 0 < info(—A + V(z)) =: ap, donde o(—A + V(x)) denota el espectro del
operador auto adjunto (véase [23], teorema 5.5) —A+V (z) : H*(RY) — L*(RY),
es decir,

Vul?> + V(z)u?) d
fnfg(_A + V($)) -1 inf f]RN (| U| + (a:)u ) .T’
ueH\{0} Jan |u]? dx

(v2) V(z) = Vi € R cuando |z| — oo,
(v3) V(x) <V, para casi todo z € RY,
(v4) Existe una funcién ¢ € L*(RY) N W (RY) tal que

|z||[VV (2)| < p(x)?, Vze RY.

! Para la demostracién de esta ecuacién véase [6], teorema 6.10-2. Esta ecuacién es conocida
como la caracterizacion o el cociente de Rayleigh.




Sea R} := [0,00). Necesitamos que la funcién f : Ry — R sea continuamente dife-
renciable y, tomando o bien 1 <p <oosi N =20 bien 1 <p < N+2 si N > 3, que
cumpla las siguientes condiciones:

(f1) f(s) < C(s+ sP) para s > 0, con alguna C' > 0,
(f2) |f'(s)] < C(1 + |sP~"), con C' >0,

(3) f'(0) =

(4) f()_

(f5)

f4) lim,_,, =2 = o0,

f5) f>0.

El espacio H al que pertenece la solucién, junto con H?(RY), L2(RY) y W (RY) se
explicardn més adelante. Si comparamos este problema con el articulo [17], se puede
notar que se agregan hipotesis para la funcién f, esto es con el propdsito de no hacer
muy largo el trabajo y dar més peso al resultado de Jeanjean en el articulo [15] que
es esencial para demostrar la existencia de la solucién.

El problema (1-1) ya se ha estudiado anteriormente, sélo que con més hipétesis para f.
Explicitamente, la condicién de superlinealidad global de Ambrosetti-Rabinowitz [2],
que es la siguiente:

3,u>2talque0<u/ f(r)dr <sf(s) Vs>0. (1-2)
0

Con las hipétesis (f1)-(f5) y el resultando de Jeanjean [15], que presenta una variante
del teorema de paso de montana (véase [14,28]), es posible prescindir de la condicién
(1-2).

La ecuacion (1-1) es un caso muy interesante de la ecuacién no lineal de Schrodinger
o problema NLS. Una de las formas mas generales de la ecuacién NLS es la siguiente:

it = —AG + V(@, )+ flo,t,v) paraz € RV, (1-3)

En [11] con f(z,v) = v|¢[P"") donde 1 < p < (N + 2)/(N — 2) o en [27] con sus
no linealidades arbitrarias de la ley de potencias f(z,%) = v[¢|*?% donde 0 < ¢ <
(2/N — 2) (sin condiciones para o cuando N = 1,2). El nombre tiene que ver con
la forma mas que con su interpretacion, tiene una curiosa semejanza con la conocida
ecuacion de Schrodinger. La ecuacion NLS es una de las ecuaciones mas interesan-
tes en fisica matemédtica. “La ecuacion de Schrodinger no lineal (NLS) es una de
las ecuaciones més importantes en la fisica matemética. Esta ecuacién aparece en la
modelacién de muchos fenémenos fisicos con aplicaciones en diferentes campos [22],
tales como fisica de semiconductores [5], éptica no lineal [19], condensados de Bose-
Einstein [9], mecdnica cudntica [24], fisica de plasma [12] o dindmica biomolecular [10],
por citar algunos ejemplos” [3].

Un caso particular de la ecuacién (1-3) es la siguiente ecuacion [8]:



iy — A+ (a(2) + w)y — q@) [P = 0. (1-4)

“Esta adquiere més importancia en las aplicaciones fisicas cuando la densidad de
estados permanece constante?. Tales estados se conocen como ondas solitarias, on-
das estacionarias o estados estacionarios” [3]. En estos estados el sistema posee una
dependencia temporal factorizada. Siguiendo con el articulo [8] se establece que la
solucién para ondas estacionarioas tiene que ser de la forma

Y(z,t) = u(z)e™. (1-5)

Si sustituimos la factorizacién (1-5) en la ecuacién (1-4), obtenemos

0 =i~ MY+ (ale) + ) — a@ Y | |
= (—wu(z)e™!) — e Au(z) + (a(z) + w)u(z)e™! — q(x)|u(z)e™t|P~2u(x)e™".

Asi se obtiene la ecuacién 3

— Au+ a(x)u — q(z)|ulP2u(z) = 0. (1-6)

La ecuacion (1-6) es una variante de la ecuacién (1-1). Esto indicarfa que la ecuacién
(1-1) proviene de:

Wy = A+ (V(z) +w)p = f([¢]) = 0. (1-7)

Para demostrar la existencia de soluciones se ocupa el método variacional, asociando
una funcién cuyos puntos criticos sean las soluciones a la ecuacién diferencial parcial,
méas adelante se explicara esta idea. En el ano 1973, ya se estaba trabajando con
variantes de la ecuacion (1-7), (véase articulo [2]), que es donde ocupan la condicién
(1-2).

En el articulo [17] Jeanjean y Tanaka van més alld, incluso, se generaliza més que en
esta tesis. No se pone aqui tal cual de esa manera ya que se necesita trabajar con una
versién del “Splitting Lema” (teorema 4.10) més técnica, que ellos mismos formulan,
y el concepto de pseudogradiente. Lejos de esto, se mantiene la esencia de la idea de
una generalizaciéon que sobrepasa los resultados clésicos.

2La densidad de estados de un sistema describe la cantidad de estados que estan disponibles para
ser ocupados por el sistema en cada nivel de energia.
3Aqui el operador A solo afecta a las variables espaciales, es decir, se deberfa escribir A,.
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Capitulo 2

Preliminares

Diferenciabilidad.

A continuacién se introducira el concepto de diferenciabilidad en espacios de Banach
y se enunciaran algunos resultados tomados de [6,7].

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo. Sean (X, || ||x) ¥
(Y, |ly) espacios de Banach sobre R. Definimos a L(X,Y’) como el espacio de todas
las transformaciones lineales continuas que van de X a Y. L(X,Y) es un espacio
vectorial normado con la siguiente norma

[T ||
||T||L(X7Y) ‘= sup ——r TeLX,Y).
veX, z20 ||7|lx

DEFINICION 2.1. Sea €2 un subconjunto abierto de X, f : © — Y una funcién y
xo € Q. Se dice que f es Fréchet diferenciable en xq si existe T' € L(X,Y) tal que

fxo+w) = f(wo) +Tv +o(|Jollx),

donde o(||v||y) € Y y cumple que

0(HvHX>:O o V
Iollx—0 o]l x

A T se le llama la derivada de Fréchet de f en zy y se denota como
T := f'(xg) obien T := Df(x).
(Véase [6]).

PROPOSICION 2.2. Si f es Fréchet diferenciable en xq, entonces f es continua en
Zo-

Para la demostracién véase [7], proposicién 9.11.

DEFINICION 2.3. Decimos que f: Q — Y es Fréchet diferenciable en todo Q2 si lo es
en cada x € 2. La funcion

/1 Q— L(X,Y), dada por u — f'(u),
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se llama la derivada de Fréchet de f. La denotaremos también por Df : Q — L(X,Y).

Cuando f: Q — Y es Fréchet diferenciable en todo Q y el mapeo f': Q — L(X,Y)
resulta ser continuo, diremos que f € C(Q).

Usualmente diremos que f : 2 — Y es diferenciable, en vez de Fréchet diferenciable,
y hablaremos de su derivada para referirnos a su derivada de Fréchet (véase [7],
definicién 9.7).

TEOREMA 2.4. Sean U, V., W espacios normados, 2 C V' abierto, xo € Qy f: Q —
W Fréchet diferenciable en xo. También, tomemos X C W abierto, yo = f(xg) € X y
g : X — U Fréchet diferenciable en yy.

Entonces g o f es Fréchet diferenciable en xq y

D(g o f)(xo)v = Dg(yo)[Df(zo)v] VveV. (2-1)
Para la demostracién de este teorema véase [1], proposicién 1.4.

DEFINICION 2.5. Sea f : X — Y una funcién y zy € X. Decimos que f tiene una
derivada de Gateaux en xg, si para cada v € X

i) f(zo + €v) estd definida para |e| € R pequeiio,
J(@otev)—f(wo)

£

i) lime_o existe en la norma de Y.

A lim, o LE04e0210) g6 denota como D, f(z) = [def(20)](v) ¥ [def(wo)] es la

derivada de Gateaux en xg.

DEFINICION 2.6. Si f tiene derivada de Gateaux en x, para toda x € €2, diremos que
f tiene derivada de Gateaux en 2. La funcién !

[daf()]: Q= LX,Y)
Para las dos definiciones anteriores véase [7], definicién 9.19.

PROPOSICION 2.7. Si f es Fréchet derivable en ), entonces f tiene derivada de
Gateaux en ).

Para la demostracion solo tenemos que observar que de la definicién 2.5 se tiene que

lm f(xo+u) — f(wo) — Df(xo)u —0

el x —0 ||l

Escribiendo u = ev para algin v € X fijo, se sigue que

lm f(zo +ev) — f(xo)
e—0 £

= D f(xo)v.

TEOREMA 2.8. Sea f: Q C X — Y wuna funcion que tiene derivada de Gateaux en
Q yug € Q tales que

! Algunas definiciones no dan por hecho que [dg f(70)] € L(X,Y) y definen la derivada de Gateaux
como una derivada direccional para una tunica direccién.
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i) ldaf(u)] € L(X,Y) para toda u € §2,

i) daf : Q — L(X,Y) es continuo en ug, es decir, si ||u — uol|ly — 0, entonces
lde f(uw) = def(uo)llpxy) = 0 cuando u — uo.

Entonces f es Fréchet diferenciable en ug y D f(ug) = dg f(uo).

Para la demostracion se requiere el teorema de Hahn-Banach aplicado al conjunto
M = {\zo: A € R} (véase [1], teorema 1.9).

OBSERVACION 2.9. Con el teorema anterior podemos concluir que si una funcién f
tiene derivada de Gateaux continua en ) y que pertenezca a L(X,Y’) en cada punto
de Q, entonces f € C'(Q).

Espacios de Sobolev.

Las siguientes definiciones y resultados pertenecen al libro [7].

Sea 2 un subconjunto abierto de RY. En el conjunto
M(Q):={f:Q— R tal que f es medible}
consideremos la relacion de equivalencia dada por
f~g <= f(r)=g(z) para casi todo punto v € R".
Al conjunto de clases de equivalencia lo denotaremos por
N(Q):=M(Q)/ ~.

DEFINICION 2.10. Si p € [1,00), denotaremos por

@)= {renw: [P <o,

LP(Q2) es conocido como el espacio de Lebesgue, es un espacio normado con la siguiente

norma.: l/p
11wy = 1L = (/ P ) |

DEFINICION 2.11. Definimos
L>®(Q) :={f € N(Q) | existe c € R : |f(z)| < ¢ para casi todo z € Q}.

A una funcién f € L*(Q2) se le llama una funcién esencialmente acotada. L>(£2)
también es un espacio normado con la siguiente norma

[f @) = I fllo :==f{c €R : |f(z)] < ¢ para casi toda z € Q}.

11



DEFINICION 2.12. Un subconjunto abierto w de RY estd compactamente contenido
en () si su cerradura @ es compacta y w C ). Escribimos w CC 2 para denotar que
w estd compactamente contenido en 2. Definimos

Ll

1oe(Q) == {f e N() : / |f] < oo para todo abierto w CC Q} :

w
DEFINICION 2.13. Se dice que una funcién ¢ : Q — R tiene soporte compacto en
Q, si la cerradura del conjunto de puntos donde la funcién es distinta de cero forman
un subconjunto compacto de 2. Definamos

D(2) := G (Q),
donde
Ce(Q) :=={p € C™(Q) : ¢ tiene soporte compacto en 2}.

DEFINICION 2.14. a) Un vector de la forma a = (ay, ..., ay), donde cada compo-
nente q; es un entero no negativo, se llama multi-indice de orden k si

lof := a1 + ... + any = k.
b) Dado un multi-indice o y una funcién ¢ € D(f2), se define

D%p(x) == 0%el)

_ fo1 Hon
= T O oy ...8xN o(x).

1
loc

DEFINICION 2.15. Supongamos que u,v € L
v es la a-derivada débil de w si:

/QuDa¢ :(—1)|a/v¢ Vo € D(R).

Q

(Q) y o un multi-indice. Decimos que

A v se le denota como D*u.

DEFINICION 2.16. Sea k > 0 un entero y sea 1 < p < oo. El espacio de Sobolev
WHP(Q) se define como:

WkP(Q) = {u e LP(Q) : V]a| <k, D*uc LP(Q)}.

Para u € W"P(Q) definimos

Zoga\gk(HDaU“g)l/p sip € [1,00),

Maxo<|a|<k{||[DU| .} sip=o0.

HUHWk,p(Q) =

Con esta norma W#P(Q) resulta ser un espacio de Banach.

TEOREMA 2.17. WEP(RYN) C LP"(RY), donde p € [I,N) y p* = NN—ZD, y existe una
constante C' > 0, que depende unicamente de N y p, tal que

I

kp (o N
o <OV, VueWPP(RY).

12



Para la demostracién véase [7], teorema 16.18 y corolario 17.5.

Definimos
H*(Q) .= WH(Q).

Este conjunto resulta ser un espacio de Hilbert, con el producto escalar
(U, V) () = / uv + Z /(Do‘u)(Do‘v).
@ 0<lal<k /€

DEFINICION 2.18. Sea p € [1, o0) v © un conjunto abierto de RY. El espacio de
Sobolev Wy P(Q2) es la cerradura de D(Q) en WP(Q).

TEOREMA 2.19. (de encaje de Sobolev). Si Q es un subconjunto abierto de RN y

p €[l , n), entonces
WoP(Q) € LYQ) Vg€ [p p7],

y esta inclusion es continua.

Para la demostracién véase [7], teorema 17.6.

13



Capitulo 3

Existencia de una sucesion acotada de Palais-
Smale.

Enunciado y discusion del resultado.

A lo largo de este capitulo supondremos que (H, ||-||) un espacio de Hilbert.

DEFINICION 3.1. Una sucesién (u,,) en H se llama sucesién de Palais-Smale para I
en el nivel ¢ € R si satisface:

i) I(u,) —c,
i) I'(u,) — 0.

Si ademds la sucesién (u,) estd acotada decimos que es una sucesién acotada de
Palais-Smale (BPS) (véase [15]).

DEFINICION 3.2. Sea (X, | ||x) v (Y. |ly) dos espacios normados. La funcién f :
X — Y es localmente Lipschitz continua en x € X si existen 6 > 0y L > 0, tales
que

1f (1) = fla2)lly < Lllzy — 2o x (3-1)

cuando [|x; — x|y <y ||z — 2|l < 0 (véase [13], teorema 3.1.4).

El objetivo de este capitulo sera desarrollar el resultado principal de Jeanjean en el
articulo [15] que es probar el siguiente teorema.

TEOREMA 3.3. Sea J C R™ un intervalo. Consideramos una familia de funciones
Iy:H — R, X\ € J, de clase C* y con derivada localmente Lipschitz continua de la
forma

I(u) = A(u) — AB(u) VA€ J,

donde B(u) > 0 para cualquier w € H, y o bien A(u) — +oo ¢ bien B(u) —
+00 cuando ||ul| — oco. También supongamos que existen dos puntos vy,ve € H, los
mismos para cada \ € J, tales que se cumple la condicion:

C) ‘= ’1;1’61£ Ig][é)l(] I)\<’)/<t)) > méx{f)\(vl), [)\(Ug)},

14



donde
I'={y € C([0,1],H) | v(0) = v1,7(1) = v2}.

Entonces, para casi toda \ € J, existe una sucesion acotada de Palais-Smale para Iy
en el nivel cy.

El teorema presenta una modificacién con respecto a H, ya que en el teorema original
se considera un espacio de Banach. Esto es con el tinico fin de no involucrar el concepto
de pseudogradiente (véase [28] definicién 2.1).

OBSERVACION 3.4. Si (u,) es una sucesién de Palais-Smale para Iy en el nivel cy,
y si ademds u; — u en H, entonces u es un punto critico de I, con valor critico c,.
Esto es facil de comprobar, solo hay que tener en cuenta que I € C*(H).

Sin embargo, una sucesién de Palais-Smale no tiene por que contener una subsucesion
convergente, como se ilustrara en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1. Tomamos la funcién I : R? — R definida como I(z,y) = e® — 3, y
la sucesiéon (—n,0) en R?. Al evaluar (—n,0) en I y tomar la sucesiéon de imégenes
tenemos que converge a 0, y también, al calcular I, que es

[/(I, y) = (ema —Qy)’

tenemos que
I'(—n,0) = (e™",0) — (0,0) cuando n — oo.

Con lo cual podemos decir que (—n,0) es una sucesién de Palais-Smale de I en el
nivel ¢ = 0, pero esta sucesién no converge.

Esta es la razén del porqué en otras versiones del teorema de paso de montana piden
como hipétesis que la funcién cumpla la siguiente definicion:

DEFINICION 3.5. 1 € C'(H,R) satisface la condicién Palais-Smale compacto (la
condicién (PS).) si dada una sucesién (u,,) € H que cumpla que:

i) (I(uy)) es acotada,
i) I'(u,) — 0 cuando n — oo en H
es precompacta en H (vease [28], definicién 1.16).

Cuando en los articulos previos se habla de la condicién Ambrosetti-Rabinowitz,
por ejemplo [2], es porque con esa premisa se puede hacer que la funcién asociada al
problema de ecuaciones diferenciales parciales logre cumplir con la definicion anterior.

OBSERVACION 3.6. Algo muy importante es que en la conclusién del teorema 3.3 no
se garantiza la existencia de la sucesion acotada de Palais-Smale para cada A € J.
Un ejemplo donde se puede apreciar esta situacion es el siguiente:

EJEMPLO 2. Exhibiremos una familia de funciones (I,) donde no existe una sucesién
BPS para cada A € J. Sea I : R? — R definido como

I(x,y) = 2% — (z — 1)%°

15



Tomamos R? con la norma Euclidiana [ju| = /22 + y2. Cerca del origen I se com-
porta como ||(x,y)||*. Ademés, si > 0 es suficientemente grande, I(x,1) < 0.

Probemos que existe € > 0 tal que la familia de funciones {I,} Aefo,e] definida como
I(z,y) = I(z,y) — Ma® +9?),

satisface las hipotesis del teorema 3.3.

Sea v; = 0 := (0,0), y tomemos vy € R? de tal forma que I(vy) < 0, por el argumento
anterior lo podemos hacer, asi definimos

= inf méx [ t
¢ »= fnf mdx A(v (1)),
donde
I'={y € C([0,1],R?) | (0) = v1,7(1) = va}.

La primera hipétesis es que la funcién I, sea de clase C!. Esto se puede ver porque las

derivadas parciales existen en cualquier punto y son continuas ya que son polinomios.

Posteriormente, para asegurar que se cumple que ¢y, > 0 tenemos que ver que hay

una curva cerrada en R? que encierra a 0, y al evaluarla en I, siempre es positiva.
_ 2 . 2 _ 1 .

Para esto tomemos como curva a A = {(z,y) € R® : ||(z,y)]|” = 3} Si (z,y) € A,

entonces x < %, lo que nos diria que

1
I(x,y) =2 + (1 —2)%° 2x2+gy220.

Sea 1 := a2 + %yQ. Por lo tanto, I, > r — )\}l. Ahora solo tenemos que tomar € = /2,
asi A < r/2. Entonces, para cualquier v € I" existe to € [0, 1] tal que

Por lo tanto,
cy > 0.

Ahora mostremos que no hay una sucesiéon BPS para I = I; en el nivel .

Tenemos que
I, =2z — 3(x — 1)%y?,
I, = —2(z —1)%.

Entonces, cualquier sucesién ((z,,y,)) C R? tal que ||[I'(x,,y,)|| — 0 también satis-
face

22, — 3(z, — 1)%y2 — 0. (3-2)
("L‘n - 1)3yn — 0. (3—3)

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que x,, — = € [—00,00] y ¥, = Yy €
[—00, 0], de lo cual, podemos distinguir dos casos:
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i) x, - 1. Entonces, por (3-3), tenemos que y, — 0 y también
(z — 1)2%21 = [(zn — 1)Syn]2/3yi/3 — 0,
combinando con (3-2) se sigue que x,, — 0.

ii) Si x, — 1. Entonces, por (3-2), (x, —1)*y2 — 2. y en particular, |y,| — oc.

En el primer caso I(z,,y,) — 0y en el segundo caso I(z,,y,) — 1, es decir, que
co =006 ¢y = 1. Ya vimos que ¢y tiene que ser mayor a cero, por lo tanto, pasa que
co = 1. En consecuencia, de haber una sucesion de Palais-Smale para I en el nivel 1,
no seria acotada.

Para demostrar el teorema 3.3 requerimos un lema de deformacion que enunciaremos
y demostraremos en la siguiente seccion.

Lema de Deformacion

Sea Bs(0) :={x € H : |jz]| <6} v ¢?:= ¢ 1((—00,d]) parad >0, d € R y una
funcién ¢ con imagen en R.

TEOREMA 3.7. Sea H un espacio de Hilbert, p € C*(H,R) con derivada localmente
Lipschitz continua, c € R y a > 0 tal que:

Vu € o~ ([c — a, e+ a]) N Biya(0) se cumple que ||¢' (u)|lg-1 > o

Entonces eziste n € C([0,1] x H, H) tal que
i) n(t,u) = u cuando t =0 6 cuando u & ¢~ ([c — a, c + a]) N Bry1(0).

ii) 01,92 N Bi(0) € 92,
iii) n(t,.) es un homeomorfismo de H Vt € [0, 1].

iv) p(n(.,u)) es no creciente Yu € H.

DEMOSTRACION. Definamos los siguientes conjuntos
A = o ([c—a,c+a]) N Bry(0).

B = ¢ [c— S.c+ 5]) N Bry1(0).
Tomemos
dist(u,H\ A)
dist(u, H\ A) + dist(u, B)’
que es localmente Lipschitz continua (ya que el cociente de funciones Lipschitz conti-
nuas, es localmente Lipschitz continua cuando el denominador no se anula, y porque
(H\ A) N B = @). Notemos también que ) =1 en By ) =0en H\ A.
Sea f definida de la siguiente forma
(u)
— P Vo), ue 4,
flu) = IV (w)l*
0, ueH\ A

b(u) =
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Aqui V(u) es el campo vectorial gradiente de ¢(u), definido para cada ¢'(u) me-
diante el lema de Riesz (véase [7], proposiciéon 15.18). Vip(u) es localmente Lipschitz
continua ya que ¢'(u) es localmente Lipschitz continua. Por lo tanto f es localmente
Lipschitz continua y

()| L
o VPO S ol = T

Por lo anterior y usando el teorema de existencia y unicidad, el problema de Cauchy

1f ()l =

1
<= VueH (34)
Q

tiene una tunica solucién o(-,u) definida en todo R (véase [13], teorema 3.1.4 y co-
rolario 3.1.6). Asi mismo, por las propiedades de flujo de la solucién, ¢ es continua
en Rx Hy o(t,-) es un homeomorfismo para cada t € R [25]. Asi definimos 1 sobre
[0, 1] x H como n(t,u) := o(at,u), esto justifica (iii). Usando (3-4) y (3-5), notemos
que

lot,u) —ull =

o (7, ) dTH

<ﬁwf ()| dr <t
y por la desigualdad del triangulo
ot u)ll < llull + = paraueHy 120, (3-6)
Haciendo uso de la regla de la cadena (teorema 2.4) se tiene lo siguiente:
Gelo(tu) = (Velo(tu), fo(t,u)
= (Velo(t,u), f(a(t,u))).

Aqui tenemos dos opciones: si o (¢

vt w)
flo(t,u)) V(o (t,u)?

Tomando o(t,u) € A tenemos que

,u) € H\ A, entonces f(o(t,u)) =0osio(t,u) € A,
Ve(a(t, u))).

d Y(o(t u))
Zp(o(t,u)) = | Ve(a(t,u)),— sVo(o(t,u
#o(oltw) (¢<@>)|WﬂdMMH m<t»>
L0 N
— ||V90(0(t,u))||2 (Vgp( (ta )),V(,D( (t7 )))
=—¢(U(tau))
Por lo tanto,
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Ahora notemos que si t = 0, tenemos que 7(0,u) = 0(0,u) = u. Siu € H\ A, se
tiene que f(u) = 0, esto nos dice que la solucién pasando por u es constante y, por
la unicidad de la solucién, para cualquier tiempo se mantendra la condicion inicial.
Esto demuestra el inciso (i).

Para demostrar el inciso (iv), solo tenemos que notar que la derivada de ¢(n(t, u))
con respecto a t es siempre no positiva, como se ve en (3-7).

Ahora, para demostrar el inciso (ii), sea u € ¢ '((—o0 , ¢+ £]) N By(0). Por la
monotonia en el inciso (iv), ¢(o(t,u)) < ¢+ % para cualquier tiempo. Adicionalmente,
por (3-6), ||o(t,u)|| < K + 1, pensando que ¢ € [0 , ] y usando u € Bi(0). Si hay

a

una t € [0, af tal que ¢(o(t,u)) < c— §, por ser no creciente (inciso (iv)), entonces

p(o(a,u)) < c— §. Por lo que se satisface (ii). Si en cambio

ot,u) € ([e—2, c+4]) Vte0, o,

usando (3-7) y o(t,u) € B C A para toda t € [0, a], obtenemos
plo(oyu)) =)+ [§ Gelo(t u)) di
<c+ 5§+ [y oot ) dt,
=c+ S+ [ —v(o(t,u)) dt

_ a_ . «a
—c—|—2 « C 5

Por lo tanto se satisface (ii).

Demostracion del teorema 3.3

En toda esta seccién supondremos que J C RT es un intervalo y que (I))xes es una
familia de funciones que satisface las hipotesis del teorema 3.3.

También, para c) definida en el teorema 3.3 definamos la funcién A : J — R dada
por

Denotemos por

si dicha derivada existe.

OBSERVACION 3.8. Si h()) es no creciente y acotada, entonces h(\) es diferenciable

en casi todo \. Para la demostracién de este resultado véase [26], lema 3.13 y teorema
3.14.
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Efectivamente, h() es una funcién no creciente ya que, si \; < Ay, entonces Iy, (y(t)) >
I,(v(t)). La razon de esto tltimo es que B(u) > 0 para toda u € H. Toman-
do méxsco1) ¢ Infyer de I, (v(t)) > In,(¥(t)), se tiene que ¢\, > cy,, es decir,
h(A1) > h(X2).

Ahora, h(\) es no creciente en J. Sabemos que J es un intervalo, tomando un subin-
tervalo cerrado de él, es posible asegurar que ahi h(\) es acotada y, por la observacion
3.8, h(A) es diferenciable en casi todo punto de este subintervalo.

Antes de la demostracion del teorema 3.3 demostraremos un par de resultados.

LEMA 3.9. Sea A\ € J tal que la derivada ¢\, del mapeo N\ —— cy, exista, y sea
(A\n) una sucesion estrictamente creciente que converja a X\ € J. Entonces existe una
sucesion de trayectorias (7,) en I' y una constante K = K(c\) > 0 tal que:

i) ([ < K sit€[0,1] y1(t) satisface
I)\(’yn(t)) Z C\ — (>‘ - )\n)v (3_8)
ZZ) médXte[O’H I)\(’}/n(t)) S Ccy\ + (—C/)\ + 2)()\ — )\n)
DEMOSTRACION. Sea (7,) en I una sucesién que cumple que

max I, (7a.(t) < e, + (A= Ay). (3-9)
te(0,1]

Dicha sucesion existe porque A — A, >0y

= fnf max I, (7(1)).
e, 1= fnf max I, (7(t))

Esto implica que
Iy, (1) < max Iy, () <ex, +(A=An) VE€[0,1]. (3-10)
telo,

Como ¢, existe, hay una ny(A) € N (depende de A porque es un punto donde existe
la derivada) tal que para cualquier n > ng(A) se tiene que

Cx, — Cx Cx, — Cx
s unl et
Asi
C)\n—C,\

Para probar i), scan n € N, n > ng(A\), y t € [1,0] fijos tales que I)(7,(t)) >
cx — (A= Ay,). Usando la desigualdad (3-10) tenemos que

L, 0n®) = Hlw®) o +tA=A)—at(A=A) _a.—a
A— A - A=A A=A '

Entonces, por las desigualdades (3-11),
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D, (3 (1) = D (3 (1))

N < —d\ +3.

Ahora notemos que
D (@) = Dim(t)) - = A(a(t) = AB(m(t) — A(7a(t)) + AB(1a(t))

= (A= An)B(7(1))-

Por lo tanto,

D, (1 (1) = I (9 (1))
A=A,

= B(m(t)) < =\ +3,
por lo que,
A(m(t) = In, (3(t) + A B(ya(t))
<ecn, A=)+ (= +3)
< Ci(cy),
por ser ¢y no creciente y A, convergente.
Como o bien A(u) — +o00 o bien B(u) — +o0o cuando |ju| — oo; entonces también

es cierto que, si A(u) < Cy(c)) v B(u) < Cy(c)) para todo u en un subconjunto S de
H, entonces |lu|| < K(c}) para toda u € S. Sin pérdida de generalidad K(c}) > 0.

Sea

S = {’Yn<t) | n Z ’rlo()\), € [170] y I)x(%z(t)) 2 C\ — (/\ - An)}

t
Por lo anterior tenemos que A(7,(t)) < Ci(cy) v B(v(t)) < Ci(cy). Entonces
[ (D)l < K (c}) para todo v, (t) € S.

Para demostrar ii); observemos que I (v) > I,(v) para todo v € H gracias a que la
sucesion (A,) es creciente.
Por lo anterior y ocupando las desigualdades (3-9) y (3-11), obtenemos que

L) < ()
S Ch, + ()\ - )\n)
<ot (=4 +2)(A = A).

Tomando el maximo para t € [0, 1] se tiene i), es decir, max;cjo1 In < cx + (=) +
2) (A= \p).

O
Para K como en el Lema 3.9 y para o > 0 definimos

Fo={uel : ||lu <K+1y[L(u)—c<al.

PROPOSICION 3.10. El conjunto F, # & para cualquier o > 0.
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DEMOSTRACION. Sea o > 0 y sea (7,) en I' como en el Lema 3.9. Para n € N sea
tn, € [1,0] tal que In(7n(tn)) = maxecio) Ia(vn(t)).

Entonces I(7,(t,)) > ¢\ por la definicién de cy. El inciso i) del Lema 3.9 impli-
ca que ||v,(t,)]] < K para toda n € N, y el inciso i) del Lema 3.9 implica que
|Ix(7n(tn)) — ex| < a para n suficientemente grande. En ese caso v, (t,) € Fi.

O

LEMA 3.11. Suponiendo las mismas hipotesis del teorema 3.3. Si ¢ existe, entonces
f{||I}(u)]| : we F,} =0, Va>0. (3-12)
DEMOSTRACION. Primer paso; suponer lo contrario, entonces existe a > 0 tal que
mf{||I5(u)| : ue F,} #0.
Reemplazando a por min{ca, if{||}(u)| tal que u € F,}} obtenemos que
J o > 0tal que Vu € F,, [[I5(u)]] > a. (3-13)

También, sabemos que ¢y > méax{l)(v;), Ix(v2)}. Tomando a aun mas pequeno po-
demos suponer que

0 < a < Loy —max{Ty(vy), In(v2)}]. (3-14)

o

5 existe un homeomorfismo 7 : H — H tal que

Por (3-13) y el teorema 3.7, para € :=
nu)=u si [I\(u)—c\|>a, (3-15)
Lin(w) < In(u) Vu € H, (3-16)

I(n(u)) <ecx—e, Vu € H que satisface [Jul| < Ky Iy(u) <c\+e. (3-17)

Sea (7,) enI' la sucesién obtenida en el Lema 3.9. Vamos a fijar m € N suficientemente

grande para que
A=A\ <e v (= +2)(A—\,) <e. (3-18)

Por (3-14), tenemos que

[Ix(v1) — ex| > [ea — In(v1)] = [ean — max{I)(v1), Ix(ve)}] > 20 >

|Ix(ve) — cx] > [ex — In(v2)] > [exn — max{I,\(v1), Ix(v2)}] > 2a > a.
Usando (3-15) y lo anterior, no~,, € I.

Seat € [0,1] y sea u := v,,(t). Vamos a destacar dos casos. En el primero supongamos

que u satisface
[,\(U) < C\ — ()\ — )\m)

Por (3-16),
L(n(u) < ex = (A= An). (3-19)
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En el segundo caso supongamos que u satisface
I(u) > ey — (A= Am)-
Por los dos incisos del Lema 3.9 y (3-18), se tiene que ||u|| < K con I)(u) < ¢y + €.
Aplicando (3-17) y (3-18), se tiene que
L(n(u) <ex—e<ex— (A=) (3-20)

Notemos que (3-19) y (3-20) son las mismas desigualdades, es decir, en los dos casos
concluimos que
I(n(ym(t))) < ex = (A = Am).
Por consecuente,
max I (1(ym (1)) < ex = (A = Am),
t€[0,1]

lo cual contradice la definicién de ¢y, es decir,

= {nf max I»(v(t)).
e 1= Inf mdx A(v(1))

O
Demostracion del teorema 3.3

DEMOSTRACION. Sea (o) una sucesion en el intervalo (0, 00) tal que o, — 0 cuando
n — oo. Usando el Lema 3.11, para cada n escogemos u,, € F,, tal que ||} (u,)] < %

Se sigue que (u,) es una sucesién acotada de Palais-Smale para I en el nivel c,.

O
Para probar la existencia de la solucién del problema (1-1) necesitamos asegurar la
continuidad del mapeo X\ — ¢y, lo cual se probara a continuacion.

LEMA 3.12. El mapeo A — ¢y es continuo por la izquierda.

DEMOSTRACION. Buscando una contradiccién tomemos (A,,) una sucesiéon en J que
cumpla que A\, — Ao, A\, < A\g para toda n € N y que

cy < lim c¢y,,.
n—oo

Definimos ¢ := lim,,_,, ¢, — €5, > 0. Por la definicién de c), existe 7 € I' tal que

1 1 -
tem[éaﬁ I, (10(t)) < cexy + 36. (3-21)

Ahora, sabemos que I = I, + (Ao — A\)B para toda A € J. Por lo tanto, usando
(3-21) y A = \,, tenemos que

7 l _ ’
mnax In,(10(t)) < exg + 30+ (Ao — An) max B(70(1))-
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Ahora, usando la continuidad de B, que B(u) > 0 para todo u € H, y el hecho de
que {yo(t) : t € [0,1]} es compacto pasa que méxycp1 B(7(t)) < C para C' > 0.
Asi para toda n € N suficientemente grande

ix 1 t 26.
mnax M (0(t) <eng + 3

La definicion de ¢y, nos permite garantizar que
maxe(o,1] In, (70(t)) = e,
Por lo tanto,
Cro +0=1im ¢\, <y + 36 (3-22)
n—oo

que es una contradiccién.
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Capitulo 4

Existencia de la solucion

Relevancia del teorema 3.3

En este capitulo se demostrara la existencia de una solucion positiva para el conjunto
de ecuaciones de la siguiente forma:

— Au+V(z)u= f(u) parauc H'(RY)=: H, con N > 2. (4-1)

Con las hipdtesis para V' (v1)-(v4) y las hipdtesis para f (f1)-(f5) de la introduccién,
es decir, se demostrara el siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. Asumiendo que N > 2, f € C(R{,R) no lineal, V € C(RY,R) no
constante, (v1)-(v4) y (f1)-(f5). Entonces el problema (4-1) tiene una solucion no
trivial positiva.

OBSERVACION 4.2. Notemos que bajo la condicién (v1)

inf V(z) <ap < V. (4-2)

zeRN

Para demostrar esto, sea primero ¢ € D(RY) y, para € > 0, ¢.(x) := ¢(ex). Se sigue

que
S IV ? _ EQIRN [Vel?

—0
fRN p? fRN @2
cuando € — 0. Esto implica que
\V4 2
inf —fRN Vel = 0.
weH' B0} [ u?
En seguida, para cualquier u € R se tiene que
Jex ([Vul” + p?) Jen [Vul®

inf = inf L S = 4,
we H (RN )\ {0} Jan u? weH (RN )\ {0} ( Jan u? M) K
lo que implica la propiedad (4-2).

Para probar el teorema 4.1 tenemos que aplicar entre otras cosas el teorema 3.3 del
capitulo anterior. Para ello tenemos que ver que la funcién I, : H — R; definida
como
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I\(u) = %/RNUVUP + V(z)u?) dv — )\/ F(u) dz para A € [3,1], (4-3)

RN
donde F(s) = [5 f(t)dt, y extendemos f a R por f(t) := 0 si t < 0, cumpla las
hipétesis del teorema 3.3.

Definimos

I(u) == I(u) = %/RN(|VU|2 + V(2)u?) dv — /RN F(u) dx. (4-4)

Observemos que los puntos criticos de I coinciden con las soluciones débiles de (4-1).
Es decir, si u es punto critico, entonces D, I(u) = 0 para toda v € H (si la derivada
de Gateaux existe, pero esto se vera mas adelante). En particular

Iu+ep)—1I(u)

Y _ N
Dg,[(u)—ll_l% . =0 VYypeDRY),
que es equivalente a la ecuacién:
d
—1 =0.
= (u+ep) B

Por lo tanto
/ Vu-Veo+ V(x)up dx — f(u)p dx = 0.
RN RN

Usando integracion por partes y el hecho de que ¢ tiene soporte compacto obtenemos
que

/ —Aup + V(z)up dx — f(u)p dx = 0.
RN RN

Por el lema 3.2.3 de [18]
—Au+V(x)u — f(u) =0.

Por eso a (4-4) se le conoce también como el funcional asociado al problema (4-1), el
término funcional solo hace alusién a que I(u) tiene como codominio a R.

Asi es como serd de gran relevancia el teorema 3.3 que nos ayudard a ver que el
funcional (4-4) tiene un punto critico que se interpreta como una solucién de la
ecuacion (4-1).

PROPOSICION 4.3. El funcional (4-3) es de clase C y con derivada de Fréchet lo-
calmente Lipschitz continua suponiendo las hipdtesis (f1), (f2) y (v2).

Antes de demostrar la proposicion, necesitamos el siguiente Lema.

LEMA 4.4. Definimos
Blu,v] := / Vu - Vo 4+ V(z)w] d.
RN

Entonces Blu,v] es bilineal, simétrico y |Blu,v]| < c||ullg ||v] 5 -
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DEMOSTRACION. Es inmediato ver que Blu,v] es bilineal y simétrico.

Para demostrar |Blu, v]| < ¢ ||ul|4 ||v]| g, tenemos lo siguiente:

IBlu,v]] < / V- Vol dx+/ IV (@)|[ul|v] dz.
RN RN
Sabemos por Cauchy-Schwartz |Vu - Vu| < |[Vul||Vo.

Por la hipétesis (v2), V(x) — V., cuando |z| — co. Eso nos dice que
|[V(z) = V| <6 si|z| > ky para alguna k € R.

En tal caso,
V()] = Vool < V() = Vo] < 6.

Por lo tanto

V(@) <6+ |Vl

También, V(z), como es continua, alcanza su maximo en By (0) que lo definiremos
como V,,.
Si ¢ = max{Vyn, d + |Vo|} y usando la desigual de Hélder,
Blu, o]l < fon [Vu- Vol +cm fou fullv]
< [Vula|Volz + Jem]|ul2|vl

< [lllg lloll g (U feml)

< cllull g o]l -

O
Demostracion de la proposicion 4.3.

DEMOSTRACION. Queremos ver que el funcional Iy es de clase C'(H, R) con derivada
localmente Lipschitz continua , es decir, I, es de clase C(H,R) y su derivada I},
definida como el mapeo I§ : H — H', es localmente Lipschitz continua. Para esto
vamos a escribir el funcional I, de la siguiente manera.

I,=1J - )\K.

2

Donde

J(u) = /RN (|Vul?+V(z)u?) de vy  K(u)= /RN F(u) dz.

A continuacién demostraremos la existencia de la derivada de Gateaux para K.

27



Sea u,h € H. Dada z € RY y 0 < |[t| < 1, por el teorema del valor medio, existe
A= Az, t) € (0,1) tal que

F(u+th) — F(u)
t

= f(u+ Ath)h, donde escribimos u y h por u(z) y h(z).

Por consiguiente,
|F(u+th) — F(u)|

i

Sea k = p+ 1, donde p es la misma que en las hipdtesis para f, o bien 1 < p < o0
N+2

si N =2obien 1 <p < 5 si N > 3. Entonces tenemos que o bien 2 < k < oo si

N=2obien2< k< % +1= % = 2*si N > 3. Usando un teorema clasico de

andlisis funcional sobre los encajes de espacios de Sobolev se tiene que

= |f(u+ Ath)h).

H c LFRY). (4-5)
(véase [7], teorema 16.18 y teorema 17.6).

Gracias a (f1) sabemos que

|f(u+ Ath)h| < C (Ju+ Ah[* "+ |u + Ath]) |h].
Como [t| <1y A€ (0,1),

|f(u+ Ath)h| < C ((|ul + [B)"" + ul + |h]) |A].

Recordemos la siguiente propiedad. Si 0 < a, b, y definiendo ¢ = méx{a, b}, tenemos
que (a + b)F < 2kck < 2k (a* + b*). Entonces

C ((Jul + A+ ful + [h]) [A]
(4-6)
< C @ (ul* ™ + R + ful + [B]) ] =g,
y luego
|F(u+th) — F(u)
Iz
Usando la desigualdad de Holder y la desigualdad del tridngulo,

<g. (4-7)

[ <20 (hall + 1) Dl + lal + 1)l
RN

Por (4-5) y lo anterior,

/ng < 0. (4-8)

Ahora calculemos la derivada.

(eI (u)|(h) = Tim 20t th) = K(w)

t—0 t
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Usando (4-7) y (4-8), para aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
(véase [7], teorema 13.26), tenemos que

(e K (u)](h) = /R i f(u+ Aih)h do = [ f(uh da.

N t—0

Aqui también podemos concluir facilmente que dgK(u) € H'.

El siguiente paso serd ver que la derivada K’ existe y es localmente Lipschitz conti-
nua. Por el teorema 2.8, basta con ver que el mapeo [dg K (-)] es localmente Lipschitz
continuo.

Notemos primero que existen fi, fo € D tales que f = fi + fo, f1(0) = f2(0) = 0,

If1(s)] < C y |fs(s)| < C|s|P~! para toda s € R. Para ver esto, sea 1 € D tal que
1 = 1 en el intervalo [—1,1] y ¢ = 0 en el conjunto R\ [—2, 2]. Entonces basta definir

£ = [ vl @ de v foimf - fr
0
Para s,t € R existe A € [min{s,t}, max{s,t}] tal que

[f1(s) = A = [A(N)ls — 1] < Cls — 1|

[fa(s) = o) = [/5(N)]ls — 1]
CIAPYs — ¢

< C(sP=t+ [tP=)ls — 1.

IN

Para u, v, h € H, lo anterior implica que

| Jax (fi(w) = fr))h | < C fox [ = vl|h] dz < C'flu—vll, [|Al,
Cllu = ol [Pl g

A\

es decir,

/RN(fl(U)_fl(U»h' < Cllu—v|lg 17l (4-9)

JREOEEOT

Usando la desigualdad de Holder tenemos que

<C [ up P ol @10)
RN

C [ (o= ol < € (™ + Bl = ol Wl (1)

Haciendo uso de la demostracion del teorema 2.19, que usa la desigualdad de inter-
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polacién, tenemos que

C (ulli™ 4+ o) = ol Il < € (i + ol ) e = vl 1Al
(4-12)
Juntando las desigualdades (4-10), (4-11) y (4-12) obtenemos

[ (el = (o)t o

< C (ullly + 1l ) u = olly Wl (4-13)
En combinacién con (4-9) y (4-13),
(de K (u) — dgK () b < C (1+ lulli + ol ) = ol 1]l
Asi que
lda () = dak ()] < € (1+ lulli + ol llu = vl

En consecuencia, dg K es Lipschitz continuo en conjuntos acotados y particularmente
es localmente Lipschitz continuo.

Ahora probemos lo mismo para J. Por el Lema 4.4 tenemos la siguiente desigualdad:
2
|J(u)| = | Blu, u]| < C ljull -

Esto nos asegura la existencia de la derivada de Fréchet, como se muestra a conti-
nuacion,

J(up +v) — J(up) [uo + v, ug + v] — Blug, o)

=B
= Blug, uo] + 2B[ug, v] + Blv, v] — Blug, o).
Por lo tanto,

J(ug +v) — J(ug) = 2B[ug, v] + Blv, v],

y como | Blv,v]| < C o]l
| Blv, v]|

ol =0 [Jv]l 5

=0.

Por consiguiente, DJ(ug)v = 2B[ug, v].

Para ver que DJ(u) es Lipschitz continua tomaremos u,v € H. Por el Lema 4.4,

|2B[u, h] — 2Bv, hl|

|1DJ(u) = DJ ()|l = sup z < Cllu—vlp .
heH, h#0 12][ 1
O
LEMA 4.5. Para cualquier € > 0, existe c. > 0 tal que
e || Vullz + (g — &) |Jullz < / (|Vul> + V(z)u*) dz, Vue€ H. (4-14)
RN
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En particular, con las hipdtesis (V1), (V2) y (f5), la norma || - ||, definida por

u? = /RN (Vul> + V(x)a?) du,

es equivalente a || - ||
DEMOSTRACION. Para § € (0,1) definimos

(1 =08)|Vul> +V(x d
u€H\{0} 5

Y

Como V es continua, (v2) implica que inf gy V(z) > —o0, asi que
> inf V(z)> —oc.

fRN u? dx

T ueH\{0} Hu||2 z€RN

Mas atin, § — pus es decreciente y ps < ag para todo ¢ € (0, %) En consecuencia,
existe limg_ o s < ay.

Para cada ¢ € (0, 1) existe us € H tal que |jus||y; =1y

N V[ Vus)> +V d
Jor (L= OV 4 V@pd) e _
usll
Como5§%,
Vel oy _ g IVl e (0= DIVl + Vi) o
[[usll s s

< 2(us +0) < 200+ 1.

Se sigue que
Jex (Vus]* + V(@)ug) de_ Jon (1= 0)[Vus|* + V(2)uf) do +5HVU6||§

2 2
sl s sl

Qo >
< us + 25(0&0 + 1)

Es decir, ay < limg_, ps. Esto muestra que limg g 5 = ay.

Sea € > 0. Por lo anterior existe ¢. € (0,3) tal que ag — e < pi. y luego

Jen (1= )| Vul* + V(x)u?) dx

||U||2

Vu e H \ {0}.

ag—e <

Esto implica la propiedad (4-14), y como ||V (z)]|,, < 0o, se sigue la equivalencia de
las normas | - 5 v || - I
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LEMA 4.6. Para toda € > 0 existe C. > 0 tal que

1f(s)] <els| + Cels]P Vs €R.

DEMOSTRACION. Como f’(0) = 0, existe x > 0 tal que ‘@‘ < e para s € [—k, K.

Por otro lado existe C; > 0 tal que, si |s| > &,

If ()] —elsll o C(s|+ [s[”)

N 1

< C..

En consecuencia,
|f(s)] <els| + Cels|P Vs eR.

LEMA 4.7. Asumiendo (f1)-(f5), (v1)-(v3). Se da lo siguiente:
i) Ewiste v e H\ {0}, con I\(v) <0 para todo X € [5 , 1].

it) cx = Ifyer méxseo ) L(v(t)) > max{I\(7(0)), [\(v(1))}, para toda X € |
donde I' = {y € C([0,1], H) tal que v(0) = 0,7v(1) = v}.

DEMOSTRACION. Por (f5), tenemos que F' > 0. Esto implica que

—)\/ F(u)dl‘g—%/ F(u)de Ve[t , 1]yVueH.
RN

RN
Por lo cual,
I(u) < ]%(u) Yu e H.
Primero mostremos que lim,_, %25) = 00.

Sea C' > 0. Por (f4) existe sq tal que
f(s)

S

> 2C para s > sg.

Se sigue, para s > sg, que

F(s)
52

| V

1
2

Jo7 f() dt + 35 [ ¢ dt
Jo' f

dt+O 50 —-C

1
52

F(s

cuando s — 00, asi que lim inf,_, > (5)

> C. Como C fue arbitrario, lim, o —

Sea p € D(RY) tal que ¢ > 0y ¢ # 0. Para t > 0 se sigue que
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I

F(ty)

142 2 2

%(tgo) =3t (H@OH _f<p>0 12,02 90)
— —o00 cuando t — 00,

por lo anterior y por el lema de Fatou, (véase [7], teorema 13.24).

Para t suficientemente grande definimos v := tp, asi que I(v) < [

reld)

1(v) < 0 para
2

Por el Lema 4.5 existe C; > 0 tal que
[ (9uP + Vi) do> Cval + 52 ul} vae B

Después de integrar f y usando el Lema 4.6 existe C5 tal que [F(s)] < 225%+Cys[PH!.
Sea C5 := min{$, @
uw € H con ||ul|,; <6:
L(u) = G IVully + % lull; = for (0 + Colul™)

2 1

> Cs [lullyy — Callullfy

2
> Cullg-

} > 0. Existe 6 < [|v]|; tal que para todo A € [3,1] y para toda

Si 7 € T, entonces por el teorema del valor intermedio existe ¢ € [0,1] tal que

V@)l = 0, ast que
max I)(y(t)) > C§*.

te(0,1]

Por lo tanto,
i f A .[ t > 052-
CA 'lyI€1F tgl[g:}l(} A( ( ))

O

PROPOSICION 4.8. Bajo (f1)-(f5) y (v1), existe & > 0, independiente de X € [5 , 1],
tal que
|ull;; > 00 para cualquier u punto critico no trivial de I.

DEMOSTRACION. Sea u punto critico. Como u es punto critico cumple lo siguiente:

0= B = [

RN

(|Vul* + V(z)u?) dz — . f(u)u dx.

Eso implica, por el Lema 4.5, que existe € > 0 tal que

e Nullly < flul = / (Va2 + V(e)?) de =X | fluu de < / 1 (wu] de.
RN RN R

N
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Por el Lema 4.6 existe C' > 0, indepependiente de u, tal que
€
1f(s)] < §|s| + C|slP Vs eR.
Usando las dos desigualdades anteriores tenemos que

2 2 1
ellullyy < fax [f(@ul < 5 JJully + C ullyi

2 1
< § llully + Cllullfy™

3
Por lo tanto,

1

fo:=(55)"" < llully-
]

Siguiendo con el cumplimiento de las hipétesis del teorema 3.3 si escribimos Iy (u) =
3 lull> = X Jan F(u) de = A(u) — AB(u), por la equivalencia de normas se satisface
que A(u) — oo cuando ||lul|,; — oo, y B(u) > 0 para toda u € H, por como se defini6

F(u). Entonces, por el teorema 3.3 y el Lema 4.7, podemos asegurar que existe una

sucesion acotada Palais-Smale en el nivel ¢, para casi toda A € [5 , 1]. Sobre la

convergencia de estas sucesiones acotadas se tiene el siguiente resultado.

LEMA 4.9. Asumiendo (f1)-(f5), (v2), (v3) y tomando X € [5 , 1] arbitraria pero fija
se tiene que cualquier sucesion de Palais-Smale acotada (u,) para I que satisfaga
limsup,,_,o Ix(un) < ¢ y |unll gz = 0, después de extraer una subsucesion, converge
débilmente a un punto critico no trivial uy de Iy, con I\(uy) < cy.

Para demostrar este Lema haremos uso del siguiente teorema:

TEOREMA 4.10. Suponiendo (f1)-(f5) y (v1). Entonces dada una sucesion de Palais-
Smale acotada (uy,) para Iy I : H — R definido como

=4 [ (v +ved) - [ P,

existe una subsucesion de (u,) que denotaremos (uy,), un entero l € NU{0} yw* € H
con 1 <k <I tal que:

i)

(un) converge débilmente a g, con I'(ug) =0,

ii)
wh #£0 y (I°)(w*) =0 paral < k <1,

iii)
l

I(up) — I(ug)+ Y I™(wh).

k=1

34



Este resultado es el teorema 5.1 de [17], la demostracién de este teorema no se in-
cluye porque con las hipétesis adicionales (3)-(f5) es un resultado bastante conocido
(véase [|, teorema 8.4).

Demostracion de el Lema 4.9.

DEMOSTRACION. Sea (u,) una sucesién de Palais-Smale acotada para I, que satisface

limsup I\(u,) <ex v Jually = 0.
n—oo

Por el teorema anterior, después de tomar una subsucesion, sabemos que

l

Li(un) = In(uo) + Y I (wh), (4-15)

con [ > 0, up un punto critico de I, y I3° : H — R definido como

2 (u) zg/Rquuku?)—A/R Flu).

N

Los wf, para k = 1,...,1, son puntos criticos no triviales de I3°.
Notemos que cualquier solucién de

—Au+Veu = f(u) Yue H'(RY)=H, (4-16)
es solucion de (A-1) si definimos g de la siguiente forma:

—Voos + Af(s), para s> 0.

—g(—s), para s < 0.

Para comprobar lo anterior, tenemos que ver que g cumple las hipdtesis (g0)-(g3) del
Apéndice A. (g0) se da por la definicién de g y la continuidad de f. (gl) es por (fl)
aplicada de la siguiente forma

lim 988 _ gy ZVoes TASC)

= V.
s—0 8§ 5—0 S
(g2) es por (f1), ya que, cuando N > 3
i gls) o “Vees £Af(s) Vs _
S S S TNy o s )

cuando N =2, sea a > 0

T 1G] R P GOl Y

s— 4oo e2S? s— +oo 82

En consecuencia, si C' > 0, existe k € R tal que |g(s)] < Ce*” cuando k < s. Si
0 < s <k, existe C] tal que
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g(s)| < Cy < Cre®”,

por iltimo, tomando Cy = min{C, C, }, tenemos
lg(s)| < 026a82, para s € R.
Para ver que se satisface (g3), por (f4), si s es suficientemente grande,
g(s) > Ms para alguna M > 0,

por lo tanto, existe & > 0 tal que G(&) > 0

Con los argumentos anteriores podemos concluir que la solucién de minima energia
para (A-1) (definiendo g como antes) es también una solucién de minima energia para
(4-16) y viceversa.

Ahora, tomando un punto critico no trivial wy de I3°, sabemos que I3°(w,) pertenece
al siguiente conjunto

S :={I¥(u) | ue H\ {0} es solucién de (4-16)},
por el teorema A.2 inf(S) > 0. Por lo tanto, I°(wy) > 0, y entonces,

!
I(up) + Z[OO (Wh) = lim I, (u,) < limsup I, (u,) < ca.

—1 n—00 n—00
Por lo tanto, I)(ug) < cy.

Solo bastarfa probar que uy # 0. Sabemos que ||uy,||; = 0. Siug = 0, por la condicién
(4-15)

cx > limsup I (u,) I w
Lo anterior ocurre porque I(0) = 0. Como Ij\’o(wk) > mf{I°(u) | u#0, (I°) (u) =
0}, tenemos que

Cx

— Zma= LT () [ u# 0, (I7)(u) = 0)

En consecuencia,
C) 2 my.

A continuacion veamos que
Cy < M.

Sea w) una solucién de minima energia para (4-16), la cual existe por teorema A.2.
Por el teorema A.3, podemos encontrar una trayectoria y(t) € C([0, 1], H) tal que
7(t)(z) > 0 para cualquier (z,t) € (0, 1] xRY; 4(0) = 0; I(v(1)) < 0; wy € ([0, 1]),
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ax I3°(y(t)) = Iy .
i 11 (0) = 1)
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que V' (z) #Z V, en (v3). En otro caso el
resultado estd contenido en el teorema A.2. Entonces

L((y(t) < I ((v(1)) vt € (0, 1].
Por la definicion de ¢, se tiene que

< méx I x I5° = my.
ey < Iméx AM(v(1) < mmax I3 ((v(t)) = ma

Lo anterior es una contradiccién. Por lo que, ug # 0.
O

OBSERVACION 4.11. Combinando el teorema 3.3, que garantiza la existencia de su-
cesiones Palais-Smale acotadas (u,) para casi toda A\ € [%, 1], y que cumplen que
lim sup,,_, . un < cy; el Lema 4.7, que ayuda a que se cumplan las hipotesis del teore-
ma 3.3 para el funcional I; la observacién que si Iy — ¢ # 0, entonces ||u,|/ 5 - 0,y
el Lema 4.9 se deduce que I, tiene un punto critico no trivial para casi todo A € [3,1].
Asf, podemos decir que existe una sucesion ((\;,u;)) en [5,1]x H con A; — Ly u; # 0
que satisface I} (u;) =0y Iy, (u;) < cy,.

Demostracion del teorema 4.1.

Recordemos que I; = I, entonces definamos ¢ := ¢;.

La idea de la demostracién es probar que la sucesiéon de puntos criticos (u;), ob-
tenida en la seccion anterior, es acotada. Esta sucesion se conforma de los limites
débiles de las sucesiones BPS. También se tiene que probar que esta sucesion, for-
mada por los puntos criticos, es una sucesiéon de Palais-Smale para I y que satisface
limsup;_, ., I(u;) < ¢y [|u;,; - 0. Con esto podemos aplicar el Lema 4.7 y obtener
asi un punto critico para I, lo cual ayuda a finalizar la demostracion del teorema 4.1.
Para probar que (u;) es acotada se necesita la siguiente identidad de tipo Pohozaev.

PROPOSICION 4.12. Sea u(x) un punto critico de I, con A € [% , 1] arbitrario;

2
entonces u(x) satisface
N —2

N
—/ |Vul? do+— V(z)u® de+ 5 VV (z)zu? dx—N)\/ F(u) dz =0.
2 RN 2 Jr~ RN RN
(4-17)

DEMOSTRACION. Si u(x) es punto critico de Iy, entonces se satisface la siguiente
ecuacion

—Au(z) + V(z)u(z) = M(u(z)), uwe H(RY)=H.

Entonces, tenemos que
V(z)u(z) = Au(z) + Mf(u(z)).
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Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por = - Vu(x), que esta en R, se
tiene

(V(x)u(z))x - Vu(z) = (Au(z) + Af(u(x)))z - Vu(zx).
Desarrollando la expresién anterior, y tomando por facilidad V =V (z) y u = u(z)
(Vu)x - Vu = (Au+ Af(u))x - Vu.
Por tanto,
Vuz-Vu = Aux-Vu+ Af(u)x - Vu.

En lo siguiente usaremos que u y sus primeras y segundas derivadas parciales tie-
nen decaimiento exponencial al infinito. Esto es una consecuencia de que V., > 0.
Integrando sobre RY tenemos que

/ Vux- -Vudr = / Au (z - Vu) dm+/ M(u)x - Vu de. (4-18)
RN RN RN
Notemos que

div(3Vu*z) = [V -Vulz] = Vutz;
(Vu Jxi + Vu )
( (2 V)u® + V2ug—£]xi + Vu2>
[w* VV -2+ V2u Vu -z + NVu?]
W VV -z +Vuz-Vu+ SV

MMM

N—= N= N= N= N

Asf, Vu z - Vu = div(Vulz) — 3u? VV -z — TV,

También,

div[(xz - Vu)Vu] =

() %Zﬂxmffsmﬁ) NS OIY
Vuf? + 5, (20022 (2 22)]) + (@ Vu) a
= |Vul’ + %, (Z[ 2@1(5—;)20 +(z-Vu) Au

= |Vu|2+x-v<

+ (z - Vu) A u.

Ahora
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WP () - se ()

Por lo tanto,

2 2
(x - Vu)Au = div [(:U -Vu)Vu —x <|V2u| )] + NWTM — |Vul?

= div [(m V) Vu — z (‘V;Fﬂ + N; 2\Vul?).

Por 1ltimo,
div(xF(u)) = V-zF(u) =

>
- ¥
>

o (@ ())

(i F
< x; —u—i—F(u))
= f(u)(x-Vu) + NF(u).

Por lo tanto, multiplicando por A la ecuacién anterior tenemos que Af(u)(z - Vu) =
div(zAF(u)) — NAF(u).

Sustituyendo la expresién anterior en (4-18) se tiene que

Jan (div [3Vulz] — w2 VV -z — %

?) do
fRN (div {(z -Vu)Vu —x <|V2uz>} + N- |Vu|2) der + )\fRN (div [z F(u)] — NF(u)) dx.
(4-19)

Usando el teorema de Gauss y viendo a RY como unién de bolas de radio k centradas
en el origen (véase [4], proposicion 1), en (4-19) se tiene lo que querfamos,es decir,

N—2
fRN (_%UQ VV T — %VUQ) dl’ = fRN T|VU|2 d.’I/' — )\fRN NF(U,) de‘

U
Aplicaremos la proposicién anterior a cada elemento de la sucesion ((\;,u;)) en

[% , 1] x H, que se obtuvo antes.

PROPOSICION 4.13. Supongamos las hipdtesis (f1)-(f5), (v1)-(v4). Entonces conclui-
mos que la sucesion (u;) de puntos criticos en H, descrita en la observacidn 4.11, es
acotada.
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DEMOSTRACION. Sabemos que Iy, (u;) < ey < c1. La primera desigualdad se mues-
tra en el Lema 4.9, mientras que la segunda es consecuencia de que el mapeo A — ¢y
es continuo y decreciente. Por tanto,

VI

Iy, (u;) = %AN(|Vuj|2+V(x)u?) dx — A, /RN F(u;) de <cu.

Multiplicando por N ambos lados de la desigualdad tenemos que

N
RN RN
Lo anterior se puede escribir de la siguiente manera
Jan IV do — [on [Vus? do+ 5 [on ([Vus 2 + V(z)u3) dv — NXj [pn F(uj) de < Ney.

1
2

Por la proposicion 4.12,
/]RN Vu,|* doe — 1 . VV (z)au? dr < Nei. (4-20)

La hipétesis (v4) nos dice que Jp € LAHRYN) N WL(RY) tal que |z||VV(z)| <
(o())?%. Por propiedades de la integral aplicadas a (4-20), y usando la hipétesis (v4),
obtenemos que

/RN |Vu|* < %/RN uj ¢* + Ney. (4-21)
Como u; es punto critico

I3, (u;) (9*u;) = 0.

Desarrollando la derivada

Vu;V(o®u;) dr + V(z)uip® do = >\j/ fuj)up* de. (4-22)
RN

RN RN

Por (f4) lim,_, ;0 £ = +00. Entonces, para toda L > 0 existe C(L) > 0 tal que

S

f(s)s > Ls* — C(L) para todo s € R.

Asi tenemos que
fRN (uj)ujp? > fRN Lu]gp - C(L) f]RN p* = Lf]R{N U?SDQ - C(L) fRN 0.
Sabemos que C(L) [pn ¢* dx =: C5(L) > 0, porque ¢ € L?. Entonces,
/ flup)u® > L/ uip? — Cy(L),
RN RN

en unién con (4-22),

Vu,; V(o?u,) dx—i—/ V(z)uip® do > A, [L/ wip? do — Cy(L)| . (4-23)
RN

RN RN
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Notemos lo siguiente:
| Jox Vi V(@) = | Jon (0°Vy | + 200V Vuy)|

< Jon DIV +2 fon [yl [0l VeV,
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

/ Vujw?uj)]s [ evul 2 [l 196l 19,
RN RN RN

La propiedad de nimeros reales; 0 < (a—b)? = a*>—2ab+b*, implica que 2ab < a®+b?,
nos permite decir que

| Jen VsV (0" )| < fon @IV + fou lusl* [0 do + [en [Vel? [Vl

< (el + IVl fan IV + fon lugl* lol*.

Luego, aplicando (4-21) a la desigualdad anterior, tenemos que

[ Vuvu < Qe+ 1902 (3 [ @ w8 )+ [ i
RN RN 2 RN

Entonces, para alguna C3 > 0, se cumple que

[ vuvn<c [ it e (+-24)

RN

Por la hipétesis (v3), sabemos que

/ V(yc)u?go2 dx < Voo/ u32g02 dzx. (4-25)
RN RN
Juntando (4-23) y (4-25), se tiene que

Vu,; V(o*u,) —|—VOO/

RN

u?gp2 >\ {L /RN u?ch — C’Q(L)} . (4-26)

RN

Juntando (4-24) y (4-26),

Cg/ u? @ —|—C73+Voo/ uwie? >\ [L/ ulp? —CQ(L)}.
RN RN RN

Entonces,

)\j_l |:(C3 —|—Voo)/ u? QO2 + 03:| > L/ U?QOQ - Cg(L)
RN RN

Lo que implica que

2(Ca+ Vi) |

Nu?apz +ZC’32L/ u22 — Cy(L).
R

RN
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Tomando L > 0 suficientemente grande para que L > 2(C3 + V) tenemos que

2C5 + Co(L)
202 4 < 258 :
/RNUJSO +_L—2(03—|—VOO)

Lo que nos dice que [y u3 ¢® es acotado, y, por (4-21), [~ |Vu,|? también es acotado.

2
sl = [ o
RN

Ahora, vamos a probar que

2/N

se mantiene acotada cuando j — oo. Para ello definimos r; := ||u;[|5"", y supongamos
que
r; — oo cuando j — oo.
Sea U;(z) = u;(r;x), entonces
Vi, (x) = r;Vu;(r;x).
Por el teorema de cambio de variable,
_ 2 _ 2
IVl =i~ [Vl -
También, por el teorema de cambio de variable,
S 2 2
5115 = 57 Mlugll; = 1. (4-27)

En particular la sucesién (1) es acotada en H (recordar que el problema tratado
aqui es con N > 2). Podemos observar que 1, al usar la regla de la cadena, es una
solucion débil de

1
r2

J

Ati; + V(r;o)i; = \jf(T;) en RY. (4-28)

Ahora tomemos una sucesién (y;) C RY y definimos v; € H como una traslacién de
; definida por v;(z) = @;(x + y;). Como la sucesién (v;) es acotada en H podemos
suponer que existe v € H tal que

v; = en H,
vj(z) = v(z)  para casi todo z € RY,
vj = v en LITHRYN) ¢ L2 (RY).

De las tres afirmaciones anteriores, la segunda se da de forma inmediata por la con-
vergencia anterior. Para la tercera véase [20], Capitulo 22, teorema 2.

Cada v; es solucién débil de

1
— A +V (rj(z +y5)) v = Ajf ()

J
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (y;) tiene a lo mas un punto de
agregacién en RYV.

En consecuencia, V (r;(x 4 y;)) = Vi para casi todo x € RY. El teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue implica que, para ¢ € D(RY) fijo,

= 11/Inj—>oo fRN <)\jf<Uj) - V(T‘j(l’ + yj))vj> w dx

= fRN (f(v) = Voou) ¢ dz.

pt1
Aqui usamos que f(v;) — f(v) en L, (RY) por las propiedades de f.
Como ¢ € D(RY) fue arbitraria, f(v(z)) = Vv(z) para casi todo z € RY. Después
de cambiar v en un conjunto nulo, podemos suponer que f(v) = Vooven RY yv € H
todavia es cierto. No sabemos si v es continuo pero usaremos que v es Lipschitz

continuo en casi cada linea en RY como sigue: definimos los conjuntos
Ay ={2 e RNVt e R: v(a,t) =0}
Ay = {2’ € RVt —— v(2/,t) es continuo y Ity € R: v(x',ty) # 0}
Az = {2/ € RY7|t — v(2/, ) no es continuo}.

Entonces {A;, Ay, A3} forman una particién de RV~1. A3 es un conjunto nulo (véase
[29], teorema 2.1.4). Si 2’ € As, el teorema del valor intermedio y el hecho de que 0
es un cero aislado de s — f(s) — s implica que

(', t)| > p:=min{s € R\ {0}|f(s) — s =0} > 0.

Si Ay no fuera nulo en RN~! entonces tendriamos oo > ||v]|5 > ngxR v? > fAsz p? =
00, una contradiccién. Entonces Ay es nulo en RY™! y luego, como (Ay U A3) x R es
nulo en RY, v(z) = 0 para casi todo z € RY, es decir, v; — 0 en L2 (RY). Por lo
tanto,

/ W (x + y;) dz — 0 cuando j — oo. (4-29)
B1(0)
Vamos a probar que
sup / ~]2 — 0 cuando j — co. (4-30)
z€RN J By (x)

Para cada j escogemos y; € R tal que

~2 o 1
/ u; > sup / - .
Bi(y;) zeRN J By (z) J
Ahora (4-29) implica (4-30).

Ahora tenemos que usar el siguiente Lema:
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LEMA 4.14. Supongamos que (v,) es acotada en H y que

sup / v, |2 — 0.
2€RN J By (2)

Entonces ||v,||, — 0 para r € (2,2N/(N — 2)), donde N > 3, y para r € (2,00),
donde N = 1,2.

Para la demostracién de este resultado (véase [21], Lema 1.1).
Continuaciéon de la demostracion de la proposicion 4.13.

Notemos que la sucesion (1i;) es acotada por (4-27), y, por (4-30), satisface las hipéte-
sis del Lema 4.14. Consideremos ademés el valor p dado en las hipotesis de f, con-
cluimos que [|G;||,,, — 0 cuando j — oc.

Sea 0 > 0. Por el Lema 4.6 existe Cs > 0 tal que

|£(s)]|s| < ds* + Cs|s|P™ Vs e R.

Haciendo s = 1, integrando respecto a z, usando la ecuacién (4-27) y recordando el
Lema 4.14, que nos dice que ||1;|| ,, — 0 cuando j — oo, tenemos que

JREOO

Como es para toda 6 > 0, se tiene que [, (f(1;))0; dz — 0 cuando j — oo.

p+1

< 5 ||i]]5 + Cs HuJHerl — ¢ cuando j — 0. (4-31)

Mostremos que
lim V(rjx)f@ dr = V. (4-32)

Jj—roo RN

Para ver esto, sea ¢ > 0. Existe N € N tal que para toda j > Ny y € RV \ B, (0)
se tiene que |V (y) — V| < e. Para j > N esto implica que

| Jen (V(rj2) = Vo) T da]
< fB |V (rjz) — Vol ﬁ? dx + fRN\Bl(O) |V (rjz) — Vol ﬁ? dx

(4—27)
< 2||V|| fB O)uj +e

— ¢, para j — 00, por (4-30).
Dejando € — 0 mostramos (4-32), otra vez usando (4-27).

Ahora, como para cada j € N @; es una solucién débil de (4-28); (4-32) y (4-31)
implican

1
J RN

RN
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una contradiccién. En consecuencia, (r;) es acotada, lo cual termina la demostracion.
O

OBSERVACION 4.15. Cuando N > 3, probar que ||u; H; es acotada resulta mas directo.
Sabemos que I, (u;)u; = 0, por lo tanto

/]RN |Vuj|2 + V(.r)uj2 de =\ /RN f(uj)u; de.
Como en la demostracién del Lema 4.6 existe C' > 0 tal que
f(s)s < %52 +Cs* VseR.
Usando la definicién de aq se sigue que
o ||u]||§ < f[RN (|Vuj|2 + Vu?)
= Jan fuj)u;

2 2*
< G gl + C gl -

Usando el teorema 2.17 tenemos que
2 2 2+
ao llujlly < G lluilly + C IVl

2
Esto prueba que ||u;||; es acotada, ya que |[Vu;|| es acotada por como observamos
en la demostracién de la proposicién 4.13.

LEMA 4.16. Dadas las hipdtesis (v1)-(v4), (f1)-(f5). Se tiene que la sucesion (u;) C
H de la observacion 4.11 es una sucesion de Palais-Smale para I, que satisface que
tim sup, .. 1(;) < ¢ y [[us]l = 0.

DEMOSTRACION. Podemos ver que, por la proposicién 4.8, ||u;||,, - 0. Ahora tene-
mos que

I(4;) = Iy, (u;) + (o — 1) / F(uy) dr. (4-33)

RN
Como (u;) es acotada, [px F(u;)de permanece acotada cuando j — oo. También,
Iy, (u;) < cy; por el Lema 4.9, y, por el Lema 3.12, lim;_,, cy; = c. Entonces, por
(4-33), obtenemos que
limsup I (u;) <ec.

j—00
Y en el dual de H,
I'(uy) = I}, (uy) + (A — 1) f(uy),

Entonces, lim;_,, I'(u;) = 0.

Demostracion del teorema 4.1.
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DEMOSTRACION. La proposicién 4.13 nos dice que la sucesién (u;) de la observacién
4.11 es acotada en H y el Lema 4.16 que esa misma sucesion es una sucesion de
Palais-Smale para la que limsup, . I(u;) < cy [|uj|l, = 0, es decir, satisface las
hipétesis del Lema 4.9 para A = 1. Entonces [ tiene un punto critico no trivial y por
tanto el problema tiene una solucién positiva.

O
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Apéndice A

Problema auténomo

Aqui los siguientes resultados involucran a N = 1. Definimos el siguiente problema
auténomo

— Au=g(u) parauec H'(RY)=H. (A-1)

Con las hipétesis para g:
(g0) g € C(R,R)) e impar.

(g1) —oo < liminf, o2 < lfimsup, @ =—v<0Opara N >3y

lim,_, @ =—-v<(0 para N=1,2.
(g2) limg g |g£—§)| =0 p= % para N > 3y cuando N = 2, para toda o > 0, existe
C, > 0 tal que

g(s)| < Cae™” Vs > 0.

(g3) Cuando N > 2, existe & > 0 tal que G(&) > 0. Cuando N = 1, existe & > 0
tal que

G§)<0. VE€(0, &), G(&) =0 y g(&)>0.

DEFINICION A.1. Una solucién v de (A-1) es llamada una solucién de minima energia
si y solo si

J(v) =m, dondem = inf{J(u) | u € H'(RY) — {0} es solucién de (A — 1)}.

J: HY(RY) — R, el funcional correspondiente a (A-1)

s =4 [ vl = [ 6t
con G(s) = [ g(r) dr.

TEOREMA A.2. J esta bien definido y de clase C'. Mds ain, m > 0, y existe una
solucion de energia minima w de (A-1), la cual es una solucion cldsica y satisface
w > 0 sobre RV,

Para consultar la demostracién de este teorema véase [16], teorema 0.1.
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TEOREMA A.3. Supongamos (g0)-(g3). Entonces

Ly ={yeC(o, 1], H'([R")) | 4(0) =0, y J(+(1)) <0} #2 y

— inf méax J(~(t)) > 0.
m = Inf mix (v(t))

Mas ain, para cualquier solucion de energia minima w de (A-1) dada por el teorema
anterior, existe v € I' tal que y(t)(x) > 0 para cualquier {t,z) € (0, 1] xRN, we

([0, 1]) ¥y

3 ) = m.
ggﬁJ(v())) m

Para consultar la demostracién de este teorema véase [16], teorema 0.2.
PROPOSICION A.4. Bajo las hipdtesis (g1)-(g2), existen ¢; > 0 y &y tales que
J(u) = a1 ||u||H1(RN) ; donde ||u||H1(]RN) < dp. (A-2)

Para consultar la demostraciéon de este teorema véase [16], lema 1.1 y observacién
1.2.
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