UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
POSGRADO CONJUNTO EN CIENCIAS MATEMATICAS
UNAM - UMSNH

DISTRIBUCION DE LOS NUMEROS PRIMOS CON PONDERACION

TESIS

Que para optar por el grado de:
Maestro en Ciencias Matemdticas

Presenta:
Richar Nicoldas Chacén Serna
richar@matmor.unam.mx

Tutor:
Dr. Eugenio Balanzario Gutiérrez
euba@matmor.unam.mx
Centro de Ciencias Matematicas, UNAM Morelia

Morelia, Michoacan, México
Septiembre de 2019



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Agradecimientos

Esta tesis se hace con el auspicio de la beca para maestria que otorga CONACYT y al pro-
yecto de investigacion 250747 a cargo del Doctor Noé Barcenas Torres.

Quiero expresar mi agradecimiento al Doctor Eugenio Balanzario por ser el guia para realizar
este trabajo, por sus observaciones y su constante apoyo. A todo el personal del Centro de
Ciencias Matematicas (CCM) y de la UMSNH, en especial a Morelia Alvarez, Lidia Gonzélez,
Valdemar Orozco, Elmar Wagner y Noé Barcenas por su aliento para finalizar este trabajo.
A todos mis companeros del CCM por su apoyo y comprension.

A mi familia de Colombia por su gran apoyo econémico y emocional para poder estar aca,
a la familia Zepeda Cancino por su calidez de vivir en su casa, a Ivett Pérez por su amor y
compainia, y finalmente, a la familia de dona Ofe por su comida y calidad humana.






Indice general

I iccon

[ Prefimi |

(1.1.1. El producto de Dirichlet| . . . . . . ... ... ... ... ... .. ..
(1.2. Funciones suma con ponderacion| . . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
[1.3. Integrales de Riemann-Stieltjes| . . . . . . . . ... . ... ... ... ....

[2. Transformada de Mellin-Stieltjes|
2.1, Definicion de Ia transformadal . . . . . . .. ..o o000
[2.2. Regiones de convergencial. . . . . . . . . . ... L
[2.2.1. Abscisa de convergencia y abscisa de convergencia absolutal . . . . . .
[2.3. Propiedades multiplicativas de la transformada | . . . . . . . ... ... ...
[2.4. Propiedades analiticas de la transformadal . . . . .. .. .. ... ... ...

[3. Teorema de los Niimeros Primos (TNP) con ponderacion

[3.3. Continuacion analitica de ( v propiedades basicas| . . . . . . ... ... ...
[3.4. 'T'NP con ponderacion| . . . . . . . . .. .. ...

25
25
29
31
38
41






Introduccion

Los matematicos que estudian la aritmética (teorfa de ntiimeros), desde Euclides, pero sobre
todo desde Euler, se han esforzado por reducir progresivamente la imprevisibilidad de la
aparicion de los niimeros primos entre la sucesiéon de nimeros enteros positivos,

2,3,5,7,11,13,17, 19, . ..

Sea x > 1 un numero real. La cantidad de primos que no exceden a x se denota usualmente
por

m(z)= > L

pPsT
p primo

Esta funcion mide qué tan abundantes son los niimeros primos entre los enteros. Examina-
remos los resultados mas basicos concernientes a ella. Se observa que lim,_,, m(z) = 0o y se
plantea el problema de expresar m(z) en funcién de = cuando x tiende hacia el infinito. El
problema se ha resuelto (parcialmente), de manera cada vez més precisa por los trabajos de
Legendre, Gauss, Chebyshev, Riemann, Hadamard, La Vallée Poussin, Landau, etc.

Como primer resultado, Gauss y Legendre conjeturaron a finales del siglo XVIII que para x
suficientemente grande, 7(z) tiene densidad asintética 1/logz. Més precisamente,

TG Y (1)
z=o0 1/ log

Esta relacion se conoce como el Teorema de los Numeros Primos (TNP). Riemann fue el
primero en descubrir el magnifico hecho de que éste teorema aritmético y el problema gene-
ral, estdn estrechamente relacionados con las propiedades analiticas de su funcién zeta (ver
Riemann (1859)), (mediante R(s) se denota la parte real de s),

C(s):= L R(s) > 1.

—,
n=1 n
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A finales del siglo XIX, Hadamard y La Vallée Poussin de manera independiente, demos-
traron por primera vez (1). En los afios 1931 y 1932, Ikehara y Wiener demusetran el TNP
como consecuencia inmediata de algunos teoremas tauberianos desarrollados por Wiener (ver
Ikehara (1931) y Wiener (1932)).

Con el fin de desarrollar una teorfa para demostrar (1), en vez de enfrentarse directamente
con m(x), los tedricos de la aritmética consideran primero la funcién de Chebyshev definida
por

donde A : N — R es la funcién de von Mangoldt dada mediante
logp si n=pF, paraalginprimop y k€N,
A(n) =

0 en otro caso.

Como veremos en la Proposicion [I.T] el TNP es equivalente a

T—00 X

Mas atin, en Ingham (1932), se demuestra en el Teorema 23 que

(x) —x = O(xe V1087), (x — o00).
z . —ay/logz
7o) = || qorz = Ol V™), 00),

donde @ es una constante absoluta positiva (f(x) = O(g(z)), (r — o0) significa que |f(x)| <
Cyg(z), para todos los valores de x suficientemente grandes y C' es una constante positiva).
Se sabe que la Hipdtesis de Riemann es equivalente a

Y(x) — = O(xV/*) (r — 00), para cualquier € > 0, (2)

(ver Teorema 8.12 de Bateman & Diamond (2004)), la cual es una mejora considerable de la
estimacién del término de error de ¥ (x) — x.

Nuestro primer objetivo en la tesis sera demostrar el TNP via el Teorema tauberiano de
Wiener-Ikehara (ver seccién 3.2) que demostraremos usando ideas del andlisis de Fourier. El



II1

segundo objetivo (presentado en la seccién 3.4) serd generalizar el TNP mediante sumas de
ponderaciones adecuadas, que son de la forma

n

Glz) = gle(n)W () S (3)

T

Aqui, W : RT — R es la ponderacién que tomaremos como una funcién suficientemente
suave. En particular, probaremos que si W es una funciéon de densidad de una distribucion
de probabilidad, entonces

TEIC)

T—00 x

=1.

Las funciones suma con ponderacién como en (3) surgen de manera natural en la teoria ana-
litica de niimeros como un recurso técnico para resolver problemas concretos (ver Balanzario
(2001) y Hernandez (2002)).

En el Capitulo 1 definiremos los objetos aritméticos con los que trabajaremos (funciones
suma con ponderacién), ademds, definiremos la integral de Riemann-Stieltjes la cual serd
una herramienta béasica y adecuada para nuestros propoésitos de estudiar tales objetos. En
el Capitulo 2, introduciremos la transformada de Mellin-Stieltjes, la cual nos permitira re-
presentar nuestros objetos aritméticos en el mundo de lo continuo (variable compleja), y en
este mundo es en el que estan enunciados los teoremas mas importantes de la tesis, como lo
son el Teorema tauberiano de Wiener-Ikehara en el Capitulo 3, y las versiones cualitativa y
cuantitativa del Teorema de oscilacion de Landau en el Capitulo 4.

Nuestro tercer objetivo sera demostrar que la estimaciéon en (2) no es cierta cuando € = 0,
y més aun, que la funcién ¥ (z) — = oscila una infinidad de veces cuando z tiende hacia el
infinito. Es decir, que existen sucesiones z,, — oo y u, — oo tales que

L 1) Loy

¢(xn) — Ty > an ) ¢(un) —Up < _Bun ;

donde el factor 1—15 se cuantifica en términos del primer cero no trivial de la funcion zeta de
Riemann, en el sentido de que es el cero no trivial con parte imaginaria positiva mas pequena

en el plano complejo.

Finalmente, en el Ejemplo veremos como se reflejan estas oscilaciones en una funcion de
la forma (3), que codifica el conteo de los ntimeros primos con signo positivo y negativo.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones aritméticas

Definicién 1.1. Una funcién aritmética es una sucesion de ntimeros reales o complejos.
Es decir, es una funcién

f:N—=C,
donde N ={1,2/3,...}.

Observaciéon. Estaremos interesados inicamente en algunas funciones aritméticas con valo-
res en R, de esta forma, de ahora en adelante asumiremos esta condicion.

Ejemplo 1.1.

(1) La funcién aritmética
1(n) =1, para todo n € N,

serd llamada la funcién “uno”.

(2) La funcion p de Mobius se define mediante

1 si n=1,
pn) =< (=1)* si n=pi---pr, p1,-...px primos distintos,
0 si p? | n, para algn primo p.

(3) La funciéon A de von Mangoldt se define mediante

1
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logp si n=pF, paraalginprimop y k€N,
A(n) =

0 en otro caso.

Observacion. Como es costumbre en teoria de ntimeros, “log” denotara el logaritmo
natural.

La funciéon de von Mangoldt juega un papel importante en el estudio de la distribucion
de los niimeros primos, como veremos mas adelante.

1.1.1. El producto de Dirichlet

El producto de Dirichlet, o también conocido convolucién de Dirichlet, es una herramienta
fundamental para la teoria de niimeros multiplicativa.

Definicién 1.2. Sean f y g funciones aritméticas. Definimos el producto de Dirichlet
entre f y g, denotado f * g como la funcién aritmética dada por

(f*9)(n) =3 f(d)g (Z) .

dln

Si definimos ahora la suma de fy g, mediante (f +g)(n) = f(n)+ g(n), entonces esta suma,
junto con el producto de Dirichlet, dan al conjunto de las funciones aritméticas la estructura
de un anillo conmutativo con elemento identidad e definido por

(n) = 1 si n=1,
W=10 si n>1
Propiedades basicas:

1. El inverso multiplicativo de la funciéon p de Mobius es 1, es decir

1xpu=e.

Para una prueba de ésto ver pagina 12 de Balanzario (2003) o pagina 25 de Apostol
(1980). La anterior ecuacién junto con la asociatividad del producto de Dirichlet, nos
proporcionan la féormula de inversion de Mobius:

f=9x1 & g=/fxpn

para cualesquiera funciones aritméticas f y g.
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2. Identidad de Chebyshev: 1x A =log, esto es,

logn =Y A(d). (1.1)

dn

En efecto, si
— a1 ,,02 ak
n = pl p2 P pk

es la descomposicién de n en factores primos, entonces logp; aparece a; veces como
término en log n cuando este logaritmo se expande como una suma. Puesto que n tiene
exactamente a; divisores de la forma pj , entonces logp;, = A(p{ ) también aparece a;
veces como término en la suma del lado derecho de (1.1).

1.2. Funciones suma con ponderacion

Dada una funcién aritmética f : N — R, nos gustaria obtener una forma simple de saber su
valor f(n) para cada entero positivo n.

Este problema puede resultar bastante dificil, al menos para ciertas funciones aritméticas
cuyo comportamiento sea bastante erratico. Por ejemplo la funcién A oscila bastante entre
valores grandes y pequenios. Pues, si p; es el k-ésimo numero primo, A(px) = logpk, vy
log pr  puede ser tan grande como se quiera cuando k es suficientemente grande. Mientras
que A(pgpr+1) =0, para todo k.

Por otra parte, con mucha frecuencia es posible calcular el promedio de los valores de f(n)
cuando n corre el intervalo 1 < n < z. El promedio esta dado por la expresion

> fn).

En teoria analitica de niimeros se estudia el como evaluar estos promedios para algunas fun-
ciones aritméticas especificas, con el objetivo de resolver problemas muy concretos relativos
a los nimeros enteros (ver pagina 41 de Hildebrand (2005)).

A lo largo de esta tesis, RT denotard al conjunto de los niimeros reales positivos.
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Definiciéon 1.3.

1. Sea f una funcién aritmética. La funcién suma de f se define por medio de
F:R* - R, donde

F(z)=)Y_ f(n) siox>1,

y F(z)=0 si 0<z<1.

2. Si ademds, W : R™ — R dada por y — W(y) es una funcién con soporte compacto,
o una funcién de clase C* tal que W y todas sus derivadas tienden a cero cuando
y — 00, definimos la funcién suma ponderada de f por medio de G : RT — R
(R:=RU{—00,00}) donde,

Glx) = i sy (%) (1.2)

X

si x > 1y la anterior serie converge, G(z) =00 si x > 1y la serie anterior diverge, o
Gx)=0 si 0<z<l1.

W denotara la ponderacion de la funcién G definida anteriormente.

Observacién. Si la ponderacién W es una funcién de soporte compacto, es decir, W = 0
en (A, 00) para algin A > 0, entonces la serie en (1.2) converge porque

G < X fow (%),

n<Ax

y ésta ultima suma es finita.

El estudio del comportamiento de las funciones suma con ponderacion surge de manera natu-
ral en una variedad de contextos. Por ejemplo, como recurso técnico para resolver un problema
concreto: Teorema tauberiano de Shapiro (pégina 85 de Apostol (1980)) o ver corolario 8,
pagina 32 de la tesis de Hernandez (2002). También se usan para obtener el Teorema de los
Numeros Primos (TNP) con ponderacién arbitraria, como veremos mas adelante.

Ejemplo 1.2.
(1) Algunas funciones suma que nos interesaran son:

» [a funcién de Mertens

M(x) =Y u(n).
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(2)

» La funciéon de Chebyshev

» La funcién contadora de los niimeros primos positivos definida por Gauss como

m(z) =) 1.

p<T

Las funciones suma como en 1. de la Definicién 1.3, son casos particulares de funciones
suma ponderadas, en donde la ponderacién esta dada por medio de

)1 osi O<y<1,
W(y)_{o sio oy > 1.

Otro ejemplo es la funcién suma de A con ponderacién un nicleo de Landau alrededor
de x = 1, definido por

_ [ 140(y(1—y)? si 0<y<1,
Wiy) = { 0 si y>1.

En este caso, la funcién suma ponderada es

G(z) =140 3" An) (’; (1 _ "))3

n<x z

Consideremos f(n) = A(n), y una ponderacién con pardmetro L > 0 dada por
Wi(y) = e . De modo que (1.2) se convierte en

G(z) = iA(n)ewnL, si x> 1. (1.3)

Veremos en (2) del Ejemplo que la anterior serie converge para todo x > 1. El
parametro L lo escogemos de ésta manera con la intencion de que

| Wiy = L.

veremos mas adelante que esta ponderacion ejemplifica de una forma adecuada el TNP
con ponderaciéon arbitraria.

Estudiaremos el comportamiento asintético de algunas funciones suma ponderadas, y empe-
zaremos con la siguiente definicién.
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Definicién 1.4. (Notacién de Vinogradov y Landau). Sean g : R - R* y f:R — C.

1. Sien una vecindad de a € RU {oo} tenemos que |f(z)| < Kg(x) para una constante
K > 0, entonces escribimos

f(z) < g(z) obien f(z)=0(g(x)), cuando = — a.
: . Jl@) L
2. Si para a € RU {co} tenemos que lim “——= =0, escribimos
T—a g(x)

f(x) = olg(x)) (r —a).
/()

3. Si lim ~—= =1, escribimos

f(x)~glx)  (z—00),

y se lee “f es asintéticamente equivalente a g” cuando x — oc.

Observacién. Cuando la notacién de Vinogradov y Landau se usa sin un a € R U {0},
entonces debe entenderse que a = oo.

Ejemplo 1.3.
(1) Cuando = — oo, f(x) = o(g(z)) implica f(z) < g(x).

(2) Para demostrar la convergencia de la serie en ([1.3)), sea x > 1. Por definicién tenemos
que A(n) <logn, entonces

n

A(n) e" 75 <logn e 7=,

Por otra parte, e Iz = o(-5) cuando n — oo porque

_n
ne s — () cuando n — oo.

Luego, cuando n — 0o, e Iz < -5 y por consiguiente A(n)e™ Iz < k;;%". Debido a la
convergencia de la serie Y >, l‘;%", concluimos que la funcién G(z) en |D esta bien
definida. Més atin, por el test M de Weierstrass, hemos demostrado que G(x) converge

uniformemente para = > 1.




1.2. FUNCIONES SUMA CON PONDERACION 7

El Teorema de los Numeros Primos (TNP) asegura que

X

m(x) ~ gz

El primer objetivo de nuestro trabajo sera demostrar la anterior relaciéon asintética. Como
primer paso reformulamos nuestro problema con la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1. TNP es equivalente a ¢ (z) ~ x.

Demostracion. Esta demostracién es tomada de Ash & Novinger (2007). Recordando que
Y(x) = Yo A(n), por la definicién de A tenemos que

Y(x) = > my(z)logp,

psT
p primo

donde my,(z) es el natural més grande tal que p"(*) < . Observamos que

log x

OIS my(z)logp <logz <& mp(x)glogp'

Por lo tanto, m,(z) = [ng}, donde [] es la funcién parte entera. De esta manera,

logp
log =
¢<x>:z[ ] o8p < 15 logp = log n(x). (1.4)
p<T logp p<x

Sin embargo, si 1 < y < z, entonces

7(zr) =7(y) + Z 1 < 7(y)+ Z log p

y<p<z y<p<z 1Og )

> logp

y<p<z

(),

log

Y+
logy

y asi

().

<
m(x) <y+ oz y

Ahora, tomamos y = oz o1 la desigualdad anterior y obtenemos para x > 3 que

lg)

T 1

m(x) <

().

(log x)? * log z — 2log(log z)
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Por lo tanto

log x 1 log x P(x)
< . 1.
(@) x log = + logz — 2log(logz) = (15)
De (1.4) y (1.5) se sigue que
Y(x) < log x r(2) < 1 N log x ¢(m)
T x logz  logz —2log(logz) =«
De donde (x) ~ x siy sélo si TNP. O

1.3. Integrales de Riemann-Stieltjes

Vamos a introducir la integral de Riemann-Stieltjes y mencionaremos algunas de sus propie-
dades que vamos a usar a lo largo de este trabajo. Si el lector no esta familiarizado con la
teorfa, indicaremos qué teoremas bésicos asumiremos citandolos del libro de Apostol (1988).

Definicién 1.5. Sean F' una funcién de variaciéon acotada y g una funciéon continua en
un intervalo cerrado [a,b], y con valores en C. La integral de Riemann-Stieltjes se define
mediante

[ o)) = i > ()P ~ Pl

|P|—=0 <
1=

donde P ={a =29 <z <---<zxy =>b} esuna particion de [a,b], la norma de esta
particion es |P| = max{x; —z;_1 : 1 <i < N}, y paracada 1 < i< N, xf es un ntimero
en el intervalo [z;_1, x;].

Observacion. El limite que aparece en la ecuacion anterior existe debido al Teorema 7.27
de Apostol (1988), las hipétesis impuestas sobre F'y g son las que trabajaremos a lo largo
de la tesis.

Ejemplo 1.4. Sea g una funcién continua en [a, b], f una funcién aritmética y F' su funcién
suma. Entonces F' es de variaciéon acotada en [a,b] y por lo tanto

[ @ar ()
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existe. En efecto, F' es de variacién acotada porque si Vp[a,b] denota la variacién total de F
en [a, b, entonces

Vrla,b] == sup{Z(P)F P e gz[a,b]} = Y |f(n)| < oo

a<n<b

Donde Z|a, b] denota la coleccion de todas las particiones de [a,b], y > (P)p denota la suma
SN |F(z;) — F(z;_1)| correspondiente a la particion P = {a =29 < 7, < --- < oy = b} de
la, b].

Proposicién 1.2. (Integracién por partes). Sean g una funcién continua y F una funcién
de variacién acotada definidas ambas en [a, b]. Entonces

b

/a bg(w)dF<:c> = g(B)F(b) — g(a)F(a) — / F(2)dg(z).

a

La demostracién de esta proposiciéon puede verse en el Teorema 7.6 del libro de Apostol
(1988).

Notacion. Sea X > 1. Sean g una funcién continua y F una funcién de variacion acotada

definidas en [1 — 7, X], con 0 < n < 1. Asumimos que g tiene derivada continua en 1y
denotamos

/X g(x)dF(x) := lim * g(x)dF(x).

- o—1—J§

Luego de realizar una integracion por partes, el limite del lado derecho de la ecuacion anterior
existe debido a que g tiene derivada continua en 1 y al Teorema 7.32 de Apostol (1988).

Ejemplo 1.5. Sea F una funcién definida en R* con soporte [1,00) (F = 0en (0,1)) y de
variacién acotada en [1, X]. Entonces por la anterior proposicién

/IXdF:F(X)—F(l)—/led(l):F(X)_F(l)‘

Por otra parte, aplicando de nuevo la integracién por partes, tenemos que

Y aF = P(X).

1-

Por lo tanto

/i(dF:/lxdFJrF(l),
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X
lo cual indica que si F' es la funcién suma de una funciéon aritmética, la integral dF

-
depende del salto inicial F'(1).

La siguiente proposiciéon nos permite intuir que la integral de Riemann-Stieltjes proporciona,
bajo hipotesis adecuadas, un buen “transito” entre lo discreto y lo continuo.

Proposicién 1.3. Sean X > 1y f una funcién aritmética. Sea g una funciéon con derivada
continua en (0, X] y valores en C. Sea F' la funcién suma de f. Entonces

> fmgn) = [ g()dF(x).

n<X -

Demostracion. Por la integraciéon por partes tenemos que

[ o@)iF@) = (X)F(X) ~ 0)F(7) ~ [~ Fla) (@)

= [ gwir().

/2
Luego, es suficiente demostrar que

X

> g fn) = [ g(@)dF () (1.6)
= 1/2
Sea N = [X] ysea P={ =9 <z <---<ay=X} una particién de [3, X] con las

siguientes propiedades:

1. z, ¢ N paracada n=0,...,N —1 (posiblemente X € N).

2. Para cada natural n en [2

3, X], existen tinicos x,,_1,z, € P tales que z,_1 <n < z,.

Por definicion de F', tenemos que
F(x,) — F(x,-1) = f(n), para cada n=1,...,N.

Por lo tanto,

> 9(n)f(n) =3 gn)[F(za) = F(za-1)]. (1.7)
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Por otra parte, sea () un refinamiento de P, y sean z;_1, x; elementos en () tales que no existe
un entero en el intervalo [z;_1, x;], entonces

F(z;) — F(z;—1) =0,

y no se producen nuevos términos no nulos en la suma de la parte derecha de (1.7). Por lo
tanto,

/12 g(x)dF(r) = |g‘lilo Zl g(n)[F(x,) — F(x,_1)]
= \dm, ;{g(”)f(”) = g(g(n)f(n),
y obtenemos (1.6). .

Ejemplo 1.6. (Funcién zeta de Riemann). Sea s = ¢ + it un nimero complejo con o
y t en R. La funcién zeta de Riemann se define mediante

=1
((s) =) —, para o > 1.
n=1"

Tomando f(n) =1(n) =1y g(z) = 2* en la proposicién anterior, obtenemos

o0

¢(s) :/1 x* d[z], para o > 1.

En este caso, F(z) = Y ,<, 1(n) = [z] es la parte entera de z.

S

Ahora fijaremos una clase de funciones en las que serd posible tomar ciertas transformadas
en el futuro.

Definicién 1.6. Definimos a 1l como el conjunto de aquellas funciones F' : R™ — R tales
que

(i) F=0en (0,1).
(ii) F es continua a la derecha de cada punto x € R*.

(iii) F es de variacion acotada en [1, X] para cada X > 1.
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Ejemplo 1.7.
(1) Ya vimos en el Ejemplo que la funcién suma de una funcién aritmética esta en U.

(2) Probaremos que las funciones suma con ponderacién que nos interesaran estan en U.
Sea f una funcién aritmética y G una funciéon suma con ponderaciéon W como en 2. de
la Definicion [1.3] Dependiendo de qué f o W tomemos, resumiremos nuestra verifica-
cién en dos casos.

Caso 1. W tiene soporte compacto [0,1] y es acotada en este intervalo. Entonces
G(z) = Yo f(M)W(n/z), y para X > 1, G es de variacién acotada en [1, X]. En
efecto, aplicando el mismo argumento del ejemplo , la variacién total de G en [1, X]
es finita:

Vell, X] < K ) [f(n)] < o0,

n<X

donde K es una cota superior de W en [0, 1].

Caso 2. f(n) = A(n) y Wi(z) = e . Sea X > 1, probaremos que la funcién suma
ponderada G definida por medio de

G(z) = i A(n)Wp, <n> six>1,

tiene derivada continua en [1, X], y luego, por el Teorema 6.6 de Apostol (1988), G es
de variacién acotada en [1, X] y por lo tanto estd en .

En efecto, si fijamos L > 0, para cada n € N la funcién g,(x) := A(n)Wr(n/x) es de
clase C*°(0,00). Ahora, por el mismo razonamiento usado en (2) del Ejemplo [1.3| para
probar que la serie

iA(n)WL (Z)

converge uniformemente en x > 1, tenemos que la serie

> gn(z) converge uniformemente para z > 1, (1.8)
n=1

donde ¢’ es la derivada de g. Luego por el Teorema 9.14 de Apostol (1988), tenemos
que G'(z) existe y
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G'(z) =) g, (z) six>1.
n=1

Pero ademas, cada ¢/, es continua y por (1.8), G’ es continua para cada z > 1. En
particular, G es una funcién con derivada continua en [1, X].
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Capitulo 2

Transformada de Mellin-Stieltjes

2.1. Definicion de la transformada

Usaremos las ideas de Dirichlet y Riemann de asociar a una funcién aritmética una cierta
serie infinita, hoy dia llamada serie de Dirichlet. En este capitulo desarrollaremos una teoria
introductoria basada en la nocién de transformada de Mellin-Stieltjes, la cual generaliza la
serie de Dirichlet.

De ahora en adelante, un ntimero complejo s lo expresaremos en la forma s = ¢ + it con
o,t € R. Sicesun nimero real, escribiremos ¢ > ¢ para denotar el conjunto {s € C: o > c}.

Sea F' : RT — R que satisface (ii) y (iii) de la definicién construimos la integral de
Riemann-Stieltjes impropia

) X
/ x *dF(x) := lim r *dF(x),

- X—oo J1-
si existe. Sea S el conjunto de puntos s € C para los cuales esta integral converge.
Definicién 2.1. La transformada de Mellin-Stieltjes (M-S) asociada a F' es definida
por

Ps) = / TedF(r),  seS.

Observacion. Los teoremas més importantes que veremos en esta tesis implican que las
singularidades de F' determinan el comportamiento asintético de F'(z) cuando x — 0.

15
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Ejemplo 2.1.

(1) Sea f una funcién aritmética y F' su funcién suma. Por la Proposicién tenemos
que

~ el n
F(s):zf(), se€S.
n=1 n’
Esta tltima serie es la conocida serie de Dirichlet asociada a f.

(2) Sean Fi(x) =z, paratodo x € R y F,:R* — R, definida por

r st x=>1,
F2(x)—{0 si oz <1.

Aqui F; ¢ U, mientras que F» € U. Observamos que para o > 1,

1
s—1

Fi(s) = /loo x %dr =

Ahora, para calcular ]/7;, observamos que para X > 1,

X X

/ x%dFy(z) = X °Fy(X) + s/ x°dx.
1

Luego, para o > 1

= o0 s 1
Fg(s):s/1 x_sdxzs_lzs_l—i-l.

En el préximo teorema veremos que una condicién necesaria y suficiente para que F'(s)
converja, es que F' sea de crecimiento polinomial, es decir, F'(x) < x. Pero la necesidad dice
aun mas: F(x) = o(z?) si ¢ > 0, y ésto serd crucial en lo que sigue.

Teorema 2.1. Sea F' € ll. Supongamos que F'(r) < z° para algtin o > 0. Si o > a,

entonces F(s) = [z %dF(x) converge. Reciprocamente, suponga que F(s) converge para
algiin s € C. Entonces

F(z) = o(x7), si 0>0. (2.1)
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Demostracion. Supongamos que F(z) < % para algin o > 0. Sea ¢ > a. Entonces

Fs)= lim [ o *dF(z) = lim |X~F(X REACON
()= Jim [ a7rdP@) = Y |XOPO0+s [0S
>~ F(z)
= 3/1 o) dx,
y esta ultima integral converge porque
F(x) 1
s+l plo—a)+1°

Reciprocamente, supongamos que [ := [{Z a2 °dF(x) converge para algin s = ¢ + it con
o > 0. Sean

Cly) = [ t2dF@t) v h(y) = — /yoot‘SdF(t).

-
Por el Teorema Fundamental del Calculo e integraciéon por partes, tenemos que

xT

F(z) = /xdF(y)Z y*dC(y)

— 1-

= [Cydicw) -8 = [ yan)

= 2°h(z) + /:) y °dF(y) — s /136 v h(y)dy.

Por consiguiente

Fl(x ; 1G] s [T .
(U) =z'h(z)+— —— [ ¥ 'h(y)dy.
T T )1
Claramente
o h(r) + £ — 0 cuando z — oo.
mO’

Ahora, por el Teorema del Valor Medio para integrales

1
r—1

/lx y ' h(y)dy = H(c),

con H(z):=25'h(x) y c=c(x) €[l,z]. Luego
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1 e
f/l y* h(y)dy =

xo

r—1

H(c) =0 cuando ¢ — 0.
xa’

Por lo tanto

i/ v 'h(y)dy — 0 cuando x — o0.
x% J1

Corolario 2.1. Sea F' € Wl y suponga que [/X z *dF(x) converge para algin s € C con
R(s) > 0. Entonces

F(s) = s/loo F(x)dx (2.2)

s+l :

Demostracion. Sea X > 1. Haciendo integraciéon por partes tenemos que

X s X F(x)
/_ r%dF(z) =X F(X)+3/1 s dx.
Debido a (2.1 del teorema anterior, se deduce que
lim X °F(X)=0
X =00
y por lo tanto obtenemos (2.2). O

2.2. Regiones de convergencia

Queremos definir ahora cuindo una transformada de M-S F (s) converge absolutamente para
un s € C. Para ello necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Sea F' : R — R tal que F(z) = 0 si + < 1. Definimos la funcién de
variacién total de F' como

F,:R" - R,

donde F,(z) = Vp[0,z] es la variacién total de F' en [0, ], como fue definida en el Ejemplo

L4
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Algunas propiedades conocidas de F, son las siguientes:

e [, es creciente.

e Si F' es creciente, entonces F, = F.

Ejemplo 2.2. Si f es una funcién aritmética y F' es su funcién suma, el Ejemplo prueba
que

Fy(z) =>_If(n)l.

n<x

Definicién 2.3. Sea F el y s € C. Decimos que F converge absolutamente en s si

/io r 7dF,(r) < oo,

donde o = R(s) denota la parte real de s.

Ejemplo 2.3. Si F es la funcién suma de una funcién aritmética f, entonces por el Ejemplo

2.1, F(s)=>22, @ y F converge absolutamente en s si, y sélo si >, % converge.

2.2.1. Abscisa de convergencia y abscisa de convergencia absoluta

Repasaremos lo que se conoce acerca de las regiones en las que una transformada de Mellin-
Stieltjes converge.

Lema 2.1. Sean F € U y sg = 0gg+itp € C con g = R(sg) > 0. Si [{Z 2 *°dF(x) converge,
entonces [~ x~*dF(x) converge en el semiplano abierto {s: o > og}.

Demostracion. Si [ x~%°dF (z) converge, entonces por (2.1)) del Teorema 2.1,

F(x) = o(z”) = o(x7°7), para cualquier ¢ > 0 fijo.

Ahora, la primera parte de este mismo teorema garantiza que F (s) converge en o > g + €.
Debido a que € es arbitrario, F'(s) converge en el semiplano o > 0. m
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En el caso en que F converja en algunos puntos s € C y diverja en otros, el anterior lema nos
dice que la region de convergencia es un semiplano de la forma {s: o > oy} y posiblemente
en algunos puntos de la recta vertical o = oy.

Definicién 2.4. Para una transformada de M-S F , definimos

1. 0, = ac(ﬁ’), la abscisa de convergencia de F, por

0. =inf{oc € R: F(s) converge para algin s, con o = R(s)}.

2. 0, = aa(ﬁ), la abscisa de convergencia absoluta de F', por
o, =nf{oc e R: / x %dF,(z) < oo}.
-

3. Si F converge en un punto s € C, pero no absolutamente, decimos que la convergencia
en s es condicional.

Observacion. Para cualquier transformada de M-S, o, > o.. En efecto, sea F' € U tal que
F' converge absolutamente en s, entonces

F(s)| = < [T adF@)

/OO r *dF(x)

< / T | Fy(2)] = / T 2o dE(x).

1- 1=

En la dltima igualdad, d|F,(z)| = dF,(x) porque F, es creciente.

Ejemplo 2.4.

(1) La funcién zeta de Riemann definida en el Ejemplo [1.6| tiene

o. =0, = 1.

(2) Sea F(z) = ¥,c,(—1)"t!. De modo que F(s) = ¥©° D" Claramente o, =

n=1 ns

0,(F) =1. Por otra parte, tenemos que o. = 0.

En efecto, por el criterio de Leibniz para series alternadas, F (s) converge para todo
(=nt!

ns

nimero real s > 0. Ademas, para s < 0, la serie > >, diverge porque la

S

. —1)nt1 . ;.
sucesion % no tiene limite cuando n — 0.
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2.3. Propiedades multiplicativas de la transformada

En el proximo teorema vamos a calcular la transformada de Mellin-Stieltjes de cualquier
funcién suma con ponderacién. Antes introducimos otra transformada que siempre ha sido
util en la teoria analitica de niimeros.

Definicién 2.5 (Transformada de Mellin). Si W : Rt — R, definimos la transformada
de Mellin asociada a W como

WM (s) = /OOO W(x)z* 'd, (2.3)

para aquellos niimeros complejos s en los que la anterior integral converge.

Observacion. Como en la transformada de M-S, la transformada de Mellin de una funciéon
tiene asociada una abscisa de convergencia y una abscisa de convergencia absoluta que son
definidas de la misma forma. En este caso la transformada de Mellin converge absolutamente
en un s si la integral en (2.3) converge absolutamente.

Ejemplo 2.5 (Funcion Gamma). La funcién Gamma se define por medio de la transfor-

mada de Mellin de la funcién e=*:

[(s) = /OOO e "z ldx, R(s) > 0.

En este caso la abscisa de convergencia y la abscisa de convergencia absoluta son ambas
iguales a cero.

Teorema 2.2. Sea G la funciéon suma de f con ponderacion W. Supongamos que la serie
que define a G en (1.2)) converge para todo x > 0, y que G € U. Entonces

~

G(s) = F(s) s WM (s), (2.4)

~

para R(s) =: 0 > max{o,(F),0,(W),0}. Donde F es la funcién suma de f, y o,(IV) es la
abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Mellin asociada a W.

Demostracion. Sea o > max{o,(F),o,(W),0}. Supondremos que G(s) existe y al final de
la prueba explicaremos la razon de su existencia a partir de la hipdtesis impuesta sobre o.
Como o > 0, del Corolario [2.1] tenemos que

G(s) = s/loo 5 G (r)dr = s/oo v G () dx.

0
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Por otra parte, de la Proposicién se deduce que

Gy = ["w <t> dF (1),

X

donde F(t) = Y,«; f(n) es la funcién suma de f. Por consiguiente,

G(s) = S/OO v G(x)dr = S/OOO x5! /io W (t) dF (t)dx

0 X
el o] sl t

= s [T [Taw () dx dF(t).
- JO X

El intercambio en el orden de integracion en la tdltima igualdad se justifica debido a que las
transformadas de 'y W convergen absolutamente en s. Dejando a ¢ fijo y haciendo el cambio
de variable y = %, tenemos que

/OO W <t) dr = /OO 5y W (y)dy.
0 0

x
Por lo tanto,

O(s) = s /1 b /Ooot_sys_ll/[/(y)dy dF(t)
= s [ tdF() /0 Ty (y)dy

1-

= s F(s) WM(s).

Finalmente, bajo nuestra suposicién sobre o, F (s) y WM(s) existen y por lo tanto, debido a
la ultima cadena de igualdades, G(s) existe. O

Corolario 2.2. Sean f, h funciones aritméticas y g = f * h su producto de Dirichlet. Si G,
F'y H son las funciones suma de g, f y h respectivamente, y si o > méx{o,(F),o,(H),0}.
Entonces

~ —

G(s) = F(s)H(s).

Equivalentemente,
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Demostracion. Primero observamos que

Glx) =3 (f=h)(n) = > > f(k)h())

n<x n<r kj=n

= > f(kh(5)

= SR X b =X fwH (7).
k<z j<z/k k<

Luego G(z) =Y ,<. f(n)H (%) Consideremos la ponderacion

W(y):{H(l) si 0<y<1,

y
si y > 1.

Asi, G es la funcién suma ponderada G(z) =>00, f(n)W (g) Por otra parte, si hacemos

el cambio de variable z = %, tenemos que

1 1 oo H —
sWM(s) = 5/0 v H (y) dy = 3/1 Is(fl) dr = H(s),

y debido al teorema anterior,

Ejemplo 2.6. Las series - # Y D ons1 % convergen absolutamente para ¢ > 1. Debido
aque 1xpu=-e, donde e es el elemento identidad en el producto de Dirichlet, tenemos por
el corolario anterior que

n

(s) 2 u(zl) _ i 67(17;) _1

Lo anterior demuestra que la funcién ¢ no tiene ceros en o > 1.
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2.4. Propiedades analiticas de la transformada

Una serie de potencias define una funcién, la cual es analitica en al menos su disco abierto de
convergencia. Vamos a exponer el resultado correspondiente para transformadas de Mellin-
Stieltjes. Su demostracion la podemos encontrar en la pagina 125 del libro de Bateman &
Diamond (2004).

Teorema 2.3. Sea F' € I una funcién de crecimiento polinomial. Entonces F' es analitica
en {s: R(s) =0 > 0.(F)}. Sobre este semiplano, las derivadas de F' estan dadas por

F®(s) = /Oo z7%(—logx)*dF(z), ke N. (2.5)

Ejemplo 2.7. Sea f una funcién aritmética y F' su funciéon suma. Entonces

d ~ > logn
_ " F(s) = 2(
ds ()

n=1

f(n), o> Uc(ﬁ’).

nS
En efecto, por el teorema anterior y la Proposicion tenemos que

d > logn

P = [T o ) = S

ds —

f(n).

nS

Proposicién 2.1. La transformada de Mellin-Stieltjes de la funcién de Chebyshev esta dada
por

Bs) = — ) o> 1. (2.6)

Demostracion. Empezamos asumiendo la estimacion bien conocida ¢ (z) <  cuando

r — oo (ver pagina 51 de Balanzario (2003) o paginas 13 y 14 de Ingham (1932)). Esta
estimacion nos permite ver que 1Z (s) es absolutamente convergente en o > 1, pues, la integral
impropia

/ T 5 odp(z) = lim lX“’@b(X) +s /1 " fofz d:p]

- X—o0

converge absolutamente para o > 1. Ahora, como A x 1 = log, tenemos que en o > 1

() = (i AW) (i 1) S L)

s
= n n=1




Capitulo 3

Teorema de los Numeros Primos
(TNP) con ponderaciéon

3.1. Swucesiones de Dirac

Definicién 3.1. Una sucesién de funciones { K, },en, de valores reales y definidas en todo
R es una sucesiéon de Dirac si satisface las siguientes propiedades:

(D1) K,(z) 20, VneN, VzeR.

(D2) Cada K, es continua en R, y / K, (z)dz = 1.

(D3) Para todo § >0, lim K,(x)dx = 0.

=00 J|z|>6§

Observacién. La condicién (D2) significa que el drea bajo la curva y = K,,(x) es igual a 1.
Ademas, la condicién (D3) significa que esta area se concentra cerca de 0 si n toma valores
suficientemente grandes.

Ejemplo 3.1 (Nucleo de Fejér). Para cada A > 0 definimos el Nicleo de Fejér por medio
de

~ Lsen*(\z)

Ka(2) = — 2, (3.1)

siz € R\{0}, y K\(0):=2.
Verifiquemos que {K )} en es una sucesién de Dirac:

25
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Figura 3.1: {K,} para algunos valores de A

(D1) es inmediato.
(D2) K es continua en 0 porque

) AL, sen?(Az) A
iy Ky(2) = M =S =

Ademés, por el Lema [3.1] tenemos que

7 sen?(\z) 1 7 sen?(z) 7 sen?(z)
_/ A‘%‘261.’,12':)\_/ i\xzdx:_/ xQ dr = .
Por lo tanto, tenemos que / Ky(z)dzr = 1.
(D3) Es suficiente probar que para todo § > 0,
Ka(z)de < —
x)dr < —.
|z|>6 A AOT

En efecto,

N

1 dx 2
K d\—/ ®_
/|;r|>6 )\(x) v AT |x|>6 x? A6
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Lema 3.1. Se cumple la siguiente identidad

o0

2
sen“t
/ dt = 7.
t2

—00

Demostracion. Por la paridad del integrando es suficiente demostrar que

o0 2
sen“t ™

0

Probaremos primero que

o0 [e.e]

’t t
/ SN gt = /ﬂdt, (3.22)
t2 t
0 0
y luego que
7 sent 7r
—dt = . 3.2b
[ =3 325
0
Para (3.2a) hacemos integracién por partes con
dt
u = sen?t dv = —,
12

1
du = 2sent costdt U:_Z

Luego, para cada b > 0 tenemos que

? sen?t sen2t]” [ 2sentcost
[Ea = |- + [
t r, t
0
b %
sen? b sen 2t sen? b sen z
_ 2/ dt = — / dz.
b J o ) T *

Haciendo que b — oo obtenemos (3.2a). Para demostrar (3.2b), probaremos primero que la
integral

converge uniformemente para cada x > 0.
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En efecto, sea f(t,x) = =*te™*. Para cada a > 0, si £ > a tenemos que

[ftz) <e™ <e™,

como [3° e dt converge, entonces por el test de Weierstrass g(z) converge uniformemente
para cada x > 0. Por otra parte, observamos que

aaf(t, 1) = —e sent,
T

y por un argumento similar al anterior tenemos que [5° a% f(t,x)dt converge uniformemente
para todo x > 0, de modo que por Lang (1983), Teorema 3.4 del capitulo 13, obtenemos para

x>0 que
— — [ e sentdt.
0= [ gpftaa=- |
0 0
Integrando por partes tenemos que ¢'(z) = —x%ﬂ. Luego
g(z) = —tan"'(z) + k, k constante.

Ya que lim f(t,z) =0, entonces Iim g(x) =0, luego la constante k debe ser w/2. Por
tanto

Finalmente, tomando el limite x — 0, y por la convergencia uniforme de g(x) para cada
x > 0, concluimos que
o sent
| ==
0 2

]

Vamos ahora a representar el Nicleo de Fejér en una forma integral que sera 1til en la seccion
3.2

Proposicién 3.1. El Nucleo de Fejér definido en (3.1)) lo podemos expresar como

Ka(z) = — [ 2; (1 - ‘;i) et . (3.3)

21
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Demostracion. Primero, se observa que

A1 ]
KA“))—W—%/_%( 2A>dt

Sea x € R\{0}. Observamos que la parte derecha de la ecuacién (3.3) es igual a

— /2A (1 — ) cos(xt)dt.

Realizando una integracion por partes, tenemos que la anterior expresion es igual a

P 2 _, 1 —cos(2)\z) _, sen’(\x)
1 _ 1 _ -1 _
S /o sen(xt)dt = 2 = s Ky (z).

3.1.1. Convolucién aditiva

Ahora definiremos la convolucién de dos funciones. Este es un operador que permite en analisis
real y arménico, aproximar uniformemente funciones continuas f en [a,b] por polinomios
SN, a,x™ y, funciones continuas y periédicas f en [0,27] por polinomios trigonométricos

SN, €™ respectivamente (ver pag 391 de Apostol (1980) o pag 265 de Lang (1983)).

Definicién 3.2. Sean f y g funciones con valores reales y continuas a trozos en todo R.
La convolucién entre f y g esta definida para todo x € R por medio de

(f *9)(x /f (- t)d

Observacion. La existencia de la integral impropia en la definiciéon anterior, se puede ga-
rantizar si f € L'(R) (ffooo Ifl < oo), y g es una funcién acotada en todo R (aplicaremos la

convolucién bajo éstas condiciones).

Propiedades basicas:

1) frg=gxf,
2) fx(gxh)=(f*g)xh,
3) fr(g+h)=fxg+ fxh
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4) Si g(x) es un polinomio, entonces (f x g)(z) es un polinomio.

La siguiente proposicion nos dice que cuando n tiende a infinito, una sucesiéon de Dirac
se comporta como el elemento identidad en el producto convolucién, y por tanto como la
“funcién” delta de Dirac (ver Stein (2005)).

Proposiciéon 3.2. Sea h : R — R una funcién continua a trozos, y acotada en todo R.
Sea {K,} una una sucesién de Dirac y sea h,, := K, xh, n € N. Entonces {h,} converge
puntualmente a h en todo punto x en el cual h es continua, y por lo tanto

[e.o]

1im h(t)K,(x — t)dt = h(z). (3.4)

Demostracion. Empezamos observando que por definicion de h,,,

o0

hd@:i/h@—mewﬁ

— 00

Ahora, por (D2)

Por tanto

Fijemos z en el cual h es continua. Sea € > 0, escogemos § = §(z, €) tal que [t| < ¢ implica
|h(x —t) — h(z)| <.

Sea M una cota de h en R. Por (D3) seleccionamos N > 0 tal que si n > N,

/K ﬁ+/K ﬁ<——

Por otra parte, tenemos que

() — h(z)] < /+/+7|h%4 h(x)| K, (t)dt
“0o 5 s
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Para estimar la primera y la tercera integral, observamos que |h(x —t) — h(x)| < 2M, para
todo t € R. En este caso, obtenemos que

[e9) [e9)

(]:/) h(z — t) — h(z)|Ka(t)dt < 2M UZ/) Ko (t)dt < e.

Para la integral del medio, tenemos la estimaciéon

]

0 00
Wz — 1) — h(@) K (0)dt < [ eKn(t)dt <e [ Kn(t)dt = e.
/ Jeteise ]

Por lo tanto lim hn(x) = h(x).

3.2. Teorema tauberiano de Wiener-Ikehara

Presentamos ahora el primer teorema central que usaremos en la tesis. Tal y como lo indi-
can Bateman & Diamond (2004), la demostracion del Teorema de Wiener-Tkehara que aqui
presentaremos hace uso del analisis de Fourier. El primer ingrediente es lo que presentamos
en la seccion 3.1 sobre sucesiones de Dirac y el segundo es un caso particular del Lema de
Riemann-Lebesgue que enunciamos a continuacion.

Lema 3.2. Sea f : R — C una funcién continua con soporte compacto, y sea y € R.
Entonces

lim / - ft)e™dt = 0.

Yy—0o0

Demostracién. Sea I(y) := [*_ f(t)e™dt. Por un cambio de variable,

o0 o0

I(y) = / f <t 4 ﬂ-) /Dy gp — — / f (t + 7T> et
Y Y

Luego

21(y) = 70 [f(t) —f (t + ”)] et

Y

—00
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Ya que f es uniformemente continua en R, la expresién anterior en corchetes cuadrados tiende
a cero uniformemente cuando y — oco. Ademas, el anterior integrando se anula afuera de un
conjunto acotado. Por lo tanto

lim I(y) = 0.

Yy—00

Recordemos que estamos denotando un niimero complejo s como

5 =0 +1it; o,t €R.

Lema 3.3. Sea ¢ una funcién continua en o > 0. Entonces g(o+it) converge uniformemente
a g(it) en [—\, \], conforme o — 0T, en donde \ es una constante real positiva.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A = 1. Parat € [—1, 1], sea
0, ={s € C:|s—1it] <&/2} en donde ¢; es tal que |s —it| < d; implica |g(s) — g(it)| < €/2.
Sea 0y,,0y,,...,0;, una cubierta finita de [~1,1]. Sea 0 = min{d,,/2}. Sea t € [~1,1] y t;
tal que t € Qtj. Si0 <o <4 entonces

1

V2

|O'+Zt—ltj|< 5tj <5tj‘

Por lo tanto

9o +it) = g(it)| < lglo +it) = glit;)| + |g(it;) — g(it) < 5+ 5 = e

Teorema 3.1 (Wiener-Tkehara). Sea F' una funcién no decreciente en U (ver definicién |1.6]).
Sea o > 0 la abscisa de convergencia de F. Suponga que existen un ntimero real L y una
funcién ¢ analitica en el semiplano cerrado {s € C: o > «}, tales que

F(s) =~ +(s)

es valido en el semiplano abierto o > «. Entonces

F(z) ~ —2%, cuando x — oo. (3.5)
a
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Demostracion. Empezamos reformulando nuestro enunciado pasando de la transformada de
Mellin-Stieltjes asociada a F', en términos de una transformada de Laplace-Stieltjes, y luego
en términos de la transformada de Laplace clasica. Hacemos el cambio de variable u = a/log
y definimos a f por medio de

flu) = F(e"/) = F(a).
Entonces para o > 1,

L

/oo e *df (u) = /100 tTdF (z) = F(as) = a=1) + g(as).

Ahora, debido al Corolario 2.1}

/OO e~Udf (u) = F(as) = as /100 de = /Ooo f(u)e *“du.

was—‘rl

De esta forma, para o > 1,

/OOO fwe*"du = s* /OQ e "df (u)

B L glas) ¢
B a5(5—1)+ s _3—1+91(S)’

donde ¢ :=L/a y gi(s) := s 'g(as)—s1¢, de modo que por hipdtesis de g, g es continua
en {s: o >1}. Siexpresamos {/(s— 1) como una transformada de Laplace, obtenemos

ai(s) = /0 T () — e, (o> 1). (3.6)

A partir de este momento vamos a dividir la demostracién en dos partes. La primera consiste
en probar que la siguiente relacién integral es valida para cada A > 0:

o0

lim e " fz)Kia(y — x)dx = ¢, (3.7)

Yy—r00 0

donde {K,} es el Nucleo de Fejér definido en el ejemplo . La segunda parte consiste en
usar el hecho de que {K)} en es una sucesiéon de Dirac y dar un argumento tauberiano
basado en (3.7), para demostrar que f(u) ~ fe" cuando u — o0, lo cual es equivalente a
(3.5).
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Primera parte. Puesto que « es la abscisa de convergencia de F, por el Teorematenemos
que para todo 6 > 0

F(x) = o(z*"°), (x — 00).

Debido al cambio de variable que hicimos al inicio, la anterior estimacién implica que para
todo d > 0,

f(u) = o(e" %), (u — 00). (3.8)

Por otra parte, sean €, A nimeros reales positivos e y € R, escribimos s = 1+ e—+1t. Debido
a (3.6) tenemos que

1/2/\ 1— ﬂ eYg (1 +e+it)dt = 1/2/\ 1— ﬂ et [/oo(f(u) — 66“)6_"(1+5+“)du-
2 J-2x 2\ ! 2 J-2x 2\ 0 ]

& —Uu—e€u u 1 22 |t| it(y—u -
_ /0 e (f(u)—ﬁe)[z/_D( —2/\>e(y )dt-

El intercambio en el orden de integracion se justifica por la convergencia de

/OO e T f(u) — Le"|du,
0

y debido al Teorema de Tonelli-Hobson (ver pégina 504 de Apostol (1988)). La anterior
integral converge porque tomando § = ¢/2 en (3.8), |f(u) — fe¥| = o(e*T3%), y asi,

e f ) — ] = e B e e 5 f(w) — et

< e 2¢ cuando u — 0.

Por (3.3)), escribimos lo anterior en términos de Kj:

YN e .
o 1- (1 :/ umeu f(u) K (y — - / “Ky\(y — u)du.
o /2)\< 2)\>e g1(1+€e+it)dt e fu)K\(y —u)du— ¢ e Ay —u)du

(3.9)

dt

du.
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Ahora, puesto que g es continua en o > 1, debido al Lema|3.3| g1 (1+€+it) tiende a g; (1+7it)
uniformemente en [—2\, 2] si € — 07. Luego, la expresion del lado izquierdo de la anterior
ecuacion tiende a

! /2A 1= Y g (1 1 ayar
— ——e i
21 J—2x 2\ 9 ’

si € — 07. Debido al Teorema de Convergencia Dominada (ver Apostol (1988) Teorema
10.27), tenemos que

lim e “Ky(y —u)du = / K)\(y — u)du.
0

e—=0t Jo

Por otra parte, ya que f € Wy f es no decreciente, f > 0, asi, e *“ ““f(u)K\(y —u) =0
y creciente cuando € — 07. Debido al Teorema de Convergencia Mondétona (Apostol (1988)
Teorema 10.24), obtenemos

lim [ e U f(u) Ky — u)du = /Oo e " f(u)Kx\(y — u)du.

e—0t Jo 0

Por lo tanto, si hacemos que € — 07 en la ecuacion (3.9), obtenemos que

1

21

A ) 0o -
/22)\ <1 — ‘22;’\) ezytgl(l + 'Lt)dt = /0 e_“f(u)K,\(y — u)du — EA K}\(y — u)du

Debido al Lema [3.2] la expresion del lado izquierdo de la anterior ecuacién tiende a 0 cuando
y — 00. De esta forma,

lim [/Oooe“f(u)K,\(y—u)du—ﬁ/oooK,\(y—u)du] = 0.

Y—0o0

Pero, si hacemos un cambio de variable, tenemos que
00 y
/ K,\(y—u)du:/ K)(x)dx.
0 —00
De modo que

lim [ K\(y —u)du = /Oo Ky(x)dx =1,

Y=o Jo —00
y de lo anterior, obtenemos (3.7).

Antes de hacer una demostracion formal de la segunda parte, podemos terminar procediendo
por un argumento heuristico. Sea
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J(y,\) == /Ooo e " f(z)Ki\(y — z)dx.

Acabamos de demostrar que lim, ., J(y,A\) = ¢. Por la Proposicién limy 0 J(y, \) =
e Yf(y). Luego, si asumimos el siguiente intercambio de limites

lim lim J(y,\) = lim lim J(y, \),

Y—00 A\—00 A—00 Y—0
obtenemos que lim, e Yf(y) =¥, y con esto terminamos.
Segunda parte. Empezamos el argumento tauberiano probando que

fly) < e, (y = 00).

Sea § > 0. Ya que el integrando de J(y,\) es no negativo, y tanto f como la funcién
exponencial son mondtonas, tenemos que para cualquier y > 0

0 > [ e @R~ a)de > fy— 0t [ Kau)du

Combinando la tltima desigualdad con la estimacién J(y, \) = ¢+o(1), (y — o0), tenemos
que

+o(1), (y — 00). (3.10)

Lo cual implica que f(y)e™¥ es acotada para toda y > 0.

Ahora escogemos § = ()2, Por (D3) del ejemplo [3.1] tenemos que

Ky(uw)du < — =6,
u|>6 A(u)du AT

y por lo tanto

/Z Ka(u)du>1—-0. (3.11)

Sea € > 0. Escogemos A suficientemente grande (y por tanto ¢ suficientemente pequefio)
para asegurar que e?(1—0)"! < 1+e. Con esta eleccién de ), se deduce de (3.10) y (3.11)
que
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fly)e™ < (1+e)l +o(1), Y — 00.

Debido a que esta relaciéon se cumple para cualquier € > 0, obtenemos

limsup f(y)e ¥ < L.

Y—0o0

Vamos ahora a obtener una desigualdad en el sentido opuesto. Ya que f(y)e ¥ es acotada,
existe un b > 0 tal que f(y)e ¥ < b para todo y > 0. Para cualesquiera A e y positivos,
tenemos que

J(y,\) < b ‘ KA(u)du—l—f(y—i—é)e_y”/il()\(u)du

u|>8

< b+ fy+6)e We®,

Por la ltima desigualdad y (3.7), tenemos que

flye™ > e 20 — boe 2 + o(1) (y — 00),

para cada par de A y d fijos que satisfacen la relacion Aé? = 2/7. Luego, para cada § > 0
tenemos que

liminf f(y)e ™ > e %¢ — bse ™,

Y—00

y por lo tanto

liyrr_lﬂigolff(y)e_y >/
Las dos desigualdades implican que lim, o f(y)e ¥ = (. O]

Observacién. Para demostrar el TNP, queremos aplicar el teorema anterior a F(z) = ¢(z)
y a=1= L. Para esto, recordemos de la Proposicién [2.1] que

_d(s)
¢(s)’

o> 1.

(s) =

Donde ( es la funcién zeta de Riemann definida en el ejemplo [I.6] Luego, si demostramos
que



38 CAPITULO[3 TNP con ponderacién

1. ( se puede extender analiticamente a la izquierda de la recta vertical o = 1, excepto en
s=1,

2. 1Z tiene un polo simple con residuo 1 en s =1, y

3. ( no tiene ceros en la recta vertical o = 1.

Entonces

0s) = = +gls)

con g analitica en el semiplano cerrado o > 1, y asi, obtenemos el TNP:

Y(x) ~ x, T — 00.

3.3. Continuaciéon analitica de ( y propiedades basicas

La funcién zeta de Riemann ( se definié originalmente en el semiplano ¢ > 1. Un proceso
andlogo al de integracién por partes permite extender la definicion de ¢ al semiplano o > 0,
y esto es consecuencia del siguiente resultado.

Proposicion 3.3. Existe una funcion h analitica en el semiplano abierto o > 0 tal que

1

((s) = —— +hls),

y por lo tanto, ( tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1.

Demostracion. Por el Ejemplo [1.6], tenemos para o > 1 que

()= [Tarda) = o [T 2 da )

- s—1

1 ') _
= —i—l—s/ * [x]da;
1 1

s — s+l
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Puesto que la dltima integral converge absolutamente para o > 0, el Teorema nos garan-
tiza que

.TS+1

h(s) :=1-— s/loo z— 2] dx (3.12)

es analitica en o > 0. OJ

Observaciéon La funcion zeta de Riemann se puede continuar analiticamente a todo el plano
complejo excepto en el polo simple s = 1, via la siguiente ecuacién funcional que Riemann
demostréd en su famoso articulo en 1859,

((s) = 2°7% 1 sen(7ws/2)T(1 — 8)¢(1 — ).

Lema 3.4. 12 tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1.

Demostracion. Consideremos la funciéon h definida en (3.12). Debido a la Proposicién 3.3,
tenemos que para o > 0

donde H(s):=1+ (s —1)h(s). Luego,

() = H'(s)  H(s) _ H(s) l —1 H’(S)]

s—1 (s—12 s—1 5—1+H(3)

Por lo tanto, para ¢ > 0 tenemos que

]

Observacién. (TNP) Para terminar de justificar la demostraciéon del TNP nos hace falta
probar que ¢ no tiene ceros en la recta vertical 0 = 1. Recordemos que para o > 1

_d(s)
¢(s)

— J(s) = /1 Tt d(u) = /O T e (en).

Probaremos un resultado més general que tomamos de Coppel (2009).
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Proposicién 3.4. Sea f una funcién analitica en el semiplano cerrado $(s) > 1, excepto
por un polo simple en s = 1 con residuo 1. Si para R(s) > 1, f(s)#0 y

')
f(s)

= [ eag(en,

donde ¢ es una funcién no decreciente en [0,00). Entonces

f(1+it) #0, para todo ¢t € R\ {0}.

Demostracion. Recordemos nuestra notaciéon s = o +1it; o,t € R. Sea

glo,t) = =R(f'(s)/f(s))  o>1

De modo que

g(o,t) = /OOO e 7% cos(tx)do(x), o> 1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

g(o,t)? < /OOO e 7*de(x) /OOO e~ 7% cos® (tx)de(x)
= ¢(o,0) /Ooo e 71 + cos(2tz)|dp(x) /2

= 9(0,0)[g(0,0) + g(0,2t)] /2.

Por lo tanto

9(0,1)* < g(0,0)[g(0,0) + g(0, 2t)] /2. (3.13)

Ya que f tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1, por el mismo argumento dado en el
Lema 3.4, —f7 también tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, y asi

lim (0 —1)g(0,0) = 1.

o—1t

Ahora, si f tiene un cero de multiplicidad m = m(t) >0 en a = a(t) := 1+ it, escribimos
f(s) = (s —a)™q(s), donde g es analitica en a y g(a) # 0. De esta forma, en una vecindad
de a sin este punto,
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Por definicion de g y la anterior ecuacion,

(0 — 1)g(o,t) = —(o — DR <f(“+“)> _ R [(a ) ( m__ o “)ﬂ |

f(o+1t) o+it—1—it q(o+it)

Por lo tanto,

lim (o —1)g(o,t) = —m/(t).

o—1t

Finalmente, si en la desigualdad (3.13) multiplicamos por (o —1)? y hacemos tender o — 17,
obtenemos que

m(t)? < [1—m(2t)]/2 < 1/2.

Por lo tanto, como m(t) € N, m(t) = 0. O

Corolario 3.1. La funcién ¢ no tiene ceros en la recta vertical o = 1.

Corolario 3.2.  ((s) #0, para R(s) > 1.

3.4. TNP con ponderacién

Nuestro préximo objetivo es ilustrar la distribucion de los niimeros primos con una pondera-
cion adecuada. En términos técnicos vamos a encontrar el comportamiento asintotico de una
funcién suma de A (funcién de von Mangoldt) con algunas ponderaciones.

Sea G la funcién suma de A con ponderacién W. Por la segunda parte de la Definicién
GG esta definida formalmente por medio de

G2) =3 Am)W (”) Y (3.14)

G(s) = U(s) s WM(s) = _¢(s) s WM (s). (3.15)
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Ejemplo 3.2.

(1)

En este primer ejemplo observamos que es posible obtener TNP con la ponderacion

)1 osi O<y <1,
W(y)_{() si y > 1.

Pues, en este caso (3.14) se convierte en

G(z) =3 An) = ¢(x).

n<x

De esta manera, aplicando el Teorema de Wiener-lkehara (Teorema de W-1) a G = 1,
obtenemos como vimos en la seccién anterior que

() ~ , T — 00.

SIS

Consideremos la ponderacion Wi (y) := e con parametro fijo L > 0. Ya vimos en

el Ejemplo [I.3] que
G(z) = > A(n)e it
n=1

converge para x > 1. En este caso (3.15) se convierte en

s L* T'(s) para R(s) > 1,

donde T es la funcién Gamma que definimos en el Ejemplo 2.5 Ahora, por el Lema [3.4
y el hecho de que ¢ no tiene ceros en la recta vertical ¢ = 1, se deduce que

) 1
C(s) s—1

+ h(s),

donde h es una funcién analitica en 0 > 1. Sea w(s) := s L* I'(s), w es analitica en
o > 0y al expresarla como una serie de Taylor alrededor de s = 1, tenemos que

wlm

)
!(1) (s —1)".

n

w(s):L—i—iQ:1
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Por lo tanto

~ L
G(S) = 5—71 +g<3), g > 1.

Donde ¢ es una funcion analitica en o > 1, y por el Teorema de W-I,

G(x) ~ Lz, T — 00.

Antes de continuar, observamos que

WM (1) :/ Wi (2)da :/ et =1 =uw),
0 0
y esto sera la base de nuestra proxima digresion.

Tomemos como ponderacién a una funcién de densidad de una distribucion de probabilidad,
de modo que

/OO Wy)dy =1,  yasi,  WMY1) =1
0

Supongamos que la abscisa de convergencia absoluta de W™ es menor o igual que 1. Por lo
tanto

A ¢'(s)

G(S>:_C(s) s WM(s), o> 1

Usando el mismo argumento del ejemplo anterior y aplicando el Teorema de W-I, obtenemos
que G(z) ~ z. Asi, hemos probado lo siguiente.

Corolario 3.3. Sea GG una funcién suma ponderada de A, de tal forma que la ponderacién
W sea una funcién de densidad de probabilidad tal que o,(W*) < 1. Entonces

G(z) ~ x, (x — 0).

Finalizamos con el siguiente ejemplo que ilustra como podemos aplicar el Teorema de Wiener-
Ikehara para un a # 1.
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Ejemplo 3.3. Sea G como en (3.14) y consideremos la ponderacion W (y) = y~2e %Y. De
esta forma (3.15]) se convierte en

G(s) = _CC/((;) s T'(s—2), o> 2.

Aqui 0,(G) =2 y G tiene una singularidad en s = 2.

La funciéon Gamma tiene un polo simple con residuo 1 en s =0 (ver pagina 63 de Guelfond
(2010)). Luego, G tiene un polo simple en s = 2 con residuo

!
—2C () =: L,
¢(2)
y debido al Teorema de W-I tenemos que
!
2
G(ZL‘)N—C() 2 (x — 00).

"

Recordemos que por la tltima igualdad de la Proposicién [2.1],

o0

G2y =3 8"

2
n=1 n




Capitulo 4

Teoremas de oscilacion

4.1. Motivacion

El TNP el cual demostramos en el capitulo anterior, lo podemos expresar como

(x) =x+ o(x), (x — 00).

La anterior estimacién se puede mejorar con la siguiente

(x) = z 4 O(ze*V18?) (z = o0,

donde a es una constante absoluta positiva (ver Teorema 23 de Ingham (1932)). Se sabe que
la Hipotesis de Riemann es equivalente a

Y(x) = x4 Oz (x — o0), para cualquier € > 0,

(ver Teorema 8.12 de Bateman & Diamond (2004)), donde ésta tltima estimacion mejora
considerablemente la anterior. Uno de los objetivos de este capitulo es ver qué sucede cuando
¢ = 0. Empezaremos introduciendo la siguiente notacion.

Definicion 4.1 (Notacién “omega” grande). Sean f, g : (a,00) — R y tal que g tome valores
positivos.

1. f(x) = Q(g(z)) significa que existen una sucesién z,, — oo y una constante K > 0
independiente de {z,} tal que |f(z,)| > Kg(z,), para cada n € N,

2. f(x) = Q4 (g(x)) significa que existen una sucesion x, — oo y una constante K > 0
independiente de {z,} tal que f(z,) > Kg(x,), para cada n € N.

3. Si f(z,) < Kg(z,) para cada n € N, entonces escribimos f(z) = Q_(g(z)).

45
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4. Utilizamos ()1 para denotar que ambos €2, y _ tienen lugar.

[1h]

Observaciéon. La notacion “omega” grande es la negacion de la “o” pequena:

f(x) = Qg(z)) = f(z) # olg(x)).

4.2. Teorema de oscilacion de Landau

4.2.1. Version cualitativa

En esta seccion veremos una version cualitativa del Teorema de oscilaciéon de Landau, un
primer paso para luego ver y aplicar una version cuantitativa de este teorema.

Teorema 4.1. (Teorema de oscilacién de Landau). Sea F' € U (ver definicién [1.6]), y supon-
gamos que F' tiene abscisa de convergencia 0. > 0. Si F tiene una continuacién analitica a
una regiéon que incluye el punto s = ., entonces I’ cambia de signo una infinidad de veces.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe xg > 1 de tal manera que

F(z) >0 para todo x > x,

Vamos a demostrar que la integral que define a F converge a la izquierda de o, lo cual es
imposible, ya que o, es la abscisa de convergencia de F'.

Para o = R(s) > o, definimos

f(s) = /loo ]:;(fl) dx

Por el Corolario [2.1| tenemos que f(s) = %ﬁ( ), si o> 0.

Luego, la abscisa de convergencia de f también es o, y por hipotesis, f tiene una continuacion
analitica en o.. Expandimos a f en una serie de Taylor alrededor de un punto real 5 > o.:

- /)"

n=0
A partir de la definicién de f,
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con

[EF()dt sz > 1,
H(x) =
0 si oz <1

Debido al Teorema [2.3] tenemos que

:L'ﬁJrl

Luego, para cualquier X > x,

()" f™(B) = /100 F(x)ggg Vg > /1X F(x)ggg )" .

Ya que F es analitica en o,, entonces f es analitica en {s : 0 > o} U {s : |s — o | < 8}
para algiin § > 0. Sea R un nimero positivo tal que el disco con centro en g y radio R esta
contenido en el dominio de analiticidad pero no en {s: o > o.}. Sea s un nimero real tal
que s < 0., |s—o.]<d y |s—p| <R (Verfigura 4.1).

Entonces

[e.o]

gjﬁ'i‘l

n=0

_ (R P,

n! b+l

_ /X F(':C)e(ﬁ—s)logxdx: /X F(l’)d
1 1

B+l s+l £

La primera igualdad es vélida porque la serie 20, =) nn(!log 2)" 5,3@

para 1 <z < X. Para ver esto, si M es una cota de i;(fz en 1 <z <X, entonces

’ (8 —s)"(log )" F(x)

n! b+l

converge uniformemente

M(5 — s)"(log X)"

n!

)

y como

© — 35)"(lo n
ZM(B )" (log X)

n=0

' = MelP=9)los X <
n!
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S | o, _6

Figura 4.1: Extension de la region de convergencia

por el test M de Weierstrass obtenemos la convergencia uniforme requerida. Bajo nuestra

suposiciéon hemos probado que [/ 5 ) dx converge y asf, F(s) converge (contradiccion!). Por

lo tanto, existe una sucesién x, — oo tal que F(z,) < 0.

Andalogamente, si existe algin z; > 1 de modo que

F(z) <0 para todo x > 11,

llegamos a una contradiccion y en este caso existe una sucesiéon y, — oo tal que F(y,) > 0.
O

Ejemplo 4.1.

(1) Sea
(x)—x si x>1,

0 si x<1.
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Por (2) del Ejemplo y la Proposicién [2.1] tenemos que

Fls)=dls) - > =S 1

s—1  ((s) s—1

Debido al Lema y a la ecuacién anterior, se cancela el polo simple de QZ en s = 1.
Luego, debido al teorema anterior, F' cambia de signo una infinidad de veces.

(2) Y(x) — 2 = Qu(x), para 0 < a < 3 fijo.

En efecto, sea
(x) —x+2* si x>1,
F(x) =
0 siox<l1.

Por linealidad de la transformada de M-S,

Sea o, la abscisa de convergencia de F. Luego o, > % > «. Ahora, debido a que la
funcién ¢ no tiene ceros en el eje real positivo (Corolario 3.2 y ver pagina 96 de Edwards
(2001)), entonces F' es analitica en o.. Asi, por el teorema anterior, existe x,, — oo tal
que

(xy) — x, < —2h.

Argumentando de forma similar, tomando F(z) = ¢(z) — x — %, se prueba que existe
yn — o0 tal que

UV(Yn) — Yn > Yo,

y por lo tanto,

U(x) —x = Qp(z%).
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De acuerdo a la discusion en la primera parte de la secciéon 1.2 y al TNP, el promedio de los
valores de A(n) es 1 en el sentido de

iZA(n)Nl, (z = o0).

n<x

La observacion anterior nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sean f(n) = A(n) — 1y G la funcién suma de f con ponderacién W, de tal
forma que la abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Mellin de W sea menor
que 1, es decir, o,(WM) < 1. Ademas, supongamos que G € U y que la serie que define a G
converge para x > 0, es decir,

Glz) = g:l(A(n) W (”) <00, x>0,

Xz

Entonces G cambia de signo una infinidad de veces.

Demostracion. La funciéon suma de f es dada por

F(z) =3 (A(n) — 1) = ¢(x) — [a].

n<e

Tomando la transformada de M-S tenemos que

P = 0) - [~ o™ dol = =)

—((s).

De modo que ¢ cancela el polo simple de —%’ en s = 1. Por el Teorema 2.2,

!/

G(s) = —s (C () + C(s)) WM (s), R(s) > 1.
¢(s)

De esta forma, G tiene abscisa de convergencia o, = 1 y tiene una continuacién analitica

en este punto. Por lo tanto, debido al Teorema 4.1, G cambia de signo una infinidad de

veces. [
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4.2.2. Version cuantitativa

Queremos ahora explicar por qué

N|=

U(x) —x = Qyp(z2).

La siguiente version del Teorema de oscilacion de Landau nos permitirda probar esta estima-
cién, y aun mas, cuantificar la constante K que aparece en la definicién Empezaremos
con el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea § un ntimero real, m un entero positivo y supongamos que o = R(s) > f.
Entonces

7 28 (log z)™! _ 1
[ ety =

Recordando que en este caso, I'(m) = (m — 1)

Demostracion. Sea h(z) = x”. Entonces

[e.e]

h(s) = /x_sdh(x) = B/a:_sxﬁ_ldm =
1

1

s—f’

por lo tanto, h es analitica en o > B v ademas, tenemos por el Teorema que

0o 5(1 m—1 0o
(_1)m71/x ((;gsfl) Bdm’ — /xfs(_logxynflﬁxﬁfldx
1
= A=Y (s)

(—=1)" =BT (m)
(s=p)m

donde la ultima igualdad se verifica haciendo induccién sobre m. O]
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Teorema 4.2. (Version cuantitativa del Teorema de oscilacion). Sea F' una funcién en U.
Suponga que F existe y tiene una continuacién a una funciéon meromorfa que tiene un polo
de orden m > 1 en algin punto S + ¢y, con > 0y v > 0, y que la parte principal es

m '

> ci(s—B—iy).

j=—1

Ademas, suponga que F no tiene singularidades en la semirrecta real [/3,00]. Entonces

F(x) ¢
1i = , 4.1
i zB(logx)™1 7 |8+ iy|(m — 1)! (41)
y
. F(x) —leoml
lim inf < 4.2
R gyt S 7 [m - 1) -
Demostracién. Llamaremos H(z) := x°(logz)™ !. Demostraremos (4.2) y al final de la

prueba veremos como se deduce (4.1). Supondremos que existe ¢ > 0 tal que

para todos los valores de x suficientemente grandes. Si tal ¢ no existiera, tendriamos que para
todo ¢ > 0 y todo X > 0, existe x > X tal que

F(z) —c
< ;
H(x) =~ T'(m)
y esto significa que existe una sucesién xz,, — oo tal que I};EQ;Z)) — —oo cuando n — 0.

f] ((”;)) = —00, y no hay nada que demostrar.

Por lo tanto liminf,_,

Ahora, sea 0 > [ de tal manera que s = o + it sea cercano a [ + iy (los polos de una
funcién meromorfa son aislados). Tenemos que

[e.e]

= /x_s_lF(x)dx.

1

F(s)

~

En efecto, recordemos que esta igualdad se cumple para o > 0. = o.(F) = [, ademas,

debido a que F tiene una continuacién a una funcién meromorfa, [z~ *"'F(z)dz también

E(s)

y coincide con cerca de 44y por la unicidad en la continuacion analitica.

Por otra parte, debido al Lema 4.1, tenemos para o > 5 que
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0o
C

— /x_s [F(m) - Tm)a:ﬁ(log x)m_1] v de =: /:zt_sf(x)dx.

1

Ya que f es positiva para todo z > X, con algiin X > 1, podemos escribir

g(s) = ](x_sf(:v)d:v + 7$_sf(a:)d$.

1

Luego

l9(s)

N

[l 15 @)lde + [ a7 f (2)da

= [l @) — oo p@yde + [0 fa)de
= [ (1f(@)] = f(2)dz + g(0)

= g(o)+0(1), cuando o — B7.

Observe que g¢(o) = [{° 277 f(z)dx < oo porque, por definicién de g,

_]5(0) c
~ o Te—am

g(o)

y por hipétesis, F es analitica en [3,00). Sea s = o + iy, con o > . Al hacer 0 — §F
tendremos que

glo+1ivy)| = : 1+ o0(1)]. 4.3
90+ )| = gl + o) (4.9
En efecto, por definiciéon de g tenemos que
. Fo+i
olo+in) =100 ¢

o+ 1y (o0 — B+ iy)™
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Asi,

(0 —B)"F(o+ivy) | clo—B)"
o+ iy (0 — B +iy)m

(0 —B)"glo+iv) =

Por hipotesis,
—-m

ﬁ(0+i7) = Z cj(oc — B)Y + K(o +iy),

j=—1
donde K es una funcion analitica en § + iy. Luego

(0 = B)"F(0+i7) = c_p + (0 — B)L(0),

con L analitica en 8 + iy, de donde

Cem N L(o) n c '
o+iy)(o—=p)m  (o+iy)(o—=B)mt (0 —B+iy)m

g(0+i’y)=(

Por lo tanto

Cm (0= B)Llo) | clo+iy)lo— B

O o [ RSy E ) R
y de esto obtenemos (4.3). Ademéds, hemos visto que
(o +iv)| < g(o) + O(1), (0 — B7).
Por definicién de g,
F
g(o) = fj”) 5 - S (4.5)
y ademas, por ser F' analitica en [8,00), lim, g4 @ = % Luego
C __io00),  (0- B

ST

Por lo tanto
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[
o+ iy|(0 = B)™

[1+o(1)] = |glo+iv)|

< g(o)+0(1)

_ W +O(1)  cuando (o — B87).

De (4.4), (4.5) y la anterior desigualdad, tenemos que

[C=m| C.
18 +iy|

le—m|

B+l
existen valores de = arbitrariamente grandes tales que

Con lo que hemos demostrado, concluimos que para cada ¢ con 0 < ¢ < y suficien-

lc—m|

|B+iv]’

temente cercano a

y esto implica (4.2). Veamos lo anterior en detalle: Fijemos M € N tal que

[, 1 |cm|

. < . 9
B+iy] M |8+

y denotemos ¢ = ¢(N) = Hemos demostrado que para todo N > M y para

1
. T B+l N
todo A > 0, existe x > A tal que

Pero al observar que esta tltima desigualdad es equivalente a g((i)) < FE‘;;), y que

d=d(N)— l';jr’;y“ cuando N — oo, concluimos que

lim inf F(x) —lc—m| .
v=oo H(x) = T'(m)[B + vl

Finalmente, después de probar la estimacién (4.2), vamos a obtener (4.1) haciendo la misma
demostracion usando —F' en vez de F': Como al principio de la demostracion, supondremos
que existe ¢ > 0 tal que

H(x) >0, para todo z > X, con algin X > 1.
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De lo contrario, existe =, — oo tal que fl((i’;)) — 00 y obtenemos (4.1). Para ¢ >
(suficientemente cercano a ) definimos
—F(s) c
g(s) := + -
s (s = B)m
Siguiendo los mismos pasos de la demostracién llegamos a que ¢ > |‘,§:$y||v y de igual forma,

4 / le—m| 3 le—m|
S1 escogemos ¢ < 1B1in] suficientemente cercano a 1B1iv]’ llegamos a que
C/
H(z) < F(x

para algunos valores de x arbitrariamente grandes, y por lo tanto

lim sup F(z) > ¢l .
z—oo H(x) ~ T'(m)|B + iv|

Corolario 4.2. (z) —z = Q. (z2). Mas atn,

; Y)—z 1 . () - 1

Demostracion. Sea p; = %—1—2'71 el cero no trivial con parte imaginaria positiva mas cercano al
origen de la funcién ¢ de Riemann (ver pagina 96 de Edwards (2001)), con una aproximacién
de 6 cifras decimales, v, = 14.134725. Sea

(xr)—x si xz>1,

F(z) =
0 si <l
En (1) del Ejemplo [4.1] verificamos que
A ¢(s) 1
F(s)=— — —1. 4.
)=~ -5 (4.6)

De esta forma se cancela el polo simple en s = 1 de —%. Se sabe que p; es un cero simple
de ¢, luego, por lo que vimos en la demostracién de la Proposicién [3.4] p; es un polo simple
de —%/ con residuo —1. Ademads, como mencionamos en (2) del Ejemplo , la funcién ¢ no
tiene ceros en el eje real positivo. Entonces, por el teorema anterior,
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; Y(z) —x 1 1 L JY(r)—2 1 1
TP P 1 BB T S ST

Lo anterior implica que existen sucesiones z,, — 0o y u, — oo tales que

1 1/2 1 1/2
U(xy,) xn>15xn, U(uy) — up < 15un.

Ejemplo 4.2. Sea

] 30(x(1 —2))* si x <1,
w(z) { 0 si x> 1.

1.0F

Figura 4.2: Grafica de w.

El factor 30 se ajusta para que la integral de w(z) en el intervalo [0, 1] sea igual a 1. Sea H
la funcién suma de A con ponderacion w, entonces el Corolario garantiza que H(x) ~ x
cuando z — oo, de modo que la ponderaciéon w no modifica la distribuciéon de los niimeros
primos. Ahora, consideremos

Wia) = w'(:v)z{ 00s(1 = 2)(1-20) 5t <1

Nuestro proximo objetivo consiste en demostrar que si G es la funcién suma de A con ponde-
racion W, entonces GG codifica el conteo de los nimeros primos con signo positivo y negativo.
En particular, que G cambia de signo una infinidad de veces, y queremos dar una primera
estimaciéon cuantitativa de su oscilacion.

Empezamos con la cualidad que se tiene al transformar en el sentido de Mellin la derivada
de una funcién, en nuestro caso particular

WM (s) = —(s — DwM(s—1).
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Figura 4.3: Grafica de W.

La anterior relacién se verifica integrando por partes. De modo que aplicando la transformada
de Mellin-Stieltjes a Gy usando el Teorema [2.2]

!
Gls) = B5) s W) = =L (5 = Dl (s = 1) (47)
y asi, se cancela el polo simple en s = 1 de —Z,, concluyendo por el Teorema 4.1 que

G cambia de signo una infinidad de veces. Para dar una primera estimacion cuantitativa,
debemos primero escribir en detalle la transformada de Mellin de w:

wM(s) = 30 /01(35(1 —x))? 2° da

_30(1_2+1)_ 60
B s+2 s+3 s+4/) (s+2)(s+3)(s+4)

Por lo tanto,

M B 60 _
) S e ey > 2

Sea p; = l + 471 el cero no trivial con parte imaginaria positiva mas cercano al origen de
la funciéon C Como ya mencionamos en la demostracion del corolario anterior, p; es un polo

simple de _f con residuo —1. Luego, debido a (4.7), p; es un polo simple de G con residuo

co1 = pi(p — D (pr = 1).

Haciendo un calculo numérico, tenemos que |c_1| = 4.039841 con una aproximaciéon de 6
cifras decimales. Por lo tanto, debido a la versién cuantitativa del Teorema de oscilacion de
Landau, concluimos que
G _ 7 G _ 7
(@) el () _ _leal

lfms > > L liminf < _ L
ohee” 22 7 T4y T 25 it i ] 25
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