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Introducción

Los matemáticos que estudian la aritmética (teoría de números), desde Euclides, pero sobre
todo desde Euler, se han esforzado por reducir progresivamente la imprevisibilidad de la
aparición de los números primos entre la sucesión de números enteros positivos,

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .

Sea x > 1 un número real. La cantidad de primos que no exceden a x se denota usualmente
por

π(x) =
∑
p6x

p primo

1.

Esta función mide qué tan abundantes son los números primos entre los enteros. Examina-
remos los resultados más básicos concernientes a ella. Se observa que ĺımx→∞ π(x) =∞ y se
plantea el problema de expresar π(x) en función de x cuando x tiende hacia el infinito. El
problema se ha resuelto (parcialmente), de manera cada vez más precisa por los trabajos de
Legendre, Gauss, Chebyshev, Riemann, Hadamard, La Vallée Poussin, Landau, etc.

Como primer resultado, Gauss y Legendre conjeturaron a finales del siglo XVIII que para x
suficientemente grande, π(x) tiene densidad asintótica 1/ log x. Más precisamente,

ĺım
x→∞

π(x)
x/ log x = 1. (1)

Esta relación se conoce como el Teorema de los Números Primos (TNP). Riemann fue el
primero en descubrir el magnífico hecho de que éste teorema aritmético y el problema gene-
ral, están estrechamente relacionados con las propiedades analíticas de su función zeta (ver
Riemann (1859)), (mediante <(s) se denota la parte real de s),

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1
ns
, <(s) > 1.

I



II INTRODUCCIÓN .

A finales del siglo XIX, Hadamard y La Vallée Poussin de manera independiente, demos-
traron por primera vez (1). En los años 1931 y 1932, Ikehara y Wiener demusetran el TNP
como consecuencia inmediata de algunos teoremas tauberianos desarrollados por Wiener (ver
Ikehara (1931) y Wiener (1932)).

Con el fin de desarrollar una teoría para demostrar (1), en vez de enfrentarse directamente
con π(x), los teóricos de la aritmética consideran primero la función de Chebyshev definida
por

ψ(x) =
∑
n6x

Λ(n),

donde Λ : N→ R es la función de von Mangoldt dada mediante

Λ(n) =


log p si n = pk, para algún primo p y k ∈ N,

0 en otro caso.

Como veremos en la Proposición 1.1, el TNP es equivalente a

ĺım
x→∞

ψ(x)
x

= 1.

Más aún, en Ingham (1932), se demuestra en el Teorema 23 que

ψ(x)− x = O(xe−a
√

log x), (x→∞).

π(x)−
∫ x

2

dt

log t = O(xe−a
√

log x), (x→∞),

donde a es una constante absoluta positiva (f(x) = O(g(x)), (x→∞) significa que |f(x)| 6
Cg(x), para todos los valores de x suficientemente grandes y C es una constante positiva).
Se sabe que la Hipótesis de Riemann es equivalente a

ψ(x)− x = O(x1/2+ε) (x→∞), para cualquier ε > 0, (2)

(ver Teorema 8.12 de Bateman & Diamond (2004)), la cual es una mejora considerable de la
estimación del término de error de ψ(x)− x.

Nuestro primer objetivo en la tesis será demostrar el TNP via el Teorema tauberiano de
Wiener-Ikehara (ver sección 3.2) que demostraremos usando ideas del análisis de Fourier. El
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segundo objetivo (presentado en la sección 3.4) será generalizar el TNP mediante sumas de
ponderaciones adecuadas, que son de la forma

G(x) =
∞∑
n=1

Λ(n)W
(
n

x

)
, x > 1. (3)

Aquí, W : R+ → R es la ponderación que tomaremos como una función suficientemente
suave. En particular, probaremos que si W es una función de densidad de una distribución
de probabilidad, entonces

ĺım
x→∞

G(x)
x

= 1.

Las funciones suma con ponderación como en (3) surgen de manera natural en la teoría ana-
lítica de números como un recurso técnico para resolver problemas concretos (ver Balanzario
(2001) y Hernández (2002)).

En el Capítulo 1 definiremos los objetos aritméticos con los que trabajaremos (funciones
suma con ponderación), además, definiremos la integral de Riemann-Stieltjes la cual será
una herramienta básica y adecuada para nuestros propósitos de estudiar tales objetos. En
el Capítulo 2, introduciremos la transformada de Mellin-Stieltjes, la cual nos permitirá re-
presentar nuestros objetos aritméticos en el mundo de lo continuo (variable compleja), y en
este mundo es en el que están enunciados los teoremas más importantes de la tesis, como lo
son el Teorema tauberiano de Wiener-Ikehara en el Capítulo 3, y las versiones cualitativa y
cuantitativa del Teorema de oscilación de Landau en el Capítulo 4.

Nuestro tercer objetivo será demostrar que la estimación en (2) no es cierta cuando ε = 0,
y más aún, que la función ψ(x) − x oscila una infinidad de veces cuando x tiende hacia el
infinito. Es decir, que existen sucesiones xn →∞ y un →∞ tales que

ψ(xn)− xn >
1
15x

1/2
n , ψ(un)− un < −

1
15u

1/2
n ,

donde el factor 1
15 se cuantifica en términos del primer cero no trivial de la función zeta de

Riemann, en el sentido de que es el cero no trivial con parte imaginaria positiva más pequeña
en el plano complejo.

Finalmente, en el Ejemplo 4.2 veremos como se reflejan estas oscilaciones en una función de
la forma (3), que codifica el conteo de los números primos con signo positivo y negativo.





Capítulo 1

Preliminares

1.1. Funciones aritméticas

Definición 1.1. Una función aritmética es una sucesión de números reales o complejos.
Es decir, es una función

f : N→ C,

donde N = {1, 2, 3, . . .}.

Observación. Estaremos interesados únicamente en algunas funciones aritméticas con valo-
res en R, de esta forma, de ahora en adelante asumiremos esta condición.

Ejemplo 1.1.

(1) La función aritmética
1(n) = 1, para todo n ∈ N,

será llamada la función “uno”.

(2) La función µ de Möbius se define mediante

µ(n) =



1 si n = 1,

(−1)k si n = p1 · · · pk, p1, . . . pk primos distintos,

0 si p2 | n, para algún primo p.

(3) La función Λ de von Mangoldt se define mediante

1
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Λ(n) =


log p si n = pk, para algún primo p y k ∈ N,

0 en otro caso.

Observación. Como es costumbre en teoría de números, “log” denotará el logaritmo
natural.

La función de von Mangoldt juega un papel importante en el estudio de la distribución
de los números primos, como veremos más adelante.

1.1.1. El producto de Dirichlet
El producto de Dirichlet, o también conocido convolución de Dirichlet, es una herramienta
fundamental para la teoría de números multiplicativa.

Definición 1.2. Sean f y g funciones aritméticas. Definimos el producto de Dirichlet
entre f y g, denotado f ∗ g como la función aritmética dada por

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n
f(d)g

(
n

d

)
.

Si definimos ahora la suma de f y g, mediante (f + g)(n) = f(n) + g(n), entonces esta suma,
junto con el producto de Dirichlet, dan al conjunto de las funciones aritméticas la estructura
de un anillo conmutativo con elemento identidad e definido por

e(n) =
{

1 si n = 1,
0 si n > 1.

Propiedades básicas:

1. El inverso multiplicativo de la función µ de Möbius es 1, es decir

1 ∗ µ = e.

Para una prueba de ésto ver página 12 de Balanzario (2003) o página 25 de Apostol
(1980). La anterior ecuación junto con la asociatividad del producto de Dirichlet, nos
proporcionan la fórmula de inversión de Möbius:

f = g ∗ 1 ⇔ g = f ∗ µ,

para cualesquiera funciones aritméticas f y g.
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2. Identidad de Chebyshev: 1 ∗ Λ = log, esto es,

log n =
∑
d|n

Λ(d). (1.1)

En efecto, si
n = pa1

1 p
a2
2 · · · p

ak
k

es la descomposición de n en factores primos, entonces log pi aparece ai veces como
término en log n cuando este logaritmo se expande como una suma. Puesto que n tiene
exactamente ai divisores de la forma pji , entonces log pi = Λ(pji ) también aparece ai
veces como término en la suma del lado derecho de (1.1).

1.2. Funciones suma con ponderación
Dada una función aritmética f : N→ R, nos gustaría obtener una forma simple de saber su
valor f(n) para cada entero positivo n.

Este problema puede resultar bastante difícil, al menos para ciertas funciones aritméticas
cuyo comportamiento sea bastante errático. Por ejemplo la función Λ oscila bastante entre
valores grandes y pequeños. Pues, si pk es el k-ésimo número primo, Λ(pk) = log pk, y
log pk puede ser tan grande como se quiera cuando k es suficientemente grande. Mientras
que Λ(pkpk+1) = 0, para todo k.

Por otra parte, con mucha frecuencia es posible calcular el promedio de los valores de f(n)
cuando n corre el intervalo 1 6 n 6 x. El promedio está dado por la expresión

1
x

∑
n6x

f(n).

En teoría analítica de números se estudia el cómo evaluar estos promedios para algunas fun-
ciones aritméticas específicas, con el objetivo de resolver problemas muy concretos relativos
a los números enteros (ver página 41 de Hildebrand (2005)).

A lo largo de esta tesis, R+ denotará al conjunto de los números reales positivos.
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Definición 1.3.

1. Sea f una función aritmética. La función suma de f se define por medio de
F : R+ → R, donde

F (x) =
∑
n6x

f(n) si x > 1,

y F (x) = 0 si 0 < x < 1.

2. Si además, W : R+ → R dada por y 7→ W (y) es una función con soporte compacto,
o una función de clase C∞ tal que W y todas sus derivadas tienden a cero cuando
y → ∞, definimos la función suma ponderada de f por medio de G : R+ → R
(R := R ∪ {−∞,∞}) donde,

G(x) =
∞∑
n=1

f(n)W
(
n

x

)
(1.2)

si x > 1 y la anterior serie converge, G(x) =∞ si x > 1 y la serie anterior diverge, o
G(x) = 0 si 0 < x < 1.

W denotará la ponderación de la función G definida anteriormente.

Observación. Si la ponderación W es una función de soporte compacto, es decir, W = 0
en (A,∞) para algún A > 0, entonces la serie en (1.2) converge porque

G(x) 6
∑
n6Ax

f(n)W
(
n

x

)
,

y ésta última suma es finita.

El estudio del comportamiento de las funciones suma con ponderación surge de manera natu-
ral en una variedad de contextos. Por ejemplo, como recurso técnico para resolver un problema
concreto: Teorema tauberiano de Shapiro (página 85 de Apostol (1980)) o ver corolario 8,
página 32 de la tesis de Hernández (2002). También se usan para obtener el Teorema de los
Números Primos (TNP) con ponderación arbitraria, como veremos más adelante.

Ejemplo 1.2.

(1) Algunas funciones suma que nos interesarán son:

La función de Mertens

M(x) =
∑
n6x

µ(n).
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La función de Chebyshev

ψ(x) =
∑
n6x

Λ(n).

La función contadora de los números primos positivos definida por Gauss como

π(x) =
∑
p6x

1.

(2) Las funciones suma como en 1. de la Definición 1.3, son casos particulares de funciones
suma ponderadas, en donde la ponderación esta dada por medio de

W (y) =
{

1 si 0 < y 6 1,
0 si y > 1.

(3) Otro ejemplo es la función suma de Λ con ponderación un núcleo de Landau alrededor
de x = 1, definido por

W (y) =
{

140(y(1− y))3 si 0 < y 6 1,
0 si y > 1.

En este caso, la función suma ponderada es

G(x) = 140
∑
n6x

Λ(n)
(
n

x

(
1− n

x

))3
.

(4) Consideremos f(n) = Λ(n), y una ponderación con parámetro L > 0 dada por
WL(y) = e−

y
L . De modo que (1.2) se convierte en

G(x) =
∞∑
n=1

Λ(n)e− n
xL , si x > 1. (1.3)

Veremos en (2) del Ejemplo 1.3 que la anterior serie converge para todo x > 1. El
parámetro L lo escogemos de ésta manera con la intención de que

∫ ∞
0

WL(y)dy = L,

veremos más adelante que esta ponderación ejemplifica de una forma adecuada el TNP
con ponderación arbitraria.

Estudiaremos el comportamiento asintótico de algunas funciones suma ponderadas, y empe-
zaremos con la siguiente definición.
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Definición 1.4. (Notación de Vinogradov y Landau). Sean g : R→ R+ y f : R→ C.

1. Si en una vecindad de a ∈ R ∪ {∞} tenemos que |f(x)| 6 Kg(x) para una constante
K > 0, entonces escribimos

f(x)� g(x) o bien f(x) = O(g(x)), cuando x→ a.

2. Si para a ∈ R ∪ {∞} tenemos que ĺım
x→a

f(x)
g(x) = 0, escribimos

f(x) = o(g(x)) (x→ a).

3. Si ĺım
x→∞

f(x)
g(x) = 1, escribimos

f(x) ∼ g(x) (x→∞),

y se lee “f es asintóticamente equivalente a g” cuando x→∞.

Observación. Cuando la notación de Vinogradov y Landau se usa sin un a ∈ R ∪ {∞},
entonces debe entenderse que a =∞.

Ejemplo 1.3.

(1) Cuando x→∞, f(x) = o(g(x)) implica f(x)� g(x).

(2) Para demostrar la convergencia de la serie en (1.3), sea x > 1. Por definición tenemos
que Λ(n) 6 log n, entonces

Λ(n) e− n
Lx 6 log n e− n

Lx .

Por otra parte, e−
n
Lx = o( 1

n2 ) cuando n→∞ porque

n2e−
n
Lx → 0 cuando n→∞.

Luego, cuando n→∞, e− n
Lx � 1

n2 y por consiguiente Λ(n)e− n
Lx � logn

n2 . Debido a la
convergencia de la serie ∑∞

n=1
logn
n2 , concluimos que la función G(x) en (1.3) está bien

definida. Más aún, por el test M de Weierstrass, hemos demostrado que G(x) converge
uniformemente para x > 1.
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El Teorema de los Números Primos (TNP) asegura que

π(x) ∼ x

log x.

El primer objetivo de nuestro trabajo será demostrar la anterior relación asintótica. Como
primer paso reformulamos nuestro problema con la siguiente proposición.

Proposición 1.1. TNP es equivalente a ψ(x) ∼ x.

Demostración. Esta demostración es tomada de Ash & Novinger (2007). Recordando que
ψ(x) = ∑

n6x Λ(n), por la definición de Λ tenemos que

ψ(x) =
∑
p6x

p primo

mp(x) log p,

donde mp(x) es el natural más grande tal que pmp(x) 6 x. Observamos que

pmp(x) 6 x ⇔ mp(x) log p 6 log x ⇔ mp(x) 6 log x
log p .

Por lo tanto, mp(x) =
[

log x
log p

]
, donde [·] es la función parte entera. De esta manera,

ψ(x) =
∑
p6x

[
log x
log p

]
log p 6

∑
p6x

log x
log p log p = log x π(x). (1.4)

Sin embargo, si 1 < y < x, entonces

π(x) = π(y) +
∑

y<p6x

1 6 π(y) +
∑

y<p6x

log p
log y

< y + 1
log y

∑
y<p6x

log p

6 y + 1
log y ψ(x),

y así

π(x) 6 y + 1
log y ψ(x).

Ahora, tomamos y = x
(log x)2 en la desigualdad anterior y obtenemos para x > 3 que

π(x) 6 x

(log x)2 + 1
log x− 2 log(log x) ψ(x).
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Por lo tanto

π(x) log x
x

6
1

log x + log x
log x− 2 log(log x)

ψ(x)
x

. (1.5)

De (1.4) y (1.5) se sigue que

ψ(x)
x

6
log x
x

π(x) 6 1
log x + log x

log x− 2 log(log x)
ψ(x)
x

.

De donde ψ(x) ∼ x si y sólo si TNP.

1.3. Integrales de Riemann-Stieltjes
Vamos a introducir la integral de Riemann-Stieltjes y mencionaremos algunas de sus propie-
dades que vamos a usar a lo largo de este trabajo. Si el lector no está familiarizado con la
teoría, indicaremos qué teoremas básicos asumiremos citándolos del libro de Apostol (1988).

Definición 1.5. Sean F una función de variación acotada y g una función continua en
un intervalo cerrado [a, b], y con valores en C. La integral de Riemann-Stieltjes se define
mediante

∫ b

a
g(x)dF (x) := ĺım

|P |→0

N∑
i=1

g(x∗i )[F (xi)− F (xi−1)],

donde P = {a = x0 < x1 < · · · < xN = b} es una partición de [a, b], la norma de esta
partición es |P | = máx{xi − xi−1 : 1 6 i 6 N}, y para cada 1 6 i 6 N , x∗i es un número
en el intervalo [xi−1, xi].

Observación. El límite que aparece en la ecuación anterior existe debido al Teorema 7.27
de Apostol (1988), las hipótesis impuestas sobre F y g son las que trabajaremos a lo largo
de la tesis.

Ejemplo 1.4. Sea g una función continua en [a, b], f una función aritmética y F su función
suma. Entonces F es de variación acotada en [a, b] y por lo tanto∫ b

a
g(x)dF (x)
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existe. En efecto, F es de variación acotada porque si VF [a, b] denota la variación total de F
en [a, b], entonces

VF [a, b] := sup
{∑

(P )F : P ∈P[a, b]
}

=
∑

a6n6b

|f(n)| <∞.

Donde P[a, b] denota la colección de todas las particiones de [a, b], y ∑(P )F denota la suma∑N
i=1 |F (xi)−F (xi−1)| correspondiente a la partición P = {a = x0 < x1 < · · · < xN = b} de

[a, b].

Proposición 1.2. (Integración por partes). Sean g una función continua y F una función
de variación acotada definidas ambas en [a, b]. Entonces∫ b

a
g(x)dF (x) = g(b)F (b)− g(a)F (a)−

∫ b

a
F (x)dg(x).

La demostración de esta proposición puede verse en el Teorema 7.6 del libro de Apostol
(1988).

Notación. Sea X > 1. Sean g una función continua y F una función de variación acotada
definidas en [1 − η,X], con 0 < η < 1. Asumimos que g tiene derivada continua en 1 y
denotamos ∫ X

1−
g(x)dF (x) := ĺım

δ→1−

∫ X

δ
g(x)dF (x).

Luego de realizar una integración por partes, el límite del lado derecho de la ecuación anterior
existe debido a que g tiene derivada continua en 1 y al Teorema 7.32 de Apostol (1988).

Ejemplo 1.5. Sea F una función definida en R+ con soporte [1,∞) (F = 0 en (0, 1)) y de
variación acotada en [1, X]. Entonces por la anterior proposición∫ X

1
dF = F (X)− F (1)−

∫ X

1
F d(1) = F (X)− F (1).

Por otra parte, aplicando de nuevo la integración por partes, tenemos que∫ X

1−
dF = F (X).

Por lo tanto ∫ X

1−
dF =

∫ X

1
dF + F (1),
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lo cual indica que si F es la función suma de una función aritmética, la integral
∫ X

1−
dF

depende del salto inicial F (1).

La siguiente proposición nos permite intuir que la integral de Riemann-Stieltjes proporciona,
bajo hipótesis adecuadas, un buen “tránsito” entre lo discreto y lo continuo.

Proposición 1.3. Sean X > 1 y f una función aritmética. Sea g una función con derivada
continua en (0, X] y valores en C. Sea F la función suma de f . Entonces

∑
n6X

f(n)g(n) =
∫ X

1−
g(x)dF (x).

Demostración. Por la integración por partes tenemos que

∫ X

1−
g(x)dF (x) = g(X)F (X)− g(1−)F (1−)−

∫ X

1−
F (x)g′(x)dx

= g(X)F (X)−
∫ X

1
F (X)g′(x)dx

=
∫ X

1/2
g(x)dF (x).

Luego, es suficiente demostrar que

∑
n6x

g(n)f(n) =
∫ X

1/2
g(x)dF (x). (1.6)

Sea N = [[X]] y sea P = {1
2 = x0 < x1 < · · · < xN = X} una partición de [1

2 , X] con las
siguientes propiedades:

1. xn /∈ N para cada n = 0, . . . , N − 1 (posiblemente X ∈ N).

2. Para cada natural n en [1
2 , X], existen únicos xn−1, xn ∈ P tales que xn−1 < n 6 xn.

Por definición de F , tenemos que

F (xn)− F (xn−1) = f(n), para cada n = 1, . . . , N.

Por lo tanto,

∑
n6X

g(n)f(n) =
N∑
n=1

g(n)[F (xn)− F (xn−1)]. (1.7)
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Por otra parte, sea Q un refinamiento de P , y sean xi−1, xi elementos en Q tales que no existe
un entero en el intervalo [xi−1, xi], entonces

F (xi)− F (xi−1) = 0,
y no se producen nuevos términos no nulos en la suma de la parte derecha de (1.7). Por lo
tanto,

∫ X

1/2
g(x)dF (x) = ĺım

|Q|→0

N∑
n=1

g(n)[F (xn)− F (xn−1)]

= ĺım
|Q|→0

∑
n6X

g(n)f(n) =
∑
n6X

g(n)f(n),

y obtenemos (1.6).

Ejemplo 1.6. (Función zeta de Riemann). Sea s = σ + it un número complejo con σ
y t en R. La función zeta de Riemann se define mediante

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
, para σ > 1.

Tomando f(n) = 1(n) = 1 y g(x) = x−s en la proposición anterior, obtenemos

ζ(s) =
∫ ∞

1−
x−s d[x], para σ > 1.

En este caso, F (x) = ∑
n6x 1(n) = [x] es la parte entera de x.

Ahora fijaremos una clase de funciones en las que será posible tomar ciertas transformadas
en el futuro.

Definición 1.6. Definimos a U como el conjunto de aquellas funciones F : R+ → R tales
que

(i) F = 0 en (0, 1).

(ii) F es continua a la derecha de cada punto x ∈ R+.

(iii) F es de variación acotada en [1, X] para cada X > 1.
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Ejemplo 1.7.

(1) Ya vimos en el Ejemplo 1.4 que la función suma de una función aritmética está en U.

(2) Probaremos que las funciones suma con ponderación que nos interesarán están en U.
Sea f una función aritmética y G una función suma con ponderación W como en 2. de
la Definición 1.3. Dependiendo de qué f o W tomemos, resumiremos nuestra verifica-
ción en dos casos.

Caso 1. W tiene soporte compacto [0, 1] y es acotada en este intervalo. Entonces
G(x) = ∑

n6x f(n)W (n/x), y para X > 1, G es de variación acotada en [1, X]. En
efecto, aplicando el mismo argumento del ejemplo 1.4, la variación total de G en [1, X]
es finita:

VG[1, X] 6 K
∑
n6X

|f(n)| <∞,

donde K es una cota superior de W en [0, 1].

Caso 2. f(n) = Λ(n) y WL(x) = e−
x
L . Sea X > 1, probaremos que la función suma

ponderada G definida por medio de

G(x) =
∞∑
n=1

Λ(n)WL

(
n

x

)
si x > 1,

tiene derivada continua en [1, X], y luego, por el Teorema 6.6 de Apostol (1988), G es
de variación acotada en [1, X] y por lo tanto está en U.

En efecto, si fijamos L > 0, para cada n ∈ N la función gn(x) := Λ(n)WL(n/x) es de
clase C∞(0,∞). Ahora, por el mismo razonamiento usado en (2) del Ejemplo 1.3 para
probar que la serie

∞∑
n=1

Λ(n)WL

(
n

x

)

converge uniformemente en x > 1, tenemos que la serie

∞∑
n=1

g′n(x) converge uniformemente para x > 1, (1.8)

donde g′ es la derivada de g. Luego por el Teorema 9.14 de Apostol (1988), tenemos
que G′(x) existe y
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G′(x) =
∞∑
n=1

g′n(x) si x > 1.

Pero además, cada g′n es continua y por (1.8), G′ es continua para cada x > 1. En
particular, G es una función con derivada continua en [1, X].
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Capítulo 2

Transformada de Mellin-Stieltjes

2.1. Definición de la transformada
Usaremos las ideas de Dirichlet y Riemann de asociar a una función aritmética una cierta
serie infinita, hoy día llamada serie de Dirichlet. En este capítulo desarrollaremos una teoría
introductoria basada en la noción de transformada de Mellin-Stieltjes, la cual generaliza la
serie de Dirichlet.

De ahora en adelante, un número complejo s lo expresaremos en la forma s = σ + it con
σ, t ∈ R. Si c es un número real, escribiremos σ > c para denotar el conjunto {s ∈ C : σ > c}.

Sea F : R+ → R que satisface (ii) y (iii) de la definición 1.6, construimos la integral de
Riemann-Stieltjes impropia ∫ ∞

1−
x−sdF (x) := ĺım

X→∞

∫ X

1−
x−sdF (x),

si existe. Sea S el conjunto de puntos s ∈ C para los cuales esta integral converge.

Definición 2.1. La transformada de Mellin-Stieltjes (M-S) asociada a F es definida
por

F̂ (s) =
∫ ∞

1−
x−sdF (x), s ∈ S.

Observación. Los teoremas más importantes que veremos en esta tesis implican que las
singularidades de F̂ determinan el comportamiento asintótico de F (x) cuando x→∞.

15
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Ejemplo 2.1.

(1) Sea f una función aritmética y F su función suma. Por la Proposición 1.3 tenemos
que

F̂ (s) =
∞∑
n=1

f(n)
ns

, s ∈ S.

Esta última serie es la conocida serie de Dirichlet asociada a f .

(2) Sean F1(x) = x, para todo x ∈ R y F2 : R+ → R, definida por

F2(x) =
{
x si x > 1,
0 si x < 1.

Aquí F1 /∈ U, mientras que F2 ∈ U. Observamos que para σ > 1,

F̂1(s) =
∫ ∞

1
x−sdx = 1

s− 1 .

Ahora, para calcular F̂2, observamos que para X > 1,

∫ X

1−
x−sdF2(x) = X−sF2(X) + s

∫ X

1
x−sdx.

Luego, para σ > 1

F̂2(s) = s
∫ ∞

1
x−sdx = s

s− 1 = 1
s− 1 + 1.

En el próximo teorema veremos que una condición necesaria y suficiente para que F̂ (s)
converja, es que F sea de crecimiento polinomial, es decir, F (x)� xσ. Pero la necesidad dice
aun más: F (x) = o(xσ) si σ > 0, y ésto será crucial en lo que sigue.

Teorema 2.1. Sea F ∈ U. Supongamos que F (x) � xα para algún α > 0. Si σ > α,
entonces F̂ (s) =

∫∞
1− x

−sdF (x) converge. Recíprocamente, suponga que F̂ (s) converge para
algún s ∈ C. Entonces

F (x) = o(xσ), si σ > 0. (2.1)
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Demostración. Supongamos que F (x)� xα para algún α > 0. Sea σ > α. Entonces

F̂ (s) = ĺım
X→∞

∫ X

1−
x−sdF (x) = ĺım

X→∞

[
X−sF (X) + s

∫ X

1

F (x)
xs+1 dx

]

= s
∫ ∞

1

F (x)
xs+1 dx,

y esta última integral converge porque

F (x)
xs+1 �

1
x(σ−α)+1 .

Recíprocamente, supongamos que β :=
∫∞

1− x
−sdF (x) converge para algún s = σ + it con

σ > 0. Sean

C(y) :=
∫ y

1−
t−sdF (t) y h(y) := −

∫ ∞
y

t−sdF (t).

Por el Teorema Fundamental del Cálculo e integración por partes, tenemos que

F (x) =
∫ x

1−
dF (y) =

∫ x

1−
ysdC(y)

=
∫ x

1−
ysd[C(y)− β] =

∫ x

1−
ysdh(y)

= xsh(x) +
∫ ∞

1−
y−sdF (y)− s

∫ x

1
ys−1h(y)dy.

Por consiguiente

F (x)
xσ

= xith(x) + β

xσ
− s

xσ

∫ x

1
ys−1h(y)dy.

Claramente

xith(x) + β

xσ
→ 0 cuando x→∞.

Ahora, por el Teorema del Valor Medio para integrales

1
x− 1

∫ x

1
ys−1h(y)dy = H(c),

con H(x) := xs−1h(x) y c = c(x) ∈ [1, x]. Luego
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1
xσ

∫ x

1
ys−1h(y)dy = x− 1

xσ
H(c)→ 0 cuando c→∞.

Por lo tanto

s

xσ

∫ x

1
ys−1h(y)dy → 0 cuando x→∞.

Corolario 2.1. Sea F ∈ U y suponga que
∫∞

1− x
−sdF (x) converge para algún s ∈ C con

<(s) > 0. Entonces

F̂ (s) = s
∫ ∞

1

F (x)
xs+1 dx. (2.2)

Demostración. Sea X > 1. Haciendo integración por partes tenemos que
∫ X

1−
x−sdF (x) = X−sF (X) + s

∫ X

1

F (x)
xs+1 dx.

Debido a (2.1) del teorema anterior, se deduce que

ĺım
X→∞

X−sF (X) = 0

y por lo tanto obtenemos (2.2).

2.2. Regiones de convergencia
Queremos definir ahora cuándo una transformada de M-S F̂ (s) converge absolutamente para
un s ∈ C. Para ello necesitamos la siguiente definición.

Definición 2.2. Sea F : R → R tal que F (x) = 0 si x < 1. Definimos la función de
variación total de F como

Fv : R+ → R,

donde Fv(x) = VF [0, x] es la variación total de F en [0, x], como fue definida en el Ejemplo
1.4.
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Algunas propiedades conocidas de Fv son las siguientes:

• Fv es creciente.

• Si F es creciente, entonces Fv = F .

Ejemplo 2.2. Si f es una función aritmética y F es su función suma, el Ejemplo 1.4 prueba
que

Fv(x) =
∑
n6x

|f(n)|.

Definición 2.3. Sea F ∈ U y s ∈ C. Decimos que F̂ converge absolutamente en s si∫ ∞
1−

x−σdFv(x) <∞,

donde σ = <(s) denota la parte real de s.

Ejemplo 2.3. Si F es la función suma de una función aritmética f , entonces por el Ejemplo
2.1, F̂ (s) = ∑∞

n=1
f(n)
ns

y F̂ converge absolutamente en s si, y sólo si ∑∞n=1
|f(n)|
nσ

converge.

2.2.1. Abscisa de convergencia y abscisa de convergencia absoluta
Repasaremos lo que se conoce acerca de las regiones en las que una transformada de Mellin-
Stieltjes converge.

Lema 2.1. Sean F ∈ U y s0 = σ0 +it0 ∈ C con σ0 = <(s0) > 0. Si
∫∞

1− x
−s0dF (x) converge,

entonces
∫∞

1− x
−sdF (x) converge en el semiplano abierto {s : σ > σ0}.

Demostración. Si
∫∞

1− x
−s0dF (x) converge, entonces por (2.1) del Teorema 2.1,

F (x) = o(xσ0) = o(xσ0+ε), para cualquier ε > 0 fijo.

Ahora, la primera parte de este mismo teorema garantiza que F̂ (s) converge en σ > σ0 + ε.
Debido a que ε es arbitrario, F̂ (s) converge en el semiplano σ > σ0.
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En el caso en que F̂ converja en algunos puntos s ∈ C y diverja en otros, el anterior lema nos
dice que la región de convergencia es un semiplano de la forma {s : σ > σ0} y posiblemente
en algunos puntos de la recta vertical σ = σ0.

Definición 2.4. Para una transformada de M-S F̂ , definimos

1. σc = σc(F̂ ), la abscisa de convergencia de F̂ , por

σc = ı́nf{σ ∈ R : F̂ (s) converge para algún s, con σ = <(s)}.

2. σa = σa(F̂ ), la abscisa de convergencia absoluta de F̂ , por

σa = ı́nf{σ ∈ R :
∫ ∞

1−
x−σdFv(x) <∞}.

3. Si F̂ converge en un punto s ∈ C, pero no absolutamente, decimos que la convergencia
en s es condicional.

Observación. Para cualquier transformada de M-S, σa > σc. En efecto, sea F ∈ U tal que
F̂ converge absolutamente en s, entonces

|F̂ (s)| =
∣∣∣∣∫ ∞

1−
x−sdF (x)

∣∣∣∣ 6 ∫ ∞
1−

x−σd|F (x)|

6
∫ ∞

1−
x−σd|Fv(x)| =

∫ ∞
1−

x−σdFv(x).

En la última igualdad, d|Fv(x)| = dFv(x) porque Fv es creciente.

Ejemplo 2.4.

(1) La función zeta de Riemann definida en el Ejemplo 1.6 tiene

σc = σa = 1.

(2) Sea F (x) = ∑
n6x(−1)n+1. De modo que F̂ (s) = ∑∞

n=1
(−1)n+1

ns
, claramente σa =

σa(F̂ ) = 1. Por otra parte, tenemos que σc = 0.

En efecto, por el criterio de Leibniz para series alternadas, F̂ (s) converge para todo
número real s > 0. Además, para s 6 0, la serie ∑∞

n=1
(−1)n+1

ns
diverge porque la

sucesión (−1)n+1

ns
no tiene límite cuando n→∞.
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2.3. Propiedades multiplicativas de la transformada
En el próximo teorema vamos a calcular la transformada de Mellin-Stieltjes de cualquier
función suma con ponderación. Antes introducimos otra transformada que siempre ha sido
útil en la teoría analítica de números.

Definición 2.5 (Transformada de Mellin). Si W : R+ → R, definimos la transformada
de Mellin asociada a W como

WM(s) =
∫ ∞

0
W (x)xs−1dx, (2.3)

para aquellos números complejos s en los que la anterior integral converge.

Observación. Como en la transformada de M-S, la transformada de Mellin de una función
tiene asociada una abscisa de convergencia y una abscisa de convergencia absoluta que son
definidas de la misma forma. En este caso la transformada de Mellin converge absolutamente
en un s si la integral en (2.3) converge absolutamente.

Ejemplo 2.5 (Función Gamma). La función Gamma se define por medio de la transfor-
mada de Mellin de la función e−x:

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−xxs−1dx, <(s) > 0.

En este caso la abscisa de convergencia y la abscisa de convergencia absoluta son ambas
iguales a cero.

Teorema 2.2. Sea G la función suma de f con ponderación W . Supongamos que la serie
que define a G en (1.2) converge para todo x > 0, y que G ∈ U. Entonces

Ĝ(s) = F̂ (s) s WM(s), (2.4)

para <(s) =: σ > máx{σa(F̂ ), σa(W ), 0}. Donde F es la función suma de f , y σa(W ) es la
abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Mellin asociada a W .

Demostración. Sea σ > máx{σa(F̂ ), σa(W ), 0}. Supondremos que Ĝ(s) existe y al final de
la prueba explicaremos la razón de su existencia a partir de la hipótesis impuesta sobre σ.
Como σ > 0, del Corolario 2.1 tenemos que

Ĝ(s) = s
∫ ∞

1
x−s−1G(x)dx = s

∫ ∞
0

x−s−1G(x)dx.
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Por otra parte, de la Proposición 1.3 se deduce que

G(x) =
∫ ∞

1−
W
(
t

x

)
dF (t),

donde F (t) = ∑
n6t f(n) es la función suma de f . Por consiguiente,

Ĝ(s) = s
∫ ∞

0
x−s−1G(x)dx = s

∫ ∞
0

x−s−1
∫ ∞

1−
W
(
t

x

)
dF (t)dx

= s
∫ ∞

1−

∫ ∞
0

x−s−1W
(
t

x

)
dx dF (t).

El intercambio en el orden de integración en la última igualdad se justifica debido a que las
transformadas de F yW convergen absolutamente en s. Dejando a t fijo y haciendo el cambio
de variable y = t

x
, tenemos que∫ ∞

0
x−s−1W

(
t

x

)
dx =

∫ ∞
0

t−sys−1W (y)dy.

Por lo tanto,

Ĝ(s) = s
∫ ∞

1−

∫ ∞
0

t−sys−1W (y)dy dF (t)

= s
∫ ∞

1−
t−sdF (t)

∫ ∞
0

ys−1W (y)dy

= s F̂ (s) WM(s).

Finalmente, bajo nuestra suposición sobre σ, F̂ (s) y WM(s) existen y por lo tanto, debido a
la última cadena de igualdades, Ĝ(s) existe.

Corolario 2.2. Sean f , h funciones aritméticas y g = f ∗ h su producto de Dirichlet. Si G,
F y H son las funciones suma de g, f y h respectivamente, y si σ > máx{σa(F̂ ), σa(H), 0}.
Entonces

Ĝ(s) = F̂ (s)Ĥ(s).

Equivalentemente,
∞∑
n=1

(f ∗ h)(n)
ns

=
( ∞∑
n=1

f(n)
ns

)( ∞∑
n=1

h(n)
ns

)
.
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Demostración. Primero observamos que

G(x) =
∑
n6x

(f ∗ h)(n) =
∑
n6x

∑
kj=n

f(k)h(j)

=
∑
kj6x

f(k)h(j)

=
∑
k6x

f(k)
∑
j6x/k

h(j) =
∑
k6x

f(k)H
(
x

k

)
.

Luego G(x) = ∑
n6x f(n)H

(
x
n

)
. Consideremos la ponderación

W (y) =
{
H
(

1
y

)
si 0 < y 6 1,

0 si y > 1.

Así, G es la función suma ponderada G(x) = ∑∞
n=1 f(n)W

(
n
x

)
. Por otra parte, si hacemos

el cambio de variable x = 1
y
, tenemos que

sWM(s) = s
∫ 1

0
ys−1H

(
1
y

)
dy = s

∫ ∞
1

H(x)
xs+1 dx = Ĥ(s),

y debido al teorema anterior,

Ĝ(s) = F̂ (s)Ĥ(s).

Ejemplo 2.6. Las series ∑n>1
1
ns

y ∑
n>1

µ(n)
ns

convergen absolutamente para σ > 1. Debido
a que 1 ∗ µ = e, donde e es el elemento identidad en el producto de Dirichlet, tenemos por
el corolario anterior que

ζ(s)
∞∑
n=1

µ(n)
ns

=
∞∑
n=1

e(n)
ns

= 1.

Lo anterior demuestra que la función ζ no tiene ceros en σ > 1.
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2.4. Propiedades analíticas de la transformada
Una serie de potencias define una función, la cual es analítica en al menos su disco abierto de
convergencia. Vamos a exponer el resultado correspondiente para transformadas de Mellin-
Stieltjes. Su demostración la podemos encontrar en la página 125 del libro de Bateman &
Diamond (2004).

Teorema 2.3. Sea F ∈ U una función de crecimiento polinomial. Entonces F̂ es analítica
en {s : <(s) = σ > σc(F̂ )}. Sobre este semiplano, las derivadas de F̂ están dadas por

F̂ (k)(s) =
∫ ∞

1−
x−s(− log x)kdF (x), k ∈ N. (2.5)

Ejemplo 2.7. Sea f una función aritmética y F su función suma. Entonces

− d

ds
F̂ (s) =

∞∑
n=1

log n
ns

f(n), σ > σc(F̂ ).

En efecto, por el teorema anterior y la Proposición 1.3, tenemos que

− d

ds
F̂ (s) =

∫ ∞
1−

x−s log x dF (x) =
∞∑
n=1

log n
ns

f(n).

Proposición 2.1. La transformada de Mellin-Stieltjes de la función de Chebyshev está dada
por

ψ̂(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) , σ > 1. (2.6)

Demostración. Empezamos asumiendo la estimación bien conocida ψ(x)� x cuando
x → ∞ (ver página 51 de Balanzario (2003) o páginas 13 y 14 de Ingham (1932)). Esta
estimación nos permite ver que ψ̂(s) es absolutamente convergente en σ > 1, pues, la integral
impropia

∫ ∞
1−

x−σdψ(x) = ĺım
X→∞

[
X−σψ(X) + s

∫ X

1

ψ(x)
xσ+1 dx

]

converge absolutamente para σ > 1. Ahora, como Λ ∗ 1 = log, tenemos que en σ > 1

ψ̂(s)ζ(s) =
( ∞∑
n=1

Λ(n)
ns

)( ∞∑
n=1

1
ns

)
=
∞∑
n=1

log n
ns

= −ζ ′(s).



Capítulo 3

Teorema de los Números Primos
(TNP) con ponderación

3.1. Sucesiones de Dirac

Definición 3.1. Una sucesión de funciones {Kn}n∈N, de valores reales y definidas en todo
R es una sucesión de Dirac si satisface las siguientes propiedades:

(D1) Kn(x) > 0, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R.

(D2) Cada Kn es continua en R, y
∞∫
−∞

Kn(x)dx = 1.

(D3) Para todo δ > 0, ĺım
n→∞

∫
|x|>δ

Kn(x)dx = 0.

Observación. La condición (D2) significa que el área bajo la curva y = Kn(x) es igual a 1.
Además, la condición (D3) significa que esta área se concentra cerca de 0 si n toma valores
suficientemente grandes.

Ejemplo 3.1 (Núcleo de Fejér). Para cada λ > 0 definimos el Núcleo de Fejér por medio
de

Kλ(x) := 1
π

sen2(λx)
λx2 , (3.1)

si x ∈ R\{0}, y Kλ(0) := λ
π
.

Verifiquemos que {Kλ}λ∈N es una sucesión de Dirac:

25
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Figura 3.1: {Kλ} para algunos valores de λ

(D1) es inmediato.

(D2) Kλ es continua en 0 porque

ĺım
x→0

Kλ(x) = λ

π
ĺım
x→0

sen2(λx)
(λx)2 = λ

π
.

Además, por el Lema 3.1 tenemos que

∞∫
−∞

sen2(λx)
λx2 dx = 1

λ

∞∫
−∞

sen2(x)
1
λ
x2 dx =

∞∫
−∞

sen2(x)
x2 dx = π.

Por lo tanto, tenemos que
∫ ∞
−∞

Kλ(x)dx = 1.

(D3) Es suficiente probar que para todo δ > 0,

∫
|x|>δ

Kλ(x)dx 6
2
λδπ

.

En efecto,

∫
|x|>δ

Kλ(x)dx 6
1
λπ

∫
|x|>δ

dx

x2 = 2
λπδ

.
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Lema 3.1. Se cumple la siguiente identidad
∞∫
−∞

sen2 t

t2
dt = π.

Demostración. Por la paridad del integrando es suficiente demostrar que
∞∫
0

sen2 t

t2
dt = π

2 .

Probaremos primero que
∞∫
0

sen2 t

t2
dt =

∞∫
0

sen t
t
dt, (3.2a)

y luego que
∞∫
0

sen t
t
dt = π

2 . (3.2b)

Para (3.2a) hacemos integración por partes con

u = sen2 t dv = dt

t2
,

du = 2 sen t cos tdt v = −1
t

Luego, para cada b > 0 tenemos que

b∫
0

sen2 t

t2
dt =

[
−sen2 t

t

]b
0

+
b∫

0

2 sen t cos t
t

dt

= −sen2 b

b
+ 2

b∫
0

sen 2t
2t dt = −sen2 b

b
+

2b∫
0

sen z
z

dz.

Haciendo que b→∞ obtenemos (3.2a). Para demostrar (3.2b), probaremos primero que la
integral

g(x) =
∞∫
0

sen t
t
e−txdt,

converge uniformemente para cada x > 0.
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En efecto, sea f(t, x) = sen t
t
e−tx. Para cada a > 0, si x > a tenemos que

|f(t, x)| 6 e−tx 6 e−at,

como
∫∞
0 e−atdt converge, entonces por el test de Weierstrass g(x) converge uniformemente

para cada x > 0. Por otra parte, observamos que

∂

∂x
f(t, x) = −e−tx sen t,

y por un argumento similar al anterior tenemos que
∫∞

0
∂
∂x
f(t, x)dt converge uniformemente

para todo x > 0, de modo que por Lang (1983), Teorema 3.4 del capítulo 13, obtenemos para
x > 0 que

g′(x) =
∞∫
0

∂

∂x
f(t, x)dt = −

∞∫
0

e−tx sen tdt.

Integrando por partes tenemos que g′(x) = − 1
x2+1 . Luego

g(x) = − tan−1(x) + k, k constante.

Ya que ĺım
x→∞

f(t, x) = 0, entonces ĺım
x→∞

g(x) = 0, luego la constante k debe ser π/2. Por
tanto

∞∫
0

sen t
t
e−txdt = π

2 − tan−1(x).

Finalmente, tomando el límite x → 0, y por la convergencia uniforme de g(x) para cada
x > 0, concluimos que ∫ ∞

0

sen t
t
dt = π

2 .

Vamos ahora a representar el Núcleo de Fejér en una forma integral que será útil en la sección
3.2

Proposición 3.1. El Núcleo de Fejér definido en (3.1) lo podemos expresar como

Kλ(x) = 1
2π

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eixtdt. (3.3)
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Demostración. Primero, se observa que

Kλ(0) = λ

π
= 1

2π

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
dt.

Sea x ∈ R\{0}. Observamos que la parte derecha de la ecuación (3.3) es igual a

1
π

∫ 2λ

0

(
1− t

2λ

)
cos(xt)dt.

Realizando una integración por partes, tenemos que la anterior expresión es igual a

π−1 1
2λx

∫ 2λ

0
sen(xt)dt = π−1 1− cos(2λx)

2λx2 = π−1 sen2(λx)
λx2 = Kλ(x).

3.1.1. Convolución aditiva
Ahora definiremos la convolución de dos funciones. Este es un operador que permite en análisis
real y armónico, aproximar uniformemente funciones continuas f en [a, b] por polinomios∑N
n=0 anx

n y, funciones continuas y periódicas f en [0, 2π] por polinomios trigonométricos∑N
n=0 e

inx respectivamente (ver pág 391 de Apostol (1980) o pág 265 de Lang (1983)).

Definición 3.2. Sean f y g funciones con valores reales y continuas a trozos en todo R.
La convolución entre f y g esta definida para todo x ∈ R por medio de

(f ? g)(x) =
∞∫
−∞

f(t)g(x− t)dt.

Observación. La existencia de la integral impropia en la definición anterior, se puede ga-
rantizar si f ∈ L1(R)

(∫∞
−∞ |f | <∞

)
, y g es una función acotada en todo R (aplicaremos la

convolución bajo éstas condiciones).

Propiedades básicas:

1) f ? g = g ? f ,

2) f ? (g ? h) = (f ? g) ? h,

3) f ? (g + h) = f ? g + f ? h.
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4) Si g(x) es un polinomio, entonces (f ? g)(x) es un polinomio.

La siguiente proposición nos dice que cuando n tiende a infinito, una sucesión de Dirac
se comporta como el elemento identidad en el producto convolución, y por tanto como la
“función” delta de Dirac (ver Stein (2005)).

Proposición 3.2. Sea h : R −→ R una función continua a trozos, y acotada en todo R.
Sea {Kn} una una sucesión de Dirac y sea hn := Kn ? h, n ∈ N. Entonces {hn} converge
puntualmente a h en todo punto x en el cual h es continua, y por lo tanto

ĺım
n→∞

∞∫
−∞

h(t)Kn(x− t)dt = h(x). (3.4)

Demostración. Empezamos observando que por definición de hn,

hn(x) =
∞∫
−∞

h(x− t)Kn(t)dt.

Ahora, por (D2)

h(x) = h(x)
∞∫
−∞

Kn(t)dt =
∞∫
−∞

h(x)Kn(t)dt.

Por tanto

hn(x)− h(x) =
∞∫
−∞

[h(x− t)− h(x)]Kn(t)dt.

Fijemos x en el cual h es continua. Sea ε > 0, escogemos δ = δ(x, ε) tal que |t| < δ implica

|h(x− t)− h(x)| < ε.

Sea M una cota de h en R. Por (D3) seleccionamos N > 0 tal que si n > N ,

−δ∫
−∞

Kn(t)dt+
∞∫
δ

Kn(t)dt < ε

2M .

Por otra parte, tenemos que

|hn(x)− h(x)| 6

 −δ∫
−∞

+
δ∫
−δ

+
∞∫
δ

 |h(x− t)− h(x)|Kn(t)dt.
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Para estimar la primera y la tercera integral, observamos que |h(x− t)− h(x)| 6 2M , para
todo t ∈ R. En este caso, obtenemos que −δ∫

−∞

+
∞∫
δ

 |h(x− t)− h(x)|Kn(t)dt 6 2M
 −δ∫
−∞

+
∞∫
δ

Kn(t)dt < ε.

Para la integral del medio, tenemos la estimación

δ∫
−δ

|h(x− t)− h(x)|Kn(t)dt 6
δ∫
−δ

εKn(t)dt 6 ε

∞∫
−∞

Kn(t)dt = ε.

Por lo tanto ĺım
n→∞

hn(x) = h(x).

3.2. Teorema tauberiano de Wiener-Ikehara
Presentamos ahora el primer teorema central que usaremos en la tesis. Tal y como lo indi-
can Bateman & Diamond (2004), la demostración del Teorema de Wiener-Ikehara que aquí
presentaremos hace uso del análisis de Fourier. El primer ingrediente es lo que presentamos
en la sección 3.1 sobre sucesiones de Dirac y el segundo es un caso particular del Lema de
Riemann-Lebesgue que enunciamos a continuación.

Lema 3.2. Sea f : R → C una función continua con soporte compacto, y sea y ∈ R.
Entonces

ĺım
y→∞

∫ ∞
−∞

f(t)eitydt = 0.

Demostración. Sea I(y) :=
∫∞
−∞ f(t)eitydt. Por un cambio de variable,

I(y) =
∞∫
−∞

f

(
t+ π

y

)
ei[t+(π/y)]ydt = −

∞∫
−∞

f

(
t+ π

y

)
eitydt.

Luego

2I(y) =
∞∫
−∞

[
f(t)− f

(
t+ π

y

)]
eitydt.
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Ya que f es uniformemente continua en R, la expresión anterior en corchetes cuadrados tiende
a cero uniformemente cuando y →∞. Además, el anterior integrando se anula afuera de un
conjunto acotado. Por lo tanto

ĺım
y→∞

I(y) = 0.

Recordemos que estamos denotando un número complejo s como

s = σ + it; σ, t ∈ R.

Lema 3.3. Sea g una función continua en σ > 0. Entonces g(σ+it) converge uniformemente
a g(it) en [−λ, λ], conforme σ → 0+, en donde λ es una constante real positiva.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que λ = 1. Para t ∈ [−1, 1], sea
θt = {s ∈ C : |s− it| < δt/2} en donde δt es tal que |s− it| < δt implica |g(s)− g(it)| < ε/2.
Sea θt1 , θt2 , . . . , θtn una cubierta finita de [−1, 1]. Sea δ = mı́n{δtj/2}. Sea t ∈ [−1, 1] y tj
tal que t ∈ θtj . Si 0 6 σ 6 δ entonces

|σ + it− itj| <
1√
2
δtj < δtj .

Por lo tanto

|g(σ + it)− g(it)| 6 |g(σ + it)− g(itj)|+ |g(itj)− g(it)| < ε

2 + ε

2 = ε.

Teorema 3.1 (Wiener-Ikehara). Sea F una función no decreciente en U (ver definición 1.6).
Sea α > 0 la abscisa de convergencia de F . Suponga que existen un número real L y una
función g analítica en el semiplano cerrado {s ∈ C : σ > α}, tales que

F̂ (s) = L

s− α
+ g(s)

es válido en el semiplano abierto σ > α. Entonces

F (x) ∼ L

α
xα, cuando x→∞. (3.5)



3.2. TEOREMA TAUBERIANO DE WIENER-IKEHARA 33

Demostración. Empezamos reformulando nuestro enunciado pasando de la transformada de
Mellin-Stieltjes asociada a F , en términos de una transformada de Laplace-Stieltjes, y luego
en términos de la transformada de Laplace clásica. Hacemos el cambio de variable u = α log x
y definimos a f por medio de

f(u) := F (eu/α) = F (x).

Entonces para σ > 1,
∫ ∞

0−
e−sudf(u) =

∫ ∞
1−

x−αsdF (x) = F̂ (αs) = L

α(s− 1) + g(αs).

Ahora, debido al Corolario 2.1,
∫ ∞

0−
e−sudf(u) = F̂ (αs) = αs

∫ ∞
1

F (x)
xαs+1dx = s

∫ ∞
0

f(u)e−sudu.

De esta forma, para σ > 1,

∫ ∞
0

f(u)e−sudu = s−1
∫ ∞

0−
e−sudf(u)

= L

αs(s− 1) + g(αs)
s

= `

s− 1 + g1(s),

donde ` := L/α y g1(s) := s−1g(αs)−s−1`, de modo que por hipótesis de g, g1 es continua
en {s : σ > 1}. Si expresamos `/(s− 1) como una transformada de Laplace, obtenemos

g1(s) =
∫ ∞

0
e−su(f(u)− `eu)du, (σ > 1). (3.6)

A partir de este momento vamos a dividir la demostración en dos partes. La primera consiste
en probar que la siguiente relación integral es válida para cada λ > 0:

ĺım
y→∞

∫ ∞
0

e−xf(x)Kλ(y − x)dx = `, (3.7)

donde {Kλ} es el Núcleo de Fejér definido en el ejemplo 3.1. La segunda parte consiste en
usar el hecho de que {Kλ}λ∈N es una sucesión de Dirac y dar un argumento tauberiano
basado en (3.7), para demostrar que f(u) ∼ `eu cuando u → ∞, lo cual es equivalente a
(3.5).
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Primera parte. Puesto que α es la abscisa de convergencia de F̂ , por el Teorema 2.1 tenemos
que para todo δ > 0

F (x) = o(xα+δ), (x→∞).

Debido al cambio de variable que hicimos al inicio, la anterior estimación implica que para
todo δ > 0,

f(u) = o(eu+δu), (u→∞). (3.8)

Por otra parte, sean ε, λ números reales positivos e y ∈ R, escribimos s = 1 + ε+ it. Debido
a (3.6) tenemos que

1
2

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eiytg1(1 + ε+ it)dt = 1

2

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eiyt

[∫ ∞
0

(f(u)− `eu)e−u(1+ε+it)du
]
dt

=
∫ ∞

0
e−u−εu(f(u)− `eu)

[
1
2

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eit(y−u)dt

]
du.

El intercambio en el orden de integración se justifica por la convergencia de∫ ∞
0

e−u−εu|f(u)− `eu|du,

y debido al Teorema de Tonelli-Hobson (ver página 504 de Apostol (1988)). La anterior
integral converge porque tomando δ = ε/2 en (3.8), |f(u)− `eu| = o(eu+ ε

2u), y así,

e−u−εu|f(u)− `eu| = e−
ε
2u[e−ue− ε2u|f(u)− `eu|]

� e−
ε
2u cuando u→∞.

Por (3.3), escribimos lo anterior en términos de Kλ:

1
2π

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eiytg1(1 + ε+ it)dt =

∫ ∞
0

e−u−εuf(u)Kλ(y− u)du− `
∫ ∞

0
e−εuKλ(y− u)du.

(3.9)
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Ahora, puesto que g1 es continua en σ > 1, debido al Lema 3.3, g1(1+ε+it) tiende a g1(1+it)
uniformemente en [−2λ, 2λ] si ε→ 0+. Luego, la expresión del lado izquierdo de la anterior
ecuación tiende a

1
2π

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eiytg1(1 + it)dt,

si ε → 0+. Debido al Teorema de Convergencia Dominada (ver Apostol (1988) Teorema
10.27), tenemos que

ĺım
ε→0+

∫ ∞
0

e−εuKλ(y − u)du =
∫ ∞

0
Kλ(y − u)du.

Por otra parte, ya que f ∈ U y f es no decreciente, f > 0, así, e−u−εuf(u)Kλ(y − u) > 0
y creciente cuando ε→ 0+. Debido al Teorema de Convergencia Monótona (Apostol (1988)
Teorema 10.24), obtenemos

ĺım
ε→0+

∫ ∞
0

e−u−εuf(u)Kλ(y − u)du =
∫ ∞

0
e−uf(u)Kλ(y − u)du.

Por lo tanto, si hacemos que ε→ 0+ en la ecuación (3.9), obtenemos que

1
2π

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|2λ

)
eiytg1(1 + it)dt =

∫ ∞
0

e−uf(u)Kλ(y − u)du− `
∫ ∞

0
Kλ(y − u)du.

Debido al Lema 3.2, la expresión del lado izquierdo de la anterior ecuación tiende a 0 cuando
y →∞. De esta forma,

ĺım
y→∞

[∫ ∞
0

e−uf(u)Kλ(y − u)du− `
∫ ∞

0
Kλ(y − u)du

]
= 0.

Pero, si hacemos un cambio de variable, tenemos que∫ ∞
0

Kλ(y − u)du =
∫ y

−∞
Kλ(x)dx.

De modo que

ĺım
y→∞

∫ ∞
0

Kλ(y − u)du =
∫ ∞
−∞

Kλ(x)dx = 1,

y de lo anterior, obtenemos (3.7).

Antes de hacer una demostración formal de la segunda parte, podemos terminar procediendo
por un argumento heurístico. Sea
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J(y, λ) :=
∫ ∞

0
e−xf(x)Kλ(y − x)dx.

Acabamos de demostrar que ĺımy→∞ J(y, λ) = `. Por la Proposición 3.2, ĺımλ→∞ J(y, λ) =
e−yf(y). Luego, si asumimos el siguiente intercambio de límites

ĺım
y→∞

ĺım
λ→∞

J(y, λ) = ĺım
λ→∞

ĺım
y→∞

J(y, λ),

obtenemos que ĺımy→∞ e
−yf(y) = `, y con esto terminamos.

Segunda parte. Empezamos el argumento tauberiano probando que

f(y)� ey, (y →∞).

Sea δ > 0. Ya que el integrando de J(y, λ) es no negativo, y tanto f como la función
exponencial son monótonas, tenemos que para cualquier y > δ

J(y, λ) >
∫ y+δ

y−δ
e−xf(x)Kλ(y − x)dx > f(y − δ)e−y−δ

∫ δ

−δ
Kλ(u)du.

Combinando la última desigualdad con la estimación J(y, λ) = `+o(1), (y →∞), tenemos
que

f(y − δ)e−(y−δ) 6
e2δ `∫ δ

−δKλ(u)du
+ o(1), (y →∞). (3.10)

Lo cual implica que f(y)e−y es acotada para toda y > 0.

Ahora escogemos δ = ( 2
λπ

)1/2. Por (D3) del ejemplo 3.1 tenemos que∫
|u|>δ

Kλ(u)du 6
2
λδπ

= δ,

y por lo tanto
∫ δ

−δ
Kλ(u)du > 1− δ. (3.11)

Sea ε > 0. Escogemos λ suficientemente grande (y por tanto δ suficientemente pequeño)
para asegurar que e2δ(1− δ)−1 < 1 + ε. Con esta elección de λ, se deduce de (3.10) y (3.11)
que
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f(y)e−y 6 (1 + ε)`+ o(1), y →∞.

Debido a que esta relación se cumple para cualquier ε > 0, obtenemos

ĺım sup
y→∞

f(y)e−y 6 `.

Vamos ahora a obtener una desigualdad en el sentido opuesto. Ya que f(y)e−y es acotada,
existe un b > 0 tal que f(y)e−y 6 b para todo y > 0. Para cualesquiera λ e y positivos,
tenemos que

J(y, λ) 6 b
∫
|u|>δ

Kλ(u)du+ f(y + δ)e−y+δ
∫ δ

−δ
Kλ(u)du

6 bδ + f(y + δ)e−(y+δ)e2δ.

Por la última desigualdad y (3.7), tenemos que

f(y)e−y > e−2δ`− bδe−2δ + o(1) (y →∞),

para cada par de λ y δ fijos que satisfacen la relación λδ2 = 2/π. Luego, para cada δ > 0
tenemos que

ĺım inf
y→∞

f(y)e−y > e−2δ`− bδe−2δ,

y por lo tanto

ĺım inf
y→∞

f(y)e−y > `.

Las dos desigualdades implican que ĺımy→∞ f(y)e−y = `.

Observación. Para demostrar el TNP, queremos aplicar el teorema anterior a F (x) = ψ(x)
y α = 1 = L. Para esto, recordemos de la Proposición 2.1 que

ψ̂(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) , σ > 1.

Donde ζ es la función zeta de Riemann definida en el ejemplo 1.6. Luego, si demostramos
que
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1. ζ se puede extender analíticamente a la izquierda de la recta vertical σ = 1, excepto en
s = 1,

2. ψ̂ tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1, y

3. ζ no tiene ceros en la recta vertical σ = 1.

Entonces

ψ̂(s) = 1
s− 1 + g(s),

con g analítica en el semiplano cerrado σ > 1, y así, obtenemos el TNP:

ψ(x) ∼ x, x→∞.

3.3. Continuación analítica de ζ y propiedades básicas
La función zeta de Riemann ζ se definió originalmente en el semiplano σ > 1. Un proceso
análogo al de integración por partes permite extender la definición de ζ al semiplano σ > 0,
y esto es consecuencia del siguiente resultado.

Proposición 3.3. Existe una función h analítica en el semiplano abierto σ > 0 tal que

ζ(s) = 1
s− 1 + h(s),

y por lo tanto, ζ tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1.

Demostración. Por el Ejemplo 1.6, tenemos para σ > 1 que

ζ(s) =
∫ ∞

1−
x−s d[x] = 1

s− 1 −
∫ ∞

1−
x−s d(x− [x])

= 1
s− 1 + 1− s

∫ ∞
1

x− [x]
xs+1 dx.
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Puesto que la última integral converge absolutamente para σ > 0, el Teorema 2.3 nos garan-
tiza que

h(s) := 1− s
∫ ∞

1

x− [x]
xs+1 dx (3.12)

es analítica en σ > 0.

Observación La función zeta de Riemann se puede continuar analíticamente a todo el plano
complejo excepto en el polo simple s = 1, via la siguiente ecuación funcional que Riemann
demostró en su famoso artículo en 1859,

ζ(s) = 2sπs−1 sen(πs/2)Γ(1− s)ζ(1− s).

Lema 3.4. ψ̂ tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1.

Demostración. Consideremos la función h definida en (3.12). Debido a la Proposición 3.3,
tenemos que para σ > 0

ζ(s) = H(s)
s− 1 ,

donde H(s) := 1 + (s− 1)h(s). Luego,

ζ ′(s) = H ′(s)
s− 1 −

H(s)
(s− 1)2 = H(s)

s− 1

[
−1
s− 1 + H ′(s)

H(s)

]
.

Por lo tanto, para σ > 0 tenemos que

ψ̂(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) = 1

s− 1 −
H ′(s)
H(s) .

Observación. (TNP) Para terminar de justificar la demostración del TNP nos hace falta
probar que ζ no tiene ceros en la recta vertical σ = 1. Recordemos que para σ > 1

−ζ
′(s)
ζ(s) = ψ̂(s) =

∫ ∞
1

u−sdψ(u) =
∫ ∞

0
e−sxdψ(ex).

Probaremos un resultado más general que tomamos de Coppel (2009).
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Proposición 3.4. Sea f una función analítica en el semiplano cerrado <(s) > 1, excepto
por un polo simple en s = 1 con residuo 1. Si para <(s) > 1, f(s) 6= 0 y

−f
′(s)
f(s) =

∫ ∞
0

e−sxdφ(ex),

donde φ es una función no decreciente en [0,∞). Entonces

f(1 + it) 6= 0, para todo t ∈ R \ {0}.

Demostración. Recordemos nuestra notación s = σ + it; σ, t ∈ R. Sea

g(σ, t) = −<(f ′(s)/f(s)) σ > 1.
De modo que

g(σ, t) =
∫ ∞

0
e−σx cos(tx)dφ(x), σ > 1.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

g(σ, t)2 6
∫ ∞

0
e−σxdφ(x)

∫ ∞
0

e−σx cos2(tx)dφ(x)

= g(σ, 0)
∫ ∞

0
e−σx[1 + cos(2tx)]dφ(x)/2

= g(σ, 0)[g(σ, 0) + g(σ, 2t)]/2.

Por lo tanto

g(σ, t)2 6 g(σ, 0)[g(σ, 0) + g(σ, 2t)]/2. (3.13)

Ya que f tiene un polo simple con residuo 1 en s = 1, por el mismo argumento dado en el
Lema 3.4, −f ′

f
también tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, y así

ĺım
σ→1+

(σ − 1)g(σ, 0) = 1.

Ahora, si f tiene un cero de multiplicidad m = m(t) > 0 en a = a(t) := 1 + it, escribimos
f(s) = (s− a)mq(s), donde q es analítica en a y q(a) 6= 0. De esta forma, en una vecindad
de a sin este punto,

f ′(s)
f(s) = m

s− a
+ q′(s)
q(s) ,
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Por definición de g y la anterior ecuación,

(σ − 1)g(σ, t) = −(σ − 1)<
(
f ′(σ + it)
f(σ + it)

)
= −<

[
(σ − 1)

(
m

σ + it− 1− it + q′(σ + it)
q(σ + it)

)]
.

Por lo tanto,

ĺım
σ→1+

(σ − 1)g(σ, t) = −m(t).

Finalmente, si en la desigualdad (3.13) multiplicamos por (σ−1)2 y hacemos tender σ → 1+,
obtenemos que

m(t)2 6 [1−m(2t)]/2 6 1/2.

Por lo tanto, como m(t) ∈ N, m(t) = 0.

Corolario 3.1. La función ζ no tiene ceros en la recta vertical σ = 1.

Corolario 3.2. ζ(s) 6= 0, para <(s) > 1.

3.4. TNP con ponderación
Nuestro próximo objetivo es ilustrar la distribución de los números primos con una pondera-
ción adecuada. En términos técnicos vamos a encontrar el comportamiento asintótico de una
función suma de Λ (función de von Mangoldt) con algunas ponderaciones.

Sea G la función suma de Λ con ponderación W . Por la segunda parte de la Definición 1.3,
G esta definida formalmente por medio de

G(x) =
∞∑
n=1

Λ(n)W
(
n

x

)
, x > 1. (3.14)

Debido al Teorema 2.2 y a la Proposición 2.1,

Ĝ(s) = ψ̂(s) s WM(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) s WM(s). (3.15)
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Ejemplo 3.2.

(1) En este primer ejemplo observamos que es posible obtener TNP con la ponderación

W (y) =
{

1 si 0 < y 6 1,
0 si y > 1.

Pues, en este caso (3.14) se convierte en

G(x) =
∑
n6x

Λ(n) = ψ(x).

De esta manera, aplicando el Teorema de Wiener-Ikehara (Teorema de W-I) a G = ψ,
obtenemos como vimos en la sección anterior que

ψ(x) ∼ x, x→∞.

(2) Consideremos la ponderación WL(y) := e−
y
L con parámetro fijo L > 0. Ya vimos en

el Ejemplo 1.3 que

G(x) =
∞∑
n=1

Λ(n)e− n
xL

converge para x > 1. En este caso (3.15) se convierte en

Ĝ(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) s Ls Γ(s) para <(s) > 1,

donde Γ es la función Gamma que definimos en el Ejemplo 2.5. Ahora, por el Lema 3.4
y el hecho de que ζ no tiene ceros en la recta vertical σ = 1, se deduce que

−ζ
′(s)
ζ(s) = 1

s− 1 + h(s),

donde h es una función analítica en σ > 1. Sea ω(s) := s Ls Γ(s), ω es analítica en
σ > 0 y al expresarla como una serie de Taylor alrededor de s = 1, tenemos que

ω(s) = L+
∞∑
n=1

ω(n)(1)
n! (s− 1)n.
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Por lo tanto

Ĝ(s) = L

s− 1 + g(s), σ > 1.

Donde g es una función analítica en σ > 1, y por el Teorema de W-I,

G(x) ∼ Lx, x→∞.

Antes de continuar, observamos que

WM
L (1) =

∫ ∞
0

WL(x)dx =
∫ ∞

0
e−

x
L = L = ω(1),

y esto será la base de nuestra próxima digresión.

Tomemos como ponderación a una función de densidad de una distribución de probabilidad,
de modo que ∫ ∞

0
W (y)dy = 1, y así, WM(1) = 1.

Supongamos que la abscisa de convergencia absoluta de WM es menor o igual que 1. Por lo
tanto

Ĝ(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) s WM(s), σ > 1.

Usando el mismo argumento del ejemplo anterior y aplicando el Teorema de W-I, obtenemos
que G(x) ∼ x. Así, hemos probado lo siguiente.

Corolario 3.3. Sea G una función suma ponderada de Λ, de tal forma que la ponderación
W sea una función de densidad de probabilidad tal que σa(WM) < 1. Entonces

G(x) ∼ x, (x→∞).

Finalizamos con el siguiente ejemplo que ilustra como podemos aplicar el Teorema de Wiener-
Ikehara para un α 6= 1.
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Ejemplo 3.3. Sea G como en (3.14) y consideremos la ponderación W (y) = y−2e−y. De
esta forma (3.15) se convierte en

Ĝ(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) s Γ(s− 2), σ > 2.

Aquí σc(Ĝ) = 2 y Ĝ tiene una singularidad en s = 2.

La función Gamma tiene un polo simple con residuo 1 en s = 0 (ver página 63 de Guelfond
(2010)). Luego, Ĝ tiene un polo simple en s = 2 con residuo

−2ζ
′(2)
ζ(2) =: L,

y debido al Teorema de W-I tenemos que

G(x) ∼ −ζ
′(2)
ζ(2) x

2, (x→∞).

Recordemos que por la última igualdad de la Proposición 2.1,

ζ ′(2) = −
∞∑
n=1

log n
n2 < 0.



Capítulo 4

Teoremas de oscilación

4.1. Motivación
El TNP el cual demostramos en el capítulo anterior, lo podemos expresar como

ψ(x) = x+ o(x), (x→∞).

La anterior estimación se puede mejorar con la siguiente

ψ(x) = x+O(xe−a
√

log x) (x→∞),

donde a es una constante absoluta positiva (ver Teorema 23 de Ingham (1932)). Se sabe que
la Hipótesis de Riemann es equivalente a

ψ(x) = x+O(x1/2+ε) (x→∞), para cualquier ε > 0,

(ver Teorema 8.12 de Bateman & Diamond (2004)), donde ésta última estimación mejora
considerablemente la anterior. Uno de los objetivos de este capítulo es ver qué sucede cuando
ε = 0. Empezaremos introduciendo la siguiente notación.

Definición 4.1 (Notación “omega” grande). Sean f, g : (a,∞)→ R y tal que g tome valores
positivos.

1. f(x) = Ω(g(x)) significa que existen una sucesión xn → ∞ y una constante K > 0
independiente de {xn} tal que |f(xn)| > Kg(xn), para cada n ∈ N.

2. f(x) = Ω+(g(x)) significa que existen una sucesión xn → ∞ y una constante K > 0
independiente de {xn} tal que f(xn) > Kg(xn), para cada n ∈ N.

3. Si f(xn) < Kg(xn) para cada n ∈ N, entonces escribimos f(x) = Ω−(g(x)).

45
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4. Utilizamos Ω± para denotar que ambos Ω+ y Ω− tienen lugar.

Observación. La notación “omega” grande es la negación de la “o” pequeña:

f(x) = Ω(g(x))⇔ f(x) 6= o(g(x)).

4.2. Teorema de oscilación de Landau

4.2.1. Versión cualitativa
En esta sección veremos una versión cualitativa del Teorema de oscilación de Landau, un
primer paso para luego ver y aplicar una versión cuantitativa de este teorema.

Teorema 4.1. (Teorema de oscilación de Landau). Sea F ∈ U (ver definición 1.6), y supon-
gamos que F̂ tiene abscisa de convergencia σc > 0. Si F̂ tiene una continuación analítica a
una región que incluye el punto s = σc, entonces F cambia de signo una infinidad de veces.

Demostración. Supongamos por el contrario que existe x0 > 1 de tal manera que

F (x) > 0 para todo x > x0,

Vamos a demostrar que la integral que define a F̂ converge a la izquierda de σc, lo cual es
imposible, ya que σc es la abscisa de convergencia de F̂ .

Para σ = <(s) > σc definimos

f(s) :=
∫ ∞

1

F (x)
xs+1 dx.

Por el Corolario 2.1 tenemos que f(s) = 1
s
F̂ (s), si σ > σc.

Luego, la abscisa de convergencia de f también es σc, y por hipótesis, f tiene una continuación
analítica en σc. Expandimos a f en una serie de Taylor alrededor de un punto real β > σc:

f(s) =
∞∑
n=0

f (n)(β)
n! (s− β)n.

A partir de la definición de f ,

f(s) =
∫ ∞

1
x−sx−1F (x)dx =

∫ ∞
1

x−sdH(x) = Ĥ(s),
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con

H(x) :=


∫ x

1 t
−1F (t)dt si x > 1,

0 si x < 1.

Debido al Teorema 2.3, tenemos que

f (n)(β) =
∫ ∞

1

(− log x)nF (x)
xβ+1 dx.

Luego, para cualquier X > x0,

(−1)nf (n)(β) =
∫ ∞

1

F (x)(log x)n
xβ

dx >
∫ X

1

F (x)(log x)n
xβ

dx.

Ya que F̂ es analítica en σc, entonces f es analítica en {s : σ > σc} ∪ {s : |s − σc| < δ}
para algún δ > 0. Sea R un número positivo tal que el disco con centro en β y radio R está
contenido en el dominio de analiticidad pero no en {s : σ > σc}. Sea s un número real tal
que s < σc, |s− σc| < δ y |s− β| < R (Ver figura 4.1).

Entonces

f(s) >
∞∑
n=0

(β − s)n
n!

∫ X

1

F (x)(log x)n
xβ+1 dx

=
∫ X

1

∞∑
n=0

(β − s)n(log x)n
n!

F (x)
xβ+1 dx

=
∫ X

1

F (x)
xβ+1 e

(β−s) log xdx =
∫ X

1

F (x)
xs+1 dx.

La primera igualdad es válida porque la serie ∑∞
n=0

(β−s)n(log x)n
n!

F (x)
xβ+1 converge uniformemente

para 1 6 x 6 X. Para ver esto, si M es una cota de F (x)
xβ+1 en 1 6 x 6 X, entonces∣∣∣∣∣(β − s)n(log x)n

n!
F (x)
xβ+1

∣∣∣∣∣ 6 M(β − s)n(logX)n
n! ,

y como
∞∑
n=0

M(β − s)n(logX)n
n! = Me(β−s) logX <∞,
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δ
R

σcs β

Figura 4.1: Extensión de la región de convergencia

por el test M de Weierstrass obtenemos la convergencia uniforme requerida. Bajo nuestra
suposición hemos probado que

∫∞
1

F (x)
xs+1dx converge y así, F̂ (s) converge (contradicción!). Por

lo tanto, existe una sucesión xn →∞ tal que F (xn) < 0.

Análogamente, si existe algún x1 > 1 de modo que

F (x) 6 0 para todo x > x1,

llegamos a una contradicción y en este caso existe una sucesión yn →∞ tal que F (yn) > 0.

Ejemplo 4.1.

(1) Sea

F (x) =


ψ(x)− x si x > 1,

0 si x < 1.
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Por (2) del Ejemplo 2.1 y la Proposición 2.1, tenemos que

F̂ (s) = ψ̂(s)− s

s− 1 = −ζ
′(s)
ζ(s) −

1
s− 1 − 1.

Debido al Lema 3.4 y a la ecuación anterior, se cancela el polo simple de ψ̂ en s = 1.
Luego, debido al teorema anterior, F cambia de signo una infinidad de veces.

(2) ψ(x)− x = Ω±(xα), para 0 < α < 1
2 fijo.

En efecto, sea

F (x) =


ψ(x)− x+ xα si x > 1,

0 si x < 1.

Por linealidad de la transformada de M-S,

F̂ (s) = −ζ
′(s)
ζ(s) −

s

s− 1 + s

s− α
.

Sea σc la abscisa de convergencia de F̂ . Luego σc > 1
2 > α. Ahora, debido a que la

función ζ no tiene ceros en el eje real positivo (Corolario 3.2 y ver página 96 de Edwards
(2001)), entonces F̂ es analítica en σc. Así, por el teorema anterior, existe xn →∞ tal
que

ψ(xn)− xn < −xαn.

Argumentando de forma similar, tomando F (x) = ψ(x)− x− xα, se prueba que existe
yn →∞ tal que

ψ(yn)− yn > yαn ,

y por lo tanto,

ψ(x)− x = Ω±(xα).
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De acuerdo a la discusión en la primera parte de la sección 1.2 y al TNP, el promedio de los
valores de Λ(n) es 1 en el sentido de

1
x

∑
n6x

Λ(n) ∼ 1, (x→∞).

La observación anterior nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sean f(n) = Λ(n)− 1 y G la función suma de f con ponderación W , de tal
forma que la abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Mellin de W sea menor
que 1, es decir, σa(WM) < 1. Además, supongamos que G ∈ U y que la serie que define a G
converge para x > 0, es decir,

G(x) =
∞∑
n=1

(Λ(n)− 1)W
(
n

x

)
<∞, x > 0,

Entonces G cambia de signo una infinidad de veces.

Demostración. La función suma de f es dada por

F (x) =
∑
n6x

(Λ(n)− 1) = ψ(x)− [x].

Tomando la transformada de M-S tenemos que

F̂ (s) = ψ̂(s)−
∫ ∞

1−
x−s d[x] = −ζ

′(s)
ζ(s) − ζ(s).

De modo que ζ cancela el polo simple de − ζ′

ζ
en s = 1. Por el Teorema 2.2,

Ĝ(s) = −s
(
ζ ′(s)
ζ(s) + ζ(s)

)
WM(s), <(s) > 1.

De esta forma, Ĝ tiene abscisa de convergencia σc = 1 y tiene una continuación analítica
en este punto. Por lo tanto, debido al Teorema 4.1, G cambia de signo una infinidad de
veces.
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4.2.2. Versión cuantitativa

Queremos ahora explicar por qué

ψ(x)− x = Ω±(x 1
2 ).

La siguiente versión del Teorema de oscilación de Landau nos permitirá probar esta estima-
ción, y aún más, cuantificar la constante K que aparece en la definición 4.1. Empezaremos
con el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea β un número real, m un entero positivo y supongamos que σ = <(s) > β.
Entonces

∞∫
1

xβ(log x)m−1

xs+1Γ(m) dx = 1
(s− β)m .

Recordando que en este caso, Γ(m) = (m− 1)!.

Demostración. Sea h(x) = xβ. Entonces

ĥ(s) =
∞∫
1

x−sdh(x) = β

∞∫
1

x−sxβ−1dx = β

s− β
,

por lo tanto, ĥ es analítica en σ > β y además, tenemos por el Teorema 2.3 que

(−1)m−1
∞∫
1

xβ(log x)m−1

xs+1 βdx =
∞∫
1

x−s(− log x)m−1βxβ−1dx

= ĥ(m−1)(s)

= (−1)m−1βΓ(m)
(s− β)m ,

donde la última igualdad se verifica haciendo inducción sobre m.
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Teorema 4.2. (Versión cuantitativa del Teorema de oscilación). Sea F una función en U.
Suponga que F̂ existe y tiene una continuación a una función meromorfa que tiene un polo
de orden m > 1 en algún punto β + iγ, con β > 0 y γ > 0, y que la parte principal es

−m∑
j=−1

cj(s− β − iγ)j.

Además, suponga que F̂ no tiene singularidades en la semirrecta real [β,∞]. Entonces

ĺım sup
x→∞

F (x)
xβ(log x)m−1 >

|c−m|
|β + iγ|(m− 1)! (4.1)

y

ĺım inf
x→∞

F (x)
xβ(log x)m−1 6

−|c−m|
|β + iγ|(m− 1)! (4.2)

Demostración. Llamaremos H(x) := xβ(log x)m−1. Demostraremos (4.2) y al final de la
prueba veremos como se deduce (4.1). Supondremos que existe c > 0 tal que

F (x) + c

Γ(m)H(x) > 0,

para todos los valores de x suficientemente grandes. Si tal c no existiera, tendríamos que para
todo c > 0 y todo X > 0, existe x > X tal que

F (x)
H(x) 6

−c
Γ(m) ,

y esto significa que existe una sucesión xn →∞ tal que F (xn)
H(xn) → −∞ cuando n→∞.

Por lo tanto ĺım infx→∞ F (x)
H(x) = −∞, y no hay nada que demostrar.

Ahora, sea σ > β de tal manera que s = σ + it sea cercano a β + iγ (los polos de una
función meromorfa son aislados). Tenemos que

F̂ (s)
s

=
∞∫
1

x−s−1F (x)dx.

En efecto, recordemos que esta igualdad se cumple para σ > σc = σc(F̂ ) > β, además,
debido a que F̂ tiene una continuación a una función meromorfa,

∫∞
1 x−s−1F (x)dx también

y coincide con F̂ (s)
s

cerca de β + iγ por la unicidad en la continuación analítica.

Por otra parte, debido al Lema 4.1, tenemos para σ > β que
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g(s) := F̂ (s)
s

+ c

(s− β)m

=
∞∫
1

x−s
[
F (x) + c

Γ(m)x
β(log x)m−1

]
x−1dx =:

∞∫
1

x−sf(x)dx.

Ya que f es positiva para todo x > X, con algún X > 1, podemos escribir

g(s) =
X∫

1

x−sf(x)dx+
∞∫
X

x−sf(x)dx.

Luego

|g(s)| 6
X∫

1

|x−s||f(x)|dx+
∞∫
X

|x−s|f(x)dx

=
X∫

1

x−σ|f(x)|dx−
X∫

1

x−σf(x)dx+
∞∫
1

x−σf(x)dx

=
X∫

1

x−σ(|f(x)| − f(x))dx+ g(σ)

= g(σ) +O(1), cuando σ → β+.

Observe que g(σ) =
∫∞

1 x−σf(x)dx <∞ porque, por definición de g,

g(σ) = F̂ (σ)
σ

+ c

(σ − β)m ,

y por hipótesis, F̂ es analítica en [β,∞). Sea s = σ + iγ, con σ > β. Al hacer σ → β+

tendremos que

|g(σ + iγ)| = |c−m|
|σ + iγ|(σ − β)m [1 + o(1)]. (4.3)

En efecto, por definición de g tenemos que

g(σ + iγ) = F̂ (σ + iγ)
σ + iγ

+ c

(σ − β + iγ)m .
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Así,

(σ − β)mg(σ + iγ) = (σ − β)mF̂ (σ + iγ)
σ + iγ

+ c(σ − β)m
(σ − β + iγ)m .

Por hipótesis,

F̂ (σ + iγ) =
−m∑
j=−1

cj(σ − β)j +K(σ + iγ),

donde K es una función analítica en β + iγ. Luego

(σ − β)mF̂ (σ + iγ) = c−m + (σ − β)L(σ),

con L analítica en β + iγ, de donde

g(σ + iγ) = c−m
(σ + iγ)(σ − β)m + L(σ)

(σ + iγ)(σ − β)m−1 + c

(σ − β + iγ)m .

Por lo tanto

g(σ + iγ) = c−m
(σ + iγ)(σ − β)m

[
1 + (σ − β)L(σ)

c−m
+ c(σ + iγ)(σ − β)m
c−m(σ − β + iγ)m

]
, (4.4)

y de esto obtenemos (4.3). Además, hemos visto que

|g(σ + iγ)| 6 g(σ) +O(1), (σ → β+).

Por definición de g,

g(σ) = F̂ (σ)
σ

+ c

(σ − β)m , (4.5)

y además, por ser F̂ analítica en [β,∞), ĺımσ→β+
F̂ (σ)
σ

= F̂ (β)
β

. Luego

g(σ) = c

(σ − β)m +O(1), (σ → β+).

Por lo tanto
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|c−m|
|σ + iγ|(σ − β)m [1 + o(1)] = |g(σ + iγ)|

6 g(σ) +O(1)

= c

(σ − β)m +O(1) cuando (σ → β+).

De (4.4), (4.5) y la anterior desigualdad, tenemos que

|c−m|
|β + iγ|

6 c.

Con lo que hemos demostrado, concluimos que para cada c′ con 0 < c′ < |c−m|
|β+iγ| y suficien-

temente cercano a |c−m|
|β+iγ| , existen valores de x arbitrariamente grandes tales que

F (x) + c′

Γ(m)H(x) 6 0,

y esto implica (4.2). Veamos lo anterior en detalle: Fijemos M ∈ N tal que

0 < |c−m|
|β + iγ|

− 1
M

<
|c−m|
|β + iγ|

,

y denotemos c′ = c′(N) := |c−m|
|β+iγ| −

1
N
. Hemos demostrado que para todo N > M y para

todo A > 0, existe x > A tal que

F (x) + c′

Γ(m)H(x) 6 0.

Pero al observar que esta última desigualdad es equivalente a F (x)
H(x) 6

−c′
Γ(m) , y que

c′ = c′(N)→ |c−m|
|β+iγ| cuando N →∞, concluimos que

ĺım inf
x→∞

F (x)
H(x) 6

−|c−m|
Γ(m)|β + iγ|

.

Finalmente, después de probar la estimación (4.2), vamos a obtener (4.1) haciendo la misma
demostración usando −F en vez de F : Como al principio de la demostración, supondremos
que existe c > 0 tal que

−F (x) + c

Γ(m)H(x) > 0, para todo x > X, con algún X > 1.
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De lo contrario, existe xn → ∞ tal que F (xn)
H(xn) → ∞ y obtenemos (4.1). Para σ > β

(suficientemente cercano a β) definimos

g(s) := −F̂ (s)
s

+ c

(s− β)m .

Siguiendo los mismos pasos de la demostración llegamos a que c > |c−m|
|β+iγ| , y de igual forma,

si escogemos c′ < |c−m|
|β+iγ| suficientemente cercano a |c−m|

|β+iγ| , llegamos a que

c′

Γ(m)H(x) 6 F (x),

para algunos valores de x arbitrariamente grandes, y por lo tanto

ĺım sup
x→∞

F (x)
H(x) >

|c−m|
Γ(m)|β + iγ|

.

Corolario 4.2. ψ(x)− x = Ω±(x 1
2 ). Más aún,

ĺım sup
x→∞

ψ(x)− x
x1/2 >

1
15 , ĺım inf

x→∞

ψ(x)− x
x1/2 < − 1

15 .

Demostración. Sea ρ1 = 1
2 +iγ1 el cero no trivial con parte imaginaria positiva más cercano al

origen de la función ζ de Riemann (ver página 96 de Edwards (2001)), con una aproximación
de 6 cifras decimales, γ1 = 14.134725. Sea

F (x) =


ψ(x)− x si x > 1,

0 si x < 1.

En (1) del Ejemplo 4.1 verificamos que

F̂ (s) = −ζ
′(s)
ζ(s) −

1
s− 1 − 1. (4.6)

De esta forma se cancela el polo simple en s = 1 de − ζ′

ζ
. Se sabe que ρ1 es un cero simple

de ζ, luego, por lo que vimos en la demostración de la Proposición 3.4, ρ1 es un polo simple
de − ζ′

ζ
con residuo −1. Además, como mencionamos en (2) del Ejemplo 4.1, la función ζ no

tiene ceros en el eje real positivo. Entonces, por el teorema anterior,
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ĺım sup
x→∞

ψ(x)− x
x1/2 >

1
|12 + iγ1|

>
1
15 , ĺım inf

x→∞

ψ(x)− x
x1/2 6

−1
|ρ1|

< − 1
15 .

Lo anterior implica que existen sucesiones xn →∞ y un →∞ tales que

ψ(xn)− xn >
1
15x

1/2
n , ψ(un)− un < −

1
15u

1/2
n .

Ejemplo 4.2. Sea

ω(x) =
{

30(x(1− x))2 si x 6 1,
0 si x > 1.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

Figura 4.2: Gráfica de ω.

El factor 30 se ajusta para que la integral de ω(x) en el intervalo [0, 1] sea igual a 1. Sea H
la función suma de Λ con ponderación ω, entonces el Corolario 3.3 garantiza que H(x) ∼ x
cuando x → ∞, de modo que la ponderación ω no modifica la distribución de los números
primos. Ahora, consideremos

W (x) := ω′(x) =
{

60x(1− x)(1− 2x) si x 6 1,
0 si x > 1.

Nuestro próximo objetivo consiste en demostrar que si G es la función suma de Λ con ponde-
ración W , entonces G codifica el conteo de los números primos con signo positivo y negativo.
En particular, que G cambia de signo una infinidad de veces, y queremos dar una primera
estimación cuantitativa de su oscilación.
Empezamos con la cualidad que se tiene al transformar en el sentido de Mellin la derivada
de una función, en nuestro caso particular

WM(s) = −(s− 1)ωM(s− 1).
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Figura 4.3: Gráfica de W.

La anterior relación se verifica integrando por partes. De modo que aplicando la transformada
de Mellin-Stieltjes a G y usando el Teorema 2.2,

Ĝ(s) = ψ̂(s) s WM(s) = −ζ
′(s)
ζ(s) (s− 1)[−s ωM(s− 1)], (4.7)

y así, se cancela el polo simple en s = 1 de − ζ′

ζ
, concluyendo por el Teorema 4.1 que

G cambia de signo una infinidad de veces. Para dar una primera estimación cuantitativa,
debemos primero escribir en detalle la transformada de Mellin de ω:

ωM(s) = 30
∫ 1

0
(x(1− x))2 xs−1dx

= 30
( 1
s+ 2 −

2
s+ 3 + 1

s+ 4

)
= 60

(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4) .

Por lo tanto,

ωM(s) = 60
(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4) , <(s) > −2.

Sea ρ1 = 1
2 + iγ1 el cero no trivial con parte imaginaria positiva más cercano al origen de

la función ζ. Como ya mencionamos en la demostración del corolario anterior, ρ1 es un polo
simple de − ζ′

ζ
con residuo −1. Luego, debido a (4.7), ρ1 es un polo simple de Ĝ con residuo

c−1 := ρ1(ρ1 − 1)ωM(ρ1 − 1).

Haciendo un cálculo numérico, tenemos que |c−1| = 4.039841 con una aproximación de 6
cifras decimales. Por lo tanto, debido a la versión cuantitativa del Teorema de oscilación de
Landau, concluimos que

ĺım sup
x→∞

G(x)
x1/2 >

|c−1|
|12 + iγ1|

>
7
25 , ĺım inf

x→∞

G(x)
x1/2 6 −|c−1|

|ρ1|
< − 7

25 .
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