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Introduccion

La sucesion espectral de Leray-Serre es una herramienta algebraica sumamente ttil para
calcular grupos de homologia (y cohomologia) de espacios fibrados, que relaciona las ho-
mologias (cohomologias) del espacio base, la fibra y el espacio total, expresando la de este
dltimo en términos de las homologias de la base y la fibra. Fue desarrollada aproximada-
mente entre los 1940s y 50s, principalmente por Jean-Pierre Serre, a partir del trabajo de
Jean Leray, que se centré en trabajar con el anillo de cohomologia de un espacio normal
([MCH]).

Serre utilizo las sucesiones espectrales de espacios fibrados para demostrar resultados
de diversos tipos, entre ellos algunos sobre las propiedades de geodésicas en variedades rie-
mannianas completas y conexas (por ejemplo, que si la homologia con coeficientes enteros
es no nula en alguna dimension, entonces hay infinitas geodésicas entre cualesquiera dos
puntos); asi como toda una serie de propiedades de los grupos de homotopia de las esfe-
ras, relacionandolos con sus grupos de homologia mediante el teorema de Hurewicz. Serre
construyo6 la sucesion espectral para la homologia ciibica, pues es mas facil de manejar que
la singular en el caso de espacios producto y espacios que localmente son un producto. En
este trabajo presentamos las versiones para la homologia singular.

A partir del trabajo de Serre, las sucesiones espectrales han sido ampliamente usadas
para calcular la (co)homologia de espacios mediante fibraciones, en particular de los es-
pacios de Eilenberg-MacLane , la (co)homologia de grupos, y los grupos de homotopia de
las esferas (ver [MCG]J). Cabe mencionar, ademés, que la sucesion espectral de Leray-Serre
fue la primera de toda una coleccién de sucesiones espectrales, las cuales se aplican en dis-

tintos contextos: las sucesiones de Eilenberg-Moore, de Grothendieck, de Adams, etc. (ver

IMCG]).
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1 Preliminares.

Consideremos Top,, la categoria cuyos objetos son parejas de espacios topoléogicos (X, A)

donde A C X, y cuyos morfismos son funciones continuas de parejas. Sea
R : Top, — Top,
el funtor restriccion, dado por

R(X,A) = (A,0)

RIf] = [fial

Definicién 1.1. Una teoria de homologia no reducida h, en Top, es una sucesion de
funtores h,, : Top, — Ab , n € Z, donde Ab es la categoria de grupos abelianos, junto
con transformaciones naturales 0, : h, — h,_10R (n € Z), que cumplen con los siguientes

axiomas:

1. Sucesidn exacta larga: para cualquier pareja (X, A), la sucesion

anJrl (X’A) hn M

o (X, A) ho(A,0) 25 1 ox 0y 22 x, 4) 25,

donde i: (A,0) — (X,0), j:(X,0) — (X, A) son inclusiones, es exacta.

2. Escisién: para toda pareja (X, A) y cualquier U C A tal que U C A, la inclusion
j i (X\U,A\U) < (X, A) induce isomorfismos h,[j] : ha(X \ U, A\U) = h, (X, A)
(n€Z).

3. Invariancia homotopica: si f, g : (X,A) — (Y, B) son homotopicas, entonces

hn(f) = hn(g) para toda n € Z.
Escribimos f, en vez de h,[f], y 0, en lugar de 0,(X, A).
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Nota 1.2. Dado un espacio topologico X y B C A C X, hay una sucesion exacta larga

para la homologia singular
. —~>H,(A,B)— H,(X,B) - H,(X,A) - H, 1(A,B) — ...
que puede obtenerse de la sucesion exacta de complejos de cadenas
0— S.(A,B) = S.(X,B) = S.(X,A) =0

o bien de las sucesiones de las parejas (A, B), (X, B), (X, A), y por lo tanto es consecuencia

de los axiomas para una teoria de homologia.

Basados en las propiedades de la homologia singular, damos las siguiente definiciones:

Definicion 1.3. Una teoria de homologia h, es ordinaria si h,(pt) = 0 para toda ¢ # 0.
En caso contrario, diremos que la teoria es generalizada.
Por otro lado, diremos que una teoria de homologia h, es aditiva si cumple que para
cualquier coleccion de espacios {(X,) | @ € A}, las inclusiones i, : X, < ][] Xp, donde
BeA

[ X5 tiene la topologia de la union ajena, inducen isomorfismos
BeA

{ia} : Bha(Xa) S ha(][Xe)  nez

Por dltimo, decimos que h, cumple el axioma de equivalencia homotépica débil
si para toda equivalencia homotopica débil f : X — Y (esto es, una funcién continua
que induce isomorfismos m, (X, zo) — m,(Y, f(xo)) para todas n > 0, zg € X) se tienen

isomorfismos

para cualquier n € Z.

El siguiente resultado puede consultarse en [Sp|:



Teorema 1.4. La homologia singular es aditiva y cumple el axioma de equivalencia ho-

motopica débil. O

Para terminar esta seccion, presentamos el siguiente resultado clasico, que utilizaremos

recurrentemente.

Teorema 1.5. (Teorema de Coeficientes Universales) Sea R un dominio de ideales prin-
cipales, (C,,d,) un complejo de cadenas libre sobre R y M un R-mddulo. Entonces, para

cada q € Z, hay una sucesion exacta (natural)

0— Hy(C,) @ M — Hy(C, @ M) = Torg(Hy,—1(Cy), M) =0

—)

que se escinde (de manera no natural), donde Torg(_,_) = Torf(_,_). Es decir,

H,(C,® M) = (H,(C,) % M) @ Tori'(H, 1(C.), M)

1.1 Fibraciones y parejas cofibradas.

Definicion 1.6. Una fibracion (de Hurewicz) es una funcion continua p : E — B con la
propiedad de levantamiento de homotopias, es decir, para toda funciéon continua f : X — F
y cualquier homotopia h : X x [ — B que empieza en po f, hay un levantamiento h de h
a F que empieza en f; en otras palabras, existe una funcién continua h:X xI— E tal
que h=pohy hoiyg= f. Dado un punto b € B, su fibra es F, = p~1({b}). Se representa

la situacion con el siguiente diagrama conmutativo:

f

X E
~ /‘/

’iol f/ p

XxI B

donde i es la inclusion X — X x {0} C X x I.



Nota 1.7. Existe otro concepto, el de fibracién de Serre o fibracion débil, que se refiere
a funciones continuas con la propiedad de levantamiento de homotopias para funciones

continuas cuyo dominio sea un complejo CW.

Ejemplo 1.8. La fibracion del espacio de trayectorias. Para (X, *) € Top. , la categoria
de espacios topologicos punteados, sean PX = {vy : [ — X | 7(0) = x}, el espacio de
trayectorias de X que empiezan en *, y p : PX — X dada por p(y) = ~(1). Entonces
p es una fibracién con fibra QX = p~'(x), el espacio de lazos de X. En efecto, dado un

diagrama conmutativo

y . px
.
Y x I o x

podemos definir 4 : Y x I — PX como sigue:

Para y € Y, s € I, la trayectoria fz(y, s) esta dada por

§ F)((1+ s)t 0<t< =
hy5)(t) = (y)((L+s)t)

Wy, 1+s)t—1) 5 <t<1

Notemos que para cualesquiera y € Y, s € I, h(y, s)(0) = f(y)(0) = %, y h(y,s) : I — X es

continua, ya que para t = 1+r$ se tiene f(y)((1+ S)#_S) = f(y)(1) =po f(y) = h(y,0) =

Ay, (1+ )5 — D).
Ademas, tenemos que iL(y, 0)=fyy VyeYy pﬁ(y, s) = B(y, s)(1) = h(y, s). Es decir,

el diagrama siguiente conmuta:

! . px

~ 7
. h -
’Lol // Lp
-

YxI-Pr X

Veamos ahora que h(y, s)(t) es continua como funcién de (y, s, t):
Sean y € Y,s € I. Primero, supongamos que 0 < t < Fls? y tomemos una vecindad

(abierta) U de f(y)((1+s)t). Entonces, como f(y) es continua, existe una vecindad U’ C I



de (1 + s)t tal que f(y)(U') C U. Sea K C U’ un compacto que contenga una vecindad
U" c I de (1 + s)t. Entonces (K,U) es un abierto subbésico de la topologia compacto-
abierta tal que f(y) € (K,U), asi que, como f es continua, existe una vecindad V, C Y de y
tal que f(V,) C (K,U). Ahora bien, como la funciéon p : I xI — I dada por (s,t) — (1+s)t
es continua también, existen vecindades Uy , U; C I de s y t, respectivamente, tales que
u(Us x Uy) C U" C K. Asi, para toda terna (y,s,t) € V,, x Ug x Uy tal que 0 <t < ﬁ,

tenemos que h(y, s,t) = f(y)((1+s)t) € U, pues f(y) € (K,U) y u(Us x Uy) C K.

1

5 <t <1y V esuna vecindad de h(y, (1 + s)t — 1), como h es continua,

Ahora, si
podemos encontrar vecindades V,, CY , V' C I de y y (1+ s)t — 1, respectivamente, tales
que h(V, x V') C V. Ademas, como v : I xI — I, (s,t) — (1+s)t—1 es continua, existen
vecindades V; , V; C I de s y t, respectivamente, tales que v(Vs x V;) C V'. Asi, vemos
que si (y,s,t) € V, x Vo x Vi y 1%8 <t < 1, entonces h(y, s, t) = h(y, (1+s)t —1) € V,
con lo cual concluimos que B(y, s,t) es continua.

Entonces, por la ley exponencial, como [ es localmente compacto y de Hausdorff, tene-

mos que h:Y x I — PX es continua también, y por lo tanto, p : PX — X v+ (1) es

una fibracion.
Proposicion 1.9. El pullback de una fibracion es también una fibracion.

Demostracion. Sea p : E — B una fibracion. Consideremos el diagrama conmutativo

Yy —* . PR~ F
L b
yxi-ox_t.p

donde f*FE es el pullback de p a lo largo de un mapeo f : X — By h es cualquier homotopia
Y x I — X de 7o . Entonces f o h es una homotopia de p o 7’ o ¢ y podemos levantar

fohaunahomotopiaﬁ:YxI%Etal quepoiz:fohyiz(y,()) = 7’ o . Entonces la



funcion (h, fz) ;Y x I — f*E cumple que

o (hv h)(%t) = W(h(z,t), ;L(:%t)) = h(:gvt)

]

Definiciéon 1.10. Una pareja (X, A) donde A C X es cofibrada si dadas una homotopia
h: AxI — Y yuna funcién continua f : X — Y tales que h(a,0) = f(a) para toda
a € A, existe una homotopia i : X x I — Y tal que h(a,t) = h(a,t) y h(z,0) = f(z)
para cualesquiera a € A, t € I, x € X. Esta situaciéon queda representada por el diagrama,

conmutativo

La siguiente caracterizacion de las parejas cofibradas puede encontrarse en [St]:

Proposicion 1.11. Sea A C X cerrado. La pareja (X, A) es cofibrada si y solo si eziste

una homotopia H : X X [ — X y una funcion continua ¢ : X — I tales que

A= ({0})
H(x,0) =z , parax € X
H(a,t)=a ,paraa € Aytel

H(z,t)e A, sit>p(x),conze X ytel



Ademds, si U = {u € X | o(u) < 1} = ¢71[0,1), entonces U es abierto, A C U y

H(z,1) € A para toda x € U.

Proposicion 1.12. Sean (B, A) una pareja cofibrada con A cerrado, p : E — B una
fibracion y E' | A= p~Y(A). Entonces la pareja (E, E | A) es cofibrada.

Demostracion. Dadas H : B x I — By ¢ : B — I como en la proposiciéon anterior, y

consideramos el diagrama

E
[ i
I

Como p es fibracion, existe H : E x I — F tal que hace conmutar los dos triangulos.

E x

p><Id)

Definimos ahora

H:ExI—E como

He,t) = ﬁ(e, min{t, pp(e)})

Entonces

(pop) ({0} =p (¢ ' ({O})) =p7H(A) =E | A
H(e,0) :H(e,O) —eeckE
H(d,t) = H(d, min{t, op(d)}) = H(d,min{t,0}) =d , de E| A, tel
v, sit > gp(e), pH(e,t) =pH(e,pp(e)) = H(p(e), gp(e)) € A paratodac e E, t el

de modo que H(e,t) € A sit > pp(e).

con lo cual H y ¢ o p satisfacen la proposicion anterior. Por lo tanto, (E,E | A) es

cofibrada. n
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Proposicion 1.13. Sea (X, A) cofibrada, con A cerrado. Entonces
H,(X,A) = H,(X/A, %)

Demostracion. Como en la proposicion 1.11, A = o 1 ({0}) C U = ¢ 10,1), H(a,t) = a
para cualesquiera a € A, t € I,y si x € U, entonces H(z,1) € A. Asi, A es retracto
fuerte por deformacion de U. Veamos que p : (X, A) — (X/A, %) induce un isomorfismo en
homologia:

Primero, como A es retracto fuerte por deformacion de U, tenemos que H,,(A) = H,(U)
para toda n > 0, asi que las sucesiones exactas de las parejas (X, A) y (X,U), junto con

el Lema del Cinco, nos dan un isomorfismo entre H,(X,A) y H,(X,U):

o Hy(A) — H(X) — H,\(X, A) —— H,_(A) — ...

N

e Hy(U) —— Hy(X) —— Ho(X,U) —— Hy  (U) —— ...

14

Analogamente, tenemos un isomorfismo H,,(X /A, x) = H,(X/A,U/A) para cadan > 0,
pues * es retracto fuerte por deformacion de U/A.

Ademaés, como A es cerrado y U es abierto, por escision tenemos un isomorfismo

También, como {*} es cerrado en X/A (pues A es cerrado en X) y U/A es abierto en X/A,
tenemos

H,(X/A,UJA) = Hy(X]A = {*},U/A = {})

Por tltimo, observemos que pj : X — A — X/A — {*} es un homeomorfismo, pues
claramente es continua y biyectiva (para todax € X — A, p(z) ={z}),ysiV C X —Aes

un abierto, entonces va(v) = Uv{v} =V, de modo que p(V') es abierto en X/A — {x}.
ve IS

11



Mas atn, p(U — A) = U/A — {x}. Tenemos entonces un isomorfismo entre H,(X,A) y

H,(X/A, %), dado por el siguiente diagrama:

Ho(X,U) Ho(X — AU — A)
Ho (XA, %) —— H,(X/A,UJA) —> H,(X/A — {},U/A — {x})
O

El siguiente resultado es parte del Teorema 8 del mismo articulo [St], y relaciona una

fibraciéon con una pareja cofibrada.

Proposicion 1.14. (Strom) Sean p : E — B una fibracion y (X, A) una pareja cofibrada
tal que i : A — X es una equivalencia homotopica e i(A) es cerrado en X. Entonces,
para cualesquiera f : X — B, g: A — FE tales que po g = fja, hay un levantamiento de

f.f: X — E tal que foi=g. Es decir, se tiene el diagrama conmutativo

Ao F
F.7
/

/

X =7

p

]

Mads ain, st f’es otro levantamiento de f tal que f’ o1 =g, entonces f ~ f’ rel i(A).

Definicion 1.15. Sean p : E — B una fibraciéon y v : I — B una trayectoria en B, con
punto inicial a y punto final b. Entonces hay una funcién L, : F,, — F}, dada como sigue:

Consideremos el diagrama conmutativo

F,V——

E
/1
[ 2]
J
X

Fa I?‘B

A

donde f(z,t) = ~(t) y f es un levantamiento de f, que existe pues p es una fibracion.

12



Definimos entonces

L,:F,— F,

z— f(x,1)

Observacion 1.16. Por la proposicion anterior, al tomar distintos levantamientos f , f’ en la
definicion de L., éstos seran homotopicos relativos a Fy, x {0}, puesto que j : F,, — F, x [
es una equivalencia homotoépica. Sea H una homotopia que empieza en f y termina en
f'. Entonces H(_, 1, ): F,xI - E, (z,t) — H(x,1,t) es una homotopia entre las
correspondientes L., , L’v, definidas con f y f’ , respectivamente, puesto que H(z,1,0) =

flz,1) = Ly(z), H(z,1,1) = f/(z,1) = L.. Asi, a cada trayectoria 7 en B podemos

asignarle una tnica clase de homotopia [L,] .

Definiciéon 1.17. Sea X un espacio topolégico. El grupoide fundamental de X, deno-
tado por II(X), es la categoria cuyos objetos son los elementos de X, y cuyos morfismos

son:
Mornxy(xo, 1) = {clases de homotopia relativa a {0,1} de trayectorias de z; a xo }

con la composicion dada por la concatenacion de clases de trayectorias: [o] o [7] = [0 * T].
Notese que en la definicion de los conjuntos de morfismos se invierte el orden de los

elementos xg, 1 .

Teorema 1.18. ( [Sp/ ,Teorema 12) Dada una fibracion p : E — B, hay un funtor

contravariante del grupoide fundamental de B a la categoria homotopica H-Top de espacios

13



topoldgicos y clases de homotopia de funciones continuas, dado por

II(B) — H-Top
a— F, para toda a € B

Y] = [Ly : Fo = F) para toda [vy] € Morng)(b,a)

Corolario 1.19. Sean p : E — B una fibracion, v una trayectoria en B con punto inicial

a y punto final b. Entonces las fibras F, y F, son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Sean 7 la trayectoria v recorrida en sentido contrario y ¢, : I — B la
constante a. Tenemos que 7 * 7 es un elemento de Morpx)(a,a). Ademas, v * 5 >~ c,.

Entonces, por el teorema anterior, L..5 ~ Ly o L, ~ L., . Pero L., ~ Idp,, con lo cual

LTYOL,Y ~ IdFa

De la misma manera, L, o Ly ~ Idp,. Por lo tanto, L, es una equivalencia homotopica

entre I, y Fy, con inversa L . ]

1.2 Acciéon del grupo fundamental de la base sobre los grupos de

homologia de la fibra.

Sip: E — B es una fibracion y B es conectable por trayectorias, hay una accion (derecha)
del grupo fundamental de B basado en un punto b, en la homologia de la fibra h,(F),
para cada ¢ > 0, donde F' = p~1(b) es la fibra sobre ese punto y h, es cualquier teorfa de
homologia. Esta accién esta definida como sigue:

Por lo visto anteriormente, si consideramos solamente lazos basados en un by € B,

obtenemos equivalencias homotopicas L., : F' — F, donde F' = p~*(by). Entonces, dada una

14



clase de homotopia [y] € m(B, by), podemos asociarle el morfismo inducido en homologia
Lot hy(F) — hy(F)
con lo cual se tiene una accion de (B, by) sobre h,(F), definida por

2] = L(2)

para todo z € hy(F) , v € Q(B,by). Mas adelante nos centraremos en la situacion en que

esta accion es trivial. Es decir, para todo lazo v, L.. es la identidad en h,(F).

Ejemplo 1.20. Consideremos la aplicacion cubriente S? £ CP? dada por la funcion
antipoda, la cual tiene dos hojas. Al levantar un lazo v en CP?, obtenemos la mitad de un
meridiano en S? que une un punto con su antipoda. Esto nos dice que sobre un punto dado
en CP? hay una fibra F = {z, —2¢} y m(CP?) & Z,. La funcién L, : F — F esta dada
por z — —z. Claramente Hy(F; R) es el inico grupo de homologia no trivial de F'. Sea [«/]
la clase no trivial de este grupo. Entonces su accion sobre Hy(F'; R), que es el conjunto de
combinaciones lineales de los puntos xy y —xg, es la inducida por el cambio de hoja en la

fibra, es decir, por el cambio de generador:

Ho(F; R) — Ho(F; R)

1Ty + CQ<—?I}0) —> Cl(—l’o) + o

1.3 Complejos CW y espacios de Eilenberg-MacLane.

Definicion 1.21. Dado A C X'y f : A — Y continua, definimos el espacio de adjuncion

obtenido de Y al adjuntarle X por medio de f como

XYY = XIv)/ ~

15



donde a ~ f(a) Va € A . A f es le llama funciéon de pegado.

El diagrama siguiente es un pushout en la categoria de espacios topologicos:

A—T oy
XX xU
7

donde iy es inyectiva y jx lo es si y s6lo si f lo es.

Y

Llamamos n-celda (abierta) a todo espacio homeomorfo a D" ( D).

Definicién 1.22. Un complejo CW X es un espacio con una filtracion X ¢ X! C
X?% C ... donde X" es un espacio discreto, X = UX?, y para cada n hay un homeomorfismo
X' U J[D" S X" ,a € A, donde f, : S"' — X, que para cada n > 0 producen el

{fata " a
siguiente diagrama conmutativo:

Xn—l

L

X" =~ X"l oy D
{fa}aHa‘”‘

X" es llamado n—esqueleto de X y para cada «, la funcion F, : D! — X inducida por

fa es llamada funcién caracteristica de la a—ésima n—celda €} .= F,(D2).

Mas adelante veremos algunos ejemplos concretos de complejos CW. El siguiente resul-
tado (|Mi]), que nos dice como se comporta la homologia de un complejo CW con respecto

a filtraciones de subcomplejos.

Proposicion 1.23. (Milnor) Sean h, una teoria de homologia aditiva, X un complejo CW
y X1 C Xy C ... subcomplejos de X tales que X = kL>J1Xk. Entonces, para toda n € 7,
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1.3.1 Aproximacion CW.

Definicién 1.24. Una aproximacion CW de X es un complejo CW Z junto con una

equivalencia homotopica débil f: Z — X.
La siguiente construccion de una aproximacion CW aparece en [MiGeom|.

Definiciéon 1.25. (Milnor) Sea X un espacio topolégico cualquiera. Definimos el conjunto

simplicial S(X) como la familia de conjuntos {S,,(X)}nen, donde
Sn(X) ={o: A" — X | 0 continua}
el conjunto de n—simplejos singulares de X, junto con las funciones

S(X) &5 S, 1 (X)

0"-)0'052'#

SH(X) S—Z> Sn—i—l(X)

O'f—>O'OO'Z‘#
donde

61' (th atn—l) - (th ati—laoatia 7tn—1) € A"

O—i#<t0; at’n-i-l) - (th ati—lati +ti+17ti+27 atn-i-l) € ATL

A las funciones d; se les conoce como operadores cara, y a las s; como operadores de
degeneracion.

Ahora, definimos
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| S(X) |= TLS,(X) x A"/ ~

donde II denota union ajena, y la relacion (o,t) ~ (p, s) esta generada por las relaciones

S(X)p 1 x A1 S(X), x A"

(di(0),t) ~ (0,0, (1))

S(X)ps1 x A" S(X), x A"

(si(0),t) ~ (0,0i,(1))
Por ultimo, se define

px 1| S(X) [= X
[0, 1] = o (t)
En el mismo articulo (|[MiGeom|) aparece el siguiente teorema.
Teorema 1.26. (Milnor) px :| S(X) | = X es una aprozimacion CW de X .
Mas atn, | S(_) | es funtorial:

Dada f: X — Y continua, se tienen, para cada n, funciones

Sa(X) s, (v)

o foo

las cuales nos dan una funciéon

Hf# x Id: HSn(X) x A" — HS”(Y) w« A"

n>0 n>0 n>0
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Ahora bien, al evaluar esta funcién en las parejas que definen las relaciones bésicas,
(di(o),t) ~ (0,6,(t)) v (si(0),t) ~ (0,04,(t)), obtenemos las siguientes relaciones en

[1S.(Y) x A™:

n>0

fu x 1d(di(0),t) = (f o di(0),t) = (di(f 0 0),t) ~ (f 00,01, (1)) = fy x 1d (0,0, (1))

fu x1d(si(0),t) = (fosio),t) = (si(foo),t)~ (foo,0i,(t) = fuxId(o,0,t))

puesto que d;(foo) = foood, = fodi(o) ysi(foo)=foooo, = foso).
Asi, si (0,t) ~ (o', t') en [[Sn(X) x A”, entonces

n>0

fox Id(0.0) = (foo,t) ~ (f o', t') = f4 x Id(", 1)

en [[S.(Y) x A", con lo cual podemos definir
n>0

[ FETSX) =] S(Y) |

lo,t] = [f oo,t]

Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

];Iof#XId
[1S0(X) x AF——= ]S, (Y) x A"
n>0 n>0
oo
| S(X) |[---=-~ = S(Y) |
le lPY
X ! Y

Nota 1.27. Si A C X, entonces | S(A) | es un subcomplejo de | S(X) | (ver: [Fe]).

Lema 1.28. Sea X; C Xy C ... C X, C ... una filtracion de un espacio Ty, X = UX;. St

X tiene la topologia coherente con la familia {X;};>1, entonces para todo compacto K C X
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hay una k tal que K C Xj,.

Demostracion. Supongase que hay un compacto K tal que para toda i € N, K\ X; # (). Sea
i1 € N el menor indice tal que KNX; # (). Sin pérdida de generalidad, podemos obtener una
sucesion infinita de puntos {x, },en tal que 1 € KN X, y para toda n, z,41 € (K\X;,)N
Xi.., donde 4,41 es el menor de los indices i tales que (K\X;,) N X; # 0. Ahora bien,
como el espacio es T7, los puntos son cerrados, con lo cual todo subconjunto de {z, },en €s
cerrado, pues su interseccion con cada X; es un conjunto finito de puntos. Entonces también
todo subconjunto de {xz,},en es abierto, y luego {z, },en tiene la topologia discreta. Pero

entonces {z, }nen resulta ser un subconjunto infinito y discreto en un compacto, lo cual es

imposible. O

Proposicion 1.29. Sea X; C Xy C ... C X una sucesion de subespacios de un espacio

Ty, X, tal que X = UX; y tiene la topologia coherente con la familia {X;};>1. Sea h,
7

una teoria de homologia aditiva que satisfaga el axioma de equivalencia homotopica débil.

Entonces, para cadan € 7

hn(X) = C(i)glm hn(X;)

Demostracion. Consideremos las resoluciones CW dadas por py, | S(X;) | = X, y
px | S(X) |— X

Como X; C X1, se tiene que, para cada ¢ > 0, S;(X;) C S;(Xi11), de manera que las

inclusiones S, (X;) x A? C §;(X;41) x A? inducen una inclusion
| S(Xi) [C] S(Xita) |

Similarmente, cada inclusion X; < X induce una inclusion | S(X;) |C| S(X) |. Asi,
por la nota 1.27 tenemos una familia de subcomplejos | S(X;) | de | S(X) | tales que

| S(X;) |C| S(Xi11) |. Tenemos entonces el siguiente diagrama (ehd abrevia equivalencia
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homotopica débil):

= S(X) [ | S(Xnpa) [ .= [ S(X) |

:ehdl :ehdt :ehdl

G X, © Xpg1© € X

Veamos ahora que | S(X) |= ) | S(X;) |. Sea [o,t] €] S(X) |, donde 0 : AT - X y
t € A?. Entonces, como A? es con;pacto, y X es T} y tiene la topologia coherente con la
familia {X;};>1, existe un X}, tal que o se factoriza como A? — X — X, de modo que
[0,t] €] S(X) |. Con esto, queda demostrado que | S(X) |= Y | S(Xi) |.

Ahora, consideramos el siguiente diagrama de colimites:

donde las flechas verticales son isomorfismos puesto que h, satisface el axioma de homotopia
débil. Por lo tanto,

colim h,,(| S(X;) |) = colimh,,(X;)

Por la proposicion 1.23 tenemos ademés un isomorfismo
colim A1, (| S(X3) [) = (| S(X) [)

Entonces, como cada px, y px son una equivalencias homotopicas débiles, podemos concluir
que

co%imhn(Xi) = colil’m ho(] S(Xi) |) = ho(] S(X) |) = ha(X)
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1.3.2 Espacios de Eilenberg-MacLane.

Definicion 1.30. Sean G un grupo y n € N. Un espacio topologico X es un espacio de

Eilenberg-MacLane de tipo K (G, n) si

G k=n
m(X) =

0 k#n

Notemos que si n > 2, entonces GG debe ser un grupo abeliano.

Nota 1.31. Dados G y n que cumplan lo anterior, siempre existe un espacio de tipo K (G, n),

el cual es un CW tnico salvo equivalencia homotopica.

Ejemplo 1.32. El espacio proyectivo complejo infinito, CP*, es un espacio de tipo K(Z, 2):

Aplicaremos un teorema de Gleason ( [Gl] ), el cual nos dice que la proyeccion al espacio
de orbitas X — X /G de una accion libre de un grupo de Lie G’ compacto sobre un espacio
completamente regular X, es un haz fibrado. Mostraremos que hay una accion libre de S*
en S = ng{n S2n=1 el cual es completamente regular (por ser un CW, es normal (ver
[Wh] ) y de ﬁausdorﬁ, y por lo tanto es completamente regular). Luego, usando la sucesion

larga de homotopia de una fibraciéon, veremos que CP* es un K(Z,2).

Consideremos la accion de S* € C en S?*~! C C"*, n > 1, definida como

z(21, ... 2n) = (221, ..., 22,) para cualesquiera z € S, (21, ..., z,) € S

Como S* es localmente compacto, hay una biyeccién natural

Map(S* x X, Z) <+ Map(X, Map(S*, Z))

para cualesquiera espacios topologicos X, Z. Esto nos dice que los endofuntores de Top

dados por L(X) = S' x X y R(Z) = Map(S', Z) son adjuntos (siendo L el adjunto
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izquierdo y R el derecho), con lo cual L preserva colimites. Entonces se tiene

colim(S' x $*"71) 22 §' x colimS*" ™! =: S' x §%
n>1 n>1

Con esto podemos definir una acciéon S* x S — S, componiendo el homeomorfismo
anterior con el colimite de las acciones S! x S?"~1 — §2"~1 como muestra el siguiente

diagrama conmutativo:

colimS! x §?"~ ! — » colimS?" 1 = §=
n>1 n>1

Sl

Asi, tenemos una accién de S en S definida como

1 2n—1

2(21, vy 2n) = (221, ..., 22,) para z € S°, (21, ..., 2,) € ST
Esta accion es libre, puesto que si (221, ..., 22,) = (wz1, ...,wz,) con z,w € S, en-
tonces para alguna m > n (221, ..., 22,,0, ..., 0) = (w21, ..., w2y, 0, ...,0) € S*™~1 Asi, es

claro que z = w ,
Con lo anterior, y el mencionado teorema de Gleason, tenemos un haz fibrado (y por

lo tanto una fibracion de Serre; ver, por ejemplo [AGP], teorema 4.5.6)

Sl%’ Soo

S /S =: CP*

Tenemos entonces la siguiente sucesion exacta larga:

o= (ST = 7 (S%°) = T (CP®) — 7, (ST — ...
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Sabemos que 7 (S™) = cglzi{n T (S™) = cgl>i]£n 7 (S™) y este tdltimo es cero, puesto que
para n > k, se tiene 7, (S™) = 0 . (De hecho, podemos decir algo més: S es contraible,
pues hay una equivalencia homotoépica débil entre S y un punto %, y por el Teorema de
Whitehead, ésta es una equivalencia homotopica al ser S* un complejo CW.)

Asi, se tiene la sucesion exacta
= (S =0 = 1, (S®) =0 = 7, (CP>®) - 0 — ... =0 — m(CP®) = m(SY)=2Z—0

con lo cual concluimos que el tnico grupo de homotopia no cero de CP* es 7y (CP>) = Z.

Restringiendo la accién anterior a subgrupos ciclicos de S*, podemos construir espacios

de tipo K(Zp, 1), donde Z, = Z/nZ.

Ejemplo 1.33. Consideremos la acciéon de S* en S del ejemplo anterior y n > 2. Identi-

ficando el grupo Z, con el subgrupo de S! formado por las raices n—ésimas de la unidad,

27 .,
enk k=0,..,n—1, tenemos una acciéon de Z, en S, dada por
2ni g, S 271 27
2mig _ (o Xk 2mig
en (21, vy zm) = (€7 "z, e Tzy)

Los espacios lente infinitos se definen, para cada n > 1, como el espacio de orbitas de

esta acciéon

L(n) = S*/Z,

Como Z, es, bajo la identificacion mencionada arriba, un subgrupo de S y la accién de
St en S es libre, la accion de Z, en S°° también es libre. Sabemos que la proyeccion al
espacio de orbitas de una acciéon libre de un grupo finito en un espacio de Hausdorff es
una aplicacion cubriente, asi que la proyeccion p : S — L(n) es una aplicacion cubriente.

Entonces, como los espacios cubrientes son fibraciones y S es contraible, por la sucesion
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exacta larga de grupos de homotopia asociada a una fibracién tenemos que

m(L(n))=0sik=00 k>1

m(L(n)| =n

Como S* es simplemente conexo y localmente conectable por trayectorias (de hecho resulta
ser la cubierta universal de L(n) ), m(L(n)) es isomorfo a G(p), el grupo de transforma-
ciones cubrientes de p (homeomorfismos f : S — S tales que p = p o f). Para una
demostracion de este hecho, puede verse, por ejemplo, [GrH]|. Por otro lado, si hay una
accion libre G x X — X de un grupo G en un espacio conexo X y p : X — X/G es la

proyeccion al espacio de érbitas, entonces G = G(p), donde el isomorfismo estéa dado por

v:G— G(p)

gt Qg

donde ¢,(z) = g-x para toda x € X. Claramente esta funcion es inyectiva, pues la accion
es libre, y luego ¢, = ¢, implica que g = ¢, pues la accion es libre. Ademas, dados
un homeomorfismo f € G(p) y zo € X, como f manda fibras en fibras y en este caso
las fibras son orbitas bajo la accion de G, zo v f(xg) pertenecen a la misma oOrbita, asi
que f(xg) = g-x¢ para alguna g € G. Entonces las transformaciones cubrientes f y ¢,
coinciden en el punto xg, con lo cual son iguales, ya que X es conexo. Esto demuestra que

@ es biyectiva. Por otro lado, para toda r € X,

@gn(x) = gh-x = @g(h-x) = @q(pn(z))

y luego p(gh) = ¢(g) o ¢(h). Es decir, ¢ es un homomorfismo de grupos.
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Por lo anterior, tenemos que

Asi, vemos que m(L(n)) = Z,, y L(n) es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo
K(Zn,1).
Ademas, puede darse a L(n) una estructura de complejo CW con una sola k—celda en

cada dimension k = 0,1,2, ... ( ver [HaAT] ).

Nota 1.34. Para toda n, los espacios L(n) tienen el mismo complejo de cadenas celular,
dado por una copia de Z en cada dimension, y lo que los distingue son las diferenciales de
este complejo de cadenas, las cuales estan dadas por multiplicacién por n en las dimensiones

pares, y el morfismo cero en las impares.

1.3.3 Homologia de complejos CW.

Consideremos un complejo CW, X. Tenemos la filtracion de X dada por sus p—esqueletos

X'c .. cXxPcXxrtlc . CX:UXP

p=>0
Es bien sabido que para calcular la homologia singular de X, en vez de calcular 1la homologia
del complejo de cadenas singulares directamente, podemos calcular la homologia de otro
complejo de cadenas, formado por los grupos H,(X™ X"~ ') junto con diferenciales d,,,
definidas como sigue:

Consideremos las sucesiones exactas largas de las parejas (X", X"™1) | (X7~ Xn=2):

On

o H (X — 2 (X, XY 2 (Y e H (X — H (X X L

On

 H (XY e g (et X2y g () R () e (X, X)L
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Definimos d,, : H, (X", X"™') — H, (X", X"2) como la composiciéon
Ho (X7 X7 2 |, (XY 2 |, (X0, Xm2)

que es de hecho el morfismo de conexion en la sucesion exacta de la terna (X™, X1, X"2).

Entonces
dpod iyt Hypr (X" X7 20 (X7 25 Hy (X, XY 25 [, (X)) 25 |, (X0, X2)

con lo cual d,, 0 d, i1 = (Js ©00)(Jx © Ont1) = Jx © (Onlix) © Opt1 = jx 000 0p1 = 0.

Asi, obtenemos el complejo de cadenas

dn

o Hy (X7, X7 2L (X, X e o

Hn—l (Xn—17 Xn—2)

el cual cumple:

Teorema 1.35. 51 X es un complejo CW, entonces para toda n € Z
H,(H.(X*, X* " R),d,) = H,(X;R)

En el ejemplo 2.6 damos una demostracion de este resultado.
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2 Sucesiones espectrales.

La construcciéon de una sucesion espectral de un espacio filtrado es en cierto modo una
generalizacion de la construccion del complejo de cadenas de la seccion 1.3.3, en la cual se
obtiene un nuevo complejo de cadenas cuya homologia nos da informacion sobre la homo-
logia (singular) del espacio en cuestion. En el caso de las sucesiones espectrales, se obtiene
una sucesion de complejos de cadenas, cuya homologia en cierto modo va aproximandose

a h,(X), para una teoria de homologia aditiva arbitraria.

2.1 Sucesioén espectral de un espacio filtrado.

Sea X un espacio topologico. Consideramos en esta seccion una teoria de homologia aditiva

arbitraria h, y una filtracion de X

XoC .. cX,CXpuC .. cX=[]JX,
p=0
donde cada X, es cerrado y todo subconjunto compacto de X esta contenido en algtn X,
(como por ejemplo, bajo las condiciones del lema 1.28).
A partir de los morfismos que aparecen en las sucesiones exactas de la pareja y la terna,

podemos definir los siguientes grupos, para p,qg > 0, r > 1:

Zy g = 1Im(js : Mpiq(Xp, Xp—r) = Ppiq(Xp, Xp-1))

p,q

By, =Im(A: hp+q+1(Xp+T—1v Xp) — hp+q(Xp»Xp—1))

p,q

Zg = 1Am(Js : hpg(Xp) = hpyg(Xp, Xp1))

p.q

Byt = Im(A : hypyqr1 (X, Xp) = hpyo(Xp, Xpo1))

p.q

Fpg = Im(is : hypyo(Xp) = hpig(X))
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Notemos que cada uno de los grupos Z; ., B} ., 2, B, es un subgrupo de hptq(Xp, Xp—1),
y que para referirnos a los morfismos que bajan de dimensiéon entre grupos de homo-
logia, hemos cambiado el simbolo d por A. Ademés, Z,, = hypq(Xp, Xpo1) (en este
caso el morfismo en cuestion es la identidad) y B}, = 0 (pues h,(A, A) = 0 para to-
da n y cualquier espacio A). Por otro lado, a partir de las sucesiones de las ternas

(Xerr,l, va prl) ) (Xerra X;m prl) y (Xerra Xp+r717 Xp) tenemos, para cada p.q > 0 y T >

1, los siguientes diagramas conmutativos

M1 (Xpir—1, Xp) = M1 (Xpir, Xp)

-

hp+q(Xp7 Xp—l)

los cuales nos dicen que B | C B;zl. Anélogamente, considerando ahora las ternas (X,, X,_1, X,——1) , (X

obtenemos diagramas conmutativos

hp+q(Xpa Xp—r—l) hp+q<X Xp—r)

py<tp—r

hp+q(Xp7 Xp—l)

con los cuales vemos que Z;j;l C Z; ,- También tenemos diagramas conmutativos

hp+q (Xp) h‘P+f1 (X}% XP*T')

hp+q(Xp+r—17 Xp) hp+q(X> Xp)

\/

hp-i—q—l(Xpa Xp—l)
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hp+q+1(Xa Xp) hp+q(Xp)

\/

hp+q(va Xp—l)
Respectivamente, éstos nos dan las inclusiones 2 C Z} ., By, C B)S 'y By, C 27, con

lo cual tenemos una cadena de contenciones:
_ nl r oo 00 T 1 _
0=B,,C..CB,,C..CBCZC..CZ,,C..CZ, 6= Pyt g( Xy, Xp—1)

Entonces definimos

T

T _ p,q
Ep,q T pr

.9

o

oo p,q

P4 Roo

Bp,q

Proposicion 2.1. Hay un isomorfismo natural

r r+1
Zpaq ~ B

p—r,q+r—1

r+1 = Rr
Zp,q p=rg+r—1
Ademds, hay morfismos

dpprg—ri1 d,
p+r,q—r " Pq, r .
Ep,q ¢ Ep—hq+7"—1 —

-
NI Ep+r,q—r+1

tales que dy ;ody, .. .1 =0y

T
Ker dp,q N

r+41
p:q

H

p,q(Er, ) =
o Im d;)+7“,q—r+1
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Demostracion. A partir de las sucesiones exactas de las ternas
(Xp7 p*bXp*?‘) y (Xp7prraprr71)
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con columna y renglon exactos:

hp+q (Xpa prrfl)

jk* J1x

hp+q (Xp—lv Xp—r) - hp+q (Xpa Xp—r) ; hp+q (Xp> Xp—l)

2%
A
x jQ

hptq-1 (Xp—rv Xp—r—l)

r+1

: : . . B
Consideremos = = jo.(y) € Npyo(Xp, Xp1). Definimos ¢ @ Z7 = I'm jo. — ﬁ como

o(r) = Do(y) + By, 41r1 = Aa(y). Veamos primero que esta definicion no depende de la
preimagen de x:

Sean y,z € j,'({x}). Primero que nada, notemos que Im A, = Byt . Ademés

y—z € Ker jo. = Imi,, con lo cual Ay(y —2) € ImA; = B), Esto prueba que ¢

p=r,g+r—1°

esté bien definida.

r+1

Por otro lado, si As(y) € ﬁ, entonces claramente ¢(ja.(y)) = Aa(y), de modo
que ¢ es suprayectiva.

Finalmente, se tiene que Ker¢ = {z = jo.(y) € Imjo. | Ao(y) € Im A} Ahora, si
x € Ker y entonces y = i,(z) para alguna z € Hy,(X,_1, X,—,) tal que p(x) = Ay(y) =
Ai(z) = Ay oi,(2). Entonces y — i.(2) € Ker Ay = Imk, , digamos y — i.(2) = k.(u).
Asi, resulta que ji.(u) = jou © ku(u) = ja(y — iu(2)) = j2(y) = x € Imj. = ZJF
Tenemos entonces que Ker o C Z;jl‘l. Ademas, si © = ji.(u) € Imji. = Z;;;l, se verifica

@(x) = Ag(k.(u)) = 0, por lo cual Kerp = ZJ*! y se tiene el isomorfismo del enunciado.

Con el isomorfismo anterior y la cadena de contenciones que probamos previamente,
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T, r r : P A
podemos dar un morfismo dj , : B/ — E7 .., mediante la composicion

- r r+1 T
T Zp,q Zp,q = Bpfr,q+rfl prmﬁrfl — s
- I r+1 T r - _ —
pa Bp.q Zp.a By qtr—1 By rgtr—1 p=rygtr—1

Entonces, como los tultimos dos morfismos son inyectivos, se tiene que

Zr Zr Zr+1

ro_ p.a pa \ _ “pa
Kerdp’q—Ker(Br _»Zr+1)_ B

p.a P, p.q

Por otro lado, es claro que
r+1

r __ T p—rgtr—1
]mdpvq_ r

p—rqtr—1

con lo cual
r—+1
T . p,q T
Imd,,, , ri1= B C Kerd,,

pq

Esto implica d” o d” = 0 y nos da un nuevo complejo de cadenas

dr dy
r p+r,g—r+1 r P,q T
T By » Bpg = B

para el cual denotamos

Zp 4!
T —P.q_ r+1
H (Er dr )_ K@T dp:q _ B;,q ~ p,q _E’I‘+1
A P CoByEt T RBr+l T TP
p+r,qg—r+1 BPT"Z Psq

p,q

]

Podemos relacionar la sucesion espectral de un espacio filtrado X con su homologia,
mediante los grupos F,, = Im (i, : hpio(Xp) — hpie(X)), como nos dice la siguiente

proposicion.
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Proposicion 2.2. Parap >0, n=p+ q tenemos

0=F1prg1CFon. CFprigu1 CFyC .. Chy(X)= |J Fy

pt+q=n

y un isomorfismo
Y

00 Ay
Ep,tl - FE
p—1,qg+1

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo

hp+q(Xp—1> - hp+q(Xp)
il* iQ*
hp+q(X>
Entonces es claro que Im iy, = F_1 441 C Imig, = F .

Ahora, como UX, = X, por lo visto en la subseccién 1.3.1, tenemos un isomorfismo
p
colim h,,(X,) = h,,(X) (inducido por las inclusiones i, : h,(X,) — h,(X)) cuya imagen es,
p
por definicion, UF),,_, = U F,,. Asi, vemos que h,(X)= U F,, .
p pt+q=n p+q=n

Por otro lado, las sucesiones exactas de las parejas (X, X,) y (X,, Xp—1) nos dan el

siguiente diagrama conmutativo:

con renglon y columna exactas. Para r = j.(y) € 255 = Im j., definimos

f(x) = dou(y) + Imiin, = tou(y) + Fpo1411 € %
p—1l,q+1
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f esta bien definida, pues si x = j.(z), entonces y — z € Imi, , asi que ig.(y) — iz (2) €
Imiy, = F,_1 441. Esta funcion es suprayectiva, pues todo elemento de £}, ; es de la forma
iney) + Fyorgr, 56 tiene F(iu(y)) = ina(y) + Fyorgor

Por otro lado, Ker f = {z = j.(y) € Imj. | i2(y) € Imirn} = ImA == B, va
que por un lado, si i2.(y) = 71.(2), entonces i.(z) —y € Kerig = Im0 y luego existe
alguna u € Hp,,+1(X, X,) tal que A(u) = j.0(u) = ji.(i(2) — y) = j«(y). Esto nos da
la contencion C. Ahora bien, claramente, todo elemento de la forma A(u) cumple que
F(A(w) = f(j:0(u)) = i2.0(u) + Fp_1,4+1 = 0+ F,_1 441, con lo cual se da D.

Asi, concluimos que

zZ> F

Fe . T4 o~ Pyq

P4 T Roo

O

Proposicion 2.3. Z) = Z), sir >py By, = rLleB;q. Entonces hay un epimorfismo

T r+1 o, 1 0o __ s T
E), = E, sir>pyademds, EJS = colim,, £ .

Demostracion. Sir > p, tenemos que

Zyq = 1Im(js : hpsg(Xp, Xpr) = hpig(Xp, Xppo1))

= Im(ji : hprq(Xp, 0) = hpi(Xp, Xp1)) = 25,

. . ir .
Por otro lado, como X = %Xp, veamos que las inclusiones (X,+,-1, X,,) — (X, X,,) inducen
un isomorfismo

Coym hptgr1 (Xptr—1, Xp) = Tprgi1 (X, Xp)

Consideramos la sucesion exacta larga

= hpigr1(Xp) = Mg (Xpir—1) = Mg (Xpir—1, Xp) = pig(Xp) = pig(Xpar1) ...

Si tomamos colimites, obtenemos la sucesion exacta (ver A.1 en el apéndice)
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.= coym hptgi1(Xp) — co}aim hptgi1(Xpiro1) — co}qim hptgi1(Xppr—1, Xp) — co£im hpiq(Xp) ...
Ahora bien, claramente
co£im hptq(Xp) = hpig(Xp) coLim hptgr1(Xp) = hpigia (Xp)
y por la proposiciéonl.29, sabemos que
coym hptq(Xpsr—1) = hpiq(X) coLim Pptgt1(Xptr—1) = Bpygi1(X)

Entonces, sustituyendo en la sucesion de colimites y agregando la sucesion exacta de la

pareja (X, X)), tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

= hpigi (Xp) — piga (X) — Coym hptqi1(Xpsr—1, Xp) —= hp1q(Xp) ...

- hp+q+1 (Xp) - hp+q+1 (X) hp+q+1 <X> Xp) hp+q (Xp)

Entonces, por el lema del cinco, podemos concluir que
Coym hptai1 (Xprr—1, Xp) = hpygi1 (X, Xp)

.. Ay ‘.
Asimismo, los operadores frontera hyi g1 (Xpir—1, Xp) = hpiq(Xp, Xp—1) de la sucesion

exacta de la terna (X,4,—1, X,, X;,—1), inducen un morfismo

Coym hp+g41(Xpr—1, Xp) . hp+q(Xp, Xp-1)
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tal que el siguiente diagrama conmuta:

IR

COlrim hp+q+1 (Xerrfla Xp) hp+q+1 (Xa Xp)

x/

hp+q(va prl)

donde A es el operador frontera de la terna (X, X,, X, ;). Entonces vemos que By, =
ImA=ImA = Tgljm (hptqi1(Xpir-1, Xp) = hypig(Xp, Xp1)) = rng};,q-

Como consecuencia de lo anterior, es claro que si r > p hay un epimorfismo £ =
zr 7, zs°

R ) P . r+l T r+1
B = g g = E}57, puesto que By C BJ7-.

Por tultimo, de todo lo anterior podemos concluir que tenemos, para s > r > p, un

diagrama conmutativo

Fr — Zva Fs  — Zpa
pa — Br, pa B,
oo _ Zpy
pa — B,

Ademas, si hay morfismos ¢, : E} , — A, A un R-modulo, tales que el diagrama

Er E?

p.q p.q
Pr
Ps
A

conmuta para cualesquiera s > r > p, entonces podemos definir, para z € Z)3:

gp:EﬁI—)A

z+ By or(z + B;,q)

q

Este morfismo queda bien definido, pues si z — 2" € By}, = L>JlB]’; ”
r b

entonces z — 2/ € B;Oq

para alguna 7o > 1, y luego ¢, (2 — 2" + B)%) = ¢, (0 + B,?,) = 0. Ademés, para s > r, se

36



tiene p(z + B)%) = v, (2 + B, ) = ¢s(2 + B, ). Asi, podemos concluir que

E°° = colim B
P.q r>p P

Basados en todo lo anterior podemos definir:

Definicién 2.4. La sucesiéon espectral (de tipo homologico) de un espacio filtrado X
como el que aparece al incio de esta seccion, estd dada por {E"},eyn, donde cada E” es

un -modulo bigraduado E" = {E] }, ez, junto con diferenciales d, = d,, : E] , —

”
Ker dp’q

= .
Imdp,, g ri1

~

Bl i tales que BT =
Decimos que la sucesion espectral es de primer cuadrante si sélo consideramos valores
no negativos de p y ¢, o bien, si para toda p,q < 0y cualquier 7 se tiene £ = 0. En este
trabajo nos enfocamos en sucesiones espectrales de esta clase (ver nota 2.8).
La sucesion espectral {E7,d,} converge a h.(X) si para cada n = p + ¢ hay una

filtracion de h,(X)
0=F1prg1CFop... CFign ClE,C .. Chy(X)= U F,,

p+q=n

e isomorfismos

En este caso, escribimos E} = hyyq(X).

Observacion 2.5. Notemos que, si EJ = 0, entonces
1 : .
EJt = ker dy Jim d, = ker 0/im 0 =0

y luego, para toda s > r, E; = 0.
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Ejemplo 2.6. Sea X un complejo CW. Consideremos la sucesion espectral asociada a la

filtracion de los esqueletos, X = L>JOX P con respecto a la homologia singular con coeficientes
b=

en un anillo R. Entonces

) ) & R ¢q=0
Ep,q = Hp+q<Xpa X = p-oeldas

0 q#0

Ahora, consideramos d; : H,(X?, X?™') — H, (X?~!, X?7%) dado por la sucesion exacta

larga de la terna. Asi, por la observacién anterior, al calcular E?, tenemos

| B x) g=0

p.q

y para r > 2, d, = 0. Entonces

2 00
Ep,q - Ep,q
Asi, esta sucesion espectral colapsa en el segundo paso, y como

Eoo ~ vaq
g

FP—LQ-H

donde H,(X) = +U F, 4, obtenemos la filtracion dada por 0 = Fy,, = E§S, = Fi,-1 =
pTg=n )

L CERo=2EN= H,(H,(X*, X*1)), puesto que B> = 0si g > 1. Esto nos dice que la

homologia singular de los complejos CW puede calcularse como la homologia del complejo

de cadenas H,(X*, X*7!):

Hy(X) = U Fpg = H,(H. (X", X))

ptg=n "
Esto da una demostracion del teorema 1.35.
Ejemplo 2.7. (Sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch-Whitehead) Sea X un complejo
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CW. Consideremos la sucesion espectral asociada a la filtracion dada por sus esqueletos,

X = U XP? para una teoria de homologia aditiva h, . Entonces sabemos que
p=0

E;’q = Dpig (X7, Xp_l) = hp+q(Xp/Xp_1a *) = hp+q(XS§, %)

S Phyig (57, %) Dhy(S°, %) = Cp(X) @ hy({})

Q

donde cada « corresponde a una p—celda de X, C,(X) es el grupo abeliano libre con base las
p-celdas de Xy he(S°, %) = he({*}), por escision. Ahora bien, d} , resulta ser el operador

frontera de la sucesion exacta de la terna (X7, XP~1 XP~2).
hP-HI(Xp? Xp_l) i hP+f1—1(Xp_17 Xp_2)
y el siguiente diagrama conmuta

hP-HI(va Xp_l) S hp-l—q—l(Xp_l’ Xp_z)

~L lN

Cp(X) ® h({x}) — Cpr(X) @ hy({2})

Entonces resulta que E2 = H,(C.(X) ® he({*})) = Hy(X; he({*})) v, bajo ciertas condi-

ciones (como que X sea de dimension finita), {E] ,d7 } converge a h,(X).

.
P,
Nota 2.8. La sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch-Whitehead puede ser o no de primer

cuadrante, dependiendo de la teoria de homologia a la que se aplique.

Regresemos ahora al caso de un espacio X (no necesariamente un C'W) con una filtra-
cion Xy C ... C X, C ... C X,y consideremos en particular la homologia singular H, .

Para cada p, tenemos la siguiente sucesion exacta larga de la pareja

8n+ 1 7 871

- Hn+1(Xp) —= n+1(Xp> Xp—l) - n(Xp—l) — Hn(Xp> —= Hn(va Xp—l) e
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en donde 7 es el morfismo inducido por las inclusiones X,y < X, , j por los cocientes

Sn(Xp) = S‘j?)(()p(f)l) v k es inducido por el operador frontera 0 : S, (X) — S,-1(X).

Podemos también acomodar estas sucesiones como sigue:

- n+1(Xp> - — Hp4a (Xpa prl) - Hn(prl) - Hn(prb prQ) e
- Hn+1(Xp+1) — — lin41 (Xp+17 Xp) - Hn(Xp> - Hn(Xpa Xp—l) e

- Hn+1(Xp+2) - n+1(Xp+27 Xp+1) - Hn(Xp-i—l) - Hn<Xp+1a Xp) e

donde los “escalones” formados por dos flechas a la derecha y una hacia abajo son la

sucesion exacta larga de la pareja.

.

‘* Bn 1
Hn+1(Xp)—]> n+1<Xp=Xp—1); n(Xp—l)

Ho(X,) —2 Ho(X,), X, 1) 2> H,y 1(X, 1)

En general, no podemos decir nada sobre la exactitud de las sucesiones horizontales y
verticales, pero después haremos algunas suposiciones sobre ellas, que se cumplen para cla-

ses muy importantes de espacios, y que nos permitiran manejar las sucesiones espectrales.
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Sean p, q € N tales que n = p + ¢. Consideremos

E;,q = H,(X,, X,-1)
r+1 __ Ker d;q

Pq T
Im dp+r,q7r+1

donde las diferenciales

roo. r r
dth : Ep7q — Ep—r,q+r—1

y esperamos sean calculables explicitamente, o bien podamos decir algo sobre ellas por la

estructura algebraica de E', E?, ... .

Acomodamos estos términos en diagramas con coordenadas p, g:

g+r—1 Eg,q+r—1 - E;—r,q—i-r—l E;,q—i-r—l
q Eg, - By, Ep .,
. E;_m,
. E;—r,'r—l
1 L, Ly, B
0 Ego Eio E;,o-'-
0 1 e T p—r P...

Esto es, las diferenciales en el diagrama van r columnas a la izquierda y » — 1 hacia

arriba.
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Si ya sabemos de qué término E" se trata, simplificamos atin més los diagramas, omi-
timos los nombres de los E] vy omitimos las diferenciales cero. Por ejemplo, E! tiene el

siguiente diagrama:

Para E? escribimos

y para B3
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— T

. . . . , -
Observacion 2.9. Dadas p, q fijas, para r suficientemente grande se tiene dy , = dj .., .1 =

0, pues si 7 > p entonces E;_T’q = 0 para toda ¢, y si r > ¢ + 1 entonces E;”q_rﬂ =0
para toda p, ya que estamos considerando solo sucesiones espectrales de primer cuadrante.

: r  _ ppr+l _ 00
Entonces, para r suficientemente grande E) = E° = ... = E.

2.2 Sucesion espectral de Leray-Serre de un espacio fibrado.

A lo largo de esta seccidn, consideramos una fibracion F — X — B.

Teorema 2.10. (Leray-Serre) Sea ' — X = B una fibracion donde B es conectable por
trayectorias, F' es conectable por trayectorias, y mi(B) actia trivialmente sobre H,(F;G),

donde G es un grupo abeliano. Entonces hay una sucesion espectral {E;’q, d;,q} tal que
E,, = Hy(B; Hy(F; G))

y converge a H.(X).

Demostracion. Supongamos primero que B es un complejo CW. Denotamos por B? al
p-esqueleto de B, y por X, a la preimagen de B” bajo m . Consideremos la sucesion

espectral {E] ,d) } asociada a la filtracion de X dada por Xo C X; C .. C X, C ...,y

7q’

a la homologia singular con coeficientes en un grupo G. Recordemos que, por definicion,

E;7q - p+q(Xp’ pr]_; G)’ d;vq : E;yq - E;_’I"7q+7’—1 Y7 por 2'17

P [m(djro-i-r,q—r-i-l)

Ademas, por la proposicion 2.2, para n > p > 0 se tiene

> ~ F p;n—p
pn—p T @
p—1n—p+1

para una filtracion 0 C Fy,, C ... C F,,0 = H,(X;G) = L>JOFp,n,p .
p=
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Daremos para cada ¢ > 0, un isomorfismo de cadenas W entre el complejo de ca-

denas {E, ,,d; ,} v el complejo de cadenas celulares de B con coeficientes en H,(F; G),

{H,(B*, B\, 7) ® H,(F;G), 0, ® Id}:

d
—F,, = Hpyq(Xp, Xp-1; G) —— K, +q-1(Xp1, Xp2; G) — ..

P p—1q —
\Ifl% \plg
0,®1d

L Hy(B?, B 7) © Hy(F; G) —="H, y(B", B % ) @ H,(F; G) — ...

H

p

Asi, al tomar homologfas tendremos que EZ = H,(E} ) = H,(B; Hy(F;G)) .

Sea ®, : D? — BP una funcién caracteristica para la p—celda ef de B. Consideremos
DP = ®*(X,), el pullback de la fibracion T x, con respecto a ®,. Sea, ademas, Sp=1 =
pg(SP71), donde iy, es la funcion inducida en el pullback y S?~1 = 9D? . Es decir, tenemos

el siguiente diagrama conmutativo

 — s X,

nglc_> Dg ? Bp

en el cual v,y 1, son proyecciones. Mas atiin, cada una de estas proyecciones v, es de hecho
una funcion de parejas v, : (D2, S271) — (X,, X, 1), puesto que si tomamos a € S?~1,
entonces ®,(a) € BP~!, de modo que para toda pareja (a,z) € DP, w(x) = ®o(a) € BP,
con lo cual v,(a,z) =2 € X,_1.

Hay entonces una funcién continua
&) : H(DZ; S«g—l) — (XPaXP—l)

que para cada « esta dada por v,.
Ahora bien, sabemos que BP~! es un retracto fuerte por deformacién de una vecindad

U en BP, asi que (B, BP™!) es una pareja cofibrada, y por la proposicion 1.12, la pareja
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(X,, X,—1) es cofibrada también. Entonces, por la proposicién 1.13 tenemos, para toda

n > 0:
H,\(X,, X,-1;G) = Hy(X,/ Xp1, %, G)
Pero X,/ X,_1 = X[)Q/S’g*1 , asl que
Hy i o(Xp, Xpo1;G) = ?Hpﬂ(bgv Svh@)

Asi, vemos que @ induce isomorfismos en homologia.

Por otro lado, H,(B?, BP~1;Z) = ?Z, donde cada copia de Z corresponde a una p—celda
de B. Entonces H,(B?, B"';Z) ® H,(F;G) = ?Hq(F; G).

Ahora construiremos isomorfismos €? : H,,,(D?, 5?1, G) — H,(F;G) , con lo que
obtendremos un isomorfismo entre H,,,(X,, X, 1;G) y H,(B?, B""';Z)® H,(F;G) . Para
aligerar la notacion, llamemos por ahora DP = [)g . Como el pullback de una fibracion
es una fibracion (proposicion 1.9), D? = ®%(X,) — DP es una fibracion. Consideremos
los hemisferios Sifl en que se divide SP~!, los cuales se intersectan en un ecuador SP~2.
Poniendo tildes a los correspondientes subespacios de DP que cubren a estos subespacios
de DP, tenemos el siguiente diagrama, en el cual omitimos la mencién de los coeficientes

en (7, asi como indices para los morfismos:

Hp-i—q(f)pa gpil) — p+q—1(‘§i_1> §p72) — Z T Hen (S-ls—v SO> — Hq(gg—)

Hyeqoa(SP7H 8770 Hprgo(SP72,877%) H,(S°,59)

p

R

. . . . ~ Sm—1 Sp—1
El primer isomorfismo 0 viene de la sucesion exacta de la terna (DP, 5P~ SP™%) pues

SP~1 es retracto por deformacion de DP (por las proposiciones 1.11 y 1.12, usando que S” !

45



es retracto fuerte por deformacion de DP y que DP — DP es una fibracion) y por tanto
H*(Dp, gg_l) = 0, de modo que se tiene la sucesion exacta larga

S HL(DP, 57 = 05 Hy(D%, 57 B Hy (577,877 = Hy y(D7,5071) = 0

. . . . cp—1 Gp_2 Gp—2
Lo mismo aplica para los deméas isomorfismos 0, considerando las ternas (S, S? 25775,

tomando en cuenta que gﬁfl es retracto fuerte por deformacion de DP~!
cp—1 Gp—
(ST, 5772 .

. . . . S 1\ em—1 Ep—1\ cp—1
Por otro lado, los isomorfismos i, vienen dados por las escisiones (SP~1\SP77 SP7\SP77) =

Asi, hemos obtenido isomorfismos (a los que ahora si ponemos superindices)

p.
e Hyiyq

(Dpv gpil) — Hp+qfl(§§—717 Sfpiz)
et Hpﬂrl(gﬁilv gp72) - Hp+qf2(‘§§—727 gp{)))
. &1 &o &o
€ 1 Hy(5y,57) = Hy(SY)
Para terminar de construir los isomorfismos €, consideramos lo siguiente:

Sea I, = ®,(D?). Entonces como B es conectable por trayectorias, toda F, es homo-
topicamente equivalente a una fibra fija I, asi que hay isomorfismos

*

Hq(Dg;G) @g Hq(Fa?G) = Hq(F§ Q)

para cada trayectoria v en B, los automorfismos L.. : Hy(

I

donde el segundo es tnico, pues por la hipotesis de la accién trivial de m1(B) en H,(F; G),
0); G) = Hy(

den tnicamente de sus puntos inicial y final.
Llamamos entonces e?,

F.

y); G) depen-
- H

p

vo(DP, 5P G) — H,(F;G) a la composicion ' o
seguida de estos isomorfismos , donde hemos identificado 5’& con D°. Obtenemos asi el

.o¢gP
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siguiente diagrama conmutativo

~ ~ (i)*
OHp (DR, SEY G) = Hpq(Xp, Xp-1;G) = E;q

GBEQLN W | e
«@

o

®H,(F;G) H,(B?, B Y 7Z) ® H,(F;G)

Asi, vemos que se puede identificar el término E;ﬁq con H,(BP, B""1,7) ® H,(F;G).

Ahora mostramos como es posible identificar la diferencial d; : E;’q — E! con el

p—1lq
morfismo d, ® 1y, (r), donde 9, es la diferencial H,(BP, B*"';7Z) — H,_1(B?, B""';Z) del
complejo celular del espacio base B. Esta tltima esta dada por J,(e) = Zgaﬁeg_l, donde
gap es el grado de la composicion SE~! Loy Xl Sg_l de la funciéon de iegado Yo de e?
con el cociente que colapsa X p_l\effl a un punto.

Segun el diagrama anterior, a cada indice « le corresponde un sumando directo de la

forma H,(F;G), el cual podemos identificar con H,4,(D?,S?~). En cada uno de ellos, la

diferencial d; corresponde a la composicion

&)a*[

~ Sp— 0
Hp+q<D§n Sg l) E— Hp+q(Xp>Xp71) - Hp+q71<Xp71) - Hp+q71(Xp71aXp72)

del isomorfismo @, restringido al a-ésimo sumando, con los morfismos que aparecen en las
sucesiones largas de las parejas (X, X,—1) , (Xp—1, X,—2) (ver por ejemplo, el diagrama al
inicio del capitulo 2). Podemos reemplazar esta composicion usando el siguiente diagrama

conmutativo, en el que omitimos algunos subindices

I Cip— 19) ip—
Hp+q<D5aSg 1)_> p+q—l(5g 1)
j&)a* l@a*

14)
Hp+q (Xm Xp—l) —  ptg-1 (Xp—l)

para obtener la siguiente descripcion de d:
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— D — 0 D — ~a*
Hp+q(D§> Sg 1) - Hp+q71(Sg 1) i_> Herqfl(prl) — Hp+qfl<Xp71’Xp72)

Como X — B es una fibracion, podemos reemplazar ¢, por alguna funcién homotépica
a ella, y @q. por la funcion inducida por su correspondiente levantamiento (homotopico a
$o). Entonces, podemos asumir que bajo ¢,, un hemisferio D?~! de S?~! va a dar a X, o,

con lo que podemos escribir
Pox * Hprq— 1(5 ot Dp 1) — Hpyq1(Xp-1, Xp2)
Mas atin, por escision podemos reemplazar este ultimo morfismo por
Pax Hp+q 1( ot Sp 2) — Hp+q 1<Xp 15 Xp72)

donde ahora DP~! denota al otro hemisferio de SP~!, y SP~2 a su frontera. Asi, d; es

~ ~NpD— 0 — ok
Hp+q(D£75§ 1) - H+q 1( ' Sp 2) E H +q71<Xp717Xp*2>
Mas atun, podemos volver a deformar ¢, mediante una homotopia de modo que mande
los interiores de alguna coleccion finita de discos disjuntos DP~' contenidos en DP~' sobre
la celda eg_l, y el resto de DE~! a Bp_l\e‘g,_l. Con esto obtenemos otro homomorfismo

equivalente e isomorfismos

Hpyyq1(D27Y, D™ l\int(Ll.JDfil))L> pra—1(Xp-1, Xp1\E Y

l -

E?H +q— 1 Dp ' S’ZP_Q) Hp+q—1(f)§_1,§§_2)

1R

Ahora, mediante los isomorfismos ¥ que definimos antes, podemos identificar los grupos
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Hyiq1 (DY, S57%) 2 Hy(F) = ©Hy(F) = ©Hyiqa (D), 5777)

r— (2, ...,7)

Asi, resta ver que el morfismo @H,y, (D", SP7%) — Hp+q_1(l~?g_1, 52_2) del diagrama
anterior es +1d en cada sumando H,,, (DY, S77?), segtin el grado de ¢, en D; sea +1.

Consideramos entonces las posibilidades para una funcion continua @ : (D?~1, SP=2) —
(f)g_l, gg_z) que es levantamiento de un homeomorfismo ¢ : (D271, SP=2) — (Dg_l, 82_2).
Si ¢ tiene grado 1, entonces es homoto6pico a la identidad (DP~!, SP~2) — (Dgfl, 5572), y
podemos levantar esta homotopia a una homotopia de ¢. Entonces, como e”~! es natural,
el morfismo @H, , (D', SP7%) — Hp+q_1(f)§_1, 52_2) es la identidad.

Si, por otro lado, el grado de ¢ es —1, podemos asumir que se trata de una reflexion,
en particular la reflexion que manda DY en D y viceversa, que deja fijos a los demas DY, .
Entonces podemos restringirnos al caso p — 1 = 1 en el cual ¢ es una reflexion de D'. En
este caso, podemos reparametrizar D! mediante la reflexiéon que intercambia sus extremos.
Este intercambio de DS’r con DY en la definicién de ¢ tiene el efecto de cambiar el signo,
con lo cual se tiene el resultado.

Para el caso en que B no es un complejo CW, comenzamos con una aproximacion CW de
B, f: B" — B,y consideramos la fibracion pullback X’ — B’ de la fibracion dada X — B,
asi como el pullback de la accion de 7 (B) sobre H.(F;G), que es la accion de m(B’)
sobre H,(F; G). Esta ultima es trivial, por ser pullback de una accion trivial por hipotesis.
Las sucesiones exactas largas de los grupos de homotopia de estas dos fibraciones estan
conectadas con isomorfismos entre los grupos de homotopia de las fibras y de las bases,
puesto que f : B’ — B es una aproximacion CW de B y la fibra de X’ — B’ sobre un
punto yo € B’ es I = Fy() x {yo}. Entonces, por el Lema del Cinco, se tienen también

isomorfismos entre los grupos de homotopia de los espacios totales:
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oo = T (F) —— 71 (X) ——m(B) —— 1 4 (F) ——m, 1(X) ——=m, 1(B) = - -

Cabe aclarar que también se tienen biyecciones entre mo(F"') y mo(F), entre mo(X')
y mo(X), v entre mo(B’) y m(B) pues estamos asumiendo que tanto las bases como las

fibras son conectables por trayectorias, y por lo tanto todos estos conjuntos tienen sélo un

elemento.

Asi, por el axioma de equivalencia homotopica débil, los morfismos inducidos en homo-

logia son también isomorfismos. Es decir, se tiene, para cada n > 0

H,(B') = H,(B)
Ho(X') = Hy(X)

H,(F') = H,(F)

Por lo tanto, la sucesion espectral para la fibracion X’ — B’ nos da la sucesion espectral

buscada para la fibracion X — B. O

Para los casos més generales en los que se trata de una teoria de homologia aditiva
arbitraria, o bien cuando la accién del grupo fundamental de la base en la homologia de

la fibra no es trivial, tenemos, respectivamente, los siguientes enunciados (ver el capitulo

5 de [MCG]):

Teorema 2.11. Sean G un grupo abeliano y h una teoria de homologia aditiva que cumple
el axioma de equivalencia homotdpica débil. Sea F — X 5 B una fibracion donde B es

conectable por trayectorias, F es conectable por trayectorias, y m (B) actia trivialmente
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sobre h.(F'; G). Entonces hay una sucesion espectral {E] . d7 .} tal que

@
E,, = Hy(B; hy(F; G))

y converge a h,(X).

Teorema 2.12. Sean G un grupo abeliano y h una teoria de homologia aditiva que cumple
el azioma de equivalencia homotdpica débil. Sea F — X 5 B una fibracion donde B es
conectable por trayectorias y F es conectable por trayectorias. Entonces hay una sucesion
espectral { £} . dy .} tal que

Ep 2= Hy(B:H,(F:G))

donde H,(F;G) es un sistema local de coeficientes en la homologia de F', y {E] . d .}
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converge a h,.(X).
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3 Algunas aplicaciones de la sucesion espectral de Leray-
Serre de un espacio fibrado.

Presentamos primero algunos ejemplos de como se utiliza cominmente la sucesion espectral

de Leray-Serre en los calculos de homologias.

Ejemplo 3.1. Recordando que H;(S*;Z) = Z si i = 0,k y cero si i # 0,k, podemos
calcular la homologia de un haz fibrado E sobre la n—esfera, n > 2, con fibra la m—esfera,
m € N.

S ——F

STL

Por el teorema 2.10,

, H,(S™Z) si ¢q=0,m Z si (p,q)=(0,0),(0,m),(n,0),(n,m)
B, = Hy(S" Hy(S™ 7)) = =

p,q
0 en otro caso 0 en otro caso
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Tenemos el siguiente diagrama de E?:

0 0 0 0 0

m Z 0 0 Z 0

0

1 0 0 0 0 0

0 Z 0 0 Z 0
0 1 2 n

Entonces, claramente la tnica posible diferencial no trivial a partir de E? es d., , : E" ; —

ET‘

0.m> €n caso de que (0,m) = (n—r,7—1), es decir, r = n y m = n — 1. Si esto no ocurre,
entonces todos los morfismos d” son cero, y se tiene EI? . = E5,. Entonces, por el teorema
2.10,

Z sim#nyx=0mnm+n

Z sim=nyx=02n

H(E,Z)= @ E), =
pt+qg=x* 2 .

27 sim=nyx*=n

0 en otro caso
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En el caso en que d”, sea distinto de cero, entonces E"t1 = F> vy

;

Z si (p, Q) = (07 0)7 (n> m)

. Kerd, (p,q) = (n,0)
P =

Z/tmdy,  (p,q) = (0,m)

0 en otro caso

\

Como caso particular de lo anterior, consideremos fibraciones cuyo espacio total, base y

fibra son esferas.

Proposicion 3.2. Si hay una fibracion

Skc Sn

|

Sm
conm > 2, entoncesk=m—1yn=2m — 1.

Demostracion. Por lo anterior, sabemos que

B2 — H,(S™ H,(S* 7)) = Z si (p,q)=(0,0),(0,k), (m,0), (m, k)

p.qg
0 en otro caso

y que la unica posible diferencial no trivial es dy, o : E}, o — Eg, donde los indices satisfagan
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m—r=0yk=r—1Esdecir, m=ryk=m-—1.

k 7 0 Z
v,
1 0 0 0
0 Z 0 Z
0 1 m
Entonces E* es de la forma
k ? 0 Y/
1 0 0 0
0 7 0 ?
0 1 m
Z p+q=0,n
Como Ez,q = H,,(S™Z) = , debe ocurrir que m +k = ny

0 en otro caso

Er, = 0= E, asi que en efecto d] , debe ser no cero, y de hecho debe ser un isomorfismo.

Asi, vemos que k=m —1yn=2m — 1. O
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Ahora aplicamos la sucesion de Leray-Serre para calcular la homologia de un espacio

de Eilenberg-MacLane de tipo K(Z,2).

Ejemplo 3.3. Consideramos la fibracion F' <— P — B donde (B, by) es un K(Z,2) y P
el espacio de trayectorias en B tales que o(0) = by. Sabemos que P es contraible, y que
la fibra I es el espacio de lazos en by, (B, by). Como B es simplemente conexo, puede
aplicarse el teorema 2.10 para tener una sucesion espectral de homologia con coeficientes
enteros.

Por el teorema 2.10, E> = H,(B; H,(F;Z)). Como F es un espacio de tipo K(Z, 1),
como S', tenemos que

7 sii=0,1

=
B
8

I

0 en otro caso

asi que

) Hy(B;Z) q=0,1
Ep7q

12

0 siqg>2

Sabemos que Hy(B) = Z, asi que podemos escribir E? como sigue:

2 0

e
\\*\*\\
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Notemos que las diferenciales d,.,r > 3, son todas cero, pues suben al menos dos
renglones. Asi, a partir de r = 3, las cosas no cambian al tomar la homologia E;’ng =
Ker d./Im d,. Esto nos dice que E* = E*. Sabemos que los grupos E} , son cero para
q > 2,r > 2. Por otro lado, como P es contraible, el tinico grupo de homologia no trivial
que aparece en la pagina E°°, debe ser Z, en la posicion p = ¢ = 0.

Ahora bien, para que £ tenga esta forma, notemos que las diferenciales de E? van del

primer renglén al segundo deben ser isomorfismos:

0=E3) = Ker(ELy = E7_, )/Im(0 — H,y) = Ker(ds) = Im(0) =0

0=E3 = Ker(E}, = 0)/Im(E. 0 2 El,) = E,, = Ker(0) = Im(dy)
Asi, resulta que

Z n =2k
H,(K(Z,2);Z) = H,(B;7Z)

12

0 n=2k+1

En concreto, este ejemplo puede aplicarse al espacio proyectivo complejo infinito, CP>,

que es un espacio de tipo K(Z,2), como mostramos en el ejemplo 1.32 .

Para los siguientes resultados de esta seccion, que provienen de [Se|, consideramos
fibraciones X 25 B con fibra F, donde B y F' son conectables por trayectorias, y tales que
la acciéon del grupo fundamental de la base sobre H,(F; R), R un anillo conmutativo, sea

trivial.

Proposicion 3.4. (Serre) Sean R un dominio de ideales principales. Entonces, si dos de
los tres espacios F, X, B (respectivamente, la fibra, el espacio total y el espacio base) tienen
grupos de homologia (con coeficientes en R) finitamente generados en todas las dimensio-

nes, entonces también todos los grupos de homologia del tercer espacio son finitamente
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generados.

Demostracion. Primero, supongamos que son F'y B los que cumplen la propiedad. Por el

Teorema de Coeficientes Universales (1.5) y el teorema 2.10,
Epq = Hy(Bi Hy(F3 R)) = (Hy(B; R) @ H,(F; R)) & Torp(Hy1(B; R), H,(F; R))

donde recordamos que Torg(_, ) = Torf(_, ).
Claramente el primer sumando de la expresion anterior es finitamente generado. Por

otro lado, como todo dominio de ideales principales es noetheriano, los términos
Torr(H,—1(B;R), H,(F: R))

también son finitamente generados (ver proposicion A.7). Asi, los términos Eg , son finita-
3 4 : - 2
mente generados, y luego E; , E/ , ..., que son subcocientes consecutivos de £, son

finitamente generados también. Asi, los términos @ EJ resultan ser finitamente gene-
ptg=n_ "’

rados, con lo cual también lo es H,(X; R), para toda n, pues la clase de los R—mo6dulos

finitamente generados es cerrada bajo extensiones.

Ahora, supongamos que son los espacios X y B los que tienen grupos de homologia

finitamente generados. Notemos que
Eg; = (Ho(B; R)QH(F; R))®@Torg(H-1(B; R), Hi(F'; R)) = (RQH;(F'; R))®0 = H;(F’; R)

Mostraremos, por inducciéon, que todos estos términos son finitamente generados. El caso
base, 1 = 0, se da trivialmente porque F' es conectable por trayectorias. Supongamos que

H;_1(F; R) es finitamente generado. Entonces

E3, 4 = (Hy(B; R) @R> H; 1(F;R)) © Torgr(Hi(B; R), Hi1(F; R))
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es finitamente generado, por lo dicho en el caso anterior, pues estamos suponiendo que
H,(B;R) es finitamente generado, para toda n. Entonces, la imagen de d3; , : E3;, | —

E2, es finitamente generada. Si E; no fuera finitamente generado, tampoco lo seria £, =

E2, ., . . .
—=— (pues una extension de dos modulos finitamente generados es finitamente generada),
2,i—1
asi sucesivamente: B2, , B2, , ... Ef. = ... = E° no serian finitamente generados. Pero
0,2 0,2 0,7 0,7

esto es imposible, pues

que es finitamente generado, al ser submodulo de H;(X; R), que es finitamente generado
sobre un dominio de ideales principales.

Por tltimo, consideramos el caso en que tanto X como F' tienen grupos de homologia
finitamente generados en todas las dimensiones. De nuevo, procedemos por induccion para
mostrar que los R—modulos H;(B; R) son finitamente generados. El caso base, de nuevo, es
trivial. Supongamos que H;(B; R) es finitamente generado para toda j < i. Notemos que

ahora
E}, = (Hi(B; R)gHo(F; R))®Torr(H;—1(B; R), Hy(F; R)) = (H;(B:; R)gR)@O =~ Hi(B; R)

Si este término no fuera finitamente generado, entonces tampoco lo seria E?, = Kerd?,,,

pues de serlo, tendriamos la siguiente sucesion exacta
a2
0— B}y — B} —% Imd?, — 0
2,0 4,0 4,0
donde Imdj, es finitamente generada, al ser un submodulo de

E} 5, = (Hi2(B;R) %’ Hy(F; R)) @ Torg(H;—3(B; R), Hi(F; R))

que es finitamente generado, por la hipotesis de induccion y el caso que estamos tratando.
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Esto implicaria que EZO es finitamente generado.

Vemos entonces que si E?; no es finitamente generado, tampoco lo son E3, , ..., E.
F; Hi(X : . :
Pero B = - = FL“) es un cociente de un moédulo finitamente generado, por nues-
? 1—1, 1—1,

tras suposiciones para este caso, con lo cual también debe ser finitamente generado. Esto

concluye la demostracion. O]

Esta proposicion puede usarse para demostrar que los grupos de homotopia de las

esferas son finitamente generados, aplicando también la siguiente proposicion:

Proposicion 3.5. Sean R un dominio de ideales principales y A un grupo abeliano finita-
mente generado. Para cada n > 1, sea K(A,n) un espacio de Filenberg-MacLane de tipo

A,n. Entonces, para cada i > 0, H;(K(A,n); R) es finitamente generado.

Demostracion. Por inducciéon sobre n. Consideremos una descomposicion de A, de la forma
AZ7Z" Dl o1 @ ... DL ex
Py Dy,

Entonces, como los funtores m, (_) preservan productos, se tiene que

m k
K(A 1) = ([[K(Z.1)) (HK(ZP?]-, 1))

donde podemos tomar los espacios K(Z,1) como S! y los espacios K (Zp;xj, 1) como los
espacios lente infinitos L(Zp;"j) = 5% /Zp;"j, que se obtienen restringiendo la accion de
St en S del ejemplo 1.32, al subgrupo Zp‘;j de S!, identificando a Zp;‘j con el subgrupo
de S! formado por las raices p?j —ésimas de la unidad (ver ejemplo 1.33). Estos espacios
tienen grupos de homologia finitamente generados en cada dimension, pues tienen una
descomposicion como complejos CW con una sola celda en cada dimension (ver [HaAT],

como en el ejemplo 1.33).

Aplicando la formula de Kiinneth, tenemos que H;(K (A, 1); R) es una suma finita de
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grupos de las formas
H(K(G,1); R) ® Hy(K(G',1); R) y Torgp(Hi(K(G,1); R), Hy(K(G',1); R))

donde G,G" € {Z, ZPT”’ ,szk}. Por lo anterior, todos estos grupos son finitamente
generados y por lo tanto, podemos concluir que H;(K (A, 1); R) es finitamente generado,
para toda ¢ > 0.

Sea ahora n > 1. Consideremos la fibracion del espacio de trayectorias sobre K (A, n),
QK(A,n) — PK(A,n) — K(A,n). Por la sucesion exacta de grupos de homotopia de una
fibracion, se tiene que Q(K (A, n)) es un espacio de tipo K(A,n — 1). Es decir, se tiene el
siguiente diagrama:

K(A,n—1)~——= PK(A,n)

|

K(A,n)
Sabemos que el espacio de trayectorias es contraible, y por la hipdtesis de induccion,
K(A,n — 1) tiene grupos de homologia (con coeficientes en R) finitamente generados en
todas las dimensiones. Entonces, aplicando la proposicion anterior, concluimos que todos

los grupos de homologia de K (A, n) son finitamente generados. [

Ahora veamos como pueden usarse las dos proposiciones anteriores para demostrar que
los grupos de homotopia de un complejo CW simplemente conexo con un ntmero finito de
celdas en cada dimension, son finitamente generados. Primero, consideramos el siguiente

teorema, que puede consultarse en |Gr| (Proposicion 17.8):

Teorema 3.6. Sea X un espacio conectable por trayectorias. Entonces, para cada n > 1
existe un espacio X" tal que (X", X) es un complejo CW relativo con celdas en dimensio-
nes > n+2, (X)) = 0 para toda k > n y la inclusion j : X — X™ induce isomorfismos

en homotopia para toda k < n.

Nota 3.7. Al espacio X" se le llama n-ésima seccion de Postnikov de X.
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A partir de este resultado, definimos un nuevo espacio, X, como la fibra homotépica
de la inclusién j : X < X[ A estos espacios se les conoce como cubrientes de Whitehead.

Esto es, si definimos

Ej = {(z,0) € X x (X") | j(z) = 0(0)}
po:E; =X | po((z,0) ==

p: By = XU p((a,0)) = o(1)

X(n) Z:p_1<>k)
pn :pO\X(n>
entonces se tiene el diagrama
O
AN
Ppo |~
Pn
X o x
J

donde py es una equivalencia homotoépica y p es una fibracion, cuya fibra, X,), es la fibra
homotépica de j. Més atn, p, también es una fibracién (con fibra {z¢} x QX[ donde
xo es tal que j(zg) = *), pues puede verse como el pullback de la fibracion del espacio
de trayectorias de X[, pPXIM = (X" — X" dada por o +— o(1). Resulta que p, es
una fibracion n—conectiva (el espacio total es n—conexo, y los homomorfismos inducidos en
homotopia por la fibracion son isomorfismos para k > n; ver [WhG|), como establecemos
a continuacion:

Considerando la sucesién exacta larga de homotopia de la fibracion p : E; — X "y el

hecho de que py es una equivalencia homotopica, tenemos la sucesion exacta larga

o e (X)) 5 (X ) 22 (X)) 2 (X)L
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en la cual tenemos que 7,(X™) = 0 para k > n y luego puy : m(X(n)) = (X)) si k> n.
Ademés, si k < n se tienen isomorfismos ju : m(X) = (XM, de manera que para
k <n, m(X) debe ser 0. Esto es, X,y es un espacio n—conexo tal que 7 (X)) = m,(X)
si k> n.

Tomando en cuenta lo anterior, a partir de un espacio conectable por trayectorias
(0—conexo) X podemos construir una sucesion de fibraciones, llamada la torre de Whi-
tehead de X,

Xy 25 Xy 255 0 B Xy B X

tal que X(,) es n—conexo y mp(X(n)) = m(X) si k& > n. Como antes, X(,) es la fibra
homotopica de j : X,—1) — (X(n_1))[”] Y Pn = Do|x, - Es decir, en un abuso de notacion,

Xy = (X(n-1))(n), y se tiene el siguiente diagrama

[n]

donde escribimos X([Ztl) = (X(n,l))[”]. Notemos que X(Zfl) es un espacio de Eilenberg-

MacLane de tipo K (m,(X),n), pues en la sucesion exacta asociada a p tenemos

o T (X)) = (X)) = 0 2% (X)) 2 ma(X) 25 mu(X ) 505020

(n—1)
asi que mp( X" ) =0sik<n,y Wn(X([Z]_l)) = 7,(X). Ademas, para k > n,

(n—1)

(X)) = me(X) = (X n-1))
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y se tiene

c = T (X)) = (X)) 25 T (X 1)) T (X

(1)) = -

de modo que Wk(X([Z]_l)) = 0si k > n, y entonces

0 k#n

1%

(X))

™(X) k=n

Con todo esto, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 3.8. Sea X simplemente conexo tal que H,(X;Z) es finitamente generado para

toda g € N. Entonces my(X) es finitamente generado para toda ¢ € N.

Demostracion. Primero, mostraremos por induccion sobre n > 1 que Hy(X(n);Z) es fini-
tamente generado, para cualquier ¢ > 0. Como X es 1-conexo, X1y = X y por hipotesis
todos sus grupos de homologia son finitamente generados. Supongamos que esto se cumple
para X(,_1y. Como este espacio es (n — 1)-conexo, por el Teorema de Hurewicz tenemos
que

7"-n()((n—l)) = Hn (X(n—l))

Entonces, como m,(X) = m,(X(,-1)), tenemos que 7,(X) es finitamente generado, y por

3.5, H,(K(m,(X),n)) es finitamente generado, para toda ¢. Si consideramos la fibracion

Xy —E;

|»

]
X

n—1)

tenemos, por 3.4, que todos los grupos de homologia de X(,) son finitamente generados,

pues, como vimos antes, X([Z]_l) es un K (m,(X),n) y E; es del mismo tipo de homotopia
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que X(,_1), con lo cual todos los grupos de homologia de ambos son finitamente generados.
Esto concluye la induccion.

Ahora, como X(,) es n—conexo, nuevamente por el Teorema de Hurewicz, para toda
q > 2 tenemos que

7Tq(X(q—l)) = Hq(X(q—l))

el cual, por lo anterior, es finitamente generado. Asi, como 7, (X) = 7,(X(4—1)), entonces

74(X) es finitamente generado, para toda g. ]

Corolario 3.9. Sea X un complejo CW simplemente conexo con un niumero finito de

celdas en cada dimension. Entonces m,(X;7Z) es finitamente generado para toda q € N.
Notese que la hipotesis de que X sea simplemente conexo es necesaria:

Ejemplo 3.10. Sea X = S'V S2. Claramente X no es simplemente conexo, y consta de
tres celdas: una O-—celda, una l1-celda y una 2-celda. Sin embargo, su segundo grupo de
homotopia no es finitamente generado:

Dado que la cubierta universal de S' es la recta real (con fibra Z) y S? es su propia
cubierta universal, la cubierta universal de X, digamos X, es la recta real, con una esfera

pegada en cada entero. Asi,

ma(X) = 7T2<X) = H2(X§Z) = @Z

donde el segundo isomorfismo se da por el teorema de Hurewicz.
Corolario 3.11. Para cualesquiera g,n € N, m,(S™) es finitamente generado.

Proposicion 3.12. Sea K un campo. Consideremos una fibracion F — X 2 B tal que
m1(B) actie trivialmente en H,(F; K). Supongamos ademds que H;(B; K) =0 parai > p,
y Hi(F;K) = 0 para i > q. Entonces H,(X; K) = 0 paran > p+q y Hy o X; K) =
H,y(B; K) @ H,(F: K).
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Demostracion. Como K es un campo, entonces H;(B; K), H;(F; K) son libres de torsion

y luego, por 2.10,
Efg = (Hy(B; K) ([%’ Hi(F;K)) @ Torg(H;i—1(B; K), H;(F; K)) = Hi(B; K) % H;(F; K)

Entonces, por la hipétesis, £} ; = 0sii > p 6 j > ¢, paratodar > 2. Asf, sin = i+j > p+q,
entonces £ =0, con lo que H,(X;K)= & E7 =0.

. ’L+]:’I’L B
(r > 2), se tiene que Ker(d,) = E] _, pues

A T . ™ '
Ademas, como d,, : E)  — E b

p—r,q+r—1
q+7—1> q. Por otro lado, no puede haber un z # 0 € E} NIm(d;,,, ..\ B, g —
E;yq), porque p 4+ r > p. Asi, tenemos que Ez’q = EJ,.

Por otro lado, todos los demas grupos E7% tales que i +j =p+q, (i,7) # (p,q), son
cero, pues i debe ser mayor que p, o bien j debe ser mayor que q. Asi,

Hp+q(X5K) = M@WEE? = E;oq - HP(B;K) ([X(’ Hq(F3 K)

]

Corolario 3.13. Sea K un campo. Si tenemos una fibracion F — X 2 B tal que la
accion de m(B) sobre H.(F; K) es trivial, y H;(X; K) = 0 para toda i > 0, entonces

ocurre alguna de las siguientes:
1. Hi(B;K)=0= H;,(F;K) para toda i >0 ;
2. Hy(B; K) # 0 para una infinidad de indices i ;
3. H,(F; K) # 0 para una infinidad de indices i.

Demostracion. Si suponemos que no ocurre 2. ni 3. , entonces existen p,q € N tales que
H;(B;K) =0 parai > p,y H;(F;K) = 0 para i > ¢q. Tomemos p, g los mayores enteros
tales que H,(B; K) # 0 # H,(F; K). Entonces, aplicando la proposicion anterior, tenemos

que H,+((X; K) = H,(B; K)®@ H,(F; K) # 0, puesto que se trata de un producto tensorial
K
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de espacios vectoriales. Esto es posible s6lo si p+ ¢ = 0, con lo cual p = 0 = ¢. Asi, vemos

que para todo indice i > 0, H;(B; K) = 0= H;(F; K). [

Lema 3.14. Sea X wun espacio topologico tal que H;(X;K) = 0 para K = Q y para

Z, =7/pZ con p primo, y toda 0 < i < q. Entonces H;(X;Z) = 0 para todo 0 < i < g—1.

Demostracion. Sea K cualquier campo. Por el teorema 1.5, tenemos
H{(X;K)= (H(X;Z)® K) ® Torz(H; 1(X;Z), K)
Z

Entonces, para 0 < i < ¢, H;(X;2) @ K =0 = Torg(H;_1(X;7Z), K), con lo cual si
Z
O0<i<qg—1,

H(X;Z)®@ K =0=Tory(H;(X;Z),K)
Z

para cualquier campo K.
Asi, K = Q implica que H;(X;Z) es de torsion (lema A.5). Por otro lado, si considera-

mos cualquier primo p y K = Z,, como
0="Torz(H;(X;Z),K) ={w € Hy(X;Z) | pw =0}
(ver proposicion A.6), ningiun elemento de H;(X;Z) tiene orden p. Por lo tanto, ningin

elemento tiene orden distinto de uno y entonces H;(X;Z) = 0 paratoda0 <i < ¢g—1. O

Proposicion 3.15. Consideremos un haz fibrado con espacio total X = R", fibra conexa
F y base B, ambas complejos CW de dimension finita. Entonces H;(B;Z) =0 = H;,(F;Z)

para toda i > 0.

Demostracion. Como F'y B son espacios CW de dimension finita, existe ng € N tal que

para toda i > ng, H;(B;Z) = 0 = H;(F;Z). Por el Teorema de Coeficientes Universales
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(1.5), para cualquier espacio Y y cualquier campo K,
Z

por lo cual podemos decir que para Y = B, F' e i > ng+ 1, se tiene H;(Y; K) = 0, para un
campo K arbitrario.

Por otro lado, tenemos la sucesion exacta de homotopia asociada a una fibraciéon
.= m(F) = 1R - m(B) —» ... o m(F) = m(RY) = m(B) = mo(F) — m(R") = 0

que en este caso, como mo(F) = 0 = m(R™), nos dice que 7 (B) = 0, asi que su accién sobre
H.(F; K) es trivial, para cualquier campo K. Asi, podemos aplicar el corolario anterior
(3.13) para concluir que para cualquier campo K, H;(B; K) = 0 = H;(F; K) para toda

i > 0. Entonces, por el lema anterior, H;(B;Z) = 0 = H;(F;7Z) para toda i > 0. ]
Notemos que el resultado anterior no es cierto si la fibra F' no es conexa. Como contra-

ejemplo, podemos considerar la aplicaciéon cubriente

7——R

i

Sl

para la cual, la fibra Z no es conexa y H;(S') = Z.

3.1 Caracteristica de Euler y serie de Poincaré de un espacio fi-

brado.

Definiciéon 3.16. Dado un espacio topologico X tal que H,(X;Q) es de dimension finita

para toda n € N y existe ¢ > 1 tal que H,(X;Q) = 0 para n > ¢, definimos su n—ésimo
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nimero de Betti, b,(X), como
b,(X) = dimH,(X;Q)

A partir de estos niimeros, definimos la caracteristica de Euler de X como

o0

X(X) =) (=1)"ba(X)

n=0

De manera mas general, para un espacio vectorial bigraduado £ = ©E, , tal que £, , =0
pq

sip=006¢=0y tal que existe m € N para la cual £, , = 0 si p, ¢ > m, definimos
X(E) = Z(_l)p+qdimEp,q
P

Como consecuencia directa del teorema 2.10, tenemos la siguiente relacion entre las

caracteristicas de Euler de un espacio fibrado, su base y sus fibras.

Corolario 3.17. Sea p : X — B una fibracion que cumple las hipdtesis de 2.10, donde
X y B cumplen con las condiciones de la definicion anterior. Si x(B) y x(F') son finitos,

entonces x(X) = x(B)x(F).

Demostracion. Por el teorema 2.10, hay una sucesion espectral que converge a H,(X; Q)

tal que E; , = H,(B; H,(F;Q)), de modo que

by(X) = dimH,(X;Q) = Z dimFE

ptg=n

X(X) = x(E~)

Ahora, de nuevo por el teorema 2.10, junto con el Teorema de Coeficientes Universales

69



1.5, sabemos que hay sucesiones exactas
0 — H,(B;Q) % Hy(F;Q) — Eﬁ,q — Torg(H,-1(B;Q), H,(F;Q)) — 0

Como estamos tratando con espacios vectoriales, Torg(H,—1(B;Q), H,(F;Q)) = 0 y luego
E? = Hy(B) %) H,(F), con lo cual

dimE; | = b,(B)b,(F)

X(E?) =) (1) dimEy, = Y (~1)"*%,(B)b,(F) = x(B)x(F)

p.q p.q

T J— T s — T ] - T
Sean Cy , = Kerd, ,, By, =1Imd,, .., los conjuntos de ciclos y fronteras de £ ,

bajo d", respectivamente. Tenemos las siguientes dos sucesiones exactas:

T 'S T
0— Cp,q — Ep,q - Bp*?‘,qwfl — 0

T T r+1
0—B,,—~C,,—E, —0
Como se trata en este caso de espacios vectoriales,

e B
dimky , = dimC)  +dimB, , ..

: (. r+1 : T
dlmC’p,q = dlmEM + dlme’q

asi que

: r+1 __ s LA r
dimE,* = dimE,  —dimB, ..,

: T
dlme7 4

Asi, en la expresion

(BT = 3 ()t dimE = 3 (=1 (dim By, — dim B

p—rq+r—1

—dimB, )

p.q p.q
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cada término B, aparece exactamente dos veces, una en la expresion de dimE;ng, on
signo (—1)P™, y otra en la expresion de dimE}f} _ ., con signo (—1)Frta—rl) —
(—1)Ptatl = —(—1)PT de manera que todos estos términos se anulan. Tenemos entonces

que X(E™) = x(E") = ... = x(E?) y luego x(X) = x(E*®) = x(E?) = x(B)x(F). O

Definiciéon 3.18. Sea V, un espacio vectorial graduado localmente finito sobre un campo

K; es decir, dimgV; es finita para toda i. Se define la serie de Poincaré de V, como
Pi(V.) =) (dimg Vi)t

=0

Analogamente, dado un espacio vectorial bigraduado localmente finito E, . (es decir, E,,

es de dimension finita sobre K para cualesquiera p, ¢), definimos su serie de Poincaré como

Px(FE ZdlmK ® Ey, Z ZdlmK tt

pha=i 1=0 p+qg=t

La serie de Poincaré de un espacio topoldgico X es la serie
P(X) = Py(H.(X;Q)) = > (dimgH,(X;Q))t'

=0

es decir, la serie cuyos coeficientes son los numeros de Betti de X.
Dadas dos series P, = Y a;t' y P, = b;t', decimos que P, > P si a; > b; para toda

€ N.

Tenemos el siguiente resultado, que relaciona las sucesiones espectrales con las series

de Poincaré.

Proposicion 3.19. Sea {E* " *} una sucesion espectral que converge a H, tal que Ef*

sea localmente finito. Entonces H, es localmente finito y

P(E?,) > P(E],) > ... > P(EX) = P(H.)

71



Mas aiin, P(H,) = P(E},) siy sdlo si B, = EZS,.

Demostracion. Consideremos dy , : B}  — E} Sean n, p,q € N tales que p+q = n.

p—r,g+r—1-

Entonces
dimg(E; ) > dimg(Kerd, ) > dimg(Kerd, ) — dimg(Imd,,, . 1) = dimQ(E;:;l)

y luego

aimo( €D £},) > dimo( € £

p+q=n p+q=n
Con esto, tenemos que, para toda r, P(E],) > P(E[1").

entonces

*,% 0

Ahora bien, si la sucesion colapsa en el r—ésimo paso, es decir, £, = E
claramente P(E],) = P(E,) = P(H.). Por otro lado, si P(H.) = P(E],), entonces, por
la desigualdad anterior, tenemos que P(E],) = P(E;t*) para toda k > 0. Veamos que
dimgFE) , = dlm@E";k para cualesquiera k, p,q > 0. La igualdad de las series nos dice que,

para toda n,

dimQ< D E;’q> - dimQ< D E;;k)

pta=n pta=n
Ademas,
dimg ( @D B;,) = > dimg(E
ptq=n pta=n
y como E* . es localmente finito por hipétesis, tenemos que EJ, es localmente finito para

r > 2, pues E;j;l es un subcociente de £ . Entonces,

Z dimg(F Z dimg ETHc

pt+qg=n p+g=n

Como dimg(E; ) > dimg(E;t*) > 0, se tiene que dimg(E; ) = dimg(E;*) para cuales-

quiera £ > 0y p,q>0 tales que n = p + gq. O

Corolario 3.20. Sea F — X — B una fibracion tal que m(B) actia trivialmente en
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H.(F;Q) y los tres espacios tienen grupos de homologia localmente finitos. Entonces

P(F)-P(B) > P(X)

Mas ain, P(F)-P(B) = P(X) si y sdlo si la sucesion espectral asociada a la fibracion

colapsa en el sequndo término, es decir, E? = E>.
Demostracion. Por los teoremas 2.10 y 1.5, tenemos una sucesion espectral {E”,d"} que
converge a H,(X;Q) y

Epq = Hy(B; Hy(F; Q) = Hy(B; Q) @ Hy(F; Q)

Entonces dimgFE? , = dimgH,(B; Q)-dimgH,(F; Q) y luego

> dimg(E2,) = > dimgH,(B; Q)-dimg H,(F; Q)

pta=n p+q=n

Asi,
P(E2) = P(B)-P(F) > ... > P(H.(X:Q)) = P(X)

Ademas, por la proposicion anterior, P(X) = P(E2,) = P(B)-P(F) si y solo si E*> =

£ U

3.2 Sucesiones de Wang, Serre y Gysin.

Esta seccion esta basada en [MacL|.

Teorema 3.21. (Sucesion de Wang) Sean k > 2 y p: X — S* una fibracion con fibra F

conectable por trayectorias. Entonces hay una sucesion exacta

v Ho(XoZ) — Ho o(F32) S Hy ((F37) — Hy (X0 Z) — ...
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Demostracion. Todos los grupos de homologia se consideran con coeficientes enteros.
Recordando que H,(S*) = Z si n = 0,k y cero si n # 0, por el teorema 2.10 y el

Teorema de Coeficientes Universales (1.5), tenemos que

Ez,q = (Hp(sk) % Hy(F)) & TOTZ(prl(Sk)qu(F)) =
0 p#0,k
pues como Z es libre, Tory(Z, A) = 0 para todo grupo abeliano A. Asi, las inicas posibles

diferenciales d” ,r > 2 no nulas son aquéllas con r = k, y luego E?> = E? = ... = EF

yERtl = > Tenemos la siguiente sucesion exacta

dk
0— B =Ker (d*) = E; , = E§ yp1 — Egoipy — 0

[o.°]

Ademas, por lo anterior, como ES, v EpS, _, son los tnicos términos no cero de £* con

grado total n, y para cada n, £, = F};& para la filtracion H,(X) = F* D ... D F°,

ésta tiene (posiblemente) sélo dos términos no cero: FO = ... = FFly Fk = . = Fr =

H,(X). Asi, tenemos esta otra sucesion exacta:
0— EgS, = Fy — Ho(X) — B, =

Juntando estas sucesiones, con ¢ = n — k en la de arriba y n, n — 1 en la de abajo,

obtenemos
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Podemos deducir de aqui la homologia del espacio de lazos Q2S* para k > 2, como

veremos més adelante (ver corolario 3.26).

Teorema 3.22. (Sucesion de Gysin) Sea m : X — B una fibracion con B simplemente

conexa vy fibra F = S* | k> 1. Entonces hay una sucesion exacta
o Ho(XGZ) ™ Ho(B:Z) 5 Hy o (B Z) — Hy 1 (XGZ) —

Demostracion. Todos los grupos de homologia se consideran con coeficientes enteros.
Notemos que los tinicos términos posiblemente no nulos de E? aparecen en las filas

q=0,k:

I (Hy(B) GZQ Hq(Sk)) D TOTZ(HP—I(B)>HQ<Sk)) =
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Tenemos el siguiente diagrama para E?:

q 0 0 0 0 0
k+1 0 0 0 0 0
k Ho(B) H,(B) Hs(B) Hs(B) H,(B)
1 0 0 0 0 0
0 H(B)  H((B)  W((B)  HB) H,(B)
0 1 2 3 »
Asf, la tmica posible diferencial no cero es d**' : BNt = H,(B) — Ei5,_,, =
H, 1 1(B),y E* = ... = EF! | EM2? = [> Esto nos da la siguiente sucesion exac-

ta:

dk+1

0— B — Eﬁ}o = H,(B) — Eifkfl,k =H, v 1(B) = EX, 1, =0

Ademés, como para cada n hay a lo méas dos términos no nulos en {E3 | p+ ¢ = n},

o _~ Hn(X) _ Hn(X) 00 _ k+1
En,[) == T = g0 Y En—k;-1,k+1 = Kerd

sucesion exacta

0= By 11— H,(X) — ExXy—0
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Combinando estas dos sucesines se obtiene, para cada n,

H,(X)
L h * dk+1
0 ES H,(B) ——=H; y1(B) —=E; _;,—0
TN N j
H, 1(X)
lo cual nos da la sucesion del enunciado. O]

El siguiente resultado nos da otra sucesion exacta, y aparece en [Se].

Teorema 3.23. (Sucesion ezacta de Serre) Sean R un dominio de ideales principales y
X — B una fibracion con fibra F, tal que la accion de m(B) sobre H.(F; R) es trivial.
Supongase ademds que todos los espacios son conectables por trayectorias y que H;(B; R) =

0 para 0 <i<m y H;(F;R) =0 para 0 < i < n. Entonces hay una sucesion exacta
Hyin1(F) = Hypin1(X) = Hypyn1(B) = Hypyn—o(F) — ... = Hi(X)— Hi(B)—0

donde todos los coeficientes son en R.

Demostracion. Sabemos que la sucesion espectral de Leray-Serre cumple que

Ey, = Hy(B; Hy(F; R))

= (H,(B; R) %J H,(F;R))®Torg(Hy,—1(B;R),H,(F;R)) = H.(X;R)

Por la hipotesis, los tnicos posibles grupos no nulos en E” , r > 2 de grado total k <

m+n —1son Ey,y Eg,, y en particular,

E,io = Hy(B; R)

Eak = H,(F; R)
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Puesto que F''y B son conexas, se tiene que Hyo(F; R) = R = Hy(B; R).

Ahora, para k < m + n, tenemos el siguiente diagrama para E*:

k k k k
EO,kfl 0 e 0 Em,kfl T Ekfl,kfl Ek,kfl
AN
N
N
N
k A k k k
Eo,kfz 9\ e 0 Em,ku T Ekfl,ka Ek,kﬁ
h N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
k A k k k
EO,n 0 0 A \Em,n Ekz—l,n Ek,n
N
N
N
N
0 0 0 0 > 0 0
N
N
N
N
N
N 0 0
N
N
N
N
N
0 0 0 0 N 0
N
N
N
N
ko k k k
Eo,o =R 0 e 0 Em,O e Ek—l,O Ek,o

Con esto, vemos que la tinica posible diferencial no nula en E*, entre grupos de grado

total k < m+n, es dy,: Efy — Ef,_,. Ademas,
El]:,o = El?,o = H,(B; R) , E(l)g,kfl = Eg,kfl = Hy 1 (F; R)
Por otro lado, sabemos que hay sucesiones exactas

[eS) kodk k o]
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que por lo anterior, para k < m + n toman la forma

0 = B — Hy(B; R) S Hy 1(F3R) — Eg5, — 0

1 Fyue
Por tultimo, recordando que E;Ok_p = #:”H donde 0 C Fyp C ... C Fjpo es una
’ p—LE—p

filtracion de Hy(X; R), tenemos que los tnicos elementos no nulos de la filtracion son
For= ... =Fr11y Fro = Hi(X; R), con lo que hay sucesiones exactas

Hip(X; R)
)

Il

0 — Eg% = FY — Hi(X; R) — E — 0

Uniendo estas sucesiones exactas, tenemos, para k < m+n la sucesion exacta que buscamos:

.. ——= Hy(F; R) — H(X; R) —= Hy(B; R) —%~ Hy_,(F; R) —— . ..

L |

o0 o0 oo
EG5, EXS Eo,kq

3.3 Homologia de espacios de lazos.

Esta seccion esté basada en el estudio de [Se|. Consideremos un espacio conectable por
trayectorias, X, tal que en la fibracion del espacio de trayectorias QX = Q(X, z¢) —

PX — X, m(X) actta trivialmente en H,(QX).

Proposicion 3.24. Sean R un dominio de ideales principales y X simplemente conexo
tal que H;(X; R) es finitamente generado, para toda i. Entonces H;(Q2X; R) es finitamente

generado, para toda 1.

Demostracion. Consideremos la fibracion p del espacio de trayectorias que comienzan en
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un punto de X. Tenemos el diagrama

QX——PX
|+
X
Como PX es contraible,
R i=0
H{(PX; R) =
0 i#0

Entonces, por la hipotesis y la proposicion 3.4, H;(2X; R) es finitamente generado para

toda 1. ]

Proposicion 3.25. Sean X un espacio simplemente conexo, K un campo yn > 2 tal que
H,(X:K) #0y Hy(X;K) =0 para k > n. Entonces, para todo entero i > 0, existe un
entero 0 < j < n tal que H;;(QX; K) # 0.

Demostracion. Para llegar a una contradiccion, supongamos que hay un entero ¢ para el
cual no se cumple el enunciado. Si H;(Q2X; K) = 0, podemos reemplazar i por un entero
menor para el cual H;(QX; K) # 0 (pues QX es conectable por trayectorias, asi que al
menos Hy(QX; K) # 0). Entonces, por los teoremas 2.10 y 1.5,

E?, 2 H,(X; Hi(QX; K)) = Hy (X K) @ Hi(QX; K) # 0
' K

pues el producto tensorial de dos espacios vectoriales no nulos, es no nulo, y ademés
Torkg(H,—1(X;K),H;(QX;K)) = 0 pues H,_;(X; K) es un espacio vectorial (sobre K),
de modo que es libre de torsion.

Veamos ahora que E° = E? .. Recordemos que d, : E, ; — EJ

neritr—1, asi que sir >n,

E'f’

n—r,i+r—1

= 0 y luego d, = 0. Por otro lado, para 2 < r <n,

n—ryi+r—1

~ H, (X;K)® Hiyp 1(QX; K) =0
K
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por nuestra eleccion de i. Esto nos dice que también E]_ ., ., = 0 para 2 <17 < n. Asf,
tenemos que también para estos valores de r, d, = 0.

Ademas, los elementos de E] , no pueden ser fronteras de d,, porque, por hipoétesis,

Ji
Hy(X; K) =0 para k > n, de modo que E} ; =0sik>n , r>2.
Asi, podemos concluir que la sucesion espectral se estabiliza para el valor r = 2; es

decir, E.5 = Eﬁl Pero ya vimos que Eﬁl # 0, lo cual contradice el hecho de que PX es

contraible y por tanto sus grupos de homologia son triviales, excepto para dimension 0. [

Ahora aplicamos el teorema 3.21 para calcular los grupos de homologia del espacio de

lazos de las esferas S¥ | k > 2.

Corolario 3.26. (Homologia de QS*, k > 2) Para k > 2,

Z n=0 modk—1
H,(Q8%;7) =
0 n#Z0 modk—1

Demostracion. Por el teorema 2.10, sabemos que

2 K ; . . Hy(QS%Z) p=0,k
E, .= (Hy(S ;Z)%HQ(QS i 2))@&Tory(Hp—1(S";Z), Hy(QAS™, Z)) =

0 p#0,k

pues en este caso, para toda pareja (p,q), Torz(H, 1(S*;Z), H,(QS*;Z)) = 0 ya que
H, 1(S%7Z) = 0 6 Z. Ademéas, como S* es simplemente conexa para k > 2, QS* es
conectable por trayectorias y luego Hy(QS*; Z) = Z.

Consideramos entonces el siguiente diagrama de E2, en el cual los coeficientes de las
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homologias son los enteros:

q H,(QS*) 0 0 H,(QS*) 0
~
N \ R
N N \dk
% —1  Hy o (QSF) AN
*\ A N
%2  Hayo(QSF) S S
~ N > ~N - dF
o o ~ ' dk ) A ~
k H(25%) 0 0 H(925%) 0
~ N
k—1 Hy 1(QS%) 00 Hy 1(QS%) 0
\—\ ~ < gk
) ~ dk ) > ~
1 Hy(Q5F) 0 0 > Hy(QSF) 0
0 Z 0 0 Y/ 0
0 1 2 bes k k+1

Sabemos que el espacio de trayectorias PS* es contraible, asi que H,(PS*;Z) = 0 para

toda n > 1. Entonces en E™ el tnico grupo no trivial es Eg = Z. Como H,(PS*;7Z) =0
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para toda n > 1y las tnicas posibles diferenciales no nulas son d* : E,lj g E{i grk—1 stas
deben ser isomorfismos para toda ¢. Ademas, £? = ... = E¥ | E¥1l = | = E® y para
0<qg<k—1 E5=0= Eg’q = H,(QS*;Z) pues no hay morfismos no triviales hacia
estos grupos. Entonces, como todos los términos H,(PS*;Z), n > 1 de la Sucesion de
Wang son cero, se tienen isomorfismos H, ;(QS*;Z) = H, (2S*;Z) para toda n. Esto
nos dice que Z = Hy(QUS* Z) = Hy_1(Q2S*;Z) = Hopo(US*Z) = ... = Hyp-1)(Q2S%; Z)
para toda n € Ny que 0 = Hy(QUS% Z) = Hyy 1 (QS*Z) = ... = Hypom1)(Q2S%; Z) para

todan e N, 0 <g<k—1, conlo que se tiene el resultado. O
Por ultimo, presentamos el siguiente corolario del teorema 3.23:

Corolario 3.27. Sea X un espacio topologico n—conexo. Entonces, para k < 2n hay iso-
morfismos

Hy(X;Z) = Hy, 1 (QX; Z)

Demostracion. Por el Teorema de Hurewicz, sabemos que Hp(X;Z) =0sik <n+1y
que Hy(QX;Z) = 0si k < n, pues m(X) = m—1(QX). Si aplicamos la sucesion exacta

anterior a la fibracion del espacio de trayectorias PX — X, obtenemos
Ho(QX;Z) — Hop(PX;Z) — Hon(X;7Z) — Hopy 1 (QX;2) — ... — Hi(X;Z) — 0

Ahora bien, como PX es contraible, todos los grupos H,(PX;Z) de esta sucesion son cero,

con lo cual obtenemos el resultado. ]

3.4 Homologia singular y geodésicas.

La ultima aplicacion que presentamos en esta tesis aparece también en [Se| y conecta la
homologia de una variedad riemanniana con sus geodésicas. Para lo referente a variedades

riemannianas, nos basamos en las definiciones y resultados de [L].
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Lema 3.28. Sea X conectable por trayectorias y, para cualesquiera x,y € X, sea Py,
el espacio de trayectorias de x a y, con la topologia compacto-abierta. Entonces, dados

20,01,y € X, Ppyy y Py, y, son del mismo tipo de homotopia.

Demostracion. Sea v una trayectoria fija de z1 a xy. Consideremos las funciones

f
%
Pﬂ?o,y T Pl"hy

O Y*0o

YRT AT

Veamos que f es continua:
Sea (K,V) C P,, , un abierto de la topologia compacto-abierta. Hay tres casos:
Si K C [0, 3], entonces f(0)(K) =~yx0o(K) C V siy solosi~y(2t) € V paratodat € K.

En este caso,

Poy siv72K)CV

UK V) =

1] en otro caso

donde 2K = {2t |t € K} C [0,1]. Asi, f~}(K,V) es abierto en P, ,.
Si K C [3,1], entonces f(0)(K) =y *o(K) C V siy solosio(2t—1) €V para toda

t € K. En este caso,
UK, V) ={0 € Py, | c2K —1) CV} = (2K — 1,V)

donde 2K —1={2t — 1|t € K} C[0,1]. Entonces f~'(K,V) es un abierto de P, ,.
Si KN[0,4] #0+# KN 1], entonces f(o)(K) =~ *0(K) CV siy solosiy(2(KnN
0,4])) €V yo(2(KN[3,1]) —1) C V. Por lo anterior, f~'(K, V) es la interseccion de dos
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abiertos, y por lo tanto es abierto en P, .

Asi, f es continua y, andlogamente, g también lo es.

Ahora bien, para cada 0 € Py, se tiene g o f(0) = 7 * (v x o). Esta trayectoria es

homotopica a (5 % ) * 0, la cual es a su vez homotépica a ¢, * o mediante

Hy IxI—X

Fxy((1—s)2t) 0

IA

~

IN
Do

(s,t) — H,(s,t) =
o2t —1)

N
IA
~
IA
—_

Definimos

H:P,, xI— P,

(0,8) — Hy(s,_)

Es decir, H(o,s) es la trayectoria tal que H(o,s)(t) = H,(s,t). Entonces

H(0,0) = Hy(0,_) = (%) %0

H(o,1)=H,(1,_) =cy *0

Veamos que H es continua:

Sea (K, U) un abierto de la topologia compacto-abierta de P, ,. Entonces
H YK,U)={(0,s) | Hy(s,t) € U para toda t € K}

Si K C [0,1], entonces H,(s,t)(K) C U siy solosiyxvy e ((1—s)2K,U). Sea J = {s €
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I'|y*vye((1—-s)2K,U)}. Entonces, en este caso,

PooyxJ st J#0
FY KU =¢

0 si J=10

Dada sy € J, para toda t € (1—50)2K, y*7(t) € U. Como U es abierto, J' := (y*~)*(U)
es abierto en [ y para toda ty € J' hay una ¢’ > 0 tal que 5 *x y(to — &', to +&') C U.
Entonces, como (1 — s0)2K C J', dado t = (1 — s0)2t' con t' € K, existen ¢,&’ > 0 tales
que si s € (sg —¢€,50 + €),

t—e' < (1—9)2t <t+¢

Por lo tanto 7 % y((1 — s)2t') € U, para toda s € (so —&,50 +¢) y t' € K. Con esto
concluimos que J es abierto en I, y por lo tanto H (K, U) es abierto.
Por otro lado, si K C [3,1], entonces H,(s,t)(K) C U siy solo si 0 € (2K —1,U), asi

que

H YK, U)=2K-1,U)x I

el cual claramente es abierto.
Por ultimo, si K N [0,%] # 0 # KN [%,1], entonces, como antes, H '(K,U) es la
interseccion de dos abiertos, y por lo tanto es abierto.

Concluimos que H es continua, y por lo tanto es una homotopia entre f y g dadas por

Notemos que, por lo dicho anteriormente, g ~ Idp, , v go [ =~ f. Asi, go f ~

86



Idp, . Andlogamente puede verse que fog =~ Idp, ,, conlo cual fy g son equivalencias

homotopicas inversas entre P, v Py, 4- [l

Corolario 3.29. Sea X conectable por trayectorias. Entonces, para cualesquiera a,b, z,y €
X, los espacios P,y y Py, son del mismo tipo de homotopia. En particular, los espacios de

lazos (X, a) y QX,x) son del mismo tipo de homotopia.

Demostracion. Por el lema anterior, F,; v P, son del mismo tipo de homotopia. Simétri-
camente, podemos decir que P, y P, , son del mismo tipo de homotopia. Asi, resulta que

P,y vy P, son del mismo tipo de homotopia. O]

Teorema 3.30. ([Se/, p.484) (M. Morse) Sean M una variedad riemanniana completa
y conezxa, a # b € X, P, el espacio de trayectorias de a a b en X, y K un campo. Si
H;(P,p; K) # 0 para una infinidad de valores de i, entonces hay infinitas geodésicas en X

entre a y b.
Este teorema se sigue del siguiente, que aparece bajo el nimero 22.5 en [ModGeo|:

Teorema 3.31. (Teorema Fundamental de la Teoria de Morse) Sea M una variedad rie-
manniana completa, y sean a,b € M dos puntos no conjugados a lo largo de ninguna
geodésica que los una. Entonces el espacio de trayectorias de a a b, P,;, es homotopica-
mente equivalente a un complejo CW cuyas celdas de dimension n estdn correspondencia

biyectiva con las geodésicas de indice n dea a b.

Lema 3.32. (P. Smith) Sea M wuna variedad conexa de dimension n, aciclica (es decir,
H;(M;Z) =0 para toda i > 0). Si hay una accion de espacio cubriente (accion propiamente

discontinua) de un grupo G en M, entonces G mo tiene elementos # e de orden finito.

Demostracion. Consideremos el espacio de érbitas M /G, el cual también es una variedad
y es de dimension < n. Entonces, para toda ¢ > n se tiene H, (M /G;Z) = 0. Por otro lado,

para toda i, H;(M/G;Z) = H;(G;Z) = H;(BG;Z) (ver [MacL], capitulo IV, Teorema
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11.5). Por otro lado, S*°/Z,, = BZ, y, como S* es contraible, H;(S*/Z,;7Z) = H;(Z,;Z).
Entonces, por lo visto en 1.33, los grupos de homologia de BZ, son no nulos en infinitas
dimensiones (son isomorfos a Z, en dimensiones impares y 0 en las dimensiones pares
> 2). Asi, vemos que el grupo G en cuestion no puede ser un grupo ciclico no trivial de
orden finito. Mas atn, GG no puede tener elementos de orden finito, pues el subgrupo ciclico
generado por un elemento también actiia en M, y su accién también es una accion de

espacio cubriente. O

Teorema 3.33. ([Se/, pp.484-485) Sea M wuna variedad riemanniana de dimension n,
completa y conexa tal que H;(M;7Z) # 0 para algin i > 1. Entonces, para cualesquiera dos

puntos distintos a,b € M, hay una infinidad de geodésicas en M que los unen.

Demostracion. Sea M 2 M la aplicacion cubriente universal de M. Entonces M admite
una métrica riemanniana con la cual es completa (ver [L], lema 11.6). Sean a # b € M y
consideremos un punto fijo a’ € p~'({a}). Existe una correspondencia biyectiva entre las
geodésicas en M que unen a a’ con los elementos de p~1({b}), y las geodésicas en M que
unen a los puntos a y b (|L], 11.6). Por otro lado, el teorema de Hopf-Rinow (|L|, teorema
6.13) nos dice que existe al menos una geodésica entre cualesquiera dos puntos de una
variedad completa y conexa. Asi, si el conjunto p~'({b}) es infinito, habra una infinidad
de geodésicas entre a y b. Este es el caso si 71(M) es un grupo infinito.

Veamos que si 71 (M) es finito, también se puede mostrar que hay infinitas geodésicas
entre cualesquiera dos puntos (distintos) de M:

Lo primero es que, por el lema 3.32, debe haber al menos un entero positivo i tal
que Hi(M ;Z) # 0, pues de otro modo M serfa una variedad aciclica en la que habria
una accion de espacio cubriente de un grupo finito. Entonces, por el lema 3.14, hay un
campo para el cual alguno de los grupos de homologia HP(M ; K) es no trivial. Mas atn,
podemos afirmar que p > 2, pues M es simplemente conexa. Como M es de dimension finita

(dim M = dim M =n), Hy(M; K)=0si k> ny H,(M;K) # 0. Asi, podemos aplicar la
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proposiciéon 3.25 y concluir que hay una infinidad de enteros i tales que HZ-(QM K) #£0
(aqui, QM es el espacio de lazos de M).

Ahora bien, por el 3.29, para cualesquiera dos puntos a,b € M, los espacios P.yy
QM son del mismo tipo de homotopia, y por tanto tienen la misma homologia. Asi, vemos
que para cualesquiera a,b € M hay infinitos enteros i tales que H;(P,y; K) # 0. Por la
proposicion 3.30, concluimos que hay infinitas geodésicas entre cualesquiera dos puntos de

M v, por lo tanto, también de M. O

89



A Apéndice algebraico

Lema A.1. Sean I un conjunto de indices y ({L;}r,{L; =% L;Yic;), ({M;}r, {M; &%
M;}i<i) . (N}, AN SN N;}i<j) sistemas directos de R-mddulos. St para cada i € I hay
una sucesion exacta

L; & v, 2 N,

y los morfismos f;, g; son tales que p;jo fi = fjowi; , Vij0g; = gjoij, entonces la sucesion

colim L; — colim M; — colim N;
(2 (2 (2
es exacta.
Demostracion. Ver, por ejemplo, el teorema 4.7.3. de [Hw]. [

Lema A.2. (Propiedades de Tor,(_,_)) Sean Ar € Méd-R y rB € R—Mdd. Entonces:

1. Tor®(A, B) no depende de la resolucién proyectiva de A.
2. Tor®(A, B) 2 Tor®(B, A).
3. Torf(A,B)~2 A® B

R

4. si0 - A — B — C — 0 es exacta, entonces se tiene las sucesiones exactas largas

. = Tori(A,N) = Tori(B,N) = Tor;(C,N) > A N—-B®N —-C®N —0

. = Tor (M,A) = Tory(M,B) = Tor;(M,C) > M®A—-M®&B—->MxC—0

donde todos los funtores Tor y ® son sobre R.

Demostracion. Ver, por ejemplo, la seccion 8 el capitulo III. de [Hi|, asi como la seccion

11. del capitulo IV.. O]
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Proposicion A.3. Si Ar o B son proyectivos, entonces para todan > 1, Tor(A, B) = 0.

Demostracion. Para rP proyectivo, ... = P, = PL =0 — Fy = P — 0 es una resolu-
cion proyectiva, de modo que para n > 1, Ker(0 = P, ® B — P,_; ® B) = 0 y luego
Tor®(P, B) = 0 para toda n > 1. O

Teorema A.4. Son equivalentes, para Pg:
1. P es plano.
2. para todo gM, Torf(P, M) = 0.
3. para todo gM vy todan > 1, Tor®(P, M) = 0.

Demostracion. Todos los funtores Tor y ® son sobre el anillo R.
Claramente 3. implica 2.

Por el lema A.2, dada 0 - A =g B —r C' — 0 tenemos la sucesion exacta

. —Tor(P,A) —» Tori(P,B) = Tori(P,C) > PR A—-PRB—-PC—0

Asi, si P satisface 2., entonces se tiene

0==PRIA—-PRB—-PRC =0

con lo cual P es plano.
Por tltimo, sean P planoy 0 —-r K —r X —r M — 0 exacta con X proyectivo (todo
modulo tiene una presentacion libre y por tanto proyectiva). Entonces, por A.3, tenemos

la sucesién exacta

.= Tor (P,X)=0—Tor (P,M) > PRK —->PRX —->PM—0
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Como P es plano, P® K — P ® X es inyectiva, con lo cual Tor(P, M) = 0. Ahora,

si Tor(P, M) = 0 para todo médulo M | i =1, ... ,n— 1, se tiene la sucesion exacta
. —=Tor,(P,X)=0—Tor,(P,M) — Tor, 1(P,K)=0— ...

donde el primer cero se da por A.3. Concluimos que para toda n > 1 y todo grM,

Tor,(P,M) = 0. [
Lema A.5. 51 A® Q =0, entonces A es un grupo de torsion.
Z

Demostracion. Si x € A es de orden infinito, como zQ es plano (es libre de torsion y Z es

un dominio de ideales principales), tendriamos un monomorfismo

Q¥ZeQ¥(1)Q— A®Q
Z Z Z

asi que A ® Q # 0. m
Z

Proposicion A.6. Paran € N, n>1y A un grupo abeliano
Tor®(Z,, A) = {a € A|na=0}
Demostracion. La sucesion exacta

07 =57 —7,—0
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es una resolucion libre y por tanto proyectiva de Z,,. Entonces tenemos que

Torf(Zu, A) XH\(... 50— 20 A 520 A)

>Ker(_n®Idy)
>Ker(ldy ®n-_)

>{a € A|na=0}

donde el tercer isomorfismo se da pues _-n® Ida(k®a) = kn® a =k ® na, y el altimo se

tiene por el isomorfismo candénico

A=ZZ®A

a—1®a

O

Proposicion A.7. Sean R un anillo noetheriano y Mr,g N R-modulos finitamente gene-
rados. Entonces

Torf (M, N)
es finitamente generado, para toda i.

Demostracion. Como M es finitamente generado, podemos tomar una resoluciéon proyectiva

.=~ F — Fy - M — 0 con los F; moédulos derechos libres finitamente generados.

Entonces cada F; ® N es también finitamente generado y por lo tanto noetheriano, con lo
R

cual los modulos Tor®(M, N) = H;(F; ® N) resultan finitamente generados. O
R
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