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Introduccion

Uno de los principales problemas matematicos dentro de la mecénica
cuantica, es el siguiente: dada una expresiéon (diferencial, en diferencias o
integro-diferencial) a la que se le puede asociar un operador simétrico bien
definido sobre algiin dominio en un espacio de Hilbert, probar, ya sea que se
trata de un operador esencialmente autoadjunto o encontrar sus posibles ex-
tensiones autoadjuntas. Esto se debe a que los sistemas en mecanica cuantica
son descritos por operadores y vectores en espacios de Hilbert separables. En
los cuales hay un estado fisico que corresponde a cada vector de norma uno, y
un operador autoadjunto que corresponde a cada observable. Como explican
Reed y Simon en [7] Secc. VIII.11.

En el presente trabajo se expone de manera detallada la teoria de exten-
siones de operadores simétricos en espacios de Hilbert, visto desde el enfoque
clasico de la teoria de Von Neumann, asi como desde la teoria de los tripletes
de frontera. Esta ultima teoria en particular ha tenido una notable actividad
y ha atraido el interés de los especialistas en los tltimos anos, debido a que la
teoria de los tripletes relaciona de manera directa condiciones en la frontera
(las cuales pueden contar con una interpretacion fisica) con sus respectivas
extensiones. Lo anterior es importante en la fisica matematica porque las
condiciones en la frontera estan determinadas por el arreglo experimental o
las particularidades del fenémeno fisico. A través de ejemplos sencillos, se
busca ilustrar la utilidad que tienen ambas teorias y divisar cémo es que
éstas se comparan.
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Para ello, en el Capitulo I introducimos a los operadores acotados y al-
gunas de sus propiedades basicas. Después proseguimos con el estudio de
formas sesquilineales y formas cuadraticas, donde el teorema que caracteriza
a las formas sesquilineales hermitianas en torno a su forma cuadrética nos
sera de utilidad mas adelante en la caracterizacion de operadores simétricos.
Siguiendo con el estudio de operadores elementales, y utilizando el concep-
to de grafica de un operador, introducimos al adjunto de un operador, no
necesariamente acotado, y realizamos un amplio estudio de sus propiedades.
Terminamos asi presentando otro de los conceptos que sera de vital impor-
tancia en el desarrollo de la teoria de extensiones, para ello introducimos la
nocion de indice de defecto de un operador, el cual dard lugar al concepto
de indice de deficiencia. Detallaremos cémo es que éste se comporta dentro
de las componentes conexas del conjunto de puntos cuasiregulares o de tipo
regular de nuestro operador.

El Capitulo IT gira al rededor del estudio de operadores simétricos e
isométricos, y se basa en el analisis de sus relaciones con respecto al concep-
to de indices de deficiencia con ayuda de la transformada de Cayley. Ahi se
aborda por primera vez en el texto el problema de la extensién de operadores
simétricos, en el caso general de extensiones a operadores simétricos cerra-
dos. Aqui, las formulas de Von Neumann para la descripciéon del dominio del
adjunto de un operador simétrico resultan ser de gran utilidad. Ademas, se
exhibe la intrinseca relacién que hay entre la clase de operadores simétri-
cos densamente definidos y la clase de operadores isométricos V' tales que el
rango R(V — 1) es denso en H, con [ la identidad en H. El hecho de ser den-
samente definido se justifica observando que ésta es una propiedad necesaria
para la existencia de una extension adjunta tnica dentro del mismo espacio.
De igual manera, la condicion de ser cerrable resulta ser necesaria. Se prueba
ademads que el operador cerradura resulta ser una extension simétrica cerrada
de nuestro operador original, y que esta contenido en el operador adjunto, lo
cual exhibe el hecho de que generalmente en la teoria se parta de operadores
simétricos cerrados densamente definidos.
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Es asi como se desarrolla todo el material necesario para una completa
caracterizacion de las extensiones autoadjuntas de un operador simétrico ce-
rrable densamente definido. Principalmente basandonos en el enfoque dado
por Birman y Solomjak en [3], ademés de resultados clésicos en la teoria de
operadores. En el tercer capitulo se presentan y demuestran los principales
resultados de la teoria de Von Neumann para el estudio de las extensiones
de operadores simétricos e isométricos. Es aqui donde se hace evidente el
hecho de que el problema de encontrar extensiones simétricas cerradas de un
operador simétrico, se vuelve mucho mas sencillo al transformar el problema
al de encontrar extensiones isométricas cerradas de operadores isométricos.
De igual manera, el problema de encontrar extensiones autoadjuntas de ope-
radores simétricos se traduce al problema de encontrar extensiones unitarias
de operadores isométricos, el cual es considerablemente mas sencillo. Hacien-
do uso de la transformada de Cayley y de las férmulas de Von Neumann se
establece asi la importante relacién entre ambas familias de operadores.

Terminamos el tercer capitulo con la aplicacion de esta teoria desarro-
llada a dos ejemplos clasicos, tal como lo son el encontrar las extensiones
autoadjuntas de los operadores derivada y Laplaciano dentro de los espacios
de Hilbert L*(a,b) y L*(0,00). Ademds se propone un ejemplo no cldsico, co-
mo lo es el problema de encontrar las extenciones autoadjuntas del operador
de Jacobi en el espacio de Hilbert ¢*(N).

Finalmente, en la primera parte del Capitulo IV, se aborda este mismo
problema clasico, pero a través del estudio de la teoria de tripletes de frontera.
Aligual que lo hace Schmiidgen en [9], se comienza introduciendo el concepto
de relaciones lineales, y se desarrolla una teoria similar a la que se tenia con
los operadores lineales, adaptando conceptos como los de operador adjunto
y autoadjunto, asi como el de un analogo de la transformada de Cayley en
este nuevo contexto. En la segunda parte, se desarrollan los resultados que
conforman el corazén de la teoria de tripletes, y terminamos aplicandolos a
los ejemplos estudiados en el Capitulo III, lo cual nos permite vislumbrar
cOmo es que se pueden comparar ambas teorias.




Preliminares

Definicién 0.1. Decimos que un conjunto X es un espacto lineal, si éste
viene acompanado de un campo K y ademds cuenta con dos operaciones
llamadas suma de vectores + : X x X — X y multiplicacion por escalar
K x X — X. Las cuales satisfacen para cualesquiera x,y € X y o, € K
lo siguiente:

(EL1) (X,+) es un grupo abeliano.

(BL2) a(Bz) = (af).

(EL3) 1x = x. Donde 1 es el neutro multiplicativo del campo K.

(EL4) a(z +y) = ax + oy.

(EL5) (o + B)z = aw + P.

Definicién 0.2. Sea K un campo. Un conjunto L con dos operaciones + :
LxL—Ly-:KxL— L esun conjunto lineal, si para cualesquiera
x,y € L y X €K se tiene que \x +y € L.

Observemos que todo conjunto lineal, con las operaciones heredadas de
un espacio lineal, es a su vez un espacio lineal.

Definicién 0.3. Un operador lineal T : D — X es una funcion entre
dos espacios lineales D y X (sobre un mismo campo K) que satisface para
cualesquiera x,y € D y a € K, las siguiente propiedades:

(OL1) T(x +y) =Tz + Ty.

(OL2) T(azx) = oT'x.

En adelante utilizaremos el término “operador” como sinénimo de “opera-
dor lineal”. Notemos que toda restriccién de un operador 7" a un subconjunto
lineal de D sigue satisfaciendo las propiedades (OL1) y (OL2). Se sigue en-
tonces que las restricciones de un operador lineal a cualquier subconjunto
lineal del dominio, son también operadores lineales.



Definicién 0.4. Si T : D — X es un operador, denotamos

D(T):=D Dominio de T.
R(T)={ye X |3z e D(Tr=y)} Rango de T.
N({T):={zxeD|Tx=0} Nriicleo o Kernel de T.

Es fécil verificar que R(T) y N(T) son conjuntos lineales. {0} C N(T),
ademds el operador T' es invertible si y sélo si N(T') = {0}. La inversa 71,
si existe, es también un operador lineal y D(T~') = R(T), R(T~') = D(T).

Definicién 0.5. Sea T : D — X un operador lineal entre dos espacios
lineales D y X (sobre un mismo campo K). St T resulta ser biyectivo, decimos
entonces que es un tsomorfismo lineal entre D y X.

Recordemos que todo campo es un espacio lineal sobre si mismo. A las
funciones que van de un espacio lineal a su campo se les conoce como funcio-
nales. Si una funcional resulta ser un operador lineal, se le llama funcional
lineal.

Definicién 0.6. Sea X un espacio lineal sobre un campo K. Una norma
para X es una funcional || - | : X — R que satisface para cualesquiera
z,y € X ya e K lo siguiente:

(N1) ||z|| =0 <= x=0.

(N2) |loz|| = |af[|z].

(N3) |}z + yl| < |1zl + 1yl

A la pareja (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Definicién 0.7. Un isomorfismo lineal entre dos espacios normados T :
(X, lx) = (Y, - |ly) es una isometria si para toda x € X se tiene que

l2llx = Tz]]y

Definicién 0.8. Sea X wun espacio lineal. Dos normas || - || y || - |2 son
equivalentes si existen constantes ci,co > 0 tales que para todo x € X

2]l < call]l2 y [zll2 < el

Recordemos que dados z € X y € > 0, definimos la bola abierta con
centro en z y radio € como el conjunto de vectores

Bz, ) :={y € X[ |lz -yl <e}.

10



PRELIMINARES

Definicién 0.9. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Un subconjunto D C X
es denso en X si para cualesquiera v € X ye > 0, existe un d € D tal que
d € B(z,e). Es decir D N B(x,e) # 0.

Definicién 0.10. Decimos que un espacio normado (X, || -||) es separable
st contiene un subconjunto denso de cardinalidad numerable.

Definicién 0.11. Decimos que una sucesion (x,)02, en un espacio normado
(X, |l ]|) converge a x € X si para toda € > 0 existe una N € N tal que

|z, —z|| < e
para cada n > N.

Lo anterior suele denotarse con x,, — x. También cuando esto ocurre,
decimos que (z,)%; es una sucesién convergente.

Definicién 0.12. Una sucesion (x,,)5>, en un espacio normado (X, | -||) es
una sucesion de Cauchy si para toda € > 0 existe una N € N tal que

“mn - me <é€
para cualesquiera n,m > N.

Definicién 0.13. Un espacio normado (X, || -||) es completo si toda suce-
sion de Cauchy en X es una sucesion convergente en X.

Definicién 0.14. Decimos que un espacio normado (X, ||-||) es un espacio
de Banach, si éste es completo con la norma || - ||.

Afirmacion 0.15. Todo espacio normado se puede completar. Es decir, dado
un espacio normado (X, || - ||x) se pueden construir un espacio de Banach
(Z, || - llz) y un operador lineal T : (X, || - ||x) — (Z,]] - ||z) tal que T es
inyectivo, T[X] es denso en Z y para toda x € X se cumple que ||z|]x =
[Tl 2.

En matematicas, siempre que hablamos de un subespacio nos referimos
a un subconjunto del espacio que hereda completamente la estructura del
espacio original. Por ejemplo, si X es un espacio lineal, un subespacio de X
es un subconjunto que resulta ser también un espacio lineal con las opera-
ciones heredadas de X. De igual manera, si X es un espacio de Banach, un
subespacio de X es un subconjunto que es también un espacio de Banach con
las operaciones y la norma heredadas de X. Utilizaremos esta terminologia
a lo largo de este texto, incluyendo el caso de los espacios de Hilbert.

11



Lema 0.16. Todo subespacio de un espacio de Banach es cerrado.

Esta afirmacion es evidente pues, de conformidad con el parrafo anterior,
el subespacio en cuestion es un espacio de Banach en si mismo.

Definicién 0.17. St H es un espacio lineal sobre un campo K. Un producto
interno para H es una funcion (-,-) : H x H — C tal que para cualesquiera
x,y,z € HyaekK, se tiene:

(PI1) (x + vy, z) = (x, 2) + (y, 2).

(PI2) (o, y) = afz,y).
(PI3) (y,x) = (z,y).
(P1}) (x,z) > 0.
(PI5) (x,2) =0 <= 2z =0.

A la pareja (H,(-,-)) se le llama espacio pre-Hilbert o espacio lineal
con producto interno.

Recordemos que el producto interno definido anteriormente induce una
norma para H, basta definir

]l = v/, z)
para todo x € H.

Afirmacién 0.18. [Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz]
Sea H un espacio pre-Hilbert. Para cualesquiera x,y € H se tiene que

[{z, )| < lllllyll

Definicién 0.19. Decimos que un espacio lineal con producto interno (H, (-, -))
es un espacto de Hilbert si H es un espacio de Banach con la norma in-
ducida por (-, -).

Definicién 0.20. Dos elementos en un espacio pre-Hilbert x,y € H son
ortogonales si (x,y) = 0. Lo cual se suele denotar con x L y. Ademds,
dado cualquier subconjunto A C H, denotamos

At ={ye H|Vrc A (x,y) =0}

Las siguientes afirmaciones se demuestran directamente de las definicio-
nes, véase [5] Secc. 3.3, pag. 142.

12
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Lema 0.21. Sea H un espacio pre-Hilbert y x € H. Entonces x = 0 si y solo
si para todo y € H se tiene que (z,y) =0 .

Lema 0.22. Sea X un conjunto lineal en un espacio de Hilbert H. Entonces
(i) X N X+ ={0}.
(ii) (X))t =X.

(iii) Si X es un conjunto lineal cerrado, entonces H = X & X+,

Lema 0.23. Sea H un espacio de Hilbert. Un subconjunto lineal D C H es
denso en H si y sélo si D+ = {0}.

De igual manera, la prueba del siguiente lema se puede consultar en [3]
pag. 64.

Lema 0.24. Si F' y G son subespacios de un espacio de Hilbert H tales que
dim(F) < dim(G), entonces existe y € G, y # 0 tal que y € F*+.

Sea H un espacio pre-Hilbert, definimos

H@H:—{(g) :f,geH}.

Es facil ver que H @& H es un espacio lineal con la siguiente suma de
vectores y producto por escalar:

) (=0
1(0)= ()

Mas atn, podemos definir un producto interno para H ® H de la siguiente

manera < (Q) | (ii) >H@H = (f1, fo) + (g1, 92).

Lo cual convierte a H ¢ H en un espacio pre-Hilbert, y en consecuencia, en
un espacio normado, métrico y ademas dotado de una topologia. H ® H es la
suma ortogonal de los espacios lineales H® {0} y {0} ® H. Ya que ademas de

. . . 0
ser su suma directa, para cualesquiera f,g € H, se tiene que (é) 1L (g)

13



Lema 0.25. H® H con el producto interno anterior es un espacio de Hilbert
st H es a su vez un espacio de Hilbert.

Definicién 0.26. Sea (X, d) un espacio métrico. Una separacion de X es
una pareja U,V de abiertos ajenos no vacios cuya union es X. Decimos que
X es conexo si no existe una separacion de X.

Definicién 0.27. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X es
una componente conexa si satisface

(i) A es conexo.

(11) Cualquier conjunto B C X que contiene propiamente a A es disconezo.

Definicién 0.28. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X es
conexo por trayectorias si para cualesquiera x,y € A existe una funcion
continua f:[0,1] — A tal que f(0) =z y f(1) =y.

Lema 0.29. Sea A un subconjunto abierto del plano complejo. Entonces A
es conexo sty solo si es conexo por trayectorias.

Definicién 0.30. Una funcion f en un intervalo [a,b] C R con a < b es
absolutamente continua si y sélo si existe una funcién h € L'(a,b) tal
que para toda x € |a,b),

fla) = s+ [ (). 0

El conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en [a,b] es de-

notado con AC|a,b).

Observacién 0.31. Si f € AC]a,b], entonces f € Cla,b|. Ademds f es
diferenciable casi en todas partes (c.t.p.) con f'(x) = h(x) c.t.p. en [a,b].
Donde f y h estan relacionadas como en (1).

A lo largo de este texto consideraremos a los espacios de Hilbert definidos
sobre el campo de los complejos.

14



Capitulo 1

Operadores Lineales en
Espacios de Hilbert.

Comenzaremos por introducir y probar algunas propiedades basicas de
ciertos tipos de operadores lineales en espacios de Hilbert.

1.1. Operadores Acotados.

Definicién 1.1. Sea T': D C X — X wun operador lineal en un espacio
normado X . Se dice que T es un operador acotado si existe una constante
M > 0 tal que para toda v € D se tiene que

| Tz|| < M|[z]].
La norma de T se define entonces como
IT) := mf{ M >0 | ¥z € D(|Ta]l < Mjz]) }.

Observacion 1.2. Para los operadores lineales, el concepto de continuidad
y el de ser acotado son equivalentes.

Notacién 1.3. Sea H un espacio de Hilbert, denotamos con
B(H):={T:H — H | T es un operador acotado}.

Notemos que en B(H) estdn unicamente los operadores acotados cuyo
dominio es todo H.

15



OPERADORES ACOTADOS.

En general, a lo largo de este texto, cuando hablemos de un operador,
no necesariamente lo consideraremos acotado. Salvo en los casos donde se
especifique lo contrario, H siempre denotard a un espacio de Hilbert (H, (-, -))
cuya norma inducida por su producto interno es || - ||.

Teorema 1.4. Sea T : D(T) C H — H un operador lineal. Entonces T' tiene
una inversa acotada si y solo si existe ¢ > 0 tal que para toda x € D(T),

lzlle < [Tl (1.1)

Demostracion. Supongamos que se satisface (1.1). Notemos que entonces si
r € N(T) se sigue que x = 0. Por lo tanto la inversa T ! existe. Ademds,
para toda y € D(T~') = R(T) con y = Tx se obtiene sustituyendo en (1.1)
que

1T~ ylle < Iyl

Es decir,
_ 1
1Tyl <yl

Por lo tanto T~! es un operador acotado. Supongamos ahora que 7T tiene
una inversa acotada, es decir, para toda y € D(T~') = R(T) con y = Tx se
tiene que

1Tyl < (177 |yl

Tomando ¢ = tenemos

1
IT=+1

lzlle= 17"yl e < T Iyl < llyll =Tl

Esto concluye la demostracion. =

16



I. OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS DE HILBERT.

1.2. Formas Sesquilineales, Formas Cuadrati-
cas.

Definicién 1.5. Una funcion ® : H x H — C es llamada forma sesquili-
neal en H, si es lineal en su primer entrada y antilineal en la sequnda. Es
decir, si para cualesquiera o € C y x,y,z € H se cumple que

(SL1) ®(ax + vy, 2) = ad®(z, 2) + D(y, 2).

(SL2) ®(x, oy + z) = a®(z,y) + D(x, 2).

St ademds existe una constante C' > 0 tal que para cualesquiera x,y € H
se cumple que
(2, )| < C | Iy,

se dice que ® es una forma sesquilineal acotada (o forma sesquilineal
continua).

Ejemplo 1.6. Sean S,T € B(H). Las siguientes son ejemplos de formas
sesquilineales continuas.

Py (z,y) = (Tx,y) y  Oa(x,y) = (v, Sy).

Demostracion. Sean x,y € H. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y
que T es un operador acotado, tenemos que

[P (2, y)| = [T, )| < (T} lyll < [T {1l 1yl

De donde ®4(z,y) = (T'z,y) es es una forma sesquilineal continua. De manera
completamente andloga se verifica que ®y(z,y) = (x, Sy) también es una
forma sesquilineal continua. m

Ejemplo 1.7. En particular, en el ejemplo anterior, si T = I se tiene que
el producto interno ®(x,y) = (x,y) es una forma sesquilineal continua.

Una forma sesquilineal ® es llamada hermitiana si ®(y,z) = ®(z,vy).
La funcional ®(z) := ®(x,x) es llamada la forma cuadrética asociada a la
forma sesquilineal ®(x,y).

Lema 1.8. [Identidad de Polarizacién]
Si® : HxH — C es una forma sesquilineal en H. Entonces para cualesquiera
x,y € H se tiene que

A0(z,y) = P(x +y) — ©(z — y) + iP(z + iy) — 1P(z — iy). (1.2)
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Demostracion.

(y,z) + 2(y, y)
(y,x) — P(y,y)
(z,y) — @(y, ) +i®(y,y)
y) — Py, x) —i®(y,y)
= O(x+y)—P(x—y)+iP(x + iy) — iP(x — iy).

40(z,y) = + O(z, 2)
)

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad al trabajar con operadores
simétricos mas adelante.

Teorema 1.9. Una forma sesquilineal es hermitiana si y solo si su forma
cuadrdtica es real.

Demostracion. Sea ® una forma sesquilineal. Si ® es hermitiana, claramente
su forma cuadratica es real, pues

O(z) = O(z,2) = (v, 2) = O(z).

Supongamos ahora que la forma cuadratica de ® es real. Tomemos x,y € H
arbitrarios. Usando (1.2) tenemos que

40(z,y) = P(x +y) — D(xz —y) +iP(z + iy) — i (x — iy)
=0z +y) — Plx—y)+idP(x+1y) — iP(x —iy)
=®(x+y) — Pz —y) —iP(x +iy) + iP(x — iy)
=d(x+y)— P(x —y) — i®(x +iy) + iP(x — iy)
=0(y+2)— Py —x) —i®(—ix +y) + iP(iz + y)
=4d(y, x).

De donde concluimos que ®(y,z) = ¢(z,y). =
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I. OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS DE HILBERT.

1.3. Grafica de un Operador.

El concepto de grafica de un operador nos permitira poder introducir
de manera sencilla a dos tipos de operadores, los cerrados y los adjuntos,
asi como probar algunas de sus propiedades.

Definicién 1.10. Sea H un espacio de Hilbert y T : D(T) C H — H un
operador lineal. Definimos la grdfica de T como el conjunto

G(T) := { <§) € H@H:xGD(T),y:Tx}.

Notemos que la grafica de cualquier operador lineal sobre H es un sub-
conjunto lineal de H & H.

El conjunto D(T) puede verse como un espacio pre-Hilbert con el pro-
ducto interno heredado de H. Sin embargo, también es comin considerarlo
un espacio pre-Hilbert con el producto interno

(z,y)r = < (;x> : (ﬁy) >H@H z,y € D(T) C H.

Para ser explicitos, cuando éste sea el caso, denotaremos a D(7T") con este
producto interno como Hp. A la norma inducida por el producto interno

(-, )1 se le conoce como T-norma y es denotada con || - ||r.
Lema 1.11. T es un operador acotado si y sélo si la T-norma || - ||r es
equivalente a la norma || - || en D(T).

Demostracion. Sea T : D(T') C H — H un operador lineal.
Supongamos que 1" es un operador acotado. Es decir, que existe una constante
M > 0 tal que para toda = € D(T) se tiene que

I Tz| < M||z|.
Tomemos x € D(T') arbitrario. Tenemos entonces por lo anterior que

=iz = llzl* + | T
< lll® + M2z ])* = (M* + D]

Por otro lado
]| < Jllf® + | Tz ||? = [|]|7
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GRAFICA DE UN OPERADOR.

Por lo tanto las normas || - || y || - ||z son equivalentes en D(T'). Supongamos
ahora que ||-|| v || ||z son normas equivalentes en D(T). Es decir, que existen
constantes ¢, k > 0 tales que para toda x € D(T),

]l < ellllz y [zl < Efl]-

Para probar que T es acotada, basta tomar un x € D(T') y ver que

IT2]* = 27 — lzl* < &*||2[* = ||=]*
< Mlfz[* = ||=]*
= (M = 1)]l=|*

Con M = méx{2, k?}. Es decir, para toda x € D(T) se tiene que
[Tz < VM —1-||z]|.
Por lo tanto 7" es un operador acotado. ®

Recordemos que las proyecciones candnicas 7,7 : H ® H — H son

operadores lineales continuos tales que para cualesquiera 5) € H®H,

ORI

El siguiente teorema nos permite dar una caracterizacion de los subcon-
juntos de H @& H que resultan ser la grafica de algin operador lineal en H.

Teorema 1.12. Un conjunto L C H & H es la grdfica de algun operador
lineal si y solo si es un subconjunto lineal de H & H vy satisface

N | L) = {0}. (1.3)

Demostracion. Claramente si L es la grafica de un operador lineal, ambas
condiciones se satisfacen. Supongamos ahora que L C H & H es un subcon-
junto lineal y que N(m; | L) = {0}. Como la restriccién de un operador lineal
a un subconjunto lineal sigue siendo un operador lineal y N(m | L) = {0},
existe el operador inverso [r; | L]™' : m[L] — L C H & H. Basta entonces
tomar T :=myo[m [ L]7!. =
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En otras palabras, el resultado anterior nos dice que L C H & H es la
grafica de algtin un operador si y sélo si es un conjunto lineal y para cualquier

(g) € L se tiene que si z = 0, entonces y = 0.
Los siguientes operadores nos seran de gran utilidad en lo que sigue.

Sea H un espacio de Hilbert. Definimos los operadores lineales U, W
H® H— H®H como

o) =) ()=

Notemos que ambos operadores mapean isométricamente a H & H en si mis-
mo. Ademsds satisfacen

U?=-W?=1 N UW = -WU. (1.4)

Observemos que si 7" es un operador lineal sobre H con inversa 7!, entonces
G(T™) = U[G(T)].

Teorema 1.13. Sea T : D(T) C H — H wun operador lineal. El conjunto
(W[G(T)]))* € H® H es la grifica de un operador lineal si y solo si D(T) =
H.

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto
0
s {(§) 1ve 0my*} c viem)-

Notemos que todo vector de la forma (2) € H®H cumple (2) e (W[G(T)])*

siy s6lo siy € D(T)*. Pero entonces N(m | (W[G(T)])*) = N(m | M) =
{0} si y sélo si D(T)* = {0}. Es decir, por el teorema anterior y por el Lema
0.23, (W[G(T)])* es la grafica de un operador lineal si y s6losi D(T) = H. =

Definicién 1.14. Sean T : D(T) C H - H y S : D(S) C H — H
dos operadores lineales. Se dice que S es una extension de T si y solo si
G(T) C G(S). Lo cual se suele denotar conT C S.

(S) y para toda

Notemos que lo anterior es equivalente a que D(T') C
= D(95) y para toda

x e D(T), Sx = Tx. Ademas T = S si y sélo si D(T))
x € D(T)ND(S), Sx=Tuz.

D
D
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1.4. Operadores Cerrados.

Otro tipo elemental de operadores en espacios de Hilbert, son los opera-
dores cerrados.

Definicién 1.15. Sea T : D(T) € H — H un operador lineal. Decimos
que T es un operador cerrado si y solo si su grifica G(T') es un conjunto
cerrado en H & H.

Teorema 1.16. Son equivalentes:
(a) T es un operador cerrado.
(b) Hr es completo.

c) Si (x,)%, es una sucesion en D(T) tal que z, — x y Tz, — vy,
n=1 q Yy Yy
entonces x € D(T) y ademds y = Tx.

Demostracion.

(a) & (b)

Basta notar que la funcién ¢ : Hy = (D(T),|| - ||r) — G(T) C H & H con
¢(z) = (x,Tz) es una isometria. Entonces Hr es completo si y sélo si G(T)
es completa, es decir, si y sélo si G(T') es cerrada en H @ H.

(a) & (c)

El inciso (¢) no es més que el inciso (a) escrito en términos de sucesiones. ®

Observacién 1.17. Si el operador T tiene una inversa, entonces T y T
son cerrados simultdneamente.

Teorema 1.18. Un operador acotado T es cerrado si y solo si D(T) es
cerrado en H.

Demostracion. Sea T : D(T) € H — H un operador acotado. Sabemos por
el Lema 1.11 que entonces las normas || - || v || - ||z son equivalentes. Usando
el Teorema 1.16, tenemos que T es un operador cerrado si y sélo si Hr es
completo. Lo cual, por la equivalencia de las normas, pasa si y sélo si D(T")
es completo en H. Esto dltimo a su vez, sucede si y s6lo si D(T') es cerrado
en H. m

Corolario 1.19. Todo operador en B(H) es cerrado.
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Corolario 1.20. Si T es un operador cerrado y existe ¢ > 0 tal que para
toda x € D(T),

lzfle < | Tx]].
Entonces R(T) es cerrado. Mas ain, si T no es cerrado, entonces R(T') no

es cerrado.

Demostracion. Del Teorema 1.4 tenemos que T~! existe y es acotada. Como
T es cerrado, T~! también es cerrado. Entonces por lo probado en el Teorema
1.18, esto sucede si y s6lo si D(T~') = R(T) es cerrado. De igual manera, si
R(T) es cerrado, entonces T~! es cerrado, lo cual a su vez implicarfa que T
loes. m

Teorema 1.21. Sea T' un operador cerrado y S € B(H). Entonces T + S es
un operador cerrado.

Demostracion. Por el Teorema 1.16 sabemos que un operador 7' es cerrado
si y sélo si Hy es completo. De aqui que basta probar que las normas || - ||z
y || - |lr+s son equivalentes, pues entonces Hp, s serfa completo. Como S €
B(H), existe k > 0 tal que para toda z € D(T) = D(T + S), ||Sz| < k||z||.
Usando esto tenemos que para toda x € D(T + S),

121745 = ll2lI* + (T + S)a|I* < [l]* + (I1T=]| + || Sz])*
= [l2I* + IT=|* + |Sz]|* + 2 | T|| || S|
< ll2ll7 + 1Sz [* + | T=]|* + || Sz
< llzliz + 2k% ||z + || Tz]”
< llliz + M(||=]]* + | T=]?)
= (M +1)|z7-

Donde M = méx{1,2k*}. Por otra parte,

(17 = lzll” + |1 T2l* = [|l=[* + (T + S)z + (=Sz)||*
< lzlI* + (1T + S)z + [|Sz[])*
< ll2ll* +2(I(T + S)=||* + | S=*)
< l2l* + 2 (T + S)a||* + 2k
= (14267 [|=]* + 2 |(T + S)=||*
< M(||l=]* + (T + S)z|*)
= Nllz[|7.45-
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Donde N = méx{2,1 + 2k*}. Por lo tanto || - |7 y || - ||7+s son normas
equivalentes. ®

Corolario 1.22. 5i T es un operador cerrado y A € C, entonces T'— I es
un operador cerrado.

Demostracion. Basta ver que para toda A € C, se tiene que —AI € B(H), y
aplicar el teorema anterior. ™

Teorema 1.23. Si T es cerrado entonces N(T') es un subespacio de H.

Demostracion. Basta probar que N(T') es un conjunto cerrado en H.

Sea (x,,)5¢, una sucesién en N(T') C D(T) tal que z,, — x. Como Tx,, =0
para toda x, € N(T), tenemos que T'x,, — y = 0. Por ser T cerrado, el inciso
(c) del Teorema 1.16 nos dice que z € D(T') y que y = Tz. Es decir, Tx =0
y por lo tanto z € N(T'). =

Teorema 1.24. Sean Ty, S y T operadores tales que Ty € S C T, Ty y T
son cerrados, y

dim (D(T)/D(TO)) < o0.
Entonces S es un operador cerrado.

Demostracion. Primero probaremos que si F'y K son subespacios de H,
entonces F'+ K = F & Pr.K. Para ello notemos que la suma del lado
derecho es ortogonal y que K = (Pp + Ppi)K C F + Ppi K, de donde
F+K CF+PpiK. Ademés F+Pp . K C (I —Pp)K C K+PprK C K+ F.
Mas atin, de esto se tiene que F' + K es un subespacio de H si y sélo si Pri K
es un subespacio.

Segundo, veamos que si F' es un subespacio tal que dim F* < oo, y
K un conjunto lineal tal que F' C K C H. Entonces K es un subes-
pacio de H. Para ello notemos que K = FF+ K = F + Pr. K. Y como
dim Pp. K < dim F* < oo, por lo dicho arriba, se tiene que K es un subes-
pacio de H.

Por 1ltimo, procedamos a demostrar nuestro teorema. Como 7j es cerrado
y Ty C T, se sigue que Hrp, es un subespacio del espacio de Hilbert Hp. Al
ser dim[D(T)/D(Ty)] < oo, tenemos que dim(Hg)* < dim(Hzp, )+ < oo. Por
lo mancionado arriba, Hg es entonces un subespacio de Hr y por lo tanto .S
es cerrado. W
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Teorema 1.25. [Teorema de la Grafica Cerrada]
Sean X yY espacios normados y T : D(T) C X — Y un operador cerrado.
Si D(T) es cerrado en X, entonces el operador T' es acotado.

El anterior es un resultado cldsico dentro del andlisis funcional. Su de-
mostracién se puede consultar en [5] pdg. 295.

Corolario 1.26. Si T es un operador cerrado, con inversa y R(T') es cerrado.
Entonces T~ es acotado.

Demostracién. Si T es cerrado, T~ también lo es. Y como D(T 1) = R(T)
es cerrado, por el Teorema de la Grafica Cerrada tenemos que 7! es acota-
do. m

Si T no es un operador cerrado, por definicién, eso significa que G(T') no
es un conjunto cerrado en H@® H. Se puede considerar entonces a su cerradura
G(T) en H@® H. Si G(T) cumple la propiedad (1.3), es decir, si es la gréfica
de algin operador lineal, a tal operador se le conoce como la cerradura del
operador T (o el operador cerradura de T') y es denotado con T. También
se dice que el operador T es cerrable. Observemos que G(T) = G(T). Todo

esto es equivalente a la siguiente definicién.

Definicién 1.27. Un operador T es cerrable si y solo si existe un operador
S cerrado tal que T C S.

Basta ver que si G(T) € G(S) con S un operador cerrado, entonces

G(T) C G(9). Ya que la cerradura de G(T') es el minimo conjunto cerrado

que contiene a G(T'). Ademds, como G(T') C G(S), se tiene que G(T') es la
grafica de un operador.

La siguiente caracterizacién de los operadores cerrables también suele ser
de utilidad.

Proposiciéon 1.28. Un operador lineal T' es cerrable si y solo si para toda
sucesion (x,)52, en D(T) tal que x,, — 0 y Tx, — y, se tiene que y = 0.

Demostracion. Supongamos que 1" es cerrable. Sea (z,,)°, una sucesién en
D(T) tal que z,, — 0y Tz,, — y. Notemos que (z,,Tz,) C G(T) y que
(xn, Txn) — (0,y). Por ser T cerrable, G(T) es la gréfica de un operador y

ademés (0,y) € G(T) = G(T'). De donde se tiene que y = 0.
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Para la otra implicaciéon, observemos primero que por las propiedades
del limite y por ser T' un operador lineal, tenemos que G(T) C H @ H es

un conjunto lineal. Usaremos el Teorema 1.12 para concluir que G(T) es la
grafica de algin operador. Sea (z,y) € Cﬁ, es decir que existen sucesiones
tales que (z,,Tz,) — (x,y). De ahi que si x = 0, por hipdtesis, tendriamos
que y = 0. Por lo tanto 7" es cerrable.

Corolario 1.29. Todo operador acotado es cerrable.

Demostracion. Se sigue directamente de la caracterizacion de la continuidad
en términos de sucesiones y de la proposicion anterior. m
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1.5. Operadores Adjuntos.

Los operadores adjuntos son un tipo especial de operadores que gene-
ralizan el concepto de la transpuesta conjugada de una matriz cuadrada,
a espacios de (posiblemente) dimensién infinita. Estudiaremos algunas de
sus propiedades, que nos seran de utilidad en el siguiente capitulo cuando
intentemos dar extensiones autoadjuntas de operadores simétricos.

Teorema 1.30. [Teorema de Representacién de Riesz]
Para todo funcional lineal acotado | : H — C existe un unico z € H tal que

l(x) =(x,z) Vxe€H.

Ademds
1l = [l=]]-

Sea T : D(T) C H — H un operador lineal. Dada una y € H conside-
remos la funcional lineal dada por [, (z) = (T'z,y). Para algunas y € H esta
funcional puede ser continua, y por el Teorema de Representacién de Riesz,
admitirfa una representacién l,(x) = (x,h) con h € H. La representacién
es unica siempre que D(T) = H. Ver [3] pp. 32 y 68. Todo esto motiva la
siguiente definicion.

Definicién 1.31. Sea T : D(T) C H — H un operador lineal tal que D(T) =
H. Se dice que un elementoy € H pertenece al dominio D(T*) del operador
adjunto T* si existe un h € H tal que para todo x € D(T),

(Tz,y) = (z,h). (1.5)

En tal caso, se define T*y = h. De aqui que se cumpla la siguiente
relacion

(Tx,y) = (x, T"y) Vxe D(T) Yye D(T"). (1.6)

Notemos que si T € B(H), la igualdad anterior se cumple para cuales-
quiera z,y € H.

Si D(T) # H, entonces el elemento h € H que satisface (1.5) no es tnico.
De ahi que no se suela dar la definicién de operador adjunto para operadores
cuyo dominio no es denso.
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Sea W el operador definido en (1.4). Consideremos el subespacio (W [G(T)])*
de H @ H. Si T esta densamente definido, entonces por el Teorema 1.13,
(W[G(T)])* es la grafica de algtin operador lineal. El siguiente teorema nos
dice que de hecho, es la gréafica del operador adjunto de T.

Teorema 1.32. Si T es un operador densamente definido. Entonces

(WIG(T)))" = G(T). (1.7)

y) € (W[G(T)])* si y sélo si, para cada

Demostracion. Basta notar que (h

z € D(T),
(—Ta:) 1 (Z) & (=Tx,y) + (z,h) =0

x
& (Tx,y) = (x,h) & ye D(T*), Ty =h

& (z) = (Tyy> e G(T).

Teorema 1.33. 5@ T es un operador densamente definido. Entonces su ad-
Jgunto T™ es un operador lineal cerrado.

Demostracion. En el Teorema 1.13 probamos que G(T*) = (W[G(T)])* es
la grafica de un operador lineal si y sélo si T' esta densamente definido. De
la expresion (1.7) del teorema anterior tenemos que la grafica es un conjunto
cerrado, por lo cual 7™ es cerrado. ®

Teorema 1.34. 50T es un operador cerrable densamente definido. Entonces

Ty =T

Demostracion. Utilizando la expresién (1.7), obtenemos

G((T)") = (WG = (WIGD)*
= (W[G(D))" = W[G(T))*
= G(T).

Por lo tanto (T)*=T*. m
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Teorema 1.35. SiT es un operador cerrable densamente definido. Entonces
T = (T =T,

Demostracion. Como T', es densamente definido, existe el operador T%. Con-
sideremos su grafica. Como —W? es la identidad en H® H, usando el Teorema
1.32 tenemos

WIG(T)] = W[(W[ (D)) = (W2 [G(T)])*
= (G

De ahi que (W[G(T*)])* = G(T) = G(T). Como T es cerrable, esto quiere
decir que (W[G(T*)])* es la grafica de un operador, lo cual por el Teorema
1.13 pasa si y sélo si D(T*) = H. Esto quiere decir que T** existe, y por el
Teorema 1.32

(WIG(T))*" = G(T™).
Por lo tanto G(T) = G(T*"). Es decir, T = T**. m
Teorema 1.36. Sea T un operador densamente definido. Entonces los subes-
pacios R(T) y N(T*) son ortogonales en H y
H = R(T)® N(T™).

Demostracion. Notemos que y € N(T%) siy solo si (Tx,y) = (z,T*y) =0
para cada * € D(T). Lo cual significa que y € R(T)*, lo que a su vez
sucede si y solo si y € R(T)t. Es decir, R( ) N(T*) son subespacios

ortogonales en H. Como R(T) es cerrado, tenemos que H = R(T)®R(T)* =
R(T)® N(T*). m

Lema 1.37. Sea T' un operador lineal con inversa y tal que D(T) = H =
R(T). Entonces su operador adjunto T™* también tiene inversa y

(T*)—l — (T_l)*.
Demostracion. Como R(T') = H, por el teorema anterior tenemos que N (T™) =
{0}. Por lo que existe el operador inverso (T*)~!. Ademads el operador ad-
junto (T1)* también existe pues R(T) = D(T~ ') es denso. Usando que U
conmuta con el complemento ortogonal y que UW = —WU obtenemos
G((T")™1) = UIG(T")] = U[(W[G(T)])]
= (UW[G(D)])" = (-WU[GD))*
( UlG(M))* = (WIG(T™ )™
G(T7)").
Por lo tanto (7%)~! = (T‘l)*. u
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Teorema 1.38. Sea T un operador densamente definido y S un operador
lineal.

(a) Si S € B(H) entonces (T + S)* =T*+ 5* .

(b) Si S,S™' € B(H), entonces (T'S)* = S*T* y (ST)* =T*S* .

Demostracion.

(a)

Como S € B(H), tenemos que D(T + S) = D(T) = D(T) N D(S)
y D((T'+ S)*) = D(T*) = D(T*) N D(S*) = D(T* + S*). Sea y €
D((T+ S)*) y v € D(T + S), entonces

(., (T +5)y) ={(T'+ S)z,y) = (Tz,y) + (Sz,y)
= (x,T"y) + (x, S*y) = (z, (T + S™)y).
Por lo que (T'+S5)* C T*+S*. Andlogamente, tomando y € D(T*+S5)
y ¢ € D(T + §), obtenemos la otra contencién. Por lo que (T + S)* =
T + S*.
Supongamos que S, S~! € B(H). Para la primer igualdad notemos que

D(TS) = ST D(T)] y D(S*T*) = D(T*). De donde se tiene que si
Sz € D(T)yy € D(T*), entonces

(TS)z,y) = (Sz,T"y) = (x, (S*T")y).

Por lo que S*T™ C (T'S)*.

Por otro lado, sea y € D((T'S)*). Entonces para toda z € D(T') se tiene
que

(Tz,y) = (TSS™ Nz, y) = (52, (TS)"y) = (=, (S7)"(TS)"y).
Por lo que y € D(T*) y T*y = (S~1)*(T'S)*y. Usando el lema anterior

tenemos T*y = (S*)~1(T'S)*y, es decir, (S*T*)y = (T'S)*y. De donde
(T'S)* C (S*T™). Por lo tanto (T'S)* = (S*T™).
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Ahora, para probar que (ST)* = T*S*, tomemos y € D((ST)*) y
x € D(ST) = D(T). Entonces por lo recien demostrado

(z,(ST)*y) = ((ST)x,y) = (T'x,S"y) (1.8)
= (TS 1Sz, S*y) = (Sz, (TS~ S*y) (1.9)

= (S, (ST T*S*y) = (Sw, (S*) 1 T*S*y) (1.10)

= (z,S*(S*) ' T*S*y) = (x, T*S*y). (1.11)

Por lo que y € D(T*S*) y ademas (ST)* C T*S*. De manera similar, si
tomamos y € D(T*S*). Es decir, tal que S*y € D(T*). Y x € D(T) =
D(ST). Obtenemos

((ST)x,y) = (Tx,S™y) = (x, T*S™y).

Por lo que y € D((ST)*) y entonces T*S* C (ST)*. Por lo tanto
(ST)* = T*S*.

1.6. Espectro de un Operador.

Definicién 1.39. Sea T': D(T) C H — H un operador lineal. Se define
el defecto del operador T, el cual se denota con dr, como la dimension del
complemento ortogonal de R(T), es decir

dy = dim R(T) .

Si D(T') es denso en H, podemos calcular a dp en términos del operador
adjunto 7™ usando el Teorema 1.36, de donde obtenemos que

dr = dim N (T").

Dado un operador T', podemos asociar a éste con la familia de operadores
{T — X : X\ € C} donde cada uno de estos depende de lo que se conoce como
un parametro espectral A. El defecto de T'— AI es denotado con dr(A) y es
llamado el defecto de T" en A. Tenemos asi que entonces por definicion

dT()\> = dT,)\].

31



ESPECTRO DE UN OPERADOR.

Si T'— A tiene una inversa continua en R(7'— AI) entonces llamamos a A
un punto cuasiregular para 7. Al conjunto de todos los puntos cuasiregu-
lares para T es llamado el conjunto cuasiregular de T'y se denota con (7).

Notemos que si A € p(T'), esto significa que (T'—\I)~! existe y es continua,
de donde tenemos que existe alguna constante £ > 0 tal que

1T = A1)yl < Kllyll

para toda y € R(T — A) = D((T — AI)™'). Lo cual es equivalente a que
existe una constante ¢ > 0 tal que

[elle < (T = AD)x]| (1.12)
para toda z € D(T'). Tomando z = (T — A) 'y y ¢ = 1.

Recordemos que por el Teorema 1.4, un operador 7' tiene una inversa
acotada si y sélo si existe ¢ > 0 tal que para toda z € D(T),

lzlle < 1T (1.13)

Lema 1.40. Sea T' un operador y A € p(T), entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(a) T es cerrado.

(b) T — A\ es un operador cerrado.

(c) (T — XI)~! es un operador cerrado.
(d) R(T — \I) es cerrado.

Demostracion. Este Lema no es mas que el resultado de combinar el Coro-
lario 1.22 con la Observacion 1.17 y el Teorema 1.18. =
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Por la manera en que fue definida la T-norma, ésta satisface la igualdad
7 = [l + | 7.

Pero notemos que también podemos definir una norma, que denotamos |||-||| -,
mediante la relacion

il = Nl + 7]

Mas ain, ambas son equivalentes, pues satisfacen
Izl < llzllr < V22l
Esta norma nos seré de utilidad para enunciar el siguiente resultado.

Lema 1.41. Sea T un operador cerrado. Si S es una contraccion, es decir,
es un operador tal que D(T) C D(S) y para toda x € D(T),

|Sz]| < af|Tz|| con 0<a<l1. (1.14)
Entonces el operador T + S definido sobre D(T') es cerrado.

Demostracion. Claramente el resultado se cumple si @ = 0, pues en este caso
T + S =T sobre D(T). Supongamos ahora que 0 < a < 1. Probaremos que
(1 —a) |zl < llzflrpg < (1 + @) [[z],. Para ello notemos que,

lllzy s = llzll + [[(T + S)a |l < =] + | T[] + [|Sz]]
< 2l + | Tzll + | T < llzllz + al| Tzl + o]
=1+ a) [zl -

Por otro lado,

(1 =a)llzlly = (1 = a)lz]| + [[Tz| — of T
(1 = )l + T[] — [ S]]
(1 = a)llz]| + [Tz + S|

)] + [I(T" + S)]]

= iz -

IA AN IA

Como T es cerrado, D(T) es completo con respecto a la norma || - ||z, y por
la equivalencia entre las normas ||-||, v (|-, g, también es completo con
respecto a || - ||r+s. Es decir, T+ S es un operador cerrado sobre D(T'), por
el Teorema 1.16. m
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Teorema 1.42. Sea T un operador cerrado que satisface la propiedad (1.13).
Si S es un operador tal que D(T) C D(S) y para toda x € D(T),

|Sz|| < o Tx|| con 0<a<l.
Entonces el operador T + S es cerrado en D(T') y satisface (1.13) con ¢; =
(1 —a)c. Mas ain,
dris = dr.
Demostracion. T+S es cerrado por el lema anterior. Ademas, usando nuestra
hipétesis y el hecho de que T satisface (1.13) tenemos que

(T + S)a|| = | Tz]| = |Sz]] = (1 — a)||Tx]]
> (1 —a)cf|z]].
Por lo que del Corolario 1.20 se tiene que tanto R(7T+S) como R(T') son cerra-
dos. Ahora procedemos a probar que dr, g = dp. Supongamos que drys < dr,
es decir, que
dim(R(T + S)*) = dim(R(T 1 9) ) < dim(R(T)") = dim(R(T)™").
Por el Lema 0.24 sabemos que existe y € R(T) ", y # 0, tal que y € R( T+SB
De donde y = (T'+ S)x para algin = € D(T—i—S) ( ). Como y € R(T)
tenemos que (y, Tx) = 0 para toda x € D(T), de aqui que
0= (y,Tx) =T+ S)z,Tx) = (Tx,Tx) + (Sz,Tx).
De donde
(T'r,Tz) = (—Sx,Tx).
De manera similar, si dpyg > dp, por el Lema 0.24 sabemos que existe y €
R(T + S)*",y #0, tal que y € R(T). De donde y = Tz para algtin = € D(T).
Y como y € R(T + S)", (y, (T + S)z) = 0 para toda 2 € D(T +S) = D(T),
de aqui que
0={T+8)z,y) =T+ S)x,Tx) = (Tx,Tz) + (Sz,Tx)
Por lo que en ambos casos obtenemos
(Tx,Tx) = (—Sx,Tx).
Pero esto significaria que
|1 Tz||* = (=Sz,Tx) < || - Szl||Tx| = || S=[[|T=|
< al| Tz

Lo cual no es posible pues a < 1. Por lo tanto dpys =dr. m
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Corolario 1.43. Sea T' un operador cerrado que satisface la propiedad (1.13),
es decir, tal que existe ¢ > 0 con

2]l e < ([T,

y sea S € B(H), con ||S|| < c. Entonces T + S es cerrado en D(T) y
dT+S - dT

Demostracion. Claramente D(T) C D(S) = H. Ademds para toda = €
D(T),

1
1Szl < [IS1 Izl < ST = N7

Asi que basta tomar « := H—‘SH < 1y aplicar el teorema anterior. =

Corolario 1.44. Sea T' un operador cerrado que satisface la propiedad (1.12),
es decir, que para un X € C fijo existe ¢ > 0 tal que para cada x € D(T)

lzlle < [T = ALz

Entonces el disco |\ — \o| < ¢ estd contenido en p(T) y dr(N\) es constante
en este disco.

Demostracion. Notemos que
T—MN = (T —XI)+ (Ao — M.

Tomando S = (Ao — A\)1, el cual cumple que ||S|| = |Ao — A| < ¢, y aplicando
el corolario anterior, tenemos que dr(A) = dr(Ag). ®

Teorema 1.45. El conjunto de puntos cuasiregulares p(T) es abierto y la
funcion dr(X) es constante en cada componente conexa de p(T).

Demostracion. p(T') es abierto por el corolario anterior. Sean A\g y A dos
escalares de una misma componente conexa de p(7"). Como estdn en una
misma componente conexa de p(7") en el plano, existe una trayectoria desde
Ao hasta Aj que se queda contenida dentro de la componente conexa. Ob-
servemos que dicha trayectoria es compacta, pues nos encontramos en un
espacio métrico. Para cada A dentro de esa trayectoria, podemos tomar el
disco con centro en A y radio ¢y > 0. Uniendo todos estos discos obtenemos
una cubierta abierta de la trayectoria. La cual por ser compacta debe tener
una subcubierta finita. A su vez, por el teorema anterior, la funcién dp(\) es
constante en cada uno de los discos de la subcubierta finita. De donde con-
cluimos que dr(\) es constante en cualesquiera dos escalares de una misma
componente conexa. M
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Si dp(XN) =0 con A € p(T), A es llamado un punto regular de T'. Note-
mos que si A es un punto regular, entonces el operador (T'— AI)~! es acotado.
El conjunto de todos los puntos regulares de T' es llamado el conjunto re-
solvente de T y es denotado con p(T'). Por lo demostrado anteriormente

sabemos que el conjunto p(7T') es abierto y que consiste de todas las compo-
nentes de p(7') donde dr(A) = 0.

El complemento de p(T') es llamado el espectro de T' y es denotado por
a(T).

El complemento de p(T') es llamado el nicleo del espectro de Ty es
denotado por (7).

Es decir,
o(T):i=C\p(T) y &(T):=C\H(T).
Observemos que o(T") y ¢(T) son conjuntos cerrados pues p(T") y p(T)
son abiertos. Claramente ¢(7") C o(T).

Ahora consideremos los siguientes conjuntos
op,(T)={AeC: N(T — \) #{0}}
0.(T)={Ae€ C: R(T — ) # R(T — \)}.

El conjunto 0,(T) es llamado el espectro puntual de 7', el cual consiste
de todos los eigenvalores de T'y N (T — M) corresponde a los eigenespacios
de T. El conjunto o.(T) es llamado el espectro continuo de 7. Notemos
que si T" es un operador cerrado, 0,(T) C 6(T') y que o.(T) C 6(T).

Teorema 1.46. Para todo operador cerrado T se tiene que
op(T)U o (T)=0o(T).

Demostracion. Como 6(T') = C\ p(T'). Lo anterior es equivalente a probar
que
(C\op(T)) N(C\ 0e(T)) = p(T).

Pero A € C\ 0,(T) & N(T — M) = {0} <= (T — M) ! existe. Por
otro lado, por ser T' cerrado, T — Al también lo es. Por el corolario 1.26
tenemos entonces que A € C\ 0.(T) < R(T — M) es cerrado < (T — M)~}
es continua. M
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Capitulo 11

Operadores Simétricos e
Isométricos.

2.1. Operadores Simétricos.

Definicién 2.1. Sea A : D(A) C H — H un operador lineal en un espacio
de Hilbert H. Decimos que A es un operador stmétrico si para cualesquiera
x,y € D(A) se tiene que

(Az,y) = (v, Ay).

Teorema 2.2. Un operador A : D(A) C H — H sobre un espacio de Hilbert
H es simétrico si y sélo si su forma cuadrdtica (Azx,x) es real.

Demostracion. Supongamos que A es un operador simétrico, entonces

(Az,x) = (x, Ax) = (Ax, x).

Por lo que su forma cuadratica (Az,z) es real. Por otro lado, si la forma
cuadrética (Az, ) es real, por el Teorema 1.9 tenemos que la forma sesquili-
neal ®(z,y) = (Az,y) es hermitiana. Es decir, para cualesquiera x,y € D(A)
se tiene que

(Az,y) = O(z,y) = ®(y,v) = (Ay, v) = (z, Ay).

De donde A es un operador simétrico. m
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Definicién 2.3. Decimos que T' es un operador autoadjunto si'T = T*.

Notemos que todo operador autoadjunto es simétrico. Ademas, todo ope-
rador simétrico A densamente definido estd contenido en su adjunto A* y
por lo tanto es cerrable.

Lema 2.4. Sea A un operador simétrico densamente definido. Si A es una
extension simétrica de A, entonces

ACAC (A C A

Demostracion. Por definicién, todo operador simétrico esta contenido en su
adjunto, si este existe, es decir si el operador estd densamente definido.
Asi que sélo necesitamos probar que (fl)* C A*. Usando el Teorema 1.32
tenemos que

(W[G(A))+
e, ((A)*) C G(AY)
(A C A

Lema 2.5. Sea A un operador simétrico cerrable. Entonces su cerradura A
también es un operador simétrico.

Demostracion. Por la caracterizacion de operadores simétricos del Teore-
ma 2.2, basta probar que su forma cuadrdtica (Az,y) es real. Sea = €
D(A), entonces (z, Az) € G(A) = G(A), por lo cual existe una sucesién
((wn, Axy,))02, C G(A) tal que (2, Ax,) — (z, Az). Observemos que enton-
ces &, = =y Ax, — Ax. Ademds, por ser A simétrica, se tiene que para
cada natural n > 1, (x,, Az,) = (Az,, z,). Usando esto y la continuidad del
producto interno, tenemos que

(x, Az) = lim (z,, Az,) = lim (Az,,,) = (Az, ).

n—00 n—oo

Por lo tanto A es un operador simétrico. m
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Corolario 2.6. St A es un operador simétrico cerrable densamente definido,
entonces _ _
ACAC (A =A"

Los conceptos de operador simétrico y operador autoadjunto coinciden
en el caso de operadores acotados definidos en todo H, es decir, en B(H).
Sin embargo, ambos conceptos no son equivalentes cuando se trata de ope-
radores no acotados. Es decir, si A es un operador simétrico no acotado, no
necesariamente se tiene que A = A*.

2.2. Indices de deficiencia.

Como consecuencia del Lema 2.4, tenemos que una condicién necesa-
ria para la existencia de extensiones autoadjuntas es que nuestro operador
esté densamente definido. Por lo cual, en adelante, supondremos que A es
precisamente un operador densamente definido.

Teorema 2.7. Sea A un operador simétrico. Entonces los semiplanos supe-
rior e inferior de C estdn contenidos en p(A).

Demostracion. Sea A = « + i3, entonces

I(A = ADz|* = (A - al)z - iBz|*
= (A= al)z|* + 3*||z||* + 2Re((A — al)z,ifz)
= (A= al)z|* + 82|
> B2[|[|*.
De ahi que

(A = AD)zl| = [Im(A)] - ||z]]
Por lo tanto, si [Im(A)| # 0 entonces |Im(A)| > 0 y concluimos que
A€ p(A).
Notemos que usamos el hecho de que A es un operador simétrico, para
ver que

((A—al)z,ipx) =i(Ax — ax, fx) =i (B(Ax,z) — af(x,))

es un imaginario puro. N
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Corolario 2.8. El defecto de un operador simétrico cerrado da(\) es cons-
tante en cada uno de los semiplanos de C.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.45 y del teorema anterior. m

Los valores de d4()) en los planos superior e inferior son denotados con
d,(A)yd_(A) respectivamente, a éstos los llamamos indices de deficiencia
del operador A. Recordemos que por el Teorema 1.36 podemos expresar a
los indices de deficiencia en términos del operador adjunto. Usando el que
(A — X)* = (A* — M) obtenemos la siguiente expresién que nos serd titil
mas adelante

_(A) siIm(\) >0,

dim N (A —)\[):{ dy(A) st Im()) <0.

(2.1)

Si A no es un operador cerrado, se definen dy(A) = d.(A).

Corolario 2.9. El nicleo del espectro de un operador simétrico cerrado (A)
estd contenido en R.

Demostracion. Se sigue del hecho de que 6(A) =C\ p(A). =

Corolario 2.10. Si un operador simétrico cerrado A tiene al menos un punto
cuasi-reqular Ao en R, entonces d, (A) = d_(A) = ds(\o).

Demostracion. Basta recordar que probamos que d4 () es constante en com-
ponentes conexas. H

Lema 2.11. Si un operador simétrico A es autoadjunto, entonces p(A) =
p(A) y por lo tanto 6(A) = o(A) C R.

Demostracion. Como A es autoadjunto, A = A*.

Notemos ademéds que como p(A) C p(A), basta probar que p(A) C p(A). Si
Im(\) #0y X € p(A), tenemos que N(A* — XI) = N(A — \I) = {0} por lo
probado en el Teorema 2.7. De esta manera, de la expresion (2.1) se obtiene
que dy(A) = d_(A) = 0. De ahi que todos los puntos en los semiplanos
superior e inferior sean regulares. Ahora, si Im(\) =0y X\ € p(A) entonces

da(N) = dim N(A* — X\]) = dim N(A* — X\I) = dim N(A — XI) = 0,

de donde A € p(4). =

40



II. OPERADORES SIMETRICOS E ISOMETRICOS.

Teorema 2.12. Un operador simétrico cerrado A es autoadjunto si y solo si
d.(A)=d_(A)=0.

Demostracion. Una de las implicaciones quedé demostrada en el lema an-
terior. Para la otra parte, supongamos que A es un operador simétrico tal
que dy(A) = d_(A) = 0. Entonces, en particular tenemos que R(A —il) =
R(A+iI) = H. Como A C A*, basta probar que D(A*) C D(A). Para
ello tomemos una y € D(A*) arbitraria. Sea h = (A* + il)y. Por ser A+ il
suprayectiva, sabemos que existe una yo € D(A) tal que (A +il)yy = h. De
todo esto, tenemos que para cada z € D(A),

(A—il)z,y) = (z, (A" +il)y) = (x, (A +il)yo)
= <$>Ayo> - Z<£L‘,y0> = <A$7y0> - Z({L‘,y())
= ((A—il)x,yo).
Lo cual equivale a que para cada = € D(A), (A —il)x,y — yo) = 0. Como

A — il es suprayectiva sobre H, esto implica que y — yo = 0. Es decir y =
Yo € D(A) [ ]

Corolario 2.13. Si un operador simétrico tiene un punto reqular en R, en-
tonces es autoadjunto.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y del Corolario 2.10. =
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2.3. Operadores Isométricos.

En esta seccién abordaremos ciertas analogias entre los operadores isométri-
cos y los operadores simétricos discutidos en la seccién anterior.

Definicién 2.14. Un operador lineal V : D(V) C H — H sobre un espacio
de Hilbert H es llamado operador itsométrico, si para cualesquiera x,y €
H se cumple que (Vz,Vy) = (z,y).

Lo anterior implica que para cada z € H
V|| = [,
lo cual motiva el uso del término isométrico para el operador V.

Se sigue de inmediato de la definicion que si V' es un operador isométrico,
entonces ||V|| = 1. Ademés la inversa V! existe y es isométrica.

Teorema 2.15. Sea V un operador isométrico. Entonces si se cumple alguna
de las siguientes condiciones, se cumplen las otras dos:

(a) D(V) es cerrado.

(b) R(V) es cerrado.

(c) G(V) es cerrada.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema 1.18 y del hecho de
que tanto V como V! son operadores acotados.

Teorema 2.16. Sea V' un operador isométrico. Entonces el interior y el
exterior de la circunferencia unitaria estdn contenidos en p(V').

Demostracion. Sea z € C tal que |z| # 1. Entonces tenemos que

IOV =20 = WV = 20 = [IV A= =71 = |1Vl = 1211
= (1= 121 011
= [1= 121 1.

Lo cual implica que cualquier z € C con |z| # 1 es un punto cuasi-regular de
V. m

42



II. OPERADORES SIMETRICOS E ISOMETRICOS.

Corolario 2.17. El defecto dy(z) de un operador isométrico cerrado V es
constante en cada una de las componentes interior y exterior de la circunfe-
rencia unitaria.

Demostracion. Nuevamente se sigue del Teorema 1.45 y del teorema ante-
rior. =

Corolario 2.18. FEl nicleo del espectro (V') de un operador isométrico ce-
rrado V' estd contenido en la circunferencia unitaria.

Demostracion. Como en el caso de los operadores simétricos, se sigue de que
a(V)=C\p(V). m

De manera andloga a la de operadores simétricos, los valores de dy(z) en
el interior y el exterior de la circunferencia unitaria son denotados con d*(V)
y d°(V') respectivamente, y también son llamados indices de deficiencia del
operador isométrico V.

Corolario 2.19. Dado un operador isométrico cerrado V. Si la circunferen-

cia unitaria contiene un punto cuasi-reqular zo € p(V'), entonces d'(V) =
d*(V) = dy(z).

Teorema 2.20. Si V' es un operador isométrico cerrado, entonces

d'(V)=dimR(V)" y d%V)=dimD(V)".

Demostracion. Observemos que por ser V' cerrado, tenemos que R(V) =
R(V)y R(V —2zI) = R(V — zI). Para la primer igualdad basta ver que

d'(V) = dy(0) = dim R(V — 0)* = dim R(V)* = dim R(V)*. En el caso de
la segunda igualdad, sea z € C con |z| > 1, es decir tal que 0 < |z7!| < 1.
Como (V1—z'NWax=(T-2""V)r = —2"Y(V—2zI)x para cada z € D(V),
esto quiere decir que R(V™! — 27'I) = R(V — z2I). De donde

d(V) =dim R(V — zI)* = dim R(V — zI)*
=dimR(V ' -z ')t =d(V) =dim R(VH)*
= dim D(V)*.
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Lema 2.21. SiV es un operador isométrico en H y R(V — I) es denso en
H, entonces N(V —I) = {0}.

Demostracion. Sea x € N(V — 1), es decir, x € D(V) con V(z) = z. Proba-
remos que x = 0. Para ello notemos que para toda y € D(V),

(V=Dy,x) =(Vy—y,z) = (Vy,z) — (y,7)
= (Vy,Vz) — (y,xz) = 0.

Es decir, z € R(V — I)t. Pero R(V — I) es denso, lo cual es equivalente a
que R(V — I)* = {0}. Por lo tanto x = 0. m

Definicién 2.22. Un operador isométrico V es llamado operador unitario
si D(V)=R(V)=H.

Claramente los operadores V' y V™! son unitarios simultdneamente. Se
sigue del Teorema 2.20 que un operador isométrico V' es unitario si y sélo si
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2.4. Transformada de Cayley.

Recordemos que dada A € C con Im(A) > 0, la transformacién de Mébius

z»—)T(z):Z_i\:(z—/\)(z—S\)_l

z —

mapea a la recta real en la circunferencia unitaria. Y a los semiplanos superior
e inferior, al interior y exterior de la circunferencia unitaria respectivamente.

No es desatinado preguntarse entonces, por lo estudiado al inicio de este
capitulo, si la relacién

A Vy= (A= XA (2.2)

donde A € C con Im(\) > 0, es una transformacién que lleva operadores
simétricos A en operadores isométricos V. La respuesta resulta ser positiva
como veremos a continuacion.

Notemos que del Teorema 2.7 tendriamos que A y \ estdn contenidas en
p(A). Por lo tanto A — X es invertible. Asi que el operador V4 = (A —
M) (A — XI)~! con dominio D(V4) = R(A — M) esté bien definido. Ademés
V4 queda parametrizado por D(A) como sigue:

Vi((A=X)z) = (A— M)z V€ D(A).

De aqui que R(V4) = R(A — AI). Al operador Vy se le conoce como la
transformada de Cayley del operador simétrico A. Procederemos a probar
que V4 resulta ser un operador isométrico.

Teorema 2.23. 5i A es un operador simétrico, entonces su transformada de
Cayley Va es un operador isométrico, con D(Va) = R(A — M) y R(V4) =
R(A—XI).

Demostracion. Por lo antes mencionado, solo nos falta verificar que V4 es un
operador isométrico. Tomando la forma paramétrica de la transformada de
Cayley tenemos que para cada z € D(A)

Valy) = (A= X))z donde y=(A— )z (2.3)

Sea A = a+1if, de manera similar a lo hecho en el Teorema 2.7, tenemos que
IVa@)I2 = 1A = XDz |2 = (A — al)all? + 82|«
lylI* = 11(A = M)z |* = [|(A — al)z||* + 8%|lz]*.
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De aqui que ||[Va(y)|| = ||ly|| para toda y € D(V,4). Por lo tanto V4 es un
operador isométrico. ®

Teorema 2.24. Sea A un operador simétrico. Entonces A es cerrado si y
solo si su transformada de Cayley V4 es un operador cerrado.

Demostracion. Por estar A € p(A), usando el Lema 1.40 tenemos que A es
cerrado si y sélo si R(A — AI) = R(Vy4) es cerrado, lo cual por el Teorema
2.15 sucede si y sélo si V4 es cerrado. =

Teorema 2.25. S0 S y T son operadores simétricos tales que T' C S, enton-
ces Vp C V.

Demostracion. Como T C S, tenemos R(T — M) C R(S — M), de donde
D(Vr) € D(Vs). Ademds, ambos operadores estan dados por la relacién
(2.3). Por lo tanto Vpr C Vs. =

Teorema 2.26. Sea A un operador simétrico densamente definido con trans-
formada de Cayley V4. Entonces R(Va—1) = D(A) y A= (AVa—AI)(Va—
n-".

Demostracion. Notemos que por ser A € C con Im()\) > 0, A — X # 0.
Ademas de (2.3) tenemos que

Valy) = Az — Xz, y=Axz — A x Vz € D(A) (2.4)

de donde ~
(Va—Dy=(A—Nz. (2.5)
Recordemos que de (2.3) tenfamos que al variar x en todo D(A) obtenfamos
todos los y en D(V4). Y como A — A # 0 al variar z en todo D(A) en la
expresion (2.5), obtenemos todos los = en D(A). Por lo tanto R(Vy — I) =
D(A). Ademds, como A es densamente definido, R(V4 — I) es denso en H,
de aqui que N(V4 — I) = {0} por el Lema 2.21. Entonces se puede definir el
operador (AVy — AI)(Va —I)™': R(V4 —I) — H con
Ai = Ay —AM)y donde &= (Vy—1y Vyec R(Vy—1I).
Ademas de (2.4) se tiene
Ma(y) = Mz — [Nz Ny = Mz — |\
(AVa— M)y =Xz — Xz =A (A= Nz) = A((Va—1)y).

De ahf que para toda ¥ € D(A), A7 = (AV4 — M) (Vy — I)~'z. Por lo tanto
A=AVy—=AX)(Va—1)"". m
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Observemos que si A es un operador simétrico densamente definido, en-
tonces su transformada de Cayley V4 cumple que R(V4 — I) es denso en
H.

Al operador Ay := AV = AX)(V —I)7' : R(V — 1) — R(AV — XI)
con Im(A) > 0, se le conoce como la anti transformada de Cayley del
operador V. Notemos que D(Ay) = R(V — I) y que este operador queda
parametrizado como

Ay () = (AW = X)y donde z=(V—1I)y con y&D(V). (2.6)

Notemos ademés que para definir la anti transformada de Cayley sélo
se necesita que el operador isométrico V' sea tal que N(V — I) = {0}. En
este caso, el correspondiente operador simétrico A = (AA — \I)(V — 1)
necesariamente estd densamente definido y A* es una relacion.

Teorema 2.27. Sea V' un operador isométrico tal que R(V —1I) es denso. En-

tonces Ay es un operador simétrico densamente definido cuya transformada
de Cayley es V.

Demostracion. Sea © € D(Ay) = R(V — I), entonces © = (V — I)y para
alguna y € D(V). Usando que V es isométrico tenemos que
(Az, ) = (Av (V = Dy) . (V = D)y) = (AV = AD)y, (V — D)y)
= (\Vy =y, Vy—y)
MIVyll* + Alyll* = My, V) = AMVy,y)

= A+ N)ylI* = Re (My, Vy))

= Re(\)[lyl* = Re (My, Vy)).
Es decir, (Ayx,z) es real, por lo tanto Ay es simétrica. Ademds, como
D(Ay) = R(V —1I), Ay esta densamente definida. Por tltimo, consideremos

la transformada de Cayley de Ay, la cual estd dada por (Ay —\I)(Ay—\I)~!
De (2.6) tenemos que para toda y € D(V),

Avz = A\Vy — \y r=Vy—y
Ave — Az =y — \y Ayz —dx = \Vy — \Vy
(Ay =Xz = (A= Ny (Ay = XDz =A== N)Vy=V ((A=N)y).

De lo anterior tenemos que D(V) = R(Ay — M) y Vi = (Ay — M )(Ay —
AM)71g. Por lo tanto V = (Ay — AI)(Ay — AI)™'. =
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Corolario 2.28. La transformada de Cayley A — V4 = (A — N)(A —
M)~ es un mapeo biyectivo entre el conjunto de los operadores simétricos
densamente definidos en H y el conjunto de todos los operadores isométricos
V en H tales que R(V — I) es denso. Su inversa es la anti transformada de

Cayley V s Ay = AV = XI)(V — 1)L

Corolario 2.29. Sea A un operador simétrico densamente definido con trans-
formada de Cayley V. SiV es una extension isométrica de V. Entonces Ay
es una exrtension simétrica de A.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y de que
D(A)=R(V —I)C R(V —I) = D(Ay).
Ademads de que para toda = € D(A),
Az =V = AD)(V = D7'a = AV = AV =)'z = Apa.
Por lo tanto A C Ay. =

Corolario 2.30. Sea A un operador simétrico cerrado densamente definido
y sea V' su transformada de Cayley. Entonces sus indices de deficiencia estdn
relacionados como sigue

di(A)=d(V) y d(A)=d(V)

Demostracion. Como V es la transformada de Cayley de A tenemos que
R(V) = R(A—X)y D(V) = R(A— ). Con A € C tal que Im(\) > 0.
Consideremos primero A € C con Im(\) > 0y |A\| > 1. Entonces por el 2.20
tenemos que

d'(V) = dim R(V)* = dim R(V)* = dim R(A — XI)* = da(\) = d(A).

Por tltimo consideremos ahora a A € C con Im(A) >0y 1 > |\ > 0.
Nuevamente por el 2.20 obtenemos

d*(V) = dim D(V)* = dim D(V)* = dim R(A — )" = da(A) = d_(A).
|

Corolario 2.31. Un operador simétrico A es autoadjunto si y solo si su
transformada de Cayley V4 es un operador unitario.

Corolario 2.32. Un operador unitario V' es la transformada de Cayley de
un operador autoadjunto si y sdlo si R(V — 1) = H.
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Capitulo 111

Teoria de extension de
Operadores Simétricos e
Isométricos.

3.1. Extensiones de operadores Isométricos.

Sea V : D(V) C H — H un operador isométrico cerrado. Sean Dy C
D(V)*" y Ry C R(V)" conjuntos lineales cerrados tales que

Esta condicién sobre la dimension es necesaria para poder tomar un ope-
rador isométrico entre Dy y Ry:

‘/0 : DO — Ro.
Consideremos entonces al operador

V=V ®nen Vo.

El cual tiene como dominio a D(V) = D(V) @ Dy. Y para el cual, si v =

y+z € D(V)cony € D(V), z € Dy, se tiene que Vo = V(y+z2) := Vy+Vpz.
Claramente R(V) = R(V) @& Ry.
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Observaciéon 3.1. V' es un operador isométrico.

Para verificar que es isométrico basta tomar x € D(V'), donde x =y + 2
cony € D(V), z € Dy, y notar que

Va|? = (Va,Va) = (Vy + Voz, Vy + Vp2)
= (Vy, Vy) + (Voz, Voz) = lyl* + |1z]* = |ly + =7

= [l

Afirmacién 3.2. Toda extension isométrica cerrada de un operador isométri-
co cerrado V' puede verse de esta manera.

Demostracion. Sea V : D(V) € H — H un operador isométrico cerrado y
V: D(V) C H — H unaextension isométrica cerrada de V. Esto quiere decir

que D(V) € D(V) y que R(V) € R(V). Ademas, por ser todos conjuntos
cerrados, tenemos que D(V') es un subespacio cerrado de D(V') y R(V') es
un subespacio cerrado de R(V'). Basta entonces tomar Dy := D(V) & D(V),

Ry := R(V) © R(V) y definir el operador V : Dy — Ry tal que para toda

z € Dy, donde z =z —yconz € D(V),ye D(V) se tenga que
Voz=Vz—Vy.

Es claro que V4 es un operador lineal biyectivo, asi que soélo falta verificar
que
Voz|l* = Vo + [IVyll® = IVyll* = [[Voz + Vyll* = [Vl
= [Vl = [IVyl® = llz]* = lylI* = 1=+ ylI* = |yl
= [l + llylI* — llyll?
= |l=I*.

Lo cual termina la prueba. m

La condicién (3.1) es muy importante pues, junto con la afirmacién an-
terior, nos dice que V' no tiene extensiones isométricas cerradas propias si
alguno de los siguientes indices de deficiencia son cero:

d(V)=dimD(V)" y d(V)=dimR(V)".
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III. TEORIA DE EXTENSION DE OPERADORES SIMETRICOS E ISOMETRICOS.

3.2. Formulas de Von Neumann.

Usando la Transformada de Cayley podemos intentar describir todas las
extensiones simétricas de un operador simétrico, cerrado y densamente defini-
do A. Una forma de hacer esto, es a través de las férmulas de Von Neumann.
Como toda extensién simétrica A estd contenida en A*, nos serd de gran
ayuda primero describir al operador adjunto A*, para lo cual probaremos el
siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea A : D(A) C H — H un operador siméltrico cerrado
densamente definido. Entonces el dominio de A* estd dado por

D(A*) = D(A) + N(A* — M) + N(A* — )I). (3.2)
Donde X es cualquier complejo tal que Im(\) # 0.

Demostracion. Sea A € C tal que Im(\) # 0. Entonces A € p(A), y por ser
A un operador cerrado, R(A — AI) es cerrado.

Como A es simétrico, D(A) C D(A*). Asi que la suma de espacios de
la derecha estd contenida en D(A*). Para probar la otra contencidn, sea
g € D(A*), por el Teorema 1.36

H=RA-X)SN{(A-X)")=RA-N)DNA* —A). (3.3)
Entonces podemos escribir a (A* — AI)gy € H de la forma

(A* = X)j = & + . (3.4)

Con 7 € R(A— M), es decir T = (A — M)z con z € D(A), y u €
N(A* — XI). Como A — A\ # 0, podemos tomar el vector iy := (A — \)~'4, el
cual también pertenece a N(A* — XI) y que satisface & = (A — \)iiz. Con lo
cual podemos reescribir la ecuacién (3.4) como

(A* = XD)j = (A= XDz + (A — \)ils. (3.5)

Pero notemos que por ser x € D(A) C D(A*), tenemos que (A — \)z =
(A* — A)x. Ademds, como iy € N(A* — \I), A*liy = Miiy. De esto tltimo
obtenemos que (A — )iy = Mg — Ay = A*lly — Ny = (A* — X )ilp. Asi, la
ecuacién (3.4) se convierte en
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FORMULAS DE VON NEUMANN.

(A* = AI)jj = (A* = M)z + (A* — M)l

Lo anterior implica que (A* — A\ )(§ — x — 1g) = 0, es decir que uy :=
y—ax —1uy € N(A* — AI). Con lo cual pudimos escribir a § como

Donde # € D(A), i, € N(A* = M) y @iy € N(A* — ).

Por ultimo, para probar que la suma es directa, tomemos una combinacion
lineal x + @y + @y = 0 con x € D(A), 4y € N(A* = AX]) y 1y € N(A* — AI).
Tenemos entonces que

0= (A" = A)(z + 0y + U2)
= (A" = XDz + (A" — Ay
= (A= XDz + (A= N)ay.

Pero de (3.3) se tiene entonces que (A — N)is = 0y (A — Al)x = 0. Pero
A—=A#0y N(A—X) = {0} por ser A € p(A). Entonces @iy = 0y x = 0,
por lo tanto @y = 0.

]

Una vez que se tiene la descomposicién (3.2), el operador A* queda com-
pletamente determinado. De hecho, A* actiia sobre los sumandos en (3.2)
como A, Al 'y Al respectivamente. Pues dada § € D(A*) con § = x + 1y + s,
donde z € D(A), 4y € N(A* — \]) y Gy € N(A* — AI), se tiene

= A"z + Aty + A g
Ademas, del teorema anterior se sigue que
dim (D(A*) \ D(A)) = dim (N(A* — M)+ N(A" - M))

= dim N(A* — AI) + dim N(A* — \I)
=d_(A)+d(A).
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Lo cual nuevamente nos deja ver que los indices d_(A) y d(A) son inde-
pendientes del valor de A que tomemos en p(A).

Teorema 3.4. Sea A un operador simétrico cerrado densamente definido.
Sean Dy C N(A* —\I) y Ry € N(A* —XI), con Im(\) > 0, conjuntos linea-
les cerrados tales que dim Dy = dim Ry = ng. Sea Vi un mapeo isométrico
arbitrario de Doy en Ry. Entonces

D(A) =D(A)+ (Vo —I)Dy (3.6)

define el dominio de alguna extension simétrica cerrada del operador A. Mas

aun, cada una de estas extensiones tiene una descomposicion de la forma
(3.6). Ademds, d(A) = d(A) +ng yd_(A) =d_(A) + no.

Demostracion. Si A es un operador simétrico y densamente definido, pode-
mos tomar su transformada de Cayley V. Por lo probado en los Teoremas
1.36 y 2.23, tenemos que

Dy € N(A* — M) = R(A— )" = D(V)*.

Y
Ry C N(A* — M) = R(A— )" = R(V)™.

Asf que por la Afirmacién 3.2, V = V&V, es una extensién isométrica cerrada
de V. Como R(V — 1) es denso en H y R(V — I) C R(V — I), tenemos que
R(V — I) también es denso en H, por lo que V tiene anti transformada de
Cayley A. La cual por el Corolario 2.29, es una extensién simétrica de A, y
es cerrada, ya que V es cerrado. Ademds, como D(A) = R(V — I), tenemos
que

D(A) = R(V —1)

—I)D(V)

—I)(D(V) & Do)

— D)+ (V = 1)Dy
V —1)D(V) + (Vy — I) Dy
(V—-I)+ (Vo —1)Dy
(A) + (Vo — 1) Do

93



FORMULAS DE VON NEUMANN.

Donde en la igualdad (V —I)(D(V)® Dy) = (V—1)D(V)+(V —I)Dy se
pasa de suma ortogonal a suma directa debido a que V — I no necesariamente
es un operador isométrico.

Por otro lado, si A es una extensién simétrica cerrada de A. Por el Teore-
ma 2.25, V; es una extension isométrica cerrada de V4. Asi que nuevamente
por la Afirmacion 3.2 existe un operador isométrico Vy : Dy — Ry. Con

Dy € D(V)* = R(A— M) = N(A* — \]).

Y
Ry C R(V)" = R(A— X)) = N(A* — I).

Tal que V = V @ Vp. Repitiendo el cdlculo de arriba, obtenemos que to-
das las extensiones simétricas cerradas de A se pueden escribir de la forma
D(A) = D(A) + (Vo — I)Dy,

Por dltimo, como D(V) = D(V') @ Dy, tenemos que
D(V)t = D(V)* @ D. (3.7)

Pues D(V): @ Dy € D(V)* ysiw € D(V)* = R(A= X))+ = N(A* = \I) =
Do @ [N(A* — A\I) © Dyl, entonces podemos escribir w = z + y con x € Dy,
y € N(A* = \)© Dy € N(A* — M) = D(V)*, pero y € Dy, de ahi que

y € D(V)* y por lo tanto w € D(V)* & Dy. Tenemos de (3.7) que entonces
dim D(V)* = dim D(V)* + dim D,

Es decir,
d_(A) =d_(A) + ny.

Similarmente d, (A) = dy(A) +ng. =

Teorema 3.5. Sea A un operador simétrico cerrado tal que d_(A)+d(A) <
00. Entonces cada una de sus extensiones simétricas es cerrada.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.24 y del hecho
de que

dim (D(A*) /D(A)) = d_(A) + d.(A) < co.
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Teorema 3.6. Un operador simétrico densamente definido A en H tiene
una extension autoadjunta si y solo si dy(A) = d_(A).

Si dy(A) = d_(A), entonces todas las extensiones autoadjuntas de A

estan dadas por los operadores Ay, donde V' es un operador isométrico que
va de N(A*— M) a N(A*—X) y

D(Ay) = D(A)+ (V = I)N(A* = XI),
Av(z+ (V= 1Dy) = Az + A\Vy — Ny
para x € D(A), y € N(A* — \I).

Demostracién. Por el Corolario 2.31 un operador A como en (3.6) es autoad-
junto si y sélo si su transformada de Cayley es unitaria, o equivalentemente

si Do = N(A* — M) y Ry = N(A* — XI) en el Teorema 3.4.

Como d_(A) = dim N(A* — X), d (A) = dim N(A* — \I) y un operador
isométrico entre dos subespacios cerrados existe si y sélo si ambos subespacios
tienen la misma dimension, entonces existe una isometria entre N(A* — \I)
y N(A* — M), es decir, A cuenta con una extensién autoadjunta. m

3.3. Extensiones de operadores Simétricos.

Ejemplos.

Recordemos que ACa, b] denota al conjunto de todas las funciones abso-
lutamente continuas en el intervalo [a, b]. Ademds, L?(a, b) denota al espacio
de Hilbert de las funciones cuadrado integrables en el intervalo [a, b], con el
producto interno

(f.g) = / f(Og@dt  Vf.g e L(a,b).

Definicién 3.7. Dados a,b € R cona < b, definimos los siguientes conjuntos
lineales en el espacio de Hilbert L*(a,b),

H'(a,b) :== {f € AC[a,b] | f' € L*(a,b)}.

H?*(a,b) :={f € C'a,b] | f' € H'(a,b)}.

Hy(a,b) = {f € H'(a,b) | f(a) = f(b) = O}.

Hg(a,b) = {f € H*(a,b) | f(a) = f(b) = f'(a) = f'(b) = 0}.
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Usando integracién por partes se tiene que para cualesquiera f,g €
H'(a,b), o o
(f's9) +(f.d") = falo = F(D)g(b) — fa)g(a). (3.8)
Y para cualesquiera f,g € H?(a,b),

9y = (F.9" = F— 9l

Es decir,

(f".9) = (f,9") = f'(b)g(d) — f(b)g'(

b) = f'(a)g(a) + fa)g'(a).  (3.9)

3.3.1. Operador —i-L en H}(a,b) C L*(a,b).

dx

Tomemos un intervalo real [a,b] C Rcona < b,yseaT : D(T) C H — H
el operador lineal definido en el espacio de Hilbert H = L*(a,b), con D(T) =
H}(a,b) y dado por T'f = —if’.
Afirmacién 3.8. D(T) = H}(a,b) es denso en L*(a,b).
Demostracidn. Se sigue del hecho de que C§°(a,b) es denso en L?(a,b), ver
[4] pag. 109, y que Cg°(a,b) C Hi(a,b). =
Afirmacién 3.9. R(T)* = {h € L*(a,b) | h(z) =\, A € C}.
Demostracion. Sea S = {h € L*(a,b) | h(z) = X\, X € C}. Probaremos
primero que R(T)* C S. Notemos que por ser S un conjunto cerrado en

L?(a,b), basta probar que S+ C R(T), pues entonces tendriamos R(T)+ C
(S+)t = S. Sea h € S*. Definamos en [a, b] la funcién

k(z) == / " h()dt.

Como h € L*(a,b) C L'(a,b), tenemos que k € H'(a,b) con k' = h. Clara-
mente k(a) = 0y k(b) = (h,1) = 0. Entonces k € D(T) = H}(a,b). Asi que
ik € D(T), por lo tanto T'(ik) = iTk = i(—i)k' =k = h € R(T).

Ahora, para probar que S C R(T)*, tomemos h € S con h(x) = X para
toda x € [a,b], y ko € R(T) arbitraria, con ky = —ihy, donde hg € D(T') =
H;(a,b). Notemos que entonces

b b b
(ko, h) :/ ko(t)Adt = X/ ko(t)dt = 7\/ (—i)hy(t)dt
= —iAhg(t)|2 = 0.
Por lo tanto h € R(T)* m
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Afirmacién 3.10. D(T*) = H'(a,b) y T*g = —ig' para toda g € D(T*).

Demostracién. Probemos primero que H(a,b) C D(T*). Para ello tomemos
g € H'(a,b) y sea f € D(T) = Hj(a,b). Como f(a) = f(b) = 0, usando la
identidad (3.8) obtenemos

(Tf,g)=(—if",9) =—i{f,g9) =if,d)
= <f7 _Zg/>

Entonces, por definicién de T* se sigue que g € D(T*) y T*g = —ig'.

Por otro lado, para probar que D(T*) C H'(a,b), sea g € D(T*). Defi-
namos h :=T"g y

k(x) := /33 h(t)dt.

De ahi que ¥ = h. Ahora, tomemos f € D(T) = H{(a,b). Como f(a) =
f(b) = 0 se sigue de la identidad (3.8) que

—(f k) = (f.K) = (f.h) = (. T"g) = (Tf.9) = {=if'. ).

De donde {(—if’, g —ik) = 0, es decir g—ik € R(T)* = S, por lo tanto existe
A € C tal que g(x) —ik(z) = A. Por lo que podemos escribir g(z) = ik(x)+ A,
pero A € H'(a,b) y k € H'(a,b). Por lo tanto g € H'(a,b). m

De la afirmacién anterior se tiene entonces que T C T™*, de donde T es
cerrable. De hecho se cumple lo siguiente.

Afirmacién 3.11. T = T**.

Demostracion. Como se cumple que T C T**, basta probar que T** C T.
Sea g € D(T**), como T C T*, por la afirmacién anterior, 7** C T C T*,
de ahf que g € D(T*) = H'(a,b) y T**g = T*g = —ig'. Para f € D(T*) se
tiene entonces que

0=(T"f,9) = (f,T"g) = (—=if',g) — {f, —ig')
=—i(f',9) —i{f.9") = —il{f's9) — ([, )]

= —i[f(b)g(b) = f(a)g(a)].

Como los valores de f(a) y f(b) son arbitrarios, se sigue que g(a) = 0 = g(b).
Por lo tanto g € Hi(a,b) = D(T). De donde T** CT. m
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De lo anterior se tiene que 7T es un operador cerrado y simétrico. Por lo
tanto para cualesquiera f,g € D(T) se tiene que

(Tf,g9)={f,Tg).

Como T es un operador simétrico, cerrado y densamente definido, pode-
mos utilizar la teoria de Von Neumann para encontrar todas sus extensiones
autoadjuntas.

o8
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Afirmacién 3.12. N(T* —il) ={ e | A€ C} y N(T*+il) ={Xe" | A €
C}.

Demostracion. Notemos que g € N(T* — A ) siy sélosig € D(T*) y T*g —
Ag = 0. En nuestro caso, como T*g = —ig’, se debe cumplir que —ig’—\g = 0.
Es decir, g es de la forma g(z) = ae™® con a € C. En particular, tomando
A =1y A= —1i, tenemos que

N(T* —il) = {Xe* | A€ C}

N(T*+il) = {Xe® | A € C}
De aqui que dy(T)=d_(T)=1. =

Tomemos un intervalo real [a,b] C R cona < b. Paratoda z € C definimos
el operador lineal S, en el espacio de Hilbert L?(a,b). Dado por S, f = —if’
con f € D(S,), donde

D(S.) ={f € H'(a,b) | f(b) = zf(a)}.

Adem3ds definimos

D(Sx):={f € H'(a,b) | f(a)=0}.

Lema 3.13. Para toda z € C U {o0}, se tiene que (S,)* = Ss;-1. Donde
0l =00 yact:=0.

Demostracién. Sea z € C\ {0}. Para f € D(S.) y g € H'(a,b) podemos
usar la identidad (3.8) y obtener

(S:f,9) — ([, —ig') = (—if', 9) — (f, —ig') = —i[{f',9) — {f, 9]

= —i[f(b)g(b) — f(a)g(a)]
).

= —if(a)zg(b) — g(a)

Si g € D(S5-1), entonces zg(b) = g(a), lo cual hace que el dltimo término se
/

anule y por lo tanto g € D((S,)*) v (S.)*g = —ig'.

Ahora tomemos g € D((S,)*). Escojamos A € C de tal manera que
M=% = 2 Entonces f(z) := e’ es un elemento de D(S,). Como T C S, y
por lo tanto, (S,)* C T*, tenemos que g € H'(a,b) y (S.)*g = —ig’ por lo
dicho anteriormente, asi que el término (S, f, g) — (f, —i¢g’) se anula. Como
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f(a) # 0, esto implica que Zg(b) = g(a), de donde g € D(S5-1).
De manera similar, si 2 = 0, para f € D(Sy) y g € H'(a,b) se tiene que

(Sof.g) — (f, —ig") =if(a)g(a). (3.10)

Sig € D(Sy), entonces g(a) = 0, lo cual hace que el iltimo término se anule
y por lo tanto g € D((S0)*) v (So)*g = —ig'.

Consideremos la funcién f(x) = x — b, notemos que f € D(Sp). Como
T C Sy, (Sp)* C T*, tenemos entonces que g € H'(a,b) y (So)*g = —ig'.
Como f(a) # 0, de (3.10) se tiene que g(a) = 0, por lo tanto g € D(Sy).

Por tltimo, si z = oo, para f € D(Sy) v g € H'(a,b) se tiene que

(Secf,9) — (f, —ig") = —if(b)g(D). (3.11)

Si g € D(Sp), entonces g(b) = 0, lo cual hace que el tltimo término se anule
y por lo tanto g € D((Sx)*) ¥ (Sx) g = —ig’.

Consideremos la funcion f(z) = = — a, notemos que f € D(S). Como
T C Sy, (Ss)* C T*, tenemos entonces que g € H'(a,b) y (Sw)*g = —ig'.
Como f(b) # 0, de (3.11) se tiene que g(b) = 0, por lo tanto g € D(Sp). m

Corolario 3.14. El operador S, es autoadjunto si y solo si |z| = 1.

Teorema 3.15. Los operadores S, con z € T = {z € C: |z| = 1}, agotan
todas las posibles extensiones autoadjuntas de T en L*(a,b

).
Demostracion. Denotemos con N; := N(T*—il)y N_; := N(T*+:I). Como
T es un operador simétrico densamente definido y d; (T') = d_(T'), podemos
usar el Teorema 3.6 con \ = 1.

Notemos que las funciones e*™*~* € N, y e* € N_; tienen la misma norma
en L?(a,b), pues

b b
<€a+b—z’ 6a+b—w> — / 62a+2b—2:cdl, — €2a+2b/ G—Qxdx
a a

1 _ 1
_ __62a+2b€ 2x|2 — €2b Qa]'
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III. TEORIA DE EXTENSION DE OPERADORES SIMETRICOS E ISOMETRICOS.

Mientras que

b
(e®,e") :/ erdy =

[e”” —e

| —

De lo anterior, y por ser N; y N_; unidimensionales, tenemos que toda iso-
metria entre N; v N_; estd parametrizada por w € T y determinada por
Vi (e4707%) = we®. Denotemos con A, a Ay, . Por el Teorema 3.6, cada f €
D(Ay) = D(T4,) se puede ver de la forma f(z) = fo(x) + (Vi — I)aedtt=2,
Donde fo € D(T) = H}(a,b) y a € C. Notemos que entonces f € H'(a,b).
Por otro lado, como

f0) = fo(b) + (Vi — De*™ ™" = 04 (Vi (e*77%) — e*) = a(we” — €%).
Y
f(a) = fola) + a(Vy — De*™ % = 0+ a(Vy, (7)) — ) = a(we” — €°).
Tenemos que [ satisface la siguiente condicién de frontera:
f(b) = z(w)f(a) donde z(w) := (we® — e*)(we® — ). (3.12)

Por otro lado, si f € H'(a,b) satisface (3.12), definiendo o := f(b)(we® —
ety folx) = f(x) — (Vi — I)ae®*=% obtenemos que

fol®) = F(B) = (Vs = e~ = f(5) — a(we” — ) = f(b) — f(b) = 0.

Y

fola) = f(a) = (Vi = Dae™™™* = f(a) — a(we” — €’) = f(a) —

De aqui que f € D(A,). Con lo cual hemos probado que

D(Ay) ={f € H'(a,b) | f(a) = z(w)f(a)}.

Notemos que z : T — T es una biyeccion. De ahi que w € T, implica que
z(w) € T. Y entonces por lo visto en el lema anterior, A, = Sa(w) €8 un
operador autoadjunto. Mas atun, toda S, se puede obtener de esta forma
tomando w = 2"1(y). m
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3.3.2. Operador —% en H2(0,00) C L*(0,00).

Comenzaremos por estudiar primero el comportamiento del operador 7" :
D(T) € H — H definido en el espacio de Hilbert H = L*(a,b), con D(T) =
HZ(a,b) y dado por T(f) = —f".

Afirmacién 3.16. HZ(a,b) es denso en L?(a,b).

Demostracidn. Se sigue del hecho de que C§°(a, b) es denso en L?(a,b) y que
Ce°(a,b) C Hi(a,b). =

Afirmacién 3.17. R(T)* C {h € L*(a,b) | h(z) = Mz + Ao}
Demostracién. Sea A = {h € L*(a,b) | h(z) = Mz + Ao} Notemos que por

ser A un conjunto cerrado en L2(a,b), basta probar que A+ C R(T), pues
entonces R(T)+ C (A1)t = A. Sea h € A*. Definamos en [a, b] la funcién

k(z) = / ’ ( / th(s)ds) dt. (3.13)

Como h € L*(a,b), tenemos entonces que k € H?*(a,b) y k" = h. Claramente
k(a) = K'(a) =0y k(b) = (h,1) = 0. Entonces k € D(T) = HZ(a,b), asi que
ik € D(T), por lo tanto T'(—k) = —Tk = —(—k")=k"=h e R(T). =u

Afirmacién 3.18. D(T*) = H?*(a,b) y T*g = —g" para toda g € D(T*).

Demostracién. Probemos primero que H?(a,b) C D(T*). Para ello tomemos
g € H2a,b) y sea f € D(T) = H3(a,b). Como f(a) = [(b) = f'(a) =
f'(b) = 0, usando la identidad (3.9), obtenemos

(Tf,9)=(=f"9)=—(f".9)=—(}.9") = {f,—9").

Entonces por definicién de T*, se sigue que g € D(T*) y T*g = —¢". Por
otro lado, para probar que D(T*) C H*(a,b), sean g € D(T*), k(z) definida
como en (3.13) y definamos h := T*¢g. De donde k" = h. Ahora, tomemos
f € D(T) = Hi(a,b). Como f(a) = f(b) = f'(a) = f'(b) = 0, se sigue de
(3.9) que

(f" k) = (f.K") = (f,h) = {f,T7g) = (L f.9) = (=", 9).

De ahi que (—f", k+g) = 0, es decir, k+g € R(T)* = A. Por lo tanto existen
A1, Ao € C tales que k(x) + g(x) = Mx + . Como g(z) = —k(z) + Mz + Ao
v k € H*(a,b), \ix + X\ € H*(a,b), tenemos que g € H*(a,b). m
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De lo anterior se tiene que T es un operador simétrico densamente defi-
nido. Més atn, se puede verificar que sus indices de deficiencia son d_(7T') =
2 = d(T) y por lo tanto cuenta con extensiones autoadjuntas, como se
demuestra al final del siguiente capitulo.

Definicién 3.19.

H'Y(0,00) := {f € L*(0,00) | ' € L*(0,00) y f € AC[a,b] V]a,b] C [0,00)}.
HL(0,00) = {f € H'(0,50) | £(0) = 0}.

H?*(0,00) := {f € L*(0,00) | f € C'[0,00) y f' € H'(0,00)}.

H3(0,00) := {f € H*(0,00) | f(0) = f'(0) = 0}.

Ahora consideremos un nuevo operador 7' : D(T)) C H — H definido en
el espacio de Hilbert H = L*(0,00), con D(T) = HZ(0,00) y dado por T'f =
—f". Nétese que D(T) = HZ(0,00) es denso, pues C5°(0,00) C HZ(0,00) y
C5°(0,00) es denso en L?(0, 00).

Lema 3.20. Si f € H?*(0,00), entonces
(a) limy_,o f'(b) = 0.
(b) limy_oo £(b) = 0.
Demostracion.
(a) Como f € H?*(0,00), f' := h € H'(0,00). Por (3.8) tenemos entonces
que

/Ob h(OR () + W (O h(t)dt = [h(b)]* — |h(0)?, (3.14)

para toda b > 0. Por definicién de H*(0,00), h, ' € L*(0, o), entonces
h'h € L*(0,00). Por lo que el lado izquierdo en (3.14) converge a la in-
tegral sobre [0, 00) cuando b — co. De aqui que el limite 1im;_,, |h(b)|?
exista. Como h € L?*(0,00) este limite tiene que ser 0.

(b) Por (3.9) tenemos que

[ ([ 1o - s s

= [ (17 = 107 @ - £ 070 + 1070 )t
= |FO) = [£(O) + 2bIm (£(0)F(0))
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para toda b > 0. Por definicién de H?*(0,00), se tiene que f,f” €
L?(0, 00), entonces f”f € L*(0, 00). Por lo que la primera de las expre-
siones anteriores converge a la integral sobre [0, c0) cuando b — co. De
aqui que el limite lim,_,, | f(b)|? exista. Como f € L*(0,00) este limite
tiene que ser 0.

|

Corolario 3.21.

(f"9) = (f.4") = =1 (0)g(0) + f(0)g'(0).

Demostracion. Basta tomar el limite cuando b — oo en la expresién (3.8)
con a = (0 y usar el lema anterior. m

Afirmacién 3.22. D(T*) = H?*(0,00) y T*g = —¢" para toda g € D(T*).

Demostracidn. Sea g € H*(0,00) y sea f € D(T') = Hg(0, 00). Como f(0) =
1'(0) = 0, del Lema 3.21 obtenemos

<Tf7g> = <_f”7g> = _<f//ag> = _<fag//> = <f7 _g//>'

Entonces, por definicién de T*, se sigue que g € D(T*) y T*g = —g". Ahora,
sea g € D(T*). Denotemos con T° al operador en L?(0,b) que resulta de
restringir a 7" en

D(Tb) ={floy | f€ HS(O,OO)}-

Y denotemos con Tj, al operador en L?(0,b) que resulta de restringir a T en
D(Ty) = Hg(0,b).

De la Afirmacién 3.18 tenemos que g € H?(0,b) y (T)*g = —g” en [0,0].
Notemos que para toda x € [0,b], con b > 0, se tiene que ((Tb)*g) r =
o

g"(z) = (T*g)x. De ahi que T*g = —¢" en todo [0,00). Ademds, como
g,9',9" € L*(0,00), tenemos que g € H*(0,00). m

Afirmacién 3.23. d (T) =d_(T) = 1.

Demostracion. Por definiciéon d_(T) = dim N(T™* — iI). Notemos que g €
N(T*—il) siysélosige D(T*) = H*0,00) y T*g —ig = 0 & ¢" +ig = 0.
Entonces sabemos que ¢ es de la forma

g(x) = e Vi g ﬁeﬁ‘”.
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Como g € D(T*) = H?(0,00), tenemos que g € L*(0,0), de donde se tiene
que en realidad .
g(z) = ae V=,

Por lo tanto d_(T") = 1. Andlogamente, tenemos que g € N(T*+iI) siy s6lo

si ¢ —ig = 0. Es decir, g es de la forma

g(z) = ae™ V" 4 BeVir,

Y como g € L*(0,0), en realidad se tiene que

g(z) = ae™ V",

Dedonde d;(T)=1. m

Como T es un operador simétrico cerrable densamente definido, podemos
usar el Teorema 3.6 para describir todas las extensiones autoadjuntas de
T. Para ello notemos que basta con encontrar dos vectores f € N; y g €
N_; tales que ||f|| = |lg|| para que toda isometria V : N; — N_;, quede
parametrizada por T. Veamos entonces que e~ VTir ¢ N; y que

(e’ﬁx, e’ﬁx> = / eVl e—V=iady — / e~V L gmVTiT gy
0 0

0 0
—/ ejﬁxdx—/ e V2 iy
0 0
1 — V2 0 1

0o V2

= ——=e

V2

Por otro lado, e™Vi# € N_; y

<€_\/h, 6_ﬂ$> = / eVir . o—Virgy = / e Viz emdx
0 0

:/ eQRe(_ﬂx)dx:/ eZRe(_%x_%m”)dm
0 0

00 ) 00
_ / ey — / eV dy
0 0
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De lo anterior tenemos que todos los operadores isométricos de N; en N_;
son de la forma

Vi N(T* —il) — N(T* +il)

ae VT oy eV con weT.

Por el Teorema 3.6, todas las extensiones autoadjuntas T de T estén
determinadas por la restricciéon de D(T*) en

D(T) = D(T) + (V = I)N;
Donde .
Tx+(V—-10z)=Tx—iVz—iz,
conx € D(T) y z € N;. Es decir,

y=z+V-IDNz=x+Vz—2z
:h—l—ozwe’\ﬁx—ae’ﬁx.

T(h+ (V= 1)f) = Th —iowe V¥ — jqe V"

Evaluando y(0) y 4/(0) obtenemos lo siguiente
y(0) =h(0)+aw—a=aw—a=a(w—1).

De donde
a=(w—1)7"f(0)

y'(0) = h(0) + (—Vi)aw — (=V=i)a
= a(—Viw + v—i)
= (W =) (=Viw + V=i) f(0)

_ Mf(o)_

w—1

Si definimos
B V—=i—wi

w—1 "
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lo anterior queda como

y'(0) = Bf(0).
Notemos que para toda w € T, B es un numero real. Mas aun, w
%ﬁ define una biyeccién entre T y R U {oo}.

Hemos probado asi que todas las extensiones autoadjuntas de T se ob-
tienen simplemente imponiendo la condicién de frontera f'(0) = B f(0), con
B € RU {0}, a familias de funciones en H?(0, 00).

3.3.3. Operador de Jacobi.

Consideremos un espacio de Hilbert separable H. Sea A : D(A) C H — H
un operador simétrico cerrado tal que (ug)p>, C D(A), donde (uy)52, es una
base ortonormal de H. Notese que entonces A es un operador densamen-
te definido. Definimos la matriz de representaciéon del operador A con
respecto a la base ortonormal (u)?°, como la matriz [c;x] tal que

cik = (Auj, ug).

Como A es un operador simétrico, observemos que para cualesquiera na-
turales j,k > 1 se tiene que c¢x; = Cji ¥ ¢j; € R.

Notemos ademas que diferentes operadores pueden tener la misma matriz
de representacion con respecto a una base ortonormal dada.

Ahora pensemos que, en lugar de partir de un operador simétrico cerra-
do y una base ortonormal contenida en su dominio, partimos de una matriz
de representacion [c;i] obtenida con respecto a una base ortonormal (uy)72;.
Como ya dijimos, pueden haber varios operadores simétricos cerrados asocia-
dos a dicha matriz de representacién y dicha base ortonormal. Sin embargo,
se puede determinar de manera univoca un operador simétrico cerrado de la
siguiente manera.

Sea B : D(B) C H — H el operador simétrico definido en el espacio
lineal D(B) generado por los elementos de la base ortonormal (ug)72,. De
tal forma que Bu, = Auyg, para toda k > 1, y que se obtiene al extender
linealmente los valores de la base a todo el espacio D(B). Al ser B simétrico
y densamente definido, se tiene que es cerrable, por lo que su operador cerra-
dura B es un operador simétrico, cerrado y densamente definido cuya matriz
de representacién es [c;x]. Ademds es minimal con respecto a esta propiedad.
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Sea H un espacio de Hilbert separable. Consideremos una base ortonor-
mal (uy)2, de H y una matriz de representacién [c;x] con respecto a esta
base, de tal forma que

a1 bl 0 0 0
bl q2 b2 0 0
0 by g3 b3 0O
ekl =10 0 by qs by
0 0 0 by g

(3.15)

o O O O O

con g, € Ry b, > 0 para toda n € N\ {0}.

La demostracién del siguiente teorema se puede consultar en [2] pag. 99.

Teorema 3.24. El dominio de A* estd dado por

D(A*) = {f — f:fkuk € H: i‘iajkfkr < oo}
k=1 =1 k=1

Procedamos entonces a intentar caracterizar a las extensiones autoadjun-
tas del operador A. Para ello primero tenemos que calcular sus indices de
deficiencia d_(A) = dim N(A* — A\I) y d; (A) = dim N(A* — \I).

Sea f € N(A* — AI). Recordemos que f € N(A* — AI) si y sélo si
fe DAY y Af = A\f. Como f € D(A*) C H y (ug)p>, es una base
ortonormal para H, f tiene una representacion de la forma f = 3" fruy.
De aqui que f € N(A* — \I) si y sélo si se cumple el siguiente sistema de
ecuaciones dado por A*f = \f.

Q1 fi + bifo =\

by f1 + qfs +  bafs =Afy

: : : : (3.16)
bn—lfn—l + ann + bnfn—H = )‘fn

Observemos que podemos encontrar una solucién particular al sistema de
ecuaciones anterior con el simple hecho de asignarle un valor a f;. Pues esto
automaticamente determina el resto de los valores f,,. Por ejemplo, haciendo
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>\—Q1’ y en

f1 = 1. Podemos despejar fy de la primer ecuacion y obtener fo = e

general de manera recursiva obtener el resto de los coeficientes

A\ — bi._
fropn =g le
by, by,

Notese que con esta eleccién de f; = 1, cada fi, es un polinomio de grado
k—1 en la variable \. Nombremos P;_1(\) := fi a cada uno de los polinomios
que se obtienen tomando f; = 1. Tenemos entonces que

h = Z Pk_1(>\)uk
k=1

es una solucién al sistema. Mas atin, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.25. La funcion [ es una solucion al sistema de ecuaciones anterior
sty solo si f es un maltiplo de h, es decir, si f = ah para alguna constante
a e C.

Demostracion. De la linealidad de A se tiene que si h es solucion, entonces ach
es solucion para cualquier a« € C. Ahora, para la otra implicacién procedemos
por induccién. Si f = >"°, fruy es solucién, definamos « := f; y notemos
que f; = a1 =aPy(\), ademas

A—q A—q
by by

Ahora, para el paso inductivo, supongamos que para los primeros k coefi-
cientes se cumple que fr = aP._1(\). Entonces

fg = f1 = OJPQ(/\) = OéPl()\>

A — by A — br._
Je41 = g — L g = %Py () — 2LaP 5(\) = aPy(V).
by by by by

Por lo tanto f = 70| fruk = > oy @Pe1(Nug = ah. =

Sin embargo, para que h € N(A* — AI) atn tendria que cumplirse que
h € D(A*). Es decir, que

D [Pa(M) < 0.
k=1

Como consecuencia de lo anterior tenemos entonces dos casos. Si

Z |Pr_1(M\)|* < oo, entonces dy(A) =d_(A) = 1.
k=1
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Comentario 3.26. En [1] se demuestra que si esto tiene lugar, entonces
S v | Pe-1(2)|* < 00 para toda z € C.

Y si

Z |P._1(\)|* = “+ 00”, entonces d (A) = d_(A) = 0.

En el caso en que d;(A) = d_(A) =0, tenemos que A no tiene extensio-
nes autoadjuntas en H.

En el caso en que dy(A) = d_(A) = 1, podemos dar una parametrizaciéon
de todas sus extensiones simétricas en H con ayuda de la teoria de Von
Neumann como sigue.

Por el Teorema 3.6, sabemos que todas las extensiones autoadjuntas de
A se agotan tomando isometrias V : N(A* —AI) — N(A* — XI). Recordemos

que
oo

h=>Y " Pi(MNuy € N(A* = M),
k=1
Y de manera completamente andloga se puede ver que

g—ZPkl Jup € N(A* — XI).

Mas atun, h y H ” g tienen la misma norma. De ahi que podamos parametrizar

todas las isometrias de N(A* — A\I) en N(A* — X\I) con w € T, simplemente

haciendo V,,(h) = HZHg De esta forma, considerando w = €%, con v €

[0, 27), tenemos que
D(Ay,) = D(A) 4+ (V,, = I)N(A* — XI).

Donde

D(A*) = < Zpk 1 Uk}> < Zpk 1 Uk}>

caracteriza a todas las extensiones autoadjuntas del operador de Jacobi A.

70



Capitulo 1V

Tripletes de frontera.

4.1. Relaciones lineales.

Definicién 4.1. Una relacion lineal en H, es un conjunto lineal T conte-
nido en H ® H.

De manera similar al caso de los operadores lineales, definimos el dominio,
rango y el nicleo de una relacion lineal como

D(T)={z € H | (z,y) €T},
R(T)={yec H|(z,y) €T},
NT)={xe€ H| (z,0)€T}.

Ademas, definimos la parte multivaluada de T como el conjunto
M(T) = {y € H | (0,y) € T}.

La cerradura T' de una relacién lineal T' no es méas que su cerradura en el
espacio H & H. Se dice que T es una relacién lineal cerrada si T'=T.

Por otro lado, definimos la inversa y el adjunto de T respectivamente
como

T—l

T*

| (z,y) € T},
| (y,Z) = (x, ) para cualesquiera (x,y) € T'}.

I
~
=N

)
)

(y,x
(Z,9
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Es facil ver que si T es un operador lineal, estos conjuntos coinciden con
los definidos previamente, siempre que existan. Sin embargo, a diferencia de
los operadores lineales, la inversa, cerradura y adjunto de una relacion lineal
siempre existen, y son también relaciones lineales.

Teorema 4.2. Si T es una relacion lineal, entonces
(a) (1) =T.
(b) D(T)* = M(T*).
(c) D(T*)* = M(T).

Demostracion.

(a) La demostraciéon del Teorema 1.32 para el caso de relaciones lineales,
es analoga. Por lo cual la podemos usar la misma demostracién que en
el Teorema 1.35.

(b) Sea § € D(T)*, por definicién, esto quiere decir que para toda z €
D(T) se tiene que (z,y) = 0. Lo anterior, a su vez, sucede si y sélo si
para cualesquiera (z,y) € T se cumple que (y,0) = (x, ), pues siempre
se tiene que (y,0) = 0. Esto ultimo es equivalente a que (0,7) € T*, lo
cual, por definicién significa que g € M (T™*).

(¢) Combinando los dos incisos anteriores tenemos que

D(T*)* = M((T*)") = M(T).
|

Dada x € D(T) se define T'(z) := {y € H | (z,y) € T}. Notemos que
T(0) = {0} si y sélo si T es un operador lineal.

Ademds, si T es un operador que no estéd densamente definido, D(T)* #
{0}. Entonces por el inciso (b) del teorema anterior, M (T*) = D(T)* # {0}.
Por lo cual T no puede ser un operador lineal.

Definicién 4.3. Sea T" una relacion lineal cerrada, definimos

Ts := ({0} & M(T))".
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IV. TRIPLETES DE FRONTERA.

Notemos que si (0,y) € Ts, entonces y = 0. Por lo tanto por el Teorema
1.12, Ty es un operador lineal. De hecho es un operador cerrado por ser un
complemento ortogonal. A T se le conoce como la parte operador de T
De lo anterior se tiene que

T=Tso ({0} & M(T)).

Definicién 4.4. Sea T una relacion lineal sobre un espacio de Hilbert H. Se
define su conjunto resolvente p(T) como el conjunto de todas las A € C
tales que (T — XI)™! tiene la misma grdfica que algin elemento en B(H).
A este ultimo se le conoce como el operador resolvente de T en \. El
espectro de T es el conjunto o(T) = C\ p(T).

Nétese que en la definicién anterior T'— AJ con A € p(T') es una relaciéon
lineal, pero no necesariamente tiene que ser un operador lineal. Por ejemplo,
siT = {0} & H, entonces T~! es el operador nulo y 0 € p(T).

Definicién 4.5. Una relacion lineal T' en un espacio de Hilbert H es una re-
lacion stmétrica si’ T C T*. Lo cual es equivalente a que para cualesquiera

Definicién 4.6. Una relacion lineal T en H es llamada relacion auto-
adjunta si y solo si T = T*. Lo cual es equivalente a que se cumplan si-
multdneamente

1. [T C T*] Para cualesquiera (z,y),(z,9) € T se tiene que (y,T) =
(z,7).

2. [T* CT) Sea (z,9) € H® H. Si para cualesquiera (x,y) € T, se tiene
que (y, &) = (x,7). Entonces (z,9) € T.

Denotemos con S(H) al conjunto de todos los operadores autoadjuntos
B: D(B) C Hg — H, con Hp conjunto lineal cerrado de H. Notemos que
por definicién de autoadjunto, R(B) C Hp para todo B € S(H). Denotemos
con Pg a la proyeccion de H sobre Hp.
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RELACIONES LINEALES.

Teorema 4.7. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
operadores B € S(H) y las relaciones autoadjuntas B en H dadas por

B=B& ({0} (Hp)") ={(z,Bx+y) |z € D(B),y € (Hp)"} (41)

donde B es la parte operador Bs y (Hg)* es la parte multivaluada M(B) de
B.

Demostracion. Sea B € S(H). Veamos que la relacién B que se obtiene de
(4.1) es una relacién autoadjunta. Para ello primero tomemos dos elementos
(z,Bx +y),(Z,Bi+7) € B® ({0} ® (Hgp)*) y notemos que

(Bx +vy,%) = (Bx,z) + (y, &) = (Bz, %) = (z, B)
= (x, BT) + (z,9) = (z, BT + 7).

Sea (Z,Z) € B*, es decir, que cumple que para cualesquiera (x, Bz +y) € B,
(Bx +y,7) = (z, 2).

En particular para y = 0, (Bx,Z) = (z, Z) y por ser B autoadjunta, tenemos
que entonces (Z,Z) € B, es decir, ¥ € D(B) y Z = Bz. De ahi que (,2) =
(z,Bt) € B.

Ahora, sea B una relacién autoadjunta. Del Teorema 4.2 inciso (b) tene-
mos que D(B)* = M(B*) = M(B). Definamos B := Bs y Hp := M(B)*.
Entonces D(B)*t = D(B)*t = M(B*)* = M(B)* = Hg. De ahi que
D(B) sea un subespacio denso de Hg. Como B = Bs L ({0} & M(B)™),
R(B) € M(B)* = Hp. Por lo tanto B es un operador densamente definido en
Hpg. Por ultimo, para ver que B es autoadjunto basta notar que para cuales-
quiera z,& € D(B) = D(Bs) = D(B), se tiene que que (z, Bx), (%, Bt) € B
y por ser B autoadjunto, (Bz,z) = (Z, Bx). =

Observacién 4.8. Notemos que D(B) = D(B).

El siguiente resultado extiende la transformada de Cayley a las relaciones
lineales autoadjuntas.
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IV. TRIPLETES DE FRONTERA.

Teorema 4.9. Una relacion lineal B en H es autoadjunta si y solo si existe
un operador unitario V' sobre H tal que

B={(z,y) e HOH|(V —Dy=—i(V+ )z} (4.2)

El operador V' queda univocamente determinado por B y es llamado la trans-
formada de Cayley de la relacion lineal B. Todo operador unitario es la trans-
formada de Cayley de alguna relacion autoadjunta B sobre H.

Demostracion. Sea B una relacién autoadjunta, y sea B = Bg su corres-
pondiente operador autoadjunto obtenido como en (4.1). Por el Corolario
2.31 su transformada de Cayley Vg = (B — iI)(B + iI)~! es un operador
unitario en Hg = D(Vg) = R(B + ¢I). Entonces el operador V : H — H
tal que Vz := (I — Pg)x + VpPgx, con Py la proyeccién de H sobre Hpg,
define un operador unitario en H. Pues coincide con el operador unitario
Vg en Hpg, y este ultimo es denso. Ademads, por el teorema anterior, cuales-
quiera (Z,y) € B se pueden escribir como & =z € D(B) = R(Vg —1I) y
§ = Bx+ycony € (Hg)t. Como x € D(B), éste se puede escribir de la
forma z = (Vg — )z con xy € D(Vg) = Hp, de donde Bz = —i(Vp + I)xy.
De todo esto se obtiene que

(V-—DNy=Veg—10Pgy= (Vg —I1)Bx = (Vg — I)(—i(Vp + I)xo)
= (Vg — I)(—=iVpxo — ixg) = —iVBVpxo — iVpxo + iV + ixg
= —iVeVpxy + 120.
—i(V4+ 1)z = —iVe —ix = —iVpx — iVpxy + ixg
= —iVp(Vpxo — x¢) — iVxo + Q70
= —iVeVpxo +1Very — 1Vixo + 120
= —iVeVpxy + 1xg.
Por lo que (4.2) se satisface.
De igual manera, notemos que cada operador V' que satisface (4.2) actia

como la identidad en R(I — Pg) y como la transformada de Cayley Vg en
Hpg. Por lo que V' queda univocamente determinado por B.

Ahora, sea V un operador unitario en H. Consideremos el subespacio
Hp := N(V — 1)t ysea Vo =V |g,. Notemos que N(Vy — I) = {0}, por el
Corolario 2.32, Vj es la transformada de Cayley de un operador autoadjunto
B = —i(Vo+ I)(Vo — I)~'. Entonces la relacién lineal B definida en (4.1) es
autoadjunta por el Teorema 4.7. Por lo tanto se obtiene (4.2). =
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4.2. 'Tripletes de Frontera para Adjuntos de
Operadores Simétricos.

A lo largo de toda esta seccion, T' denota a un operador simétrico densa-
mente definido en un espacio de Hilbert H. Ademas, dada A € C, denotare-
mos con Ny al conjunto

Ny = N(T" = \I).

Definicién 4.10. Un triplete de frontera para T™ es una terna ordenada
(K,To,T'1) que consiste de un espacio de Hilbert (K, (-,-)r) y dos funciones
o, Ty : D(T*) C H — K, tales que para cualesquiera x,y € D(T™)

(1) [z,ylr- = (T"z,y) — (z,T"y) = L1z, Toy)x — Loz, T y) i
(11) El mapeo de D(T*) C H en K & K, tal que v — (I'oz,['1x), es

suprayectivo.

Definamos I', := T'y + iy y TI'_ := I'y —['g. Entonces la primera
condicién de la definicién anterior es equivalente a que para cualesquiera
z,y € D(T),

2i[z, Yyl = T2, T_y)r — (T2, T Yk (4.3)

Algunas veces es conveniente usar la siguiente reformulacion de la Defi-
niciéon 4.10.

Definicién 4.11. Si ', y I'_ son mapeos lineales de D(T™*) a un espacio de
Hilbert (K, (-, ) k) tales que (4.3) se satisface y el mapeo de D(T*) en K@K,
con x — (Dox, Ty ), es suprayectivo. Entonces (K,To,T'1) es un triplete de
frontera para T*. Donde

[y o= ([, +0)/2 y To:=(,—T)/2 (4.4)

En este caso también llamaremos a (K,[',I'_) un triplete de frontera
para 1.
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Ejemplo 4.12. Sean a,b € R con a < b, y sea T = —i% un operador

simétrico con D(T) = Hg(a,b).

Usando integracién por partes tenemos que

ilf. glr- = f(6)g(®) — f(a)g(a). (4.5)
O equivalentemente
2i[f, glr+ = 2f(b)g(b) — 2f(a)g(a). (4.6)

Por lo tanto el triplete
K=C, T.f=vV2f(a), T_f=V2f()

es un triplete de frontera para T*. La segunda condicién en la Definicién
4.10 claramente se satisface, ya que D(T*) = H'(a,b). Lo cual implica que
para cualesquiera «, 8 € C podemos encontrar h € D(T*) = H'(a,b) tal que

h(a) = ay h(b) = 5.

Definicién 4.13. Un operador cerrado S en H es una extension propia
de T si
TCSCT™

Supongamos que (K,Tg,I'1) es un triplete de frontera para T™*. Proba-
remos que éste da lugar a una parametrizaciéon natural del conjunto de ex-
tensiones propias de T en términos de relaciones lineales cerradas B en K.
En particular, las extensiones autoadjuntas del operador simétrico T en H
podran ser descritas en términos de las relaciones autoadjuntas en K.

Sea B una relacién lineal en K, es decir, B es un subconjunto lineal de
K @ K. Denotamos con Tz a las restriccion de T™ al dominio

D(Tg) := {z € D(T*) | Tox,T1x) € B} C D(T™). (4.7)

Si B es la gréfica de un operador B en K, entonces el requisito (I'gz, ' z) €
B se convierte en que I'y x = Bl'gz, es decir, I'1y x — BI'gx = 0, y entonces

D(Tg) = N(I'y — BT). (4.8)

Si S es un operador lineal tal que T" C S C T, definimos su espacio
frontera como

FS)={Toz,Mz)e Ko K |ze DS} CKDK. (4.9)
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De la segunda condicién en la definicién 4.10, se sigue que F (1) = B
para cualquier relacion lineal B en K. También notemos que si By C B,
entonces T, = T, y que S C Txg).

Lema 4.14. Sea B una relacion lineal en K, y sea S un operador lineal en
H tal que T C S CT* y F(S) = B. Entonces se cumple que:

(a) S* =T« .

(b) S=Tg .

(c) Si S es cerrado, entonces F(S) = B es cerrado.

(d) T =Ty, es decir, D(T) = {z € D(T*) | Tox =T 2 = 0}.
Demostracion.

(a) Notemos que T C S C T* implica que T = T** C S* C T*. Entonces
un vector y € D(T™) esta en D(S*) si y sélo si para cada x € D(S) C
D(S*) C D(T™) se tiene que

(T"x,y) = (Sz,y) = (2, T"y).
O de manera equivalente, de la Definicién 4.10 (i)
Loz, Try) = Iz, Toy)

para toda x € D(S). Es decir, (Z,I'1y) = (g,[oy) para cualquier
(z,7) € F(S) = B. Por definicién de relacién autoadjunta, esto tltimo
es equivalente a que (I'gy, 1 y) € B*, y por lo tanto por el Teorema 4.2
inciso (c) se tiene y € D(Tpg«). Entonces hemos probado que D(S*) =
D(Tp+) y como ambos operadores son restricciones de T tenemos que
S* = Tp-.

(b) Por el inciso anterior tenemos que S* = Tz«. Entonces F(S*) = Tp« =
B*. Nuevamente aplicando el inciso anterior a S* y B*, tenemos que
S** = Tg«. Usando el que B** = B, concluimos que S = 5™ = Tgux =
T.

(¢) Supongamos que S es cerrado. Entonces usando el inciso anterior te-
nemos que S C Tr) =T C Tg = S = 5. Asi que T = Tp. Por la
Definicién 4.10 (ii) y por (4.7), tenemos que B = J5.
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(d) Definamos B := K & K. Entonces B* = {(0,0)} y Tg = T*. De la
Definicién 4.10 (ii) tenemos que F(17™) = B, y como F(1g) = F(T™),
por el inciso (a) se obtiene

T=T"=(T5)" =T = T{0,0)-

Proposicion 4.15. Existe una correspondencia uno a uno entre la coleccion
de todas las relaciones lineales cerradas B en K y la coleccion de todas las
extensiones propias S de T, la cual estd dada por B < Tg. Mds aun, si B,
By y By son relaciones cerradas en K, se tiene que

((Z) B() ChB & TBO - TB1-
(b) T es simétrica < B es simétrica.

(c) T es autoadjunta < B es autoadjunta.

Demostracion. Si B es una relacion cerrada, entonces Ty es cerrado por el
Lema 4.14 inciso (b) aplicado a S = Tp. Pues se tendria que

Ts = Tg = Tg.

Si S es un operador cerrado y ' C S C T, entonces F (S) es cerrado y
S =5 =Tz = Trs) por el Lema 4.14 incisos (b) y (c) respectivamente.
Lo cual nos asegura la correspondencia uno a uno.

(a) Se sigue de (4.7) y del hecho de que F(Tg,) = By y F(1p,) = B;.

(b) Claramente Ty es simétrico si y s6lo si Ty C (Tg)* = T+ por el Lema
4.14 inciso (a). O equivalentemente por el inciso anterior, si B C B*, es
decir, si B es simétrico.

(¢) Tg es autoadjunto si y sélo si Ty = T+, es decir, si y sélo si B = B,
por el inciso (a).
|

Todo triplete de frontera determina dos extensiones autoadjuntas distin-
guidas de T
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Corolario 4.16. Si (K,T'y,I'1) es un triplete de frontera para T*, enton-
ces existen extensiones autoadjuntas Ty y Ty del operador simétrico T en H
definidas por D(Ty) = N(T'g) y D(Ty) = N(T'y).

Demostracion. Claramente By = {0} & K y By = K @ {0} son relaciones
autoadjuntas. De ahi que Ty = T, y 11 = T, son operadores autoadjuntos
por la Proposicién 4.15 inciso (c¢). Pero D(Ty) = D(Tp,) = N(I'y — BTy) =
N(I'1). Y de manera similar, D(Tp) = N(I'g). =

Recordemos que S(K') denota al conjunto de todos los operadores au-
toadjuntos B que actian en un subespacio cerrado Kg en K, y Pg es la
proyeccion ortogonal sobre Kp.

Motivados por lo discutido a lo largo de este capitulo, para cada B €
S(K), podemos definir a T como la restriccién de T al dominio

D(Ts) :={z € D(T*) | Tyx € D(B) y Blyz = PsT z}. (4.10)

Es decir, un vector x € D(T*) estd en D(Tp) si y sélo si existen vectores
u€ D(B)ywve (Kp)ttalesque gz =uy 1o = Bu+wv.

Si B es una relacion autoadjunta con parte operador Bg = B y parte
multivaluada M (B) = (Kp)*, por el Teorema 4.7, podemos concluir que
Tp = Tp al comparar las definiciones (4.7) y (4.10). Este hecho serd usado
frecuentemente en lo que sigue.

La Proposicion 4.15 da una descripcién completa de las extensiones au-
toadjuntas de T" en términos de las relaciones autoadjuntas en K, o equiva-
lentemente, de operadores de S(K).

Ahora desarrollaremos otra parametrizacion de extensiones autoadjuntas
basada en operadores unitarios.

Definicién 4.17. Si V es un operador unitario en K, denotemos con TV a
la restriccion de T al siguiente conjunto

D(TY):={x e D(T*) |Vl o =T_x} C D(T"). (4.11)

Por el Lema 4.14 inciso (d), los operadores TV y Ty = Tg definidos en
(4.7) y (4.10), son extensiones de T.
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Teorema 4.18. Supongamos que (K,To, ') es un triplete de frontera para
T*. Para cualquier operador S en H, son equivalentes:

(1) S es una extension autoadjunta de T en H.

(11) Eziste una relacion lineal autoadjunta B en K tal que S = Tp (o0 equi-
valentemente, existe un operador B € S(K) tal que S = Tp).

(1) Eziste un operador unitario V en K tal que S =TV

La relacion B y los operadores V' y B quedan univocamente determinados
por S.

Demostracion.

(1) < (1)
Esta equivalencia nos la da la Proposicién 4.15. Recordemos que B
estd univocamente determinado por el operador Tp, ya que F(1g) = B.

(11) = (1)
Sea B una relacién autoadjunta, y sea Vz su transformada de Cayley,
como en el Teorema 4.9. Usando las férmulas (4.4), (4.2) y (4.11) uno
puede verificar que cualquier vector x € D(T*) satisface (I'yz,I'1 z) €
B siy sélosi VgI'y x = I'_z. Por lo tanto Tz = TV,

(11) = (11)
Sea V un operador unitario en K. Por el Teorema 4.9 existe una rela-
cién autoadjunta B con transformada de Cayley V. De la implicacién
anterior tenemos que Tz = TV. De (4.11) y la Definicién 4.10 (ii) se
sigue que el operador V queda univocamente determinado por S.
|

Lema 4.19. Sea (K,To,I'y) un triplete de frontera para T*. Sean Ty la exten-
sion autoadjunta de T determinada por D(Ty) = N(Tg) y Nx = N(T* — XI).
Entonces:

(a) Ty, Ty : D(T*) — K son mapeos continuos.

(b) Para cada X € p(Tp), I'y es un mapeo biyectivo continuo de Ny en K.
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Demostracion.

(a)

Por el Teorema de la Grafica Cerrada es suficiente probar que el mapeo
(T'o,T'1) del espacio de Hilbert (D(T™), || - ||7+) en el espacio de Hilbert
K @ K es cerrado.

Supongamos que (z,)52; es una sucesiéon que converge al vector 0 en
(D(T*), || ||+), tal que la sucesién ((I'g z,, 'y ,,)), -, converge en K &
K, es decir lim,,_,, (I'o 2, ['1 2,,) = (u,v). Entonces tenemos que

(., Toy)k — (u,T1y)x = n11_>Holo [(T12n, Toy) e — (Lo n, 1) k]
= lim [(T"z,,y) — (x,, T"y)] = 0.

n—oo
De ahi que (v,Igy)x = (u,['1y)x para toda y € D(T*). Por la De-
finicién 4.10 (ii), existen vectores yo,y1 € D(T™) tales que I'gyo = v,
Iiyo = 0y I'yyy = wu. Al agregar esos elementos, concluimos que
u=wv = 0. Por lo tanto (I'g,I'1) es cerrado.

Recordemos que D(T*) = D(Ty) + Ny, como consecuencia de los Teo-
remas 3.4 y 3.6. Como I'g(D(T*)) = K por la Definicién 4.10 (ii),
y To(D(Ty)) = {0} por la definicién de Ty, I'y mapea a Ny en K. Si
x € NyyToxz =0, entonces z € D(Ty)NNyy z =0, yaque D(Ty)+ N,
es una suma directa. Lo anterior prueba que I'y : Ny — K es biyectiva.
Para ver que es continua, notemos que en N la norma || - |7+ es equi-
valente a la norma || - || del espacio de Hilbert H. De aqui que, por el
inciso anterior, el mapeo biyectivo I'y : Ny — K es continuo.

El siguiente teorema nos dice cuando se puede garantizar la existencia de
un triplete de frontera para T™.

Teorema 4.20. FEuxiste un triplete de frontera para T* si y solo si el ope-
rador simétrico T tiene indices de deficiencia iguales. En tal caso dy(T) =

dim(K) = d_(T).

Demostracion. Sea (K,Ty,T'1) un triplete de frontera para T*. Sin pérdida
de generalidad podemos considerar A € C, con Im(A) > 0. De esta forma,
por el Lema 4.19, Iy es un isomorfismo topoldgico de Ny en K (también lo
es de Ny en K). Entonces d;(T) = dim K = d_(T).
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Por otro lado, si T' un operador simétrico con indices de deficiencia
di(T) = d_(T). Por el Teorema 3.3, todo elemento = € D(T™*) se puede

ver como = = xg + =\ + xy donde zg € D(T), xy € Ny y x5 € N5 estan
univocamente determinadas por x. Definamos los operadores Q) (z) := =, y
Qx(x) := 5. Como dy(T) = d_(T), existe un mapeo isométrico W de Ny
en Ny. Definamos

K = Nj\ F+ = 2\/ Im()\) WQ)\ I'. = 2\/1111(/\) Q;\.

Probaremos que (K,T',,T'"_) es un triplete de frontera para T*. Para ello sean

T =zo+xy+T5 Y Y=Y+ Y+ y; vectores en D(T*), donde wg, yo € D(T);
Ty, Yx € Ny y x5, 95 € N5. Notemos entonces que

[Zo + 2x + 25, Yo + Ya + yxlre = 2Im(A)i (zx, yn) — 2Im(A)i (25, y5)-
Usando esto, y el hecho de que W es isométrico, obtenemos
2i[z, ylr- = 4Im(X) (zy, yx) — 4Im(N)(zy, y»)
= 4Im(A) (25, yx) — 4 Im(A) (Way, Wys)
= <Ff x,F, y>K - <F+ :C7F+ y)K

Es decir, se satisface (4.3). Dadas z1,20 € K, hagamos z = z; + W™ lz,.

Entonces I', # = 24/Im(A\) 2o y I'_z = 24/Im()\) z1, de donde se obtiene la
condicién de suprayectividad. m

Si V' es un operador unitario en K, entonces U := —V'W es una isometria
de N, en Ny, y el operador TV definido en (4.11) es simplemente el operador

Ty del Teorema 3.6. Eso significa, por ejemplo, que la equivalencia (I) <
(1) en el Teorema 4.18 es sélo una reformulacion del Teorema 3.6.

De igual forma, si W denota a un mapeo isométrico de N5 en N,, entonces
el triplete

K =N, TI,=2/Im(\)Q, T_=2W/Im(\)Qs,

es un triplete de frontera para T™.
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Si los indices de deficiencia son iguales a d € N finito, entonces por el
Teorema 4.20, existe un triplete de frontera, y el producto interior de la
Definicién 4.10 (I) se puede ver de la forma que se describe a continuacién.

Existen funcionales lineales @1, o, ..., @q, 1,09, ..., 104 con d € N defi-
nidos sobre D(T*) tales que para cualesquiera x,y € D(T*)

@l = Y (el@)ony) — oel@)dn(y)) (4.12)

k=1
Y 2d

{(p(x), ¥(x)) |z € D(T7)} = C*, (4.13)

donde o (z) := (p1(2), ..., pa(®)) y P(x) = (Y1 (2), . .., Ya(2)).
Claramente existe un triplete de frontera (K, g, 1) para T definido por
K=C% Torx=¢p), Tiz=1y). (4.14)
Sea B € S(K). Tomemos una base ortonormal {ey,...,e,} de Kp y
una base {€,11,...,64} del espacio (Kpz)*. Como B es un operador auto-
adjunto en Kp, existe una matriz hermitiana B = [by] de n x n, tal que

n
Bel = Zk:l bkl €.

Obviamente Pgl'yz = >}, (I'1 z, e)e, donde (-, -) denota el producto
interno estandar de C?. Si I'yz € Kp entonces tenemos

BF():U = Z <F0 $,€l>B€l = Z <F0 Z, €l>bkl €.

! k.l

Recordemos que por el Teorema 4.10, un vector x € D(T*) estd en D(Tp)
siysélosi I'gyx € D(B)y Pgl'yx = BT'y . Por lo tanto x € D(T*) esta en
D(Tpg) siy sélo si

(Toz,é;) =0  je{n+1,...,d},

(Tra,é) =Y buTox,e)  ke{l,... n}
=1

Esto da una descripcién explicita de los vectores del dominio D(7g) con
d ecuaciones lineales. Discutiremos dos de los casos més simples, que son
cuandod =1y d = 2.
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Ejemplo 4.21. (d =1)

Primero, sea n = 1. Una matriz Hermitiana de 1 x 1 es simplemente
un numero real B, y el operador T estd determinado por la condicion de
frontera BT'yz = I'; 2. Si n = 0, entonces B actia en el espacio {0}, y de
aqui que Tg esté definida por la condicion I'gxz = 0. Si interpretamos esto
ultimo como BI'gyxz = I'yx en el caso B = oo, entonces los dominios de
todas las extensiones autoadjuntas Tz de T' en H estan caracterizadas por
las condiciones de frontera

BTox =Tz, B e RU{oo}.

Escribiendo B = cot(a), podemos obtener otra parametrizacién ttil de las
extensiones autoadjuntas de T', la cual estd dada por

oz cos(a) =Ty x sen(a), a € 0,m).
Ejemplo 4.22. (d = 2)

Sea B € S(K). El operador B puede actuar en un subespacio de dimen-
sién 2, 1 0 0 en el espacio de Hilbert K = C2. Es decir, tenemos los siguientes
tres posibles casos.

Caso 1 (K =K).
Aqui B corresponde a una matriz Hermitiana de 2 x 2, asi que la relacién
P’y = BT'gx nos dice que

Yi(z) = b1 (x) + cpa(), Va() = Cp1(x) + bapa(), (4.15)
con parametros by, b € Ry c € C.
Caso 2 (dim Kp =1).
Sea P = e®e con e = (a,3) € C? un vector unitario. Entonces T'yz €

D(B) = C - e es equivalente a I'gx L (8, —a), es decir, ¢1(x)5 = @o(z)a.
Mas aun, la relacion PgI'yx = B T'gx significa que

Y1 (z)aa + o (2)Ba = By (), U1(z)as + va(x) BB = Beps(x).

Tomando ¢ := fa~! y by := Bla|?sia # 0y b := B si a=0. En ambos
casos las ecuaciones anteriores son equivalentes a

() = bip(z) — &a(x),  pal@) = cpn(2), (4.16)
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ba(x) = bipa(z) () =0, (4.17)

respectivamente.

Caso 3 (dim Kz = {0}).
Entonces el dominio de T esté definido por la condicion I'gx = 0, es decir,

p1(x) = pa(z) = 0. (4.18)

Por el Teorema 4.18, las extensiones autoadjuntas de 7' son los operadores
Tg con B € S(K). Como Tg C T*, basta describir los dominios de esos
operadores.

En resumen, los dominios de todas las extensiones autoadjuntas del ope-
rador 7" son los conformados por todas aquellas x € D(T*) que satisfacen
alguna de las condiciones de frontera (4.15) - (4.18), donde by, b € Ry c € C
son fijos. Aqui, parametros y condiciones de frontera diferentes corresponden
a extensiones autoadjuntas diferentes.

La subclase de las extensiones autoadjuntas de 7" donde ¢ = 0 en la
ecuaciones anteriores, se puede describir como

Y1(x) = Brpr (), o) = Paa(x), donde S, € RU {o0}.

Al igual que en el Ejemplo 4.21, la relacion ¢;(x) = Bp;(x) con B; = 0o
significa que ¢;(z) = 0. Esta subclase también se puede parametrizar con
ai, e € [0,7) v las ecuaciones

o1(x) cos(an) = 1 (x)sen(ay),  pao(x) cos(az) = —tho(x) sen(az). (4.19)
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Ejemplos.
4.2.1. Operador —i en H{(a,b) C L*(a,b).

Retomemos el ejemplo 4.12. Sean a,b € R con a < b, y sea T = —i% un
operador simétrico con D(T) = H}(a,b). Por el Teorema 4.18 tenemos que
las extensiones autoadjuntas del operador T' = —i-L en D(T') = Hj(a,b) son
los operadores TV = —i% con dominios

D(T) = {f € H'(a,b) : f(b) = zf(a)},
donde z € T.

4.2.2. Operador —-%; en H2(a,b) C L(a,b).

da?

Sea T = —% un operador simétrico en D(T') = H3(a,b) donde a,b € R
con a < b.
Usando integracién por partes tenemos que

[f, gl = f(b)g'(b) — f'(b)g(b) — f(a)g'(a) + f'(a)g(a). (4.20)

Por lo que se puede definir un triplete de frontera para 1™ por

K=C* Tof=(f(a),f(b)) Tif=(f"(a),—f(b).

Entonces las condiciones (4.12) y (4.13) se satisfacen, y el triplete de
frontera arriba mencionado es de la forma (4.14), donde

d=2, ¢i(f)=f(a), walf)=[f(), i(f) = f'(a), af)=—Ff'(D).

Como se vi6 anteriormente el conjunto de todas las extensiones autoad-
juntas de T es descrito por las siguientes cuatro familias de condiciones de
frontera:

f'(a) =bif(a) +cf(b),  f(b) =—cf(a) = baf (D). (4.21)
f'(a) =bif(a) +2f'(b),  f(b) = cf(a). (4.22)

f'(b) = =buf(b),  fla) =0, (4.23)
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fla) = f(b) = 0. (4.24)

Donde ¢ € C y by, by € R son parametros arbitrarios.

Las extensiones autoadjuntas Ty y T definidas por el Corolario 4.16 estan
dadas por las condiciones de frontera f(a) = f(b) = 0 y las condiciones de
frontera f'(a) = f'(b) = 0 respectivamente.

En este ejemplo la subclase de extensiones autoadjuntas esta caracteriza-
da por las condiciones de frontera:

f(a)cos(ay) = f'(a)sen(ay),  f(b)cos(aa) = f'(b) sen(aw).

Donde aq,as € [0, 7).

4.2.3. Operador —-%; en H2(0,00) C L*(0, 00).

dx?
Consideremos el operador simétrico 7' = —% con dominio D(T') =
HZ(0,00) en H = L?*(0, 00).
Usando integracion por partes tenemos que

[f; gl = = f(0)g’(0) + f(0)g(0).

Entonces lo explicado en la iltima seccidn se satisface con d = 1, p(f) = f(0)
y ¥(f) = f(0), asi que existe un triplete de frontera para el operador 7™,
dado por

K:C7 F(]f:f<0>7 Flf:f/(o)
Por el Ejemplo 4.21, las extensiones autoadjuntas de 71" estan parametri-

zadas por R U {00}, y el correspondiente operador Ty estd definido por la
condicién de frontera

Bf(0) = f'(0), BeRU{oo} (4.25)

El caso B = oo genera la extension Tj de T, la cual estd dada por la
condicién Ty f = £(0) = 0.

De igual manera, se pudo haber tomado ¢(f) = —f'(0) y ¥(f) = f(0).
En este caso se obtiene la extensién 77 de T'.
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4.2.4. Operador de Jacobi.

Retomando el Operador de Jacobi A del Ejemplo 3.3.3, asociado a la
matriz (3.15). Tenfamos que si d;(A) = 0 = d_(A), entonces A no tenia
extensiones autoadjuntas.

En el caso en que d;(A) = 1 = d_(A), podemos aplicar la teoria de
tripletes de frontera. Para ello, definamos los polinomios de primer y segundo
género asociados a la matriz de Jacobi (3.15). Consideremos las ecuaciones
en recurrencia

Q11+ bips = 2y, (4.26)
bnfl(Pnfl + qnPn + bn@n+1 = ZPn. (427)
Notemos que al elegir ¢, y @9 el resto de los valores para las ¢, quedan

determinados, ya que de (4.27) se tiene que

_ (Z - Qn)gpn - bn7190n71
Pnt+1 = b

Si consideramos las condiciones iniciales 1 = 1, g = Z;‘“, entonces tenemos

que cada Py_1(z) := ¢, es un polinomio en z de grado k — 1, al cual se
le conoce como polinomio de primer género. Llamamos p(z) a la sucesién
formada con dichos polinomios, es decir

p(2) = (P (2))ils:

De manera analoga, al considerar las condiciones iniciales ¢; = 0, @9 = i,
tenemos que cada Qr_1(2) := ¢k es un polinomio en z de grado k — 2, al
cual se le conoce como polinomio de segundo género. Al igual que en el caso
anterior, llamamos ¢(z) a la sucesién formada con tales polinomios, es decir

q(2) = (Qr-1(2))7%s-

Dadas dos sucesiones x = (2,)22 1, ¥y = (y»)22 ;, definimos el Wronskiano
de las ecuaciones en diferencias correspondiente al operador de Jacobi (3.15)
como

Wn(xa y) = bn<xn+1yn - xnynJrl)-

Notemos que el Wronskiano es constante para cualesquiera soluciones de
la ecuacién (4.27).

89



TRIPLETES DE FRONTERA PARA ADJUNTOS DE OPERADORES SIMETRICOS.

Ademas, observemos que

+q1 2171 +b1x2ys —T1y1 b1y
biz1Y2  +qeroys  +baxsyo —b122Y1  —qaT2Y2  —baxa¥s
baxolys +qzr3ys +b3xays —bowsya  —q3r3yYs —bzr3ya
= b324¥3 — b3w3ys = b3(T4Y3 — w3Ys) = Wa(z,7) (4.28)
En general,
+q iy bzl —q 11 by
by 2192 +qr2ys  +bax3le —b12271 —qaT2Y2  —bawo¥s
baw2¥s +q3w3ys  +b3r4ys —byz3Ys —q3T3Ys  —b3T3Ya
bn—lxn—lyn +qnxngn +bnxn+1gn _bn—lxnyn—l _annyn _bnzng_/n—i-l
- bnxn—s—l@n - bnxngn—l—l - bn<xn+lyn - xn@n—ﬂ—l) - Wn(xa y) (429)

De manera que si z,y € D(A*), se obtiene el siguiente andlogo de la
formula de Green

<A*:v,y) - <$7A*y> = Woo($, y)> (430)
donde
Weo(z,y) := lim W, (z,y).
n—oo

Noétese que el limite de la expresién (4.30) existe, porque en el lado iz-
quierdo ambos limites existen, ya que x,y € D(A*).

En el dominio de A* hay sucesiones v, w tales que
Weo(v, w) # 0.

En efecto, si tomamos v = p(0) y w = p(0), que claramente son elementos
del dominio de A* por el Comentario 3.26, entonces Wy, (p(0),¢(0)) # 0,
puesto que p(0) y ¢(0) son linealmente independientes y son soluciones de la
ecuacién en recurrencias (4.27).
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Afirmacién 4.23. Sean v,w € D(A*) tales que Wy (v, w) # 0. Entonces
<A*l’, y) - <$7 A*y> = F1$ITZ/ - FO:UITya

donde
WOO(”? )

W (v, w)
Demostracion. Mediante la identidad de Pliicker se puede verificar que

W0, )Wl w) | Waalv,2) W7, )
Woo(,7) = W (v, w) B W (v, w) .

I'y = I'y :Wm('7w>

Elijamos por simplicidad v = p(0) y w = ¢(0). Observemos que, en este
caso,

W, (p(0), ¢(0)) = W (p(0),¢(0)) = 1.

Esto se sigue del andlogo a la férmula de Liouville-Ostrogradskii (véase
[1], pég. 9).

Si tomamos K = C, I'y = W (p(0),-) y I't = W (-, ¢(0)), hemos obteni-
do un triplete de frontera (K,Ty,I'1) para A*. Sélo nos falta verificar que el
mapeo x — (Fox, '1x) es suprayectivo. Para ello, notemos primero que

Wn(xa y) = bn(xn+1yn - J;nyn+1)
= _bn(xnyn+l - xn+1yn)
= —Wy,(y,x).

Por otro lado, observemos que el Wronskiano es lineal, pues

Wn(I7 ay + Z) = bn(xn-‘rl (ayn + Zn) - xn(ayn—i-l + Zn-i-l))
= abn(anrlyn - xnyn+1) + bn<xn+lzn - xnzn+1)
= O{Wn<l', y) + Wn([l?, Z)

De lo anterior se tiene que si el mapeo x +— ([gz, ['1z) no fuera suprayectivo,
entonces existirfan («, 8) € C*\ {(0,0)} tales que para toda x € D(A*) se
tiene que (Tox, ['1z) L (o, B). Es decir existen (a, 3) € C?\ {(0,0)} tales que
para toda x € D(A"),

alyx + BTz = aWa(p(0), 2) + BWa(z, ¢(0)) = 0.
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Lo cual equivale a que

@Woo(p((]), l’) - BWOO((](O),-T) =0,

o lo que es lo mismo, a que para toda = € D(A*)

W (@p(0) — Bg(0), ) = 0.

Pero claramente existen elementos en D(A*) para los cuales la expresién
anterior no es cero, por ejemplo z = —fp(0) + aq(0). De ahi que se cumpla
la condicion de suprayectividad.

Por lo tato (K,Ty,I";) es un triplete de frontera para A*. Y podemos
construir extensiones autoadjuntas de A como en el Ejemplo 4.21. Las cuales
estan caracterizadas por las condiciones de frontera

BTox =Tz, B e RU{oo}.
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