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Resumen

En el presente trabajo de tesis se busca en primera instancia utilizar el formalismo de junturas para
describir el colapso gravitacional de un objeto compacto cuya masa se encuentra totalmente distribuida en
su superficie, en otras palabras, un cascarén de materia. El sistema gravitacional del cascarén se describe
por medio de las ecuaciones dindmicas obtenidas a partir de considerar que la métrica en el exterior esta
dada por Reissner-Nordstrom y la métrica en el interior se describe por Minkowski, a fin de calcular el radio
de formacioén del horizonte de eventos. Para ello empezaremos por hacer un analisis de las hipersuperficies,
desde su descripcion hasta los campos tensoriales que se pueden definir sobre estas con el proposito de
obtener las ecuaciones de Gauss-Codazzi y consecuentemente una version proyectada de las ecuaciones
de Einstein. Asi podremos dar una correcta descripcion del cascarén de materia que sera utilizado como
superficie de juntura. Posteriormente examinaremos el formalismo de junturas de Israel con el objetivo
de encontrar las condiciones de uniéon adecuadas para dicha hipersuperficie, obteniendo una expresion
analitica para el tensor de energia-momento superficial del cascarén. A continuacién utilizaremos el for-
malismo primero para un colapso de tipo Oppenheimer-Snyder y después a un cascarén de materia como
el descrito en un principio. Una vez obtenidas las ecuaciones dindmicas seguiremos el colapso del cascarén
hasta que se convierta en una hipersuperficie nula. Esta hipersuperficie sera el horizonte de eventos del
cascaréon negro y de la cual obtendremos su radio. Utilizando el escalar de Kretschmann estudiaremos las
singularidades de curvatura de la métrica que describe al cascarén a fin de corroborar la formaciéon de un

agujero negro a partir de las condiciones de este sistema.

Para continuar con el anéalisis del cascar6on negro haremos una breve revision de las leyes mecanicas
de los agujeros negros, asi como también de la temperatura y entropia de Hawking y Bekenstein respec-
tivamente, que nos permitira estudiar la termodindmica de los mismos. De estas leyes obtendremos las
siguientes propiedades termodindmicas para el cascarén negro: entropia S, temperatura T y calor especifico
C. Finalmente usando el formalismo de la Geometrotermodindmica calcularemos la métrica termodinami-
ca asociada al cascarén negro, estudiaremos su curvatura y compararemos los resultados con los obtenidos

con la termodinamica estandar de los agujeros negros.

v
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Capitulo 1

Introduccion

Hace casi 400 anos las leyes de Newton mostraron la universalidad de la gravedad: cada cuerpo en
el universo atrae cada otro con una fuerza que es proporcional a la masa e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que los separa . Asimismo, se asumia que la luz estaba hecha de corpusculos
(particulas) y se sabfa que viajaba a una velocidad finita (Roemer 1676) [11]. Fue natural entonces para
John Michell en 1783 expandir dicha universalidad combinando la descripcién corpuscular con la gravita-
cion de Newton. Si los corpuisculos de luz son afectados en la misma medida que otro tipo de particulas,
debe haber una circunferencia critica para un cuerpo en el cual la velocidad de escape de una particula
sea la velocidad de la luz [28]. Desde ese punto de vista los rayos que luz que salieran de un cuerpo con
un radio ligeramente menor volverian a caer en su superficie, es decir, a una cierta distancia esos objetos

serian totalmente negros.

En 1915 Albert Einstein presento las leyes de la Relatividad General, una nueva y mejorada teoria de la
gravitacion. Y tan solo algunos meses después Karl Schwarzschild obtuvo su famosa métrica, representando
el campo gravitacional de un objeto masivo esféricamente simétrico. Fue hasta entonces que con un mejor
entendimiento de la gravedad y de la luz que, indirectamente la idea de las estrellas oscuras recibio
mayor atenciéon a través de algo llamado singularidades de Schwarzschild. Eso es porque la métrica de

Schwarzschild que explicitamente tiene la siguiente forma [26]:

oM oMG\ !
ds? = — (1 — ZG) dt* + (1 — QG) dr® +r2d, (1.1)
rc Tc
en donde
dQ = db* + sin’*(0)d¢?, (1.2)

deja en evidencia dos valores singulares, uno en r = 0 propio de la geometria esférica y uno mas interesante

enrg = 2f2M. La naturaleza fisica o no fisica de dicha singularidad de Schwarzschild fue tema de debate
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durante los proximos 40, anos e incluso el propio Einstein se pronuncié al respecto en contra basado en
célculos propios [6] que mostraban la imposibilidad de comprimir un objeto por debajo de la circunferencia
critica que establecia la métrica. Si bien los célculos de Einstein eran correctos no incluia la posibilidad
de implosion, la idea contra las singularidades de Schwarzschild recaia en encontrar algun tipo de fuerza

que balanceara la fuerza de gravedad.

En ese mismo ano Robert Oppenheimer y Hartland Snyder mostraron que una estrella idealizada lo
suficientemente masiva que ha agotado todas sus posibles fuentes de energia termonuclear colapsara. Es-
tablecian un limite de implosion para la estrella: "Si la fision debido a la rotacion, la radiacion de la masa
o la liberaciéon de masa por radiacion reducian la masa de la estrella al orden del Sol, esta contraccion
continuara indefinidamente"[21]. Si bien este trabajo fue visto con escepticismo en aquella época, afios
més tarde desperto el interés de varios fisicos que con el avance tecnologico e ideologico obtenido durante
la segunda guerra mundial se habian convencido de la existencia fisica de las singularidades de Schwarzs-
child, ahora llamadas agujeros negros. Uno de ellos fue Werner Israel, quien abordé el problema del colapso
gravitacional usando hipersuperficies y formulando condiciones de juntura adecuadas en las superficies de

discontinuidad [13].

La idea de Israel consistia en asumir que la estrella colapsando era un cascarén de materia y que el
espacio-tiempo estaba dividido en tres regiones: el exterior de la estrella, el interior de esta y su superficie.
Dada una métrica g,, para el campo exterior vacio y el interior, el problema entonces era unir de manera
apropiada ambos campos en la superficie considerando que esta tiene cierta densidad. Para hacerlo se baso
mayormente en el trabajo realizado anteriormente por Cornelius Lanczos en el tema de hipersuperficies

singulares [16].

Posteriormente, hacia los afios 70’s se vivié la época dorada del estudio de los agujeros negros. Impul-
sada por John Wheeler, Werner Israel, Stephen Hawking, Brandon Carter, entre otros, se fueron desarro-
llando un anélisis completo de estos objetos en base a la geometria diferencial, lo que derivé en resultados
importantes a la vez que sorprendentes como el conocido "Teorema de no pelo"que postula que todas las
soluciones de agujero negro de las ecuaciones de Einstein-Maxwell de gravitaciéon y electromagnetismo en
relatividad general pueden ser completamente caracterizadas por solo tres parametros clasicos observables
de manera externa: masa M, su carga Q y momento angular J [17], mismo que fue probado por Israel para
los agujeros negros de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom [14] [15] y por Brandon para el agujero negro
de Kerr [4]. Este resultado permitio a su vez describir la estructura de los agujeros negros a través de una
relaciéon variacional entre el area del horizonte de eventos y los parametros externos antes mencionados.
Por su parte Hawking demostrd que el area de la fusiéon de dos agujeros negros era siempre mayor que el

area individual de los agujeros negros que lo formaron [10] lo que en conjunto con los resultados anterio-
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res permitio establecer las leyes mecénicas de los agujeros negros [1]. En anos siguientes Hawking probo
la existencia de un tipo de radiaciéon producido en el horizonte de eventos debido a efectos plenamente
cuénticos [9], fue entonces que se noto el increible parecido de estas leyes mecénicas con las leyes de la
termodinémica, lo que llevo a considerarlos como casos particulares de sistemas termodinamicos con una

nueva definicién para la temperatura y la entropia.

Recientemente se pens6é en abordar la termodindmica asociada a un agujero negro a partir de las
definiciones de Hawking y Bekenstein empleando geometria, concretamente utilizando la Geometrotermo-
dinamica o GTD desarrollada por el profesor Hernando Quevedo Cubillos [24]. En ella, para un sistema
termodindmico dado, se define una métrica termodindmica G sobre una variedad denominada espacio
fase termodinamico 7 con coordenadas Z4 = {®, £, I%}, siendo ® el potencial termodinamico, E® las
variables extensivas e I las variables intensivas. Mediante el mapeo ¢*(G) = g, G induce una métrica g
sobre un espacio llamado espacio termodinamico de estados de equilibrio e cuyas coordenadas estan
dadas por las variables extensivas E°. La idea central en la GTD es que la curvatura asociada a la métrica
g nos da toda la informaciéon acerca de la interaccion termodinamica del sistema dada por su relacion
fundamental ®(E®). La cualidad principal de la métrica termodinamica es ser invariante de Legendre, una
propiedad sumamente importante pues garantiza que las caracteristicas de un sistema termodinamico no

dependan del potencial termodinamico utilizado para describirlo.

Dicho lo anterior, esta tesis se organiza de la siguiente manera:

= En el capitulo 2 introduciremos las bases matematicas para el estudio de las hipersuperficies. Veremos
como se expresa una hipersuperficie encajada en un espacio de dimension mayor y posteriormente
nos centraremos en la definicién de los objetos geométricos que el espacio induce sobre esta tales
como los campos tensoriales y la métrica. Esto con el fin de calcular las ecuaciones de Gauss-Codazzi

y con ello proyectar las ecuaciones de Einstein sobre la hipersuperficie.

= En el capitulo 3 repasaremos la construccion de las dos condiciones de juntura de Israel necesarias
para que dos regiones (M, g;tﬁ) y (M, g;ﬂ) divididas por una hipersuperficie X espacio-temporal
se junten de manera suave en Y, de tal forma que la union de g;rﬁ Y 9ap satisfagan las ecuaciones
de Einstein. De dichas condiciones obtendremos una ecuacién que relaciona la curvatura extrinseca

de la hipersuperficie con cierto tensor superficial de materia.

= En el capitulo 4 examinaremos a modo de ejemplo el colapso de Oppenheimer-Snyder utilizando el
formalismo de junturas de Israel. Posteriormente utilizaremos nuevamente el formalismo pero esta
vez para un cascarén hecho de polvo, con lo cual tendremos la dindmica que describe su colapso.
Después empleando la 3-velocidad del cascarén calcularemos el radio al cual este se convierte en

una hipersuperficie nula y por ende coincide con el horizonte de eventos. Para terminar el capitulo
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revisaremos las singularidades de curvatura correspondientes a la métrica que describe al cascardn.

= En el capitulo 5 estudiaremos las leyes mecanicas de los agujeros negros, consecuentemente daremos
la definicién de la temperatura de Hawking y la entropia de Bekenstein y aplicaremos los resultados
al radio del horizonte de eventos que encontramos en el capitulo anterior para calcular el valor de la

temperatura y el calor especifico.

= En el capitulo 6 revisaremos los conceptos fundamentales de la Geometrotermodinamica y su aplica-
cién a los agujeros negros. Utilizando la entropia del capitulo anterior como potencial termodinamico

calcularemos la métrica termodindmica g invariante de Legendre y analizaremos su curvatura.

= En el capitulo 7 veremos las conclusiones obtenidas al realizar este trabajo de tesis dados por los
resultados mas relevantes obtenidos del analisis termodindmico y de la GTD aplicados al cascarén

negro.



Capitulo 2

Formalismo de hipersuperficies

En una 4-variedad espacio-temporal, una hipersuperficie es una subvariedad 3-dimensional que puede
ser temporal, espacial o nula. Una hipersuperficie ¥ particular puede ser escogida poniendo una restriccion

sobre las coordenadas [22]:

d(z¥) =0, (2.1)

o bien dando ecuaciones paramétricas de la forma
x® = z%(y%), (2.2)

siendo y® (con o = 1,2,3) las coordenadas intrinsecas de la hipersuperficie. Por ejemplo, una 2-esfera

encajada en un espacio plano 3-dimensional se puede expresar como:

r = Rsinfcos ¢
O(z,y,2) =a> +y° +2° —R* =0 6 y = Rsinfsin 0 (2.3)

z= Rcosf

Por otro lado, notemos que el vector n, = ®,, es normal a la hipersuperficie ya que ® solo cambia en la
direccion ortogonal a X. Si la hipersuperficie es no nula, esta normal unitaria n, se puede definir de la
siguiente manera:

) —1 si X es espacial
n°=n%n, =€= (2.4)

+1 si X es temporal.

Si exigimos ademas que n® siempre esté en la direccién de incremento ® : n®®,, > 0, podemos definir n,,

como:
b,

= 2.5
|g/W(I>W o, |% ( )

Na
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2.1. La métrica inducida

La métrica intrinseca de la hipersuperficie ¥ se obtiene restringiendo el elemento de linea a desplaza-
mientos solo sobre la hipersuperficie. Retomando las ecuaciones paramétricas z® = z%*(y®), tenemos los
siguientes vectores

ox®

€, = ain, (26)

tangentes a las curvas contenidas en X, por lo que eSn, = 0. Para desplazamientos en 3 usamos

d¥? = gopdr®da®

Ox® o8
= (G ) (G

= hapdy”dy’, (2.7)

siendo

hap = gaﬁegeg, (2.8)

la métrica inducida o también llamada primera forma fundamental de la hipersuperficie . Notemos

que es un escalar respecto a las transformaciones z® — % de las coordenadas del espacio-tiempo, pero
. . 4 . . . .

un tensor bajo transformaciones y* — y* de las coordenadas de la hipersuperficie. Asimismo podemos

establecer una relacion de completez para la métrica inversa de la siguiente manera
b
g*? = en®n® +n° egef (2.9)

siendo h% meétrica inducida inversa.

2.2. Campos vectoriales tangentes

Dada una hipersuperficie 3, se pueden tener campos tensoriales A% definidos solo sobre ¥ y que son

puramente tangentes a la hipersuperficie. Estos tensores admiten la descomposicion
AP = pabeeoel (2.10)

siendo e los vectores base en Y. La ecuacién anterior implica que A%%n, = Aaﬁ"'n/g = .. =0, que
confirma que A% es tangente a la hipersuperficie. En general, un tensor arbitrario T®? siempre se
puede proyectar sobre la hipersuperficie, sin embargo, solo sobreviviran las componentes tangenciales. La

cantidad que efecttia la proyeccion es h®? = h“begef = ¢*% — en®n® por lo que hﬁhf...TO‘B“' es tangente
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a la hipersuperficie. Las proyecciones
Aop. e%el ... = Agpeo. = hamhipm... A™™ (2.11)

nos dan un 3-tensor A% asociado a A“? los indices latinos son subidos y bajados con he, y h®
respectivamente. Las relaciones 2.10 y 2.11 nos muestran c6mo ir y volver entre el campo tensorial A%A

y su equivalente 3-tensorial A%,

2.2.1. Derivada covariante intrinseca

Para un campo vectorial tangente A%, tal que satisface
A% = A%S A, = Aqel A%y, =0 (2.12)

se define la derivada covariante intrinseca del 3-vector A, como la proyeccién de A,.g sobre la hipersu-
perficie:

Aapp = Aa;gegef. (2.13)

Veremos a continuacién que A, definida de esta forma no es méis que la derivada covariante de A,
definida de la forma usual en términos de la conexion I'j, que es compatible con hg,. Para empezar,

desarrollemos la parte derecha de la ecuaciéon 2.13:

Agipele) = (Aae®a) ey — Anelgep

= Aa;ﬁebﬁ - ea,y;ﬁefAceZ

0A, OzP 8 e
= ax; aiyb — eZGav;gebA
=A.p —TeapA© (2.14)
donde definimos
Teap = e;’em;gef. (2.15)
De esta manera
Aa‘b =Agp — T A (2.16)

tiene la forma habitual de una derivada covariante. Tal y como se ha definido la conexién esperariamos

que fuera compatible con la métrica inducida, es decir, que pudiéramos expresar a I".,; como

1
1_\cab = i(hca,b + hcb,a - hab,c)7 (217)
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es decir, necesitamos probar que la conexion satisface hqp). = hagwege’f el = 0. Para ello basta con usar

la relacién de completez para la métrica:

hazsweﬁ‘efez = (gap — €nan,@)weg‘efez

_ a B v
= —€(Naynp + ngynalege, el

=0, (2.18)

ya que hoes = 0. La derivacién intrinseca es por lo tanto la misma operacién que la de tomar la derivada
covariante de un 3-tensor. Las cantidades A,;, = A, 56365 son las componentes tangenciales del vector
A,“ﬂef . Lo siguiente es ver si este vector también tiene alguna componente normal, escribiendo A,“ﬁebﬁ como

gZ‘A%ef y usando la relacién de completez tenemos

%ebﬁ = (en“ny, + h“megem#)A%ef

= en#Af‘ﬂefno‘ + h“m(Au;gefneg)eg‘, (2.19)

notemos que el segundo término es tangente a ¥ y el primero ortogonal al mismo. Usando el hecho de que

AF es ortogonal a n* obtenemos

Sy = —e(npAte) )n® + ™ Ay e

= Ajyeq — eA“(n#;gegebB)na. (2.20)
En este punto introduciremos el 3-tensor
Ko = na;gegef (2.21)

llamado curvatura extrinseca o segunda forma fundamental de la hipersuperficie ¥. En estos términos
reescribimos Afxﬂe? como

ey = AfeS — eA"Kqpn®, (2.22)

de donde es facil ver que Afb representa la parte puramente tangencial del campo vectorial mientras que
—eA“ K, representa la parte puramente normal. Asi pues, la componente normal se hace cero si y solo
si la curvatura extrinseca se hace cero. Por otro lado, notemos que si e% se sustituye en el lugar de A%
entonces A = 0% por lo que

eg;ﬁef =TI¢, ey —eKypn® (2.23)

que es conocida como la ecuacion de Gauss-Weingarten. La curvatura extrinseca es una cantidad muy
importante y ademas un tensor simétrico, K., = Kp,. Esto se puede ver del hecho de que los vectores

es y n® son ortogonales y que los vectores base se transportan por Lie uno a lo largo del otro, i.e.,
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eg‘;,@ef = eg‘:ﬂeg, lo que permite que:

Ky = na;gegef
= —naeg‘;ﬁef
= fnaelj“;ﬁeg
= Na;8€p €4
= Kpq. (2.24)
La simetria de K,; nos permite expresarlo como
Kab = n(a;ﬂ)egef (2.25)

demostrando que K, esta intimamente relacionado con la derivada de la normal del tensor métrico.

Finalmente veamos la siguiente relacion que nos seré de utilidad en posteriores calculos:

K = hK o = na.gh®elel

= Na.5(9* — en“nP)
=ng, (2.26)
en donde usamos la relacién de completez de g*” y el hecho de que n®nqap = 1(nng),s = 0. Esto

muestra que K es igual a la expansién de una congruencia de geodésicas que intersecan la hipersuperficie
ortogonalmente. De esta forma X es convexa si K > 0 o concava si K < 0. Asi pues, podemos ver que
mientras hgp tiene que ver con aspectos puramente intrinsecos de la geometria de una hipersuperficie, K
tiene que ver con los aspectos extrinsecos, la forma en la que la hipersuperficie est4 embebida en la varie-
dad espacio-temporal. Tomando ambos aspectos esos tensores nos dan virtualmente una caracterizacién

completa de la hipersuperficie.

2.3. Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Una vez establecida la derivada covariante intrinseca asociada a la métrica inducida h,p, podemos

definir un tensor de curvatura puramente intrinseco dado por la relacion
d
A|cab - A\Cba = _RgabA ) (227)
la cual a su vez implica que

thiab = ?db,a - Za,b + ana gll) - anbrgz (228)
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La cuestion ahora es ver si este tensor de Riemann tridimensional puede expresarse en términos de R} P
(la forma cuatridimensional) evaluada sobre ¥. Comencemos con la siguiente identidad, aplicando .,e” a

la ecuacion de Gauss-Weingarten
( €a; ﬁeg) (deed EKabna)§’Ye’Y7 (229)
desarrollamos la parte izquierda

B
PI = (eg.5€y )€l
_ B B
= eg;ﬂweb el + eg‘.ﬁebwez

= €g.4,€}, e'y + e B(Fbced eKpenl)

= €45+ e"’ + T (T¢ 6% — eKgqn®) — eKbceg;ﬁnﬁ (2.30)
y luego desarrollamos la parte derecha

PD = (I'eq — eKopn®).,e]

d «
= I‘ab ceq tlgpeq el — eRapen® — eKgpnilel
« «@
I‘ab €5+ T4 (19,68 — eKgen®) — K gpen® — eKapniyel (2.31)
Ahora igualamos ambas ecuaciones y resolvemos para e, mef e). Restando una expresion similar para

oy ﬁefjeb obtenemos — ﬁﬁ,yege’f e’, la cantidad en la que estamos interesados. Reacomodando los términos
;

encontramos finalmente:
Rf, edeyel = R el + e(Kape — Kocp)n + eKapnl el — eKoen'yey, (2.32)
proyectando a lo largo de eg4;, obtenemos
Ropysedeyeled = Roped + €(KaaKpe — KacKpa), (2.33)

la relacion deseada entre Rgpeq v €l tensor de Riemann completo. De manera similar, proyectando a lo
largo de n, obtenemos

Rﬂgvn“ege’gez = Kapje — Kaclp- (2.34)

Las ecuaciones 2.33 y 2.34 son conocidas como ecuaciones de Gauss-Codazzi y nos dicen que componentes
del tensor de curvatura espacio-temporal pueden ser expresadas en términos de las curvaturas intrinseca
y extrinseca de una hipersuperficie. Las componentes que no aparecen son Ruwgn“egn”ef ya que no

pueden expresarse solo en términos de hy, v Kqp v cantidades relacionadas.
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2.4. El tensor de Einstein

Una vez obtenidas las ecuaciones de Gauss-Codazzi (dado que estan en términos del tensor de Riemann)
podemos contraerlas hasta obtener el tensor de Einstein Gog = Rap — %Rgalg. El tensor espacio-temporal

de Ricci esta dado por

Ra[} = gMVR,uozuﬁ
= (en*n” + h™"eh el )R 00

m-n

= eRyaupntn” + K" Ryaupeler, (2.35)
y el escalar de Ricci es

R=g""Rqp
= (en®n” + h“begef)(eRwuﬁn“n” + A" Ravpeler)

= thabRWl,gn”eg‘n”ef + habhm"RWl,ge“ e¥e” ef. (2.36)

mTan

Sustituyendo tenemos las siguientes relaciones:

—2Go5nn” =3 R+ (KK, — K?) (2.37)

Gapegn’ = K2y — K (2.38)

En donde *R = h“bR;"mb, es el escalar de Ricci tridimensional. Las ecuaciones 2.37 y 2.38 son muy
importantes pues forman parte de las ecuaciones de campo de Einstein sobre la hipersuperficie X, que
necesitaremos mas adelante. De la misma forma y como era de esperarse, al igual que con el tensor de
Riemann completo, las componentes restantes del tensor de Einstein Gageg‘ef no pueden ser expresadas

solo en términos de h,p, K4 v cantidades relacionadas.

2.4.1. El escalar de Ricci

Partiendo de la ecuaciéon 2.36

R= 2eh“bRWVﬂn“egn”ef + h“bhm"RWV,ge“ eo‘e”ef, (2.39)

mTan
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el primer término se puede simplificar usando la relacion de completez y el hecho de que Rua,jgn“no‘n”nﬁ =

0. Reescribiendo el primer término nos queda
2ehabRual,ﬂn“ean”eB = 2¢(g™" + en®nP) R0 pntn” = 2eRapnn” (2.40)
usando la definicién del tensor de Riemann

— A = A, (2.41)

,aﬁ VQB

podemos reescribir la ecuaciéon 2.40 como

= —(n?&nﬁ);g + naan% + (no‘ﬁnﬁ)a —ns nﬁa (2.42)

)

Ropgnnf = —n;ojwnﬁ + NN

En el segundo término de la expresion anterior reconocemos K2, siendo K = ni, la traza de la curvatura

extrinseca. El cuarto término por otro lado puede ser expresado como:

= (en®n* + BB (en®n” + A Yna.sm
— (enﬁn" + hﬂ“)ho‘l’na;gnu;u

= hﬁ“ho‘”na;ﬂnmu
_ hbmhan a, B w o v
= N 3Eq €) Myl e
= WP R K oy Ko

- abea

= K%K, (2.43)

utilizando nuevamente la relacion de completez de ¢®?, la abreviacion h®? = h“beg‘ef , el hecho de que
n%ng,g = 1(n na):s = 0y la definicion de la curvatura extrinseca asi como su propiedad simétrica.
Recordemos que toda la manipulacién anterior es para el primer término de la expresion original para el

escalar de Ricci 2.36. El segundo término se simplifica sustituyendo las ecuaciones de Gauss-Codazzi

RabhmnRuauﬁeu eneb - habhmn[ manb 6([(mbl(lm - KmnKab)]

=3 R+ e(K"K,, — K?). (2.44)
Juntando ambos resultados obtenemos el escalar de Ricci 4-dimensional evaluado sobre la hipersuperficie:

R=3R+eK?-K%®K,)+ 26(n?‘BnB - nan%);a (2.45)



Capitulo 3

El formalismo de junturas

3.1. Problema de valores iniciales (constricciones)

En la mecénica de Newton se necesitan los valores iniciales de la posicién y la velocidad del cuerpo
para tener una solucién completa de las ecuaciones de movimiento. En el caso de las teorias de campo una
solucién completa de las ecuaciones requiere la especificacion del campo y su derivada temporal a un tiem-
po dado, es decir, para obtener una solucién completa de las ecuaciones de campo de Einstein (las cuales
son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden) necesitamos especificar gog ¥ gas, para un tiem-

po t. Si bien a priori este seria el camino a seguir se abordar el problema de una forma mas geométrica [22].

El problema de valores iniciales de la relatividad general empieza con la seleccion de una hipersuperficie
3 espacial que representa un “instante de tiempo”, esta hipersuperficie se puede escoger libremente ponien-
do coordenadas y® sobre esta. Asimismo recordemos que la métrica del espacio-tiempo gng al ser evaluada
sobre ¥ aun tiene componentes que caracterizan desplazamientos lejos de la hipersuperficie, es decir, g
solo es una componente si X es una superficie de t constante; a estas componentes no se les puede dar un
significado en términos solo de las propiedades geométricas de ¥. Para dar valores iniciales utiles para la
meétrica espacio-temporal necesitamos considerar desplazamientos solo dentro de la hipersuperficie, dicho
de otra manera, los valores iniciales para g,g tienen que ser las seis componentes de la métrica inducida
hab = Ga 56365 , las sobrantes son arbitrarias ya que refleja la completa libertad de escoger las coordenadas

espacio-temporales .
De manera similar los valores iniciales para la derivada temporal de la métrica esta descrita por por un

3-tensor que lleva la informacion sobre la derivada de la métrica en la direcciéon normal a la hipersuperficie.

Ya que K, = n(a;ﬁ)egef , la curvatura extrinseca parece ser la opcion adecuada.

13
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El problema de valores iniciales de la relatividad general por lo tanto consiste en especificar dos
campos tensoriales simétricos, hqp ¥ Kqp, sobre una superficie espacial 3. Estos tensores se pueden escoger
libremente pero deben satisfacer las ecuaciones de constricciéon de la relatividad general. Estas estan dadas

por las ecuaciones 2.37 y 2.38, junto con las ecuaciones de campo de Einstein G5 = 87 Tg:
SR+ K? — KK, = 167Tosnn® = 167p (3.1)

Kb, — K)o = 87Tapegn® = 8mja (3.2)

3.2. Condiciones de juntura

Una hipersuperficie ¥ espacio-temporal divide a 2 regiones V™ y V~. En VT la métrica es g;“ﬁ y se ex-
presa en coordenadas x¢. En V™ la métrica es Jap Y S€ €Xpresa en coordenadas z. La cuestién a resolver
es: ;Qué condiciones necesitamos poner sobre las métricas para asegurarnos de que V™ y V'~ se juntan
de manera suave en X, de tal forma que la union de ggﬁ Y 9op forme una solucion valida de las ecuaciones
de campo de Einstein? Veremos a continuacién que responder a esa pregunta no es sencillo, sobre todo
en situaciones practicas, pues los sistemas coordenados seran diferentes y no sera posible comparar las
métricas directamente. Por esa razon nos centraremos en la formulacion de las condiciones de juntura que

involucran solo a los 3-tensores sobre ¥ ya sea de tipo espacial o temporal.

Para empezar, vamos a asumir que podemos poner las mismas coordenadas y® en ambos lados de la
hipersuperficie y vamos a escoger n® la normal unitaria a ¥ de un punto V= a V. Supondremos que
hay un sistema coordenado continuo z¢, diferente de x4, que puede ser introducido en ambos lados de la
hipersuperficie. Esas coordenadas se sobreponen con 2% en un abierto en V't que contiene ¥ y también se
sobreponen con % en un abierto en V'~ que contiene ¥. (Como veremos més adelante, estas coordenadas

son mera conveniencia ya que no apareceran en la formulacion final de las condiciones de juntura.)

Ahora, imaginemos a ¥ siendo atravesado por una congruencia de geodésicas que lo intersecan orto-
gonalmente. Tomemos [ para denotar la distancia propia (o tiempo propio) a lo largo de las geodésicas y
ajustemos la parametrizacion de tal forma que [ = 0 cuando las geodésicas atraviesen la superficie, con
esta convencion | sera negativo en V'~ y positivo en V. Podemos pensar a [ como un campo escalar: El
punto P identificado por las coordenadas z® esté unido a ¥ por un miembro de la congruencia, y {(z%) es
la distancia propia (o tiempo propio) de ¥ a P a lo largo de esa geodésica. Nuestra construccion implica
que un desplazamiento fuera de la hipersuperficie a lo largo de la geodésica es descrito por dz® = n“dl,
en donde

N = €04l con n*ng = €. (3.3)
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De aqui en adelante resolveremos el problema en el lenguaje de las distribuciones. Empezaremos in-
troduciendo la distribucion de Heaviside ©(1): igual a 1 si I > 0, 0 si [ < 0 e indeterminado si I = 0, que

tiene las siguientes propiedades:

e%(1) =0() oe(-1)=0 %6(1) =4() (3.4)

siendo §(1) la distribucion de Dirac. Notemos también que el producto ©(1)d(I) no esté definido como una

distribucion. Antes de continuar establezcamos la siguiente notacion:
A=AV )ls = A(VT)ls (3.5)

en donde A es cualquier cantidad tensorial definida en ambos lados de la hipersuperficie, [A] es por lo

tanto el salto de A a travez de 3. De forma inmediata notemos las siguientes relaciones:

(0] = [eg] =0 (3.6)

con e = gZZ. La primera se sigue de la relacion dx® = n“dl y de la continuidad de [ y z a través de X

y la segunda del hecho de que las coordenadas y* son las mismas en ambos lados de la hipersuperficie.

3.2.1. Primera condicién de juntura

Empezaremos por expresar la métrica g, en las coordenadas z como una distribucién evaluada
9o = O)g%s + O(~Dgis, (37)

siendo g:ﬁ la métrica en V* expresada en coordenadas z®. A continuacién veremos si esta métrica es
una solucion valida de las ecuaciones de campo de Einstein verificando que las cantidades geométricas
construidas con g,p tales como el tensor de Riemann estan bien definidas como distribuciones. Es por ello
que debemos intentar eliminar, o al menos interpretar, los términos singulares que podamos encontrar en

esas cantidades geométricas.

Derivando 3.7 obtenemos

gapr = OW)gis., +O(=1)gos., + €5(1)[gas]ny (3.8)

utilizando ademas 3.3. Evidentemente el ultimo término es singular y causa problemas a la hora de calcular
los simbolos de Christoffel ya que genera términos proporcionales a ©(1)d(l). De esta manera, si el ultimo

término pudiera sobrevivir la conexion no estaria bien definida como una distribucién. Para eliminar este
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término imponemos la continuidad de la métrica a través de la hipersuperficie: [gog] = 0. Esto solo es
valido para el sistema coordenado z®, sin embargo, podemos hacerlo invariante también para las otras

coordenadas usando 3.6:

0= [gapleSe; = [gaseser]. (3.9)

El resultado se traduce en

[has] = 0, (3.10)

es decir, la métrica inducida debe ser la misma en ambos lados de ¥. La ecuacién 3.10 es claramente
requerida si queremos que la hipersuperficie tenga una geometria bien definida y es por eso que es la
primera condicién de juntura. Notemos que se expresa independientemente de las coordenadas z o
%, lo que a su vez nos explica por que en 3.10 tenemos solo seis condiciones en vez de las 10 de la original

[9a8] = 0, el desencaje corresponde a las cuatro condiciones coordenadas [z*] = 0.

Para encontrar la segunda condicién de juntura necesitamos calcular el tensor de Riemann como una
distribucion evaluada. Usando los resultados anteriores, tenemos que los simbolos de Christofell estdn dado
por

5, =0Ty + (-1, (3.11)

en donde I‘g:;" son los simbolos construidos a partir de gfﬁ. Derivando F:ﬁt;" tenemos

I§,5 =0T s +O(=) 05 + ed()[0F,Ins (3.12)

y a partir de esto se sigue que el tensor de Riemann esta dado por:
Rg.5 = O()RES + O(=1) R % + 6(1) A%, 5 (3.13)
en donde

g'yé = 6([112“5]7% - [ng}na)' (3.14)

Como podemos ver, el tensor de Riemann esta bien definido como una distribucion pero el término d—
representa una singularidad de curvatura en ¥. La segunda condicién de juntura buscara eliminar
este termino. Sin embargo, si no lo conseguimos veremos que se le puede dar una interpretacion fisica a la

singularidad.

3.2.2. El tensor de energia-momento superficial

A pesar de estar construidas a partir de simbolos de Christofell las cantidades A%‘7 s forman un tensor

debido a que la diferencia entre dos conjuntos de simbolos de Christofell son una cantidad tensorial. A
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continuacién buscaremos una expresion explicita para este tensor.

El hecho de que la métrica sea continua a través de ¥ en las coordenadas z® implica que su derivada
tangencial también es continua, esto significa que si gag,, es discontinua, la discontinuidad debe estar a

lo largo del vector normal n®. Por lo tanto debe existir un tensor k,p tal que

[9a8.4] = kapny, (3.15)
que esta dado explicitamente por
kap = €lgapyn”. (3.16)
La ecuacion 3.15 implica
o 1 « (07
I's,] = g(kﬁn'y + kSng — kgyna), (3.17)
y con ello tenemos que
€
G5 = 5(]9?71571,Y — kSngns — kgsn®ny, + kgynns), (3.18)

la parte — del tensor de Riemann.

Contrayendo el primer y el tercer indice obtenemos la parte — del tensor de Ricci

Aunp = Aguﬁ = %(kzwn“n[g + kugntng — knang — €kag), (3.19)

siendo k£ = k5. Después de una contraccién mas obtenemos la parte — de escalar de Ricci

A= A5 = e(kynt'n” — €k). (3.20)

(o3

Con lo anterior ya estamos en condiciones de construir la parte §— del tensor de Einstein, que a su vez
nos permite utilizar las ecuaciones de campo a fin de encontrar una expresiéon para el tensor de energia-
momento:

Tap = OWT 5 +O(=1)T 5 + 6(1)Sas, (3.21)

(03

en donde

1
87T5a3 = Aa,é’ — §Aga5. (3.22)

En la parte derecha de la ecuacion 3.21 el primer y segundo término representan el tensor de energia-
momento de las regiones V* y V'~ respectivamente. El término de la parte — por otro lado tiene una

interpretacion: Se asocia con la presencia de una distribucion delgada de materia (un cascarén) en ¥ que
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tiene un tensor de energfa-momento superficial igual a S,g.

3.2.3. Segunda condicién de juntura

Explicitamente el tensor de energia-momento esta dado por
16meSap = kpant'ng + kugn*ng — knang — €kag — (knn” — €k)gag, (3.23)
de aqui podemos ver que S, es tangente a la hipersuperficie Sagnf3 = 0 y admite la descomposicién
S8 = gabedel, (3.24)
siendo Sy = Saﬁegef es un 3-tensor simétrico. Desarrollando tenemos

167S,, = —kageg‘ef — e(kntny — ek)hay

= —kapeel — ku (9" — B et eV hap + khap

= —kapeaey +h " kel e hap. (3.25)
Por otro lado
[nas8] = _[Flﬁ]n’Y
1
= 5 (byas + kysna — Kagna )’
1
= _§(€kaﬁ - k’yanﬁnﬂy - k'yﬁnan’y)a (3.26)

que nos permite escribir

€
[Kap) = [na:plete) = §kaﬁegeg. (3.27)
Juntando ambos resultados obtenemos
€
Sab = ([Ka ] - [K]hab)a (3.28)

8w

que relaciona el tensor energia-momento superficial con el salto en la curvatura extrinseca de uno de los

lados de ¥ al otro. El tensor energia-momento completo en la capa superficial es
T3P = §(1)S%eey . (3.29)

Concluimos que una transicién suave a través de ¥ requiere que [Ku] = 0, es decir, la curvatura

extrinseca debe ser la misma en ambos lados de la hipersuperficie. Este requerimiento hace mas que solo
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remover la parte d— del tensor de Einstein, se puede probar que [K,;] = 0 implica que Agvé =0 lo que

significa que el tensor de Riemann completo es no singular en .

La condicion [K,p] = 0 es la segunda condicién de juntura, y esta expresada independientemente
de las coordenadas x® y x¢. Si esta condicién es violada entonces el espacio-tiempo sera singular en 3,
pero como vimos es precisamente la singularidad la que nos da una interpretacion fisica: Una superficie

con tensor energia-momento TEO‘ P esta presente en la hipersuperficie.



Capitulo 4

Colapso gravitacional

4.1. Colapso de Oppenheimer-Snyder

Este sencillo modelo fue el primero que describié el colapso estelar de manera continua. Por simplici-
dad se tomo6 una esfera de materia sin presion con densidad uniforme, en general un fluido perfecto con
presion despreciable es comunmente llamado polvo. La métrica interior del polvo es Friedman-Lemaitre-
Roberson-Walker (FLRW) mientras que la métrica exterior es Schwarzschild. Usando el formalismo de
junturas veremos las condiciones necesarias para que estas dos métricas puedan unirse suavemente por su

frontera comun, la superficie de la esfera colapsando.

La métrica dentro del polvo colapsando (region V) esta dada por:
ds* = —dr* + a*(7)(dx* + sin® xdQ?) (4.1)

dQ? = db? + sin? 0d¢> (4.2)

siendo 7 el tiempo propio sobre las lineas de mundo comoévil y a(7) es el factor de escala. Usando las
ecuaciones de Friedman se satisface
8T

@’ 4+ 1= ?pa2 (4.3)

en donde el punto denota diferenciacion respecto a 7. Asimismo a partir de la conservacion del tensor de

energia-momento en ausencia de presion, el polvo satisface
3
pa’ = cte = —amaz, (4.4)

81

CON Gmae €l méximo valor posible del factor de escala. La solucion a las ecuaciones 4.3 y 4.4 tienen la

20
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siguiente forma paramétrica:

Sama(1 +cos(i) (1) = Smasn + sin(i), (45)

a(n)

el colapso empieza en 7 = 0 cuando a = a4, y termina cuando 7 = 7w cuando a = 0. La hipersuperfi-

cie Y coincide con la superficie de la estrella colapsando que se localiza en yg en las coordenadas comoviles.

La métrica afuera del polvo (regiéon V1) estd dada por:
ds? = —fdt* + f~'dr* + r?dQ? con f=1- - (4.6)

siendo M la masa de la estrella colapsando. Visto desde fuera X es descrita por las ecuaciones paramétricas
r = R(1) y t = T(7) donde 7 es el tiempo propio de los observadores comoviles en la superficie. Cabe

mencionar que 7 es el mismo que aparece en la métrica de la ecuacion 4.1.

Es conveniente escoger y* = (7,6, ¢) como coordenadas en ¥ ya que e* = u®, es decir, la 4-velocidad
de un observador moviéndose con la superficie de la estrella. A continuacién vamos a calcular las métricas

inducidas:

Desde V'~ la métrica en X es:

d¥? = —dr? + a*(7)(dxo + sin? xodQ?)

= —d7? + a*(7) sin? xdQ>. (4.7)
Desde VT la métrica en ¥ es:

dr = R(7)dr dt = T(7)dr. (4.8)

d¥? = —FT%dr* + F ' R%dr? + R%dO?

= —(FT? — F7'R*)dr? + R%*d0? (4.9)

—1_ 2M
con F = =

La primera condiciéon de juntura establece que la métrica inducida debe ser la misma en ambos lados

de la hipersuperficie con lo cual obtenemos las siguientes relaciones:

R(7) = a(r)sin xo FT? - F'R* =1. (4.10)
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La primera ecuacion define R(7) y en la segunda se puede despejar F' T(T) para definir:
FT =VR?+F =B(R,R), (4.11)

cabe mencionar que al integrarse esta ecuacion para T'(7) el movimiento de la frontera en V* estd com-

pletamente determinado.

Por otro lado, de la normal unitaria a X se tienen las relaciones:
nou® =0 non® =1, (4.12)
por lo que desde V'~ tenemos
u® 0y = 07 n, dz® = ady, (4.13)
escogiendo nX > 0 de forma que n® apunte hacia V' y desde V*

uS 0y = T0; + RO, n,dz® = —Rdt + Tdr, (4.14)

[

siendo consistentes con el signo.

Ahora, recordemos que la curvatura extrinseca es definida sobre cualquiera de los dos lados de ¥ por

K= na;geg‘ef . Las componentes que no son iguales a cero son

K, = n,l;guo‘u[j = —na;guﬁ = —nya®, (4.15)

siendo a® la aceleracion de un observador comoévil a la superficie. Explicitamente dichas componentes se

escriben a continuacion ! :

Desde V—
K7 =0 (4.16)
K%, = Kf:(j) =a"'cot xo (4.17)
Desde V*
B(R, R)
K _=——7- 4.18
+7 R ( )

1Para el calculo explicito y detallado revisar el Apéndice A
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K9, = ko, — SO

+o = R (4~19)

con B(R, R) definida por la ecuacion 4.11.

Dado que en este caso no hemos impuesto alguna condicién sobre el cascarén, esperamos que la tran-
sicion sea suave en la superficie de la estrella que esta colapsando por lo que exigimos que K, sea igual

en ambos lados de la hipersuperficie. Es necesario entonces para ug satisfacer la ecuacion geodésica (a$)

en VT .

De las relaciones anteriormente calculadas es facil ver que de la ecuacion geodésica

B2 =R?+F=E? (4.20)
siendo E = —u; el parametro de energia (conservada) del observador comovil. Por otro lado [K§] = 0 nos
dice que ~

t E

wtxo _B__E (4.21)

a R asinyg

y con lo anterior ya tenemos el requerimiento para una transicién suave en X: que la hipersuperficie sea
generada por geodésicas tanto de V'~ como de V', con los pardmetros E v xo fijados por la ecuacion 4.21.

De hecho podemos reexpresar la ecuacion 4.21 usando 4.3, 4.10 y 4.11 para obtener
M = —pR? (4.22)

que nos dice que la masa gravitacional de la estrella colapsando es el producto de su densidad y su volumen,

tal como lo esperariamos.

4.2. Colapso de un cascarén delgado de polvo cargado

Como una aplicacion directa del formalismo de junturas vamos a analizar el colapso gravitacional de
un cascarén delgado de materia esférico. En la region interior V'~ del cascarén vamos a considerar un
espacio-tiempo plano y en la region exterior VT la solucién de Reissner-Nordstrom. Vamos a considerar
ademas que el cascarén esta hecho de materia cargada sin presion por lo que el tensor de energia-momento
tendra la siguiente forma:

5% = guul, (4.23)

siendo ¢ la densidad superficial de carga y materia, y u® la 4-velocidad del cascarén. Asi pues, buscaremos

obtener las ecuaciones de movimiento bajo estas condiciones.
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Usando los resultados encontrados en la seccién pasada tenemos que desde la region V*:

. _B
KT = E*, (4.24)
K0, = K¢, = Px (4.25)
+6 +¢ R ) .
. 2M 2
ﬁ+:\/R2+1_R+gQ’ (4.26)
mientras que desde la region interior V— )
KT _= %, (4.27)
B_
K% =K’ = = (4.28)
B =VR2+1, (4.29)

siendo R(7) es el radio del cascaron, M su masa y Q su carga. La ecuacion 3.28 nos dice como calcular las
componentes del tensor energia-momento superficial a partir de las componentes de la curvatura extrinseca

y [K] que se define como:
[K]= K" — K~ =h"K} — h’K,, (4.30)

calculando el valor de K+ y K~ tenemos que

B+ B+

Kt =Kl +KJ+K?="F420£ 4.31
T + % =+ R + R ) ( )
B B
K- =5 4252 4.32
7 T2 g (4.32)
por lo que explicitamente
[K]:ﬁ+fﬂ‘+2ﬁ+_6‘. (4.33)
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Sustituyendo lo anterior en la ecuaciéon 3.28 y tratandose esta de una hipersuperficie de tipo espacial segin

2.4 obtenemos

1

S‘: = h‘TTSTT = 877'(([1(:] - [KD

_ V(BB BB By —B-

8w R R R

_ 1 <ﬁ+ - 5)

T Adrw R

S (4.34)
Sg = h% Spe = 5([1(3] - [K])

oV (Be—B BB By —B-

- 87 R R R

1 (By—B- | Br—B

T 8w < R & )

=0. (4.35)

La ecuacion 4.35 puede ser integrada de manera directa al multiplicarla por RR
(By = B-)R+ (B — B-)R=0

18, )R =0
(B4 —B-)R = cte (4.36)

sustituyendo este resultado en la ecuacién 4.34 encontramos que

4TR*0 = m = cte, (4.37)
por ende
m
By —B-) = "R (4.38)

La ecuacion 4.37 nos dice ademés que la masa en reposo m del cascarén de polvo se mantiene constante
durante la evolucion. Sustituyendo el valor de S y S_ en la ecuacion 4.38, elevando al cuadrado y

resolviendo para M tenemos

9

) oM 2 .
\/R2+1—+Q—\/R2+1:—

R  R?

™| 3
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. 2 P
\/R2+1_W g:,/R2+1_@7

R R R
R2+1_%+Q:R2+1+m72_w
R R R R
2 2
M=mVE+14+ 4" (4.39)

2R

la cual tiene una interpretacion fisica. El primer término del lado derecho corresponde a la energia
cinética relativista del cascaréon incluida la masa en reposo y el segundo término se relaciona con energia
de cohesion, es decir, el trabajo requerido para mantener unido el polvo que forma el cascarén. La suma

de ambas es el total de la energia conservada y es igual a la masa gravitacional M del cascaron.

Resolviendo para R la ecuacion 4.39 y considerando que durante el colapso el mismo cascaréon esta
cayendo bajo la accién de su propia gravedad podemos asumir que la masa en reposo es igual a la masa
gravitacional, obteniendo asi la ecuacién dinamica del cascarén que nos dice como evoluciona el radio

durante el colapso
. M2 _ Q2 1 M2 _ QQ
PNELET QY ARYETES 1) »

Para Q=0 podemos integrar esta ecuacion diferencial de manera analitica mediante el cambio de variable

u=4MR — du = 4MdR:

/ 2R iR — 1 / AMR
VM2 +4MR (AM)(2M) ] /(M2 + 4MR)

1 udu 1 M? +u— M?
_SMQ/\/(MQJru)_SM2 V(M2 + )

- /(M2+ Yy — /(M2+ )34
B e oo
1 2 . 1
= 5P g(M2 +u)s — g2(M2 t+u)?, (4.41)

tomando M = 1 obtenemos la figura 1.

Si quisiéramos describir la evolucion del cascaron pero ahora desde un observador que no se encuentra
sobre el cascarén necesitariamos utilizar la relaciéon dr = /1 — QT—Tdt en la ecuacion 4.40 e integrarla para
poder obtener una grafica en términos del tiempo coordenado t. Sin embargo, dado que esta ya no se

puede resolver de forma analitica utilizando el software de Mathematica conseguimos la figura 2.
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Podemos ver claramente en cada grafica como percibe un observador la evolucion de un cascarén de
polvo dependiendo de si este se encuentra sobre el mismo (Fig. 4.1) o no (Fig. 4.2). La diferencia mas
notable es que un observador fuera del cascarén vera a este colapsar pero nunca tener un radio menor a
R = 2 mientras que alguien que se mueva junto con el cascarén podra ver como este se encoge hasta tener

un radio practicamente nulo de R = 0.

4.3. El radio del horizonte de eventos

Nuestro objetivo ahora es calcular el radio al cual el cascarén coincide con el horizonte de eventos, si
es que en algiin momento esto ocurre. Para empezar notemos que la 3-métrica que describe la evolucién
del cascarén no tiene un vector de Killing de tipo temporal por lo que necesitamos encontrar un método
alternativo para determinar el horizonte. Para ello consideraremos la propiedad de que a lo largo del
horizonte una particula de prueba se puede mover solo con la velocidad de la luz. Consideremos entonces
una particula con la 3-velocidad u®
dy® d

a_ = %(7‘,9, ), (4.42)

para un observador en la superficie la norma de la 3-velocidad esta dada de la siguiente manera
u? = ugu® = hyutu” = her (u7)? 4 heg(u®)? + hgg(u?)?. (4.43)

Ahora, supongamos que u’ = Cy = cte y u® = Cy = cte y consideremos, sin pérdida de generalidad, que

la particula se mueve a lo largo del plano ecuatorial § = 7 del cascarén. Con dichas consideraciones
u? = —(FT? — F7'R?) + R*(Cy + Cy). (4.44)

Supongamos entonces que existe un radio R = R, = cte en el cual u? = 0, es decir, la particula se mueve

a lo largo del ecuador a la velocidad de la luz. Asi, de la ecuacion anterior
W= —-FT*+ F 'R+ C% =0 (4.45)
con Cr = R*(Cy + Cy). Para resolver esta ecuacion buscaremos soluciones del tipo
FT? = C) = cte F7IR? = Cy = cte, (4.46)
de esta forma la condicion para la existencia de horizonte de eventos se reduce a una ecuacién algebraica

~C1+Cy+C% =0, (4.47)
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de donde obtenemos la siguiente relaciéon

F1? o Cy R
— = — FT? = —~— 4.48
F-lRz2 (O Cy F’ (4.48)
que podemos reexpresar usando la norma de n
n?=FT%*-F'R?=1 (4.49)
C R? R? Cy
R e — —=—"_=cte=K 4.50
(Cz ) F F Ol _ 02 cre ( )

con Cq # Cs.

Finalmente, utilizado la ecuaciéon dindmica del cascarén 4.40 obtenemos un valor para el cual radio

coincide con el horizonte de eventos

- () b )
=KF (4.51)

oM Q2
=K(1-2- 42 ).
(%)

Resolviendo para R obtenemos la siguiente ecuacion:
AMPKR? —AM(M?(2K +1) — Q*)R+ 4M*KQ — (M* - Q*)* =0, (4.52)

siendo esta una ecuacién cuadratica en R podemos resolverla facilmente obteniendo en conclusién

. M?(2K +1) - Q* + /[M2(2K + ;?W—KQQ]Q - KUMPQPK — (M? - Q*)°] (4.53)

Como podemos ver el radio del horizonte depende muchisimo del valor de la constante K y en principio la
dnica restriccion a la que puede estar sujeta la podemos obtener del discriminante de la raiz. Sin embargo,
también podemos estimar un rango de valores que sean fisicamente aceptables quitando la dependencia
de una variable. Por ejemplo, si consideramos que el cascarén negro carece de carga obtenemos un radio

evidentemente mas sencillo que es simplemente proporcional a la masa como en la solucién Schwarzschild:

2K +1+ 2K +1)2+ K
Rpe = M | 22 F V2<K iy (4.54)
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Tomando como referencia el horizonte de eventos de un agujero negro de tipo Schwarzschild Ry, = 2M
podemos discernir entre sus distintos valores y tomar como consistentes todos aquellos que nos den como

resultado un valor mayor:

2K + 1 2K +1)2+ K
v 2K VOEF PR
2K
2K +1+ /(2K + 12+ K > 4K

+vV/(2K +1)2+ K >2K —1
(2K +1)2 + K > (2K —1)?
AK? + 4K + 1+ K > 4K? —4K + 1

K>0 (4.55)

considerando tanto K como la raiz positiva. Esta condicién es totalmente consistente con la ecuacion 4.50

ya que como R? siempre es positiva tenemos la siguiente restriccion:

F>0

2M
1—-—>0
R

1>%
R

R > 2M. (4.56)

De esta forma tenemos que para valores positivos de K siempre se obtiene un radio mayor al ya
conocido. Esto nos dice que un cascarén de materia que colapsa y se transforma en un cascarén negro
forma un horizonte de eventos antes que un agujero negro normal lo hace, por lo que la distribucion de
materia del objeto juega un papel muy importante a la hora de determinar las propiedades que tendra

una vez que ya haya colapsado.

4.4. Singularidades de la métrica

Es bien sabido que la Teoria de Einstein no da una descripciéon completa de la gravitacion en todos
los puntos del espacio-tiempo, pues existen regiones de este en las cuales las soluciones dadas por las
ecuaciones de campo no esta bien definidas. Si bien existen varios tipos de singularidades, las que nos
interesan son las de singularidades de curvatura, pues sin ahondar mucho en el tema sabemos que existen
los conocidos Teoremas de singularidad [32] [10] en Relatividad General que nos aseguran que las
singularidades son caracteristicas reales de soluciones cosmolégicas y que colapsan. En particular dada
la simetria de la métrica de Schwarzschild los teoremas predicen la ocurrencia de singularidades en el

interior de los agujeros negros asociados a esta métrica [27]. En nuestro caso solo analizaremos aquellas
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regiones del espacio-tiempo en donde los invariantes escalares asociadas con las curvatura y que nos dan
la intensidades del campo gravitacional se hacen infinito. La ventaja de usar estas cantidades es que al
ser invariantes no dependen del sistema de coordenadas en el que estemos por lo que estara ahi seamos el

observador que ve como colapsa el cascarén o seamos el observador que cae con el cascarén.

La manera de determinar estas singularidades es evidentemente construirlas en base a contracciones

del tensor de curvatura, tales como el escalar de Ricci:
R, =9""Ruo = 9" ¢"" Ruvpo, (4.57)
o el escalar de escalar de Kretschmann [12]:
Ks=R"" Ryupo- (4.58)
En nuestro caso para la métrica del cascarén
d¥% = —(FT* — F~'R?)dr? + R?dQ?, (4.59)

el escalar de Ricci y el escalar de Kretschmann estan dado respectivamente por 2:

1{1-2RR+ R2

(4.61)

1 ({1+2R2+2RR?+ R*
Ke=13 RA

en donde claramente podemos ver que existe una singularidad de curvatura para R = 0.

2Para el calculo explicito y detallado revisar el Apéndice B



Capitulo 5

Termodinamica de agujeros negros

A continuacion haremos una breve revision de las leyes mecénica de los agujeros negros [1] [31] a fin de
aplicarlas al radio del horizonte de eventos que previamente hemos encontrado para el cascarén y de las
cuales podremos hacer una analogia a las leyes de la termodindmica a partir de la temperatura y entropia

definida por Bekenstein y Hawking [30].

5.1. Ley cero de la mecanica de los agujeros negros

La ley cero establece que la gravedad superficial £ de un agujero negro estacionario es constante sobre

el horizonte de eventos.

La gravedad superficial x en un espacio-tiempo estatico se puede interpretar como la fuerza requerida
de un observador en infinito para sostener un particula estacionaria en el horizonte de eventos. En un
espacio-tiempo estacionario el horizonte de eventos es tipicamente un horizonte de Killing! para un vector

de Killing adecuado, formalmente se define utilizando la siguiente ecuacién
kY k" = kkP. (5.1)

Como vimos en el capitulo anteriormente la métrica que describe la evoluciéon del cascarén no cuenta
con un vector de Killing que podamos utilizar para definir el horizonte de eventos. Sin embargo, para
horizontes de eventos mas generales, es decir, en espacios-tiempos no necesariamente estacionarios la
gravedad superficial se puede definir en términos de los generadores nulos del horizonte con una ecuacion
similar a 5.1 [20] [7]. Asi que siguiendo la misma idea en la que calculamos el radio del horizonte de eventos
podemos establecer la gravedad superficial para la hipersuperficie nula que corresponde al horizonte de

eventos del cascaromn.

1Un horizonte de Killing es una hipersuperficie donde el vector de Killing se hace nulo

32
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5.2. Primera ley de la mecanica de los agujeros negros
La primera ley nos da una relacion entre el area y la energia de los agujeros negros estacionarios, esta

nos dice [29]:

Si un agujero negro estacionario de masa M, carga Q y momento angular J, con un horizonte de eventos
de gravedad superficial , potencial superficial eléctrico @y y velocidad angular Qp, es perturbado de tal
manera que se estabilice en otro agujero negro de con masa M + §M, carga @ + Q) y momento angular
J + dJ, entonces

dM = 8%dA + QpdJ + ®ydQ. (5.2)

La primera ley aplicada a nuestro cascarén la obtendremos calculando el area del horizonte de eventos,

notemos de entrada que en nuestro caso el momento angular es cero. Haciendo d7 = 0 en 4.9 tenemos
d% = R?d0? = R*(d6* + sin® 0d¢?) = g, dz"dz”, (5.3)

integrando tenemos que el area del horizonte esta dado por

27 ™
A :/ / v/ det(g,,,)d0de
" 0o Jo !
27 ™
= / / R? sin 0dfd¢
0o Jo

=47 R3, (5.4)

sustituyendo el radio del horizonte que encontramos para el cascarén tenemos

M?(2K +1) — Q* + /[M2(2K + 1) — Q2> — K4M?2Q?K — (M? — Q2)?]

Ap = dr IMK

Dada la dependencia explicita de la masa M y la carga Q tenemos la relacion A, = Ap(M,Q), que

podemos expresar de forma diferencial como

dA, = (Mh) dM + (%> dQ, (5.6)
Q M

oM oQ

reacomodando los términos y usando las siguientes relaciones

oM 1
(aAh)Q RCSN >0
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(o), (5a)., (), = 63

obtenemos la primera ley aplicada al cascarén

oM oM
o= (20) s (29 e 6

oM K oM
R R

5.3. Segunda ley de la mecanica de los agujeros negros

en donde se satisface

La segunda ley nos dice que, el area del horizonte de eventos no decrece con el tiempo
dA >0, (5.11)

de esta manera, si dos agujeros negros colapsan, el area del horizonte de eventos final sera mayor que la

suma de las areas de los agujeros negros originales
A3 > Al + A2. (5.12)

Esto establece una analogia directa entre el area del horizonte de eventos y la entropia, de la cual
hablaremos a continuacién. Esta ley es un poco mas fuerte que su contraparte termodinamica pues en
termodindmica uno puede transferir entropia de un sistema a otro y solo se requiere que la entropia total
no disminuya. Mas en cambio, no se puede transferir area de un agujero negro sin dividirla, se requiere

que el area de cada agujero negro no disminuya.

5.4. La entropia de Bekenstein-Hawking

Como podemos ver, pareciera que las leyes mecanicas de los agujeros negros son practicamente anélo-
gas a las leyes de la termodinadmica. Sin embargo, en el trabajo original de Barden, Carter y Hawking [1]
enfatizan que los agujeros negros tienen temperatura cero. Como nada escapa de un agujero negro entonces
no es posible que puedan irradiar algo, lo que a su vez nos dice que no pueden tener una entropia fisica y
por ende la analogia entre las leyes mecanicas de los agujeros negros y las leyes de la termodindmica son

meramente formales.

Jacob Bekenstein profundizo en la segunda ley y noté que esta se violaria si los agujeros negros no
tuvieran entropia en el sentido de que podriamos arrojar arbitrariamente objetos entropicos dentro del

agujero negro disminuyendo asi la entropia total del universo exterior. Conjeturé entonces que los agujeros
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negros deberian tener una entropia Spy o A. De esta manera, la generalizacion de la segunda ley dada

por Bekenstein dice

dStotar > 0 (5.13)

en donde Siotar = Sexterna +SBH [5]- No obstante, dichos resultados se obtuvieron a partir de la mecéanica
clasica, por lo que Hawking posteriormente utilizando mecanica cuantica mostrd que los agujeros negros
pueden crear y emitir particulas dando lugar a un flujo térmico como si fueran objetos calientes con una
temperatura bien definida, lo que implica que efectivamente se comportan como un sistema termodinamico

[9]. Dicha temperatura esta dada por
hk

- 27‘(‘]4137

(5.14)

siendo f la constante de Plank reducida, k la gravedad superficial y kg la constante de Boltzmann.

Teniendo una expresion para temperatura de un agujero negro y usando la relaciéon dada por la primera

ley se confirmaron las sospechas de Bekenstein con un valor explicito para la entropia de un agujero negro

(5.15)

A
SBH:Z

tomando i = kg = 1. Con esta relacion podemos calcular de forma inmediata la entropia de un cascarén

negro

2

M?(2K +1) — Q* + /[M2(2K +1) — Q?]> - K4M2Q?K — (M2 — Q2)?]
IMK

Spg=m (5.16)

5.5. Propiedades termodindmicas del cascarén negro

Siendo el cascarén negro un sistema termodinamico podemos utilizar las condiciones termodinamicas

de equilibrio para calcular la temperatura y el calor especifico [3]. De la primera ley tenemos que
dM =TdSgy + ®rdQ (517)

por lo que la temperatura T esta dada por

(?}7) _ 1 (5.18)

y explicitamente toma el siguiente valor:
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7/ (K + 1)(M?2 — Q) (4KM? + M2 — Q?) + (2K + 1) M2 — Q2

-1 _
= 2K2M3\/(K + 1)(M? — Q%) (4K + 1)M? — Q2)

x [(2K + M2\ /(K + 1)(M? — Q2) (4K + 1)M? — Q2)

+ (K 4+ 1)(4K + 1)M* + QQ\/(K +1)(M2 — Q2) (4K M2 + M2 — Q2?) — (K + 1)Q* (5.19)

El calor especifico C se obtiene de la siguiente relacion

C=T (aSBH) , (5.20)

oT

sin embargo, no podemos usarla de manera directa pues la entropia que calculamos no esta en términos

de la temperatura. Usando la regla de la cadena podemos reexpresarla como

IO oM C I

y calcular su valor a partir de la relacion inversa. Derivando 5.19 con respecto a M tenemos que:

C = /(K + 1)(M? — Q2) (4K + 1)M? - Q?)

x (\/( + 1)(M2 — Q2) (4K M2 + M2 — Q2) + (2K + 1)M? — Q%)?

X ((ZK + 1)M2\/(K + 1) (M2 — Q2) (4K + 1)M2 — Q2) 4 (K + 1)(4K + 1)M*

2
+ @\ (K + )(M? — Q)UK M? + M? — Q2) — (K + 1)@4)

X {2}(2(1{ + 1) M2 (2(K +1)(2K 4+ 1)(4K +1)2M10 — 2(K +1)Q?

+3Q3((K +2)\/(K + 1)(M —2 Q2) (4K + 1)M? — @2))

—6(2K +1)M2Q°((K + 2)\/(K +1)(M2 — Q2) (4K + 1)M?2 — Q2?) — 3(K +1)Q?)

+ (4K + 1)MB((K(8K +9) + 2)\/(1( +1)(M2 - Q2) (4K +1)M?2 — Q2) — 6(K + 1)(2KQ + Q)?)

— 202K + 1)MSQ?*((K (8K +9) + 2)\/(K +1)(M2 — Q2) (4K + 1)M2 — Q2) — 6(K + 1)(4K + 1)Q?)

-1
+AMAQH (K (5K +9) + 2/ (K + 1)(M2 — Q) (4K + M2 — Q2) — 5(K + 1)(2K (K +2) + 1)@2))] . (5.22)

Como podemos ver, las expresiones para la temperatura y el calor especifico presentan un denominador
bastante complicado para el cual no es posible ver a simple vista los valores en donde se anula. En el caso
del calor especifico una divergencia podria indicarnos la presencia de una transicion de fase para este
sistema termodinamico ya que el cascarén negro esta compuesto tanto de masa como de carga. Ahora,
recordemos que la constante K si bien no es una propiedad del cascarén como tal si influye directamente
en el radio del horizonte que estamos analizando por lo que determina también el valor numérico de las
divergencias de la temperatura y el calor especifico. Como ejemplo, veamos el comportamiento del calor

especifico para K y M igual a la unidad.
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Para empezar veamos el rango de valores admisibles segtn el discriminante que aparece en la expresion

para la entropia. La entropia para M = K =1 es

= ir(-Q* VIV 6@ 15 +3) (5.23)

el discriminante es por lo tanto

D =Q*—6Q*+5, (5.24)

cuyas raices son @ = {£1,4+/5}. Asi pues, las divergencias con significado fisico seran aquellas dentro del

dominio @ € [0, 1]. La grafica correspondiente al calor especifico se muestra a continuacion:

100

-100

Figura 5.1: Q vs C

En la gréfica se puede observar que existe un tnico valor singular para ) = 0,9195 que podemos asociar

a una transicion de fase del sistema termodinamico del cascaron.



Capitulo 6

(Geometrotermodinamica de cascarones

Como vimos anteriormente, los agujeros negros son hasta cierto punto sencillos de describir pues solo
estan caracterizados por la masa M, el momento angular J y la carga eléctrica Q segin las leyes mecénicas
de los agujeros negros. Las propiedades termodinadmicas se las otorgamos posteriormente utilizando las
definiciones de Hawking y Bekenstein de la temperatura y la entropia respectivamente sin decir en algin
momento si la termodindmica de los agujeros negros tenia una base estadistica como si lo tiene la termo-
dindmica estandar en la fisica estadistica. Sin embargo, lo que nos concierne ahora no es tratar de buscar
dicho origen, pues es verdaderamente complicado, si no mas bien abordar la termodindmica de agujeros

negros desde otra perspectiva, la geométrica.

La vision geométrica de la gravedad tuvo sus inicios en los trabajos de Gibbs [8] y los de Caratheodory
cuyos resultados fueron expresados en 2 distintos enfoques, el primer introduciendo una estructura métrica
en el espacio de estados de equilibrio termodinamicos € y el segundo usando una estructura de contacto
del llamado espacio fase termodinamico 7. Por el lado de la estructura métrica hubieron 2 enfoques; el
primero de F. Wienhold [33] que introdujo sobre ¢ una métrica definida como el Hessiano de la energia
interna termodindmica tomado las derivadas con respecto a las variables extensivas termodinadmicas y el
de G. Ruppeiner [25] una métrica conforme equivalente utilizando el inverso de la temperatura como el
factor conforme. Por otro lado R. Herman y R. Mrugala [19] se inclinaron por la estructura de contacto
del espacio fase 7 en donde las variables termodinamicas extensivas e intensivas junto con el potencial
termodinédmico constituyen unas coordenadas bien definidas sobre 7, sin mencionar que un subespacio de
T es el espacio de estados de equilibrio termodindmicos €, definido mediante el mapeo suave ¢ : € — 7
[18]. Esto ultimo nos indica que cada sistema tiene su propio espacio €. Asi mismo, sobre T es siempre
posible introducir la 1-forma fundamental de Gibbs que, cuando es proyectada sobre € con el pullback de
©, genera la primera ley de la termodinamica y la condicién para el equilibrio termodinamico. Sin embargo,

esto no es suficiente, lo importante es que sobre 7 también es posible considerar estructuras Riemannianas.

38
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De manera mas reciente, la Geometrotermodinamica (GTD) se desarrollo como un formalismo que
unificara la estructura de contacto sobre 7 con la métrica de la estructura sobre € de manera consistente,
considerando solo estructuras métricas invariantes de Legendre tanto en 7 como en ¢ [2]. Esta ultima
propiedad es sumamente importante pues garantiza que las caracteristicas de un sistema termodinadmico

no dependan del potencial termodindmico utilizado para describirlo.

6.1. Fundamentos de la GTD

A continuacion revisaremos con mas detalle lo que se menciono anteriormente sobre la estructura de

contacto que constituye la base para al GTD [23].

6.1.1. Estructura de contacto

Sabemos de la termodinamica en equilibrio estandar que, un sistema con n grados de libertad esta
determinado por n variables extensivas E® con sus correspondientes variables intensivas conjugadas I* y
un potencial termodinamico ® que las relacione. Por eso, en primera instancia vamos a considerar una
variedad (2n+1)-dimensional denominada espacio fase termodinamico 7 en la cual daremos como
coordenadas al conjunto Z4 = {®, E* I®}. Por convencion se usa A = 0,....,2n y a = 1,...,n por lo que

® =70 E*=2%¢ [* = 2", Seguido de esto, introducimos la forma fundamental de Gibbs
Og = d® — 6,,1"dEP, Sap = (1,1,...,1). (6.1)

El par (7,0¢) es llamado variedad de contacto si 7 es diferenciable y ©¢ satisface la condicion O¢g A
(d®¢)™ # 0. Consideremos ahora el espacio n-dimensional & dado por las coordenadas E?, esto lo podemos

realizar mediante un mapeo suave ¢ : € — T,
¢ (BEY) = (@, B 1), (6.2)

con & = (E?). Definimos entonces el espacio termodinadmico de estados de equilibrio ¢ como el

subespacio de 7 dado por mapeo ¢ : € — 7 para la cual, la condicién
©*(0¢) = " (d® — 5., I*dE") = 0 (6.3)

se satisface, siendo ¢* un pullback. Esto a su vez implica la relacion

0

@ = 5abI 5 (64)
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que es precisamente la condicion estandar para el equilibrio termodinamico. Consecuentemente, sobre el
espacio termodindmico de estados de equilibrio €, de la condicién 6.3 obtenemos la primera ley de la
termodinamica

d® — 63 I°dE® = 0. (6.5)

Para distinguir un sistema termodindmico de otro en el espacio de estados de equilibrio, uno puede
especificar la ecuacion fundamental que, en la representacion descrita anteriormente, esta contenida en el
mapeo 6.2 a través de la relacion ® = ®(E?). Esta construccion debe complementarse con la segunda

ley de la termodinamica
re 4 (6.6)
OE*OFEY — '
también conocida como condicion de convexidad. El potencial termodinamico debe satisfacer la condicion
de homogeneidad ®(AE?) = M\®(E®) para los parametros constantes A y 3. Derivando condiciéon de
homogeneidad con respecto a A\ y evaluando el resultado en A\ = 1, obtenemos una expresiéon conocida
como la identidad de Euler

BO(E™) = 64, I"E°, (6.7)

después de usar la condicion de dualidad 6.4. Ahora, calculando la derivada exterior de la identidad de

Euler y usando la ecuaciéon 6.5, obtenemos la relaciéon generalizada de Gibbs-Duhem
(1 = B)dapI*dE® 4 6,4 E*dI® = 0, (6.8)

de estas relaciones es facil ver que las expresiones clasicas para la identidad de Euler y la relacion de

Gibbs-Duhem son un caso particular tomando 8 = 1.

6.1.2. La invariancia de Legendre

Las transformaciones de Legendre nos permiten redefinir el potencial termodinamico intercambiando
su dependencia mediante el uso de pares conjugados de las variables extensivas e intensivas. En el espacio
fase 7 esto no es mas que un cambio de coordenadas, adquiriendo sentido fisico mientras estemos en el
espacio de estados de equilibrio €. De manera formal son un caso especial de transformaciones de contacto
que dejan invariante al estructura de contacto en 7, por lo que dicho en términos fisicos, la invariancia
de Legendre significa que las propiedades termodinamicas de un sistema son independientes del potencial
termodindmico usado para describirlo. Consideremos entonces una transformacion parcial de Legendre

definida a través de las siguientes relaciones
{2} = (24} = {®, B, I} (6.9)

=& — gy EFIF (6.10)
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Ei = —]i, Bl = Fi, I'= Ei =1 (6.11)

en donde i|Jj es cualquier descomposicion disjunta del conjunto de indices {1,...,n}, y k,i =1,...,4. En
particular, para ¢ = 1,...,m e i = @ se obtiene las transformaciones totales de Legendre y la identidad,

respectivamente. Cabe destacar que los resultados obtenidos no seran afectados por esta simplificacion.

La invariancia de la estructura de contacto vista anteriormente se hace evidente del hecho de que en
las nuevas coordenadas {ZA} la 1-forma de Gibbs 6.1 se convierte en Og = d® — 5,51 adpb. Siguiendo
con los célculos también es posible ver la invariancia de la condicién de dualidad 6.4 y la primera 6.5 y
segunda 6.6 ley de la termodinamica. Cabe destacar que una transformacion de Legendre intercambia el
caracter de las variables intensivas y extensivas, asi que para establecer la validez de la identidad de Euler
y, consecuentemente la relacion de Gibbs-Duhem en las nuevas variables es necesario identificar primero
las variables extensivas E® y la ecuacion fundamental ® = ®(E®). De esta manera, la invariancia de

Legendre se sigue del hecho de que la condicién de dualidad 6.4 y la primera ley 6.5 son invariantes.

6.1.3. Estructura métrica

Ademas de la descripcion geométrica de la termodinamica en términos de una estructura de contacto,
en la GTD se asciende la variedad de contacto (1, O¢) a una variedad de contacto Riemanniana (7,04, G),
en donde G es una métrica que comparte simetrias con ©. Con todo lo anterior antes dicho se formula el
enunciado principal de la GTD. Un sistema termodinamico es descrito por una métrica G que es llamada

meétrica termodinamica si satisface las siguientes condiciones:

1. G es invariante con respecto a las transformaciones que no modifican la estructura de contacto de

7. En particular, G debe ser invariante con respecto a las transformaciones de Legendre.

2. G induce en el espacio de estados de equilibrio € una métrica g mediante el mapeo
¢ (G)=g. (6.12)

La condicién 1 se establece debido a que una métrica termodinamica debe describir un sistema termo-
dindmico independientemente de las coordenadas usadas en 7, esto es fundamental si queremos que la
geometrotermodinamica sea capaz de describir propiedades termodinamicas en términos de conceptos
geométricos, de manera que debe ser invariante respecto a cambios en el potencial termodinamico. La
condicién 2 establece la conexién entre la geometria sobre 7 y la geometria € usando las mismas herra-

mientas que son usadas para definir estados de equilibrio en la construcciéon de la estructura de contacto.

La clase de métricas que satisfacen los requerimientos es extensa y actualmente no hay un principio

general que permita seleccionar una en particular, de hecho, es facil construir una métrica invariante
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general (2n+1)-dimensional definiendo la métrica de Gibbs como el ¢uadrado”de la 1-forma de Gibbs 6.1

mas un término invariante, i.e.,
G =05®0¢g + (b E°I°) (nead E°dI?) (6.13)
que induce naturalmente sobre ¢ la métrica

. 00 . 0% b 3o
g= <E 5E“) ("baEcaEddE dE ) (6.14)

en donde 15 = diag(—1,1,...,1).La invariancia de Legendre de esta métrica se sigue de la invariancia de

la 1-forma de Gibbs y a su vez induce la invariancia de g.

6.2. GTD de agujeros negros

Habiendo revisado la estructura central de la GTD es momento de aplicar dichos principios a agujeros
negros [24], considerando que son sistemas termodinamicos como ya se han definido antes. Partiendo de
la primera ley termodinéamica de los agujeros negros dM = TdS + QgdJ + ¢dQ y para una ecuacion

fundamental dada M = M (S, J, Q) tenemos las condiciones para el equilibrio termodindmico

oM oM oM

T="" Qp = 0= %0

59 97 (6.15)

Asi pues, el espacio fase T para un agujeros negro es 7-dimensional con coordenadas Z4 = {M, S, J,Q, T, Qx, ¢},
la 1-forma de Gibbs esta dada por © = dM — TdS — QgdJ — ¢dQ y el espacio termodinamico de estados

de equilibrio € es 3-dimensional con coordenadas E* = {S, J, @}, y es definido mediante el mapeo

(6.16)

c:(5..Q) - {M(S,J,@,S,J,Q, oM OM aM}.

987 8J " 9Q
La masa M aqui toma el papel del potencial termodinamico que depende de las variables extensivas S,
J y Q. Sin embargo, usando las transformaciones de Legendre podemos introducir un conjunto de siete
potenciales termodinamicos adicionales dependiendo de las diferentes combinaciones de las variables ex-
tensivas e intensivas. Cabe destacar que el mapeo ¢ puede ser definido en cada caso independientemente
del potencial termodinédmico escogido y ademas como estamos considerando solo estructuras invariantes de
Legendre sobre 7 y ¢ las caracteristicas de la geometria dada para un sistema termodinamico dado seran
independientes del potencial termodindmico. Consecuentemente, en la representaciéon de la masa de la
termodindmica del agujero negro descrita anteriormente, tenemos una total libertad de escoger cualquier

otro potencial sin afectar las propiedades termodinamicas del agujero negro.

En la GTD, también es posible considerar una representaciéon de la entropia. En este caso, la 1-forma
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de Gibbs del espacio fase puede ser escogida como

Qn o

1
O5 = dS — dM + —dJ + dQ. (6.17)

El espacio de estados de equilibrio se define entonces por el mapeo

ps - {M7 JaQ} - {Mvs(Mv J7Q)aJaQ7T(M7 J7Q)7QH(M7 JaQ)a¢(M7 JaQ)}7 (618)
con
1_9s  ow_ 05 o_ 08
T oM’ T AL T 0Q (6.19)

tal que se cumple ¢*(©g) = 0 de la cual obtenemos la primera ley. En la representacion de la entropia la
ecuacion fundamental es ahora dada por S = S(M, J, @), vy la segunda ley de la termodinamica corres-
ponde a la condicion de concavidad de la funcion entropia. Esta de mas mencionar que las propiedades

termodinédmicas deben ser independientes de la representacion.

6.3. Cascarén negro de polvo cargado

En el capitulo 5 encontramos que la entropia de Bekenstein-Hawking para un cascarén negro debe ser

S=n [M2<2K +1)= Q"+ PR T 1)~ GFF ~ KNTQFR — (e~ Q?)ﬂ e

esta es la ecuacion fundamental en la representacion de la entropia. La métrica G sobre 7 esta dada

entonces por

_ 1 0 o) _ (L ¢ 1 ¢
G = (dS— TdM+ TdQ> - (TM_ TQ> (de (T) +dQd (T , (6.21)
y la correspondiente métrica inducida sobre €
08 08 09?8 9?8
=(M—=+Q— |- M? + ——dQ? | . 22
g ( 8M+Q3Q)< 6M2d +8Q2dQ> (6.22)

Utilizando subindices para expresar las derivadas podemos reescribir la ecuaciéon para la métrica g de la
siguiente manera

9= (MSm + QSQ)(—Smm + Sqq), (6.23)

cuyos valores para Sis, S, Smm ¥ Sgq tienen explicitamente la siguiente forma:
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™

T R2MB (K T )(M2 - Q) (4K + DMZ — Q2)

Sm

x { <\/(K +1)(M2 — Q2) (AKM?2 + M2 — Q2) + (2K + 1)M? — QQ)

x ((K +1)4K + 1)M* + (2K + 1)M2\/(K +1)(M2 — Q2) (4K + 1)M?2 — Q2)

+ @\ (K + )(M? — Q2) AKM? + M2 — Q2) — (K + 1)Q4)} (6.24)

_ —7Q
 K2M2/(K + 1) (M2 — Q2) (4K + )M? — Q?)

Sq

x (\/(K +1)(M2 — Q2) (AK M2 + M2 — Q2) + (2K + 1)M? — QQ)

X (\/(K +1)(M?2 — Q2) (4K M2 + M2 — Q2) + (K + 1)(2K + 1)M? — (K + 1)Q2) (6.25)

(K +1)
2K2M4 (K +1)(M — Q)(M + Q) (4K + 1)M?2 — @2))3/?

Sypm =

X [2(K + 1)(2K + 1)(4K + 1)2M1°

+3Q°8 ((K + 2)\/(K +1)(M — Q) (M + Q) (4K + 1)M? — Q?) — 2(K + 1)@2)

—6(2K + 1)M2Q((K + 2)\/(1( +1)(M - Q)(M + Q) (4K + 1)M?2 — Q2) — 3(K +1)Q?)

+ (4K + H)MB((K (8K +9) + 2)\/(K +1)(M — Q)M + Q) (4K +1)M?2 — Q?) — 6(K + 1)(2KQ + Q)?)

— 202K + 1)MSQ?((K (8K +9) + 2)\/(1( +1)(M — Q)(M + Q) (4K +1)M? — Q2) — 6(K + 1)(4K +1)Q?)

+4M*Q (K (5K +9) + 2)\/(K +1)(M - Q)M + Q) (4K + 1)M? — Q2) — 5(K + 1)(2K (K +2) + 1)@2)} (6.26)

G _ .. LUK +1) (2K -1)M?+0%) ’
99T aKE |\ IR+ D(ME - Q2) (K + DM — Q2)

- (\/(K £ 1) (M2 — Q2) (AKM?2 + M2 — Q2) + (2K + 1)M? — QQ)

(6.27)

" ( 2(K 4+ 1) (2K + 1)M? — 3Q?) N A(K +1)2(Q3 — M2(2KQ + Q))° B 2)
VIE+D(M? = Q2) (MK + 1)M2 = Q%) (K + 1)(M?2 - Q2) (4K +1)M? — @2))*/?

Calculando el primer termino de la métrica tenemos

(VK +1) (M2 = Q%) (4K M? + M2 = Q%) + (2K + )M? - Q?)
2K2M2\/(K + 1) (M2 — Q2?) (4K + 1)M2 — Q?)

MSy +QSg =

X

(2K + 1)M? <\/(K 1) (M2 — Q2) (AKM2 + M2 — Q2) — 2(K + 1)@2)

—-Q? \/(K +1) (M2 — Q%) (4K M2 + M2 — Q2) + (K + 1)Q* + (4K? + 5K +1) M4} , (6.28)
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del denominador de esta ecuacion es facil ver los valores singulares de la métrica
Q=+M Q=+V4K + 1M. (6.29)

Sin embargo, recordemos que la interaccién termodinadmica esta dada por el escalar de curvatura R,
asociada a la métrica 6.23 por lo que no podemos darles una interpretacion directa a esos puntos solo por
aparecer en el denominador de esta. Por esa razén como ejemplo revisaremos el caso anteriormente visto
con la termodinamica de agujeros negros haciendo M = K = 1 y obteniendo el correspondiente escalar

de curvatura. La gréfica correspondiente a este caso esta dada por:

Rg

Figura 6.1: Q vs R,

Como podemos observar el escalar de curvatura reproduce el mismo valor singular en @ = 0,9195 lo
que segun la interpretacion de la GTD nos asegura la existencia de una transiciéon de fase de seguro orden

en ese punto.



Capitulo 7

Conclusiones

Partimos con el objetivo de describir el colapso gravitacional de una estrella idealizada la cual tiene
toda su masa distribuida en su superficie. Para ello fue necesario describir dicho problema en el contexto
de la geometria diferencial, caracterizando la superficie de un objeto que representa el cascarén de ma-
teria como una hipersuperficie que divide el espacio-tiempo en 2; el exterior descrito por la métrica de
Reissner-Nordstrom y el interior dado por la métrica de Minkowski. Luego, nos valimos del formalismo de

junturas de Israel para obtener las ecuaciones que describen su dinamica.

Una vez obtenidas dichas ecuaciones seguimos la evolucion del cascaron hasta que eventualmente en su
colapso la hipersuperficie que lo caracterizara se volviera nula, es decir, formara un horizonte de eventos y
se convirtiera en un cascaréon negro. La finalidad ahora era calcular el radio al que sucedia esto. Dado que
la métrica que describe al cascarén no tiene un vector de Killing fue necesario hacer uso de su 3-velocidad
aunque esto supuso la introduccién de una constante K sin determinar. El resultado fue una infinidad de

radios

M2(2K +1) — Q* £ /[M2(2K + 1) — Q%2 — K[AM2Q2K — (M2 — Q?)?]
Ry = MK . (7.1)

producto de la fuerte dependencia de la constante K. Para limitar la gran cantidad de valores que pue-
de tomar tenemos la condicion del discriminante de la raiz y/o eliminar la carga y reducirnos al caso
del agujero negro de Schwarzschild. Al exigir que solo los radios que superen Ry = 2M tengan signifi-
cado fisico encontramos que solo los valores positivos de K cumplen esta condicién. Esto es consistente
con calculos previos que involucraban la constante K por lo que nos indica que a diferencia de un agu-

jero negro convencional, un cascarén negro colapsa antes y por ende forma primero su horizonte de eventos.

Posteriormente utilizando la termodinamica de agujeros negros realizamos un analisis de las propieda-

46
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des termodinamicas del cascarén negro. Calculando su temperatura y capacidad calorifica obtuvimos los

siguientes resultados:

7/ (K + 1)(M2 — Q) (A4KM? + M2 — Q?) + (2K + 1) M2 — Q2
2K2M3 /(K +1)(M?2 — Q2) (4K + 1) M2 — Q2)

T =

x [(2K + DM /(K +1)(M2 - Q2) (UK +1)M? — Q2)

+ (K + 1)(4K + 1)M* + QQ\/(K +1)(M2 — Q?) (AKM? + M? — Q?) — (K + 1)Q* (7.2)

C =m/(K + 1) (M2 - Q2) (4K +1)M2 — Q2)

x (\/(K + 1) (M2 — Q2) (4K M2 + M2 — Q2) + (2K + 1)M* — Q*)?

x ((QK + DM/ (K + 1)(M2 - Q2) (UK +1)M? — Q2) + (K + 1)(4K +1)M*

2
+ @2\ (K + )(M? - Q)UK M? + M? — Q2) — (K + 1)Q4>

X {2K2(K +1)M? (Q(K +1)(2K + 1)(4K + 1)2M'° — 2(K +1)Q?

+3Q°((K + 2)\/(K +D(M =2 Q?) (4K +1)M? — Q?))

— 6(2K + MQC((K +2)\/ (K + 1) (M2 — Q2) (4K + 1) M2 — Q2) — 3(K + 1)Q?)

+ (4K + 1)MP((K(8K +9) + 2)\/(K +1)(M2 - Q%) (4K +1)M? — Q%) — 6(K +1)(2KQ +Q)*)

— 2(2K + )MOQ3((K (8K +9) +2)y/(K +1)(M? — Q) (4K + 1)M2 — Q2) — 6(K + 1)(4K +1)Q?)

-1
+4M*Q*(K(5K +9) + 2)\/(K +1)(M?2 - Q?) (4K + 1)M? — Q2) — 5(K + 1)(2K (K +2) + 1)Q2))} (7.3)

Esta de més mencionar que la dependencia de la constante K es heredada del radio dada la definicién
de la entropfa, por lo que las propiedades termodindmicas de un cascarén negro son evidentemente dis-
tintas a las de un agujero negro. Dicho de otra manera, las propiedades de un agujero negro son afectadas

directamente por la distribucion inicial de materia del objeto del cual se formo.

Revisamos el caso particular de M = K = 1 con el fin de encontrar valores singulares que hicieran que
la capacidad calorifica divergiera hasta infinito y que nos indicaran una posible transicion de fase. Dada
la restricciéon de tomar a la masa como la unidad tuvimos que considerar un rango de valores limitado,
solo aquellos puntos dentro de @ € [0, 1] tendrian significado fisico. Graficando @ vs C encontramos un

dnico punto singular en @) = 0,9195.

Por tltimo nos adentramos en la geometria del sistema termodinamico dado por el cascarén negro
utilizando el formalismo de la GTD. Encontramos una métrica termodinamica asociada al sistema y ana-

lizamos la curvatura de la misma. En la métrica destacaban los siguientes valores como puntos singulares:

Q=+M Q=+VAK +1M. (7.4)
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Sin embargo, cabe destacar que en la GTD la interaccion termodinédmica esta dada por el escalar de
curvatura, asi como también las divergencias del mismo son las que representan las verdaderas transiciones
de fase. En nuestro caso el escalar obtenido era sumamente grande lo cual no nos decia mucho del sistema,
asi que se optdé por tomar nuevamente M = K = 1 y analizar los resultados. Restringidos nuevamente a
los valores de @ € [0, 1], haciendo la grafica de @ vs R, encontramos que el escalar divergia exactamente

en el mismo valor que el calor especifico Q = 0,9195 lo cual hacia consistente nuestros resultados.



Apéndice A

Calculo de las componentes de la

curvatura extrinseca

La curvatura extrinseca es definida sobre cualquiera de los dos lados de ¥ por K = nwﬂegef . Las

componentes que no son iguales a cero son,

K., = na;ﬁuauﬁ = fna;ﬁuﬁ = —nya® (A1)

y en particular

K7 =h"K_,. =0, (A.2)

resultado inmediato pues las lineas de mundo comoéviles en FLRW son geodésicas.

ng = hgeK_gg = heena;gegeg = heg’ng;g

= h"%ng o — TPyny) = —h"T¥yn, (A.3)

1 ..
IG5y = §9XX(9><9,0 + 90x,0 — 960,x)

1 .
= =59 g0, = —sin xo cosXo (A.4)
1
ng = ———5— -sinxpcosxo-a= a~tcotxo (A.5)
a? sin” xo

Kqu = h¢¢K_¢¢ = h¢¢na;f3€g€g = h¢¢’n¢;¢

=h?(ng.g — L7 ny) = —h‘M’F;ﬁqﬁnx (A.6)

49



APENDICE A. CALCULO DE LAS COMPONENTES DE LA CURVATURA EXTRINSECA 50

1
P3s = 39 (9x0.0 + 9ox.0 = 906.x)

1
= _§9XX9¢¢,X = — sin o cos xo sin” 6 (A7)
K, = % - sin xo cos xo sin @ - a
a? sin® xq sin” 0
=a"!cot X0 (A'S)
En V*
Kjrq— _ hTTK—TT _ _hT'rnaaa
1 ( t + r)
=———(ma" + n,a
FT2—F1R2" "
=na’ +npa” (A.9)
du?
at = - + Fgﬁuo‘uﬁ

=T +Thulul + 20 wlu” + T8 u™u”

=T +TLT? + 21, TR+ T, R? (A.10)
I, =0 (A.11)

1
Tt = 59" (Gutr + grte — Gert)

2
Loy M
29 Git, f 2 ( )
1
Fir = 59“ (gtrr + Grtr — Grrt) =0 (A.13)

.. M . .
t_ —1
a =T+42F RQTR

=T+ F'FT (A.14)
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d ™
dlj- + Fgﬁuauﬁ

= R+ T ulul 4 207 wlu” 4+ T7, u"u”

a’ =

= R+T},T? 42T TR+ 17, R?

1
Iy = 59”(9”,75 + Gtrt — Get,r)

1 M

= *ggrrgtt,r = fﬁ

1
F:r = §grr(grt,r + Grrt — gtr,r) =0

F:r:]-g Grror = ff ! 1f <1>

2 2
—lf 1 1 r—2M —r
2 r—2M 2 (r—2M)%

M
_ —1
=—f ﬁ
M . 2 71M 2
a” fRJrFRQT — PR
.. 2 . .
=R FF.T LpipR
2R 2
FFT2 1 o
K, =-R(T+F'FT)+T(R+ 2F’1FR)
FFT3 3
=TR— RT + —§F—1FRT
1 o o 1 3 o
:E[TRR—R T+ FFT? = JF PR T

Derivando la ecuacion (4.13) respecto a 7 definida anteriormente tenemos

: . - .12 F 12RR+F
B(R,R) = FT + FT = ~ RE + RE+F
2R+ F 2 FT

despejando para RR obtenemos,

RR:FFT2+F2TT75F,

o1

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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y sustituyendo en la ecuacion para K7 encotramos

| —

. .. A e 1. 3
K[ = <[T(FFT*+ F?TT — 35 - R*T + 5FFT3 - 5F—lFR?T]

R
- %[FFT?’ FFPT - ST - T CFRTS - R ER
- %[(FzT' _ BT+ (%(FT2 PR - %)FT]. (A.23)

Usando la relacion (A.39) dada por la condicion de juntura, encontramos finalmente que:

1 . .. : :
K], = =[FT'+FT] = H(E R) (A.24)
R R
Kﬁ_g = heeK_gg = heena;geg‘eg = heeng;g
=h"%ng g —TPyny) = —h%(Thons + Then,) (A.25)
t 1 tt
Lgo = 59 (gt0,0 + got,0 — goo,t) =0 (A.26)
' 1 rr 1 rr
00 = 59 (9r0,0 + gor.0 — Goo,r) = —99 9o0.r = —fr (A.27)
1 . B(R,R)
6 _ _ 9
KYy= o5 FR-T==7 (A.28)
Kid? = h¢¢K_¢¢ = hd’d’na;gegeg = h¢¢n¢;¢
= h?(ng.¢ — L7 ny) = —h‘f’d’(Ffwnt +Tggmnr) (A.29)
t 1 tt
Ty = 29 (9t¢,6 + 9ot.6 — Gpprt) =0 (A.30)
' 1 rr 1 rr
60 = 59" (Gro.e + 9oro = 9oour) = =59 oo (A.31)
= —frsin®0 (A.32)
1 . . B(R,R)
¢ _ 2 _ 9
K+¢77R281n2 -FRsin”6-T = R (A.33)
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Calculo del los escalares de curvatura

Para calcular estos invariantes usaremos el método de tétradas, en el cual utilizaremos una base orto-

normal no coordenada de campos vectoriales suaves (e,)® que satisfacen [32]:
(en)*(€v)a = My (B.1)

3 ) )

siendo n,, = diag(—1,1,1,1). Para este desarrollo utilizaremos los indices griegos p, v para nombrar los
vectores de las bases que tendran un rango de 1 a 3; el indice latino a simplemente nos dice que e, es un

vector.

En este formalismo el tensor de Riemann se define como:
Rpopv = (€p)*(€0)"(VaWour = Viwaur) = 1™ {WapuWwbar — WopuWaan } (B.2)
en donde los términos a calcular wqy, y Wy, satisfacen la siguiente propiedad:
Wapy = —Waup- (B.3)

Dada la métrica del cascaron

d¥3 = —dr? + R*dQ? (B.4)

una conveniente base ortonormal para esta métrica es

(€0)a = (dT)a (B.5)
(e1)a = R(dO), (B.6)
(€2)a = Rsin(0)(dd)a (B.7)
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calculando las derivadas

dlalen)p] =0 (B.8)
dla(e1)s] = R(dr)[a(df)s] (B.9)
Olalea)s] = Rsin(@)(dT)[a(dqﬁ)b] + Rcos(0)(df)[a(do)s) (B.10)

Con lo anterior, usando la propiedad (236) vamos a resolver la siguiente ecuacion a fin de obtener wq,,,,
Y Wohuv

dlales)b] = 0" (en)lawblow (B.11)

Ola(eg)p) =0
= 1" (e0)[aws]oo + 1" (€1)[aws]o1 + 17 (€2)[awb]o2

= R(d)[swp]or + Rsin(0)(de)[aws]oz (B.12)

dla(e1)s] = R(dr)[a(d)]
= 1"(e0) [aws]10 + 1M (€1) [aws]11 + 1?2 (€2) [awb]12

= —(dr)[aws]10 + R(dO)[awb]12 (B.13)

Ola(ea)s] = Rsin(@)(dﬂ[a(dqﬁ)d + Rcos(0)(df)[a(do)s)
= 1""(eo)[aws]20 + 1" (e1)[awpl21 + n** (e2)[awp]22

= —(d7)[awb]20 + R(dO)[awp]21. (B.14)

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos las 1-formas de conexidn:

wyo1 = R(dB), (B.15)

wpo2 = Rsin(0)(do)y (B.16)
wp12 = — cos(0)(do)p (B.17)
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teniendo ya las 1-formas de conexién calculemos las componentes del Riemann diferentes de 0

Rapor = Viawpjor — 1 {wia|po|wbjar }

= V[.R(0)5] — n°° [Wiajoojwejor — 1 [Wiaj10jwsj11 — 172

= R(dr)[4(df)y)

W[a\zo\wb]zﬂ

Rapo2 = Viawpo2 — Uaﬁ{w[amm%]az}
= V[aRSiH(Q)(@b] - UOO[W[a|00|wb]02 - nll[w[a\m\%m - 7722[w[a|20|wb]22]

= Rsin(0)(dr) 4 (do)y

Rap12 = Viawp)12 — Uaﬂ{w[amu%]az}
= V[acos(6)(de)s] — n°° [wiajorjwpjo2 — 1" [Waj11@12 — 172 [W]aj21|Wh)22]

= sin(6)(d6) o((de)y + R sin(6)(d6) (o (dg)y

contrayendo los primeros dos indices

Roio1 = (eo)a(el)bR(dT)[a(da)b]

Roz02 = (e0)"(e2)"R sin(0)(d7) (o (d)y
B Rsin(f)
" 2Rsin(0)

_1(R
2\ R

Ris12 = (61)“(eg)b{sin(ﬂ)(d@)a[(dqﬁ)b] + R? sin(0)(d0)a(d)y }

1 . 52 s
= m{sm(@) + R?sin(0)}

1 (1+4R?
2\ R?

%)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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usando la métrica n®? calculemos las componentes contravariantes:

0101 _ 00, 11,00, 11
R n Ro1o01

"
% < ) (B.24)

0202 _ 00,22, 00, 22
R Ui Ro202

n
( ) (8.25)

1212 _ 112211, 22
R =n n 1" Ro1o1

:;<1;2R2>. (B.26)

Una vez que tenemos todas las componentes diferentes de cero del tensor de Riemann, podemos sim-

3

1\3\»—\

plemente contraer los indices para obtener tanto el escalar de Ricci como el escalar de Kretschmann:

R = """ Ro101 + n°°n** Ro2o2 + n''n** Ri212

()2 () (5

1({1-2RR+ R?

K = R Ro101 + R™% Rog02 + R Ri212

GRUN

1 <1+2R2+2RR2+R4)
T4

1
4

i (B.28)
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