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Introduccion

En el presente trabajo, defino y estudio los puntos parabdlicos especiales transversales so-
bre superficies que son gréaficas de polinomios, y la principal aportacion es el Teorema4.13,
el cual es una adaptacién del teorema de pegado de Viro, para pegar puntos parabdlicos
especiales transversales de superficies que son graficas de polinomios de grado d > 3. Los
conceptos y definiciones necesarias para entender el teorema 4.13, son introducidos del
capitulo 1 al 4.

Teorema 4.13(Teorema de pegado para puntos parabélicos especiales transversales)
Sea A C R? un poliedro racional y sea 7 la subdivisién poliedral convexa de A inducida
por A : A — Rsg. Sea f € Rz, y| un polinomio de grado d > 3, con poliedro de Newton
A. Si b; es el polinomio pegado de {f¥; E € dimax(7)} inducido por ), entonces existe

d > 0 tal que para 0 < [t| < 0, Existe una inclusién

¢, : PPET(f,dimazx)* — PPET(b)".

El cual, nos permite la construccién de polinomios en dos variables de grado d > 3
cuyas graficas son superficies con una cantidad dada de puntos parabdlicos especiales.
Para la enunciacion de este teorema se estudia la técnica del Pegado de Oleg Viro, esta
técnica es conocida como Patchworking. También se estudia a detalle la clasificacion de
los puntos sobre superficies que son graficas de funciones diferenciables.

El Patchworking es una técnica muy poderosa usada para construir hipersuperficies
algebraicas reales no singulares con una topologia dada (ver [27]), esta técnica fue intro-
ducida por Oleg Viro en la década de los setentas y ha sido usada en varios trabajos por
ejemplo en [25] y [3].

Respecto a la clasificacién de puntos sobre superficies. En 1827 Johann Carl Friedrich
Gauss, clasificé los puntos de la grafica de una funcién diferenciable f, mediante el Hes-
siano de f, en elipticos, parabdlicos e hiperbolicos, con curvatura Gaussiana positiva, cero
y negativa respectivamente(ver [6]).

Anos después, George Salmon hace un estudio més minucioso de la clasificacion de los

puntos sobre las graficas de funciones diferenciables dada por Gauss, y define el orden de



contacto de una recta con una superficie en un punto, y es asi como en el ano de 1874
introduce una subclasificacién de los puntos de una superficie S, dada en términos del
maximo orden de contacto de las rectas tangentes a S en un punto (ver [24]).

En esta subclasificacion, Salmon distingue tres tipos de puntos parabdlicos: genéricos,
especiales y degenerados, el primero de ellos con una unica recta tangente de orden de
contacto exactamente 3 con la superficie, el segundo con una tnica recta tangente con
orden de contacto mayor o igual que 4, y el iiltimo de ellos con més de dos rectas tangentes
de orden mayor o igual que 3.

A partir de ahi, se despierta el interés por el estudio de los puntos parabdlicos espe-
ciales. En la literatura, los puntos parabdlicos especiales también son llamados Cuspides
Gaussianas o Godrones (Ver por ejemplo [8] y [23]), el término godrén fue dado por René
Thom, en 1980 ver [22].

Maés de un siglo después de la clasificacién de los puntos parabdlicos especiales, en el
ano 1982, V. S. Kulikov(ver [13]) obtiene una cota superior para la cantidad de puntos
parabdlicos especiales que una superficie genérica algebraica de grado d en el espacio
proyectivo CIP? puede tener, la cual es la siguiente:

#P.P.E.=2d(d—2)(11d — 24)

Este nimero es una cota superior para la cantidad de puntos parabdlicos especiales
de superficies genéricas algebraicas de grado d en RP3.

En el afo 2002, A. Ortiz (ver[18]) construye una familia de polinomios con graficas que
son superficies genéricas que tienen exactamente d(d — 2) puntos parabdlicos especiales.

En el ano 2003, A. Ortiz (ver[18]) obtiene una cota superior para la cantidad de puntos
parabodlicos especiales para superficies que son graficas de polinomios de grado d en dos
variables: 2(d — 2)(5n — 12).

A finales del 2012, A. Ortiz, F. Sédnchez y L.I. Hernédndez en [8], obtienen un refi-
namiento de la cota superior dada en [18], quedando como : (d —2)(5n — 12). En la fecha
en que se escribe este trabajo, ésta es la mejor cota superior conocida, sin embargo, aun
no se sabe si es éptima.

Una consecuencia del Teorema 4.13 es el siguiente corolario.

Corolario4.14Sea A C R? un poliedro racional y sea 7 la subdivisién poliedral convexa
de A inducida por una funcién convexa A : A — Rsg. Sea f € Rz, y] un polinomio
poliedro de Newton A. Si b; es el polinomio pegado de {f¥; E € dimax(7)} inducido por

A, entonces existe > 0 tal que para 0 < [t| < J, tenemos que

> |PPET(f")| <|PPET(by)"|.

Eedimax(T)

Una aplicacién inmediata de este corolario es la construccién de una familia de poli-

nomios de grado d, con 3 < d < 10000 en dos variables con al menos (d—4)(2d—9) puntos
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parabdlicos especiales en sus graficas, que hago en el capitulo 5. Con esto nos acercamos
mas a la realizacién de la cota superior de (d — 2)(5d — 12) puntos parabélicos especiales
dada en [8].

Tal vez, utilizando el corolario 4.14 sea posible construir familias de polinomios con
graficas que sea superficies genéricas con exactamente (d — 2)(5n — 12) puntos parabdlicos
especiales, continiio trabajando en la demostracion.

Cabe mencionar que la técnica del pegado de Viro, es precursora de la Geometria
Tropical. La Geometria Tropical es una rama de las matemaéticas relativamente nueva.
El Dr. Imre Simon (1943-2009), matematico informatico brasilefio de la Universidad de
Sao Paulo, Brasil es considerado el fundador del algebra tropical y ésta es la razén por la
cudl se le ha llamado tropical a esta geometria.

La geometria tropical comenzo a desarrollarse por si misma en el anillo de polinomios
con coeficientes en el semi-campo tropical. Inicié con la enunciacion en el sentido tropical
de resultados conocidos de Geometria Clésica, tales como el teorema de Bernstein [10], el
teorema de Bézout [10], y de los conceptos bésicos tales como la raiz de un polinomio, la
hipersuperficie tropical asociada a un polinomio. Otros conceptos a la fecha no han sido
definidos del todo, uno de éstos es el concepto de variedad.

Por otro lado también se han definido nuevos objetos tales como la Amiba de un
polinomio o de una variedad, la Tropicalizacion y las Modificaciones Tropicales, en este
trabajo definimos lo que es el Hessiano tropical de un polinomio, asi como también de-
mostramos que la tropicalizacién de la curva parabdlica de una superficie S que es grafica

de un polinomio f, es la modificacién tropical de la curva Hessiana de f, respecto de f.






Chapter 1

Curvas y Superficies

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos y no tan basicos de Célculo
Diferencial y Geometria Diferencial; daremos una pequena introduccion al estudio de
curvas planas diferenciables, seguida de un acercamiento a la clasificacién de los puntos
sobre superficies diferenciables. Terminando el capitulo con dos resultados: el lema 1.37

y la proposicion 1.38, que utilizaremos en el capitulo 4.

Curvas planas diferenciables

Definicién 1.1. Sea ¢ : I CR — R™, ¢ = ¢(t) = (21(?), ..., 2,(t)) una funcién continua
localmente inyectiva, llamamos curva o traza a la imagen de I bajo ¢. La aplicacion ¢

es conocida como una representacion paramétrica de la curva.

Figure 1.1: Ejemplo de una curva.

En la figura 1.1, se tomé la representacién paramétrica
@ :[0,27] = R% t > p(t) = (2 cos(t),sin (2 (t — %) ))

Definicién 1.2. Sea f: U € R* — R™ una funcion definida sobre un abierto U € R™.
Decimos que f es diferenciable en un punto xy € U si existen las derivadas parciales de f

en xro y si



o 1£(2) = £(z0) = Df (@) - (@ = w0)|

=0 ||z — o]

:O,

donde D f(xg) es la matriz cuyos elementos matriciales son las derivadas parciales de
f evaluadas en xq, D f(zg) - (x — x¢) es el producto de D f(xq) con (z — x)(considerado
como vector columna) y || - || denota la norma euclidiana usual. Llamamos a Df(xy) la
derivada de f en xg. Decimos que f es diferenciable en U si f es diferenciable en todo

punto z € U.

La imagen de una funcién ¢ : I € R — R3 diferenciable en I es conocida como curva

diferenciable.

$2 _ $3 .
B0 G () £ (0,0)
0, si(z,y)=1(0,0).
El tinico punto en el que esta funcién podria ser discontinua es el (0,0). Sin embargo,

Ejemplo 1.3. Sea f(x,y) =

f(0,0) =0y ( l)irr%o ) f(x,y) = 0. Por lo tanto, esta funcién es continua en todo R?,
x?y ﬁ‘ )
Ahora, las derivadas direccionales de ésta funcién en el punto (0,0) en la direccién del

vector unitario u = (cos,sinf) es
3sinf —2cosf, sicosf #£0

0, sicosf =0.

Sin embargo, no satisface la definicion de diferenciabilidad, esto es:

Dy.f =

lim f(ZL’, y) B f(Ov O) B fat(()’ 0) * L fy<07 O) Y _ lim 3x2y + ny4

(2,9)—(0,0) [(z, y)l| (@y)=00) (24 + )\ /22 + 12

tomando y = max, tenemos que

. 3z2y + 2zy* n 3m
11m = ,
(z,mzx)—(0,0) (1’4 + y4) /a2 + y2 v/ 1+ m?2

Por lo tanto, el limite no existe, y la funcién no es diferenciable en el punto (0,0).

Definicién 1.4. Sea f : U C R" — R™ una funcién definida en un abierto U C R".

Entonces

a) f esde clase €° en g € U siy solo si f es continua en .

b) f es de clase €7 en ¢ € U siy solo si existen y son continuas todas las derivadas

parciales de orden menor o igual a r en gq.
c) fesdeclase € en g € U siysolosi f es de clase €" en ¢ € U para toda r € N.

10



Decimos que f es diferenciable de clase €",r € N, en U si y solo si existen y son
continuas todas las derivadas parciales de orden menor o igual a r en todo punto x € U.
Asi, las funciones de clase " son diferenciables, sin embargo, no todas las funciones

diferenciables son de clase €.

Definicién 1.5. Una curva C definida por la funcién ¢ : I C R — R? es llamada regular
si y sélo si ¢ es de clase €' y I (t) # (0,0,0) para todo t € I, donde o) denota el
vector cuyas entradas son las derivadas parciales de primer orden de ¢ evaluadas en t, a

este vector se le conoce como vector tangente de C' en ¢(t).

Definicién 1.6. Sea ¢ : I C R — R3 una funcién ¢°, llamamos puntos singulares a las
imagenes bajo ¢ de aquellos valores ¢, € I para los cuales ¢ (t5) = (0,0,0) o o™ (t5) no

existe.

Ejemplo 1.7. La cuspide en el plano z = 0, es una curva singular, ya que puede ser

parametrizada por ¢(t) = (£3,1?), t € R, y es visible que ") (0) = (0, 0)

Figure 1.2: Ejemplo de una curva singular.

Definicién 1.8. Dos curvas no vacfas C;,Cy C R? son transversales en ¢ € C; N Cy,
denotado C; rh, Cy, si son no singulares en ¢ y sus rectas tangentes en ¢ son transversales.
Las curvas C1,Cy C R? son transversales, denotado C; th Cs, si son tranversales en cada
punto g € C; N Cs.

Definicién 1.9. Una curva C' definida por la funcién ¢ : I € R — R? es llamada plana
si estd totalmente contenida en un plano. Si ¢ es diferenciable entonces, se llama plana

diferenciable.

Las curvas contenidas en el plano z = 0 tienen ecuaciones implicitas 6 paramétricas

de la siguiente forma:

2=0,f(z,y) =0, 6z =x(t),y =y(t)

11



Es decir, las curvas planas en el plano z = 0 se pueden ver implicitamente como los

ceros de una funcién f : R? — R.

Definicién 1.10. Sea ¢ un punto sobre una curva C' en el plano z = 0, definida como
los ceros de una funcién diferenciable f : R? — R de clase 6", con r € N. Decimos que
la multiplicidad de q sobre C' es m < r, si y sélo si todas las derivadas parciales de f,
de orden menor que m se anulan en ¢, y al menos una de las derivadas parciales de f de

orden m es distinta de cero en gq.

Recordemos también, que los puntos de una curva plana se clasifican por la multi-
plicidad que ellos tienen sobre la curva, algunos de estos puntos destacan por poseer

propiedades interesantes, por mencionar alguno tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.11. Sea ¢ un punto sobre la curva plana C, decimos que ¢ es un punto de

inflexion si tiene multiplicidad sobre C)| finita y es mayor o igual que tres.

Los puntos de inflexion de una curva plana, han sido objeto de estudio de algunos
trabajos sobre curvas planas (ejemplo ver [4] y [12]). También existen curvas que son
asociadas a funciones diferenciables, y que han llegado ser objeto de estudio en muchos
trabajos, tal es el caso de la Curva Hessiana de una funcién diferenciable(ver [3],[18], [8],

[19] y [5]), la cual definimos enseguida.

Definicién 1.12. Dada una funcién diferenciable f : R? — R, la matriz asociada a f

Hessf(z,y) := (fm fmy) : (1.1)

definida como

fa:y fyy

Se conoce como matriz Hessiana de f. Llamamos Hessiano de f, denotado Hy(x,y),
al determinante de la matriz Hessiana de f, esto es, Hy(z,y) = foufyy — f2,- Donde
fzws fyy ¥ fzy denotan las derivadas parciales de de orden 2 de f.

De aqui en adelante, denotaremos al conjunto de ceros de una funcién f por V(f).

Definicién 1.13. La curva Hessiana de una funcién diferenciable f : R* — R, es la curva

determinada por los ceros del polinomio Hy(z,y), y es denotada como V (Hy).

Superficies diferenciables

Las superficies en las que fijaremos nuestro atencién son aquellas que no tienen hoyos,
picos, esquinas, ni pliegues, a este tipo de superficies se conocen como superficies suaves.

En este trabajo, nos interesamos por superficies suaves S C R? que son imagen de
abiertos del plano bajo funciones diferenciables I' : R? — R3, estas superficies pueden
ser localmente expresadas implicitamente por una ecuacién z — f(x,y) = 0, donde f una

funcion localmente continua e inyectiva.

12



Definicién 1.14. Sea f una funcién localmente continua e inyectiva en U C R?, y sea,

I':UCR? =R (2,y) — I'(x,y) = (2,9, f(x,y)), lamamos superficie o grifica de f

a la imagen de U bajo I'. La funcién I' es una representacion paramétrica de la superficie

S.

Ejemplo 1.15. La superficie S definida por la representacion paramétrica

I : R — R (2,9) — (2,9,2> + ¢?), es decir, S es el conjunto de puntos que

satisfacen la ecuacién z = x2 + 2.

Definicién 1.16. Sea I' : U C R? — R3, (z,y) — ['(z,y), una funcién de clase € si
I, xIy,#(0,0,0),Y(z,y) €U

donde I'; y I, denotan los vectores cuyas entradas son las derivadas parciales de I" respecto

de z e y respectivamente, y x denota el producto vectorial, entonces se dice que I es reg-

ular. Una superficie S es llamada superficie regular si es la imagen de una representacién

paramétrica regular.

Definicién 1.17. Sea S C R? una superficie, y p un punto sobre S. Decimos que un
vector v es tangente a S en p si existe alguna curva regular C' C S tal que v es tangente

a C en p.

Definicién 1.18. Sea S C R? una superficie diferenciable y sea p € S. El conjunto de
todos los vectores tangentes a S en p forman un plano, el cual se conoce como plano
tangente a S en p y se denota T,(S). Si S es la grifica de una funcién f : R* — R

diferenciable en p = (¢, yo, 20). El plano tangente 7,,(S) se define mediante la ecuacién

0 of

2= flxzo,yo) + {a—i(fﬂo,yo)} (z —x0) + {a—y(wo,yo)] (Y — yo)-

13



Definicién 1.19. Sea S C R? una superficie diferenciable y p un punto sobre S. A la
recta perpendicular al plano tangente 7,,(S) en p se conoce como recta normal a S en p.

Al vector direccién de esta recta se le llama vector normal en p.

Sea S una superficie diferenciable en el espacio euclidiano tridimensional R3, y p € S
un punto. La curva C obtenida al cortar la superficie S con un plano N que contiene al

vector normal 77(p) a S en p, se conoce como curva seccional normal.

Sip:U C R? — S es una parametrizacién local de una superficie S en una vecindad
del punto p = ¢(u(ty),v(to)), una curva C' C S puede ser expresada como p(u(t),v(t)),

donde (u(t),v(t)) € U, cont € I C R, y su vector tangente { = 242 4 Ju.2

Definicién 1.20. Sea S C R? una superficie diferenciable, se dice que S es orientable
si y s6lo si existe una familia de parametrizaciones {(U;, ¢;)} que la cubren, y tal que si

para i # j se satisface que U; N U; # 0.

Es importante mencionar que todas las superficies que puedan definirse globalmente
como la imagen de una parametrizaciéon son orientables. En particular, las graficas de

funciones diferenciables son orientables.
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Definicién 1.21. Una Forma Cuadratica sobre R, es una aplicacion @) : R" — R que a

cada (x1,...,z,) € R" le asigna un nimero real como sigue:
2 2
Qx1,....Ty) = an@i+ -+ app®;, + 201201 T2 + - -+ A1, T1T0 + -+ Q10 Tn1T,. (1.2)
con a;; € R,Vi,j = 1,...,n, y que corresponde a un polinomio homogéneo de segundo
grado en las n variables xq, ..., z,.

El polinomio (1.2) se expresa matricialmente de la siguiente forma:

ayy ... Qip Ty Ty

Qzr,...,xn) = (x1,...,2,) |+ - D | = X'AX, donde X = | |,

a1y .- Qpp T T
(1.3)

donde X! es la matriz transpuesta de X y A es la matriz simétrica de orden n asociada
a la forma cuadratica Q(z1, ..., x,).

Dada una superficie S C R? parametrizada regular orientable, sea ¢ una parametrizacion
de una vecindad de ¢(q) = p € S, con coordenadas (u,v). Por ser S orientable, el vector

unitario

Pu X Py
N(p) = 7————(q)
[[pu X @yl
es normal al plano tangente 7,9.

Para saber cuanto se aparta la superficie S de su plano tangente 7,5, lo hacemos
calculando la derivada ¢(t), y midiendo su proyeccién en el vector normal N. Esto se
calcula mediante

<@, N >=elu(t)]” + 2fu(t)o(t) + g[o(t)),
donde

e =< Quu N >, [ =< Qu, N >=< 0, N >, y 9 =< @y, N > .

Asi, la proyeccién de ¢(t) en el vector normal N, puede verse como una forma cuadratica

definida en cada punto de la region parametrizada por . Es decir, para cada punto p € S

_ (e [
C - (f g)_ (1.4)

Con esta matriz se define una forma cuadratica que aplicada a un vector 1) tangente

se tiene una matriz

a S, satisface que

YCY =< P, >c .

15



Definicién 1.22. Sea S C R? una superficie diferenciable, la forma cuadratica definida

por la matriz C se conoce como la sequnda forma fundamental de S en el punto p € S.

Ejemplo 1.23. Sea f un funcién diferenciable, y sea S = {(z,y,2) € R* ; 2 =
f(z,y)} la grafica de f, parametrizada por

oz, y) = (x,y, [(z,y)).
Calculando sus segundas derivadas, se tiene que

Prx = (0707f14r>7 Pry = (an7fxy)a Pyy = (07 Oafyy)» Y Pz X @y = <_fa:7 _fy> 1)7
de ahi,

N = Pa X Py — (_fivu_fyal)
oz X @yll /T4 f2+ f2

Con esto, los coeficientes de la segunda forma fundamental de S son:

Jfaw

fa:y
o

Asi, la segunda forma fundamental de S es:

e =< Qpz, N >=
f =<y, N >=

g =< @y, N >=

CS — fxx [dl’]Q +9 fxy fmx

N e R e e AV e e -

Teorema 1.24. (Teorema de Euler [17]) Sea p un punto sobre una superficie S, y sea

[dy]*.

o(t) = (u(t),v(t)) una curva seccional normal a S en p, con pardmetro natural t. Salvo

el signo, la curvatura k de esta curva coincide con la sequnda forma fundamental aplicada

du @ +8v<p

al vector tangente § = Fi == + =

Clasificacién de los Puntos de una Superficie

En 1827 Gauss(ver [6]), defini6 el concepto conocido como curvatura Gaussiana y con ella
clasifico los puntos de la gréfica de una funcién diferenciable f, mediante el Hessiano de
f, ya que por el lema de Diagonalizaciéon de Sylvester [21], H;(q) es igual a la curvatura

Gaussiana de S en p € S, de la siguiente manera.
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Proposicién 1.25. Si S C R? una superficie localmente expresada como la grdfica de

una funcion diferenciable f, y sea p = (q, f(q)) € S con q € R?, entonces
1. Si Hf(q) <0, p es un punto hiperbolico.
2. 8i H¢(q) =0, p es un punto parabolico.

3. Si H¢(q) > 0, p es un punto eliptico.

y/ N\
V7
V117
’;;”l”’” 2 N
e
o
¥

Un ejemplo de una superficie en la cual encontramos puntos elipticos, parabdlicos e

hiperbdlicos es el toro, como el que se muestra en la figura 1.3.

eliptico parabdlicos

hiperbélico

Figure 1.3: Ejemplo de superficie con puntos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos.

Recordemos que si S es una superficie regular, por el teorema de la funcién implicita,
localmente se puede ver como la griafica de una funci’on diferenciable z = f(z,y), es
decir, localmente S puede verse como los ceros de una funcién diferenciable

G(z,y,2) = f(z,y) — 2.

Anélogamente al concepto de multiplicidad de un punto ¢ sobre una curva plana C,

podemos definir el orden de contacto de una recta [ y una superficie S en un punto p € [

como sigue.
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Definicién 1.26. Sea S una superficie suave en R3, definida por los ceros de una funcién
diferenciable G : R® — R, es decir, S := {(z,y,2) ; G(z,y,2) =0}. Seal: R — R?,
una parametrizaci’on de una recta con [(ty) = p, para algtin to € R. Decimos que [ tiene

orden de contacto k € N con S en p, siy s’olo si
(Gol)™(t)) =0 vy (Gol)P(ty) #0, param=0,...,k— 1,
donde (G o 1)) (ty) denota la derivada de orden k de la funci'on (G o).

Una recta [ interseca a una superficie S en un punto p = (o) si (G ol)(ty) = 0, si
(G ol)(ty) # 0, entonces [ no interseca a S y se dice que [ tiene orden de contacto cero
con S. Notemos que una recta [ es tangente en p a una superficie S si y sélo si tiene orden

de contacto con S en p mayor o igual a dos.

Definicién 1.27. Una recta [ tangente a una superficie S en p, es una direccion asint’otica

si tiene orden de contacto con S en p mayor o igual que tres.

En base a las definiciones anteriores, Salmon G. (ver [24]) hace un estudio més minu-
cioso de la clasificacién dada por Gauss, y en 1874 introduce la siguiente clasificacién de
los puntos de una superficie S, dada en t’erminos del m’aximo orden de contacto de las

rectas tangentes a S en cada punto.

Definicién 1.28. Un punto p sobre una superficie S, es punto el’iptico si todas las rectas
tangentes a S en p tienen orden de contacto con S en p igual a dos, es decir, S no tiene

direcciones asintéticas en p.

Un ejemplo de una superficie compuesta solo de puntos elipticos es un paraboloide,

como en la figura 1.4.

Figure 1.4: Ejemplo de una superficie conformada tinicamente de puntos elipticos.

Definicién 1.29. Un punto p sobre una superficie S, es hiperbolico si S tiene exactamente

dos direcciones asintéticas en p.
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Un ejemplo de una superficie compuesta sélo de puntos hiperbdlicos es la silla de

montar.

Figure 1.5: Ejemplo de una superficie conformada tinicamente de puntos hiperbdlicos.

Cada uno de los puntos de esta superficie tiene exactamente dos direcciones asintoticas,

las rectas negras son las direcciones asintoticas del centro de la silla.

Definicién 1.30. Un punto hiperbdlico p sobre una superficie S, es llamado punto de
inflexi’on si al menos una de sus direcciones asintéticas tiene orden de contacto mayor o

igual que cuatro con S en p.

Definicién 1.31. Un punto p sobre una superficie S, es un punto parab’olico si tiene una

o m’as de dos direcciones asintoticas, y se distinguen los siguientes tipos:

1. genérico, si tiene una tunica direccién asintotica [, y ésta tiene orden de contacto

igual a 3 con S en p,

2. especial, si tiene una tnica direccion asintética doble, y ésta tiene orden de contacto

mayor o igual que 4 con S en p,

3. degenerado, si p tiene més de dos direcciones asintéticas, o el 4-jet de S (sin parte

lineal ni constante) es el cuadrado perfecto de algin polinomio.

En la literatura, los puntos parabdlicos especiales también son llamados Chispides
Gaussianas o Godrones (Ver por ejemplo [8] y [23]). El término godrén fue dado por
René Thom, en 1980 ver [22]. Dentro del conjunto de los puntos parabdlicos especiales,

damos la siguiente definicion.

Definicién 1.32. Sea p = (q, f(¢)) € R?® un punto parabdlico especial de la gréfica de
f € Rlz,y]. Decimos que p es un punto parabdlico especial transversal de f si la curva
{H; = 0} es no singular en ¢ € R? y {E, ; = 0} th, {Es; = 0}. Denotamos T'SPP(f) al

conjunto de puntos parabdlicos especiales transversales de f € R[x, y].
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Parai = 1,2 el espacio tangente a cualquier punto suave (z,y) € R? en la curva V(E; 5)
es dado por ker dE; ¢|(5,,). Un punto suave p = (¢, f(¢)) € R? es un punto parabdlico especial transversal

en la grafica de f, si

R? ~ ker dE; ;|, + ker dEs ¢, (1.5)

En este tipo de puntos parabdlicos especiales enfocaremos nuestra atencion en los

capitulos 3, 4, y 5.

Algunas propiedades de las Curvas Hessianas

Definicién 1.33. Al conjunto de los puntos parabdlicos de una superficie S C R3, se le

conoce como la curva parab’olica de Sy se denota como Par(S).

Observaciéon 1.34. En general la curva parabdlica de una superficie no es lisa.

En el espacio de superficies suaves compactas en RP? existe un conjunto abierto denso
en todas partes con la topologia usual, de superficies tales que los gérmenes de éstas, en
cada punto son equivalentes a los gérmenes que tienen los p—jets de las clases normales
de O. Platonova, ver [20]. Las superficies dentro de este abierto son conocidas como

superficies genéricas.

Una propiedad importante de las superficies genéricas es, que la curva parabdlica de
una superficie genérica es lisa. Ejemplos de superficies genéricas son estudiadas en [18],
8], [19] y [5].

De aqui en adelante usaremos la proyeccion 7 del espacio tridimensional al plano xy,
definida como sigue.

7R3 — R?
(z,y,2) = (z,y).

Como hemos visto, por la proposicion 1.25 y la definicién 1.33, la curva Hessiana de

una superficie S C R? que es la grafica de un funcién diferenciable, es la proyecci’on al

plano zy de la curva parab’olica de S.

Figure 1.6: Superficie con curva Parabdlica y Curva Hessiana.
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Las direcciones asintéticas de la grafica S de una funcién diferenciable f, también

pueden calcularse a partir de f.

Lema 1.35. Sea S C R? la gréfica de una funcién diferenciable f. Las proyecciones al

plano zy de las direcciones asintéticas de S, son las rectas solucion de la forma cuadratica:

Qs (x,y) == faulz,y)(dx)? + 2fo, (2, y)dady + fyy(x,y)(dy)*. (1.6)

Demostracion. Sea l(t) = (z(t),y(t), z2(t)), una parametrizacion lineal de una direccién
asintética L de S, en p = l(ty) € S. Como, S := {V(G)} donde G(z,y,z) = f(z,y) — z,

se tiene
(Gol)(to) = f(z(to), y(to)) — 2(to) = 0,

(G o)V (ty) = (dx) fo(z(to), y(to)) + (dy) fy(2(t0), y(to)) — dz =0,
(G o)P(tg) = (dr)? fuu((to), y(to)) + 2dxdy fuy(x(to), y(to)) + (dy)* fyy (x(to), y(to)) = 0.

Esto por definicion de direccion asintotica de S, es decir, L tiene orden de contacto al
menos 3 con S en p = [(ty). Notemos que en la dltima expresién no interviene la variable z,
Asi, las soluciones de la forma cuadratica son las proyecciones de las direcciones asintéticas

de S en p.
O

Lema 1.36. (/8] Lema 6) Sea f : R? — R una funcién diferenciable, con curva Hessiana
V(Hy) no singular. Entonces, p es una cispide Gaussiana de la gréafica de f si y solo si

q = m(p) yace en la interseccién de las curvas V(Hy) y V(Cy(x,y)), donde

Crla.y) = (= (Hy)y (Hy):) (jﬁ ji) (—(g§>> 17)

y (Hyf), v (Hy), son las derivadas parciales del Hessiano de f, respecto de = y v,

respectivamente.

La demostracién de este lema se encuentra en [8].
Para continuar con el estudio de los puntos parabdlicos de la grafica de una funcién

diferenciable f, consideraremos los polinomios E1; y E2; como sigue:
El wr o —(H
E2y f YT f vy (H f )x

Elf(x,y) = _(Hf>yfm + (Hf):vfwy Y E2f($ay) = _(Hf)yfzy + (Hf)wfyy' (1.9)

Es decir,
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Estos polinomios fueron introducidos por V. I. Arnold en [1]. Una propiedad de los

polinomios K1y y E2; que utilizaremos en el capitulo 4, es enunciada en el lema siguiente.

Lema 1.37. Sea f una funcién diferenciable, sea ¢ € {E1y = 0}N{E2; = 0} y para cada
ntmero real k en el rango del Hessiano Hy, sea X (f) := {(z,y) e R* ; Hy(z,y) =k}
una curva de nivel del polinomio Hy. Entonces, o ¢ pertenece al conjunto Sing(X(f)x)
de puntos singulares de X (f), con k # 00 g € X(f)o.

Demostracion. Sea g € V(E1;) NV (E2f) y supongamos que

q€ X(f)r:={(r,y) €R® ; Hs(x,y) =k} con k # 0.

C )
0 E2f o fy:c fyy (Hf)x 7

lg
el vector u(q) := (—(Hy),(q), (H;).(q))! € kernel (fmc Jay

yr fyy

) NT,X(f)k, donde |, sig-
lq

nifica evaluado en g¢.

Si U(Q) 7é (070), entonces rango (facac fa:y

> < 1 asi, ¢ € V(Hy) y tenemos una
v fuy o

contradiccién. Por lo tanto, u(q) = (0,0), lo cual implica que ¢ € Sing(X (f)x).
]

Proposicién 1.38. Sea S C R? la gréfica de una funcién diferenciable f : R? — R, con
curva Hessiana no singular, y sea p € S, entonces, p es un punto parabdlico especial de S

si y sélo si m(p) yace en la interseccion de las curvas V(Hy), V(E1ly) y V(E2y).
Demostracion. Por el lema 1.36, basta mostrar la equivalencia que existe entre

V(Cy(x,y)) y V(EL) NV(E2p).

Sea p tal que m(p) = ¢ € V(E1;) NV (E2f). La forma matricial de Cy(z,y) es:

Cyay) = (—(Hy)y (H)),) (; jﬁ) (‘(g)) (1.10)

De (1.8) se tiene que

() G| =) =reven an

Asi, si w(p) = q € V(E1y) NV(E2y) entonces g € V(Cy).
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Ahora, sea p € S tal que 7(p) = ¢ € V(Hy) N V(Cy(x,y)), por el lema 1.36 p es un
punto parabdlico especial de S, y tiene una tnica direccion asintética [ en p. La condicion
q € V(Cf(x,y)) implica que la recta tangente I’ que pasa por p € S en la direccién del
vector v € R? tal que u = w(v) = ( — (Hy),(q), (Hy).(q)) tiene orden de contacto k > 3
con S en p, esto por el lema 1.35.

Asi, I’ es una direccién asintética de S en p, y por unicidad de la direccién asintética
de un punto parabdlico especial se tiene que [ = ['.

Ahora, el plano generado por la direccién asintdtica [ de S en p, y un vector normal 72
al plano tangente a S en p, interseca a S en una curva C. Por el teorema de Euler sobre
curvaturas de curvas seccionales normales(ver 1.24) la curvatura de C' en la direccién del
vector u es cero, y por ser [ la unica direccién asintética de S en el punto parabdlico
especial p, v es la inica direccién con curvatura cero, esto implica que el valor cero es un
maximo o un minimo, por lo tanto Au es una direccién principal, lo cual es equivalente a

que A\u sea una direccion propia de la matriz Hessiana de f con valor propio . Asi,

0=u (fm fxy) u' = \|ul|*.
fyac fyy

Esto implica, que si u # (0,0), entonces

q e {V(Hp)} 0 {V(EL)} N {V(E2f)}. (1.12)

la

Esto es,

Si u = (0,0) implica que ¢ es un punto singular de V' (Hy), lo cual no ocurre, por ser
V(Hy) no singular. Por lo tanto si m(p) = ¢ € V(C}) entonces ¢ € V(E1;) NV (E2y).
O

Agradezco a la Dra. Adriana Ortiz Rodriguez por brindarme la demostracion de esta

proposicion.
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Chapter 2

Teoria de Poliedros

En este capitulo, recordamos algunas propiedades de los poliedros que utilizaremos en los

capitulos 4, 5 y 6.

Definicién 2.1. Un poliedro en R™ es la interseccion finita de semi-espacios dados por
ecuaciones de la forma : (x,v) > a, donde a € R, v € R" y (,) denota el producto punto

usual en en R”.

Un poliedro es llamado racional si v € Z". En este trabajo siempre utilizaremos

poliedros racionales.

Definicién 2.2. Llamamos complejo poliedral P € R™ a una coleccion finita de poliedros
en R", la cual contiene todas las caras de sus miembros y la interseccion de cualesquiera

dos poliedros en P es una cara comun.

Definicién 2.3. Sea P un complejo poliedral. Definimos el soporte poliedral de P (deno-
tado | P|), como la unién de todos los poliedros de P vistos como conjuntos. La dimensién
de P es la dimension maxima de los poliedros de P. Si todos los poliedros maximales de P
(respecto a la inclusién) tienen la misma dimension, entonces P es llamado de dimensién

pura.

Definicién 2.4. Sea A un poliedro racional en R*, y 7 = {A® ... AD} ¢ R" un
conjunto finito de poliedros de diferentes dimensiones. Decimos que 7 es una subdivision

poliedral de A si cumple las siguientes condiciones:

1. Si AO N AU £ (), entonces AD NAU) € 7.
2. int(AD) Nint(AW) =0, sii # j.
3. Si AW N AU es una cara de A, entonces también es una cara de AU,

4. | Int(A®) = A

ADer
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Definicién 2.5. Decimos que A : U C R" — R es una funciéon conveza si para cualquier

z,y € U y para todo t € [0, 1] se tiene que

Mtz + (1 —t)y) < tA(z) + (1 = )A(y).

tfix) + (1 =) fiv)
Jy)
fitx+(1-0)y)

O :

X tx+(I-0)y ¥y

Figure 2.1: Funcién convexa.

Definicién 2.6. Sea A un poliedro n—dimensional y 7 una subdivision poliedral de A.
Decimos que 7 es convexa si existe una funcion A : A — R continua, y convexa que

satisface:
1. A, esafin VA" €.

2. A an DO es afin VA, A" € 7 con A’; A" de dimensién maxima.

UA//

3. MANZ) CZ.
En la literatura, las subdivisiones poliedrales convexas son también llamadas requlares.

Ejemplo 2.7. Sea A; C R? el poliedro dado por el tridngulo con vértices (2,2), (d,2),
(2,d) € R?, es decir, Ay = A{(2,2),(d,2),(2,d)} con 7T la subdivisién poliedral de A,
inducida por las rectas x =7 donde i = 2,...,d—1, y sea A : Ay — R, tal que tomando
2 =2,y 2z =21+x—1 (r,y) = z,Vr €li,i+1)coni=2,...,d—1.

Tomando los puntos (x;,y;) y (x;,y;) tal que z; € [i,i+1),z; € [j,7+ 1), con j > i.

Notamos que

M=) (i, yi) + (x5, y5)) < tz5 < tzp+(1—1)z = tA((z),y5)) + (1 =) A((zi, 1)), ¢ € [0,1].

Asi, A\ es una funcién continua y convexa, que ademds satisface las condiciones de la

definicién anterior, por lo tanto 7 es una subdivisién poliedral convexa de Ay.

Observacién 2.8. De manera andloga se muestra que si 7 es la subdivisién poliedral de

A, inducida por las rectas y = —x + i donde ¢t = 2,....d — 1, y sea A : Ay — R, tal
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que tomando z1 = x4+ vy, vy 2 = z1+x+y—1i, (x,y) — z,i <x+y < i+1con
i =2,...,d—1. Es una subdivisién poliedral convexa de A,.

También si 7 es la subdivision poliedral de A, inducida por las rectas y = —2x+1 donde
1=2,....,d—1,ysea A: Ay — R, tal que tomando 2y =2x+vy,y 2; = z;_1 + 20 +y — 1,
(x,y) = z;,i <2x4+y<i+1lconi=2,...,d— 1. Esuna subdivisién poliedral convexa
de Ay.

Dada una subdivisién 7 inducida por la funcién A, la envolvente convexa de la gréfica
I') de A forma un politopo, nos referiremos al conjunto de caras 2-dimensional que yacen
en I'y por T'(A\) y nos referiremos a este como el politopo compacto con subdivision poliedral
mducida por  A.

Notemos que la proyeccién 7 : R* — R? induce una biyeccién entre las caras de T'(\)

y los poliedros en \.

Lema 2.9. Sea A C R? un poliedroy A : A — R una funcién convexa con A(ANZ?) C
Z.Si E € T()), entonces existe un vector («a, 3,1) € Z* ortogonal a E. En particular, la

1 00
transformacion lineal [(, gy : R3? — R3 definida por la matriz | 0 1 0 |, satisface que
a [ 1

l(a,5)(E) esta contenido en el plano {z = r}, donde r = min{(«,3,1)-v ; veT(\)} €
Zy m(v) = 7(l(a,p)(v)) para cualquier v € E.

Demostracion. Sean (z1,y1, AMx1,v1)), (T2, Y2, M, ¥2)), (23,3, M(x3,93)) € ENZ3
puntos con la propiedad de que no existe un punto con coordenadas enteras dentro del

triangulo A(vy, ve, v3) con vértices vy = (21, 1), v2 = (T2, ¥2), v3 = (x3,y3) € Z?, esto es,

1 = area(A(vy,ve,v3)) = [{(vs — v1), (va — v1)T)], (2.1)

donde (,) denota el producto escalar, y (,)* es el vector ortogonal.
Un vector (a, 3,1) € Z3 es ortogonal a E si (a, 3,1) - (2, yx, AM(, yx)) es constante

para k = 1,2, 3. El sistema de ecuaciones en las variables reales o, 8 y r,

1 0 0 T Ty
010 ve | =lwl| k=123, (2.2)
a B 1 ATk, Yk) r

que envia E al plano horizontal {z = r} es equivalente al sistema de tres ecuaciones

oy 1 Q —>\<$1ay1)
To Y2 1 B =12, y2)
r3 Yz 1 - — N3, y3)
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El determinante de esta matriz, dado por

(l’2y3 - y2373) - (96’13/3 - $3y1) + (3313/2 - $2y1) = <(£173 —T1,Y3 — yl)u (—(3/2 - 3/1), To — $1)>

= ((v3 — 1), (V2 — v1)7), esigual a +1

por (2.1). Asi, se garantiza la existencia de las soluciones enteras «, 3,7 € Z para el
sistema (2.2).

La tranformacién lineal /(o 5 envia la cara E € T(\) a una cara en T(X) contenida
en el plano horizontal {z = r}, donde X(i,j) = A(i,j) + i + jP mientras las caras
2-dimensionales restantes en 7'(\) son enviadas a caras en T (X) arriba de este plano
horizonta, asi, r = min{(«, 3,1)-v ; veT(\)} € Z.

U

Proposicién 2.10. Sean \;;7 = 1,...,m, funciones convexas sobre U C R", entonces
toda combinacion lineal con coeficientes positivos, de las funciones )\; es una funcion

convexa.

Demostracion. Sean \;,i = 1,...,m, funciones convexas sobre U C R", entonces para

cualquier par de puntos a,b € U y para todo t € [0, 1], tenemos que

Ai((L=t)a+tb) < (1 —t)Ai(a) +tAi(b) , coni=1,...,m.

ASI’) para Cualquier o > O,Z = 1, e, m

aidi((1 = ta+ th) < a;[(1 — )Ai(a) + thi(b)].

De ahi,

Zaz (1= t)a + tb) <Zo¢z (1 —t)A\i(a) +tr(D)]

=1

Es decir,

Za”1—m+tb 1—75204” +tzm:)\i(b)
=1

Por lo tanto, E a;\i(x) es una funcién convexa.
i=1
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Corolario 2.11. Sea A C R? el poliedro dado por el tirdngulo con vértices {(2,2), (d, 2), (2,d)} C
R2. Sea 7 la subdivisién poliedral de A en los tridngulos de la forma

AW = A{(i,2), (i +1,2),(i,3)},

A® =A{(1,5),0+1,5-1),1,j+ 1)} conl+j<d—2

A® = A{(,k+2),(0+1,k+1),(I+1,k)}conl+k<d-—2
parai € {2,...,d—3},7€{3,...,d=3}, y L,k € {2,...,d—4}. Entonces T es convexa.

Demostracion. Notemos que esta subdivision poliedral se puede ver como la union de
las subdivisiones poliedrales convexas del ejemplo 2.7 y de la observacién 2.8, y por la
proposicion 2.10 se tiene el resultado.

O
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Chapter 3

Teoria de Perturbacion

En este capitulo recordaremos algunos conceptos, definiciones y resultados basicos sobre
la teoria de perturbacion de polinomios y curvas, los cuales utilizaremos mas adelante para
mostrar el comportamiento de los puntos parabdlicos especiales en la grafica de funciones
bajo pequenas perturbaciones.

Dado un punto ¢ € R?, denotaremos por D(q, R) al disco cerrado de radio R € R

centrado en q.

Definicién 3.1. Sea f € Rz, y] un polinomio. Llamamos una perturbacion de f a una
familia de funciones Fy = f+tg,, donde g, € R[t][x,y], tal que para toda e > 0 existe 6 > 0
tal que para 0 < [t| < J se tiene que |Fiy(z,y) — f(x,y)| < € para todo (z,y) € D(q, R),
donde g € V(f).

Definicién 3.2. Sea f € R|x, y] un polinomio y F; una perturbacién de f. Sea C':= V(f)
la curva definida por el conjunto de ceros de f € Rz, y], llamamos una perturbacion de
C' a la familia de curvas C; := V(F}), definida por el conjunto de ceros una perturbacién
F,cont eR.

Proposicién 3.3. Sea F; € Rt|[z,y] una perturbacién de f € R|z,y|. Para § > 0,

sea {qt}ie(—s5) una coleccion de puntos en D(q, R) C R? tal que Prré ¢; = q, entonces
ﬁ
lim Fi(q:) = f(q).

DemostracionSea F;, = f +tg, con f € Rlz,y| y ¢ € R[x,y,t]. Tomamos el compacto
[—e,e]x D(q, R), entonces existe M € N tal que |g:(z,y)| < M para todo (z,y) € D(q, R).
Sea q; € D(q, R), con t € [—¢,¢], asi

[t gela)l < t- M = limt-gi(q) = 0.

De ahi,

lim Fi(q) = Mm(f(q) +t-g:(q)) = f()lfi_I}(} q:) + lm¢ - 9:(a:) = f(q).

=1
t—0

Por lo tanto 15% Fi(q) = f(q).
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Definicién 3.4. Dado un conjunto no vacio A C R? y € > 0, denotaremos por Tub.(A) C
R?2, al conjunto de puntos, que estdn a distancia no mayor que ¢ de A, y lo llamamos, la

vecindad tubular de radio € centrada en A. Es decir

Tub.(A) = {w e R? ; mifr&{|z —w| <e}}.
zE
Denotamos por Int T'ub.(A), al interior de la vecindad tubular T'ub.(A).

Sea C' C R? una curva, en la siguiente figura se ilustra la vecindad tubular de C.

D(p, R)

Proposicién 3.5. Sea C; := V(F;) C R? una perturbacién de la curva C' := V(f) C R?
donde f € Rz, y|.

i) Dado ¢ > 0 y un disco cerrado D(q, R) C R? de radio R centrado en q € C, existe
d > 0 tal que C; N D(q, R) estda contenido en la vecindad tubular Tub.(C) para
t] < 0.

ii) Si C es no singular dentro del disco cerrado D(gq, R) C R? de radio R centrado en
q € C, existe § > 0 tal que C; N D(q, R) # () es no singular para |t| < 0.

Demostracion

i) Sea Iy = f +tg;, donde f € R[x,y] y g: € R[t][z,y]. Los conjuntos

By :={(z,y) € D(¢;R) ; |f(z,y)] <k}

definen una sucesién de conjuntos compactos con la propiedad de que By C By
para k < k' y tal que C N D(q,R) = ﬂ By.
k>0

Los conjuntos abiertos Wy, := D(q, R) \ By, con k > 0 definen una cubierta de
!

U = D(¢q,R) \ Int Tub.(C), por lo cual existe una subcubierta finita U C U W;.

Jj=1
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ii)

Por lo tanto, U C D(q, R)\ B, para algin [ > 0, y asi, B; C Int Tub.(C)ND(q, R) C
Tub.(C) N D(q, R).

Sea M := max{|g:(z,y)| ; (z,y) € D(q,R),t € [—1,1]}, entonces para |t| <
w v (z,y) € D(q, R), tenemos que |tg,(x,y)| <.

Sea § = l+M+1’ entonces, para [t| < J se tiene que

C:ND(q,R) C{(z,y) eR? : [f(2,y)| = [tg:(z,y)| <1} N D(q, R) C By C Tub:(C) N D(q, R).

Primero, vamos a probar que C;ND(q, R) # ) para valores suficientemente pequetios de t.

Como C' es no singular en ¢, existe € > 0 tal que [—¢,¢] C f(D(q, R)).

Elegimos ¢ € f~'(—€) N D(q,R), g2 € f~'(¢) N D(q, R), y consideramos

M = max{|g:(z,y)] ; (z,y) € D(q,R),t e [—1,1]}.

Entonces, para [t| < i < 1, tenemos que Fi(q) = f(q1) + tge(a) < 0,y
Fi(q2) = f(q2) + tgi(q2) > 0. Como F; es continua en D(q, R), existe p € D(q, R)
tal que Fy(p) = 0, es decir, C; N D(q, R) # 0.

Definimos en D(q, R) las funciones continuas dadas por

b(w,y) = max {| 26| |2nlen| y e [-1,1]} y
of(zy) | |9f(zy)

3

Como ¢ es estrictamente positiva sobre C'N D(q, R), podemos elegir £ > 0 tal que

o(z,y) = max{‘ 5

Y

dy

¢ es estrictamante positiva en Tub.(C') N D(q, R).

Consideramos N := max{¢(z,y) ; (z,y) € Tub.(C)ND(q, R)} vy el valor positivo
n = min{p(z,y) ; (x,y) € Tub.(C)N D(q,R)}. Asi, para (z,y) € Tub.(C) N

D(q,R) y [t| < ;5957 tenemos que

1| 9f(zy) : | Of () of (z.y)
mx{‘ Do, y)\ Da(r, y)\} _m [T s 2| < 2]
dx '] dy 27 | <1|aen| ‘Wéﬂ;y < ‘c’?f(a:y

Por 1), existe 0 < g < 1 tal que C; N D(q, R) C Tub-(C') N D(q, R) para |t| < dp.
Por lo tanto, para |t| < min{

. m . .
TINTI) m+2M+1,50} se tiene una de las siguientes

condiciones;
a) ‘8f§a;y) +t89t(xy) >% 8f§a;y)  si 6fg§;y) < ‘Bfa(ﬂiy) .6
o R e L LR
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Asi,

OF, OF, ~ (0f(x,y) | ,0g(x,y) Of(z,y) = Og(x,y)
(%(x7y)va_y(xay)) - ( O +1 O ’ ay +1 ay > 7é (070)7

es decir, la curva C; N D(q, R) # () es no singular.

O

Proposicién 3.6. Sean C,, D, C R? perturbaciones de las curvas C, D C R?, respectiva-
mente. Si C' M, D entonces para cualquier R > 0, existe § > 0 tal que, para [t| < 0, las
curvas Cy y D, se intersecan transversalmente en algin punto ¢, € D(p, R). Mas aun, ¢,

puede ser elegido tal que lim ¢; = q.
t—0

Demostracion. Sean C :=V (f), D :=V(g), Cy :={F, .= f+tp; =0} y Dy := {G; :=
g+t =0} con f,g € Rlz,y| y or, ¢y € Rlz,y,t]. Sea H(z,y) = (f(z,y),9(z,y)) una
funcién, y h = det(J(f,g)), el determinante jacobiano de H, y tomamos 7 := V(h) C R

Como las rectas tangentes de C'y D son secantes en ¢, h(q) # 0y existe 0 < ¢ < R tal
que v N D(q,e) = 0. Ademds, podemos elegir € > 0 tal que Tub.(y) N D(q,&) = () dentro
de D(q, R). Por la proposicién 3.5, existe 4; > 0 tal que las curvas

0 # CiN D(g,e) C Tubs(C)N D(q,e) y B # Dy N D(q,¢) C Tubs (D) N D(g,¢)
son no singulares para |t| < d;, Mds atn, para |t| < d;, C; N DN D(q, R) # 0 y podemos
encontrar puntos qi, g2 € C; N Tubs (D) N D(g,¢€) con g(q1) < 0y g(g2) > 0. Asi, por el
mismo argumento dado en la prueba de la proposicién 3.5 ii), existe dy tal que las curvas
Cy y Dy se intersecan dentro de D(q,e) C D(q, R) para toda [t| < da.

Las rectas tangentes a las curvas Cy y D; en ¢; € C;ND;ND(q,¢) # (), son transversales

si y solo si ¢; no yacen sobre las curvas

v = {V (hy = det(J(F,, Gy))},

definidas por el determinante hy = det(J(F;, G;)) de la matriz de derivadas de las funciones
(F;,Gy) : R? — R% Como hy = h+t (%Z—fj - %i—?), la curva 7, es una perturbacién de
7y, por la proposicién 3.5, para algun disco cerrado D(q,r) C R? centrados en ¢ € v y tal
que D(q,e) C D(q,r), existe d3 > 0 tal que v, N D(q,r) C Tub-(y) N D(q,r) para |t| < 3.
En particular, para [t| < 0 = min{dy, d2, 3}, %N D(q,7)ND(q,e) C Tub.(y)ND(q,e) = 0,
por lo tanto ¢ € C;N Dy N D(q, ) # 0 no pertenece a la curva 7; y por lo tanto Cy h,, D,
con ¢; € D(q, R).

U

La condicién de transversalidad es necesaria en la proposicién 3.6.

Ejemplo 3.7. Sean C; := V(y — 22 —t), Dy := V(y + x? +t) perturbaciones de las curvas
C :=V(y—2a?),D :=V(y+ 2?). Las curvas C'y D tiene sélo un punto de intersecién
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0 = (0,0), el cual no es transversal. Para 0 < ¢t < ¢ la intersecciéon de C; y D, dentro de
D(0,7) es vacfa, y para —0 < ¢ < 0 la interseccién de Cy y D; dentro de D(0,r) tiene dos
puntos, asi la cantidad de puntos en la intersecion de C'y D no se preserva bajo pequenas

perturbaciones.
La proposicion 3.6 no puede ser extendida a mas de dos curvas.

Ejemplo 3.8. Sean C; :=V(z—t), D, :=V(y—t) y E; := V(y+x+t) perturbaciones de
las curvas C :=V(z),D :=V(y) y E :=V(y + z). Las curvas C, D y FE tienen un tnico
punto de interseccién transversal 0 = (0,0). Para 0 < |t| < §, la interseccién de las curvas
Ci, Dy y FE; dentro de D(0,7) es vacia, por lo tanto la cantidad de puntos de interseccién

no es preservada bajo pequenas perturbaciones.

Perturbacién de puntos parabdlicos especiales

En esta seccion analizaremos como se comportan los puntos parabdlicos especiales bajo
pequenas pertubaciones de las graficas a las que pertenecen.

Los puntos parabélicos pueden ser expresados por la interseccion de dos curvas tan-
gentes, o tres curvas, como hemos visto en los ejemplos 3.7 y 3.8; ambas situaciones en
general, no son preservadas bajo pequenas perturbaciones.

En [14], E. Landis enuncié que: bajo algunas condiciones de genericidad, los puntos
parabdlicos son preservados bajo perturbaciones. Landis no da una prueba de este hecho.
Podemos darnos cuenta que este hecho es una consecuencia del trabajo de Platonova. Sin
embargo, aqui damos una prueba detallada para puntos parabdlicos especiales transver-

sales.

Proposicién 3.9. Sea f € R|x,y] un polinomio de grado d > 3y ¢; € R[t|[z,y]. Si
F, := f + tg; es una perturbacién de f, entonces las curvas V(Hp,), V(Elg) vy V(E2F,)
son perturbaciones de las curvas V(Hy), V(E1y) y V(E2y), respectivamente.

Demostracion. La curva Hessiana de Fi(z,y) = f(z,y) + tg:(x,y), estda definida por

los ceros del polinomio

HFt ({L‘, y) = Hf(xv y) + o, donde ¥ = (f;mgtyy + gtxocfyy - 2fwy.gtxy + tHgt)'
Por definicién, los polinomios Flp, y E2p,, son

ElFt = Elf + t[_(Hf)ygta:x - SOythz + (Hf)ztgta:y + SOthxy]a
E2p, = E25 + t[_(Hf)ygtxy — @y Fay + (Hp)atGryy + SOthyy]-

Asi, las curvas V(Hp,), V(E1lg,) y V(E2p,) son perturbaciones de las curvas V(Hy),
V(E1ls) y V(E2y), respectivamente.
U

35



Corolario 3.10. Sea f € R|x, y] un polinomio de grado d > 3 y sea 2 una regién acotada.
Si F} es una perturbacién de f y la curva V(Hy) es no singular en la cerradura de €,
entonces la curva Hessiana V (Hp,) de F; para valores suficientemente pequenos de ¢ es no

singular en (2.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las proposiciones 3.5 y 3.9.
O

Lema 3.11. Sea [ € R[z,y] un polinomio de grado d > 3, sea H;'(k) := {(z,y) €
R? ;  H(z,y) = k} la curva de nivel del polinomio H;. Sea g € V(E1;) NV (E2y), tal
que Hy(q) = k entonces, o g pertenece al conjunto Smg(Hf_l(k)) de puntos singulares de
H;l(k) conk#0o0q€ H;l(O).

Demostracién. Seaq € V(E1;)NV (E2s) yseaq e H;'(k) = {(x,y) € R* ; Hy(z,y) =

ke k #0}. Asi,
)~ ()~ 1C 72) ()
0 E2f Iy fy:v fyy (Hf)x
fa::): fzy

yr vy

la

el vector u(q) := (—(Hy)y, (Hf)m)ltq € ker ( > ﬂTqu’l(k),
la

donde T, H; ' (k) es el espacio tangente a H;'(k) en g.
f:)::v fxy

yr vy

Si u(q) # (0,0), entonces mngo( ) < 1. Asi, Hf(q) = 0 y obtenemos
la

una contradiccion. Por lo tanto u(q) = (0,0), lo cual implica que ¢ € Sz’ng(H;l(k)).
U

Lema 3.12. Sea G; € V(Elp) NV (E2R) y sea Hp'(k) == {(z,y) € R ; Hp/(z,y) =
k} la curva de nivel del Polinomio Hp,. Entonces, o ¢ pertenece al conjunto Sz’ng(H;tl(k))
de puntos singulares de H' (k) con k # 0 o G, € Hy,'(0).

Demostracion.
Sea ¢ € V(E1g )NV (E2R) y sea ¢ € H;tl(k) ={(z,y) € R? ; Hp(z,y)=kk#

0}. Asi,
(O) _ (Elpt> _ ((Ft)mx (Ft>xy) <_(HFt>y(t))]
0 E2p, N (F)ye  (F1)yy (Hr)e Iqt’
(Fo)ya ()

el vector u(q) == (—(Hp,)y, (HFt)x)‘tqt € ker < my) ﬂthH;tl(k),
YW/ 4

donde Ty, Hy' (k) es el espacio tangente a Hy,' (k) en g,
)m (Ft):vy
Jya (Ft)yy

emos una contradiccién. Por lo tanto u(g) = (0,0)", lo cual implica que ¢, € Sing(Hy'(k)).

F
Si u(q) # (0,0)", entonces rango (EFt ) < 1. Asi, Hg,(¢) = 0 y obten-
t
lg
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Teorema 3.13. Sea f € R|z,y| un polinomio de grado d > 3 con curva Hessiana
no singular V(Hy) y tal que V(E1ly) h V(E2¢), y Fi(z,y) = f(x,y) + tg.(z,y), con
g: € Rlt][z,y], una perturbacién de f. Sean PPET(f) y PPET(F}), los conjuntos de
puntos parabdlicos especiales transversales en las gréaficas de f y Fj, respectivamente.
Entonces, para cada (¢, f(q)) punto parabdlico especial transversal de la gréfica de f y
Ve > 0, existe 6 > 0 tal que para 0 < ¢t < 9, existe un punto parabdlico especial transversal
(Gi, F;(q)) en la grafica de F} en el disco cerrado D(g,e) C R?.

Demostracion. Sea p = (¢, f(§)) € R? un punto parabdlico especial transversal de la
grafica de f |,y m: R® — R? la proyeccién sobre el plano zy. Por la proposicién 1.38, se
tiene que ¢ = m(p) yace en la interseccién de las curvas V(Hy), V(E1ly) y V(E£2¢). Como la
curva V' (Hy) es no singular en ¢, por el corolario 3.10 la curva V(Hp,) es no singular dentro
del disco cerrado D(q, ) para valores de t suficientemente pequenos, y por el proposicién
1.38 el conjunto de puntos parabdlicos especiales transversales de la gréafica de F; dentro
de D(p,e) esta definidos por la interseccion V(Hp,) NV (E1gr) NV (E2g) N D(p,€) para

valores suficientemente pequenos de t. Asi, existe d; > 0 tal que para |t| < &;

7(PPET(F,)) N D(G,¢) = V(Hg) NV (E1R) N V(E25) N D(G,¢)

Por la proposicion 3.6 existe d2 > 0 tal que para [t| < 5 las curvas V(Elg) y V(E2p,)
se intersecan transversalmente en algin punto ¢; € D(g, <) con 11_1}13 q = q.

Ahora para probar que ¢; € PPET(F;), supongamos Hp,(q;) = k; # 0, por el lema 3.12
tenemos que ¢; € D(q,€) es un punto singular de Hy'(k;) : {(z,y) € R* ; Hp(z,y) =
ki }.

El vector v(¢) := (—(Hp,)y(q), (Hr,)2(q:)) = (0,0), define una sucesién con

(0.0 # (= (Hy)y (@), (@) = iy (= (FIn) (@), (s )o() = g (@) = (0,0)

Lo cual implica que para |t| < min{d;,ds} el punto ¢, € V(Elg) N V(E2R) yace
también en V(Hp,) N D(q,¢). Por lo tanto, el punto (¢, F(¢:)) es un punto parabélico
especial transversal de la grafica de F; con ¢ € D(q,¢).

U

Corolario 3.14. Sea f € R[z,y] un polinomio de grado d > 3 con curva Hessiana no
singular y sea F; € R[t|[x,y] una perturbacién de f. Entonces, para ¢ > 0 existe § > 0
tal que para 0 < |t| < § existe una inclusién

Wy : PPET(f) — PPET(F,)

tal que m(¢y(p)) € D(mw(p),e). Més aun, eligiendo ¢ suficientemente pequena también

tenemos:
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Wy : PPET(f)* < PPET(F,)".

Demostracion

Sea 0 < &1 < ¢ tal que para cualquier ¢,q € 7 (PPET(f)) con q # ¢, D(q,e1) N
D(¢',e1) = 0y D(q,e1),D(¢',e1) C (R*)%. Por el teorema 3.13, para cualquier q €
T(PPET(f)), existe §, > 0 tal que, para |t| < J,, existe un punto (¢, Fi(¢:)) € PPET(F})
con q; € D(q,¢e1).

Por ser el conjunto PPET(f) finito, tenemos § := min J, > 0 y para p =

qen(PPET(f)}
(¢, f(q)) € PPET(f) definimos ¢,(p) := (qs, Fi(qr))-

Mapeos cuasihomotéticos

En esta seccién, mostraremos algunas propiedades de un tipo especial de transformaciones,

llamadas cuasihomotecias por O. Y. Viro [26]. Las cuasihomotecias son mapeos

pga’ﬁ) ‘R? -5 R?
(z,y) = (s°x, s"y).

ga,ﬂ)

para algin «, 8 € Z y s € R. Para s # 0 la funcion p es uno a uno, y la diferencial

s 0

dpga’ﬁ )|($7y) corresponde al isomorfismo definido por la matriz 5
s

Lema 3.15. Sea hy, : R — R, x — s%z. Dado a; < g, para cualesquiera dos
intervalos [a,b],[c,d] C R\ {0}, existe § > 0 tal que para 0 < |s| < 0 se tiene que
h/soq ([a,, b]) N hSOtz([C, d]) = @

Demostracion Daremos una prueba para el caso donde [a,b], [c,d] C Rsy. Consider-
emos 0, = (%)?16“1 Si s > 0 0 ag,as son pares, entonces hgei ([a,b]) = [s*1a, s*b] vy
hses ([c, d]) = [s*2¢, 5%2d], asi elegiendo 0 < [s| < d; tenemos que s*27* < 4. por lo cual
s*2d < s*a y hgoi([a,b]) N hgee([c,d]) = 0. Sis < 0y ay + ay es impar, entonces o
hsoi([a,b]) C Rsg v hsea([e,d]) C Reg; 0 hgoi([a,b]) C Reg y hsez([c,d]) C Ry, asi el
resultado se sigue.

Sis < 0y ap,ay son impares, entonces hgei([a,b]) = [s1b,sYa] y hge([c,d]) =
%)%ial, asi 0 < —s < (%)ﬁ, y
s*a < s*2d, lo cual implica que hgei ([a, b]) N hgeo ([c, d]) = 0.

Para los casos donde [a,b] C Ryg v [¢,d] C Reg; [a,b] C Ry [e,d] C Rsp; 0

[s*2d, s*2¢|, por lo tanto |s| < d0; implica que s > —(

a,bl, c,d] C R.g, es suficiente considerar 0 < [s| mas pequeno que d; = |2 azial, 03 =
&
1
|b]a2=er, 6y = (2)=2==1 para tener hyen ([a,b]) Nhges ([c, d]) = 0, respectivamente. Tomando

d := min{dy, ds, 03, 04 }, el resultado se sigue.
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Proposicién 3.16. Dado (o, ) # (o/,3) € Z?, sean A, B C (R*)? conjuntos finitos
de puntos y sea ¢ > 0 tal que para todo ¢ € AU B, el disco cerrado D(q,g) C (R*)%.
Entonces, existe d > 0 tal que para 0 < |s| < 0,

p? (Tub(A)) () p&7) (Tub:(B)) = 0.

Demostracién Supongamos que o # o y sea m : R* — R la proyeccién (z,y) — .

Sean [a, b, [e, f] C Reg, v [¢,d], [g,h] C Rsy intervalos tales que
mi(Tub:(A)) € [a,0] U [e, d] y mi(Tubs(B)) C le, f]U[g, h].

Entonces,

™1 (A (Tubo(4))) = {s°0: 7 € my (Tubo(A)} € h ([0, b)) U b (e ) v

w1 (A (Tubn(B))) = {500 € m(Tubu(B) } € hue(le, £1) U hue([g, ).

Tomando estos intervalos dos a dos, el resultado se sigue del lema 3.15.
Por otro lado, si @ = o’ y 8 # (', entonces con la proyeccién m : R? = R, (z,9) — y y

un proceso similar obtenemos el resultado deseado.

Puntos Parabdlicos Especiales bajo Cuasihomotecias

En esta seccion mostraremos como la cantidad de puntos parabdlicos especiales trans-
versales y no transversales sobre graficas de funciones diferenciables se preserva bajo
cuasihomotecias.

Dados a, 8,r € Z, de aqui en adelante consideramos la siguiente transformacién

h(a,,@,r) : R[I, y] — R[S] [LL’, y] (31)

F@,y) = hapn () @,y) =s"f o pl*P(x,y).

Notemos que ﬁ(awgm)(f) no define una perturbaciéon de f € Rz,y]. Sin embargo,
si consideramos la traslacion T'1 : Ris|[z,y] — R[s][z,y], f(z,y,s) — f(x,y,s + 1),

entonces la composicién 11 o ﬁ(aﬂ,,‘)( f) es una perturbacién de f.

Lema 3.17. Sea 2 C R? una regién acotada. Si la curva Hessiana de f € Rz, ] es no

singular dentro de la cerradura de €2, entonces para s # 0y r € Z,
i) (2,9, f(z,y)) € PPE(f) N7~ 1(Q) siy solosi (z,y, o0, (f)(2,9)) € PPE(h,00(f) N7 L)
il) (2,y, f(z,y)) € PPE(f)*Na=1(Q) siy solosi (z,y, ho,0.r)(f)(2,9)) € PPE(h,0,0)(f))* N7~ 1),
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Demostracion Sea f(a:, y) = ﬁ(o,oﬁr)(f)(:c, y) = s"f(z,y), ysean : R — R? la proyeccién
sobre el plano xy, por la proposicién 1.38 el conjunto de puntos parabdlicos especiales en
la grafica de f es dado por el conjunto PPE(f) N7 Y(Q) = {(z,y, f(z.y)) : (z.y) €
V(H;) NV (E1:) NV(E25)} N '(Q), donde

ﬁx(x,y) ﬁy(%y) " fua(@,y) " fuy(2,y) 2r
HA(x, =det| < ~ =det =s" Hy(z,y),
f(x v) ‘ (fy:ﬁ(xay) fyy(%?ﬂ) ’ <3rfyrc<$’y) Srfyy(%y)> T HAn Y)Y

(mﬂ%w>:<@@w)£ﬂ%)><(ﬂmmwv
E24(,y) foe(@,y)  fyy(2,y) (H7)z(z,y)
::<§fm0my) yvaxx,>> ( s%(hvnAxJD) :S&»<E1ﬂxdﬁ>' 5.3

S hley) s hu(ey)) \ s (Hpal,y) B24(x,y)

Como la curva Hessiana de f es no singular dentro de €2, por la ecuacién (3.2)

(3.2)

también la curva Hessiana de f es no singular dentro de Q. Ya que PPE(f) N7~'(Q) =
{(z,y, f(z,y)) ;5 (z,y) € V(H)NV(E1;)NV(E2;) N7~ (), por las ecuaciones (3.2) y
(3.3) se obtiene el resultado deseado para s # 0.

Lema 3.18. Sea 2 C R? una regién acotada. Si la curva Hessiana de f € Rz, y] es no

singular dentro de la cerradura de €2, entonces para s #0y r € Z,
i) (z,y, f(x,y)) € PPET(f) N7~ (Q) siy solo si (2,1, ho,0.0)(F)(2,4)) € PPET (ho,0.0(f)) N7 ().
ii) (,y, f(x,y)) € PPET(f)*Na =" () si y solo si (z,y, ho,0.) ()@, y)) € PPET (ho.0.r)(f))*Nm= ().

Demostracién Un punto suave p = (¢, f(¢)) € R3 es un punto parabélico especial transversal
en la grafica de f si satisface la ecuacién (1.5). Por las ecuaciones (3.2) (3.3) tenemos que
R? ~ ker dElf]q+ker dE2f\q, y por el lema 3.17 se sigue el resultado.

/B)T)

Sea 3% una transformacién dada por

N S (3.4)
(5,9, £, 9) = (570,579, hiasn () (67 @) ).

Proposicién 3.19. Sea 2 C R? una regién acotada. Si la curva Hessiana de f € Rz, y]

es no singular dentro de la cerradura de 2, entonces para s # 0, y o, 8,7 € Z, la

~(a.f,r)

transformacion s es una correspondencia uno a uno entre los conjuntos PPE(f) N

Q) y PPE(h(ayﬁm)(f)) N ﬂfl(pg_a’_ﬁ)(Q)) Mas atin, ap( *7) es una correspondencia
uno a uno entre los conjuntos PPE(f)* N7~ (Q) y PPE(h(ap.(f))* N 715 Q).

Demostracion Por el Lema 3.17, es suficiente probar que §5§°‘ﬁ ") s una correspondencia

uno a uno para r = 0. Sea J?(x, y) = ’/;(aﬁ,[))(f)(a:, y) = f(pga )( ,Y)), por la proposicién
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1.38, el conjunto de puntos parabdlicos especiales en la grafica de ]? es descrita por el

conjunto

~

PPE(f)n=(Q) = {(z,y, f(x,9)) ; (2,y) € V(H) NV(E1)NV(E2p)} N7 (Q),

donde

Fou(.) ng,y))_det(swfm(pgaﬂ)(m,y)) a+ﬂfxy<péaﬁ><x,y>>>
Fue(@.y) Fl@v) 5 (0 (2,)) 5% F (077 (2, )
= " Hy (p{ (2, y)), and (3.5)

(
(mf(x,y)): (@m,y) J},@,y))( (1), y))
EQJ?(CC,y) fym(Iay) fyy(xvy) (H ) Y)

(.
(«
_ (52“fm(p§a’6)(:v,y) S o </() e 7y>>> (—s2<a+ﬁ><Hf>y<s%,sﬁy>>

Hy(z,y) =de t<

~— —

s“*ﬁfw(pg‘l’ﬁ) (x7 y ) 2,nyy( )(x, y)) SQ(OH—ﬁ)(Hf)x(Sax? sﬁy)

S4a+3ﬁ gaﬁ) z,
_ ( Elf(/)( | )((x Z>>> | (3.6)

83a+4ﬁE2f(psa B )

Por la ecuacién (3.5), la curva Hessiana V/(Hj) de f es no singular dentro de € para

s # 0; y por las ecuaciones (3.5) y (3.6), PP es una correspondencia uno a uno entre los

conjuntos PPE(f) N7 Q) y PPE(h(asm(f)) N (5P (Q)). Ademés, como para
s#0,5% =0siysolosi =0,y s’y = 0siysolosiy=0, {5&""“) es una correspondencia
uno a uno entre los conjuntos PPE(f)* N1 () y PPE(ha s (f)) N7 (o5 P (9)).

O

Proposicién 3.20. Sea ) C R? una regién acotada. Si la curva Hessiana de f € R|x, 1]

ﬂ77‘.)
€s una corre-

es no singular dentro de 2, entonces para s # 0y «,f3,r € Z, §5§a
spondencia uno a uno entre los conjuntos PPET(f) N7 Q) y PPET(E(aﬂ,T)(f)) N
ﬂfl(pg_a’_ﬁ)(Q)) Mas atin, 37" es una correspondencia uno a uno entre PPET(f)*N

7HQ) y PPET (has.n (1) N7~ (07 77(Q)).

Demostracion Por el corolario 3.18, es suficiente probar la proposicién para r = 0. Sea
f(m, y) = %(aﬁjo)(f)(x,y) = fopl® ﬁ)(aj,y), por la proposicion 3.19, es suficiente mostrar
que si R? o~ ker dE1y|,,) + ker dE2¢|(,,), entonces existe § > 0 tal que para 0 < |s| < &

) + ker dE2f|p<7a,fm . Como

tenemos que R? ~ ker dF1+ | —a-B) (29)

(zy

4da+3 Ch 0
AE1flwy) = s TPAELf| o, - (0 Sﬁ)’y

S

*“ 0
3a+4
dE2fl ey = 8 VB2 0o, ) - (0 sﬁ)’
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es la imagen de ker dEif|(,,) bajo el isomorfismo definido
s 0
0 s°
ker dE2¢|(z.,), entonces ker dE1f|pgfa,fg>($7y)+ker dE27| (-a-s)

entonces ker dEig| -a-s)(,

por la matriz dpga’ﬁ)kx,y) — ( ), para ¢ = 1,2. De ahisi R? >~ kerdE1y|(;,) +

~ R?
(zy) —
Sea f € R[z,y] un polinomio y sea F; una perturbacién de f. Para t € R, sea h(q s,

la transformacion

h(a,ﬁ,r) : R[t] [ZL’, y] — R[t] [IL', y]
Fy(,y) = hapr (F)(2,y) = t"F, 0 pi* (2, y).
Notemos que h(, s, puede ser obtenida al extender la transformacion E(a75,r) en 3.1 para

polinomios F; € R[t][z,y] y componiendo con o : Rls, t|[z,y] — Rlt][z,y], P(s,t, z,y) —
P(t,t,z,y).

Sea gpgo"ﬁ ") la transformacién dada por
gpga,ﬁ,r) . FFt N Fh(a,g,r)(Ft)
((L’, Y, Ft(‘ra y)) = <t_a‘r7 t_ﬂya h(ozﬁ,?")(Ft) © pg_a7_6) (l’, y)) :
Notemos que " puede ser obtenida al extender la transformacién P ) o (3.4) para

polinomios F; € R[t|[z,y| y componiendo con o : Rls, t|[z,y] — Rt][z,y], P(s,t,z,y) —
P(t,t,x,y).

Proposicién 3.21. Sea f € Rlz,y| un polinomio con curva Hessiana no singular y sea
F, € R[t][z,y] una perturbacién de f. Entonces, para cualquier regién acotada € C R?

existe 6 > 0 tal que para 0 < |t| < 9, wﬁa’ﬁ’” es una correspondencia uno a uno entre los

conjuntos
i) PPE(E)N74(Q) y PPE(hsn(F)) N (o7 7(@)),
ii) PPE(F)' N7 4(Q) y PPE(has,(F) N7t (o7 7(@)),
iii) PPET(F) N7 () y PPET (hiasn (F)) N7t (o777(@),
iv) PPET(F)* N7!(Q) y PPET(han(F)) Nt (o7 77(2))
para cualquier (o, 3,1) € Z3.

Demostracion Como H; es no singular en la cerradura de €2, por el corolario 3.10, existe
d > 0 tal que para 0 < |t| < d, Hp, no tiene sigularidades dentro de 2. Por la proposicién
3.19, y haciendo s = ¢, tenemos i) y ii). Y, por la proposicién 3.20, tenemos iii) y iv).

OJ
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Chapter 4

Pegado de Viro para Puntos

Parabdlicos Especiales Transversales.

En este capitulo recodaremos la técnica del pegado de Oleg Viro, y realizaremos una
adaptacion de ésta técnica para el estudio de los puntos parabdlicos especiales transver-

sales sobre gréficas de polinomios.

Pegado de Oleg Viro

El pegado de Oleg Viro, también conocido como Patchworking, es una técnica usada para
construir hipersuperficies algebraicas reales no singulares con una topologia dada, esta
técnica fue introducida por Oleg Viro en la década de los setentas(ver [27]). Oleg Viro
uso esta técnica para construir curvas algebraicas de grado 7 para responder el problema
16 de Hilbert para grado 7(ver [25]), para grados mayores o iguales que 8 el problema
continia abierto.

El Patchworking también ha sido usado por E. Brugallé y Benoit Bertrand, para con-
struir ejemplos de superficies algebraicas con curvas parabdlicas con (d —4)? componentes
compactas (ver [3] ). La técnica del pegado de Viro [26], consiste en lo siguiente. Itenberg
y Shustin utilizaron el patchworking en [11], para estudiar la relacién entre el niimero de
puntos criticos de T-polinomios.

Recordemos que dado f = Zai,jxiyj un polinomio, donde e(f) = {(i, ) € Z% a;j #

e(f)
0} con |e(f)] < o0, el conjunto (f) también es conocido como el soporte de f.

Para cualquier subconjunto A C e(f), definimos la restriccion de f a A por

FAay) = ) aa'y’
(i,5)eA

Sean fi,..., fs polinomios reales en dos variables con

L IntA(f;) N IntA(f;) =0 parai # 4,y fiA(fi)mA(fﬂ') — f].A(f")mA(fj).

43



2. A= U A(fi) convexo.

i=1

Entonces, existe un polinomio f con A(f) = A tal que fAV) = f; parai=1,...,s.

Definicién 4.1. Sea A : A — R una funcién convexa tal que:

1. Las restricciones A A,y SOn lineales.
1

2. Si la restriccién de A a un conjunto abierto es lineal, entonces el conjunto abierto

estd contenido en algin A(f;).

3. M(ANZ?* CZ.

Decimos que A convezifica la particion {A(f1), ..., A(fs)} de A.

Definicién 4.2. Si f = 5 a,xrty"?, con w = (wy,wy), entonces definimos

wee(f)
by = Z Aty 2N )
wee(f)
y decimos que los polinomios b; son obtenidos por el pegado de los polinomios fi, ..., fs

inducido por .

Definicién 4.3. Un polinomio en dos variables es llamado periféricamente no degenerado

si para cada lado [ de su poliedro de Newton, la curva V(f') es no singular.

Definicién 4.4. Un polinomio en dos variables es llamado completamente no degenerado

si es periféricamente no degenerado y la curva V(f) es no singular.

Teorema 4.5. Teorema del Patchworking [26] Si fi,..., fs son polinomios completa-
mente no degenerados que satisfacen todas las condiciones anteriores, y b; son obtenidos
por los pegados de f1,..., fs inducidos por alguna funciéon A que convexifica al conjunto
{A(f1),...,A(fs)}, entonces existe ty > 0 tal que para cualquier t € (0, ¢] el polinomio b;

es completamente no degenerado y su curva V' (b;) es obtenida por la unién de las curvas

de VI(f1),...,V(fs)

Sea f un polinomio que satisface las condiciones del teorema 4.5. Si denotamos por

CC(f)* el conjunto de componentes conexas compactas de V(f) \ {zy = 0} y definimos

co(fry = {J {eEB) ; eecc(r)yy.

Eedimax(T)

donde dimax(7) denota al conjunto de los poliedros de dimesién maxima que pertenecen

a T.
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La construccién de Oleg Viro, implica que si b, € R[t|[z, y] es el polinomio pegado de

{f¥; E € dimaz(7)} inducido por A, entonces existe § > 0 tal que existe una inclusién

CC(f,7)" = CC(b)"

para 0 < [t| < §.
Mas adelante extenderemos este resultado para puntos parabdlicos especiales trans-
versales sobre graficas de polinomios. El siguiente ejemplo nos ilustra como funciona el

patchworking en polinomios de una variable.

Ejemplo 4.6. Sean los polinomios f; = 12 + 4x, fo = 42 — 1522, y f3 = —152% — 523 +
3z* + 2°. Notemos que A(fy) = [0,1], A(f2) = [1,2]) y A(f3) = [2,3,4,5]. Tomando el
polinomio f = 12+ 4z — 1522 — 52 + 3z* + 2% cuyo soporte es A(f) = [0, 5] y la funcién

convexa A definida como:

[ 20—3 si 2<i<5.

El polinomio pegado de fi, fs, f3 inducido por A es:
by = 12 + 4x — 15ta? — 58323 + 3tox* + t72®
Cuando t — 0, by = 12 + 4o = b; tiene una raiz simple distinta de cero cerca de
r = —-3.
Si tomamos la transformacion by, = tb(t'x) = t32° + 3t2x* — Sta® — 1522 + 4o + 12t.
Cuando t — 0, by; ~ —1522 + 42 = b, tiene una raiz simple distinta de cero cerca de
_ 4!
T =
Con la transformacion by, = 12by,(t ') = t3b,(t 2x) = 2°+321 —5a® — 1522 + 4tz +1213.

Cuando t — 0, by ~ a° + 32* — 52® — 1522 = b, tiene tres raices simples distintas de
cero: cerca x = —3t 2, x = —/56t 2y x = /5t 2.

El teorema del Patchworking garantiza que para t > 0 suficientemente pequeno, existe
b, tal que tiene 5 raices simples distintas de cero.
Notemos que O. Viro utiliza transformaciones especiales estudiadas en la secciéon an-

terior llamadas Cuasihomotecias:

o) - RIE 2, y] = R, 2, 9]
Gi(z,y) = t"Gy o (t%2, t%y).
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Recordemos que dado A C R? un poliedro racional y 7 una subdivisién poliedral de
A. Decimos que 7 es conveza si existe una funcién lineal por pedazos A : A — R, que
toma valores enteros sobre los vértices de la subdivisién poliedral 7, cuya restriccion a los
poliedros de 7 es lineal; y con la propiedad de que no es lineal en la unién de cualesquiera
dos poliedros distintos contenidos en 7. Diremos en este caso que A induce la subdivision
poliedral convexa 7. Estas definiciones son equivalentes a las condiciones solicitadas en el

teorema 4.5.

Definicién 4.7. Sea A C R? un poliedro racional, dada una subdivisién poliedral convexa,
7 de A inducida por la funcién A, la grafica I'y forma un politopo llamado el politopo
compacto con subdivision poliedral inducida por A. Nos referiremos al conjunto de caras

de dimesion maxima que yacen en I'y por T'(A).

La proyeccién 7 : R3 — R? sobre el plano xy induce una biyeccién entre las caras de

I'y v los poliedros en 7. La inversa de esta biyeccion sera denotada por u, esto es,
p:rT =T\ E—a Y(E)NT,.

Definicién 4.8. Sea A C R? un poliedro racional y sea A : A — R una funcién convexa
que induce a 7, una subdivisiéon poliedral convexa de A. Dado un polinomio f(z, y) =

Z a; ;' 'y € Rlx,y] cuyo soporte es A, el polinomio b;(x, ) Z a; A iyl e
(i,7)EA (i,7)EA
R[t][z,y], serd llamado el polinomio pegado de f, es decir, el polinomio obtenido del

pegado de {f¥; E € dimax()} inducido por .

Definicién 4.9. Dado A C R? un poliedro racional con una subdivisién poliedral convexa

7, inducida por una funcién convexa A. Si S C Iy, la restriccion de b; a S es dada por

b;? = Z aijt)‘(i’j)xiyj.
(i.3,A(i.5))€S

Dada E € T(\) y E €7 tal que W(E) = FE, entonces bf es el pegado de f¥ inducido
por A|g.

Definicién 4.10. Sea A C R? un poliedro racional y sea 7 una subdivisién poliedral

convexa de A inducida por A : A — Rsq. Sea f(z,y) Z a;;z'y’ € Rlz,y] un

(i.7)eA
polinomio con soporte A y sea b; el polinomio pegado de f inducido por A. Dado r € R,

denotaremos por by] la restriccién de by a A71(r), es decir,

b,[ﬁ(x,y) =" Z a; ;x'y’.

{(i,j)GA > )‘(ivj):T}
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Considerando los elementos de la definicién anterior, con r ::(m)inA{)\(z', J)}. Tomando
(IS

E:={(a,b,c) €Ty ; c¢=r}, locual es una cara de T(\); si E = 7(E) tenemos que

th _ bl[gr] _ trfﬂ(E) _ trfE

Pegado de puntos parabdlicos especiales transversales

En esta seccién realizaremos una adaptacion de la técnica del pegado de Oleg Viro para
el estudio de los puntos parabdlicos especiales transversales que yacen en graficas de
polinomios.

Sea 7 la subdivisién poliedral convexa de A C R? inducida por A : A — Rs(. Sea
f € R[z, y] un polinomio con soporte A. Dado (a, 3) € Z?, la funcién

A (4,5) = A, 5) + ai + Bj

es también una funciéon convexa que induce a 7. Sea b; el polinomio pegado de f inducido

por A y sea Et el polinomio pegado inducido por X, entonces
be = T(a,5,0) (br) = 70y (t", t%y) (4.1)
para algunos valores enteros r € Z.

Proposicién 4.11. Sea 7 la subdivisién poliedral convexa de A C R? inducida por
A A — Rsp. Sea f € R[z,y| un polinomio con soporte A y sea b; el polinomio pegado de
f inducido por A. Si el vector (o, 8,1) € Z* es ortogonal a la cara E e T()), entonces el
polinomio pegado b, inducido por X(z, J) = A(4, j)+ia+j 3 satisface que hq g,0) (b?) = E[;”]

para alguna constante r € Z.
Demostracion Es consecuencia inmediata de (4.1) y el lema 2.9.

Teorema 4.12. Sea A C R? un poliedro racional y sea 7 la subdivisién poliedral convexa
de A inducida por A : A — Rsg. Sea f € Rz, y| un polinomio con soporte A y sea
b; el polinomio pegado de f inducido por A. Si el vector (a,3,1) € Z3 es ortogonal a
la cara £ € T(\) y v = —min{(a, 3,1) -v ; v € T(\)} entonces h(a’gﬁ)(bf‘) es una

perturbacion de f’r(E).

DemostracionSea f(z,y) = Z a;;x'y’ € R[z,y]. Por la Proposicién 4.11, el poli-
B ()en L
nomio pegado by inducido por A(i,5) = A(i, j) + ia + j3 satisface que hia g0)(bE) = b}
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para r = min{(a, 8,1)-v ; v e T(\)} € Z. El polinomio

has—r) () (@, y) =t b (10, 1Py) = Y g XTIy € Rt [, y),
(4,5)eEA

es el polinomio pegado b, inducido por la funcién convexa

X A = Rzo, X(Z,]) = )\(Zy,]) +ZOé+jﬁ -

-~

En particular, A, 7n)(b~) b[ ] Expresando /b\t como la suma finita de los conjuntos
de nivel A~ Y(rg), . A l(rm) de A que corresponden a lo valores 0 =19 <7y < --- < 1,
tenemos que bt(:)s,y) f7r + tyy, con (T, y) Zaijjt”_lbgm](a:,y) € R[t][z,y]. Por
=1
lo tanto, h(awgﬁ)(th) es una perturbacién de f(E)
O
Sea A C R? un poliedro racional y sea f € R[x,y] un polinomio con soporte A. Sea
7 una subdivisién poliedral convexa de A inducida por A : A — R>;. Denotamos por
PPET(f,7)* al conjunto de todos los pares (E,p), con E € 7y p € PPET(fEF)*, esto
es,
PPET(f,7)" == |J{(E,p) ; pePPET(f")}.
Eer
Teorema 4.13. (Teorema de pegado para puntos parabdlicos especiales transversales)Sea
A C R? un poliedro racional y sea 7 la subdivisién poliedral convexa de A inducida por
A A — Rsg. Sea f € Rlz,y] un polinomio de grado d > 3, con poliedro de Newton A.
Si b, es el polinomio pegado de {f¥; E € dimax(7)} inducido por ), entonces existe § > 0

tal que para 0 < |t| < §, Existe una inclusién
o PPET(f,dimax)* — PPET(b,)".

DemostraciénSea (o, 8,1) € Z? el vector ortogonal a la cara E € T()\) con E = 7(E),
y sea r := —min{(«,3,1)-v ; v € T(\)} € Z. Entonces, por el teorema 4.12; el
polinomio h, g, (be)(x,y) define una perturbacién de f¥. Asi, para cada cara E en 7,
definiendo Cg := {n(PPET(f¥)*)}, podemos eligir ¢ > 0 suficientemente pequena tal

que, para cualquier ¢, ¢ € Cg, tenemos que
D(g,¢),D(¢,¢) € (R*)* y D(q,¢) N D(d,¢) # 0.
Por el corolario 3.14, existe §; > 0 tal que para 0 < |t| < J; existe una inclusién

Vv PPET(f")* < PPET(hasn (b))
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que satisface que 7(¥F(p)) € D(w(p),e). Asi, para cada q € Cg, tenemos que

T (PPET (hasr (b)) N D(g,e) # 0.

Asi, por la proposicién 3.21, existe d, > 0 tal que para 0 < |t| < Jy, resulta que
-1
(#1*7) " PPET(hias)(0))* — PPET(b)"
es una biyeccién. Como, para 0 < |t| < min{d, J2}, tenemos la inclusién

(,8,r)\ 71
E (‘Pi )
oF - PPET(fE)" ¥ PPET(hwsn (b)) = PPET(b)".

Por la proposicién 3.16, existe d3 > 0, tal que, para |t| < d3, Im(pF) N Im((pfl) =0

con E # E'. Por lo tanto, para 0 < |t| < ¢ := min{dy, &, d3}, obtenemos la inclusién

oy : PPET(f,dimazx)* — PPET(b)".

Corolario 4.14. Sea A C R? un poliedro racional y sea 7 la subdivisién poliedral convexa,

de A inducida por una funcién convexa A : A — Rsg. Sea f € Rz, y] un polinomio

poliedro de Newton A. Si b; es el polinomio pegado de {f¥; E € dimax(7)} inducido por

A, entonces existe § > 0 tal que para 0 < [t| < d, tenemos que

Y. |PPET(f*)| < |PPET(b)"].

Eedimax(T)

Demostracion Es consecuencia inmediata del teorema 4.13.
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Chapter 5

Aplicacion del Corolario 4.14

En este capitulo daremos uso al teorema 4.14 para construir un ejemplo de familias de
polinomios en dos variables de grado d con al menos (d — 4)(2d — 9) puntos parabdlicos
especiales transversales en sus graficas para 5 < d < 10000.

En el ano 2002, Adriana Ortiz en [18] construye una familia de polinomios con gréaficas
que son superficies genéricas que tienen exactamente d(d—2) puntos parabdélicos especiales.

En ese mismo trabajo hace la conjetura siguiente.

Conjetura 5.1. (Conjetura 2, [18] ) Si la grdafica de un polinomio real de grado d en
dos variables es una superficie genérica, entonces ésta tiene a lo mds d(d — 2) puntos

parabolicos especiales.

En [9], L. I. Hernandez-Martinez, A. Ortiz. y F. Sdnchez-Bringas, dan un polinomio
de grado 4 cuya gréfica posee una curva parabdlica compacta con 10 puntos parabdlicos
especiales, es decir, rebasa la cota de d(d — 2) de la conjetura por 2 puntos parabdlicos
especiales. Sin embargo, d(d —2) +2 < (d — 4)(2d — 9) para d > 13, asi, mediante el uso
del corolario 4.14 nos acercamos mas a realizacién de la cota (d — 2)(5d — 12) de puntos

parabdlicos especiales sobre graficas de polinomios de grado d dada en [8].

Denotaremos por

Ay :=Conv({(2,2),(d—2,2),(2,d —2)}),

A%w) = Conv({(4,2), (i + 1,2), (1,3)}),

A?k,l) = COTLU({([{J + ]-7 l)v (k7 [ + 1)7 (k7l + 2)})’ Yy

° A?k,l) = Conv({(k+1,0), (k,1+2),(k+1,1+1)})

para d,i,k,l € Z>s.
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N — Triangulo A?k,l)
K <~ Triangulo A%k,l)

h — Tridngulo A%i,z)

(2,2)

Por el corolario 2.11 la subdivisién poliedral 7 de A, obtenida al dividir Ay en

A%l,2)’A%’€,l)’ A?k,l) COHZG {273,...7d_3}, k E {2,3,...,d_4} YZE {27...,d_2_k},
(d—4)>—(d—4)
2

triangulos del tipo A%k nY A?,C ), Tespectivamente. Esta subdivision es inducida

es convexa. El poliedro Ay es la unién de d — 4 triangulos del tipo A%m) y
(d—5)(d—4)
2

por una funcién convexa A : A; — R>( que ha sido usada en varios trabajos, por ejemplo

en [3] y [15].
Sea
i+j=d—4
floy) =2y ) 2y,
i+j=0

notemos que A(f) = A,. Las restricciones de f a los tridngulos de 7 estan dadas por:
P(li,Q) = fA%"'QH P(Qk,l) = fA?’“’” and P(?’k,z) = fA?’“’”-

Lema 5.2. Para 2 < ¢ < 10000, las curvas V (Elp(l_ 2)) yV <E2p(1_ 2)) se intersecan

transversalmente. Para 2 < k,[ < 10,000, las curvas V <E1P<?"k l)) y V (E2p(rk l)) se

intersecan transversalmente para r = 2, 3.

DemostracionSean A' = A{(0,0),(1,0),(0,1)}), A? := A{(1,0),(0,1),(0,2)}), y
A% = A{(1,0),(0,2), (1,1)}). Con esta notacion Afy ) = (k,1) + A"

Como hemos visto, el poliedro de Newton polytope de P(Tk’l) es (k,l) + A". Entonces,
los poliedros de Newton de Elp(rm y E2P{g,l) estan contenidos en (3k — 4,3l —3) +3A" y
(3k — 3,3l —4) +3A". Entonces , por el teorema de Bernstein [2] el nimero de soluciones
en (C*)2 es a lo mas 9.

Haciendo uso del software Mathematica [28] es posible ver que el sistema de ecuaciones
Elpr = E2p(7}€71) = 0, tiene 9 soluciones complejas en (C*)2, para 2 < k,I < 10000.

(k1)

Por lo tanto, las soluciones tienen multiplicidad uno y de ahi, las curvas V' (E 1 Py, l)) y

|4 <E2 Py, l)) se intersecan trasnversalmente.
O
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Lema 5.3. Para 2 < ¢ < 10000, la curva V (Hp(l_ 2)) es no singular en (R*)?. Para
2 < k,1 <10,000, las curvas V (Hp(rk l)) son no singulares en (R*)? para r = 2, 3.

Demostracion Usando el software Mathematica [28] podemos ver que el polinomio
Hessiano de P, es Hpy 2)(x,y) = da? + 22+ 22 + 4y + 3y + dx(1 + y)) + (2 +
622 + 8y + 6y* + 8z(1 + y)). Ademds, obtenemos hay soluciones reales para el sistema,
Hpo = (Hp1_ ) = (Hp1_ > =0 para 2 <7 < 10,000. Asi, la curva V' <Hp1_ > es no

(4,2) (4,2) ) o (4,2) y (¢,2)
singular.

Andlogamente, se obtiene que las curvas Hessianas V' (H P2 )) yV <H P, l)) son no
singulares en (R*)? para 2 <k, < 10, 000.

Aqui Hpe  (2,y) = —P2? — B2z 4y 4+ v2)? + 2 (1 — 22 + 2y + 2¢%)) — k(2y%(—2 +
y+y )+l2(a:+y+y) (2 +y* 4y’ +3yY), y

P (z,y) = —(kly*+ (1 +k)lx(1+y)+y(z+kr+2ky))* + k(- 1+ k) y* + (1+k)z(1+
y))(lz(—1+y)+2y°+3ly>*+ 12 (a+xy+y?)).

Por los lemas 5.2 y 5.3, es posible encontrar los puntos parabdlicos especiales transver-
sales de estas restricciones de f como las raices reales en comun de los polinomios descritos
en la proposicién 1.38. Con el software Mathematica [28] se obtienen éstas raices, y se
tiene que |T'SP(P;,))*| = 1 para 2 <i < 10,000, |T'SP(Pg, )| = 1y [TSP(P; )| =3
para 2 < k,[ < 10, 000.

En particular, para 5 < d < 10000, el corolario 4.14 garantiza que el niimero de puntos
parabdlicos especiales transversales en la grafica del polinomio b, € R[z,y| obtenido del

pegado {f¥; E € dimaxz(7)} inducido por ) satisfaces que

d—5)(d—4
”TSP(b)*| > 1(d—4) + 4 (%) = (d—4)(2d - 9),
para valores suficientemente pequenos de t # 0, para 5 < d < 10000.

Esta construcciéon se resume en el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Para cualquier entero d con 5 < d < 10,000, existe un polinomio real en
dos variables de grado d con al menos (d — 4)(2d — 9) puntos parabdlicos especiales en su

grafica.

Ejemplo 5.5. Sea f(x,y) := 2?y*(1+z+y+y?), sea A := Conv ({(2,2), (3,2),(2,3),(2,4)})
el poliedro de Newton asociado a f, y sea A : A — R la funcién convexa definida como
sigue
0 of 147 <5,
Aty j) =
i+7—5 if i4+7>5.

La subdivisién poliedral convexa de A inducida por A, es
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7= {{(2,2)},{(3,2)},{(2,3)},{(2,4)}, Conv({(2,2), (3,2)}), Conv({(2,2), (2,3)}),

Conv({(2,3),(2,4)}), Conv({(2,3), (3,2)}), Conv({(2,4), (3,2)}), Conv({(2,2),(3,2),(2,3)}),

Conv({(3,2),(2,3),(2,4)})}.

Denotaremos Al := Conv ({(2,2),(3,2),(2,3)}) y A% := Conv ({(3,2),(2,3),(2,4)}). El
polinomio pegado de f inducido por A es by = 22y?(1+x +y +ty?). Para 0 < |t| < 0.3, tenemos

las siguientes figuras obtenidas mediante el software Mathematica [28].

00 04 —

-02 -05

-1
-10 08 06 04 02 0.0 00 0.1 02 03 04 05 “05

En las figuras a), b) y ¢) se muestran las curvas V(E1a,), V(Ela,) y V(Elp,) en color
verde; las curvas V(E2ga,), V(E24a,) y V(E2,) en color azul, y en color rojo se muestran las
curvas V(Ha, ), V(Ha,) y V(Hp,).

Por la proposicion 1.38 sabemos que los puntos que pertenecen a la interseccion de estas tres

curvas en cada inciso son los puntos parabdlicos de las gréificas de nuestros polinomios.
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Chapter 6

Geometria Tropical

En este capitulo, recordamos algunos conceptos de la Geometria tropical, como son al-
gunos teoremas esenciales en la teoria de interseccién de curvas tropicales, ademas obten-

dremos resultados tales como; el teorema 6.23 y la proposicion 6.30.

Algebra Tropical

Cuando se usa geometria tropical se tienen muchas herramientas de combinatoria que
podemos usar. Para conocerlas empecemos con el Algebra tropical, también conocida
como min-plus o max-plus, en este trabajo usaremos max-plus.

Definimos el conjunto de los nimeros tropicales denotado por T = R U {—oc}, con

las siguientes operaciones, llamadas adicion tropical v multiplicacion tropical, respecti-

vamente:
&:TxT—T O:TxT—T
(z,y) = max{z,y} (z,y) =z +y

Donde + es la suma usual de los ntimeros reales, y

r @ (—o0) = max{z, —oo} = x,Vx € T,

r® (—o0) =2+ (—o0) = —00,Vx €T,

a’ =0,Va € T.

Notemos que —o¢o es el neutro aditivo y 0 es el neutro multiplcativo.

Los nimeros tropicales forman un semi-campo (T, ®,®) (llamado semi-campo trop-
ical), es decir, se cumplen todos los axiomas de un campo excepto la existencia de un
inverso aditivo. El adjetivo Tropical fue acunado por colegas franceses del Dr. Imre
Simon, para hacer referencia al trabajo de este.

Como (T, ®, ®) es un semi-campo tenemos la nocién natural de polinomios tropicales,
es decir polinomios sobre T. Tales polinomios,

P(z) = @ aq ® 2, donde e(P) = {a € N* ; a, # —oo} tal que [¢(P)| < oo,

ace(P)
inducen una funcién lineal a trozos
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P:T"—=T

x +— max{a, + (z,q)}
donde z € T", o = (cvq, ..., ) € N". Asi 2% = 21" ©- - -©x2" y (, ) denota el producto

punto estandar sobre R”.
Definicién 6.1. Sea P(x) = EB (o ® % un polinomio tropical, denotamos por a, ® ¢

ace(P)
al monomio de P correspondiente al exponente «, y definimos el grado de P como

deg(P) = i = ey Qly) P
cg(P) i= max {Z @ 5 a=(a...,a >}
El grado del polinomio ‘cero’ es —oo.

Dado un polinomio tropical P € T[z], le asociamos un politopo, llamado Politopo de

Newton el cual es la envolvente convexa de £(P), y lo denotamos por

A(P) = Conv{e(P)}.

Decimos que P es genérico de grado d si A(P) es el tridgulo con vértices en (d, 0), (0, d)

y el origen.

Definicién 6.2. Sea P € T[zy,...,x,] y * € R™ Definimos el poliedro asociado a x
respecto de P, como la envolvente convexa del conjunto de a € £(P) tales que P(z) =

ag ® .

A*(P) :=Conv{a € e(P) ; P(x)=a,®z"}.

Y la Celda o Célula de = como la cerradura topolégica del conjunto

C*:={zeR" ; A*P)=A%P)}.

Sea P € T[z], x € R". Definimos la subdivision poliedral dual de P como

p={A%(P) ; zeR"}

donde A*(P) es el poliedro asociado a x. Estos poliedros son de dimensién 0 <i <n
Algunos de los resultados conocidos e importantes y que seran de gran utilidad para

nuestro proposito son los siguientes.

Teorema 6.3. [10] Sea x € R", P(x) = @, cyn @a © 2 € T[z] y 7p la subdivision dual

asociada a P. Entonces, Tp es una subdivision poliedral conveza de A(P).
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Dado un espacio vectorial V. llamamos espacio afin a un subconjunto A de V' tal que
para cualquier a € A, A—a={r—a ; x € A} es un subespacio vectorial de V. Asi,

la dimension de A es dim(A — a).

Definicién 6.4. Sea B = {vy,...,v,} C R™ un conjunto de puntos. El espacio afin

generado por B, denotado Af f(B), es el conjunto de puntos de la forma

m

E Sk Uk,

k=1

con s, € R tal que

i S — 1.
k=1

Dos subespacios afines A y B son ortogonales A1 B, si dado by € B, existe una
constante ¢ € R tal que Vb € B, Va € A,

<a,bp—b>=c.

Hipersuperficies Tropicales

Definicién 6.5. Sea P € T[z|. Definimos la Hipersuperficie Tropical Sp asociada a P
como el lugar de no diferenciabilidad de P, es decir, el conjunto de los puntos = € T™ tales

que los puntos (z, P(x)) son los puntos quiebre de la grafica de P. Y se describe como

Sp:={reT" ; Fa,B€e(P),P)=a,02"=as®1" con a#p}

Figure 6.1: Grafica e hipersuperficie tropical de P(z,y).
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Definicién 6.6. El peso de una arista £ de una hipersuperficie tropical Sp esta definido
como el nimero de puntos de coordenadas enteras menos 1, que estan contenidos en dicha
arista.

La curva tropical definida por P(x,y) es el conjunto Sp equipada con esta funcién

peso sobre sus aristas.

Teorema 6.7. [10] Sea P(z) € T[z|,Sp la hipersuperficie Tropical de P y 7p su subdi-
vision dual. Entonces, Vo € R", Af f(A*) LAff(C,), ydim(Af f(A"))+dim(Aff(C,)) =
n, donde Aff(A*) y Aff(C.) son los espacios afines generados por A* y C, respectiva-

mente.

Teorema 6.8. [10/ Sea A un poliedro n—dimensional con vértices en Z%, y T una sub-

division poliedral convexa de A. Entonces, existe un polinomio tropical P € Tlxy, ..., x,]
tal que A(P)=A y1p=T.

Interseccién de Curvas Tropicales

Definicién 6.9. Sean P, P, € Tlx,y] dos polinomios tropicales que definen las curvas
tropicales Cp, y Cp, en R Entonces el polinomio Ps(z,y) = “Pi(z,y)P(z,y)” define
una curva tropical Cp,. Un vértice v de Cp, el cual estd en el conjunto de interseccién
Cp,NCp, es llamado un punto de interseccion tropical de Cp, y Cp,. El conjunto de puntos

de interseccion tropical es denotado por Cp, Nt Chp,.

Ahora asignamos una multiplicidad (Cp, or Cp,), para cada punto de interseccién

tropical v de Cp, y Cp, como sigue

1
(Cp, o1 Cp,), == E(Area(A”) —0Y)
donde
e 0" =0 si v es un punto de interseccion aislado de una arista de C'p, y otra de Cp,;

e 6V = Area(AY) si v es un vértice v’ de Cp, (respectivamente Cp,) pero no de Chp,

(respectivamente Cp, );

e 6V = Area(AY) + Area(AV") si v es un vértice de Cp,, pero también un vértice v”
de sz.

Una componente de Cp, N Cp, es una componente conexa de este conjunto. Tal

componente F tiene una multiplicidad definida como

(CrorCr)yi= > (CrorCp)

UECpl mT,ECPQ

o8



donde Cp, Nt g Cp, es el conjunto de puntos de interseccion tropical de Cp, y Chp,

contenidos en F.

Definicién 6.10. Sean B y C' conjuntos en R". Definimos la Suma Minkowski de B 'y C'

COI11O:

BHC :={b+c ; beB,ce(C}.

A

Figure 6.2: Suma de Minkowski.

Observacion 6.11. FEl poliedro de Newton del producto dos polinomios P, () € R", es la
suma de Minkowski de los poliedros de Newton de los polinomios dados A(P) y A(Q).

AP ©Q) =A(P)BA(Q)

Teorema 6.12. (Bernstein)[10] Sean Py y Py dos polinomios complejos en dos variables,
entonces el mimero de soluciones de Pi(z,y) = Py(x,y) = 0 en (C*)? contando sus

multiplicidades es el Area Mizta:

M(A(P), A(Py)), donde M(A(Py), A(P2)) = Area(A(P)BA(P,y))—Area(A(Py))—Area(A(P)).
Siendo B la suma de Minkowski.

Teorema 6.13. (Bézout)[7] Sean Cy, Cy dos curvas complejas proyectivas lisas de grado
dy y do, respectivamente. Entonces, la interseccion C1NCy tiene exactamente dids puntos,

contando multiplicidades.

Proposicién 6.14. Sean Py, P, € T[x,y|. La curva tropical Cp, del producto P, P, es la

union de las curvas tropicales C'p, y Cp, asociadas a Py y Py respectivamente, esto es

Cp3 = Cpl U CPQ.

29



Teorema 6.15. (Bernstein Tropical) [10] Sean Py, Py € T[xz,y| dos polinomios de grados
dy y dy respectivamente. Supongamos que sus curvas tropicales Cp, y Cp, se intersecan

transversalmente. Entonces,

> uv) = MA(P), A(P)),

’UECpl ﬁCp2

donde M(A(Py), A(Py)) es el Area mizta de A(Py) y A(Py) contando a cada punto

con su multiplicidad de interseccion.

Teorema 6.16. (Bézout Tropical)[10] Sean Py, P, € T[z,y] dos polinomios genéricos
de grado dy y dy respectivamente. Supongamos que sus curvas tropicales Cp, y Cp, se
intersecan transversalmente. Entonces, la suma de las multiplicidades de los puntos en

Cp, N Cp, es exactamente dyds.

Definicién 6.17. Sea K un campo. Definimos el Campo de Series de Puiseuz general-

1zadas como

K :={é(t) :Zartr,ar € K,reR,teU},

reR
donde R es un conjunto bien ordenado. Es decir, todo subconjunto de R tiene un

primer elemento.

Definicién 6.18. Sea K un campoy v : K — RU{oo}. Decimos que v es una Valoracion

no Arquimediana si satisface las siguientes propiedades:
e v(r)=00 <= =0
o v(zy) =v(z)+v(y),Vo,y € K, and
o v(z+y) =inf{v(z) v(y)}.

El campo K es llamado campo valorado no Arquimediano.

Por ejemplo, si K = Q v x € Q*, x puede ser descompuesto como x = p'x, para algiin
primo p € Zs(, donde ¢t € Z tal que ni el numerador ni el denominador de z( es divisible
por p. Entonces v(x) = v,(x) =t es una valoracién no Arquimediana.

El campo K tiene una valoracién no Arquimediana natural definida como sigue

val : K - RU {—o0}
0+ —o0

Zart’” # 0+ —min{r ; «,#0}.

reR
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Esta valoracion se extiende naturalmente a un mapeo Val : K» — (RU{—o0})" por la
evaluacién val coordenada a coordenada, es decir Val(z1, ..., z,) = (val(z),...,val(z,)).
Si X C (K*)™ es una variedad algebraica, entonces Val(X) C R™ es llamada la Amiba no
Arquimediana de X.

Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensién m. En este caso, Bieri y Groves
probaron que Val(X) es un complejo poliedral racional finito F' de dimension pura m.

Las caras de F' de dimension maxima son llamadas caretas. Dada una careta de F', le
asignamos un numero entero positivo w(F'), llamado el peso de F, como sigue: tomamos
un punto (pi,...,p,) en el interior relativo de F, y elegimos una base (ey,...,e,) de
Z™ C R™ tal que (eq, ..., en,) es una base de la direccién de F'; denotamos por Y C (K*)™

la translacién multiplicativa de @, ., e hasta (t7',... "), y definimos w(F)

-----

como la suma de los puntos de interseccion de X y Yp contado con multiplicidades con

valoracion (p1, ..., pn).

Definicién 6.19. La amiba no arquimediana de X acompanada con la funcién peso sobre

sus caretas es llamada la Tropicalizacion de X, y es denotada por Trop(X).

Sea C' C R™ una curva tropical y sea v un vértice de C. Sean eq, ..., ¢ las aristas de C'
adyacentes a v. Como C' es una grafica racional, cada arista e; tiene una direccién entera
primitiva. Si ademéds le damos la orientacion de e; definida por este vector que apunta
hacia afuera de v, entonces este vector entero primitivo es tinico, denotamos a este vector

COMO Uy e, -
Proposicién 6.20. (Condicion de Balance) Para cualquier vértice v, tenemos que

Z w(e;)uye, = 0.

i=1
Si C' es una curva tropical en R", cualquier arista acotada e tiene una longitud I(e)

definida como sigue:

||01U2||
[ = =
(©) = )Tl

Teorema 6.21. (Kapranov)[16] Sea P(z) = > a;z" un polinomio sobre K. Si definimos
Prrop(x) = @ val(a;) ® x', entonces

Trop(V(P)) = V(Piop)-

Modificaciones Tropicales

La tropicalizacion de una variedad algebraica X en (K*)" definida por un ideal I depende

unicamente de los términos de primer orden de los elementos de [. Para una hipersu-
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perficie esto se sigue inmediatamente del teorema de Kapranov. Tan aspero como puede
verse el proceso de tropicalizacion guarda pistas de una cantidad no despreciable de infor-
macién acerca de las variedades algebraicas originales, por ejemplo las multiplicidades de
interseccion. Sin embargo, existe informacion que depende méas que solo de los términos
de primer orden que pueden perderse cuando se pasa de X a Trop(X). Las modificaciones
tropicales, introducidas por Mikhalkin, pueden ser vistas como un refinamiento del pro-
ceso de tropicalizacién, y nos permite recuperar informacién acerca de X sensible a los

términos de orden mayor.

Definicién 6.22. Sea P(z) un polinomio en n variables sobre K y denotemos por
Y = (K*)"\V(P). Este polinomio define el siguiente encaje de Y en (K*)"™!
d:Y — (K)"H!
2 (z,P(2)).

La variedad tropical Modp(Y) = Trop(®(Y)) es llamada la modificacion tropical de
(Kx)™ definida por P(z).

Teorema 6.23. Sea f € K[z*!, y*!] de grado > 3, sea S := V(2 — f(z,y)) la grafica de

f, con curva parabdlica Par(S) y curva Hessiana V (H). Entonces,

Trop(Par(S)) = Mods(V(Hy)).

Demostracion. Sea S la superficie definida por la representaciéon paramétrica

I (K)*\V(f) — R (2,9) = (z,y, f(z,y)),

donde f es una funcién continua sobre (K*)?, que encaja (K*)? \ V(f) en (K*)3. Sea
Mod((K*)2\V(f)) = Trop(T'((K*)*\ V(f))), la modificacién tropical del (K*)? respecto
de f. Notemos que: I'(V(Hy)) = Par(S) ya que V(H;) = m(Par(S5)),
y asi
Mody(V(Hy)) = Trop(T(V(H}))) = Trop(Par(S)).
O
Definimos 7, ; : (K*)"*! — (K*)" (respectivamente m,, 1 : R"™ — R™) a la proyeccién

que olvida la ultima coordenada, entonces

Tropomy, = i1 0 Trop. (6.1)

Definicién 6.24. Sea C una curva tropical en R3. Llamamos final vertical a toda arista

no cotada de C' con direccién (0,0, —1).
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Sea P, y P, dos polinimios que definen las curvas X; y X, respectivamente en (K*)? tal
que X; y X5 no tienen componentes irreducibles en comun. Denotaremos por C’ a la

modificacién tropical de Cy respecto a Py y por C; = Trop(X;).

Lema 6.25. [{] Si e es un final vertical de C7, entonces mer(e) € Trop(Xy N Xy). In-

versamente, si p € Trop(X; N Xs), entonces 7r511 (p) contiene un final vertical e de C7,

Y
w(e) = Z (X1 0 Xa),.
geX1NX2NVal~1(p)

Proposicién 6.26. [}/ Sea E una componente de Cy N Csy, y sea m la suma de los pesos

de todos los finales verticales en Wail (E). Entonces

m < (Cyor Cy)p

y se cumple la igualdad si E es compacto.

Lema 6.27. [4] Sea p un punto sobre una arista e de Cy tal que 7., (p) no continene
1
ningun vértice de C}, y sean ey, . .., e las aristas de C| que contienen un punto de 7@;1 (p)

Entonces

Z w(e;) < w(e).

=1

Corolario 6.28. [4] Si Cy es una curva tropical no singular con ninguna componente
contenida en Cy, entonces C] estd completamente determinada por Cy, Cy, y Trop(X1NX3).

Mas precisamente tenemos

1. mgy; es uno a uno sobre Cy \ Trop(X1 N X»);
2. Para cualquier p € Trop(X1 N Xy), el conjunto 775,1 (p) es in final vertical de peso w(p).
1

3. Cualquier arista e de C| que no sea un final vertical es de peso 1.

Definicién 6.29. Sea K un campo de caracteristica cero, sea C' una variedad tropical en
R™, y sea X una subvariedad de (K*)". Decimos que X realiza a C, si C' = Trop(X). Si
X = V/(P), para algun polinomio P(z), decimos que P(z) realiza C.

La Geometria Tropical es una herramienta especial de la geometria algebraica, imag-
inemos a la geometria tropical como una maquina de tomografias que usan en medicina
para estudiar el cuerpo humano (en este caso el cuerpo es la geometria algebraica), lo que

vemos en una tomografia es la representacién en imégenes de partes del cuerpo humano.
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Al igual que las tomografias no nos sirven para ver todos los problemas del cuerpo
humano, la geometria tropical no se puede aplicar en algunos problemas de geometria
algebraica. Sin embargo, existen problemas donde resulta una herramienta muy ttil,
por ejemplo: en Parametrizaciones, Teoria de Interseccién, Geometria Enumerativa, para
probar la existencia de objetos algebraicos reales con algunas propiedades, y si se quiere
construirlos la geometria tropical es una muy buena herramienta. Un ejemplo de ello,
es la construccién que dieron E. Brugalé y L. Lépez de Medrano en [4], para una curva
algebraica plana de grado d con d(d — 2) puntos de inflexién, siendo ésta la cantidad

maxima posible de puntos de inflexién en una curva algebraica plana de grado d.

Proposicién 6.30. Sea P(x,y) = EB ai; © ANO) yj,aij € K. Denotemos por C] la
1,JEACZ
hipersuperficie tropical de P(x,y), y sea S la modificacién tropical del espacio R? respecto

de (', entonces las caras verticales heredan los pesos de las caras de C] y el resto de las

caras de S tienen peso 1.

Demostracion. Sea F una cara de Cy, y sean a;, j, © 2° ® y y a;;, ® 2 © y?* los
monomios que definen la célula dual del poliedro de Newton de P.

Sea Fj la cara vértical de S que se proyecta en F, sea F) la cara de S que se proyecta
en la dominancia de a;,;, ® 2"t @ ' y sea Fy la cara que se proyecta en la dominancia de
iy jo © T @ Y.

Recordemos que por definicién el peso de F' es m.c.d.(|ig — i1}, |jo — j1|) = k, sea ng el
vector normal de Fy, asi ng = (49 — i1, jo — J1,0) v sea ny es el vector normal de Fy, y sea
n1 el vector normal de Fj.

Observemos que Fy es el plano z = igx + joy esto implica que ny = (—ig, —jo, 1), y Fi
es el plano z = iz + jyy esto implica que ng = (i1, j1, —1). Ademds w(ny) =1 = w(ng) y
w(ng) = k, y por ultimo, notemos que ng + 11 + ng = 0, es decir, se cumple la condicién
de equilibrio.

O
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