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INSTITUTO DE MATEMÁTICAS, UNAM, CD. MX.

DRA. LIUDMILA SABININA
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y son mis compañeras en este viaje llamado vida. Para recordarles, que siempre luchen por sus sueños,

sean perseverantes, y nunca se den por vencidas. Y sobre todo, que no olviden que el trabajo duro vence

al talento cuando el talento no se está esforzando.
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Introducción

En el presente trabajo, defino y estudio los puntos parabólicos especiales transversales so-

bre superficies que son gráficas de polinomios, y la principal aportación es el Teorema4.13,

el cual es una adaptación del teorema de pegado de Viro, para pegar puntos parabólicos

especiales transversales de superficies que son gráficas de polinomios de grado d ≥ 3. Los

conceptos y definiciones necesarias para entender el teorema 4.13, son introducidos del

caṕıtulo 1 al 4.

Teorema 4.13(Teorema de pegado para puntos parabólicos especiales transversales)

Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ la subdivisión poliedral convexa de Δ inducida

por λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3, con poliedro de Newton

Δ. Si bt es el polinomio pegado de {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por λ, entonces existe

δ > 0 tal que para 0 < |t| < δ, Existe una inclusión

ϕt : PPET (f, dimax)∗ ↪→ PPET (bt)
∗.

El cual, nos permite la construcción de polinomios en dos variables de grado d ≥ 3

cuyas gráficas son superficies con una cantidad dada de puntos parabólicos especiales.

Para la enunciación de este teorema se estudia la técnica del Pegado de Oleg Viro, esta

técnica es conocida como Patchworking. También se estudia a detalle la clasificación de

los puntos sobre superficies que son gráficas de funciones diferenciables.

El Patchworking es una técnica muy poderosa usada para construir hipersuperficies

algebraicas reales no singulares con una topoloǵıa dada (ver [27]), esta técnica fue intro-

ducida por Oleg Viro en la década de los setentas y ha sido usada en varios trabajos por

ejemplo en [25] y [3].

Respecto a la clasificación de puntos sobre superficies. En 1827 Johann Carl Friedrich

Gauss, clasificó los puntos de la gráfica de una función diferenciable f, mediante el Hes-

siano de f , en eĺıpticos, parabólicos e hiperbólicos, con curvatura Gaussiana positiva, cero

y negativa respectivamente(ver [6]).

Años después, George Salmon hace un estudio más minucioso de la clasificación de los

puntos sobre las gráficas de funciones diferenciables dada por Gauss, y define el orden de
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contacto de una recta con una superficie en un punto, y es aśı como en el año de 1874

introduce una subclasificación de los puntos de una superficie S, dada en términos del

máximo orden de contacto de las rectas tangentes a S en un punto (ver [24]).

En esta subclasificación, Salmon distingue tres tipos de puntos parabólicos: genéricos,

especiales y degenerados, el primero de ellos con una única recta tangente de orden de

contacto exactamente 3 con la superficie, el segundo con una única recta tangente con

orden de contacto mayor o igual que 4, y el último de ellos con más de dos rectas tangentes

de orden mayor o igual que 3.

A partir de ah́ı, se despierta el interés por el estudio de los puntos parabólicos espe-

ciales. En la literatura, los puntos parabólicos especiales también son llamados Cúspides

Gaussianas o Godrones (Ver por ejemplo [8] y [23]), el término godrón fue dado por René

Thom, en 1980 ver [22].

Más de un siglo después de la clasificación de los puntos parabólicos especiales, en el

año 1982, V. S. Kulikov(ver [13]) obtiene una cota superior para la cantidad de puntos

parabólicos especiales que una superficie genérica algebraica de grado d en el espacio

proyectivo CP3 puede tener, la cual es la siguiente:

#P.P.E. = 2d(d− 2)(11d− 24)

Este número es una cota superior para la cantidad de puntos parabólicos especiales

de superficies genéricas algebraicas de grado d en RP3.

En el año 2002, A. Ortiz (ver[18]) construye una familia de polinomios con gráficas que

son superficies genéricas que tienen exactamente d(d− 2) puntos parabólicos especiales.

En el año 2003, A. Ortiz (ver[18]) obtiene una cota superior para la cantidad de puntos

parabólicos especiales para superficies que son gráficas de polinomios de grado d en dos

variables: 2(d− 2)(5n− 12).

A finales del 2012, A. Ortiz, F. Sánchez y L.I. Hernández en [8], obtienen un refi-

namiento de la cota superior dada en [18], quedando como : (d− 2)(5n− 12). En la fecha

en que se escribe este trabajo, ésta es la mejor cota superior conocida, sin embargo, aún

no se sabe si es óptima.

Una consecuencia del Teorema 4.13 es el siguiente corolario.

Corolario4.14Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ la subdivisión poliedral convexa

de Δ inducida por una función convexa λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio

poliedro de Newton Δ. Si bt es el polinomio pegado de {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por

λ, entonces existe δ > 0 tal que para 0 < |t| < δ, tenemos que∑
E∈dimax(τ)

|PPET (fE)∗| ≤ |PPET (bt)
∗|.

Una aplicación inmediata de este corolario es la construcción de una familia de poli-

nomios de grado d, con 3 ≤ d ≤ 10000 en dos variables con al menos (d−4)(2d−9) puntos
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parabólicos especiales en sus gráficas, que hago en el caṕıtulo 5. Con esto nos acercamos

más a la realización de la cota superior de (d− 2)(5d− 12) puntos parabólicos especiales

dada en [8].

Tal vez, utilizando el corolario 4.14 sea posible construir familias de polinomios con

gráficas que sea superficies genéricas con exactamente (d−2)(5n−12) puntos parabólicos

especiales, continúo trabajando en la demostración.

Cabe mencionar que la técnica del pegado de Viro, es precursora de la Geometŕıa

Tropical. La Geometŕıa Tropical es una rama de las matemáticas relativamente nueva.

El Dr. Imre Simon (1943-2009), matemático informático brasileño de la Universidad de

São Paulo, Brasil es considerado el fundador del álgebra tropical y ésta es la razón por la

cuál se le ha llamado tropical a esta geometŕıa.

La geometŕıa tropical comenzó a desarrollarse por śı misma en el anillo de polinomios

con coeficientes en el semi-campo tropical. Inició con la enunciación en el sentido tropical

de resultados conocidos de Geometŕıa Clásica, tales como el teorema de Bernstein [10], el

teorema de Bézout [10], y de los conceptos básicos tales como la ráız de un polinomio, la

hipersuperficie tropical asociada a un polinomio. Otros conceptos a la fecha no han sido

definidos del todo, uno de éstos es el concepto de variedad.

Por otro lado también se han definido nuevos objetos tales como la Amiba de un

polinomio o de una variedad, la Tropicalización y las Modificaciones Tropicales, en este

trabajo definimos lo que es el Hessiano tropical de un polinomio, aśı como también de-

mostramos que la tropicalización de la curva parabólica de una superficie S que es gráfica

de un polinomio f, es la modificación tropical de la curva Hessiana de f, respecto de f.
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Chapter 1

Curvas y Superficies

En este caṕıtulo recordaremos algunos conceptos básicos y no tan básicos de Cálculo

Diferencial y Geometŕıa Diferencial; daremos una pequeña introducción al estudio de

curvas planas diferenciables, seguida de un acercamiento a la clasificación de los puntos

sobre superficies diferenciables. Terminando el caṕıtulo con dos resultados: el lema 1.37

y la proposición 1.38, que utilizaremos en el caṕıtulo 4.

Curvas planas diferenciables

Definición 1.1. Sea ϕ : I ⊂ R → Rn, t �→ ϕ(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
una función continua

localmente inyectiva, llamamos curva o traza a la imagen de I bajo ϕ. La aplicación ϕ

es conocida como una representación paramétrica de la curva.

Figure 1.1: Ejemplo de una curva.

En la figura 1.1, se tomó la representación paramétrica

ϕ : [0, 2π] → R2, t �→ ϕ(t) =
(
2 cos(t), sin

(
2
(
t− π

2

) ))
.

Definición 1.2. Sea f : U ∈ Rn −→ Rm una función definida sobre un abierto U ∈ Rn.

Decimos que f es diferenciable en un punto x0 ∈ U si existen las derivadas parciales de f

en x0 y si
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lim
x→x0

||f(x)− f(x0)−Df(x0) · (x− x0)||
||x− x0|| = 0,

donde Df(x0) es la matriz cuyos elementos matriciales son las derivadas parciales de

f evaluadas en x0, Df(x0) · (x − x0) es el producto de Df(x0) con (x − x0)(considerado

como vector columna) y || · || denota la norma euclidiana usual. Llamamos a Df(x0) la

derivada de f en x0. Decimos que f es diferenciable en U si f es diferenciable en todo

punto x ∈ U.

La imagen de una función ϕ : I ⊂ R → R3 diferenciable en I es conocida como curva

diferenciable.

Ejemplo 1.3. Sea f(x, y) =

⎧⎨⎩
3x2y−2x3

x2+y4
, si (x, y) �= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

El único punto en el que esta función podŕıa ser discontinua es el (0, 0). Sin embargo,

f(0, 0) = 0 y lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0. Por lo tanto, esta función es continua en todo R2,

Ahora, las derivadas direccionales de ésta función en el punto (0, 0) en la dirección del

vector unitario u = (cos θ, sin θ) es

Duf =

⎧⎨⎩ 3 sin θ − 2 cos θ, si cos θ �= 0

0, si cos θ = 0.

Sin embargo, no satisface la definición de diferenciabilidad, esto es:

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0) · x− fy(0, 0) · y
||(x, y)|| = lim

(x,y)→(0,0)

3x2y + 2xy4

(x4 + y4)
√

x2 + y2
,

tomando y = mx, tenemos que

lim
(x,mx)→(0,0)

3x2y + 2xy4

(x4 + y4)
√

x2 + y2
= ± 3m√

1 +m2
,

Por lo tanto, el ĺımite no existe, y la función no es diferenciable en el punto (0, 0).

Definición 1.4. Sea f : U ⊂ Rn −→ Rm una función definida en un abierto U ⊂ Rn.

Entonces

a) f es de clase C 0 en q ∈ U si y solo si f es continua en q.

b) f es de clase C r en q ∈ U si y solo si existen y son continuas todas las derivadas

parciales de orden menor o igual a r en q.

c) f es de clase C ∞ en q ∈ U si y solo si f es de clase C r en q ∈ U para toda r ∈ N.
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Decimos que f es diferenciable de clase C r, r ∈ N, en U si y solo si existen y son

continuas todas las derivadas parciales de orden menor o igual a r en todo punto x ∈ U.

Aśı, las funciones de clase C r son diferenciables, sin embargo, no todas las funciones

diferenciables son de clase C r.

Definición 1.5. Una curva C definida por la función ϕ : I ⊂ R → R3 es llamada regular

si y sólo si ϕ es de clase C 1 y ϕ(1)(t) �= (0, 0, 0) para todo t ∈ I, donde ϕ(1) denota el

vector cuyas entradas son las derivadas parciales de primer orden de ϕ evaluadas en t, a

este vector se le conoce como vector tangente de C en ϕ(t).

Definición 1.6. Sea ϕ : I ⊂ R → R3 una función C 0, llamamos puntos singulares a las

imágenes bajo ϕ de aquellos valores t0 ∈ I para los cuales ϕ(1)(t0) = (0, 0, 0) o ϕ(1)(t0) no

existe.

Ejemplo 1.7. La cúspide en el plano z = 0, es una curva singular, ya que puede ser

parametrizada por ϕ(t) = (t3, t2), t ∈ R, y es visible que ϕ(1)(0) = (0, 0)

Figure 1.2: Ejemplo de una curva singular.

Definición 1.8. Dos curvas no vaćıas C1, C2 ⊂ R2 son transversales en q ∈ C1 ∩ C2,

denotado C1 � q C2, si son no singulares en q y sus rectas tangentes en q son transversales.

Las curvas C1, C2 ⊂ R2 son transversales, denotado C1 � C2, si son tranversales en cada

punto q ∈ C1 ∩ C2.

Definición 1.9. Una curva C definida por la función ϕ : I ⊂ R → R3 es llamada plana

si está totalmente contenida en un plano. Si ϕ es diferenciable entonces, se llama plana

diferenciable.

Las curvas contenidas en el plano z = 0 tienen ecuaciones impĺıcitas ó paramétricas

de la siguiente forma:

z = 0, f(x, y) = 0, ó x = x(t), y = y(t)
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Es decir, las curvas planas en el plano z = 0 se pueden ver impĺıcitamente como los

ceros de una función f : R2 → R.

Definición 1.10. Sea q un punto sobre una curva C en el plano z = 0, definida como

los ceros de una función diferenciable f : R2 → R de clase C r, con r ∈ N. Decimos que

la multiplicidad de q sobre C es m ≤ r, si y sólo si todas las derivadas parciales de f,

de orden menor que m se anulan en q, y al menos una de las derivadas parciales de f de

orden m es distinta de cero en q.

Recordemos también, que los puntos de una curva plana se clasifican por la multi-

plicidad que ellos tienen sobre la curva, algunos de estos puntos destacan por poseer

propiedades interesantes, por mencionar alguno tenemos la siguiente definición.

Definición 1.11. Sea q un punto sobre la curva plana C, decimos que q es un punto de

inflexión si tiene multiplicidad sobre C, finita y es mayor o igual que tres.

Los puntos de inflexión de una curva plana, han sido objeto de estudio de algunos

trabajos sobre curvas planas (ejemplo ver [4] y [12]). También existen curvas que son

asociadas a funciones diferenciables, y que han llegado ser objeto de estudio en muchos

trabajos, tal es el caso de la Curva Hessiana de una función diferenciable(ver [3],[18], [8],

[19] y [5]), la cual definimos enseguida.

Definición 1.12. Dada una función diferenciable f : R2 → R, la matriz asociada a f

definida como

Hessf(x, y) :=

(
fxx fxy

fxy fyy

)
. (1.1)

Se conoce como matriz Hessiana de f. Llamamos Hessiano de f , denotado Hf (x, y),

al determinante de la matriz Hessiana de f, esto es, Hf (x, y) := fxxfyy − f 2
xy. Donde

fxx, fyy y fxy denotan las derivadas parciales de de orden 2 de f.

De aqúı en adelante, denotaremos al conjunto de ceros de una función f por V (f).

Definición 1.13. La curva Hessiana de una función diferenciable f : R2 → R, es la curva

determinada por los ceros del polinomio Hf (x, y), y es denotada como V (Hf ).

Superficies diferenciables

Las superficies en las que fijaremos nuestro atención son aquellas que no tienen hoyos,

picos, esquinas, ni pliegues, a este tipo de superficies se conocen como superficies suaves.

En este trabajo, nos interesamos por superficies suaves S ⊂ R3 que son imágen de

abiertos del plano bajo funciones diferenciables Γ : R2 → R3, estas superficies pueden

ser localmente expresadas implicitamente por una ecuación z − f(x, y) = 0, donde f una

función localmente continua e inyectiva.
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Definición 1.14. Sea f una función localmente continua e inyectiva en U ⊂ R2, y sea

Γ : U ⊂ R2 → R3, (x, y) �→ Γ(x, y) = (x, y, f(x, y)), llamamos superficie o gráfica de f

a la imagen de U bajo Γ. La función Γ es una representación paramétrica de la superficie

S.

Ejemplo 1.15. La superficie S definida por la representación paramétrica

Γ : R2 −→ R3, (x, y) �→ (x, y, x2 + y2), es decir, S es el conjunto de puntos que

satisfacen la ecuación z = x2 + y2.

Definición 1.16. Sea Γ : U ⊂ R2 −→ R3, (x, y) �→ Γ(x, y), una función de clase C r si

Γx × Γy �= (0, 0, 0), ∀(x, y) ∈ U

donde Γx y Γy denotan los vectores cuyas entradas son las derivadas parciales de Γ respecto

de x e y respectivamente, y × denota el producto vectorial, entonces se dice que Γ es reg-

ular. Una superficie S es llamada superficie regular si es la imagen de una representación

paramétrica regular.

Definición 1.17. Sea S ⊂ R3 una superficie, y p un punto sobre S. Decimos que un

vector v es tangente a S en p si existe alguna curva regular C ⊂ S tal que v es tangente

a C en p.

•����

C

S

p

v
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

SSSSSSS
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Definición 1.18. Sea S ⊂ R3 una superficie diferenciable y sea p ∈ S. El conjunto de

todos los vectores tangentes a S en p forman un plano, el cual se conoce como plano

tangente a S en p y se denota Tp(S). Si S es la gráfica de una función f : R2 −→ R

diferenciable en p = (x0, y0, z0). El plano tangente Tp(S) se define mediante la ecuación

z = f(x0, y0) +

[
∂f

∂x
(x0, y0)

]
(x− x0) +

[
∂f

∂y
(x0, y0)

]
(y − y0).
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Definición 1.19. Sea S ⊂ R3 una superficie diferenciable y p un punto sobre S. A la

recta perpendicular al plano tangente Tp(S) en p se conoce como recta normal a S en p.

Al vector dirección de esta recta se le llama vector normal en p.

Sea S una superficie diferenciable en el espacio euclidiano tridimensional R3, y p ∈ S

un punto. La curva C obtenida al cortar la superficie S con un plano N que contiene al

vector normal 
n(p) a S en p, se conoce como curva seccional normal.
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Si ϕ : U ⊂ R2 −→ S es una parametrización local de una superficie S en una vecindad

del punto p = ϕ(u(t0), v(t0)), una curva C ⊂ S puede ser expresada como ϕ(u(t), v(t)),

donde (u(t), v(t)) ∈ U, con t ∈ I ⊂ R, y su vector tangente ξ = ∂u
∂t

ϕ
∂u

+ ∂v
∂t

ϕ
∂v
.

Definición 1.20. Sea S ⊂ R3 una superficie diferenciable, se dice que S es orientable

si y sólo si existe una familia de parametrizaciones {(Ui, ϕi)} que la cubren, y tal que si

para i �= j se satisface que Ui ∩ Uj �= ∅.
Es importante mencionar que todas las superficies que puedan definirse globalmente

como la imagen de una parametrización son orientables. En particular, las gráficas de

funciones diferenciables son orientables.
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Definición 1.21. Una Forma Cuadrática sobre R, es una aplicación Q : Rn −→ R que a

cada (x1, . . . , xn) ∈ Rn, le asigna un número real como sigue:

Q(x1, . . . , xn) = a11x
2
1+ · · ·+annx

2
n+2a12x1x2+ · · ·+a1nx1xn+ · · ·+an−1nxn−1xn. (1.2)

con aij ∈ R, ∀i, j = 1, . . . , n, y que corresponde a un polinomio homogéneo de segundo

grado en las n variables x1, . . . , xn.

El polinomio (1.2) se expresa matricialmente de la siguiente forma:

Q(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)

⎛⎜⎜⎝
a11 . . . a1n
...

. . .
...

a1n . . . ann

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞⎟⎟⎠ = X tAX, donde X =

⎛⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞⎟⎟⎠ ,

(1.3)

donde X t es la matriz transpuesta de X y A es la matriz simétrica de orden n asociada

a la forma cuadrática Q(x1, . . . , xn).

Dada una superficie S ⊂ R3 parametrizada regular orientable, sea ϕ una parametrización

de una vecindad de ϕ(q) = p ∈ S, con coordenadas (u, v). Por ser S orientable, el vector

unitario

N(p) =
ϕu × ϕv

||ϕu × ϕv||(q)
es normal al plano tangente TpS.

Para saber cuánto se aparta la superficie S de su plano tangente TpS, lo hacemos

calculando la derivada ϕ̈(t), y midiendo su proyección en el vector normal N. Esto se

calcula mediante

< ϕ̈,N >= e[u̇(t)]2 + 2fu̇(t)v̇(t) + g[v̇(t)]2,

donde

e =< ϕuu, N >, f =< ϕuv, N >=< ϕvu, N >, y g =< ϕvv, N > .

Aśı, la proyección de ϕ̈(t) en el vector normalN, puede verse como una forma cuadrática

definida en cada punto de la región parametrizada por ϕ. Es decir, para cada punto p ∈ S

se tiene una matriz

C :=

(
e f

f g

)
. (1.4)

Con esta matriz se define una forma cuadrática que aplicada a un vector ψ tangente

a S, satisface que

ψtCψ =< ψ,ψ >C .
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Definición 1.22. Sea S ⊂ R3 una superficie diferenciable, la forma cuadrática definida

por la matriz C, se conoce como la segunda forma fundamental de S en el punto p ∈ S.

Ejemplo 1.23. Sea f un función diferenciable, y sea S := {(x, y, z) ∈ R3 ; z =

f(x, y)} la gráfica de f, parametrizada por

ϕ(x, y) = (x, y, f(x, y)).

Calculando sus segundas derivadas, se tiene que

ϕxx = (0, 0, fxx), ϕxy = (0, 0, fxy), ϕyy = (0, 0, fyy), y ϕx × ϕy = (−fx,−fy, 1),

de ah́ı,

N =
ϕx × ϕy

||ϕx × ϕy|| =
(−fx,−fy, 1)√
1 + f 2

x + f 2
y

,

Con esto, los coeficientes de la segunda forma fundamental de S son:

e =< ϕxx, N >=
fxx√

1 + f 2
x + f 2

y

,

f =< ϕxy, N >=
fxy√

1 + f 2
x + f 2

y

,

g =< ϕvv, N >=
fxx√

1 + f 2
x + f 2

y

.

Aśı, la segunda forma fundamental de S es:

CS :=
fxx√

1 + f 2
x + f 2

y

[dx]2 + 2
fxy√

1 + f 2
x + f 2

y

dxdy +
fxx√

1 + f 2
x + f 2

y

[dy]2.

Teorema 1.24. (Teorema de Euler [17]) Sea p un punto sobre una superficie S, y sea

ϕ(t) = ϕ(u(t), v(t)) una curva seccional normal a S en p, con parámetro natural t. Salvo

el signo, la curvatura k de esta curva coincide con la segunda forma fundamental aplicada

al vector tangente ξ = ∂u
∂t

ϕ
∂u

+ ∂v
∂t

ϕ
∂v
.

Clasificación de los Puntos de una Superficie

En 1827 Gauss(ver [6]), definió el concepto conocido como curvatura Gaussiana y con ella

clasificó los puntos de la gráfica de una función diferenciable f, mediante el Hessiano de

f, ya que por el lema de Diagonalización de Sylvester [21], Hf (q) es igual a la curvatura

Gaussiana de S en p ∈ S, de la siguiente manera.
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Proposición 1.25. Si S ⊂ R3 una superficie localmente expresada como la gráfica de

una función diferenciable f, y sea p = (q, f(q)) ∈ S con q ∈ R2, entonces

1. Si Hf (q) < 0, p es un punto hiperbólico.

2. Si Hf (q) = 0, p es un punto parabólico.

3. Si Hf (q) > 0, p es un punto eĺıptico.

•
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Un ejemplo de una superficie en la cual encontramos puntos eĺıpticos, parabólicos e

hiperbólicos es el toro, como el que se muestra en la figura 1.3.

���

eĺıptico � parabólicos

	
	
	


hiperbólico

��
��

Figure 1.3: Ejemplo de superficie con puntos eĺıpticos, parabólicos e hiperbólicos.

Recordemos que si S es una superficie regular, por el teorema de la función impĺıcita,

localmente se puede ver como la gr’afica de una funci’on diferenciable z = f(x, y), es

decir, localmente S puede verse como los ceros de una función diferenciable

G(x, y, z) = f(x, y)− z.

Análogamente al concepto de multiplicidad de un punto q sobre una curva plana C,

podemos definir el orden de contacto de una recta l y una superficie S en un punto p ∈ l

como sigue.
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Definición 1.26. Sea S una superficie suave en R3, definida por los ceros de una función

diferenciable G : R3 → R, es decir, S := {(x, y, z) ; G(x, y, z) = 0}. Sea l : R −→ R3,

una parametrizaci’on de una recta con l(t0) = p, para algún t0 ∈ R. Decimos que l tiene

orden de contacto k ∈ N con S en p, si y s’olo si

(G ◦ l)(m)(t0) = 0 y (G ◦ l)(k)(t0) �= 0, para m = 0, . . . , k − 1,

donde (G ◦ l)(k)(t0) denota la derivada de orden k de la funci’on (G ◦ l).

Una recta l interseca a una superficie S en un punto p = l(t0) si (G ◦ l)(t0) = 0, si

(G ◦ l)(t0) �= 0, entonces l no interseca a S y se dice que l tiene orden de contacto cero

con S. Notemos que una recta l es tangente en p a una superficie S si y sólo si tiene orden

de contacto con S en p mayor o igual a dos.

Definición 1.27. Una recta l tangente a una superficie S en p, es una dirección asint’otica

si tiene orden de contacto con S en p mayor o igual que tres.

En base a las definiciones anteriores, Salmon G. (ver [24]) hace un estudio más minu-

cioso de la clasificación dada por Gauss, y en 1874 introduce la siguiente clasificación de

los puntos de una superficie S, dada en t’erminos del m’aximo orden de contacto de las

rectas tangentes a S en cada punto.

Definición 1.28. Un punto p sobre una superficie S, es punto el’iptico si todas las rectas

tangentes a S en p tienen orden de contacto con S en p igual a dos, es decir, S no tiene

direcciones asintóticas en p.

Un ejemplo de una superficie compuesta sólo de puntos eĺıpticos es un paraboloide,

como en la figura 1.4.

Figure 1.4: Ejemplo de una superficie conformada únicamente de puntos eĺıpticos.

Definición 1.29. Un punto p sobre una superficie S, es hiperb’olico si S tiene exactamente

dos direcciones asintóticas en p.
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Un ejemplo de una superficie compuesta sólo de puntos hiperbólicos es la silla de

montar.

Figure 1.5: Ejemplo de una superficie conformada únicamente de puntos hiperbólicos.

Cada uno de los puntos de esta superficie tiene exactamente dos direcciones asintóticas,

las rectas negras son las direcciones asintóticas del centro de la silla.

Definición 1.30. Un punto hiperbólico p sobre una superficie S, es llamado punto de

inflexi’on si al menos una de sus direcciones asintóticas tiene orden de contacto mayor o

igual que cuatro con S en p.

Definición 1.31. Un punto p sobre una superficie S, es un punto parab’olico si tiene una

o m’as de dos direcciones asintóticas, y se distinguen los siguientes tipos:

1. genérico, si tiene una única dirección asintótica l, y ésta tiene orden de contacto

igual a 3 con S en p,

2. especial, si tiene una única dirección asintótica doble, y ésta tiene orden de contacto

mayor o igual que 4 con S en p,

3. degenerado, si p tiene más de dos direcciones asintóticas, o el 4-jet de S (sin parte

lineal ni constante) es el cuadrado perfecto de algún polinomio.

En la literatura, los puntos parabólicos especiales también son llamados Cúspides

Gaussianas o Godrones (Ver por ejemplo [8] y [23]). El término godrón fue dado por

René Thom, en 1980 ver [22]. Dentro del conjunto de los puntos parabólicos especiales,

damos la siguiente definición.

Definición 1.32. Sea p = (q, f(q)) ∈ R3 un punto parabólico especial de la gráfica de

f ∈ R[x, y]. Decimos que p es un punto parabólico especial transversal de f si la curva

{Hf = 0} es no singular en q ∈ R2 y {E1,f = 0} � q {E2,f = 0}. Denotamos TSPP (f) al

conjunto de puntos parabólicos especiales transversales de f ∈ R[x, y].

19



Para i = 1, 2 el espacio tangente a cualquier punto suave (x, y) ∈ R2 en la curva V (Ei,f )

es dado por ker dEi,f |(x,y). Un punto suave p = (q, f(q)) ∈ R3 es un punto parabólico especial transversal

en la gráfica de f , si

R2 � ker dE1,f |q + ker dE2,f |q. (1.5)

En este tipo de puntos parabólicos especiales enfocaremos nuestra atención en los

caṕıtulos 3, 4, y 5.

Algunas propiedades de las Curvas Hessianas

Definición 1.33. Al conjunto de los puntos parabólicos de una superficie S ⊂ R3, se le

conoce como la curva parab’olica de S y se denota como Par(S).

Observación 1.34. En general la curva parabólica de una superficie no es lisa.

En el espacio de superficies suaves compactas en RP 3 existe un conjunto abierto denso

en todas partes con la topoloǵıa usual, de superficies tales que los gérmenes de éstas, en

cada punto son equivalentes a los gérmenes que tienen los p−jets de las clases normales

de O. Platonova, ver [20]. Las superficies dentro de este abierto son conocidas como

superficies genéricas.

Una propiedad importante de las superficies genéricas es, que la curva parabólica de

una superficie genérica es lisa. Ejemplos de superficies genéricas son estudiadas en [18],

[8], [19] y [5].

De aqúı en adelante usaremos la proyección π del espacio tridimensional al plano xy,

definida como sigue.

π : R3 −→ R2

(x, y, z) �→ (x, y).

Como hemos visto, por la proposición 1.25 y la definición 1.33, la curva Hessiana de

una superficie S ⊂ R3 que es la gráfica de un función diferenciable, es la proyecci’on al

plano xy de la curva parab’olica de S.

Figure 1.6: Superficie con curva Parabólica y Curva Hessiana.
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Las direcciones asintóticas de la gráfica S de una función diferenciable f, también

pueden calcularse a partir de f.

Lema 1.35. Sea S ⊂ R3 la gráfica de una función diferenciable f. Las proyecciones al

plano xy de las direcciones asintóticas de S, son las rectas solución de la forma cuadrática:

Qf (x, y) := fxx(x, y)(dx)
2 + 2fxy(x, y)dxdy + fyy(x, y)(dy)

2. (1.6)

Demostración . Sea l(t) = (x(t), y(t), z(t)), una parametrización lineal de una dirección

asintótica L de S, en p = l(t0) ∈ S. Como, S := {V (G)} donde G(x, y, z) = f(x, y) − z,

se tiene

(G ◦ l)(t0) = f(x(t0), y(t0))− z(t0) = 0,

(G ◦ l)(1)(t0) = (dx)fx(x(t0), y(t0)) + (dy)fy(x(t0), y(t0))− dz = 0,

(G ◦ l)(2)(t0) = (dx)2fxx(x(t0), y(t0)) + 2dxdyfxy(x(t0), y(t0)) + (dy)2fyy(x(t0), y(t0)) = 0.

Esto por definición de dirección asintótica de S, es decir, L tiene orden de contacto al

menos 3 con S en p = l(t0). Notemos que en la última expresión no interviene la variable z,

Aśı, las soluciones de la forma cuadrática son las proyecciones de las direcciones asintóticas

de S en p.

�

Lema 1.36. ([8] Lema 6) Sea f : R2 −→ R una función diferenciable, con curva Hessiana

V (Hf ) no singular. Entonces, p es una cúspide Gaussiana de la gráfica de f si y solo si

q = π(p) yace en la intersección de las curvas V (Hf ) y V (Cf (x, y)), donde

Cf (x, y) =
(
− (Hf )y, (Hf )x

)(fxx fxy

fxy fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)
(1.7)

y (Hf )x y (Hf )y son las derivadas parciales del Hessiano de f, respecto de x y y,

respectivamente.

La demostración de este lema se encuentra en [8].

Para continuar con el estudio de los puntos parabólicos de la gráfica de una función

diferenciable f, consideraremos los polinomios E1f y E2f como sigue:(
E1f

E2f

)
:=

(
fxx fxy

fyx fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)
(1.8)

Es decir,

E1f (x, y) = −(Hf )yfxx + (Hf )xfxy , y E2f (x, y) = −(Hf )yfxy + (Hf )xfyy. (1.9)
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Estos polinomios fueron introducidos por V. I. Arnold en [1]. Una propiedad de los

polinomios E1f y E2f que utilizaremos en el caṕıtulo 4, es enunciada en el lema siguiente.

Lema 1.37. Sea f una función diferenciable, sea q ∈ {E1f = 0}∩{E2f = 0} y para cada

número real k en el rango del Hessiano Hf , sea X(f)k := {(x, y) ∈ R2 ; Hf (x, y) = k}
una curva de nivel del polinomio Hf . Entonces, o q pertenece al conjunto Sing(X(f)k)

de puntos singulares de X(f)k con k �= 0 o q ∈ X(f)0.

Demostración . Sea q ∈ V (E1f ) ∩ V (E2f ) y supongamos que

q ∈ X(f)k := {(x, y) ∈ R2 ; Hf (x, y) = k} con k �= 0.

Aśı (
0

0

)
=

(
E1f

E2f

)
|q
=

[(
fxx fxy

fyx fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)]
|q
,

el vector u(q) := (−(Hf )y(q), (Hf )x(q))
t ∈ kernel

(
fxx fxy

fyx fyy

)
|q
∩ TqX(f)k, donde |q sig-

nifica evaluado en q.

Si u(q) �= (0, 0), entonces rango

(
fxx fxy

fyx fyy

)
|q

≤ 1 aśı, q ∈ V (Hf ) y tenemos una

contradicción. Por lo tanto, u(q) = (0, 0), lo cual implica que q ∈ Sing(X(f)k).

�

Proposición 1.38. Sea S ⊂ R3 la gráfica de una función diferenciable f : R2 −→ R, con

curva Hessiana no singular, y sea p ∈ S, entonces, p es un punto parabólico especial de S

si y sólo si π(p) yace en la intersección de las curvas V (Hf ), V (E1f ) y V (E2f ).

Demostración . Por el lema 1.36, basta mostrar la equivalencia que existe entre

V (Cf (x, y)) y V (E1f ) ∩ V (E2f ).

Sea p tal que π(p) = q ∈ V (E1f ) ∩ V (E2f ). La forma matricial de Cf (x, y) es:

Cf (x, y) = (−(Hf )y, (Hf )x)

(
fxx fxy

fxy fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)
(1.10)

De (1.8) se tiene que[(
fxx fxy

fxy fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)]
|q
=

(
0

0

)
⇒ p ∈ V (Cf ). (1.11)

Aśı, si π(p) = q ∈ V (E1f ) ∩ V (E2f ) entonces q ∈ V (Cf ).
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Ahora, sea p ∈ S tal que π(p) = q ∈ V (Hf ) ∩ V (Cf (x, y)), por el lema 1.36 p es un

punto parabólico especial de S, y tiene una única dirección asintótica l en p. La condición

q ∈ V (Cf (x, y)) implica que la recta tangente l′ que pasa por p ∈ S en la dirección del

vector v ∈ R3 tal que u = π(v) =
( − (Hf )y(q), (Hf )x(q)

)
tiene orden de contacto k ≥ 3

con S en p, esto por el lema 1.35.

Aśı, l′ es una dirección asintótica de S en p, y por unicidad de la dirección asintótica

de un punto parabólico especial se tiene que l = l′.

Ahora, el plano generado por la dirección asintótica l de S en p, y un vector normal 
n

al plano tangente a S en p, interseca a S en una curva C. Por el teorema de Euler sobre

curvaturas de curvas seccionales normales(ver 1.24) la curvatura de C en la dirección del

vector u es cero, y por ser l la única dirección asintótica de S en el punto parabólico

especial p, u es la única dirección con curvatura cero, esto implica que el valor cero es un

máximo o un mı́nimo, por lo tanto λu es una dirección principal, lo cual es equivalente a

que λu sea una dirección propia de la matriz Hessiana de f con valor propio λ. Aśı,

0 = u

(
fxx fxy

fyx fyy

)
ut = λ||u||2.

Esto implica, que si u �= (0, 0), entonces[(
E1f

E2f

)]
|q
=

[(
fxx fxy

fyx fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)]
|q
=

(
0

0

)
.

Esto es,

q ∈ {V (Hf )} ∩ {V (E1f )} ∩ {V (E2f )}. (1.12)

Si u = (0, 0) implica que q es un punto singular de V (Hf ), lo cual no ocurre, por ser

V (Hf ) no singular. Por lo tanto si π(p) = q ∈ V (Cf ) entonces q ∈ V (E1f ) ∩ V (E2f ).

�
Agradezco a la Dra. Adriana Ortiz Rodŕıguez por brindarme la demostración de esta

proposición.
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Chapter 2

Teoŕıa de Poliedros

En este caṕıtulo, recordamos algunas propiedades de los poliedros que utilizaremos en los

caṕıtulos 4, 5 y 6.

Definición 2.1. Un poliedro en Rn es la intersección finita de semi-espacios dados por

ecuaciones de la forma : 〈x, v〉 ≥ a, donde a ∈ R, v ∈ Rn y 〈, 〉 denota el producto punto

usual en en Rn.

Un poliedro es llamado racional si v ∈ Zn. En este trabajo siempre utilizaremos

poliedros racionales.

Definición 2.2. Llamamos complejo poliedral P ∈ Rn a una colección finita de poliedros

en Rn, la cual contiene todas las caras de sus miembros y la intersección de cualesquiera

dos poliedros en P es una cara común.

Definición 2.3. Sea P un complejo poliedral. Definimos el soporte poliedral de P (deno-

tado |P |), como la unión de todos los poliedros de P vistos como conjuntos. La dimensión

de P es la dimensión máxima de los poliedros de P. Si todos los poliedros maximales de P

(respecto a la inclusión) tienen la misma dimensión, entonces P es llamado de dimensión

pura.

Definición 2.4. Sea Δ un poliedro racional en Rn, y τ = {Δ(1), . . . ,Δ(l)} ⊂ Rn un

conjunto finito de poliedros de diferentes dimensiones. Decimos que τ es una subdivisión

poliedral de Δ si cumple las siguientes condiciones:

1. Si Δ(i) ∩Δ(j) �= ∅, entonces Δ(i) ∩Δ(j) ∈ τ.

2. int(Δ(i)) ∩ int(Δ(j)) = ∅, si i �= j.

3. Si Δ(i) ∩Δ(j) es una cara de Δ(i), entonces también es una cara de Δ(j).

4.
⋃

Δ(i)∈τ
Int(Δ(i)) = Δ.
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Definición 2.5. Decimos que λ : U ⊂ Rn → R es una función convexa si para cualquier

x, y ∈ U y para todo t ∈ [0, 1] se tiene que

λ(tx+ (1− t)y) ≤ tλ(x) + (1− t)λ(y).

Figure 2.1: Función convexa.

Definición 2.6. Sea Δ un poliedro n−dimensional y τ una subdivisión poliedral de Δ.

Decimos que τ es convexa si existe una función λ : Δ → R continua, y convexa que

satisface:

1. λ|Δ′ es af́ın ∀Δ′ ∈ τ.

2. λ|Δ′∪Δ′′ no es af́ın ∀Δ′,Δ′′ ∈ τ con Δ′,Δ′′ de dimensión máxima.

3. λ(Δ ∩ Zn) ⊂ Z.

En la literatura, las subdivisiones poliedrales convexas son también llamadas regulares.

Ejemplo 2.7. Sea Δd ⊂ R2 el poliedro dado por el triángulo con vértices (2, 2), (d, 2),

(2, d) ∈ R2, es decir, Δd = Δ{(2, 2), (d, 2), (2, d)} con τ la subdivisión poliedral de Δd

inducida por las rectas x = i donde i = 2, . . . , d− 1, y sea λ : Δd −→ R, tal que tomando

z1 = x, y zi = zi−1 + x− i, (x, y) �→ zi, ∀x ∈ [i, i+ 1) con i = 2, . . . , d− 1.

Tomando los puntos (xi, yi) y (xj, yj) tal que xi ∈ [i, i + 1), xj ∈ [j, j + 1), con j ≥ i.

Notamos que

λ((1−t)(xi, yi)+t(xj, yj)) ≤ tzj ≤ tzj+(1−t)zi = tλ((xj, yj))+(1−t)λ((xi, yi)), t ∈ [0, 1].

Aśı, λ es una función continua y convexa, que además satisface las condiciones de la

definición anterior, por lo tanto τ es una subdivisión poliedral convexa de Δd.

Observación 2.8. De manera análoga se muestra que si τ es la subdivisión poliedral de

Δd inducida por las rectas y = −x + i donde i = 2, . . . , d − 1, y sea λ : Δd −→ R, tal
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que tomando z1 = x + y, y zi = zi−1 + x + y − i, (x, y) �→ zi, i ≤ x + y ≤ i + 1 con

i = 2, . . . , d− 1. Es una subdivisión poliedral convexa de Δd.

También si τ es la subdivisión poliedral de Δd inducida por las rectas y = −2x+i donde

i = 2, . . . , d− 1, y sea λ : Δd −→ R, tal que tomando z1 = 2x+ y, y zi = zi−1+2x+ y− i,

(x, y) �→ zi, i ≤ 2x+ y ≤ i+ 1 con i = 2, . . . , d− 1. Es una subdivisión poliedral convexa

de Δd.

Dada una subdivisión τ inducida por la función λ, la envolvente convexa de la gráfica

Γλ de λ forma un politopo, nos referiremos al conjunto de caras 2-dimensional que yacen

en Γλ por T (λ) y nos referiremos a este como el politopo compacto con subdivisión poliedral

inducida por λ.

Notemos que la proyección π : R3 −→ R2 induce una biyección entre las caras de T (λ)

y los poliedros en λ.

Lema 2.9. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro y λ : Δ −→ R≥0 una función convexa con λ(Δ∩Z2) ⊂
Z. Si E ∈ T (λ), entonces existe un vector (α, β, 1) ∈ Z3 ortogonal a E. En particular, la

transformación lineal l(α,β) : R
3 −→ R3 definida por la matriz

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

α β 1

⎞⎟⎠, satisface que

l(α,β)(E) está contenido en el plano {z = r}, donde r = min{(α, β, 1) · v ; v ∈ T (λ)} ∈
Z y π(v) = π(l(α,β)(v)) para cualquier v ∈ E.

Demostración . Sean (x1, y1, λ(x1, y1)), (x2, y2, λ(x2, y2)), (x3, y3, λ(x3, y3)) ∈ E ∩ Z3

puntos con la propiedad de que no existe un punto con coordenadas enteras dentro del

triángulo Δ(v1, v2, v3) con vértices v1 = (x1, y1), v2 = (x2, y2), v3 = (x3, y3) ∈ Z2, esto es,

1 = área(Δ(v1, v2, v3)) = |〈(v3 − v1), (v2 − v1)
⊥〉|, (2.1)

donde 〈, 〉 denota el producto escalar, y (, )⊥ es el vector ortogonal.

Un vector (α, β, 1) ∈ Z3 es ortogonal a E si (α, β, 1) · (xk, yk, λ(xk, yk)) es constante

para k = 1, 2, 3. El sistema de ecuaciones en las variables reales α, β y r,⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

α β 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ xk

yk

λ(xk, yk)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝xk

yk

r

⎞⎟⎠ k = 1, 2, 3, (2.2)

que env́ıa E al plano horizontal {z = r} es equivalente al sistema de tres ecuaciones⎛⎜⎝x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ α

β

−r

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝−λ(x1, y1)

−λ(x2, y2)

−λ(x3, y3)

⎞⎟⎠ .
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El determinante de esta matriz, dado por

(x2y3 − y2x3)− (x1y3 − x3y1) + (x1y2 − x2y1) = 〈(x3 − x1, y3 − y1), (−(y2 − y1), x2 − x1)〉

= 〈(v3 − v1), (v2 − v1)
⊥〉, es igual a ± 1

por (2.1). Aśı, se garantiza la existencia de las soluciones enteras α, β, r ∈ Z para el

sistema (2.2).

La tranformación lineal l(α,β) env́ıa la cara E ∈ T (λ) a una cara en T (λ̃) contenida

en el plano horizontal {z = r}, donde λ̃(i, j) = λ(i, j) + iα + jβ mientras las caras

2-dimensionales restantes en T (λ) son enviadas a caras en T (λ̂) arriba de este plano

horizonta, aśı, r = min{(α, β, 1) · v ; v ∈ T (λ)} ∈ Z.

�

Proposición 2.10. Sean λi, i = 1, . . . ,m, funciones convexas sobre U ⊂ Rn, entonces

toda combinación lineal con coeficientes positivos, de las funciones λi es una función

convexa.

Demostración . Sean λi, i = 1, . . . ,m, funciones convexas sobre U ⊂ Rn, entonces para

cualquier par de puntos a, b ∈ U y para todo t ∈ [0, 1], tenemos que

λi((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)λi(a) + tλi(b) , con i = 1, . . . ,m.

Aśı, para cualquier αi > 0, i = 1, . . . ,m

αiλi((1− t)a+ tb) ≤ αi[(1− t)λi(a) + tλi(b)].

De ah́ı,

m∑
i=1

αiλi((1− t)a+ tb) ≤
m∑
i=1

αi[(1− t)λi(a) + tλi(b)]

Es decir,

m∑
i=1

αiλi((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)
m∑
i=1

αiλi(a) + t
m∑
i=1

λi(b)

Por lo tanto,
m∑
i=1

αiλi(x) es una función convexa.

�
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Corolario 2.11. Sea Δ ⊂ R2 el poliedro dado por el tirángulo con vértices {(2, 2), (d, 2), (2, d)} ⊂
R2. Sea τ la subdivisión poliedral de Δ en los triángulos de la forma

Δ(1) = Δ{(i, 2), (i+ 1, 2), (i, 3)},
Δ(2) = Δ{(l, j), (l + 1, j − 1), (l, j + 1)} con l + j ≤ d− 2

Δ(3) = Δ{(j, k + 2), (l + 1, k + 1), (l + 1, k)} con l + k ≤ d− 2

para i ∈ {2, . . . , d− 3}, j ∈ {3, . . . , d− 3}, y l, k ∈ {2, . . . , d− 4}. Entonces τ es convexa.

Demostración . Notemos que esta subdivisión poliedral se puede ver como la unión de

las subdivisiones poliedrales convexas del ejemplo 2.7 y de la observación 2.8, y por la

proposición 2.10 se tiene el resultado.

�
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Chapter 3

Teoŕıa de Perturbación

En este caṕıtulo recordaremos algunos conceptos, definiciones y resultados básicos sobre

la teoŕıa de perturbación de polinomios y curvas, los cuales utilizaremos más adelante para

mostrar el comportamiento de los puntos parabólicos especiales en la gráfica de funciones

bajo pequeñas perturbaciones.

Dado un punto q ∈ R2, denotaremos por D(q, R) al disco cerrado de radio R ∈ R

centrado en q.

Definición 3.1. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio. Llamamos una perturbación de f a una

familia de funciones Ft = f+tgt, donde gt ∈ R[t][x, y], tal que para toda ε > 0 existe δ > 0

tal que para 0 < |t| < δ se tiene que |Ft(x, y) − f(x, y)| < ε para todo (x, y) ∈ D(q, R),

donde q ∈ V (f).

Definición 3.2. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio y Ft una perturbación de f . Sea C := V (f)

la curva definida por el conjunto de ceros de f ∈ R[x, y], llamamos una perturbación de

C a la familia de curvas Ct := V (Ft), definida por el conjunto de ceros una perturbación

Ft con t ∈ R.

Proposición 3.3. Sea Ft ∈ R[t][x, y] una perturbación de f ∈ R[x, y]. Para δ > 0,

sea {qt}t∈(−δ,δ) una colección de puntos en D(q, R) ⊂ R2 tal que lim
t→0

qt = q, entonces

lim
t→0

Ft(qt) = f(q).

Demostración Sea Ft = f + tgt con f ∈ R[x, y] y gt ∈ R[x, y, t]. Tomamos el compacto

[−ε, ε]×D(q, R), entonces existe M ∈ N tal que |gt(x, y)| < M para todo (x, y) ∈ D(q, R).

Sea qt ∈ D(q, R), con t ∈ [−ε, ε], aśı

|t · gt(qt)| < t ·M ⇒ lim
t→0

t · gt(qt) = 0.

De ah́ı,

lim
t→0

Ft(qt) = lim
t→0

(f(qt) + t · gt(qt)) = f(lim
t→0

qt) + lim
t→0

t · gt(qt) = f(q).

Por lo tanto lim
t→0

Ft(qt) = f(q).
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Definición 3.4. Dado un conjunto no vaćıo A ⊂ R2 y ε > 0, denotaremos por Tubε(A) ⊂
R2, al conjunto de puntos, que están a distancia no mayor que ε de A, y lo llamamos, la

vecindad tubular de radio ε centrada en A. Es decir

Tubε(A) := {w ∈ R2 ; min
z∈A

{|z − w| ≤ ε}}.

Denotamos por Int Tubε(A), al interior de la vecindad tubular Tubε(A).

Sea C ⊂ R2 una curva, en la siguiente figura se ilustra la vecindad tubular de C.

D(p,R)

Wl

Tubε(C) ��C
�Ct

ε

Bl

Proposición 3.5. Sea Ct := V (Ft) ⊂ R2 una perturbación de la curva C := V (f) ⊂ R2

donde f ∈ R[x, y].

i) Dado ε > 0 y un disco cerrado D(q, R) ⊂ R2 de radio R centrado en q ∈ C, existe

δ > 0 tal que Ct ∩ D(q, R) está contenido en la vecindad tubular Tubε(C) para

|t| < δ.

ii) Si C es no singular dentro del disco cerrado D(q, R) ⊂ R2 de radio R centrado en

q ∈ C, existe δ > 0 tal que Ct ∩D(q, R) �= ∅ es no singular para |t| < δ.

Demostración

i) Sea Ft = f + tgt, donde f ∈ R[x, y] y gt ∈ R[t][x, y]. Los conjuntos

Bk := {(x, y) ∈ D(q, R) ; |f(x, y)| ≤ k}

definen una sucesión de conjuntos compactos con la propiedad de que Bk ⊂ Bk′

para k < k
′
y tal que C ∩D(q, R) =

⋂
k≥0

Bk.

Los conjuntos abiertos Wk := D(q, R) \ Bk, con k ≥ 0 definen una cubierta de

U = D(q, R) \ Int Tubε(C), por lo cual existe una subcubierta finita U ⊂
l⋃

j=1

Wj.
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Por lo tanto, U ⊂ D(q, R)\Bl para algún l > 0, y aśı, Bl ⊂ Int Tubε(C)∩D(q, R) ⊂
Tubε(C) ∩D(q, R).

Sea M := max{|gt(x, y)| ; (x, y) ∈ D(q, R), t ∈ [−1, 1]}, entonces para |t| <
l

l+M+1
y (x, y) ∈ D(q, R), tenemos que |tgt(x, y)| < l.

Sea δ = l
l+M+1

, entonces, para |t| < δ se tiene que

Ct ∩D(q,R) ⊂ {(x, y) ∈ R2 ; |f(x, y)| = |tgt(x, y)| ≤ l} ∩D(q,R) ⊂ Bl ⊂ Tubε(C) ∩D(q,R).

ii) Primero, vamos a probar que Ct∩D(q, R) �= ∅ para valores suficientemente pequeños de t.

Como C es no singular en q, existe ε > 0 tal que [−ε, ε] ⊂ f(D(q, R)).

Elegimos q1 ∈ f−1(−ε) ∩D(q, R), q2 ∈ f−1(ε) ∩D(q, R), y consideramos

M := max{|gt(x, y)| ; (x, y) ∈ D(q, R), t ∈ [−1, 1]}.

Entonces, para |t| < ε
ε+2(M+1)

< 1, tenemos que Ft(q1) = f(q1) + tgt(q1) < 0, y

Ft(q2) = f(q2) + tgt(q2) > 0. Como Ft es continua en D(q, R), existe p ∈ D(q, R)

tal que Ft(p) = 0, es decir, Ct ∩D(q, R) �= ∅.
Definimos en D(q, R) las funciones continuas dadas por

ψ(x, y) := max
{∣∣∣∂gt(x,y)∂ x

∣∣∣ , ∣∣∣∂gt(x,y)∂ y

∣∣∣ , t ∈ [−1, 1]
}
y

ϕ(x, y) := max
{∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ , ∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣}.
Como ϕ es estrictamente positiva sobre C ∩D(q, R), podemos elegir ε > 0 tal que

ϕ es estrictamante positiva en Tubε(C) ∩D(q, R).

ConsideramosN := max{ψ(x, y) ; (x, y) ∈ Tubε(C)∩D(q, R)} y el valor positivo
n := min{ϕ(x, y) ; (x, y) ∈ Tubε(C) ∩ D(q, R)}. Aśı, para (x, y) ∈ Tubε(C) ∩
D(q, R) y |t| < n

n+2N+1
, tenemos que

max

{∣∣∣∣t∂gt(x, y)∂ x

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣t∂gt(x, y)∂ y

∣∣∣∣} <
m

2
≤
⎧⎨⎩≤ 1

2

∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣ si
∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ si
∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ .
Por i), existe 0 < δ0 < 1 tal que Ct ∩ D(q, R) ⊂ Tubε(C) ∩ D(q, R) para |t| < δ0.

Por lo tanto, para |t| < min
{

ε
ε+2(N+1)

, m
m+2M+1

, δ0

}
se tiene una de las siguientes

condiciones;

a)
∣∣∣∂f(x,y)∂ x

+ t∂gt(x,y)
∂ x

∣∣∣ > 1
2

∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ , si ∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ , ó
b)
∣∣∣∂f(x,y)∂ y

+ t∂gt(x,y)
∂ y

∣∣∣ > 1
2

∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣ , si ∣∣∣∂f(x,y)∂ x

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∂f(x,y)∂ y

∣∣∣ , en Ct ∩D(q, R) �= ∅.
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Aśı,(
∂Ft

∂ x
(x, y),

∂Ft

∂ y
(x, y)

)
=

(
∂f(x, y)

∂ x
+ t

∂g(x, y)

∂ x
,
∂f(x, y)

∂ y
+ t

∂g(x, y)

∂ y

)
�= (0, 0),

es decir, la curva Ct ∩D(q, R) �= ∅ es no singular.

�

Proposición 3.6. Sean Ct, Dt ⊂ R2 perturbaciones de las curvas C,D ⊂ R2, respectiva-

mente. Si C � q D entonces para cualquier R > 0, existe δ > 0 tal que, para |t| < δ, las

curvas Ct y Dt se intersecan transversalmente en algún punto qt ∈ D(p,R). Más aún, qt

puede ser elegido tal que lim
t→0

qt = q.

Demostración . Sean C := V (f), D := V (g), Ct := {Ft := f + tϕt = 0} y Dt := {Gt :=

g + tψt = 0} con f, g ∈ R[x, y] y ϕt, ψt ∈ R[x, y, t]. Sea H(x, y) := (f(x, y), g(x, y)) una

función, y h = det(J(f, g)), el determinante jacobiano de H, y tomamos γ := V (h) ⊂ R2.

Como las rectas tangentes de C y D son secantes en q, h(q) �= 0 y existe 0 < ε ≤ R tal

que γ ∩D(q, ε) = ∅. Además, podemos elegir ε > 0 tal que Tubε(γ) ∩D(q, ε) = ∅ dentro

de D(q, R). Por la proposición 3.5, existe δ1 > 0 tal que las curvas

∅ �= Ct ∩D(q, ε) ⊂ Tub ε
2
(C) ∩D(q, ε) y ∅ �= Dt ∩D(q, ε) ⊂ Tub ε

2
(D) ∩D(q, ε)

son no singulares para |t| < δ1, Más aún, para |t| < δ1, Ct ∩D ∩D(q, R) �= ∅ y podemos

encontrar puntos q1, q2 ∈ Ct ∩ Tub ε
2
(D) ∩ D(q, ε) con g(q1) < 0 y g(q2) > 0. Aśı, por el

mismo argumento dado en la prueba de la proposición 3.5 ii), existe δ2 tal que las curvas

Ct y Dt se intersecan dentro de D(q, ε) ⊂ D(q, R) para toda |t| < δ2.

Las rectas tangentes a las curvas Ct y Dt en qt ∈ Ct∩Dt∩D(q, ε) �= ∅, son transversales

si y solo si qt no yacen sobre las curvas

γt = {V (ht := det(J(Ft, Gt))},

definidas por el determinante ht = det(J(Ft, Gt)) de la matriz de derivadas de las funciones

(Ft, Gt) : R
2 → R2. Como ht = h+t

(
dϕt

d x
dψt

d y
− dψt

d x
dϕt

d y

)
, la curva γt es una perturbación de

γ y, por la proposición 3.5, para algún disco cerrado D(q, r) ⊂ R2 centrados en q ∈ γ y tal

que D(q, ε) ⊂ D(q, r), existe δ3 > 0 tal que γt ∩D(q, r) ⊂ Tubε(γ)∩D(q, r) para |t| < δ3.

En particular, para |t| < δ = min{δ1, δ2, δ3}, γt∩D(q, r)∩D(q, ε) ⊂ Tubε(γ)∩D(q, ε) = ∅,
por lo tanto qt ∈ Ct ∩Dt ∩D(q, ε) �= ∅ no pertenece a la curva γt y por lo tanto Ct � qt Dt

con qt ∈ D(q, R).

�
La condición de transversalidad es necesaria en la proposición 3.6.

Ejemplo 3.7. Sean Ct := V (y−x2− t), Dt := V (y+x2+ t) perturbaciones de las curvas

C := V (y − x2), D := V (y + x2). Las curvas C y D tiene sólo un punto de interseción
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0̄ = (0, 0), el cual no es transversal. Para 0 < t < δ la intersección de Ct y Dt dentro de

D(0̄, r) es vaćıa, y para −δ < t < 0 la intersección de Ct y Dt dentro de D(0̄, r) tiene dos

puntos, aśı la cantidad de puntos en la interseción de C y D no se preserva bajo pequeñas

perturbaciones.

La proposición 3.6 no puede ser extendida a más de dos curvas.

Ejemplo 3.8. Sean Ct := V (x− t), Dt := V (y− t) y Et := V (y+x+ t) perturbaciones de

las curvas C := V (x), D := V (y) y E := V (y + x). Las curvas C,D y E tienen un único

punto de intersección transversal 0̄ = (0, 0). Para 0 < |t| < δ, la intersección de las curvas

Ct, Dt y Et dentro de D(0̄, r) es vaćıa, por lo tanto la cantidad de puntos de intersección

no es preservada bajo pequeñas perturbaciones.

Perturbación de puntos parabólicos especiales

En esta sección analizaremos cómo se comportan los puntos parabólicos especiales bajo

pequeñas pertubaciones de las gráficas a las que pertenecen.

Los puntos parabólicos pueden ser expresados por la intersección de dos curvas tan-

gentes, o tres curvas, como hemos visto en los ejemplos 3.7 y 3.8; ambas situaciones en

general, no son preservadas bajo pequeñas perturbaciones.

En [14], E. Landis enunció que: bajo algunas condiciones de genericidad, los puntos

parabólicos son preservados bajo perturbaciones. Landis no da una prueba de este hecho.

Podemos darnos cuenta que este hecho es una consecuencia del trabajo de Platonova. Sin

embargo, aqúı damos una prueba detallada para puntos parabólicos especiales transver-

sales.

Proposición 3.9. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3 y gt ∈ R[t][x, y]. Si

Ft := f + tgt es una perturbación de f, entonces las curvas V (HFt), V (E1Ft) y V (E2Ft)

son perturbaciones de las curvas V (Hf ), V (E1f ) y V (E2f ), respectivamente.

Demostración . La curva Hessiana de Ft(x, y) = f(x, y) + tgt(x, y), está definida por

los ceros del polinomio

HFt(x, y) = Hf (x, y) + tϕ, donde ϕ = (fxxgtyy + gtxxfyy − 2fxygtxy + tHgt).

Por definición, los polinomios E1Ft y E2Ft , son

E1Ft := E1f + t[−(Hf )ygtxx − ϕyFtxx + (Hf )xtgtxy + ϕxFtxy],

E2Ft := E2f + t[−(Hf )ygtxy − ϕyFtxy + (Hf )xtgtyy + ϕxFtyy].

Aśı, las curvas V (HFt), V (E1Ft) y V (E2Ft) son perturbaciones de las curvas V (Hf ),

V (E1f ) y V (E2f ), respectivamente.

�

35



Corolario 3.10. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3 y sea Ω una región acotada.

Si Ft es una perturbación de f y la curva V (Hf ) es no singular en la cerradura de Ω,

entonces la curva Hessiana V (HFt) de Ft para valores suficientemente pequeños de t es no

singular en Ω.

Demostración . Es consecuencia inmediata de las proposiciones 3.5 y 3.9.

�

Lema 3.11. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3, sea H−1
f (k) := {(x, y) ∈

R2 ; Hf (x, y) = k} la curva de nivel del polinomio Hf . Sea q ∈ V (E1f )∩ V (E2f ), tal

que Hf (q) = k entonces, o q pertenece al conjunto Sing(H−1
f (k)) de puntos singulares de

H−1
f (k) con k �= 0 o q ∈ H−1

f (0).

Demostración . Sea q ∈ V (E1f )∩V (E2f ) y sea q ∈ H−1
f (k) := {(x, y) ∈ R2 ; Hf (x, y) =

k, k �= 0}. Aśı, (
0

0

)
=

(
E1f

E2f

)
|q
=

[(
fxx fxy

fyx fyy

)(
−(Hf )y

(Hf )x

)]
|q
,

el vector u(q) := (−(Hf )y, (Hf )x)
t
|q ∈ ker

(
fxx fxy

fyx fyy

)
|q

⋂
TqH

−1
f (k),

donde TqH
−1
f (k) es el espacio tangente a H−1

f (k) en q.

Si u(q) �= (0, 0), entonces rango

(
fxx fxy

fyx fyy

)
|q

≤ 1. Aśı, Hf (q) = 0 y obtenemos

una contradicción. Por lo tanto u(q) = (0, 0), lo cual implica que q ∈ Sing(H−1
f (k)).

�

Lema 3.12. Sea q̃t ∈ V (E1Ft) ∩ V (E2Ft) y sea H−1
Ft

(k) := {(x, y) ∈ R2 ; HFt(x, y) =

k} la curva de nivel del Polinomio HFt . Entonces, o q̃t pertenece al conjunto Sing(H
−1
Ft

(k))

de puntos singulares de H−1
Ft

(k) con k �= 0 o q̃t ∈ H−1
Ft

(0).

Demostración .

Sea q̃t ∈ V (E1Ft)∩V (E2Ft) y sea q̃t ∈ H−1
Ft

(k) := {(x, y) ∈ R2 ; HFt(x, y) = k, k �=
0}. Aśı, (

0

0

)
=

(
E1Ft

E2Ft

)
|p̃t

=

[(
(Ft)xx (Ft)xy

(Ft)yx (Ft)yy

)(
−(HFt)y(t)

(HFt)x

)]
|q̃t

,

el vector u(q̃t) := (−(HFt)y, (HFt)x)
t
|q̃t ∈ ker

(
(Ft)xx (Ft)xy

(Ft)yx (Ft)yy

)
|q̃t

⋂
Tq̃tH

−1
Ft

(k),

donde Tq̃tH
−1
Ft

(k) es el espacio tangente a H−1
Ft

(k) en q̃t.

Si u(q̃t) �= (0, 0)t, entonces rango

(
(Ft)xx (Ft)xy

(Ft)yx (Ft)yy

)
|q̃t

≤ 1. Aśı, HFt(q̃t) = 0 y obten-

emos una contradicción. Por lo tanto u(q̃t) = (0, 0)t, lo cual implica que q̃t ∈ Sing(H−1
Ft

(k)).
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�

Teorema 3.13. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3 con curva Hessiana

no singular V (Hf ) y tal que V (E1f ) � V (E2f ), y Ft(x, y) = f(x, y) + tgt(x, y), con

gt ∈ R[t][x, y], una perturbación de f. Sean PPET (f) y PPET (Ft), los conjuntos de

puntos parabólicos especiales transversales en las gráficas de f y Ft, respectivamente.

Entonces, para cada (q̃, f(q̃)) punto parabólico especial transversal de la gráfica de f y

∀ε > 0, existe δ > 0 tal que para 0 < t < δ, existe un punto parabólico especial transversal

(q̃t, Ft(q̃t)) en la gráfica de Ft en el disco cerrado D(q̃, ε) ⊂ R2.

Demostración . Sea p = (q̃, f(q̃)) ∈ R3 un punto parabólico especial transversal de la

gráfica de f , y π : R3 → R2 la proyección sobre el plano xy. Por la proposición 1.38, se

tiene que q̃ = π(p) yace en la intersección de las curvas V (Hf ), V (E1f ) y V (E2f ). Como la

curva V (Hf ) es no singular en q̃, por el corolario 3.10 la curva V (HFt) es no singular dentro

del disco cerrado D(q̃, ε) para valores de t suficientemente pequeños, y por el proposición

1.38 el conjunto de puntos parabólicos especiales transversales de la gráfica de Ft dentro

de D(p̃, ε) esta definidos por la intersección V (HFt) ∩ V (E1Ft) ∩ V (E2Ft) ∩D(p̃, ε) para

valores suficientemente pequeños de t. Aśı, existe δ1 > 0 tal que para |t| < δ1

π(PPET (Ft)) ∩D(q̃, ε) = V (HFt) ∩ V (E1Ft) ∩ V (E2Ft) ∩D(q̃, ε)

Por la proposición 3.6 existe δ2 > 0 tal que para |t| < δ2 las curvas V (E1Ft) y V (E2Ft)

se intersecan transversalmente en algún punto qt ∈ D(q̃, ε) con lim
t→0

qt = q.

Ahora para probar que qt ∈ PPET (Ft), supongamosHFt(qt) = kt �= 0, por el lema 3.12

tenemos que qt ∈ D(q, ε) es un punto singular de H−1
Ft

(kt) : {(x, y) ∈ R2 ; HFt(x, y) =

kt}.
El vector v(qt) := (−(HFt)y(qt), (HFt)x(qt)) = (0, 0), define una sucesión con

(0, 0) �= (− (Hf )y(q̃), (Hf )x(q̃)
)
= lim

t→0

(− (HFt)y(q̃t), (HFt)x(q̃t)
)
= lim

t→0
υ(q̃t) = (0, 0).

Lo cual implica que para |t| < min{δ1, δ2} el punto qt ∈ V (E1Ft) ∩ V (E2Ft) yace

también en V (HFT
) ∩ D(q, ε). Por lo tanto, el punto (qt, Ft(qt)) es un punto parabólico

especial transversal de la gráfica de Ft con qt ∈ D(q, ε).

�

Corolario 3.14. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3 con curva Hessiana no

singular y sea Ft ∈ R[t][x, y] una perturbación de f . Entonces, para ε > 0 existe δ > 0

tal que para 0 < |t| < δ existe una inclusión

ψt : PPET (f) ↪→ PPET (Ft)

tal que π(ψt(p)) ∈ D(π(p), ε). Más aun, eligiendo ε suficientemente pequeña también

tenemos:
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ψt : PPET (f)∗ ↪→ PPET (Ft)
∗.

Demostración

Sea 0 < ε1 < ε tal que para cualquier q, q′ ∈ π (PPET (f)) con q �= q′, D(q, ε1) ∩
D(q′, ε1) = ∅ y D(q, ε1), D(q′, ε1) ⊂ (R∗)2. Por el teorema 3.13, para cualquier q ∈
π(PPET (f)), existe δq > 0 tal que, para |t| < δq, existe un punto (qt, Ft(qt)) ∈ PPET (Ft)

con qt ∈ D(q, ε1).

Por ser el conjunto PPET (f) finito, tenemos δ := min
q∈π(PPET (f))

δq > 0 y para p =

(q, f(q)) ∈ PPET (f) definimos ψt(p) := (qt, Ft(qt)).

Mapeos cuasihomotéticos

En esta sección, mostraremos algunas propiedades de un tipo especial de transformaciones,

llamadas cuasihomotecias por O. Y. Viro [26]. Las cuasihomotecias son mapeos

ρ(α,β)s : R2 → R2

(x, y) �→ (sαx, sβy).

para algún α, β ∈ Z y s ∈ R. Para s �= 0 la función ρ
(α,β)
s es uno a uno, y la diferencial

dρ
(α,β)
s |(x,y) corresponde al isomorfismo definido por la matriz

(
sα 0

0 sβ

)
.

Lema 3.15. Sea hsαi : R → R, x �→ sαix. Dado α1 < α2, para cualesquiera dos

intervalos [a, b], [c, d] ⊂ R \ {0}, existe δ > 0 tal que para 0 < |s| < δ se tiene que

hsα1 ([a, b]) ∩ hsα2 ([c, d]) = ∅.
DemostraciónDaremos una prueba para el caso donde [a, b], [c, d] ⊂ R>0. Consider-

emos δ1 = (a
d
)

1
α2−α1 . Si s > 0 o α1, α2 son pares, entonces hsα1 ([a, b]) = [sα1a, sα1b] y

hsα2 ([c, d]) = [sα2c, sα2d], aśı elegiendo 0 < |s| < δ1 tenemos que sα2−α1 < a
d
, por lo cual

sα2d < sα1a y hsα1 ([a, b]) ∩ hsα2 ([c, d]) = ∅. Si s < 0 y α1 + α2 es impar, entonces o

hsα1 ([a, b]) ⊂ R>0 y hsα2 ([c, d]) ⊂ R<0; o hsα1 ([a, b]) ⊂ R<0 y hsα2 ([c, d]) ⊂ R>0, aśı el

resultado se sigue.

Si s < 0 y α1, α2 son impares, entonces hsα1 ([a, b]) = [sα1b, sα1a] y hsα2 ([c, d]) =

[sα2d, sα2c], por lo tanto |s| < δ1 implica que s > −(a
d
)

1
α2−α1 , aśı 0 < −s < (a

d
)

1
α2−α1 , y

sα1a < sα2d, lo cual implica que hsα1 ([a, b]) ∩ hsα2 ([c, d]) = ∅.
Para los casos donde [a, b] ⊂ R>0 y [c, d] ⊂ R<0; [a, b] ⊂ R<0 y [c, d] ⊂ R>0; o

[a, b], [c, d] ⊂ R<0, es suficiente considerar 0 < |s| más pequeño que δ2 = |a
c
| 1
α2−α1 , δ3 =

| b
d
| 1
α2−α1 , δ4 = ( b

c
)

1
α2−α1 para tener hsα1 ([a, b])∩hsα2 ([c, d]) = ∅, respectivamente. Tomando

δ := min{δ1, δ2, δ3, δ4}, el resultado se sigue.
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Proposición 3.16. Dado (α, β) �= (α′, β′) ∈ Z2, sean A,B ⊂ (R∗)2 conjuntos finitos

de puntos y sea ε > 0 tal que para todo q ∈ A ∪ B, el disco cerrado D(q, ε) ⊂ (R∗)2.

Entonces, existe δ > 0 tal que para 0 < |s| < δ,

ρ(α,β)s (Tubε(A))
⋂

ρ(α
′,β′)

s (Tubε(B)) = ∅.

Demostración Supongamos que α �= α′ y sea π1 : R2 → R la proyección (x, y) �→ x.

Sean [a, b], [e, f ] ⊂ R<0, y [c, d], [g, h] ⊂ R>0 intervalos tales que

π1(Tubε(A)) ⊆ [a, b] ∪ [c, d] y π1(Tubε(B)) ⊆ [e, f ] ∪ [g, h].

Entonces,

π1

(
ρ(α,β)s (Tubε(A))

)
= {sαx; x ∈ π1 (Tubε(A))} ⊆ hsα([a, b]) ∪ hsα([c, d]) y

π1

(
ρ(α

′,β′)
s (Tubε(B))

)
=
{
sα

′
x; x ∈ π1(Tubε(B))

}
⊆ hsα([e, f ]) ∪ hsα([g, h]).

Tomando estos intervalos dos a dos, el resultado se sigue del lema 3.15.

Por otro lado, si α = α′ y β �= β′, entonces con la proyección π2 : R
2 → R, (x, y) �→ y y

un proceso similar obtenemos el resultado deseado.

Puntos Parabólicos Especiales bajo Cuasihomotecias

En esta sección mostraremos como la cantidad de puntos parabólicos especiales trans-

versales y no transversales sobre gráficas de funciones diferenciables se preserva bajo

cuasihomotecias.

Dados α, β, r ∈ Z, de aqúı en adelante consideramos la siguiente transformación

h̃(α,β,r) : R[x, y] → R[s][x, y] (3.1)

f(x, y) �→ h̃(α,β,r)(f)(x, y) = srf ◦ ρ(α,β)s (x, y).

Notemos que h̃(α,β,r)(f) no define una perturbación de f ∈ R[x, y]. Sin embargo,

si consideramos la traslación T1 : R[s][x, y] −→ R[s][x, y], f(x, y, s) �→ f(x, y, s + 1),

entonces la composición T1 ◦ h̃(α,β,r)(f) es una perturbación de f.

Lema 3.17. Sea Ω ⊂ R2 una región acotada. Si la curva Hessiana de f ∈ R[x, y] es no

singular dentro de la cerradura de Ω, entonces para s �= 0 y r ∈ Z,

i) (x, y, f(x, y)) ∈ PPE(f) ∩ π−1(Ω) si y solo si (x, y, h̃(0,0,r)(f)(x, y)) ∈ PPE(h̃(0,0,r)(f)) ∩ π−1(Ω).

ii) (x, y, f(x, y)) ∈ PPE(f)∗∩π−1(Ω) si y solo si (x, y, h̃(0,0,r)(f)(x, y)) ∈ PPE(h̃(0,0,r)(f))
∗∩π−1(Ω).
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Demostración Sea f̃(x, y) := h̃(0,0,r)(f)(x, y) = srf(x, y), y sea π : R3 → R2 la proyección

sobre el plano xy, por la proposición 1.38 el conjunto de puntos parabólicos especiales en

la gráfica de f̃ es dado por el conjunto PPE(f̃) ∩ π−1(Ω) = {(x, y, f̃(x, y)) ; (x, y) ∈
V (H

˜f ) ∩ V (E1
˜f ) ∩ V (E2

˜f )} ∩ π−1(Ω), donde

H
˜f (x, y) = det

(
f̃xx(x, y) f̃xy(x, y)

f̃yx(x, y) f̃yy(x, y)

)
=det

(
srfxx(x, y) srfxy(x, y)

srfyx(x, y) srfyy(x, y)

)
=s2rHf (x, y), y

(3.2)(
E1

˜f (x, y)

E2
˜f (x, y)

)
=

(
f̃xx(x, y) f̃xy(x, y)

f̃yx(x, y) f̃yy(x, y)

)(
−(H

˜f )y(x, y)

(H
˜f )x(x, y)

)

=

(
srfxx(x, y) srfxy(x, y)

srfyx(x, y) srfyy(x, y)

)(
−s2r(Hf )y(x, y)

s2r(Hf )x(x, y)

)
= s3r

(
E1f (x, y)

E2f (x, y)

)
. (3.3)

Como la curva Hessiana de f es no singular dentro de Ω, por la ecuación (3.2)

también la curva Hessiana de f̃ es no singular dentro de Ω. Ya que PPE(f) ∩ π−1(Ω) =

{(x, y, f(x, y)) ; (x, y) ∈ V (Hf )∩V (E1f )∩V (E2f )}∩π−1(Ω), por las ecuaciones (3.2) y

(3.3) se obtiene el resultado deseado para s �= 0.

Lema 3.18. Sea Ω ⊂ R2 una región acotada. Si la curva Hessiana de f ∈ R[x, y] es no

singular dentro de la cerradura de Ω, entonces para s �= 0 y r ∈ Z,

i) (x, y, f(x, y))∈PPET (f)∩π−1(Ω) si y solo si (x, y, h̃(0,0,r)(f)(x, y))∈PPET (h̃(0,0,r)(f))∩π−1(Ω).

ii) (x, y, f(x, y))∈PPET (f)∗∩π−1(Ω) si y solo si (x, y, h̃(0,0,r)(f)(x, y))∈PPET (h̃(0,0,r)(f))
∗∩π−1(Ω).

DemostraciónUn punto suave p = (q, f(q)) ∈ R3 es un punto parabólico especial transversal

en la gráfica de f si satisface la ecuación (1.5). Por las ecuaciones (3.2) (3.3) tenemos que

R2 � ker dE1
˜f |q+ker dE2

˜f |q, y por el lema 3.17 se sigue el resultado.

Sea ϕ̃
(α,β,r)
s una transformación dada por

ϕ̃(α,β,r)
s : Γf → Γ

˜h(α,β,r)(f)
(3.4)

(x, y, f(x, y)) �→
(
s−αx, s−βy, h̃(α,β,r)(f)

(
ρ(−α,−β)
s (x, y)

))
.

Proposición 3.19. Sea Ω ⊂ R2 una región acotada. Si la curva Hessiana de f ∈ R[x, y]

es no singular dentro de la cerradura de Ω, entonces para s �= 0, y α, β, r ∈ Z, la

transformación ϕ̃
(α,β,r)
s es una correspondencia uno a uno entre los conjuntos PPE(f) ∩

π−1(Ω) y PPE(h̃(α,β,r)(f)) ∩ π−1(ρ
(−α,−β)
s (Ω)). Más aún, ϕ̃

(α,β,r)
s es una correspondencia

uno a uno entre los conjuntos PPE(f)∗ ∩ π−1(Ω) y PPE(h̃(α,β,r)(f))
∗ ∩ π−1(ρ

(−α,−β)
s (Ω)).

DemostraciónPor el Lema 3.17, es suficiente probar que ϕ̃
(α,β,r)
s es una correspondencia

uno a uno para r = 0. Sea f̂(x, y) := h̃(α,β,0)(f)(x, y) = f(ρ
(α,β)
s (x, y)), por la proposición
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1.38, el conjunto de puntos parabólicos especiales en la gráfica de f̂ es descrita por el

conjunto

PPE(f̂) ∩ π−1(Ω) = {(x, y, f̂(x, y)) ; (x, y) ∈ V (H
̂f ) ∩ V (E1

̂f ) ∩ V (E2
̂f )} ∩ π−1(Ω),

donde

H
̂f (x, y) = det

(
f̂xx(x, y) f̂xy(x, y)

f̂yx(x, y) f̂yy(x, y)

)
= det

(
s2αfxx(ρ

(α,β)
s (x, y)) sα+βfxy(ρ

(α,β)
s (x, y))

sα+βfyx(ρ
(α,β)
s (x, y)) s2βfyy(ρ

(α,β)
s (x, y))

)
= s2(α+β)Hf (ρ

(α,β)
s (x, y)), and (3.5)(

E1
̂f (x, y)

E2
̂f (x, y)

)
=

(
f̂xx(x, y) f̂xy(x, y)

f̂yx(x, y) f̂yy(x, y)

)(
−(H

̂f )y(x, y)

(H
̂f )x(x, y)

)

=

(
s2αfxx(ρ

(α,β)
s (x, y)) sα+βfxy(ρ

(α,β)
s (x, y))

sα+βfyx(ρ
(α,β)
s (x, y)) s2βfyy(ρ

(α,β)
s (x, y))

)(
−s2(α+β)(Hf )y(s

αx, sβy)

s2(α+β)(Hf )x(s
αx, sβy)

)

=

(
s4α+3βE1f (ρ

(α,β)
s (x, y))

s3α+4βE2f (ρ
(α,β)
s (x, y))

)
. (3.6)

Por la ecuación (3.5), la curva Hessiana V (H
̂f ) de f̂ es no singular dentro de Ω para

s �= 0; y por las ecuaciones (3.5) y (3.6), ϕ̃
(α,β,r)
s es una correspondencia uno a uno entre los

conjuntos PPE(f) ∩ π−1(Ω) y PPE(h̃(α,β,r)(f)) ∩ π−1(ρ
(−α,−β)
s (Ω)). Además, como para

s �= 0, sαx = 0 si y solo si x=0, y sβy = 0 si y solo si y=0, ϕ̃
(α,β,r)
s es una correspondencia

uno a uno entre los conjuntos PPE(f)∗ ∩ π−1(Ω) y PPE(h̃(α,β,r)(f))
∗ ∩ π−1(ρ

(−α,−β)
s (Ω)).

�

Proposición 3.20. Sea Ω ⊂ R2 una región acotada. Si la curva Hessiana de f ∈ R[x, y]

es no singular dentro de Ω, entonces para s �= 0 y α, β, r ∈ Z, ϕ̃
(α,β,r)
s es una corre-

spondencia uno a uno entre los conjuntos PPET (f) ∩ π−1(Ω) y PPET (h̃(α,β,r)(f)) ∩
π−1(ρ

(−α,−β)
s (Ω)). Más aún, ϕ̃

(α,β,r)
s es una correspondencia uno a uno entre PPET (f)∗ ∩

π−1(Ω) y PPET (h̃(α,β,r)(f))
∗ ∩ π−1(ρ

(−α,−β)
s (Ω)).

DemostraciónPor el corolario 3.18, es suficiente probar la proposición para r = 0. Sea

f̂(x, y) := h̃(α,β,0)(f)(x, y) = f ◦ ρ(α,β)s (x, y), por la proposición 3.19, es suficiente mostrar

que si R2 � ker dE1f |(x,y) + ker dE2f |(x,y), entonces existe δ > 0 tal que para 0 < |s| < δ

tenemos que R2 � ker dE1
̂f |ρ(−α,−β)

s (x,y)
+ ker dE2

̂f |ρ(−α,−β)
s (x,y)

. Como

dE1
̂f |(x,y) = s4α+3βdE1f |ρ(α,β)

s (x,y)
·
(
sα 0

0 sβ

)
, y

dE2
̂f |(x,y) = s3α+4βdE2f |ρ(α,β)

s (x,y)
·
(
sα 0

0 sβ

)
,
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entonces ker dEi
̂f |ρ(−α,−β)

s (x,y)
es la imagen de ker dEif |(x,y) bajo el isomorfismo definido

por la matriz dρ
(α,β)
s |(x,y) =

(
sα 0

0 sβ

)
, para i = 1, 2. De ah́ı,si R2 � ker dE1f |(x,y) +

ker dE2f |(x,y), entonces ker dE1
̂f |ρ(−α,−β)

s (x,y)
+ker dE2

̂f |ρ(−α,−β)
s (x,y)

� R2.

Sea f ∈ R[x, y] un polinomio y sea Ft una perturbación de f . Para t ∈ R, sea h(α,β,r)

la transformación

h(α,β,r) : R[t][x, y] → R[t][x, y]

Ft(x, y) �→ h(α,β,r)(Ft)(x, y) = trFt ◦ ρ(α,β)t (x, y).

Notemos que h(α,β,r) puede ser obtenida al extender la transformación h̃(α,β,r) en 3.1 para

polinomios Ft ∈ R[t][x, y] y componiendo con � : R[s, t][x, y] → R[t][x, y], P (s, t, x, y) �→
P (t, t, x, y).

Sea ϕ
(α,β,r)
t la transformación dada por

ϕ
(α,β,r)
t : ΓFt → Γh(α,β,r)(Ft)

(x, y, Ft(x, y)) �→
(
t−αx, t−βy, h(α,β,r)(Ft) ◦ ρ(−α,−β)

t (x, y)
)
.

Notemos que ϕ
(α,β,r)
t puede ser obtenida al extender la transformación ϕ̃

(α,β,r)
s en (3.4) para

polinomios Ft ∈ R[t][x, y] y componiendo con � : R[s, t][x, y] → R[t][x, y], P (s, t, x, y) �→
P (t, t, x, y).

Proposición 3.21. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio con curva Hessiana no singular y sea

Ft ∈ R[t][x, y] una perturbación de f . Entonces, para cualquier región acotada Ω ⊂ R2

existe δ > 0 tal que para 0 < |t| < δ, ϕ
(α,β,r)
t es una correspondencia uno a uno entre los

conjuntos

i) PPE(Ft) ∩ π−1(Ω) y PPE(h(α,β,r)(Ft)) ∩ π−1
(
ρ
(−α,−β)
t (Ω)

)
,

ii) PPE(Ft)
∗ ∩ π−1(Ω) y PPE(h(α,β,r)(Ft))

∗ ∩ π−1
(
ρ
(−α,−β)
t (Ω)

)
,

iii) PPET (Ft) ∩ π−1(Ω) y PPET (h(α,β,r)(Ft)) ∩ π−1
(
ρ
(−α,−β)
t (Ω)

)
, y

iv) PPET (Ft)
∗ ∩ π−1(Ω) y PPET (h(α,β,r)(Ft))

∗ ∩ π−1
(
ρ
(−α,−β)
t (Ω)

)
para cualquier (α, β, r) ∈ Z3.

DemostraciónComo Hf es no singular en la cerradura de Ω, por el corolario 3.10, existe

δ > 0 tal que para 0 < |t| < δ, HFt no tiene sigularidades dentro de Ω. Por la proposición

3.19, y haciendo s = t, tenemos i) y ii). Y, por la proposición 3.20, tenemos iii) y iv).

�
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Chapter 4

Pegado de Viro para Puntos

Parabólicos Especiales Transversales.

En este caṕıtulo recodaremos la técnica del pegado de Oleg Viro, y realizaremos una

adaptación de ésta técnica para el estudio de los puntos parabólicos especiales transver-

sales sobre gráficas de polinomios.

Pegado de Oleg Viro

El pegado de Oleg Viro, también conocido como Patchworking, es una técnica usada para

construir hipersuperficies algebraicas reales no singulares con una topoloǵıa dada, esta

técnica fue introducida por Oleg Viro en la década de los setentas(ver [27]). Oleg Viro

usó esta técnica para construir curvas algebraicas de grado 7 para responder el problema

16 de Hilbert para grado 7(ver [25]), para grados mayores o iguales que 8 el problema

continúa abierto.

El Patchworking también ha sido usado por E. Brugallé y Benoit Bertrand, para con-

struir ejemplos de superficies algebraicas con curvas parabólicas con (d−4)2 componentes

compactas (ver [3] ). La técnica del pegado de Viro [26], consiste en lo siguiente. Itenberg

y Shustin utilizaron el patchworking en [11], para estudiar la relación entre el número de

puntos cŕıticos de T-polinomios.

Recordemos que dado f =
∑
ε(f)

ai,jx
iyj un polinomio, donde ε(f) = {(i, j) ∈ Z2; aij �=

0} con |ε(f)| < ∞, el conjunto ε(f) también es conocido como el soporte de f .

Para cualquier subconjunto A ⊂ ε(f), definimos la restricción de f a A por

fA(x, y) :=
∑

(i,j)∈A
ai,jx

iyj.

Sean f1, . . . , fs polinomios reales en dos variables con

1. IntΔ(fi) ∩ IntΔ(fj) = ∅ para i �= j, y f
Δ(fi)∩Δ(fj)
i = f

Δ(fi)∩Δ(fj)
j .
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2. Δ =
s⋃

i=1

Δ(fi) convexo.

Entonces, existe un polinomio f con Δ(f) = Δ tal que fΔ(fi) = fi para i = 1, . . . , s.

Definición 4.1. Sea λ : Δ → R una función convexa tal que:

1. Las restricciones λ|Δ(fi)
son lineales.

2. Si la restricción de λ a un conjunto abierto es lineal, entonces el conjunto abierto

está contenido en algún Δ(fi).

3. λ(Δ ∩ Z2) ⊂ Z.

Decimos que λ convexifica la partición {Δ(f1), . . . ,Δ(fs)} de Δ.

Definición 4.2. Si f =
∑

w∈ε(f)
awx

w1yw2 , con w = (w1, w2), entonces definimos

bt =
∑

w∈ε(f)
awx

w1yw2tλ(w),

y decimos que los polinomios bt son obtenidos por el pegado de los polinomios f1, . . . , fs

inducido por λ.

Definición 4.3. Un polinomio en dos variables es llamado periféricamente no degenerado

si para cada lado l de su poliedro de Newton, la curva V (f l) es no singular.

Definición 4.4. Un polinomio en dos variables es llamado completamente no degenerado

si es periféricamente no degenerado y la curva V (f) es no singular.

Teorema 4.5. Teorema del Patchworking [26] Si f1, . . . , fs son polinomios completa-

mente no degenerados que satisfacen todas las condiciones anteriores, y bt son obtenidos

por los pegados de f1, . . . , fs inducidos por alguna función λ que convexifica al conjunto

{Δ(f1), . . . ,Δ(fs)}, entonces existe t0 > 0 tal que para cualquier t ∈ (0, t0] el polinomio bt

es completamente no degenerado y su curva V (bt) es obtenida por la unión de las curvas

de V (f1), . . . , V (fs).

Sea f un polinomio que satisface las condiciones del teorema 4.5. Si denotamos por

CC(f)∗ el conjunto de componentes conexas compactas de V (f) \ {xy = 0} y definimos

CC(f, τ)∗ :=
⋃

E∈dimax(τ)

{(C, E) ; C ∈ CC(fE)∗}.

donde dimax(τ) denota al conjunto de los poliedros de dimesión máxima que pertenecen

a τ .
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La construcción de Oleg Viro, implica que si bt ∈ R[t][x, y] es el polinomio pegado de

{fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por λ, entonces existe δ > 0 tal que existe una inclusión

CC(f, τ)∗ ↪→ CC(bt)
∗

para 0 < |t| < δ.

Más adelante extenderemos este resultado para puntos parabólicos especiales trans-

versales sobre gráficas de polinomios. El siguiente ejemplo nos ilustra como funciona el

patchworking en polinomios de una variable.

Ejemplo 4.6. Sean los polinomios f1 = 12 + 4x, f2 = 4x− 15x2, y f3 = −15x2 − 5x3 +

3x4 + x5. Notemos que Δ(f1) = [0, 1], Δ(f2) = [1, 2]) y Δ(f3) = [2, 3, 4, 5]. Tomando el

polinomio f = 12+ 4x− 15x2 − 5x3 + 3x4 + x5 cuyo soporte es Δ(f) = [0, 5] y la función

convexa λ definida como:

λ(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si 0 ≤ i ≤ 1,

i− 1 si 1 ≤ i ≤ 2.

2i− 3 si 2 ≤ i ≤ 5.

El polinomio pegado de f1, f2, f3 inducido por λ es:

bt = 12 + 4x− 15tx2 − 5t3x3 + 3t5x4 + t7x5

Cuando t → 0, bt ≈ 12 + 4x ⇒ bt tiene una ráız simple distinta de cero cerca de

x = −3.

Si tomamos la transformación b1t = tbt(t
−1x) = t3x5 + 3t2x4 − 5tx3 − 15x2 + 4x+ 12t.

Cuando t → 0, b1t ≈ −15x2 + 4x ⇒ bt tiene una ráız simple distinta de cero cerca de

x = 4t−1

15
.

Con la transformación b2t = t2b1t(t
−1x) = t3bt(t

−2x) = x5+3x4−5x3−15x2+4tx+12t3.

Cuando t → 0, b2t ≈ x5 + 3x4 − 5x3 − 15x2 ⇒ bt tiene tres ráıces simples distintas de

cero: cerca x = −3t−2, x = −√
5t−2 y x =

√
5t−2.

El teorema del Patchworking garantiza que para t > 0 suficientemente pequeño, existe

bt tal que tiene 5 ráıces simples distintas de cero.

Notemos que O. Viro utiliza transformaciones especiales estudiadas en la sección an-

terior llamadas Cuasihomotecias :

h(α,β,r) : R[t, x, y] → R[t, x, y]

Gt(x, y) �→ trGt ◦ (tαx, tβy).
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Recordemos que dado Δ ⊂ R2 un poliedro racional y τ una subdivisión poliedral de

Δ. Decimos que τ es convexa si existe una función lineal por pedazos λ : Δ → R≥0, que

toma valores enteros sobre los vértices de la subdivisión poliedral τ , cuya restricción a los

poliedros de τ es lineal; y con la propiedad de que no es lineal en la unión de cualesquiera

dos poliedros distintos contenidos en τ . Diremos en este caso que λ induce la subdivisión

poliedral convexa τ . Estas definiciones son equivalentes a las condiciones solicitadas en el

teorema 4.5.

Definición 4.7. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional, dada una subdivisión poliedral convexa

τ de Δ inducida por la función λ, la gráfica Γλ forma un politopo llamado el politopo

compacto con subdivisión poliedral inducida por λ. Nos referiremos al conjunto de caras

de dimesión máxima que yacen en Γλ por T (λ).

La proyección π : R3 → R2 sobre el plano xy induce una biyección entre las caras de

Γλ y los poliedros en τ . La inversa de esta biyección será denotada por μ, esto es,

μ : τ → Γλ, E �→ π−1(E) ∩ Γλ.

Definición 4.8. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea λ : Δ → R≥0 una función convexa

que induce a τ , una subdivisión poliedral convexa de Δ. Dado un polinomio f(x, y) =∑
(i,j)∈Δ

ai,jx
iyj ∈ R[x, y] cuyo soporte es Δ, el polinomio bt(x, y) :=

∑
(i,j)∈Δ

ai,jt
λ(i,j)xiyj ∈

R[t][x, y], será llamado el polinomio pegado de f , es decir, el polinomio obtenido del

pegado de {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por λ.

Definición 4.9. Dado Δ ⊂ R2 un poliedro racional con una subdivisión poliedral convexa

τ , inducida por una función convexa λ. Si S̃ ⊂ Γλ, la restricción de bt a S̃ es dada por

b
˜S
t :=

∑
(i,j,λ(i,j))∈˜S

aijt
λ(i,j)xiyj.

Dada Ẽ ∈ T (λ) y E ∈ τ tal que π(Ẽ) = E, entonces b
˜E
t es el pegado de fE inducido

por λ|E.

Definición 4.10. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ una subdivisión poliedral

convexa de Δ inducida por λ : Δ → R≥0. Sea f(x, y) =
∑

(i,j)∈Δ
ai,jx

iyj ∈ R[x, y] un

polinomio con soporte Δ y sea bt el polinomio pegado de f inducido por λ. Dado r ∈ R≥0,

denotaremos por b
[r]
t la restricción de bt a λ−1(r), es decir,

b
[r]
t (x, y) := tr

∑
{(i,j)∈Δ ; λ(i,j)=r}

ai,jx
iyj.
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Considerando los elementos de la definición anterior, con r :=min
(i,j)∈Δ

{λ(i, j)}. Tomando

Ẽ := {(a, b, c) ∈ Γλ ; c = r}, lo cual es una cara de T (λ); si E = π(Ẽ) tenemos que

b
˜E
t = b

[r]
t = trfπ( ˜E) = trfE.

Pegado de puntos parabólicos especiales transversales

En esta sección realizaremos una adaptación de la técnica del pegado de Oleg Viro para

el estudio de los puntos parabólicos especiales transversales que yacen en gráficas de

polinomios.

Sea τ la subdivisión poliedral convexa de Δ ⊂ R2 inducida por λ : Δ → R≥0. Sea

f ∈ R[x, y] un polinomio con soporte Δ. Dado (α, β) ∈ Z2, la función

λ̃ : (i, j) �→ λ(i, j) + αi+ βj

es también una función convexa que induce a τ . Sea bt el polinomio pegado de f inducido

por λ y sea b̃t el polinomio pegado inducido por λ̃, entonces

b̃t = h(α,β,0)(bt) = trbt(t
αx, tβy) (4.1)

para algunos valores enteros r ∈ Z.

Proposición 4.11. Sea τ la subdivisión poliedral convexa de Δ ⊂ R2 inducida por

λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio con soporte Δ y sea bt el polinomio pegado de

f inducido por λ. Si el vector (α, β, 1) ∈ Z3 es ortogonal a la cara Ẽ ∈ T (λ), entonces el

polinomio pegado b̃t inducido por λ̃(i, j) = λ(i, j)+iα+jβ satisface que h(α,β,0)

(
b
˜E
t

)
= b̃

[r]
t

para alguna constante r ∈ Z.

DemostraciónEs consecuencia inmediata de (4.1) y el lema 2.9.

Teorema 4.12. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ la subdivisión poliedral convexa

de Δ inducida por λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio con soporte Δ y sea

bt el polinomio pegado de f inducido por λ. Si el vector (α, β, 1) ∈ Z3 es ortogonal a

la cara Ẽ ∈ T (λ) y γ = −min{(α, β, 1) · υ ; υ ∈ T (λ)} entonces h(α,β,γ)(b
˜E
t ) es una

perturbación de fπ( ˜E).

Demostración Sea f(x, y) =
∑

(i,j)∈Δ
ai,jx

iyj ∈ R[x, y]. Por la Proposición 4.11, el poli-

nomio pegado b̃t inducido por λ̃(i, j) = λ(i, j) + iα + jβ satisface que h(α,β,0)(b
˜E
t ) = b̃

[r]
t
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para r = min{(α, β, 1) · υ ; υ ∈ T (λ)} ∈ Z. El polinomio

h(α,β,−r)(bt)(x, y) = t−rb̃t(t
αx, tβy) =

∑
(i,j)∈Δ

ai,jt
λ(i,j)+iα+jβ−rxiyj ∈ R[t][x, y],

es el polinomio pegado b̂t inducido por la función convexa

λ̂ : Δ → R≥0, λ̂(i, j) := λ(i, j) + iα + jβ − r.

En particular, h(α,β,−r)(b
˜E
t ) = b̂

[0]
t . Expresando b̂t como la suma finita de los conjuntos

de nivel λ̂−1(r0), . . . λ̂
−1(rm) de λ̂ que corresponden a lo valores 0 = r0 < r1 < · · · < rm,

tenemos que b̂t(x, y) = fπ( ˜E) + tϕt, con ϕt(x, y) =
m∑
l=1

ai,jt
rl−1b̂

[rl]
t (x, y) ∈ R[t][x, y]. Por

lo tanto, h(α,β,γ)(b
˜E
t ) es una perturbación de fπ( ˜E).

�
Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea f ∈ R[x, y] un polinomio con soporte Δ. Sea

τ una subdivisión poliedral convexa de Δ inducida por λ : Δ → R≥0. Denotamos por

PPET (f, τ)∗ al conjunto de todos los pares (E, p), con E ∈ τ y p ∈ PPET (fE)∗, esto

es,

PPET (f, τ)∗ :=
⋃
E∈τ

{(E, p) ; p ∈ PPET (fE)∗}.

Teorema 4.13. (Teorema de pegado para puntos parabólicos especiales transversales)Sea

Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ la subdivisión poliedral convexa de Δ inducida por

λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado d ≥ 3, con poliedro de Newton Δ.

Si bt es el polinomio pegado de {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por λ, entonces existe δ > 0

tal que para 0 < |t| < δ, Existe una inclusión

ϕt : PPET (f, dimax)∗ ↪→ PPET (bt)
∗.

Demostración Sea (α, β, 1) ∈ Z3 el vector ortogonal a la cara Ẽ ∈ T (λ) con E = π(Ẽ),

y sea r := −min{(α, β, 1) · υ ; υ ∈ T (λ)} ∈ Z. Entonces, por el teorema 4.12, el

polinomio h(α,β,r)(bt)(x, y) define una perturbación de fE. Aśı, para cada cara E en τ ,

definiendo CE := {π(PPET (fE)∗)}, podemos eligir ε > 0 suficientemente pequeña tal

que, para cualquier q, q′ ∈ CE, tenemos que

D(q, ε), D(q′, ε) ⊂ (R∗)2 y D(q, ε) ∩D(q′, ε) �= ∅.

Por el corolario 3.14, existe δ1 > 0 tal que para 0 < |t| < δ1 existe una inclusión

ψE
t : PPET (fE)∗ ↪→ PPET (h(α,β,r)(bt))

∗
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que satisface que π(ψE
t (p)) ∈ D(π(p), ε). Aśı, para cada q ∈ CE, tenemos que

π
(
PPET (h(α,β,r)(bt))

)∗ ∩D(q, ε) �= ∅.

Aśı, por la proposición 3.21, existe δ2 > 0 tal que para 0 < |t| < δ2, resulta que(
ϕ
(α,β,r)
t

)−1

: PPET (h(α,β,r)(bt))
∗ → PPET (bt)

∗

es una biyección. Como, para 0 < |t| < min{δ1, δ2}, tenemos la inclusión

ϕE
t : PPET (fE)∗

ψE
t

↪→ PPET (h(α,β,r)(bt))
∗
(ϕ(α,β,r)

t )
−1


−→ PPET (bt)
∗.

Por la proposición 3.16, existe δ3 > 0, tal que, para |t| < δ3, Im(ϕE
t ) ∩ Im(ϕE

′
t ) = ∅

con E �= E
′
. Por lo tanto, para 0 < |t| < δ := min{δ1, δ2, δ3}, obtenemos la inclusión

ϕt : PPET (f, dimax)∗ ↪→ PPET (bt)
∗.

�

Corolario 4.14. Sea Δ ⊂ R2 un poliedro racional y sea τ la subdivisión poliedral convexa

de Δ inducida por una función convexa λ : Δ → R≥0. Sea f ∈ R[x, y] un polinomio

poliedro de Newton Δ. Si bt es el polinomio pegado de {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por

λ, entonces existe δ > 0 tal que para 0 < |t| < δ, tenemos que∑
E∈dimax(τ)

|PPET (fE)∗| ≤ |PPET (bt)
∗|.

DemostraciónEs consecuencia inmediata del teorema 4.13.
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Chapter 5

Aplicación del Corolario 4.14

En este caṕıtulo daremos uso al teorema 4.14 para construir un ejemplo de familias de

polinomios en dos variables de grado d con al menos (d − 4)(2d − 9) puntos parabólicos

especiales transversales en sus gráficas para 5 ≤ d ≤ 10000.

En el año 2002, Adriana Ortiz en [18] construye una familia de polinomios con gráficas

que son superficies genéricas que tienen exactamente d(d−2) puntos parabólicos especiales.

En ese mismo trabajo hace la conjetura siguiente.

Conjetura 5.1. (Conjetura 2, [18] ) Si la gráfica de un polinomio real de grado d en

dos variables es una superficie genérica, entonces ésta tiene a lo más d(d − 2) puntos

parabólicos especiales.

En [9], L. I. Hernández-Mart́ınez, A. Ortiz. y F. Sánchez-Bringas, dan un polinomio

de grado 4 cuya gráfica posee una curva parabólica compacta con 10 puntos parabólicos

especiales, es decir, rebasa la cota de d(d − 2) de la conjetura por 2 puntos parabólicos

especiales. Sin embargo, d(d− 2) + 2 ≤ (d− 4)(2d− 9) para d ≥ 13, aśı, mediante el uso

del corolario 4.14 nos acercamos más a realización de la cota (d− 2)(5d− 12) de puntos

parabólicos especiales sobre gráficas de polinomios de grado d dada en [8].

Denotaremos por

• Δd := Conv({(2, 2), (d− 2, 2), (2, d− 2)}),

• Δ1
(i,2) := Conv({(i, 2), (i+ 1, 2), (i, 3)}),

• Δ2
(k,l) := Conv({(k + 1, l), (k, l + 1), (k, l + 2)}), y

• Δ3
(k,l) := Conv({(k + 1, l), (k, l + 2), (k + 1, l + 1)})

para d, i, k, l ∈ Z≥2.
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Triángulo Δ3
(k,l)
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Triángulo Δ2
(k,l)

�

�
�

Triángulo Δ1
(i,2)

�

Por el corolario 2.11 la subdivisión poliedral τ de Δd obtenida al dividir Δd en

Δ1
(i,2),Δ

2
(k,l), Δ

3
(k,l) con i ∈ {2, 3, . . . , d− 3}, k ∈ {2, 3, . . . , d− 4} y l ∈ {2, . . . , d− 2− k},

es convexa. El poliedro Δd es la unión de d − 4 triangulos del tipo Δ1
(i,2) y

(d−4)2−(d−4)
2

=
(d−5)(d−4)

2
triangulos del tipo Δ2

(k,l) y Δ3
(k,l), respectivamente. Esta subdivisión es inducida

por una función convexa λ : Δd → R≥0 que ha sido usada en varios trabajos, por ejemplo

en [3] y [15].

Sea

f(x, y) := x2y2
i+j=d−4∑
i+j=0

xiyj,

notemos que Δ(f) = Δd. Las restricciones de f a los triángulos de τ están dadas por:

P 1
(i,2) := fΔ1

(i,2) , P 2
(k,l) := fΔ2

(k,l) and P 3
(k,l) := fΔ3

(k,l) .

Lema 5.2. Para 2 ≤ i ≤ 10000, las curvas V
(
E1P 1

(i,2)

)
y V

(
E2P 1

(i,2)

)
se intersecan

transversalmente. Para 2 ≤ k, l ≤ 10, 000, las curvas V
(
E1P r

(k,l)

)
y V

(
E2P r

(k,l)

)
se

intersecan transversalmente para r = 2, 3.

Demostración Sean Δ1 := Δ{(0, 0), (1, 0), (0, 1)}), Δ2 := Δ{(1, 0), (0, 1), (0, 2)}), y

Δ3 := Δ{(1, 0), (0, 2), (1, 1)}). Con esta notación Δr
(k,l) = (k, l) + Δr.

Como hemos visto, el poliedro de Newton polytope de P r
(k,l) es (k, l) + Δr. Entonces,

los poliedros de Newton de E1P r
(k,l)

y E2P r
(k,l)

están contenidos en (3k− 4, 3l− 3) + 3Δr y

(3k− 3, 3l− 4)+ 3Δr. Entonces , por el teorema de Bernstein [2] el número de soluciones

en (C∗)2 es a lo más 9.

Haciendo uso del software Mathematica [28] es posible ver que el sistema de ecuaciones

E1P r
(k,l)

= E2P r
(k,l)

= 0, tiene 9 soluciones complejas en (C∗)2, para 2 ≤ k, l ≤ 10000.

Por lo tanto, las soluciones tienen multiplicidad uno y de ah́ı, las curvas V
(
E1P r

(k,l)

)
y

V
(
E2P r

(k,l)

)
se intersecan trasnversalmente.

�
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Lema 5.3. Para 2 ≤ i ≤ 10000, la curva V
(
HP 1

(i,2)

)
es no singular en (R∗)2. Para

2 ≤ k, l ≤ 10, 000, las curvas V
(
HP r

(k,l)

)
son no singulares en (R∗)2 para r = 2, 3.

DemostraciónUsando el software Mathematica [28] podemos ver que el polinomio

Hessiano de P 1
(i,2) es HP 1

(i,2)
(x, y) = 4x2 + i2(2 + 2x2 + 4y + 3y2 + 4x(1 + y)) + i(2 +

6x2 + 8y + 6y2 + 8x(1 + y)). Además, obtenemos hay soluciones reales para el sistema

HP 1
(i,2)

=
(
HP 1

(i,2)

)
x
=
(
HP 1

(i,2)

)
y
= 0 para 2 ≤ i ≤ 10, 000. Aśı, la curva V

(
HP 1

(i,2)

)
es no

singular.

Análogamente, se obtiene que las curvas Hessianas V
(
HP 2

(k,l)

)
y V

(
HP 3

(k,l)

)
son no

singulares en (R∗)2 para 2 ≤ k, l ≤ 10, 000.

Aqúı HP 2
(k,l)

(x, y) = −l2x2 − k2(l(x+ y + y2)2 + y2(1− 2x+ 2y + 2y2))− k(2y2(−x+

y + y2) + l2(x+ y + y2)2 + l(x2 + y2 + 4y3 + 3y4)), y

HP 3
(k,l)

(x, y) = −(kly2+(1+k)lx(1+y)+y(x+kx+2ky))2+k((−1+k)y2+(1+k)x(1+

y))(lx(−1+y)+2y2+3ly2+l2(x+xy+y2)).

Por los lemas 5.2 y 5.3, es posible encontrar los puntos parabólicos especiales transver-

sales de estas restricciones de f como las ráıces reales en común de los polinomios descritos

en la proposición 1.38. Con el software Mathematica [28] se obtienen éstas ráıces, y se

tiene que |TSP (P 1
(i,2))

∗| = 1 para 2 ≤ i ≤ 10, 000, |TSP (P 2
(k,l))

∗| = 1 y |TSP (P 3
(k,l))

∗| = 3

para 2 ≤ k, l ≤ 10, 000.

En particular, para 5 ≤ d ≤ 10000, el corolario 4.14 garantiza que el número de puntos

parabólicos especiales transversales en la gráfica del polinomio bt ∈ R[x, y] obtenido del

pegado {fE;E ∈ dimax(τ)} inducido por λ satisfaces que

|TSP (bt)
∗| ≥ 1(d− 4) + 4

(
(d− 5)(d− 4)

2

)
= (d− 4)(2d− 9),

para valores suficientemente pequeños de t �= 0, para 5 ≤ d ≤ 10000.

Esta construcción se resume en el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Para cualquier entero d con 5 ≤ d ≤ 10, 000, existe un polinomio real en

dos variables de grado d con al menos (d− 4)(2d− 9) puntos parabólicos especiales en su

gráfica.

Ejemplo 5.5. Sea f(x, y) := x2y2(1+x+y+y2), sea Δ := Conv ({(2, 2), (3, 2), (2, 3), (2, 4)})
el poliedro de Newton asociado a f , y sea λ : Δ → R≥0 la función convexa definida como

sigue

λ(i, j) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 if i+ j ≤ 5,

i+ j − 5 if i+ j > 5.

La subdivisión poliedral convexa de Δ inducida por λ, es
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τ := {{(2, 2)}, {(3, 2)}, {(2, 3)}, {(2, 4)}, Conv({(2, 2), (3, 2)}), Conv({(2, 2), (2, 3)}),
Conv({(2, 3), (2, 4)}), Conv({(2, 3), (3, 2)}), Conv({(2, 4), (3, 2)}), Conv({(2, 2), (3, 2), (2, 3)}),
Conv({(3, 2), (2, 3), (2, 4)})}.
Denotaremos Δ1 := Conv ({(2, 2), (3, 2), (2, 3)}) y Δ2 := Conv ({(3, 2), (2, 3), (2, 4)}). El

polinomio pegado de f inducido por λ es bt = x2y2(1+x+ y+ ty2). Para 0 < |t| < 0.3, tenemos

las siguientes figuras obtenidas mediante el software Mathematica [28].

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

a)
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

b)
-0.5 0.0 0.5 1.0

-3.5

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

c)

En las figuras a), b) y c) se muestran las curvas V (E1fΔ1 ), V (E1fΔ2 ) y V (E1bt) en color

verde; las curvas V (E2fΔ1 ), V (E2fΔ2 ) y V (E2bt) en color azul, y en color rojo se muestran las

curvas V (HfΔ1 ), V (HfΔ2 ) y V (Hbt).

Por la proposición 1.38 sabemos que los puntos que pertenecen a la intersección de estas tres

curvas en cada inciso son los puntos parabólicos de las gráficas de nuestros polinomios.
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Chapter 6

Geometŕıa Tropical

En este caṕıtulo, recordamos algunos conceptos de la Geometŕıa tropical, como son al-

gunos teoremas esenciales en la teoŕıa de intersección de curvas tropicales, además obten-

dremos resultados tales como; el teorema 6.23 y la proposición 6.30.

Álgebra Tropical

Cuando se usa geometŕıa tropical se tienen muchas herramientas de combinatoria que

podemos usar. Para conocerlas empecemos con el Álgebra tropical, también conocida

como min-plus o max-plus, en este trabajo usaremos max-plus.

Definimos el conjunto de los números tropicales denotado por T = R ∪ {−∞}, con
las siguientes operaciones, llamadas adición tropical y multiplicación tropical, respecti-

vamente:

⊕ : T× T → T � : T× T → T

(x, y) �→ max{x, y} (x, y) �→ x+ y

Donde + es la suma usual de los números reales, y

x⊕ (−∞) = max{x,−∞} = x, ∀x ∈ T,

x� (−∞) = x+ (−∞) = −∞, ∀x ∈ T,

a0 = 0, ∀a ∈ T.

Notemos que −∞ es el neutro aditivo y 0 es el neutro multiplcativo.

Los números tropicales forman un semi-campo (T,⊕,�) (llamado semi-campo trop-

ical), es decir, se cumplen todos los axiomas de un campo excepto la existencia de un

inverso aditivo. El adjetivo Tropical fue acuñado por colegas franceses del Dr. Imre

Simon, para hacer referencia al trabajo de este.

Como (T,⊕,�) es un semi-campo tenemos la noción natural de polinomios tropicales,

es decir polinomios sobre T. Tales polinomios,

P (x) =
⊕

α∈ε(P )

aα � xα, donde ε(P ) = {α ∈ Nn ; aα �= −∞} tal que |ε(P )| < ∞,

inducen una función lineal a trozos
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P : Tn → T

x �→ max{aα + 〈x, α〉}
donde x ∈ Tn, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Aśı xα = xα1

1 �· · ·�xαn
n y 〈, 〉 denota el producto

punto estándar sobre Rn.

Definición 6.1. Sea P (x) =
⊕

α∈ε(P )

aα�xα un polinomio tropical, denotamos por aα�xα

al monomio de P correspondiente al exponente α, y definimos el grado de P como

deg(P ) := max
α∈ε(P )

{
n∑

i=1

αi ; α = (α1, . . . , αn)

}
.

El grado del polinomio ‘cero’ es −∞.

Dado un polinomio tropical P ∈ T[x], le asociamos un politopo, llamado Politopo de

Newton el cual es la envolvente convexa de ε(P ), y lo denotamos por

Δ(P ) = Conv{ε(P )}.

Decimos que P es genérico de grado d si Δ(P ) es el triágulo con vértices en (d, 0), (0, d)

y el origen.

Definición 6.2. Sea P ∈ T[x1, . . . , xn] y x ∈ Rn. Definimos el poliedro asociado a x

respecto de P , como la envolvente convexa del conjunto de α ∈ ε(P ) tales que P (x) =

aα � xα.

Δx(P ) := Conv{α ∈ ε(P ) ; P (x) = aα � xα}.

Y la Celda o Célula de x como la cerradura topológica del conjunto

Cx := {z ∈ Rn ; Δz(P ) = Δx(P )}.

Sea P ∈ T[x], x ∈ Rn. Definimos la subdivisión poliedral dual de P como

τP = {Δx(P ) ; x ∈ Rn},

donde Δx(P ) es el poliedro asociado a x. Estos poliedros son de dimensión 0 ≤ i ≤ n

Algunos de los resultados conocidos e importantes y que serán de gran utilidad para

nuestro propósito son los siguientes.

Teorema 6.3. [10] Sea x ∈ Rn, P (x) =
⊕

α∈Nn aα � xα ∈ T[x] y τP la subdivisión dual

asociada a P. Entonces, τP es una subdivisión poliedral convexa de Δ(P ).
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Dado un espacio vectorial V, llamamos espacio af́ın a un subconjunto A de V tal que

para cualquier a ∈ A, A − a = {x − a ; x ∈ A} es un subespacio vectorial de V. Aśı,

la dimensión de A es dim(A− a).

Definición 6.4. Sea B = {v1, . . . , vm} ⊆ Rn un conjunto de puntos. El espacio af́ın

generado por B, denotado Aff(B), es el conjunto de puntos de la forma

m∑
k=1

skvk,

con sk ∈ R tal que

m∑
k=1

sk = 1.

Dos subespacios afines A y B son ortogonales A⊥B, si dado b0 ∈ B, existe una

constante c ∈ R tal que ∀b ∈ B, ∀a ∈ A,

< a, b0 − b >= c.

Hipersuperficies Tropicales

Definición 6.5. Sea P ∈ T[x]. Definimos la Hipersuperficie Tropical SP asociada a P

como el lugar de no diferenciabilidad de P, es decir, el conjunto de los puntos x ∈ Tn tales

que los puntos (x, P (x)) son los puntos quiebre de la gráfica de P. Y se describe como

SP := {x ∈ Tn ; ∃α, β ∈ ε(P ), P (x) = aα � xα = aβ � xβ, con α �= β}.

Figure 6.1: Gráfica e hipersuperficie tropical de P (x, y).
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Definición 6.6. El peso de una arista E de una hipersuperficie tropical SP está definido

como el número de puntos de coordenadas enteras menos 1, que están contenidos en dicha

arista.

La curva tropical definida por P (x, y) es el conjunto SP equipada con esta función

peso sobre sus aristas.

Teorema 6.7. [10] Sea P (x) ∈ T[x], SP la hipersuperficie Tropical de P y τP su subdi-

visión dual. Entonces, ∀x ∈ Rn, Aff(Δx)⊥Aff(Cx), y dim(Aff(Δx))+dim(Aff(Cx)) =

n, donde Aff(Δx) y Aff(Cx) son los espacios afines generados por Δx y Cx respectiva-

mente.

Teorema 6.8. [10] Sea Δ un poliedro n−dimensional con vértices en Zn
≥0 y τ una sub-

división poliedral convexa de Δ. Entonces, existe un polinomio tropical P ∈ T[x1, . . . , xn]

tal que Δ(P ) = Δ y τP = τ.

Intersección de Curvas Tropicales

Definición 6.9. Sean P1, P2 ∈ T[x, y] dos polinomios tropicales que definen las curvas

tropicales CP1 y CP2 en R2. Entonces el polinomio P3(x, y) = “P1(x, y)P2(x, y)” define

una curva tropical CP3 . Un vértice v de CP3 el cual está en el conjunto de intersección

CP1∩CP2 es llamado un punto de intersección tropical de CP1 y CP2 . El conjunto de puntos

de intersección tropical es denotado por CP1 ∩T CP2 .

Ahora asignamos una multiplicidad (CP1 ◦T CP2)v para cada punto de intersección

tropical v de CP1 y CP2 como sigue

(CP1 ◦T CP2)v :=
1

2
(Area(Δv)− δv)

donde

• δv = 0 si v es un punto de intersección aislado de una arista de CP1 y otra de CP2 ;

• δv = Area(Δv′) si v es un vértice v′ de CP1 (respectivamente CP2) pero no de CP2

(respectivamente CP1);

• δv = Area(Δv′) + Area(Δv′′) si v es un vértice de CP1 , pero también un vértice v′′

de CP2 .

Una componente de CP1 ∩ CP2 es una componente conexa de este conjunto. Tal

componente E tiene una multiplicidad definida como

(CP1 ◦T CP2)v :=
∑

v∈CP1
∩T,ECP2

(CP1 ◦T CP2)v
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donde CP1 ∩T,E CP2 es el conjunto de puntos de intersección tropical de CP1 y CP2

contenidos en E.

Definición 6.10. Sean B y C conjuntos en Rn. Definimos la Suma Minkowski de B y C

como:

B � C := {b+ c ; b ∈ B, c ∈ C}.

Figure 6.2: Suma de Minkowski.

Observación 6.11. El poliedro de Newton del producto dos polinomios P,Q ∈ Rn, es la

suma de Minkowski de los poliedros de Newton de los polinomios dados Δ(P ) y Δ(Q).

Δ(P �Q) = Δ(P )�Δ(Q)

Teorema 6.12. (Bernstein)[10] Sean P1 y P2 dos polinomios complejos en dos variables,

entonces el número de soluciones de P1(x, y) = P2(x, y) = 0 en (C∗)2 contando sus

multiplicidades es el Área Mixta:

M(Δ(P1),Δ(P2)), donde M(Δ(P1),Δ(P2)) = Area(Δ(P1)�Δ(P2))−Area(Δ(P1))−Area(Δ(P2)).

Siendo � la suma de Minkowski.

Teorema 6.13. (Bézout)[7] Sean C1, C2 dos curvas complejas proyectivas lisas de grado

d1 y d2, respectivamente. Entonces, la intersección C1∩C2 tiene exactamente d1d2 puntos,

contando multiplicidades.

Proposición 6.14. Sean P1, P2 ∈ T[x, y]. La curva tropical CP3 del producto P1P2 es la

unión de las curvas tropicales CP1 y CP2 asociadas a P1 y P2 respectivamente, esto es

CP3 := CP1 ∪ CP2 .
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Teorema 6.15. (Bernstein Tropical) [10] Sean P1, P2 ∈ T[x, y] dos polinomios de grados

d1 y d2 respectivamente. Supongamos que sus curvas tropicales CP1 y CP2 se intersecan

transversalmente. Entonces,

∑
v∈CP1

∩CP2

μ(v) = M(Δ(P1),Δ(P2)),

donde M(Δ(P1),Δ(P2)) es el Área mixta de Δ(P1) y Δ(P2) contando a cada punto

con su multiplicidad de intersección.

Teorema 6.16. (Bézout Tropical)[10] Sean P1, P2 ∈ T[x, y] dos polinomios genéricos

de grado d1 y d2 respectivamente. Supongamos que sus curvas tropicales CP1 y CP2 se

intersecan transversalmente. Entonces, la suma de las multiplicidades de los puntos en

CP1 ∩ CP2 es exactamente d1d2.

Definición 6.17. Sea K un campo. Definimos el Campo de Series de Puiseux general-

izadas como

K := {φ(t) =
∑
r∈R

art
r, ar ∈ K, r ∈ R, t ∈ U},

donde R es un conjunto bien ordenado. Es decir, todo subconjunto de R tiene un

primer elemento.

Definición 6.18. Sea K un campo y v : K → R∪{∞}. Decimos que v es una Valoración

no Arquimediana si satisface las siguientes propiedades:

• v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0

• v(xy) = v(x) + v(y), ∀x, y ∈ K, and

• v(x+ y) ≥ inf{v(x), v(y)}.

El campo K es llamado campo valorado no Arquimediano.

Por ejemplo, si K = Q y x ∈ Q∗, x puede ser descompuesto como x = ptx0 para algún

primo p ∈ Z≥0, donde t ∈ Z tal que ni el numerador ni el denominador de x0 es divisible

por p. Entonces v(x) ≡ vp(x) ≡ t es una valoración no Arquimediana.

El campo K tiene una valoración no Arquimediana natural definida como sigue

val : K → R ∪ {−∞}

0 �→ −∞∑
r∈R

αrt
r �= 0 �→ −min{r ; αr �= 0}.
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Esta valoración se extiende naturalmente a un mapeo V al : Kn → (R∪{−∞})n por la

evaluación val coordenada a coordenada, es decir V al(z1, . . . , zn) = (val(z1), . . . , val(zn)).

Si X ⊂ (K∗)n es una variedad algebraica, entonces V al(X) ⊂ Rn es llamada la Amiba no

Arquimediana de X.

SeaX una variedad algebraica irreducible de dimensiónm. En este caso, Bieri y Groves

probaron que V al(X) es un complejo poliedral racional finito F de dimensión pura m.

Las caras de F de dimensión máxima son llamadas caretas. Dada una careta de F , le

asignamos un número entero positivo w(F ), llamado el peso de F, como sigue: tomamos

un punto (p1, . . . , pn) en el interior relativo de F, y elegimos una base (e1, . . . , en) de

Zn ⊂ Rn tal que (e1, . . . , em) es una base de la dirección de F ; denotamos por YF ⊂ (K∗)n

la translación multiplicativa de Φ(em+1,...,en)((K∗)n) hasta (tp1 , . . . , tpn), y definimos w(F )

como la suma de los puntos de intersección de X y YF contado con multiplicidades con

valoración (p1, . . . , pn).

Definición 6.19. La amiba no arquimediana de X acompañada con la función peso sobre

sus caretas es llamada la Tropicalización de X, y es denotada por Trop(X).

Sea C ⊂ Rn una curva tropical y sea v un vértice de C. Sean e1, . . . , el las aristas de C

adyacentes a v. Como C es una gráfica racional, cada arista ei tiene una dirección entera

primitiva. Si además le damos la orientación de ei definida por este vector que apunta

hacia afuera de v, entonces este vector entero primitivo es único, denotamos a este vector

como uv,ei .

Proposición 6.20. (Condición de Balance) Para cualquier vértice v, tenemos que

∑
i=1

w(ei)uv,ei = 0.

Si C es una curva tropical en Rn, cualquier arista acotada e tiene una longitud l(e)

definida como sigue:

l(e) =
||v1v2||

w(e)||uv1,e||
Teorema 6.21. (Kapranov)[16] Sea P (z) =

∑
aiz

i un polinomio sobre K. Si definimos

Ptrop(x) =
⊕

val(ai)� xi, entonces

Trop(V (P )) = V (Ptrop).

Modificaciones Tropicales

La tropicalización de una variedad algebraica X en (K∗)n definida por un ideal I depende

únicamente de los términos de primer orden de los elementos de I. Para una hipersu-
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perficie esto se sigue inmediatamente del teorema de Kapranov. Tan áspero como puede

verse el proceso de tropicalización guarda pistas de una cantidad no despreciable de infor-

mación acerca de las variedades algebraicas originales, por ejemplo las multiplicidades de

intersección. Sin embargo, existe información que depende más que solo de los términos

de primer orden que pueden perderse cuando se pasa de X a Trop(X). Las modificaciones

tropicales, introducidas por Mikhalkin, pueden ser vistas como un refinamiento del pro-

ceso de tropicalización, y nos permite recuperar información acerca de X sensible a los

términos de orden mayor.

Definición 6.22. Sea P (z) un polinomio en n variables sobre K y denotemos por

Y = (K∗)n\V (P ). Este polinomio define el siguiente encaje de Y en (K∗)n+1

Φ : Y → (K∗)n+1

z �→ (z, P (z)).

La variedad tropical ModP (Y ) = Trop(Φ(Y )) es llamada la modificación tropical de

(K∗)n definida por P (z).

Teorema 6.23. Sea f ∈ K[x±1, y±1] de grado ≥ 3, sea S := V (z − f(x, y)) la gráfica de

f, con curva parabólica Par(S) y curva Hessiana V (Hf ). Entonces,

Trop(Par(S)) = Modf (V (Hf )).

Demostración . Sea S la superficie definida por la representación paramétrica

Γ : (K∗)2 \ V (f) −→ R3, (x, y) �→ (x, y, f(x, y)),

donde f es una función continua sobre (K∗)2, que encaja (K∗)2 \ V (f) en (K∗)3. Sea

Modf ((K
∗)2 \V (f)) = Trop(Γ((K∗)2 \V (f))), la modificación tropical del (K∗)2 respecto

de f. Notemos que: Γ(V (Hf )) = Par(S) ya que V (Hf ) = π(Par(S)),

y aśı

Modf (V (Hf )) = Trop(Γ(V (Hf ))) = Trop(Par(S)).

�
Definimos πK

n+1 : (K
∗)n+1 → (K∗)n (respectivamente πn+1 : R

n+1 → Rn) a la proyección

que olvida la última coordenada, entonces

Trop ◦ πK
n+1 = πn+1 ◦ Trop. (6.1)

Definición 6.24. Sea C una curva tropical en R3. Llamamos final vertical a toda arista

no cotada de C con dirección (0, 0,−1).
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Sea P1 y P2 dos polinimios que definen las curvas X1 y X2 respectivamente en (K∗)2,tal

que X1 y X2 no tienen componentes irreducibles en común. Denotaremos por C ′ a la

modificación tropical de C1 respecto a P2 y por Ci = Trop(Xi).

Lema 6.25. [4] Si e es un final vertical de C ′
1, entonces πC′

1
(e) ∈ Trop(X1 ∩ X2). In-

versamente, si p ∈ Trop(X1 ∩ X2), entonces π−1
C′

1
(p) contiene un final vertical e de C ′

1,

y

w(e) =
∑

q∈X1∩X2∩V al−1(p)

(X1 ◦X2)q.

Proposición 6.26. [4] Sea E una componente de C1 ∩C2, y sea m la suma de los pesos

de todos los finales verticales en π−1
C′

1
(E). Entonces

m ≤ (C1 ◦T C2)E

y se cumple la igualdad si E es compacto.

Lema 6.27. [4] Sea p un punto sobre una arista e de C1 tal que π−1
C′

1
(p) no continene

ningún vértice de C ′
1, y sean e1, . . . , el las aristas de C ′

1 que contienen un punto de π−1
C′

1
(p)

Entonces

l∑
i=1

w(ei) ≤ w(e).

Corolario 6.28. [4] Si C1 es una curva tropical no singular con ninguna componente

contenida en C2, entonces C
′
1 está completamente determinada por C1, C2, y Trop(X1∩X2).

Más precisamente tenemos

1. πC′
1
es uno a uno sobre C1 \ Trop(X1 ∩X2);

2. Para cualquier p ∈ Trop(X1 ∩X2), el conjunto π−1
C′

1
(p) es in final vertical de peso w(p).

3. Cualquier arista e de C ′
1 que no sea un final vertical es de peso 1.

Definición 6.29. Sea K un campo de caracteŕıstica cero, sea C una variedad tropical en

Rn, y sea X una subvariedad de (K∗)n. Decimos que X realiza a C, si C = Trop(X). Si

X = V (P ), para algún polinomio P (z), decimos que P (z) realiza C.

La Geometŕıa Tropical es una herramienta especial de la geometŕıa algebraica, imag-

inemos a la geometŕıa tropical como una máquina de tomograf́ıas que usan en medicina

para estudiar el cuerpo humano (en este caso el cuerpo es la geometŕıa algebraica), lo que

vemos en una tomograf́ıa es la representación en imágenes de partes del cuerpo humano.
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Al igual que las tomograf́ıas no nos sirven para ver todos los problemas del cuerpo

humano, la geometŕıa tropical no se puede aplicar en algunos problemas de geometŕıa

algebraica. Sin embargo, existen problemas donde resulta una herramienta muy útil,

por ejemplo: en Parametrizaciones, Teoŕıa de Intersección, Geometŕıa Enumerativa, para

probar la existencia de objetos algebraicos reales con algunas propiedades, y si se quiere

construirlos la geometŕıa tropical es una muy buena herramienta. Un ejemplo de ello,

es la construcción que dieron E. Brugalé y L. López de Medrano en [4], para una curva

algebraica plana de grado d con d(d − 2) puntos de inflexión, siendo ésta la cantidad

máxima posible de puntos de inflexión en una curva algebraica plana de grado d.

Proposición 6.30. Sea P (x, y) =
⊕

i,j∈A⊂Z

aij � xi � yj, aij ∈ K. Denotemos por C1 la

hipersuperficie tropical de P (x, y), y sea S la modificación tropical del espacio R2 respecto

de C1, entonces las caras verticales heredan los pesos de las caras de C1 y el resto de las

caras de S tienen peso 1.

Demostración . Sea F una cara de C1, y sean ai0,j0 � xi0 � yj0 y ai1j1 � xi1 � yj1 los

monomios que definen la célula dual del poliedro de Newton de P.

Sea F0 la cara vértical de S que se proyecta en F, sea F1 la cara de S que se proyecta

en la dominancia de ai1j1 � xi1 � yj1 y sea F2 la cara que se proyecta en la dominancia de

ai0,j0 � xi0 � yj0 .

Recordemos que por definición el peso de F es m.c.d.(|i0 − i1|, |j0 − j1|) = k, sea n̄0 el

vector normal de F0, aśı n̄0 = (i0 − i1, j0 − j1, 0) y sea n̄2 es el vector normal de F2, y sea

n̄1 el vector normal de F1.

Observemos que F2 es el plano z = i0x+ j0y esto implica que n̄2 = (−i0,−j0, 1), y F1

es el plano z = i1x+ j1y esto implica que n̄2 = (i1, j1,−1). Además w(n̄1) = 1 = w(n̄2) y

w(n̄0) = k, y por último, notemos que n̄0 + n̄1 + n̄2 = 0, es decir, se cumple la condición

de equilibrio.

�
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