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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo brindar al lector una introduccién a los modelos
clasicos de deriva génica, el papel de la seleccion natural y la mutacion en dicho mecanismo,
el andalisis de la matraca de Muller, asi como presentar algoritmos para simular uno de los
modelos mas recientes del area.

La deriva génica (o deriva genética) es un fenémeno estocéstico que altera la composicién
de una poblacién, pues las frecuencias alélicas (niimero de individuos de un tipo como pro-
porcién del total de individuos en la poblacién) de una poblacién cambian a lo largo de las
generaciones por efecto del azar.

Después de algunas generaciones y debido a la deriva génica puede que se presente la
perdida de algunos alelos y la fijacién de otros (es decir, el aumento al 100 % de su frecuencia).

En la teoria evolutiva clasica se ha visto que la deriva genética puede tener efectos impor-
tantes cuando una poblaciéon pierde tamano de forma considerable por un desastre natural, o
cuando un grupo se separa de la poblacién principal y crean una nueva poblacion, ademas. Se
ha observado que en poblaciones con pocos individuos, los efectos de la deriva génica pueden
ser irreversibles.

A diferencia de la seleccion natural, la deriva génica no depende de los efectos beneficiosos




1. INTRODUCCION

o perjudiciales de un alelo; pues depende tnicamente del azar, al seleccionar subconjuntos
aleatorios de individuos para producir la siguiente generacion.

Sin embargo, a los modelos clasicos se le puede agregar seleccién natural e incluso muta-
cion, con el objetivo de tener un mecanismo mas robusto.

Tomando como base el modelo teérico de Gonzélez Casanova-Spano [GS18] y agregando
teoria de graficas aleatorias, se introduce un nuevo modelo con el objetivo de estudiar un
fenémeno conocido como la matraca de Muller, en pocas palabras, la matraca de Muller con-
siste en la acumulacion de mutaciones desfavorables en una poblacién que causa la extincion
de alguna clase (tipo) de los individuos, cuando esto pasa se dice que la matraca hace click.

La relevancia de este trabajo es que para la matraca de Muller aiin no se ha tenido
una formula cerrada para su tasa, que es el nimero de generaciones tras las cuales habra
desaparecido la mejor clase de la poblaciéon (por ejemplo, la clase sin ninguna mutacién).
En este trabajo se abordé el estudio de dicha tasa en el modelo propuesto (una de las
contribuciones de la tesis), usando un enfoque computacional para tener una idea de como

afectan los parametros de seleccion y mutacion a la tasa de la matraca de Muller.




Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Se dara una breve introduccion de Cadenas de Markov a tiempo continuo, basada en los

libros de Norris [Nor97], Rincén [Rinl12] y Ross [Ros96].

Definicién 2.1.1. (Cadena de Markov a tiempo continuo)
Un proceso estocdstico (X¢)i>o es una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio
de estados E, donde E es un conjunto discreto, si para todo 0 < t, 0 < u < s asi como

1,7,k € E, se cumple:
P(Xis =j|lXs =0, Xy = k) = P(Xpys = | Xs = 1)
con t > 0 para una cantidad finita de tiempo.

La interpretacién de la propiedad anterior es que la distribuciéon condicional del estado
del proceso al tiempo futuro ¢ + s dado el estado a tiempo presente s y los estados a tiempo
pasado, depende unicamente del estado presente y es independiente de los estados pasados.

Ademas, se suele definir la funcién de transicion del proceso como:
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Definicion 2.1.2. Funcidon de transicion

PO = P(Xypy = j| Xy =), t>5>0

Definicién 2.1.3. (Homogeneidad)
Si

P} =P(Xp=j | Xo =) =P(X, = j | Xo=1), t>5>0
se dice que la cadena de Markov es homogénea.

Observacion. [Ros96] Una Cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso estocdstico

que tiene las siguientes propiedades, cada vez que entra al estado i:

» La cantidad de tiempo que pasa en ese estado antes de hacer una transicion a un estado

diferente se distribuye exponencial con media \;, donde i = > A ;.
jE€E

» Cuando el proceso deja el estado i, entra al estado j con probabilidad P;;, donde P ;

satisface:

Pi=0, Vi

ZPZ'J:L VZ

JEE

La intuiciéon detras de la observacion anterior es que una Cadena de Markov a tiempo
continuo se mueve de estado a estado con el mismo mecanismo que una Cadena de Markov

a tiempo discreto, pero es tal que la cantidad de tiempo que pasa en cada estado, antes de




2.1 Cadenas de Markov a tiempo continuo

pasar al siguiente estado, se distribuye exponencialmente; ademas, la cantidad de tiempo que
el proceso pasa en el estado i, y el siguiente estado visitado, deben ser variables aleatorias

independientes pues de lo contrario no se cumpliria la propiedad de Markov.

Teorema 2.1.4. (Probabilidades de transicion en t unidades de tiempo)
Sean 1 y j dos estados, para cualquier t > 0. (Prop. 5.1 de [Rin12]).
¢
P = gige ™ e [ (Y PPy du.
0 ki
Prueba Sii € E no es un estado absorbente, T; ~ exp(\) es el tiempo de vida en el estado

1y X, es el momento de cambio de estado, entonces:
P =P(X,=j| X, =)
=PX;=j, Ti>t| X; =)+ P(Xy =4, T; < t| X, =)
t
= 5i7j eAit +/ sz,Ti\Xs (j7u | Z) du

t
= 527] e>\it +/ Zth,Xu T | X (j,kj,u | Z) du,
S ki

usando independencia y la propiedad de Markov:

Ixexomx. Goku ) = fx ) xomox. ULk w ) fx, 1 1ox0 (B | w,d) fr, x, (u]i)
= k(fjiU)Pi,k )\iei)\iu:
por lo tanto:

t
P =5, e My /0 X e (Y PR du,
ki

Teorema 2.1.5. (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov)

Para cualquier par de estados i y 7, y para cualquiert >0 y s > 0,

t+s t s
Pi(,j+ )= Z Pz(k)Png)
k
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Prueba Por la propiedad de Markov:

7/7]

]P)(Xt-i-s = ]|X0 = Z)

—Z Xt+s_]7 Xt—k?|X0_l)
k

Z Xt+s—]|Xt—k)P(Xt:k’X0:Z>
k

2h

Observacion. Del teorema 2.1.4 se sique que P es una funcion de t continua y diferen-

ciable, con derivada:

d o _ (t)
2P ==X PY 4> PPl
ki

Si se calcula el limite cuando t tiende a 0 se tiene que

cd ooy d o)
lim = Fyj = 2Py = —Aidig + APy

Definicién 2.1.6. (Generador infinitesimal)

La matriz {Q = q.;, i,j € E} se conoce como el generador infinitesimal de una cadena
de Markov a tiempo continuo, donde

, _)\h Z = ]
GQij = P” = )
AiPij=Nij, 1#]

asi como la matriz de probabilidades de transicion caracteriza a una cadena de Markov a

tiempo discreto el generador infinitesimal hace lo propio con una cadena de Markov a tiempo

continuo; ademas, la matriz G tiene las siguientes propiedades:

" g >0,8ii# ]
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" ;i <0
= > ¢;=0.
j

Ejemplo 2.1.7. (Proceso Poisson) Un Proceso Poisson es una Cadena de Markov a tiempo

continuo, tal que P(Xo = 0) = 1, los tiempos exponenciales de estancia en cada estado tienen

pardmetro \ y las probabilidades de saltos de un estado a otro son:

1, j=i+1
Py =
0, j#i+1

Ademds, el generador infinitesimal G del proceso de Poisson de pardmetro \ es:

-2 A 0 0

0O =X X 0
Q pu—

0 0 =X A

Observacion. Un proceso de Markov a tiempo continuo puede definirse a través del compor-
tamiento de las probabilidades de transicion PZ(? cuando t — 0. A estas probabilidades se les

conoce como probabilidades infinitesimales y pueden expresarse en términos de los parametros

infinitesimales:

Sit—0:
1. Pz(,i) =1 4+t qii + O(t)

2. Pz'(,? =tgqy;+olt), i#j,
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recordando que E = o(t) < £ — 0.
El resultado anterior se sigue del desarrollo de la serie de Taylor de la funcién p; ()

alrededor de cero hasta el término lineal.

2.2. Difusiones unidimensionales

Esta seccion esta basada en los textos de Karlin y Taylor [KT81], y Knight [Kni00].
De acuerdo a Etheridge [Eth11], un proceso estocédstico que cumpla la propiedad fuerte
de Markov, y cuyas trayectorias X (¢) son funciones continuas de ¢ suele llamarse un proceso

de difusion.

Observacién. (Propiedad fuerte de Markov)
Sea X,, una cadena de Markov y sea T un tiempo de paro respecto de este proceso. Condi-
cionado al evento (T < 00), el proceso X 4, es una cadena de Markov, es decir, la probabilidad

P(X ini1 =71 Xo =20y ooy Xoino1 = Tpo1, Xoyn = 1) es igual a P(X, 101 = j| Xown = 1).
La utilidad de las difusiones recae en que pueden ser usadas con diversos propositos:

= Fendémenos econdémicos, sociales y bioldgicos; como por ejemplo, fluctuaciones de precios

de valores o variaciones en el tamano de la poblacion.

= Algunos funcionales como, por ejemplo, probabilidades de primer paso o distribuciones

estacionarias, pueden ser calculadas explicitamente para las difusiones.

Para dar una intuicién antes de la definicién formal de una difusién se usara el desarrollo de
Durrett [Durl0], se puede empezar recordando que una cadena de Markov a tiempo continuo,

X; se define dadas las tasas ¢; ; con las cuales la cadena salta de ¢ a j. Esto es, si se usa P,
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como la distribucién empezando en ¢ entonces
H(Xs = j) =4qij;S + 0(8) (21)

donde o(s) representa un término de orden menor a s. Si se define ¢;; = — ;4 ¢

entonces las filas de la matriz suman 0 y
P(Xs=1)=1+q s+ o(s). (2.2)
Al combinar las ultimas dos expresiones, se sigue que si f es una funcién acotada entonces

Eif(Xs) = (1+ aia5) f (1) + > dqigsf (i) + o(s). (2.3)
J#
Al hacer algebra se tiene un cambio en el indice de la suma, y tras restar f(7) y dividir

entre s se tiene

BIXI =T _ 54, 1) + o) (24)
Haciendo tender s — 0,
TEA)| =) (25)
S s=0

En la expresion anterior, el lado derecho es la i-ésima componente de la matriz @ = g¢; ;
y el vector f(j). A la matriz @ se le llamard el generador infinitesimal de X.

A continuacién se hardn algunos cédlculos para entender los generadores infinitesimales
heuristicamente.

Considérense ahora los siguientes generadores de procesos de Markov, mas adelante se

definirdn ;1 y 02, sea

LN 1) = o (o[£l ) = 1)) + o[£ — ) — ) (2.6
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. . ‘ . ; Sz
el generador del proceso Sy2; que es una caminata aleatoria; ademas se tiene que limy_ N -

B; donde B; es el movimiento Browniano estandar (més adelante se da una definicién mas

precisa).

Observacién. (Caminata aleatoria)

Una caminata aletoria S, es un proceso estocdstico de la forma:

n

=1

donde Z; es una variable aletoria independiente que toma los valores 1 y —1 con igqual pro-

babilidad.

En la figura 2.1 se observa como por medio de simulaciones se puede obtener una trayec-
toria que se parece cada vez mas (conforme N aumenta) a la de un movimiento Browniano
estandar tomando una caminata aleatoria simple con pasos cada vez més pequenos y mas
rapidos.

Aplicando la serie de Taylor al término f(i + ) de 2.6 se tiene

1 1 1 1
Fli+2) = FO) + 1 F0) + 32 + o). (2.7
Sustituyendo esta expresion en la original se tiene
N? 1 1 1
LV 1) = oL + 3 £16) + 502+ ol ) — £(0)
N? -1 1 1
F 00+ 0+ 150 o)~ £0)
Si se hace tender N — oo se tiene
N? 1 1), N? -1 1
Jim 250) = O 0+ 5 T )+ )
N2 f// ;
_ 022[. N(;)] (2.8)
_ sz 2(2)

10



2.2 Difusiones unidimensionales

Caminata aleatoria generando movimiento Browniano
20 pasos 100 pasos

Bit)
0.20
L1111
Bit)
0.08
LI

I I I I I I I I I I
b 10 15 20 0 20 40 &0 80 100

Tiempo Tiempo
250 pasos 1000 pasos

I I I I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 © 0 2000 6000 10000

Bit)
0.08
NN
Bit)
0.005
|

Tiempo Tiempo

Figura 2.1: Trayectorias de caminatas aleatorias obtenidas mediante simulaciones en R
, o . o f" (1)
Asi, el generador del movimiento Browniano B; es o —

Por otro lado, sea:

1

LY (@) = pON([f i+ ) = f ()] (2.9)

w.
el generador de un proceso Poisson % Aplicando nuevamente el desarrollo de Taylor
al término f(i + ) de 2.9 se tiene

£l ) = NG + 86) +0o(N?) = £(0)].

Si N — oo se tiene

lim L™ f(i) = p(i) (i), (2.10)

N—oo

11
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dg(t
donde limy oo LY f(i) = u(i) f'(i) es el generador de la ecuacién diferencial . ((t)) = pu(t).
Trayectorias de proceso Poisson homogeneo con tasa 1
40 pasos 140 pasos
— o ] _.
= M _] =
= - m =
. T T T e T T T T T 1
0 10 20 30 0 20 60 100 140
t t
350 pasos 1200 pasos
a
= B = -
= =
= T T T = T T T 1
0 100 200 300 0 200 600 1000

t t

Figura 2.2: Trayectorias de proceso Poisson homogéneo obtenidas mediante simulaciones en

R

En la figura 2.2 se tiene los resultados de simulaciones de trayectorias de proceso Poisson
homogéneo (ver definicién en 2.1.7) de tasa 1, se puede ver que a medida que se amplia la
ventana de observacion la trayectoria se aproxima mas a la recta y = x, por lo que en el

limite tendria naturaleza determinista.

Definicién 2.2.1. (Difusion unidimensional)

Una difusion unidimensional (X;)i>0 es un proceso continuo de Markov con generador

12



2.2 Difusiones unidimensionales

infinitesimal

1 &2f df

Lf(x) = 50%(2) T5(2) + (o) 5 (@) (2.11)

donde a u(z) se denomina media infinitesimal y o*(x) se denomina varianza infinitesimall.

Para la definicién anterior se deben tomar ciertos supuestos, en primer lugar, se puede
probar que esta definicién es equivalente a la que da Etheridge [Eth11] y que se encuentra al
inicio de esta seccion 2.2.

Una observacién importante tras presentar la definicién de una difusion es que el primer
sumando del lado derecho de la expresion anterior es igual al obtenido en 2.8 mientras que
el segundo sumando es igual al obtenido en 2.10 si se toma ¢ = z. Si se vuelve a analizar los
desarrollos que se hicieron para obtener 2.8 y 2.10 podra notar que se desarroll6 el comporta-
miento limite de una caminata aleatoria (que se sabe que es un movimiento Browniano) y de
un proceso Poisson homogéneo (si p = 1, que convergié a una linea recta). Es decir, se tiene
un componente estocastico (ecuacion diferencial estocastica) y un componente determinista
(ecuacion diferencial ordinaria).

En cualquier momento del tiempo, X; es una variable aleatoria absolutamente continua,
pero también cualquier realizacién de la difusion es una funciéon continua del tiempo. El
rango no necesariamente debe ser R, y por el momento bastard con usar el intervalo (a,b)
posiblemente con unién de uno o dos de los extremos a o b.

Ademds,se asume que los coeficientes p(x) y o?(z) son funciones continuas de = € (a, b)
para tener existencia y unicidad en la ecuacién diferencial estocastica.

Para una mejor interpretacion de los coeficientes, se puede notar que si f(z) = x es claro
que f'(z) =1y f"(x) =0, entonces

d
—FE, X = .
di s p(z)

13
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Mientras que si se fija  y se define f(y) = (y — )% entonces f'(z) =0y f"(y) = 2, por

lo que:

Por esta razén se conoce a ju(z) como media infinitesimal y a 0?(x) como varianza infini-

tesimal.

Ejemplo 2.2.2. (Movimiento determinista)

dX.
Supongase que Xog =z y d—tt = 1(X}). Realizando algunas cuentas se tiene que

dX,
ds

£ = $00) = [ L rea)ds = [0S 2ds = [P

por lo que si f' y u son continuos se tiene que

f(Xe) — f(z)

S pent),

por lo tanto Lf = u(z)f'(z). Entonces, si 0?(x) =0, una difusion se reduce a una ecuacion

diferencial y de manera inversa, las difusiones generalizan a las ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 2.2.3. (Movimiento Browniano)

Supdngase B(0) = x y para 0 = ty < t; < ... < t,, B(t1) — B(to), los incrementos
B(ty)— B(t1), ..., B(tn,) — B(tn—1) son independientes entre si, con B(t;)— B(t;—1) distribuidos
normalmente con media = 0 y varianza o*(t; — t;_1). Si se hace el desarrollo de Taylor, al

tomar una t pequena se tiene:

F(Bo) = F(Bo) = ['(Bo) (B~ Bo) + 31" (Bo)(B, ~ Bo)’

y al tomar valores esperados:

14



2.2 Difusiones unidimensionales

E.[f(By) — f(2)] = = f"(z)o?t

Por lo que Lf(x) = ("—;)f”(x).

Las difusiones unidimensionales son ttiles pues pueden usarse para calcular cantidades
explicitamente, ya que (casi siempre) las difusiones unidimensionales pueden ser transforma-
das en Movimiento Browniano, primero con una transformacién del espacio, y después con

un ajuste en la escala del tiempo.

Definicién 2.2.4. (Funcion de escala)
Para una difusion X; en un intervalo (a,b) con deriva p y varianza o2, la funcién de

escala se define como:

S(x) = /zj exp ( — /Vy i/;g; dzdy) (2.12)

donde xo y v son puntos fijados arbitrariamente en (a,b).

Definicién 2.2.5. (Escala natural)
Se dice que una difusion estd en escala natural si S(x) puede tomarse como una funcion

lineal.

El cambio de escala S(X;) = X; resulta en un movimiento Browniano con cambio de tiem-
poen (S(A), S(B)). El cambio de tiempo requerido para transformar esto en un movimiento

Browniano estdndar se logra con la siguiente funcién.

Definicién 2.2.6. (Medida de velocidad)

15



2. MARCO TEORICO

1
La funcion m(t) = ———=-— es la densidad de la velocidad del procesos X;. La medida

a?(t)S'(t)
de velocidad M esta dada por:

M(z) = / m(t)dt.

0
Teorema 2.2.7. Denotando a la funcion de escala con S y a la medida de velocidad con M
se tiene que el generador infinitesimal L de cierto proceso de difusion puede verse como:

11 #f 1dd
- 2dM/dSdS?  2dM dS

Lf

Prueba
Lddg 11 4 1
2dM dS — 2dM/dx dxdx dS/dx drvdx

1, od 1 df

=537 WS S a

1, B 1 L S"(z) df

=50 @) gz — 57 @)S@) (S'(2))? dx
(PN df

=57 (@@JFM(@%

pues S resuelve LS = 0.

Una pregunta que surge en varias aplicaciones de las difusiones es: “;Cual es la proba-
bilidad de que la difusién toque 0 antes que 17”. Primero se vera el caso del Movimiento

Browniano.

Teorema 2.2.8. Sea {W;}i>0 un movimiento Browniano estindar, para cada y € R, sea T,
el tiempo aleatorio en el cual se llega al estado y por primera vez, entonces para a < x < b

se tiene que:

b—=x

P(T, < Ty|Wo=2) = ;— .
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2.2 Difusiones unidimensionales

Prueba (Heuristica) Sea u(x) = P(T, < T,|Wy = x) y se asumird que P(min(7,,7}) <
h{Wy = z) = o(h) conforme h — 0. Si ademds se supone que u es suficientemente suave

entoces se puede usar la propiedad de Markov

u(x) = E(u(W;)|Wo = 2) + o(h)
= B(u(x) + (Wi — ) () + 5 (Wi, — 20 (2)) + o(h)

:uuy+;m%@+ow)

1
Se tiene entonces que ihu” (x) + o(h) = 0, si se divide entre h y se hace tender h a 0 se

obtiene que u”(x) = 0. Ademas se tienen las condiciones en la frontera u(a) =1y u(b) = 0,

b—=x

de modo que se obtiene u(z) =
Pasando al caso general, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Sea {X;_ o} una difusion unidimensional en (a,b) con media infinitesimal
w(x) y varianza o*(z). Sia < ag < x < by < b entonces escribiendo T, como el primer

momento en el cual X; =y se tiene que:

S(by) — S(z)

P(Tay < Tl Xo = 2) = 0 S50y

donde S es la funcion de escala de la difusion.

Prueba Es suficiente considerar los correspondientes tiempos de arribo de probabilidades
del proceso Z; = S(X;), donde S es la funcién de escala. El proceso Z; es un movimiento
Browniano con tiempo cambiado, pero como solo es relevante (para este teorema) la posicién
y no el tiempo en el que toca (S(ap), S(by)), entonces se necesita determinar inicamente las
probabilidades de arribo para el movimiento Browniano y el resultado se sigue del teorema

anterior.
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2. MARCO TEORICO

2.3. Simulacion estocastica

Esta seccién esta basada en el libro de Gentle [Genl10], asi como en el curso de Simulacién
Estocéstica impartido por Sergio Lépez en la Facultad de Ciencias durante el semestre 2018-1
[LB].

La simulacion estocastica se ha convertido en una técnica muy popular en los tultimos
anos, pues puede ser una excelente aproximacion para analizar problemas complejos. De
forma intuitiva, el objetivo de la simulacion es reproducir de forma artificial un fenémeno
real. En el contexto de este trabajo, con la ayuda de una computadora se recrearan condiciones
aleatorias para estudiar la dinamica de los modelos que se presentaran en el siguiente capitulo,

y se usaran los resultados obtenidos para dar ejemplos de los resultados tedricos.

2.3.1. Numeros aleatorios

La simulacién estocéstica parte de la generacion de nimeros pseudoaleatorios (se agre-
ga el prefijo pseudo pues aunque los resultados de las simulaciones son aproximaciones a
una verdadera coleccion de ntimeros provenientes de una distribucion uniforme, el proceso
para obtenerlos sigue un método determinista). Esto puede hacerse con distintos métodos
(principalmente generadores congruenciales lineales). Una vez que se tiene un generador de
nimeros aleatorios deben realizarse pruebas estadisticas de bondad de ajuste (para garantizar
la uniformidad) y de aleatoriedad (para garantizar la independencia). Como ejemplo, si se
realizan dichas pruebas al generador incluido en Excel 2016, se puede ver que no se cumple
la aleatoriedad. La generacién de niimeros que se comporten como uniformes independientes
es vital, pues se toman como base para la simulacién de variables aleatorias. En este trabajo

se utilizara (para las secciones de simulacion) el generador de niimeros aleatorios que viene
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2.3 Simulacion estocéstica

incluido en R.

2.3.2. Simulacion de variables aleatorias y procesos estocasticos

Casi todos los algoritmos para generar nimeros de distribuciones especificas se basan en

la generacion de nimeros pseudoaleatorios.

2.3.2.1. Distribuciones discretas

Se asumird que se quieren generar valores de una variable aleatoria X que sigue una
distribucién dada por f, = P(X =7r),r=1,2,...y F(r) = P(X <r). Cualquier distribucién
en un conjunto numerable puede ser reducido a la forma anterior reetiquetando los puntos.
Para la mayoria de distribuciones discretas, el método por excelencia es el de inversion: para
una distribucién discreta se tiene F~(u) = min{z|F(z) > u} = i donde F,_; < u < F}, por
lo que el método de inversion equivale a buscar en una tabla de la distribucién F; para un

indice 7 adecuado.

Algorithm 1 Distribuciones discretas

Require: Funcién de distribucién F.
Ensure: Valor X de distribucién F'.
1. Generar U ~ U(0,1), Sea i = 1.
2: while F(i) <U do

3 i=1+1
4: end while

5. Return X =i.

En el paso 2, el nimero esperado de comparaciones es E(X), ya que ¢ comparaciones

son hechas para X = i. El algoritmo puede volverse més réapido reordenando las (f,) en
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2. MARCO TEORICO

orden descendente, esto reduce la E(X) lo maximo posible, y la distribucién original se
puede recuperar. Una mejor manera de reducir el niimero de comparaciones es empezar la
busqueda en un valor mas adecuado, si f, es unimodal se puede buscar a la izquierda o a la
derecha de la moda.

2.3.2.2. Distribuciones absolutamente continuas

De estadistica no paramétrica se sabe que si X tiene una funciéon de distribucion F
continua entonces F'(X) ~ U(0,1). De aqui se puede tomar la idea de obtener nimeros de F’

por X = F~1(U) si se prueba que la inversa existe.

Teorema 2.3.1. Se define F'~ como:
F~(u) = min{z|F(x) > u}.
Entonces, si U ~ U(0,1) se tiene que X = F~(U) es una muestra de F.

Prueba El minimo se alcanza porque F' es continua por la derecha, entonces

Por lo tanto

Con esto, se tiene el siguiente algoritmo:
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2.3 Simulacion estocéstica

Algorithm 2 Método de la funcién inversa
Require: Funcién de distribucién F'.

Ensure: Valor X de distribucién F'.
1: Generar un namero aleatorio U ~ U(0, 1).
2: Tomar X = F~(U).
3: Return X.

2.3.2.3. Cadenas de Markov

Para generar una trayectoria de una cadena de Markov a tiempo discreto basta tener
una distribucién inicial 7(9 y una matriz de transicién P. Primero se obtiene el valor de X,
desde 7, entonces, dado Xy = xg, se genera X; con la distribucién condicional de X; dado
Xo = xp se genera X5 con la fila x1-ésima de P, y asi se continua. El algoritmo se detalla a

continuacion:

Algorithm 3 Simulacién de una trayectoria de una Cadena de Markov
Require: Matriz de transicion P, distribucion inicial 7.

Ensure: Vector X con la trayectoria de la cadena de Markov.
1: Generar X, de la distribucién inicial 7(© |
2: Hacer n = 0.
3: Generar X, de la distribucion correspondiente a la X;-ésima fila de P.
4: Hacer t =t + 1 y regresar al paso 3.
5 Return X.

Para las cadenas de Markov a tiempo continuo también es posible simular trayectorias.
Supéngase que X = {X; : t > 0} es una cadena de Markov a tiempo continuo con pro-

babilidades de transicién {P;;(¢)} (probabilidad de que dentro de ¢ unidades de tiempo la
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cadena este en el estado j, dado que en este momento esta en el estado 7). La trayectoria
de una cadena de Markov a tiempo continuo puede describirse por una matriz de transicion
P = (P;;) que describe como la cadena cambia de estado en cada paso en el que ocurre una
transicion, junto con un conjunto de tasas {\; : i € E'}) que son los tiempos de espera. Cada
vez que el estado i € F es visitado, la cadena pasa, en promedio, % unidades de tiempo antes
de volver a moverse. Con base en lo anterior se tiene el siguiente algoritmo para generar una

trayectoria a tiempo t = 1"

Algorithm 4 Simulacién de una trayectoria de una Cadena de Markov

Require: Matriz de transicion P, distribucion inicial 7, tasas \;.
Ensure: Vector X con la trayectoria de la cadena de Markov a tiempo continuio.
1: Se escoge un valor inicial, Xq = 73. Se hacen =0y t =t, = 0.
2: Se genera H;, ~ exp(\;,). Se hace t =t = H;,.
3: if t <T then
4:  Se hace i = X,,, se genera Y;, se hacen =n+1,1 =Y, X,, =i, se genera H; ~ exp(\;)
y se hacet =t+ H;, t, =t
5: else
6: Return X
7: end if

8: Se regresa al paso 4.

Haciendo N(t) = max(n : t, < T') se tiene el nimero de transiciones durante (0, 7], el
algoritmo genera todos los valores de X,,, 0 < n < N(T), y los correspondientes tiempos

t1,ts,...,1, en los cuales la cadena hace cada transicion.
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2.3 Simulacion estocéstica

2.3.3. Difusiones y ecuaciones diferenciales estocasticas

Para la simulacion de difusiones se requiere simular ecuaciones diferenciales estocasticas,
pues las difusiones pueden verse como soluciones a las ecuaciones antes mencionadas. To-
mando como base el trabajo de [KP95], se tienen dos métodos principales para lograr dicha

simulacién.

2.3.3.1. Meétodo de Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama es una simple generalizacion del método de Euler para
ecuaciones diferenciales ordinarias, considerando una ecuacion diferencial estocastica dada
por

dXt = /L(Xt)dt + O'(Xt)th (213)

con condicion inicial Xy = xg, donde W; es un movimiento Browniano estandar, y asumiendo
que se quiere resolver esta ecuacién en un intervalo de tiempo [0, 7.

El método consiste en dividir el intervalo [0,7] en n subintervalos de igual longitud
At=1>0:0=ty<t1 <..<t,=Tytk=kAt, posteriormente se define Yy = ¢ y se

prosigue de manera recursiva para obtener los siguientes valores de Y,, como:
Yo =Y, + pu(Yo)At + o(Y,) AW,
donde

AWn = thJrl - Wt

Por propiedades del movimiento Browniano se sabe que las variables aleatorias AW,, son

independientes e idénticamente distribuidas normal con media 0 y varianza At.
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2.3.3.2. Meétodo de Milstein

Considerando la misma ecuacién dada en 2.13. La aproximacién de Milstein a la solucion
real X; es el proceso Y; que se construye de la siguiente forma. Como en el método de Euler, se
divide el intervalo [0, 7] en n intervalos de igual longitud At > 0: 0 =t <t; < .. <t, =T
con t, = nAt y At = % > 0, posteriormente se define Yy = xy y se definen los valores de Y;

para 1 < s < n como:
1
Yop1 =Y, + a(Yy) At + b(Ys) AW, + §b(ﬂ)b’(3@)((AWs)2 —Ay)

donde 0" denota la derivada de b(z) respecto a x y AW, =W, , — W, donde las variables
aleatorias AW,, son independientes e idénticamente distribuidas normal con media 0 y va-
rianza At. Entonces Y,, aproximara a X; para 0 < s < ny si se incrementa n se tendra una

mejor aproximacion.

Observacion. Cuando V' (Ys) = 0 este método es equivalente a el método de Euler Maruyama.

2.3.4. Estimadores de Monte Carlo

Una vez que se tienen herramientas para simular variables y procesos aleatorios, se buscara
encontrar una forma de encontrar estimadores para dichas variables.

Supoéngase que se tiene la muestra Xi, ..., X,, como resultado de n simulaciones de un
experimento independientes e idénticamente distribuidas de acuerdo a alguna funcién de
densidad f (conocida o no conocida). Esa muestra puede obtenerse al ejecutar n veces la
rutina de la simulacién, produciendo como resultado a X; para la i—ésima ejecucién. Ademas,

el objetivo de la simulacién es estimar la esperanza p = E(X), donde X ~ f. Si |u| < 0o, un
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2.3 Simulacion estocéstica

estimador insesgado por p es la media muestral de {X;}, esta es:
> X, (2.14)

Si la varianza o2 de X es finita, entonces X tiene aproximadamente una distribucién
N(u,0%/n) para un valor de n grande (esto es una consecuencia del Teorema del limite
central), por otro lado, si 02 es desconocida siempre es posible estimarla sin sesgo usando la

varianza muestral de {X;}.
1 & =
> X = (X)) (2.15)

n—lZ.:1

§2 =

que tiende a o2 conforme n — co. Asi, se tiene un intervalo de confianza aproximado para
TR

_ IS _
(X — Zl—a2——=, X +21—a/2 (2.16)

; )

vn' vn
donde z, denota al cuantil v de una distribucién N(0, 1), aunque en vez de dar un intervalo
S
de confianza, se suele reportar el estimador del error estandar: 7, o el estimador del error
n

relativo: —=

XJn

Definicién 2.3.2. Estimador de Monte Carlo Crudo
Dada una coleccion de resultados X, ..., X,, de una simulacion de una distribucion X, el

estimador de Monte Carlo crudo se obtiene por:

§— L=t (2.17)

Y el algoritmo relacionado es el siguiente:

Algorithm 5 Estimador de Monte Carlo crudo
Require: Valor final n, generador de distribucion X.

Ensure: Valor de 6

1: Se generan xq, ..., x, de forma independiente ~ X.
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Z?:l Z;

n

2: Se hace 0 =

A veces se tiene que X sea funciéon de algiin vector aleatorio o proceso estocastico, es
decir, que X = ¢(Y), donde g es una funcién real y Y es un vector o proceso aleatorio.
La utilidad del estimador de Monte Carlo es que 2.16 se sigue cumpliendo sin importar la

dimension de Y.

2.4. Graficas

Esta seccién esta basada en el capitulo 1 del texto de Bondy y Morty [BM10]. Aunque a
primera instancia parece tener poca relacion con el tema, fue incluida debido a un modelo
reciente que se consider6 relevante. Primero, se empezara por definir que es una grafica, en

matematicas discretas.

Definicién 2.4.1. (Grifica simple)
Una grifica simple es un par ordenado (V(G), E(G)) conformado por un conjunto V(G)
de vértices y un conjunto E(G), disjunto de V(QG), de aristas de G.

Se dice que una arista {v,w} estd unida a los vértices v y w y suele usarse la notaciéon
vw. En cualquier grafica simple hay a lo més una arista uniendo un par dado de vértices.
Al niimero de vértices y aristas de G suele representarse por #v(G) y e(G) respectivamente;
estos parametros se denominan orden y tamano de G respectivamente.

Las graficas, en este contexto, reciben su nombre porque pueden ser representadas en un
diagrama que suele ayudar a entender sus propiedades: cada vértice es representado por un
punto o nodo, y cada arista es representada por una linea que une los puntos que corresponden

a los extremos de la arista.
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Ademas se tienen ciertas convenciones, se dice que los extremos de un arista son incidentes
con la arista y que la arista es incidente con sus extremos. Dos vértices que son incidentes
con una arista en comun son adyacentes, al igual que dos aristas que sean incidentes con
un vértice en comun, dos vértices adyacentes que sean vecinos se denominan vecinos y al
conjunto de vecinos de un vértice v suele representarse por Ng(v).

Una arista con extremos idénticos se llama bucle, mientras que si son distintos se denomina

enlace. Dos o mas enlaces con el mismo par de extremos se denominan aristas paralelas.

2.4.1. Graficas aleatorias

A continuacién, se presentan dos definiciones para introducir el concepto de grifica alea-
toria.

En el primero, se tiene un enfoque de muestreo que estipula que una grafica aleatoria es
una grafica que es obtenida tras ser elegida de forma aleatoria de una coleccion de graficas.
Esta coleccion puede caracterizarse por ciertos parametros de la grafica que tienen valores

fijos.

Definicion 2.4.2. Grdfica aleatoria (enfoque de muestreo)
G(n,m) es una grdfica obtenida luego de elegir uniformemente de todas las grificas de n

vértices y m aristas.

La probabilidad de elegir a la grafica G(n, m) requiere saber el tamafio del conjunto de
todas las graficas resultantes, calculando todas las posibles combinaciones de m aristas de
todos los posibles pares de vértices n. El nimero total de graficas aleatorias posibles dados

n vértices y m aristas es:

1

(%)

9] =
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En el segundo enfoque, se tiene un enfoque probabilistico.

Definicién 2.4.3. Grifica aleatoria (enfoque constructivo)
Para el enfoque constructivo, se dice que una grdafica aleatoria es aquella donde la presencia

y colocacion de sus aristas sigue una distribucion aleatoria.

Se considera un conjunto de vértices V = {1, 2, 3, ..., n} para la construcciéon de una grafica
aleatoria y se continua eligiendo uniformemente de forma aleatoria un borde del conjunto de

aristas que no hayan sido elegidas aun, repitiendo este proceso m veces.

Ejemplo 2.4.4. La grdfica aleatoria de Erdos-Renyi G(n,p) es una grifica aleatoria obtenida
iniciando con el conjunto de vértices V.= {1,2,3,...,n}, haciendo 0 < p < 1 y conectando

cada par de vértices {i,j} mediante una arista con probabilidad p.

Con la funcién erdos.renyi.game del paquete igraph de R se obtuvo la siguiente gréfica

aleatoria correspondiente a un modelo de Erdés-Renyi(30,0.3).

Grafica aleatoria con 30 nodos y probabilidad de arista p=0.3

Figura 2.3: Gréfica aleatoria de Erdés-Renyi
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Ejemplo 2.4.5. Grifica aleatoria de Watts-Strogatz

La grdfica de Watts-Strogatz representa el fenomeno de mundo pequeno, también conocido
como seis grados de separacion. Dos individuos en la Tierra estan a solo 6 personas de
distancia uno de otro. La grifica tiene una estructura inicial de vértices con aristas a sus k

vecinos mds cercanos. Cada arista tiene probabilidad p de que sea realmente colocada.

Con la funcién watts.strogatz.game del paquete igraph de R se obtuvo la siguiente

grafica aleatoria correspondiente a un modelo de Watts-Strogatz(k = 500, p = 0.35).

Modelo mundo pequefio

Figura 2.4: Grafica aleatoria de Watts-Strogatz, k£ = 500, p = 0.35
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Capitulo 3

Modelos de deriva génica

En este capitulo se introduciran los modelos clasicos de deriva génica, se podra ver que
son muy similares y que, de hecho, coinciden en cierto sentido. Las siguientes secciones se

basan en los textos de Durrett [Durl0] (capitulo 1) y Etheridge [Eth11] (capitulo 1).

3.1. Modelo de Wright-Fisher

En el modelo clasico de Wright-Fisher, se asume la existencia de una poblacién de alelos
de tamano 2N, en la poblacion sélo hay dos tipos de alelos: A y a. Esta poblacion tiene como
caracteristica que no se traslapan las generaciones. En la generacion n, de los 2N alelos que
se tienen hay i que son de tipo Ay 2N — i que son de tipo a. Para construir la generacién

n + 1 se usa la generacién anterior n, para lo que se realizan 2/N muestreos con reemplazo.

Definicién 3.1.1. (Proceso de frecuencias asociado al Modelo de Wright-Fisher)

ﬁ, donde X,, es el numero de alelos

de tipo A en la generacion n; Y, es una cadena de Markov con espacio de estados E =

El proceso de frecuencias estd definido por: Y, =
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{0, ﬁ, ey 22[];1, 1} y con probabilidades de transicion:
_ (9N - —_—
T A Y LR s 1)

con P la matriz de transicion asociada a 'Y, y P la matriz de transicion asociada a X,.

En 3.1, se tiene que [ij], ﬁ eFE P = ﬁ es la probabilidad de elegir un alelo de tipo
2N) _ (2N )!

k k(2N —k)!

de elegir k alelos de un tipo, de un total de 2N . Es decir, sigue una distribucion binomial.

A en la poblacion en un intento, mientras que ( es el numero de formas

La cadena de Markov asociada al proceso de frecuencias presenta dos estados absorbentes:
0 y 1, por lo que si existe una generaciéon 7 en la cual Y, llegue a alguno de esos estados
nunca saldré de ahi. Biolégicamente esto representa la extincién del alelo A (si Y; = 0) o del
alelo a (si Y; =1).

SeaT=min{n:Y,=00Y, =1} =min{n: X,, =00 X,, = 2N} el tiempo de fijacion,
es decir, el primer tiempo en el cual la poblacién se conforma de alelos de tinicamente un
tipo. La notacion que se usa es: P; como la funcion de probabilidad del proceso Y,, empezando
desde Yy = i, y E; denotara al valor esperado con respecto a P;. La probabilidad de fijacion
puede calcularse (de acuerdo a Durrett [Durl(] ) considerando el proceso de conteo de un

tipo de alelo (X; = # de alelos de tipo A en la generacién n).

Teorema 3.1.2. FEn el modelo de Wright-Fisher, la probabilidad de fijacion en todos los
estados de A, es
1
P;(X, =2N)=— 3.2
(X, =2N) = & (32

Prueba Como el nimero de individuos es finito, y siempre es posible elegir entre todos los

alelos de tipo A, o todos los alelos de tipo a la fijacién ocurrird casi seguramente. Sea X, el
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3.1 Modelo de Wright-Fisher

numero de alelos de tipo A a tiempo n. Como la esperanza de la binomial en 3.1 es 2Np, se

sigue que
1

1&)@+¢Xn:¢):2A(2N

):i:XW

Tomando valor esperado, se tiene que E;(X,) = E;(X,), (esto se sigue de que X, es
acotada, asi como el teorema del paro opcional) es decir, el valor promedio de X,, permanece
constante en el tiempo, pues la cadena es homogénea en el tiempo.

La propiedad anterior implica que
i =E;(X,;) =2NP;(X, = 2N).

De donde se puede despejar P;(X, = 2N) para obtener la formula deseada. Para probar esto

hay que notar que como X,, = X, c.s cuando n > T,
i =Ei(X,) =Ei(Xr7 <n)+E(X,;7>n),

donde E(X; S) es la esperanza de X sobre el conjunto S. Haciendo tender n — oo y usando
el hecho de que | X,,| < 2N se puede concluir que el primer termino converge a E;(X,), y el

segundo a 0.

3.1.1. El modelo de Wright-Fisher es una martingala

Otro aspecto interesante del modelo de Wright-Fisher es que presenta la propiedad de
martingala, recordando, un proceso estocastico Y,, cumple la propiedad de martingala si se

preservan las siguientes tres condiciones:
= Es integrable.

= Es adaptado.
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= Cumple que E(Y,11|Yn, Y, — 1,...,Y0) = V.

En el caso del proceso de frecuencias asociado al modelo de Wright-Fisher la integrabilidad
se tiene pues, primero, siempre se tiene que Y,, > 0 ya que el espacio de estados tiene valores

no negativos y entonces |Y,,| = Y,,. Luego,

Yn—l

2N )
Yn_g)

2N
=E(Y, 5) =..=Y,

E(Y,) = E(E(Y,|Y,_1)) = E(2N

= E(Yn—l) = E(E(Yn—l|yn—2)) = E<2N

Es decir, el valor esperado del modelo de Wright-Fisher en cualquier punto del tiempo es
unicamente la frecuencia de alelos de tipo A en la primera generacion.

Por otro lado, la adaptabilidad del modelo se tiene pues el proceso es una variable aleatoria
con distribucién conocida.

La condicién técnica se cumple ya que, por definicion (Y,11|Yn, ., Yo) = (Yas1|Yn) ~
Binomial(1,Y;,). Por lo tanto, la esperanza de (Y,.1|Y,) es conocida (el producto de los

pardmetros, ya que sigue una distribucién binomial) y se tiene que E(Y,1|Y,) = Y,.

3.1.2. Simulacion del modelo de Wright-Fisher

En el sitio del profesor Marcus Stephens [Stel6] de la Universidad de Chicago se encuentra
un excelente resumen del modelo de Wright-Fisher, asi como una forma de implementarlo en
R, cuyo c6digo se encuentra en los anexos.

En la figura 3.1 se tienen varios casos de trayectorias del modelo de Wright-Fisher, las
columnas indican la frecuencia inicial de alelos, donde se tomaron valores igual a 0.1,0.3,0.6

y 0.98, mientras que las filas indican el tamano de las poblaciones.
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Figura 3.1: Modelo de Wright-Fisher, simulacién obtenida con R

Cada simulacién tiene 100 generaciones y se hizo 50 veces, se puede ver que, cuando
se tiene un numero de individuos alto, no ocurre una fijacién de un tipo de alelo durante
el tiempo en el que se ejecutd la simulacién, por otro lado, cuando se tiene una frecuencia
inicial muy cargada hacia un tipo de alelo, la fijacion podria llegar muy rapido.

En los casos de frecuencias de alelos iniciales no cargadas se tienen comportamientos simi-
lares de deriva génica, pero estos comportamientos van suavizandose conforme va aumentando

el tamafio de la poblacion.
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3. MODELOS DE DERIVA GENICA

3.2. Modelo de Moran

El Modelo de Moran es otro de los modelos clasicos en la genética de poblaciones. Al igual
que en el modeo de Wright-Fisher, se asume una poblacién de alelos de tamano 2N, donde,
en el caso base, no existen migraciones ni seleccién natural, y en la cual los alelos se dividen
en aquellos de tipo A o a. En esta poblacién las generaciones se pueden traslapar, a tiempo
t se tiene que de los 2N alelos que hay, 7 son de tipo A y 2N — ¢ son de tipo a. La poblacién
va cambiando del siguiente modo: cada individuo es reemplazado a tasa exponencial con

pardametro 1. Es decir, el individuo x vive por un tiempo distribuido de forma exponencial

¢ ¢

con media 1 y entonces es “reemplazado”. Para “reemplazar” al individuo x, se escoge un
individuo de forma aleatoria de la poblacién (incluyendo al propio x) para ser el padre del
nuevo individuo.

Se puede definir el proceso de conteo X; como el nimero de copias del alelo A a tiempo

X
t. Este proceso es de utilidad para definir el proceso de frecuencias Y; = ﬁ
Definicién 3.2.1. (El proceso de frecuencias del modelo de Moran)
X
El proceso de frecuencias Y; = ﬁ, (donde X, es el nimero de copias del alelo A a
1 2N —1
ti t d de Mark o de estados E = — e, —— 1
iempo t) es una cadena de Markov con espacio de estados {0, SN T o } Y

probabilidades de transicion dadas por:

il (@N i)
oN  on o M YT TN
i i1 i (2N — i)
S d =" 7
oN T on o @ tese 9N

donde b representa nacimientos y d representa muertes de los individuos de tipo A.

De manera intuitiva, las copias de alelos de tipo a son elegidas por reemplazo a tasa total

de 2N — i. El nimero de A se incrementara si un individuo de tipo A fue elegido para ser
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3.2 Modelo de Moran

el ancestro del nuevo individuo, un evento con probabilidad ﬁ El razonamiento para el
segundo caso es analogo.

La cadena Y; presenta dos estados absorbentes: 0 y 1. Por lo que existe un 7 tal que una
vez que Y, = 0 o Y, = 1, la cadena se quedara en ese estado, pues todos los individuos del
universo seran del mismo tipo y al realizar el proceso de eleccion de padre no podran cambiar
de tipo.

Sea 7 =min{t : X; =0 o Xy =2N} =min{t: Y, =0 o Y, =1} el tiempo de
fijacion del proceso.

Teorema 3.2.2. En el modelo de Moran, la probabilidad de que el tipo de alelo A sea fijado

Lo . . 1
cuando inicialmente hay i copias es IN

Prueba Como las tasas para que aumenten o disminuyan las copias de alelos de tipo A son

las mismas se sigue que %]Ei(Xt) = 0. Ademas, se puede ver que
i = Ei(X,) = 2NP(X, = 2N, 7 < t) + E(X,; 7 > T).
Haciendo tender ¢t — oo se tiene que P;(7 > t) — 0, ademés, como |X;| < 2N se tiene que

i = Ei(X,) = 2NP;(X, = 2N).

Al despejar en la ultima ecuacion se llega a P(X, = 2N) = ﬁ
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Capitulo 4

Seleccion y mutacion

En esta secciéon se introducira el concepto de seleccion a los modelos de deriva génica. Se
dice que un alelo es selectivamente ventajoso (desventajoso) si es més (menos) propenso a

ser elegido durante la reproduccién.

4.1. Seleccién en el modelo de Wright-Fisher

En el modelo de Wright Fisher con seleccién se considera una poblacion con tamano
constante 2N, donde los alelos estan divididos en dos tipos: a y A, si la generacion n tiene ¢
alelos de tipo A y 2N — ¢ de tipo a, entonces, la generaciéon n + 1 es formada mediante un
muestreo independiente con reemplazo con las siguientes probabilidades.

i(1+s)
i(1+s)+2N —1

2N — i
i(1+s)+2N —i

P( Elegir a A) =

P( Elegir a a) =

El parametro s se denomina “coeficiente de seleccion”.

= Si s> 0 se dice que A es un alelo “ventajoso”.
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4. SELECCION Y MUTACION

= Si s <0 se dice que A es un alelo “no ventajoso”.

Ademas, se puede agregar mutacién al modelo. Si se supone que durante el evento repro-
ductivo, cada alelo de tipo a de la poblacion muta a A con probabilidad s y cada individuo
de tipo A muta a a con probabilidad p;. Entonces, la proporcién de descendencia potencial
de los alelos de tipo A tras la presencia de seleccién y mutacion es:

i1+ )1 — ) (2N — i) o
(L 4s)+2N —i 0 i(1+s)+2N —i

Definicién 4.1.1. (Modelo de Wright-Fisher con seleccion y mutacion)
Si existen i alelos de tipo A en la generacion n (y por complemento, 2N — i de tipo a),
entonces bajo el modelo de Wright-Fisher con seleccion y mutacion, el nimero de individuos

de tipo A en la generacion n+ 1 esta dado por una distribucion Bin(2N,¥;).

Calcular explicitamente propiedades del modelo de Wright-Fisher con la definicién ante-
rior puede llegar a ser complicado, por lo que se suele usar una aproximacion con la teoria
de las difusiones. El tiempo se medira en unidades de N generaciones y se consideraran las

proporciones del alelo de tipo A en la poblacién. Ademés se hacen los siguientes supuestos:

» a=2Ns
u 1/1:2N,u1
u VQZZNMQ.

Teorema 4.1.2. Si se hace tender 2N — 0o, el modelo re-escalado de Wright-Fisher converge

a la difusion unidimensional con media infinitesimal:

u(p) = ap(l — p) — vip + 1va(1 = p)
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4.1 Seleccién en el modelo de Wright-Fisher

y varianza infinitesimal:

Prueba Sea §; = % el tiempo entre dos generaciones, se quiere identificar la media infinite-
simal asi como la varianza, si la proporcién actual de alelos tipo A es p, entonces el niimero

actual de individuos de tipo a es k = 2Np. Asi se tiene:

E[(p1/2n — plpo = p)] = 2?\[(21\[\1/ i)

Sustituyendo:
2N@i_¢:w( _i)+wv2
2(N+4%) =~ 2N 2(N+ %) 2N
L ! i
= ov = |2V o)L= o) + 2N — i i QN]
2N ai i vai 2 wi (4.1)
on L ai \on on T2 o @ —«

1

=ap—Wp+ vy — s +0(2N

),
=ap(l—p)—wmp+w(l—p)+ 0(2;])

. . . . g 1 .
Para la varianza infinitesimal, como W; = 5% + o(5y) se tiene que

Bl —)lm = 1] = 2N 01— ) + o )

;v (1 _p“((zzlw?)) |

Definicién 4.1.3. (Limite débil de seleccion)

Al la difusion del teorema anterior se le conoce como limite de seleccion débil del modelo

de Wright-Fisher con seleccion y mutacion
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4. SELECCION Y MUTACION

Teorema 4.1.4. (Probabilidades de fijacion)
Supongase que no se tiene mutacion (v, = vy = 0). Si la proporcion inicial de alelos de
tipo A es po, la probabilidad pyi(po) = P({A sea fijado eventualmente en la poblacion}) (es

decir, la difusion es absorbida en p =1) es:

1 — exp(—2apo)

, sia#0
Pria(Po) = 1 — exp(—2a)
Po; sta=10
Prueba Usando el teorema 2.2.9 para « # 0.
_ S(po) — S(0)
Po v 2u(z)
— dz)d
/O exp( /n 2(2) z)dy

DN
~—

— dz)d
| el e

Po
/ exp(—2ay)dy
0

T
/ exp(—2ay)dy
0

1 —exp(—2apo)
- 1—exp(—2a)

(4.3)

Para o = 0 la difusion se encuentra ya en la escala natural y el resultado se sigue del teorema

2.2.8.

Con los tltimos dos teoremas, A. Etheridge considera algunos casos especiales conside-

rando py = ﬁ

1. Alelos no ventajosos: s < 0, si [s| < 1 (a < b — —~ ~0)y Ny > 1, pria(5y =

a
b
2|s| exp(—2(2N)|s|). La probabilidad de fijacién de un alelo no ventajoso es exponen-

cialmente pequena y decrece conforme se incrementa el tamano de la poblacién.
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4.2 Seleccion en el modelo de Moran

2. Alelos ventajoso: s > 0, s < 1, Ny > 1, entonces py;,(1/2N) ~ 2s, casi independiente
del tamafio de la poblacion.

3. Alelos cercanos a ser neutrales. Si N < 1, entonces A es casi neutral y psip(1/2N) ~
1

2N

En resumen, la mayoria de los alelos (aquellos que inician con py = se pierden y el

1
av)

resto de fija.

4.2. Seleccion en el modelo de Moran

Considerando el modelo de Moran presentado en la seccién anterior, se tienen 2N alelos,
de los cuales 7 son de tipo A y 2N — i son de tipo a. Considerando nuevamente el proceso
de frecuencias y asignando ventajas evolutivas relativas de los alelos A y a como 1y 1 —s
(por el momento se tomaran valores de s entre 0 y 1). Se pueden formular las siguientes

probabilidades de transicion para el Modelo de Moran con seleccion.

. . (2N — )i
— 1, at by =———
1 1+ 1, a tasa N
(2N —1)(1 —
1 —1—1, atasa di:l( It S).
2N

En palabras, las copias de alelo de tipo a son elegidas por reemplazo a tasa total de 2N —1,
mientras que el nimero de copias de alelos de tipo A va a incrementarse si un alelo A es
elegido como padre del nuevo individuo, esto sucede con probabilidad 2LN Para la segunda
tasa (d;) se toma en cuenta que el reemplazo ocurre a tasa 1 — s dada que la desventaja
evolutiva relativa de a es 1 — s.

Como no hay mutacion en el modelo, el alelo A se perdera o se fijara en la poblacion. Sea

T, = min{t : X; = y} el primer tiempo en el que la cadena llega a y. Sea h(i) = P;(Ton < Tp)
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4. SELECCION Y MUTACION

la probabilidad de que el alelo A sea fijado cuando hay inicialmente 7 individuos de ese tipo,

i
en el caso neutral se tiene que h(i) = N

Teorema 4.2.1. En el modelo de Moran con seleccion s > 0.

1—(1-s)

PiTon <To) = T — v

(4.4)

Cuando ¢ = 1, el numerador es tnicamente s. Si la seleccién es fuerte (2N es grande)
entonces (1—s)?" ~ 0 y la probabilidad de fijacién es tinicamente s. Si s es pequefia entonces

(1 —s) =~ exp~® por lo que el resultado anterior puede escribirse como:

1 —exp®

]P)Z‘(TQN < T()) = (45)

1 —exp2Ns’

Prueba Sea 7 = min(7}, Ton). Cuando s = 0 se sabe que E(X;) es constante en el tiempo,

por lo que se tiene

. . ; b; 1
Despejando se tiene que P;(X, = 2N) = 55. Cuando s > 0, b i d =5 5
Haciendo un poco de édlgebra se tiene que:
4 1 . 1—s5 1 —s ) .
l—s)—4+(1—-s)"'——=(1-53) 1—s) =(1-s) 4.6
(= e (=) = = (1= S0 () = (1), (46)

por lo que, en este caso, el valor de E[(1 — s)*t] permanece constante en el tiempo, por lo

tanto es una martingala. Usando el mismo argumento que antes:
(1—3s)" = (1—5)*"Py(X, =2N) + 1(1 — P;(X, = 2N)) (4.7)

Despejando se tiene:

(4.8)
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4.2 Seleccion en el modelo de Moran

En el trabajo de Durrett (6.1.2) [Durl0] también se da razén del tiempo antes de la

fijacién de algun alelo, el siguiente resultado ilustra esta idea.
Observaciéon. En el modelo de Moran con seleccion s > 0, conforme N — oo se tiene que

2
]El(T‘TQN < To) ~ glOQN (49)

an

— 1 conforme N — oo.
bn

donde an ~ by significa que

4.2.1. Convergencia a la difusion de Wright-Fisher

Considérese el modelo de Moran donde cada alelo de tipo A tiene una competitividad
(fitness) de 1 mientras que la competitividad del tipo a es 1 — s. Las mutaciones a — A
ocurren a tasa p; mientras que A — a ocurren a tasa po. Por simplicidad se asume que las
mutaciones ocurren durante la vida del individuo (es decir, no en el nacimiento), por lo que
agregando las tasas de mutaciéon a las tasas de transiciéon antes mencionadas se tiene:

1

i—i+1, atasa b; =(2N —i)(== + 1)

2N (4.10)
i—i—1, atasa d; =i((2N —1i)/(2N)(1 — s) + p2).

Teorema 4.2.2. (Convergencia del modelo de Moran a la difusion de Wright-Fisher)

El proceso de frecuencia Y; asociado al modelo de Moran con seleccion y mutacion con
tasas 4.10 converge a una difusion con p(x) = (1—z)B; —xfa+x(1—x)y y o*(z) = z(1—1),
donde x = ﬁ, Bi = Nu; yv= Ns y el proceso converge en el sentido de la convergencia de

los generadores.

Sea Y; la proporcién de individuos de el alelo A, para obtener la aproximacion a la difusion

primero hay que notar que si ﬁ = x entonces:
d 1 1 2N —1
—E(Y;) = — |2N — i) (== —1 1-— .
B = o |( gy t ) —il—5— (1 =)+ p2)
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4. SELECCION Y MUTACION

Haciendo ; = Nu;, vy v = Ns se tiene que el coeficiente de media para el proceso que corre

a tasa N es:
p(x) = (1—2)8; —xfy + z(1 — x)y. (4.11)

Para calcular el término de segundo orden (la varianza infinitesimal) hay que notar que

1 2
después de cada salto o bajada, (X; — x)* = <2N) , entonces:

d 1 i 2N — 1
—E(X, —2)* = 2N —i)(=— ' 1 :
C — 0 —i = tiene:
omo Uy, Mg, S yQN—xse lene:
a =E(X; - )2—*1 22(1 — z) + o(1)]
ar T T gy ert e ol

Por lo tanto, para el proceso que corre a tasa N el coeficiente de difusién es o?(x) = z(1 —x).
Al combinar los calculos se tiene nuevamente que el proceso de frecuencia converge a una
difusion cuyo generador infinitesimal es:

2

1 d d
Lf = §x(1 — x)ﬁf +[yr(1 =) + Bi(1 —x) — Bﬂ]%f‘ (4.12)

4.3. Modelo de Gonzalez Casanova-Spano

Para concluir el capitulo de seleccion, se presentard un modelo reciente (desarrollado
por Gonzalez-Casanova y Spano [GS18]) que incorpora una novedosa manera de entender la
seleccion, asi como liga el comportamiento de los modelos probabilisticos de seleccion con la
teoria de graficas aleatorias.

Se comenzard estableciendo un universo de 2NN individuos (para tener consistencia con

los modelos anteriores), los cuales podrén ser alelos de tipo a o A, a los alelos de tipo A
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4.3 Modelo de Gonzalez Casanova-Spano

se les denominara alelos ventajosos selectivamente. Para tener nocién sobre la "fuerza'de
la seleccién se empleard una distribucion geométrica de pardmetro ¢ (aunque en [GS18] se
generaliza a cualquier distribucién que este en NU c0). Las generaciones no se traslaparan y
el tamano de la poblacién sera constante a lo largo del tiempo (las unidades de tiempo son
las generaciones g € Z). La reproduccion de los individuos de la poblacién se lleva a cabo de

acuerdo al siguiente mecanismo:

1. ELECCION DE PADRES POTENCIALES: En cada generacién g, cada individuo i €
{0,...,2N} escoge, de forma independiente un nimero aleatorio K, ;y de padres poten-
ciales de entre los 2N individuos de la generacion anterior (g—1), donde Ky ;) ~ Geo(q).
La eleccion se hace de modo que dado K44 = k, el individuo 7 elegira a sus k padres
potenciales asignando k etiquetas independiente y uniformemente de modo aleatorio
entre {1,...,2N}. Sin embargo, la ancestria del proceso unicamente retendra la infor-
macion de los distintos padres potenciales elegidos por el individuo, es decir, los tipos de
alelo de los padres potenciales que hayan sido elegidos mas de una vez seran incluidos

en la ancestria una dnica vez.

2. ELECCION DE TIPO DE ALELO: Al inicio, (en la generacién g = 0, por ejemplo) los
tipos de alelo a y A son asignados de forma arbitraria, sea j el nimero de alelos de
tipo a y 2N — j el numero de alelos de tipo A. Para cada generacién subsecuente, cada
individuo serd de tipo a si todos sus padres potenciales son de tipo a, si al menos uno
de sus padres potenciales es de tipo A entonces serd de tipo A (pues A es el tipo de

alelo selectivamente ventajoso).

3. PADRES POTENCIALES CONTRA PADRE ACTUAL: Se dird que el padre actual del indi-
viduo 7 es el individuo con la primer etiqueta observada de todos los padres potenciales

del mismo tipo de i, el resto de padres potenciales se consideraran padres virtuales.
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4. SELECCION Y MUTACION

La dinamica de este modelo resulta ser muy sencilla, pues la ventaja selectiva de los alelos
tipo A ocasiona que sea suficiente con que un individuo presente entre sus padres potenciales a
un alelo selectivamente ventajoso para que herede su tipo, la naturaleza estocastica del modelo
viene dada por dos factores: el nimero de padres potenciales (mediante una distribucién
geométrica) asi como, dado el nimero de padres potenciales, la eleccion de estos mismos
(mediante un muestreo con reemplazo).

Con esta informacién se pueden realizar simulaciones, fijando valores de N. A continuacién
se presenta un algoritmo que permite crear g generaciones futuras dando como valores iniciales
el tamano de la poblacién, la proporcion de alelos, asi como el parametro de la variable
aleatoria k(g, 7). Este algoritmo no se dio en [GS18], por lo que es una de las aportaciones de

esta tesis.

Algorithm 6 Modelo de GC-S
Require: Valorde N, 5, qy g

Ensure: Matriz M donde cada columna sera una generacién del modelo.
1: Generar una matriz de dimensiones [g, 2V]
2: En la columna 1, asignar j entradas con a y 2N — j entradas con A de forma aleatoria.
3: forie2:¢gdo
4: forle1l:2N do

5: k <-variable aleatoria geométrica de pardametro q.

6: Generar k posiciones sin reemplazo de M[i — 1,2N].

7 Elegir k individuos de los [1:2N] de la columna anterior.
8: if Uno de los k individuos es A then

9: La entrada [ de la ¢ columna va a ser A
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10: else
11: La entrada [ de la ¢ columna va a ser a
12: end if

13: end for
14: end for

15: Return M.

4.3.1. Grafica aleatoria de Wright-Fisher

El nimero 3 del mecanismo de reproduccion es la liga que conecta este modelo con la
teoria de graficas. Es relevante tener una representacion grafica del modelo, pues se tienen
en el mismo espacio de probabilidad el proceso de frecuencias futuras de alelos, asi como el
proceso de ancestria de la poblacién.

Considérese el conjunto de vértices:
Von :==Z x {1,...,2N}.

Para cada vértice v = (g,1) € Van (cada vértice serd un par ordenado donde la coordenada z
corresponde a la generacién (g(v) = g) y la coordenada y a la etiqueta del individuo i(v) = 7).
Una arista se dibuja desde (g(v) — 1,1) hacia v en caso de que [ sea un padre potencial de v.
El conjunto Esyy de todas las aristas tendra entonces una naturaleza aleatoria y depende de

las siguientes variables aleatorias.

1. La coleccién K = (K, : v € Vay) de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas Q)2 , que indican el niimero de padres potenciales que elegira cada individuo

¢ en la generacién g.
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2. La coleccion L(K) = {L(v,l),L(M), ...,L(U7KU)}U€V2N, de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas de forma uniforme sobre {1,2,...,2N}, donde para
cada vértice v = (g,1), L, lista las etiquetas de todos los padres potenciales selecciona~

dos por el individuo ¢ en la generaciéon g.

Para cada vértice v, sea J, < K, el nimero de padres distintos que aparecen en L,;

ademads, sean L, = (L, 1, ..., Ly s, ) las etiquetas correspondientes.

Definicién 4.3.1. Grifica aleatoria de Wright-Fisher
Para todo N € N y Qap, la grafica aleatoria de Wright-Fisher con seleccion Qan depen-

diente de la frecuencia es la grafica con conjunto de vértices Von y conjunto de aristas:

Eon o= {{(g(v) = 1,Ly;),(g,0)} : j =1, ..., Jy,v = (g,1) € Van}. (4.13)

donde L, ; y J, son las que se definieron anteriormente.

4.3.2. Frecuencias de los alelos

Sin perdida de generalidad, se asigna a cada vértice de una generacion inicial fija g = 0
va sea el tipo a o el tipo A arbitrariamente. Se tiene entonces interés en la evolucién de las

frecuencias de los alelos tipo a. Sea

0, siwv esdetipoa
§(v) =
1, siwvesde tipo A.

Y con X, se denotard a la frecuencia de los individuos tipo a en la generacién g = 0,1, ...,

donde X, esta dada por:

2N __ 1
XN=1-o5 Y &) (4.14)
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4.3 Modelo de Gonzalez Casanova-Spano

Observacion. (Funcion generadora de probabilidad) Si X es una variable aleatoria discreta
tomando valores en los enteros no negativos, entonces la funcion generadora de probabilidad

de X esta definida como:

G(2) = E(2%) = D p(a)27,
=0
donde p es al funcion de masa de probabilidad de X .

Sea G,y () la funcién generadora de probabilidad de Q2. Considérese la funciéon dada

por:

pan(z) = P(§(v) = 0] X 1), = 2). (4.15)

g(v)—1

En la ecuacion anterior se tiene la probabilidad de que un vértice v sea de tipo a si la
frecuencia de los individuos de tipo a en la generacién anterior es x. De acuerdo al paso
2 del mecanismo de reproduccion (4.3), el evento de interés ocurre tinicamente si todos los
padres potenciales de v son de tipo a. Como (K,) es una secuencia de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, la probabilidad en 4.15 no depende de v, y como

los valores de las coordenadas en L, no dependen de K, entonces se tiene:

pon () = ZP(é(g(v) —1, L) = 0 para todo j < K, K, = :c|X§(]X)71 =)
b (4.16)
=Y =" Qan(K, = k) = G,y ().
k=1

Con base en lo anterior, y usando el hecho de que la eleccién de padres potenciales por

parte de los individuos se realiza de forma independiente se tiene el siguiente resultado.

Observacion. En una grifica aleatoria de Wright-Fisher con pardmetro de seleccion Qay,

el proceso de frecuencias de los alelos tipo a (X;N : g € N) evoluciona como una cadena de
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4. SELECCION Y MUTACION

[2N] = {0 12 2N—1

Markov homogénea con espacio de estados N SN AN N

1} con probabilidades

de transicion dadas por:

m 2N m
PO = el =) = (2 ) G (0701 = Gy (),

|2N|
=0,1,2,....2N, dawe 1
m para caaa x 2N

Ejemplo 4.3.2. (Qan con distribucion geométrica.)

Con la eleccion
Qon(K, >m) = Sivtm=1,2, ...

para algin Son > 0 (distribucion geométrica), la funcién generadora de probabilidad poy se

convierte en:

_ (1 — son)
1—1‘—|—£E(1—$2N).

pan ()

Asi se tiene que el proceso de frecuencias de la grafica (Van, Fan, Qan) coincide con el modelo

clasico de Wright-Fisher con coeficiente de seleccion débil Soy .
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Capitulo 5

Matraca de Muller

En este capitulo se estudiara un fenémeno que se presenta en poblaciones asexuales por
efectos de la mutacion. Las siguientes secciones estan basadas en Etheridge, Pfaffelhuber y
Wakolbinger [EPWO09].

La ausencia de recombinacion en los organismos que tienen una reproducciéon asexual
suele presentar una acumulacién de mutaciones negativas (aquellas que, de algin modo,
empeoran el tipo de los alelos) en los individuos. Estas mutaciones pueden llegar a un punto
donde la clase (o tipo) de los individuos originales se pierde (en otras palabras, el tipo de los
individuos mutados es fijado). Una vez que el individuo menos mutado acumula al menos una
mala mutacion, no habra individuos con menos mutaciones. A este fenémeno se le conoce
como matraca de Muller (Muller ratchet en inglés), en honor a Hermann Joseph Mullerr.

Desde 1932 [Mul32], Muller hablaba sobre las ventajas de la reproduccién sexual sobre la
asexual y en 1964 [Mul64] acuné el término ratchet a este fenémeno por su similitud con el
funcionamiento de una matraca, pues una vez que se presenta el fenémeno, es decir, se pierde
la clase original de los individuos, ya no se podra recuperar ese tipo. Entonces se dice que la
matraca hace click.

Una de las preguntas naturales que surgen luego de presentar el Muller’s Ratchet es:
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5. MATRACA DE MULLER

. Cuantas generaciones le tomara a una poblaciéon perder su mejor tipo actual? O lo que es
equivalente, ;cudl es la tasa de la matraca de Muller?
Se va a estudiar este fendmeno usando un modelo de graficas aleatorias utilizando muta-

cién.

Observacion. Tradicionalmente se ha estudiado este fendmeno usando el modelo de John

Haigh. Para mads detalles de este modelo se puede consultar el anexo A.1.

5.1. Matraca de Muller en un modelo de graficas alea-
torias

Para esta seccion se introducird un nuevo modelo, en el cual se usara la seleccién como
en el modelo presentado en [GS18] y se agregard mutacién con el propésito de estudiar la
tasa de la matraca de Muller. Se comenzara primero dando una explicacién sobre como se
realizara la mutacién y posteriormente se dara una definiciéon formal.

Considérese una poblacién constante de /N individuos, las generaciones no se traslapan y
en la generacién inicial (digase, g = 0) se tiene que todos los individuos son del mismo tipo
0 (en este modelo sera mas util denotar los tipos por nimeros). Cada individuo nuevamente
serd un nodo (aunque también puede pensarse como un elemento de una matriz, donde cada
columna serd una generacién) de la gréfica aleatoria, y se tendran aristas con los padres
potenciales.

Para determinar el tipo de los individuos de la siguiente generacién (por ejemplo, g = 1),
cada individuo escogera un nimero aleatorio k de padres potenciales, donde k sigue una
distribucién geométrica (1 —s) y s es el parametro asociado a la seleccién. Después, de entre

todos los individuos de la generacién anterior elegirdn k individuos especificos de manera

o4



5.1 Matraca de Muller en un modelo de graficas aleatorias

uniformemente aleatoria y tomara el tipo del (o los) padre(s) que tenga(n) el menor tipo.
Una vez que se tiene el “tipo inicial” del individuo en la nueva generacién, este podra mutar,
es decir, su “tipo definitivo” estara determinado como el tipo inicial mas una variable aleatoria
Bernoulli de pardmetro p, donde p se llamara parametro de mutacion.

Como se hizo en el modelo de GC-S, se consideraran las siguientes variables aleatorias

para definir la grafica aleatoria asociada a este modelo:

1. La coleccién K = (K, : v € V) donde Vy es el conjunto de todos los vértices (Viy :=
ZXN), K, sigue una distribucién geométrica de parametro (1 —s) que indica el nimero

de padres potenciales que elegira el individuo ¢ en la generacion g.

2. La coleccion L(K) = {Ly 1, Ly, ..., Ly k, } de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas de forma uniforme sobre N, donde para cada vértice v = (g, 1),

L, almacena las etiquetas (posiciones) de todos los padres potenciales de 1.

Ademas, para cada vértice v, J, < K, es el nimero de padres distintos que eligié el individuo
¢ en la generacién g, mientras que [:v = {ﬂv,l, ey j}u 7.} son las posiciones correspondientes.

Una forma matemética de expresar la mutacion en este enfoque es considerando { M, },ev
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Bernoulli(x). Entonces consi-
derese a v = {v € V : M, = 1}. Estas son las variables asociadas a la mutacion del individuo
del vértice v.

Asi, se puede definir a T, := {“Camino del vértice v a la generacién 0”.}, y al tipo v como

py = Wf{|7 N v|}rer,.

Definicién 5.1.1. Modelo de seleccion y mutacion en grificas aleatorias
La grifica aleatoria del modelo de seleccion y mutacion en grificas aleatorias estd dada por

(Vn, En,vn), donde V,, es el conjunto de vértices, Ey es el conjunto de aristas, vy representa
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5. MATRACA DE MULLER

la mutacion de los individuos mediante su tipo particular p,. Sea v = (g,1, py).

Ex = {{((g(v) — 1,LU7j,prv’j),v)} cg=1,...,Jvu,v € Vx} (5.1)
YIZW- y J, son las que se definieron anteriormente.

Entonces, se dice que la matraca de Muller hara “click” en este modelo en aquella gene-
racién ng en la que no queden individuos del tipo inicial, es decir, todos los individuos de la
generacion ng habran heredado al menos una mutacién, y nuevamente a causa de la falta de

recombinacion o mutaciones favorables heredaran esas caracteristicas a toda su descendencia.

5.1.1. La tasa de la matraca de Muller

Para tener idea de como se comportaba la matraca de Muller en este modelo se usé el

algoritmo 7.

Algorithm 7 Modelo de seleccién y mutacion en gréaficas aleatorias
Require: Valorde N, j,qv g

Ensure: Valor ¢ de niimero de generacion en la que hizo click la matraca.
1: Generar una matriz de dimensiones [g,2N], hacer c =1, my =1, i = 2.
2: En la columna 1, asignar las 2N entradas con 1.

3: while m; < 2 do
4: forle1l:2N do

5: k <-variable aleatoria geométrica de parametro 1 — s.
6: Generar k posiciones sin reemplazo de M[i — 1,2N].

7 Elegir k individuos de los [1:2N] de la columna anterior.
8: Hacer mg al menor tipo de los k individuos.

o6



5.1 Matraca de Muller en un modelo de graficas aleatorias

9: v<-variable aleatoria bernoulli de parametro pu.
10: La entrada [ sera de tipo mg + v

11:  end for

12:  Hacer my al valor minimo de la columna .

13:  if my = 1. then

14: c=c+1l,i=i+1.

15:  end if

16: end while

17: Return c.

Es posible usar el algoritmo 7 para obtener un estimador 6 de Monte Carlo crudo del
tiempo en el cual hace click la matraca de Muller, en este contexto se define a X como la
variable aleatoria asociada a la tasa de la matraca y a 6 como su media, entonces § = ?zl’z’
donde las z; se obtendran por medio de simulaciones. En el desarrollo de este trabajo no se
logro llegar a una forma analitica de 6, pero se tiene la intuicién de que esta relacionada con
la distribucién geométrica de parametro f(n,s, ) dependiente del tamanio de la poblacién,
el coeficiente de seleccion y/o el pardmetro de mutacién.

Se hizo una simulacién usando un tamafio de poblacién pequeno (n = 30), se presentan

los valores de 6 para distintas combinaciones de X y u en la tabla 5.1.
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5. MATRACA DE MULLER

Tabla 5.1: n = 30 individuos, estimacion del tiempo en el que hace click la matraca de Muller

§=001 s=01 s=02 s=03 s=04 s5=05 s=06 s=07 s=08 s=09 s=1
p=0.01 21628 51255 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000
n=0.1 39.54 62.91 184.75 6001.3 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000

=02 23.02 27.45 40.35 85.36 619.3 13510 > 10000 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000
n=0.3 16.3 17.97 22.24 30.4 49.98 354.1 19425 > 20000 > 20000 > 20000 > 20000
n=04 12.33 12.36 14.49 16.92 23.81 46.79 248.33 15923 > 20000 > 20000 > 20000

n=0.5 9.16 9.63 10.71 11.71 14.28 19.56 33.4 182.48 7194 > 20000 > 20000

=06  6.86 7.3 8.13 8.46 9.59 1153 1409 3038 19378 17319 > 20000
p=07 564 5.92 6.14 6.39 6.88 7.72 8.34 1253 2253 530.67 12834

n=08 423 4.35 4.52 467 4.92 5.18 5.9 6.68 8.36 21.81  555.58

p=09 329 3.26 3.12 3.2 3.25 3.34 3.57 3.9 3.96 477 16.99

=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Se pudo observar que conforme va creciendo la seleccion, la mutacion deja de influir y
la matraca tarda mas tiempo en hacer click, por otro lado, hay que recordar que si u = 0
entonces la matraca nunca hara click, pues nunca habra mutaciones. Ademaés, el tamano de la
poblacién también debe considerarse, ya que una mayor poblacién le da a los individuos mas
opciones al momento de elegir a sus padres potenciales, aunque opera maés en el sentido de
un parametro de escala, mientras que la seleccion y la mutacién influyen como un parametro
de forma.

Luego de notar que en los casos en los que la seleccién es alta y la mutacion baja la
matraca podria tardar mucho (més de 20000 generaciones) en hacer click. Se hicieron las
siguientes simulaciones para valores bajos de seleccion (s =0y s = %) Asi como para valores

de mutacién altos: (0.50,0.55,0.60, 0.65,0.70,0.75,0.80,0.85,0.95, 1).
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5.1 Matraca de Muller en un modelo de graficas aleatorias

Matraca de Muller en
ausencia de seleccién

20-

Individuos

iy
o
'

2000
1500
1000
500

Generaciones
-
(=}
;

0- \ | | I |
05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Mutacién

Figura 5.1: Tiempo en hacer click la matraca de Muller, s = 0

Con seleccién baja se pudo observar que conforme aumenta el tamano de la poblacion,
aumenta también el valor del tiempo en el cual la matraca de Muller hace click, esto se debe
a que al aumentar el nimero de individuos hay méas oportunidad de elegir a un ancestro
que no ha mutado, aunque, conforme aumenta la mutacion va decreciendo el valor de dicho

tiempo.

Matraca de Muller con
seleccién baja
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Figura 5.2: Tiempo en hacer click la matraca de Muller, s = %
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5. MATRACA DE MULLER

Tras repetir el mismo ejercicio, pero ahora con seleccién baja (ver figura 5.2), se puede
notar que las tendencias de las graficas son concordantes con las de la primera simulacion.

Si se considera el caso neutral (es decir, s = 0) se puede tener una intuicién méas para el
comportamiento del tiempo en el cual hace click la matraca de Muller. En cada generacion,
cada individuo elegira a un tinico padre potencial y dependiendo del resultado de su Bernoulli
asociada podria mutar o no. Esta dindmica es practicamente un modelo de Wright-Fisher
con mutacién, y por lo tanto se puede definir el siguiente proceso de conteo.
Definicién 5.1.2. (Proceso de frecuencias para el modelo de mutacion en grificas aleatorias)
Si se tiene s = 0, y se denota a v = % como la frecuencia de individuos sin mutar, entonces

Xy es el proceso de frecuencia que indica el niumero de individuos que no han mutado en la

poblacion en la generacion g vy
Binomial( N, p)
N

(Xg|Xg1 =) ~ (5.2)
donde p = x(1 — p).

La razén de dividir por N la distribucién Binomial del proceso es que se busca tener
un proceso de frecuencias. Por otro lado, el valor de p se obtiene porque, dado que si en la
generacion anterior la frecuencia de los individuos sin mutar era x, entonces se necesita elegir
alguno de esos individuos y que no haya mutacién (1 — p).

El uso del proceso anterior cobra importancia al calcular su esperanza, considerando el

caso en el que se estd en la primera generacion:
1
E.(X;) = NNm(l — ).
Para la segunda generacion:
Eo(X2) = Eo[Ex, (X1)] = Eo[X1(1 — )]

= (1= wE(X1) = (1 = p)x(1l — p) = x(1 — p)?
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donde X] es una realizacién independiente del proceso dado por 5.2.
Se puede intuir cual serd el valor de la esperanza de (X,| Xy = ), se procedera usando

induccion:
Supéngase que: E,(X,) = z(1 — p)?

Usando las ecuaciones de Chapman Kolmogorov y la propiedad de torre de la esperanza

condicional:
E.(Xy11) = E,[Ex, (X])]

=B (Xy(1 = p))

(5.3)
= (1= p)Es(Xy)
= x(1 — p)st.
Por otro lado, considérese la desigualdad de Markov:
Observacion. (Desigualdad de Markov)
Si X es una variable aleatoria no negativa, entonces
E(X
P(X >a) < ( ) (5.4)
a

Usando el valor de la esperanza 5.3 y la expresion de 5.4 se tiene lo siguiente: se considerara
x = 1, pues en el modelo desarrollado en esta seccién se empieza sin individuos que hayan

mutado en la primera generacién:

Py(X, > 0) = Py(X, > Jb) < E(‘fg) = (1 - p)N.
N

El paso de la primera a la segunda igualdad es inmediato, ya que el espacio de estados

de Xges E={0,~,%,....1}.
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5. MATRACA DE MULLER

— log(rN
Finalmente, si se toma ¢ = g = g(r) y se sustituye en el resultado anterior se

~ log(1—p)
obtiene la siguiente cota:

P1(X; > 0) < exp (glog(l — )N = exp (~ log(Nr))N = ©

Con lo que se concluye que el tiempo en el que la matraca de Muller hace click esta acotado
por un término de orden (log(NV)), en el caso en el que no hay seleccién. Con seleccién el

orden es mayor.

5.1.2. Posibles variaciones

Aunque en este trabajo se ha limitado el estudio de la matraca de Muller a casos donde la
poblacién es constante y las mutaciones positivas no existen, se sugiere realizar los siguientes

cambios para posteriores estudios:

= Para tener un modelo en poblaciones dindmicas cada individuo actual ¢ tendra un
nimero de descendientes d aleatorio (con pardmetro s;, es decir, cada individuo tendra
una diferente resistencia selectiva), donde todos heredaran el tipo de su padre y mutaran

de acuerdo a una Bernoulli(u).

= Para tener un modelo con mutaciones positivas y poblacion constante basta redefinir
la variable asociada a la mutacion de modo que valga 1 con probabilidad © y —1 con
probabilidad 1 — u. De este modo incluso se podria mejorar el tipo original de los

individuos cuando algin descendente tuviera un tipo negativo.

Otro pregunta que quedara abierta serd una expresion analitica para la tasa de la matraca
de Muller, pues este trabajo se limité a definir el modelo y estudiar el fenémeno desde un

punto de vista computacional.
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Capitulo 6

Discusion

El objetivo de este trabajo fue estudiar la matraca de Muller, en especial el tiempo en el
que tarda en hacer click la matraca, pues es una de las preguntas que siguen abiertas en el
area de dindmica de poblaciones (ver [EPWO09]). Para esto, primero se revisaron los modelos
clasicos de deriva génica, un fenémeno poco conocido por los estudiantes de actuaria, y
que puede ser util para proporcionar una multitud de ejemplos en un curso de Procesos
Estocasticos 1.

El modelo propuesto 5.1.1 incluye una dindamica de deriva génica Wright-Fisher e incor-
pora una selecciéon natural basada en el modelo de Gonzalez-Casanova y Spano 4.3. Por otro
lado la mutacién se incorpor6 usando una variable aleatoria Bernoulli.

Los pasos que llevaron a proponer el modelo 5.1.1 fueron: seleccionar una dindmica de
deriva génica (en este caso, se tomoé una dindmica discreta), incorporar una seleccion basada
en graficas aleatorias, e idear una forma sencilla de representar la mutacion.

Una de las complicaciones que surgieron durante el proceso de aprendizaje de los modelos
de deriva génica fue, dada una nueva generacion, el identificar los cambios que habia sufrido
y saber si se debian a la seleccién, a la mutacién, o simplemente a la deriva génica. Esta

complicacion se superd al abordar el problema de forma computacional, pues hubo claridad
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desde el inicio en que parametros causan las variaciones en los valores que toma el proceso,
al revisar los resultados de las simulaciones.

Al final, dicha intuiciéon no fue suficiente para obtener una expresion analitica cerrada
para el tiempo en el que la matraca hace click.

De cualquier forma, la aportacién de esta tesis fue presentar el modelo 5.1.1 y su imple-
mentaciéon computacional, que permiten tener una aproximaciéon de como afectan al com-
portamiento de la matraca los distintos parametros del modelo. Por otro lado, se hizo un
pequeno calculo que permite encontrar una cota del tiempo en que hace click la matraca de

Muller para el caso neutral.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Matraca de Muller usando el enfoque de Haigh

A continuacion, se presentara el analisis de la matraca de Muller realizado por John Haigh

en [Hai78].

A.1.1. El modelo

En su articulo, Haigh bas6 su andlisis en el modelo de Wright-Fisher (que se presento en

la seccién 3.1), con los siguientes supuestos:

» La resistencia relativa de un individuo con k mutaciones desfavorables serd (1 — s)*,

con s > 0.
» Cada individuo recibird nuevas mutaciones desfavorables a tasa A por generacion.
= El ntimero real de nuevas mutaciones sigue una distribucion Poisson con media .

Definicién A.1.1. Proceso de conteo del Modelo de Haigh
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Considere una poblacion de tamano N, donde cada individuo tendrd un tipo i > 0, st
Xi(t) es el nimero de individuos en la generacion t que tienen eractamente k mutaciones
y sea X(t) = (Xo(t), X1(t),...), entonces la distribucion de X(t + 1) serd multinomial con
parametros N y {px(t),k = 0,1, ...} donde:

pult) =2 Xy S e
= (A1)
T,(t) :ZXi(t)(l—s)", (r=1,2..).

Il
o

]

Por otro lado, considérese la distribucién m = (g, 71, ...), 7 serd estacionaria si satisface:

k .
. A

T = NZW}C,](l — S)ki]eXp(—)\)ﬁ
j=0 J:

donde T = Y22, n;(1 — s)°. De la ecuacién anterior, si se toma k = 0 se puede ver que

N —A
T = 7me>;p()) por lo tanto (y si mo # 0), T'= Nexp (=) y la ecuacién A.1 se reduce
a:
k bmi )\j
Wk:Z’iTk_j(l—S) F
7=0
,o. ., 7T09k A 00
para k = 0,1,2, ... cuya unica solucién es m, = e con § = 2, como N = 3772, la
unica distribucién estacionaria con my > 0 es:
N —0)6*
T = ekaf‘), (k=0,1,2,..). (A.2)

Sin embargo, Haigh establece que su modelo sugerido tiene una desventaja, pues de acuer-
do a las transiciones presentadas en A.1, y a que E(X(t + 1)|X(t)) = Npi(t); pero se tiene
que puede llegar a ser complicado encontrar analiticamente la distribucion teérica de X (t+1)

cuando X(t) no esta cerca de la distribucién estacionaria
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A.1.2. Analisis de la matraca de Muller

Ahora, considérese una poblacién que inicia en el equilibrio establecido en la ecuacién
A.2. Como cada clase tiene un nimero entero de miembros, sea X (0) el entero mas cercano
a g, y supéngase que my = N exp(—60) > 0.5, por lo que Xy(0) > 1. Entonces se tiene que

Ty(t)
Ti(t)

BT+ DX(0)] = 3 Npe(t)(1 - )" = Nexp(-2s)

De forma similar, se tiene que

vma+mmm=NmM4MKwMM5§2—%g>

Al expandir los cocientes de la diferencia final como una serie de potencias en s, se obtiene:
V[Ty(t + 1)|X(t)] = N exp(—2As)(s*(A + o*(t)) + O(s%)

donde o%(t) es la varianza asociada a una variable aleatoria que toma el valor k& con proba-

bilidad Xf\;t), para k € {0,1,...}. Sin embargo, como E(X(t)) = 7 = N exp (—9)% se tiene

que 02(t) ~ 6. Por lo tanto:
V[Ty(t + 1)|X ()] ~ N exp(—2As)(As(1 + s) + O(s*)).
Y usando un argumento similar:
E[Ti(t + 1)|X(t)] ~ N exp(—As).

Estas dos ultimas expresiones muestran que, cuando se tiene un tamano de poblacion N
grande y un coeficiente de seleccién s pequeno, la esperanza de Tj(t + 1) supera por mucho

su desviacién estandar, entonces 77 (t) cambia lentamente, y por lo tanto permanece cercana

Ty (t)
N

a N exp(—A\) por un largo tiempo. La interpretacién de T} (t) es sencilla, ya que es la

resistencia media de la poblacion en la generacion ¢.
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Sea Cj la clase cuyos individuos no tienen ninguna mutacion desfavorable. Ademas, el
tamano del resto de clases C;, C5 esta también gobernado por la multinomial presentada al
inicio de esta seccién, pero las probabilidades {px(t)} estdn cambiando en cada generacion, y
por lo tanto, el tamafio de C; en la generacion en la cual Cy se pierde tiene una distribucion
dificil de calcular, aunque su media sera cercana al valor original de ;.

Supongase que Cf se pierde en una generacion ty, y que, para t > k, k > 0, se denota a

Y (t) como Yi(t) = Xpq1(t + to). Asi, se tiene el resultado principal de Haigh:

Teorema A.1.2. (Teorema de Haigh)

Siy(t) = (1—s)t y my(t) = Ty (1 -

(L= (") )
T—exp (—07(1) )

T, T, ... ) ~ ma(8). (A.3)

E(Yk(wlY(O) 1 ep(—0)

Los valores de m son los mismos que se definen en A.2.

Haigh argumenta que en el momento en el que Cj se pierda, el tamafio medio de C; sera
cercano a m; para cualquier ¢ dado, y esa es su justificacion para usar el teorema anterior con
el propésito de examinar el patrén de comportamiento de { X (t)} después de la generacién

to.

—log 6

——. bnt
Tog(1 — s) ntonces

Corolario A.1.3. Sea 7 el entero mds cercano a

Ty, T2, .

1. E(Y(n)Y(0) = 1= exp(—0)

) ~ 1.6 para k pequena.

2. E(Uy(7)) ~ W donde Uy (u) = 2, Yi(u)(1 — s)*.
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A.2. Coébdigos de simulacion

A.2.1. Analisis del Modelo de Wright Fisher

A continuacién se presenta el cddigo de [Stel6] usado para generar la figura 3.1.

library(ggplot2)

library (dplyr)
library(tidyr)
library(viridis)

# data.frame a ser llenado

wf_df <- data.frame ()

# tamanios de poblacion

sizes <- ¢(10,50, 100, 1000, 5000)

# frecuencias iniciales

starting_p <- c(.01, .3, .6, .99)

# no. de generaciones

n_gen <- 100

# no. de repeticiones por simulacion

n_reps <- 50

# correr las simulaciones

for (N in sizes){
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for(p in starting_p){
pO <-'p
for(j in 1:n_gen){
X <- rbinom(n_reps, 2*N, p)
p <- X / (2x%N)
rows <- data.frame(replicate = 1:n_reps, N = rep(N, n_reps),
gen = rep(j, n_reps), p0O = rep(p0, n_reps),
p = p)

wf _df <- bind_ rows(wf_df, rows)

# graficando

<- ggplot(wf_df, aes(x = gen, y = p, group = replicate)) +

o

geom_path(alpha = .5) + facet_grid(N ~ p0) + guides(colour=T)

A.2.2. Modelo de seleccion y mutacion en graficas aleatorias
El siguiente co6digo genera una trayectoria del modelo considerando los parametros:
1. g: nimero de generaciones.
2. n: tamano de la poblacion.

3. s: coeficiente de seleccién.
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4. p: coeficiente de mutacion.

MSG = function(g=10,n=25,s=.5,mu=0.5){
a=matrix(0,n,g)
l=matrix(0,n,g)
mut=matrix(0,n,g)
cont=1
al,1]l=rep(1,n)
for (k in 2:(g-0)){

x=(rgeom(n,1-s)+1) #Padres potenciales de cada individuo.

for (i in 1:m){
temp=x[1i]
b=sample (as.numeric(al,k-1]),temp,T,NULL)
#Eleccion de los padres potenciales (sus posiciones.)
z=min (b)
#Eleccion del padre actual
1[i,k]=sample(which(al,k-1]1==2z),1)
u=rbinom(1,1,mu) #Hay mutacion
mut [i,k]=u

ali,k]=z+u #si TRUE, se suma.

}
minimo=min (as.numeric(al,k]))

if (minimo==1){cont=cont+1}
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}
res=1list (Matriz=a,Muller=cont)

return (res)

A.2.3. Matraca de Muller en el modelo de seleccion y mutacién

en graficas aleatorias

Para el analisis de la matraca de Muller se modificé el algoritmo anterior para que se
detuviera cuando la matraca hiciera click por primera vez, posteriormente se realizé la funcién

que estimo la tasa de la matraca de Muller usando Monte Carlo crudo.

MSG1 = function(n=25,s=.5,mu=0.5){
cont=0
minimo=1
cond=0
k=2
uno=rep(1,n)
dos=rep(1,n)
cero=rep(0,n)
a=cbind (uno,dos)
l=cbind (cero,cero)
mut=cbind (cero,cero)

colnew=0

while (cond==0){

x=(rgeom(n,1-s)+1) #Padres potenciales de cada individuo.
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for (i in 1:mn){
temp=x[1i]
#Eleccion de los padres potenciales (sus posiciones.)
b=sample (as.numeric(al,k-1]),temp,T,NULL)
z=min (b) #Eleccion del padre actual
u=as.numeric (rbinom(1,1,mu)) #Hay mutacion
colnew[i]l=z+u #Se suma.

}

a=cbind(a, colnew)

minimo=min (as.numeric(al,k]))

if (minimo == 1){
cont=cont+1
k=k+1

colnew=0

}
else{cond=1}
}
a=al,-1]

a=al,-ncol(a)]
colnames (a) <- NULL
res=1list (Matriz=a,Muller=cont)

return (res)

MontecarloMSGMean<-function(n,s,mu,t){
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b=rep(0,t)

for (i in 1:t){
temp=MSG1l(n,s,mu)
bl[il=temp$Muller

}

return (mean (b))
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