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Introduccion

Una familia de polinomios ortogonales es una sucesion de polinomios (py,(x))
donde el grado de p,(z) es n y po(z) # 0, que cumple con

neN

/bpn(x)pm(af)w(x)da: = K,0mn con K, #0.

Donde w(x) es una funciéon positiva sobre el intervalo (a, b).

Encontrar familias de polinomios ortogonales (pn()),cy que satisfacen
ecuaciones diferenciales de la forma:

k
D fi@)p) (@) = Aapa(2), (0.0.1)
=1

para el caso continuo, o ecuaciones en diferencias del tipo:

Zfl(x)pn(m +1) = \upn(z), s<m, (0.0.2)

l=s

para el caso discreto, donde cada f; es un polinomio, es un problema con més
de dos siglos. Aunque los primeros ejemplos aparecieron a finales del siglo
XVIII, no fue hasta el siglo XX cuando se demostraron los resultados mas im-
portantes. Uno de estos resultados se debe a Salomon Bochner, que en 1929
[3] clasifico todas las familias de polinomios que satisfacen (0.0.1), cuando
k = 2. Determin6 que las unicas familias ortogonales con respecto a una me-
dida positiva sobre la recta real son las familias clasicas de Hermite, Laguerre
y Jacobi. Luego, en 1940 [16], H. L. Krall clasifico todas las ecuaciones de la
forma (0.0.1), con k = 4, que tienen como solucién una familia de polinomios
ortogonales. Aunque posteriormente se descubrieron otros ejemplos de poli-
nomios ortogonales que satisfacen (0.0.1) con k& > 6, la clasificacion completa
todavia es un problema abierto. Una técnica comin que se usd para generar
estos ejemplos fue anadir deltas de Dirac a los extremos del soporte de la
medida de ortogonalidad de las familias clasicas continuas.

Para ecuaciones en diferencias de la forma (0.0.2) O. E. Lancaster en 1941
[22], clasifico todas las familias de polinomios ortogonales que las satisfacen,
cuando el orden es 2; es decir con s = —1 y r = 1. Encontré que las tnicas
familias ortogonales con respecto a una medida positiva sobre los enteros son



las familias clasicas de Charlier, Krawtchouk, Meizner y Hahn. Sin embargo,
no fue hasta 2012 [6] que Antonio J. Durén encontré los primeros ejemplos
de polinomios discretos que satisfacen (0.0.2) con orden mayor o igual a 4.

La dificultad de hallar estos nuevos ejemplos se debe a que lo que se conoce
para el caso continuo ha sido de muy poca ayuda. El agregar deltas de
Dirac a pesos asociados a las familias clasicas discretas parece no funcionar.
Respondiendo a la pregunta planteada por R. Askey en 1991, H. Bavinck,
H. Van Haering y R. Koekoek [1] 2] estudiaron polinomios ortogonales con
respecto a los pesos de Charlier y Meizner junto con una delta de Dirac
en 0 y encontraron que estos satisfacen ecuaciones en diferencias de orden
infinito. Es por ello que durante muchos anos estas nuevas familias fueron
desconocidas.

El proposito de este trabajo es presentar un método para construir suce-
siones de polinomios ortogonales que satisfacen ecuaciones diferenciales o en
diferencias de orden superior. Este método fue introducido en 2013 por A. J.
Duréan [7] y esta basado en el concepto de D-operador asociado a un algebra
de operadores A y a una sucesién de polinomios (p,()),,cy. Usando esta he-
rramienta, a partir de una familia de polinomios ortogonales (p,(z)),cy e
construye una nueva sucesion de polinomios (g, (z)),,cyy como una combina-
cion lineal de dos polinomios consecutvios pp(z); ¢n () = pp () +Pppn—1 (),
Bn € R. Estos seran eigenfunciones de operadores en diferencias o diferen-
ciales de orden mayor a 2 y ortogonales con respecto a cierta medida

El texto estd dividido en dos capitulos. En el primer capitulo se definen
las sucesiones de polinomios que son ortogonales con respecto a un producto
interior ponderado por una funcién peso positiva. Se abarcan las nociones
més basicas de la teoria general de estos polinomios: relaciéon de recurrencia,
su expresion como determinantes, etc. A continuacion se clasifican las fami-
lias de polinomios ortogonales que satisfacen (0.0.1) para orden 2. Estas se
conocen como las familias clésicas de variable continua: Hermite, Laguerre
y Jacobi. También en este primer capitulo se da una clasificacién de todas
las familias de polinomios ortogonales discretos que satisfacen una ecuacion
en diferencias de segundo orden de la forma (0.0.2). Estas familias se co-
nocen como las familias clasicas de variable discreta y son cuatro: Charlier,
Krawtchouk, Meizner y Hahn.

El segundo capitulo comienza con una revision histérica que refleja el pro-
blema de hallar familias de polinomios ortogonales que sean eigenfunciones
del operador diferencial (0.0.1) y su analogo discreto (0.0.2). En esta parte



también se enuncian los resultados més importantes, demostrados en el siglo
pasado, que han resuelto parte del problema. También se presentan algunas
de las técnicas usadas para construir sucesiones de polinomios ortogonales
que satisfacen (0.0.1).

A continuacion, se introduce el concepto de D-operador asociado a una
sucesion de polinomios (pp()),,cy ¥ un algebra A de operadores, que acttian
sobre el espacio vectorial de los polinomios P. El objetivo es mostrar que
este concepto es una valiosa y novedosa herramienta para generar familias de
polinomios que son eigenfunciones de operadores diferenciales o en diferencias
de orden mayor que 2. Este método consiste en lo siguiente: se inicia con
una familia de polinomios (p,(z)),cy, de variable discreta o continua, y
un algebra A de operadores, cuyo dominio es el espacio vectorial de los
polinomios P. Se asume que los polinomios, (pn(x))neN, son eigenfunciones
de cierto operador D, € A. Se denota como (6,),cy la correspondiente
sucesion de eigenvalores, es decir Dy (pp(x)) = Oppn(z), n > 0.

Usando el concepto de D-operador y con la ayuda de cierto polinomio
arbitrario P» - ver Lema 2.2.1 y Lema 2.2.2 - se construye una sucesiéon de
nimeros (fn),cn, ¥ se define una nueva sucesion de polinomios (¢, (x)),,cn
como: qo(z) =1y

qn(x) = pn(x) + ﬁnpn—l(*x)v n > 1.

Para cada eleccion de P, este método proporciona un nuevo operador,
D, € A de orden mayor que 2, para el cual los polinomios (g,(x)),,cy son
eigenfunciones. Aunque en principio la sucesion de polinomios (g ()),,cx DO
tiene por qué ser ortogonal con respecto a una medida, para cierta eleccién
de P, existe una medida respecto a la cual los polinomios (¢, (z)),,cy van a
ser ortogonales.

El capitulo 2 se completa aplicando este método de los D-operadores,
primero a los polinomios clasicos de variable discreta -Charlier, Meixner,
Krawtchouk y Hahn- y luego a los de variable continua -Laguerre y Jacobi-.
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Capitulo 1

Polinomios ortogonales clasicos

En este capitulo se definen los polinomios ortogonales y se presentan di-
ferentes maneras de construirlos. También se introducen las familias de po-
linomios ortogonales clasicos, tanto de variable continua como de variable
discreta. Dichas familias surgen como las eigenfunciones polinémicas de ope-
radores diferenciales o en diferencias de segundo orden, que son simétricos
con respecto a cierto producto interior.

1.1. Preliminares

Una sucesion de polinomios (P, (z)),2, donde el grado de P,(x) es n y
Py(x) # 0, se dice ortogonal sobre un intervalo (a,b) con respecto a una
funcion peso w(z) > 0 si

b
/ P, (z) Py (x)w(x)de =0 para m#n

b
/ P2 (z) w(z)dz # 0.

a

En caso en que el intervalo (a, b) sea no acotado, ademas pediremos que se
cumpla que los momentos

b
,un:/ z"w(zx)dr para n=0,1,2,... (1.1.1)
a

6



Preliminares Capitulo 1

sean todos finitos. Consideremos ahora el espacio vectorial L2, el conjunto

de las funciones que cumplen con
b
/ £ (2)Pw()dz < oo.
a
Sobre éste se define el siguiente producto interior:

b
(f,g)z(f,g)wz/ f(x) g(z) w(z) de.

De aqui en adelante, para referirnos a una “sucesion de polinomios ortogo-
nales” simplemente escribiremos SPO. Si (P, (z)),~, es una SPO que cumple
que para toda n, (P,, P,) = 1, decimos que la sucesion de polinomios es or-
tonormal y para este caso tenemos que

(PTL7 Pm) = 5mn
Para el caso general se cumple
(P, Pp) = Ky, donde K, # 0,

donde 6,,,, es la delta de Kronecker.
Teorema 1.1.1. Sea (P,(x)),., una sucesion de polinomios, entonces las
siguientes son equivalentes

a) (Pn(x));—, es una SPO.

b) (7 (z), Pu(x)) =0 para todo polinomio w(x) con grado m < n mientras
que (m(x), Py(x)) #0 si m =n.

c) (2™, Py(x)) = Knmn donde K, #0, m =0,1,...,n.

Demostracion. Sea (Py(x)),—, una SPO. Como cada Pj(z) es de grado k
tenemos que el conjunto {Py(z), Pi(z),..., Pyn(z)} forma una base para el
subespacio de polinomios de grado a lo méas m. Luego, como 7(z) es de grado
m, entonces existen escalares ¢ tales que

w(x) = ickPk(a:) con ¢y #0.
k=0

7



Capitulo 1 Preliminares

Aplicando producto interior con P,(z) tenemos que

(m(x), Pa(x)) =Y ck (Pm(x), Pa(x)) =0 si m <n,

(m(x), Py(z)) = ch (Pn(z),Py(x)) =cn (Pn, Py) si m=n.

k=0
Asi a) = b), ahora b) = ¢) es inmediato y por tltimo como {1,z,...,z™}
es una base para el espacio de los polinomios de grado menor igual que m,
de la linealidad del producto interior se sigue que ¢) = a). O

Como consecuencia, toda SPO (P, (z)),2, esta univocamente determinada
salvo constantes multiplicativas distintas de 0, es decir si (Qn, (x)),—, es otra
SPO que es ortogonal con respecto a w, entonces existen constantes (c;,)
distintas de 0 tales que

neN
P,(z) = c,Qn(z), para n>0.

A continuacién presentamos una forma de contruir una SPO asociados a
un peso w(z). Consideremos los siguientes determinantes

2 R T R T
M1 p2 o fngd

An = det (/LiJrj)Zj:O = . . . s A,1 =1. (1.1.2)
Hn  Hn+1 - Han

Ahora tenemos que la forma cuadratica asociada a la matriz (ui4;)

n
i,j=0
cumple la siguiente relaciéon

n b| n ) 2
q((ag,ai,...,an)) = Z Wit kQjar :/ Zajrvj w(zx) dx,
5k=0 L
por lo tanto ¢ es definida positiva, asi A, > 0.
El polinomio
po  pr oo ppe1 1
K1 M2 e Hn z
Qn(x) = . . . . . (1.1.3)
Hn  Hpt1l .. Hop—1 T



Preliminares Capitulo 1

cumple lo siguiente

(Qn(z),2™) =0 si m <n.

Mientras que

(Qn(z),2") = A,.

Para ver que la relacion anterior se cumple, expandimos (1.1.3) a lo largo de
la Gltima columna y hacemos producto interior con " param =0,1,...,n.
Si m < n tenemos que el resultado es un determinante en el cual la ultima
columna del determinante (1.1.3) ha sido reemplazada por la columna m + 1
del mismo determinante. Asi, si m < n, tenemos un determinante donde se
repite una columna, mientras que si m = n nos da A,. Ahora notemos que

Qu(z) = Ap_12™ + Oz ).

Asi
(Qna Qn) = (Qna Anfllﬂ) = AnflAn-

Entonces los polinomios

1

P(z) = ————==0Qn(x
(@) = (o)
son ortonormales, donde el coeficiente principal de P, es h,, = A%;l

Notemos que como xP, (z) tiene grado n + 1, entonces se puede escribir

Ccomo
n+1

k=0

Los coeficientes r,;, vienen dados por:

(P (), Pr(x))
(Pi(x) , Pe(x))

Tnk =

Entonces como (P, (z)),~, es SPO se sigue que existen constantes a, by
v ¢, tales que

xPn(x) = apnPpi1(x) + by Py(x) + ¢ Pr—1(x) (1.1.4)

9



Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable continua

esta igualdad se conoce como relacion de recurrencia a tres términos .

Comparando los coeficientes de z"*! tenemos que a,, = hn/h, ;. Por otro

lado tomando producto interior con P, _; se tiene que

hnfl

Cn = (xanpnfl) = (Pn,IEPn,ﬂ = n
n

= Qn—1-

Por lo tanto (1.1.4) se reduce a

xPn(x) = anPpi1(x) + by Po(x) + an—1Pn—1(x) .

1.2. Polinomios ortogonales de variable continua

A lo largo de toda esta seccion supondremos que todas las funciones men-
cionadas son de clase C2(I), donde I = (a,b) es cierto intervalo real.

La ecuacion diferencial general de segundo orden sobre I es

p()u” (@) + q(z) v'(z) + r(@) u(x) = f(2). (1.2.1)

Asi, la ecuacion homogénea asociada es

p(z) v’ (z) + q(z) u'(z) + r(z) u(z) = 0.
El operador diferencial asociado se define como

x) —5 —i—q(x)% +7r(z). (1.2.2)

Una tranformacion gauge (también conocida como transformacion de nor-
ma) asociada a (1.2.1) es una tranformacion de la forma

u(@) = p(x)o(z), @(x)#0.

Ahora la funcion u satisface (1.2.1) si y so6lo si v cumple

)
)

) @) + [ 2000) £ 4 a(a)] v
() ¥ () f(2) (1.2.3)
# [0 28 @) 28 1 10| o) = 123



Polinomios ortogonales de variable continua Capitulo 1

El correspondiente operador asociado es

2 / T
Lo = (o) 1+ [20) 2 o)
S (1.24)
+“@ﬂ@ “@ww+“4

La utilidad de la transformacion gauge viene del hecho de que la ecuacion
diferencial

tiene como solucion

¢ (x) = exp <L:h(y)dy>,

donde z( es algin punto sobre I. Notemos que una tranformacion gauge
puede ser usada para eliminar el término de primer orden qu’ de (1.2.3) si se
toma ¢ tal que ¥’ /o = —4/2p. Un segundo uso sera hacer simétrico el operador
(1.2.2). Recordemos que sobre L2 se definié el siguiente producto interior

b
uwzumuzjfmmmmmm

Un operador L, como en (1.2.2), se dice simétrico con respecto a una fun-
cién peso w si cumple que

(Lu,v) = (u, Lv)

para cada par de funciones u y v de clase C*°(I) de soporte compacto con-
tenido en I a la que denotaremos por C3°(I) (basta definirlo sobre esta clase
funciones pues éstas son densas en L2 ). Presentamos algunos resultados que
caracterizan a los operadores simétricos en L2

Teorema 1.2.1. El operador L definido en (1.2.2) es simétrico respecto a
una funcion peso w si y sélo si tiene la forma

(1.2.5)




Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable continua

Demostracion. Si L es simétrico entonces se debe cumplir que

b b
0= (Lu,v) — (u, Lv) = /a [p (u”v — v”u)] w —i—/a [q (u'v — v’u)] w,

donde para el primer sumando tenemos lo siguiente

/ o (" — )] w = / [p(u— v ] w
=pw (v'v — v'u) b — /ab (v'v —v'u) (pw) = — /ab (u'v —v'u) (pw)’,

donde la dltima igualdad se da ya que los soportes de u y v son compactos
y estan contenidos en I. Por lo tanto tenemos que

b
0= (Lu,v) — (u, Lv) = / (u'v —v'u) (quw — (pw)"). (1.2.6)

En particular si tomamos v = 1 en (1.2.6) tenemos que para v # 0 se sigue
que

0= / " qu — () = / ofgu - (),

donde la ultima igualdad se sigue de aplicar integracién por partes. Co-
mo lo anterior se cumple para todas las funciones v en C3°(I) se sigue que
[qw — (pw)/]/ =0, es decir quw — (pw)’ = c.

Ahora si escogemos u(x) = x tenemos que siempre que v # 0 se cumple

que
b b
Ozc/ v—xz/ch/ v,
a a

para toda v en ¢, por lo tanto ¢ = 0, asi qw = (pw)'. Por otro lado si
tenemos que g = (Pw)’/w entonces se cumple lo siguiente

(Lu,v) — (Lv,u) = /abpw (u"v —v"u) —1—/: (pw)’ (u'v — v'u)

b b
= / pw (u’v - v'u)/—i—/ (pw)’ (u’v — v'u) =0,
a a

donde la dltima igualdad se sigue de la formula de integraciéon por partes. [J

12



Polinomios ortogonales de variable continua Capitulo 1

Trataremos de extender la condicién de simetria de L a la clase de funcio-
nes mas “grande” posible. En general esto requiere imponer condiciones de
frontera.

Suponga que I es un intervalo acotado (a,b) y ademés que w, w', p, p/, q
y r tienen una extension continua sobre el intervalo cerrado [a, b]. Suponga
también que u y v son de clase C? sobre (a,b), pertenecen a L2, y suponga
que u, v',v y v son continuas sobre el intervalo cerrado. Si L es simétrico se
cumple, por el Teorema 1.2.1 y la férmula de integraciéon por partes, que

(Lu,w) — (u, Lv) = /abpw(u’v —v'u) + /ab (pw)’ (u'v — v'u)
- <(u'v —v'u) pwl|” — / ’ (pw)’ (u'v — m))

b
+ / (pw)" (u'v — v'u) = (v —v'u) pwlz.
a

Si pw se anula en los puntos extremos entonces no necesitarfamos impo-
ner condiciones adicionales sobre la frontera; de otra forma tendriamos que
imponer condiciones adicionales sobre u y v.

Supongamos que tenemos condiciones de simetria para la clase méas “gran-
de” de funciones posible. Una funciéon u # 0 es una eigenfuncion para L con
eigenvalor —A si Lu+ Au = 0. Si w1 y ug son eigenfunciones con eigenvalores
distintos —A1 y — A2 entonces

—)\1 (ul,uQ) = (Lul,uz) = (ul,LuQ) = —)\2 (ul,uQ) .

Por lo tanto (uj,uz) = 0, es decir, u; y ug2 son ortogonales. Nos pregun-
tamos ahora bajo qué condiciones el conjunto de las eigenfunciones de L
incluye a los polinomios de grado 0, 1 y 2. Si los polinomios de grado 0, 1
y 2 son eigenfunciones de L entonces el espacio de los polinomios de grado
< k esta contenido en el dominio de L y éste lo mapea en si mismo, para
k=0, 1, 2. En particular, las constantes estarian contenidas en L2, asi

/bw () dx < oo. (1.2.7)

Aplicando L a la funcién constante ug (x) = 1 nos da que Lug = r. Entonces
por lo mencionado arriba, r debe ser constante. Luego, salvo trasladar los

13



Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable continua

eigenvalores por —r, podemos tomar r = 0. Aplicando L a la funcion u; (z) =
x, obtenemos
(pw)’ ’

Lu; = ~—* =y —I—pg, (1.2.8)
w w

donde lo anterior se debe al suponer que L es simétrico. Ademés la expresion
anterior deberia ser un polinomio de grado a lo més 1. Si ahora tomamos

ug(x) = 2°f2.

w/
Mu=p+x(ﬂ+p>-
w

Como Lus debe ser un polinomio de grado a lo méas 2, se sigue que p debe
ser un polinomio de grado no mayor que 2.

Por lo tanto para que un operador diferencial L de la forma (1.2.2) sea
simétrico y posea una familia de polinomios como eigenfunciones debe ocurrir
que r = 0, ¢ y p sean polinomios de grado a lo sumo 1y 2 y que (pw)/ = quw.

Veamos todos los posibles casos acorde al grado del polinomio p.

Caso 1

El polinomio p constante. Tomando p(z) = 1 se sigue de (1.2.8) que
w'/uw tiene grado no mayor a 1, entonces w debe ser de la forma w = e”
donde h es un polinomio de grado menor igual a 2. Después de normalizar

—x +2? : —x
podemos tomar w(z) = e~ * o w(x) = e=*". Si se cumple que w(x) = e~ 7,
como se busca que pw = w se anule en los extremos del intervalo I = (a,b),
I no puede ser acotado, pero si I no es acotado entonces (1.2.7) no se puede
satisfacer. Por lo tanto w(z) = e***. Como pw se debe anular en los puntos

extremos de I, entonces I = (—o00,00) y para satisfacer (1.2.7) tomamos

w(z) = e~ . Asi el operador se reduce a
d? d
L=" 2",
dan xd:E

Este operador mapea el espacio de los polinomios de grado < n en si mismo,
para cada n, asi para cada n existe un polinomio v, de grado n que es una
eigenfuncion. Si

() = apz™ + 12" P+ 4 ag
tenemos que

Lpy(x) = —2napz™ — 2(n — Dap_12" 4+ - -

14



Polinomios ortogonales de variable continua Capitulo 1

Por lo tanto el eigenvalor asociado a ¥, es —2n. Asi cada eigenvalor es
distinto, por lo tanto los v, son ortogonales con respecto a e,
Salvo normalizacién, los polinomios ortogonales asociados 1, se conocen co-
mo los polinomios de Hermite.

Caso 1II.

El polinomio p lineal. Podemos asumir que p(z) = z asi (1.2.8) implica
que ' /w = b-+a/z. Por lo tanto w debe ser de la forma w = 2%*. Buscamos
que pw = zw se anule en los puntos extremos de I. Asi I debe ser de la forma,
(—00,0) o (0,00). Luego como (1.2.7) se debe cumplir entonces b < 0. Asi
I = (0,00) y por lo tanto pw = 2%t1e? ¢ > —1. Podemos pensar ademéas
que b = —1, entonces L se reduce a

2

d
— 1) — 2] —.
xdx2+[(a+ ) x]daz

L

Una vez més L mapea los polinomios de grado < n en si mismos. Entonces

existe un polinomio ¥, de grado n que es eigenfuncién. Igualando término a
término vemos que se cumple la siguiente relaciéon

Ly, + nipy, = 0.

Entonces cada eigenvalor es distinto y por lo tanto los v, son ortogonales
respecto a w(z) = x% . La sucesion 1, se conoce como los polinomios de
Laguerre.

Caso III

El polinomio p cuadratico. Raices reales distintas. Salvo normalizacion
podemos tomar p(x) = 1 — 22, Entonces usando (1.2.8) tenemos que

w' b a

w 14z 11—z

Por lo tanto w debe ser de la forma w(z) = (1 — 2)%(1 + #)°. Una vez més
la condicién de los puntos extremos de I obligan a que este ultimo sea [—1, 1].
Recordemos que también se debe cumplir la ecuacion (1.2.7), por lo tanto
a,b> —1. Asi L se reduce a

2

b—a—(a+b+2)a]-L.

L= (1-2% e

dz

15



Capitulo 1 Propiedades de los polinomios de variable continua

Como arriba, los polinomios de grado < m son mapeados en si mismos.
Existe un polinomio de grado n, v, que es una eigenfuncién. Como antes,
igualando término a término tenemos que

L, +n(n+a+b+ 1)y, =0,

asi la sucesion de 1, es ortogonal. Estos son conocidos como los polinomios

de Jacob.

Caso IV

El polinomio p cuadratico. Raices complejas distintas. Si normalizamos
a 22 + 1 tenemos que como w > 0 y debe cumplir con (1.2.8) w debe ser
de la forma w (z) = (1 + xz)a. La condicién de los puntos extremos obliga a
que I sea no acotado, pero si I es no acotado entonces existirian un ntiimero
finito de momentos finitos, asi este caso no puede suceder.

Caso V

El polinomio p cuadratico. Raiz doble. Ahora podemos tomar p(x) = 2

y como arriba, (1.2.8) implica que w tiene la forma w(x) = z%"/*. Luego
como todos los momentos deberian de ser finitos entonces I debe ser acotado,
pero si también queremos que se satisfaga la condicién de que pw = 0 en
los extremos de I entonces deberia ser no acotado, por lo tanto este caso
tampoco puede suceder.

Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 1.2.2. Salvo normalizacion, (transformaciones afines, multipli-
cacion del operador la funcion peso y/o los polinomios por constantes) los
polinomios cldsicos ortogonales (Hermite, Laguerre y Jacobi) son las inicas
eigenfunciones polindmicas para un operador diferencial de sequndo orden
que es simétrico respecto a una funcion peso positiva.

1.3. Propiedades de los polinomios ortogonales cla-
sicos de variable continua

Hasta ahora hemos visto que existen 3 tipos de polinomios ortogonales que
son solucion sobre I para la ecuacion

p(e) ¥ (x) + a(x) Y (x) + Authy =0, g = 2 (131)

16



Propiedades de los polinomios de variable continua Capitulo 1

Estos tres casos son:

I =(-00,00), w(z)= e, p(z) =1, ¢q(x)=—2x,
I=(0,00), w(x)=e"z% a>-11, px)=z, qx)=1—-z+a,
I=(-1,1), w)=01-2)°1+2)" a>-1, B>-1,

px)=1-2° q@)=B-—a—(B+a+2)u

Ahora se mostraran algunas identidades que nos facilitardn el manejo de
estos polinomios.

Notemos que (1.3.1) se puede reescribir como

(pwip]) + Aqwipy, = 0. (1.3.2)

Ahora si derivamos (1.3.1) tenemos que 1], satisface la siguiente ecuacion

p(@) [0, (2)]" + (a(x) + (@) [¥n(2)] + O + ¢ (@), (x) = 0. (1.3.3)

Como , ) ,
w w' + 2pp’w w
PR L) S pp'w _ [p(pw)]
w pw pw
y en los tres casos ¢/(x) es constante, tenemos que el operador definido como
d? w)]" d
Fo )

dz? pw  dz

es del tipo (1.2.5). Asi tenemos que éste es simétrico con respecto a pw
(notemos que pw > 0 en cada una de las tres SPO arriba enlistadas) y las
! son eigenfunciones de T con eigenvalores —(\,,+¢’). Por lo tanto tenemos
que los polinomios 1], son una SPO para pw. Analogamente 1/, es una SPO
respecto a pw, con eigenvalores

~(Mat+d)—(g+D) = —2¢ 7.

. ., . .. . . m
Por induccion se sigue que para la m-ésima derivada se tiene que las w,(q )
son eigenfunciones, con eigenvalor asociado

1
—An —mqg — im(m —1)p".

17



Capitulo 1 Propiedades de los polinomios de variable continua

Como 1#7(1 ) es constante, ya que es un polinomio de grado n, tenemos que

1
A = —ng — §n(n —1)p".

Entonces para cada una de los casos arriba mencionados tenemos que

An=2n, Ay=mn, My=nn+a+pf+1),

La ecuacion (1.3.2) se puede escribir como

wip, = =X (pwyl)'. (1.3.4)

También (1.3.3) se puede pensar como

= =(¢ +2) " P (en)" + (*w) 7).
Asi
puty = —(¢ + M) (Pwy)'.
Entonces si sustituimos en (1.3.4) tenemos que
wwn = ()\n(q/ + )\n))il(ple/}Z)la

y luego por induccién se cumple que

n—1 -1
n 1 n n
win = (=1)" T] [An +mg + gm(m = 1)p” (PPwypi)™  (1.3.5)
m=0

n .
como w% ) es constante, podemos normalizar tomando

A

Un (z) = w L (z) P [p" (z)w (x)]. (1.3.6)

Esta igualdad se conoce como la formula de Rodrigues. Si se sustituye
(1.3.6) en (1.3.5) tenemos que

n—1
o (@) = " [T [An g+ Em(m — 1)
m=0



Propiedades de los polinomios de variable continua Capitulo 1

Asi tenemos que
U () = apz™ + O(z" ),

donde

n—1
1
nla, = (=1)" [An +mq + im(m - 1)p"]. (1.3.7)
m=0
En nuestros 3 casos el lado derecho de (1.3.7) es, respectivamente
(=2)"n!, (=1)"n!, (-1)"nY(a+B+n+1),,

donde (z),, es el simbolo de Pochhamer, que se define como

(2)p=1, (2),=z2(2+1)...(24+n—-1), n>1 (1.3.8)
Luego, recordemos que si

b
(Fnd = (o) = [ £(@) b () w () da
a
entonces como en los tres casos pw se anula en los extremos de I tenemos
que también lo hace p"w. Asi, si f tiene las suficientes condiciones de dife-

renciabilidad, podemos integrar por partes n veces sin adquirir términos de
frontera para obtener que

b b
/ £ () (2) w () d = (—1)" / p(@)"F® () w (z) dx.
Asi
b b
[nlP = | 42 (@) w (@) dx = (1) / p ()"0 (2)w (z) da

= :1;[1 [)\n +mq + %m(m - 1)1?"] /abp(x)nw (z)dz.

b .
Para nuestros tres casos tenemos que [’p(z)"w (x) dz se reduce a lo si-
guiente

/ e dy = VT,

—0o0

o0
/ 2" e dr =T(n+a+ 1),
0

19



Capitulo 1 Propiedades de los polinomios de variable continua

1 1
/ (1 . w)n-i-oz(l + x)n-ﬁ-ﬁ _ 22n+o¢+5+1/ Sn—i—a(l _ S)n-‘rﬁds
—1 0

:22n+a+ﬁ+lB(n+C¥+1,n+6+1),

donde I'(z) es la funcidn gamma definida como
o
I'(z) = / " te™"dz, Rez >0
0
y B (a,b) denota la funcion beta, que se define como

1
B (a,b) = / s971(1—s)""'ds, Rea, Reb>O0.
0

Por lo tanto tenemos que el cuadrado de la norma de 1, en L2 es respec-
tivamente

[nll* = 2"nlv/m,
[[4all> = nil(n + a + 1),

HQ,Z) H2 — 22n+a+ﬂ+1n! F(n+a+ 1)F(n+5+ 1)
" Fn+a+B+1)2n+a+B+1)

donde la ultima igualdad se sigue de las identidades

I'(a)T(b)

B (a,b) = m,

(2)pal(z) =T(z +n+1).

La férmula de Rodrigues permite dar una descripcién explicita de los po-
linomios de Hermite, Laguerre y Jacobi, nuestros tres casos arriba descritos.
Estos son respectivamente

22 d"” 2

Hy(a) = (~1)"e" —— (™), (1.3.9)
(0% 1 —x T dn -, nNTo
L (z) = e %(e "), (1.3.10)
P @) = UV )1 ) P (e ),
' (1.3.11)

donde en las ultimas dos identidades fueron agregadas algunas constantes,
con el fin de normalizar. También las normas se reducen a

||H,||> = 2"n!\/7,

20



Polinomios ortogonales de variable discreta Capitulo 1

’2_F(n+o¢—|—1)

(c)
1) =

)

'n+a+1)I'(n+p8+1)
Fn+a+8+1)2n+a+ B+ 1)n!

|’P7(La”8)”2 — gotB+ly)

En el capitulo 2 se verdn algunas propiedades adicionales de estos polino-
mios, en particular para los de Laguerre y Jacobi.

1.4. Polinomios ortogonales de variable discreta

Supongamos que tenemos una sucesion w = {wy}oo _ de nimeros no

negativos. Para dos sucesiones de nameros reales f = (f(n)),_ v g =
(g(n));> . definimos el producto interior (f,g),, como

Fr9u= S Fm)glm)um.

m=—0Q

Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

| (fs 9wl < [1F1]llgll-

Con lo cual (f, g),, esté bien definido siempre que || f|[,, ¥ ||g],, sean finitas.
Por lo tanto tenemos que la norma y el producto interior dependen sélo
de los valores que toman las funciones sobre los enteros, aunque nosotros
sOlo trabajaremos con polinomios definidos sobre la recta real. Ahora, los
polinomios tienen norma finita si y sélo si sus momentos pares son finitos,
es decir, si y solo si para todo n en los naturales

o
Lhon = Z m2 w,, < 0o

m=—0Q0

es finito. Al igual que en el caso continuo, se puede construir una SPO a
partir de la sucesion de momentos (f1,,), - v los determiantes (1.1.2), siempre
que éstos sean distintos de cero. Existe un resultado més general para este
problema, cuya demostracion puede consultarse en [4] , el resultado establece
lo siguiente: dada una sucesion de nimeros complejos (fr, )y, existe una SPO
si y solo si los determinantes (1.1.2) son distintos de cero.
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Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable discreta

Frecuentemente w se normaliza de tal modo que defina una funcion de
probabilidad, es decir

Para los polinomios definidos sobre los enteros, la nocién de diferencia-
bilidad puede ser reemplazada por los operadores en diferencias forward o
backward definidos respectivamente como

Apf(m) = f(m+1) = f(m), A_f(m)=f(m)—f(m—-1).

Cada uno de estos operadores mapean los polinomios de grado n en los
polinomios de grado n — 1, entonces su producto

[AyA_f(m) = [A-Ay] f(m) = f(m+1) + f(m —1) = 2f(m)

reduce el grado de un polinomio en dos y juega el rol de una segunda derivada.
Es conveniente expresar estos operadores en términos de los operadores shift
definidos como:

Stf(m) = f(m+1).

Asi
A+:S+—I, A7:I—S,.

Por lo tanto
A+A_ :S++S_ —2I:A+—A_ (141)

Entonces la forma general de un operador en diferencias de segundo orden
es

L=p Si+p-5S_+r,

donde p4, p— y r son funciones con valores en los reales. Ahora bajo la
convenciéon de que si w es una sucesion, w(m) = wy,, tenemos que para que
L sea simétrico respecto a w se debe cumplir que

0= (Lf,g)—(f,Lg) = (p+S+f,9) — (f,p-S-g) + (p-S-f,9) — (f,p+S+9) -
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Polinomios ortogonales de variable discreta Capitulo 1

Ahora
(p+S+f,9) — (f,p-S-g)
= > pi(m) fm+1)glm)wm — > p-(m) f(m)g(m — 1) wp,
= > [Py (m)wm —p_(m+ 1w ] f(m+1) g(m).

Notemos que
p+(m) wm —p—(m + 1) wp 1

se puede escribir como

[p+w =S4 (p-w)](m)

donde w (m) = wy,. Por lo tanto

(p+S4f,9) = (fip-S—g) = > [prw— St (p-w)l(m) f(m + 1) g(m).

Analogamente
(p-S-f.9) = (f,p+S19) = > [p-w— S (prw)](m) f(m — 1) g(m).
Entonces

0= Y [p-w—S_(psyw)](m)f(m—1)g(m)

m=—0oQ

+ Y [p+w =St (p-w)](m) f(m+ 1) g(m).

m=—00

Si escogemos g de tal manera que se anule en todos los enteros excepto
para un valor m y f que se anule en todos los enteros salvo m +1 o0 m — 1,
concluimos que la condiciéon de simetria es equivalente a

p-w=>5_(prw), piw=>54(p-w). (1.4.2)
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Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable discreta

Como en el caso continuo, la simetria de L implica que las eigenfunciones
con eigenvalores distintos sean ortogonales.

Como antes nos preguntamos: jcuéndo las eigenfunciones de L incluyen los
polinomios de grado 0, 1 y 27

Si suponemos que wy,, > 0 para todos los enteros en un cierto intervalo que
puede ser infinito o tener N + 1 puntos, y ser cero fuera de él, normalizando
se reduce a tres casos:

a) wy >0s10<m< N,
b) wy, > 0sim > 0.

¢) wy, > 0 para todo m.

De (1.4.2) se sigue que p_ (0) wg = p4+(—1)w—1 por lo tanto p_ (0) = 0 en
los casos a) y b). Ademés como se cumple que p_ (N + 1) wy 1 = py(N)wy
se sigue que para el caso a) que p4(IN) = 0. Con un cambio de notaciéon para
los términos de orden 0, L se puede reescribir como

L :p+A+ —p_A_ + s. (143)

Asi L(1) = s debe ser una constante, por lo tanto podemos suponer que
s = 0. También como A4 (z) =1 tenemos que

L(z) =py —p-.

Como buscamos que los polinomios de grado 1 sean eigenfunciones para L
se sigue entonces que py — p_ debe ser un polinomio de grado 1. Por altimo
como AL (x?) = 2x 4 1, entonces

L(z%) = 2z(ps — p-) + (p4 +p-).

Por lo tanto se sigue que p; + p—, es un polinomio de grado a lo més 2.
Asi py y p_ son polinomios de a lo mas grado 2, y donde al menos uno de
ellos es de grado positivo. Ademés como p. — p_ es de grado 1, si uno de
ellos es de grado 2 entonces el otro lo es y ambos tienen el mismo coeficiente
principal. La condicién (1.4.2) implica que

p+(m)

mwm =@ (m) wp,. (1.4.4)

Wm+1 =
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Polinomios ortogonales de variable discreta Capitulo 1

Existen 4 casos, dependiendo de los grados de p4 6 p—.

Caso 1

El polinomio p, o p_ de grado 0. Como p; — p_ es de grado 1, se
sigue que uno debe ser de grado 1. Ademés por la condiciéon de momentos
finitos tenemos que w debe cumplir que

[e'¢) 0 o0
Z W = Z wm+2wm<oo.
m=0

m=—o0 m=—oQ

Asi w debe satisfacer las condiciones siguientes

lim wy, =0, lim wy,, =0 (1.4.5)

mM—00 m——0o0

Supongamos sin perder generalidad que py es de grado 1 y p_ tiene grado
0. Tomando p4 monico, entonces p.(m) = m +by p_(m) = ¢ con ¢ > 0.
Asi si ocurriera ¢) de (1.4.4) se seguiria que

_ p+(m)p(m —1)---p4(0)

wm+1 Cm+1 wo,

p—(—m) woc"
W] = ————— Wy = .
" pr(-m—=1) """ pi(—=m—1)pi(—m)---py(-1)

Entonces por (1.4.5) se tendria que

1 - (4)
1
iz ¢

—0, m— o

= ()

—0, m— o

que son condiciones mutuamente excluyentes, ya que si

1 P (i) (e
Ay = . Yy by = -
" i ci+l " g p+(—17)

entonces a, — 0y |b,| — 0 pero para m suficientemente grande se tiene que

Cm
(—1)"m!

b |~ ]
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Capitulo 1 Polinomios ortogonales de variable discreta

y como w,, son positivos entonces los a.,, también lo son. Asi la identidad
anterior nos llevaria a una contradiccion. Por lo tanto ¢) no puede ocurrir.
Como en a) y en b) p—(0) = 0 se sigue en estos casos que p_ es de grado 1 y
p4 es constante, pero para el caso a) observamos arriba que p4(N) = 0 por
lo tanto el caso a) tampoco puede ocurrir.

Asi so6lo el caso b) es posible. Entonces si normalizamos podemos tomar
pi(z) =1y p_(x) = x/a con a > 0. Entonces

pi(m) o«
p-(m+1) m+1

Para normalizar w introducimos el factor e~¢. Por lo tanto

m

Wy =€ *— m>0.
m!

Esta se conoce como la funcién de distribucion Poisson y los polinomios
asociados son los polinomios de Charlier también llamados polinomios de
Poisson-Charlier.

Caso 11

Los polinomios p; y p— de grado 1. Como mencionamos arriba p; —p_
debe ser de grado 1. Por lo tanto los coeficientes principales no pueden ser
iguales. Tomando py(m) = m 4+ by p_(m) = am + ¢, si sucediera c) de
(1.4.4) se seguiria que para todo m natural

(m+0b)---(A+bwy (0) g1 w0
m+Da+c) - (a+c¢) (m+1a+c)---(a+c)

Wm+1 = ((

w _ (—ma+c)((—=m+1)a+c)---cwp
T Cm =14 b)(—m 4 b) - (=1 +b)
_ (=1)"(ma —¢)((m —1)a—c¢) - cwy
(=)™ (1 =),y
(ma —c)((m—1)a—c¢)---cwy
(1=0),,41

Entonces argumentando como arriba vemos que estas condiciones son mu-
tuamente excluyentes, por lo tanto ¢) queda descartada. Si en el caso a)
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Polinomios ortogonales de variable discreta Capitulo 1

normalizamos para tomar py(x) = p(N —z) y p—(x) = gz donde p y g son
constantes positivas tales que p+ ¢ =1y N un entero no negativo tenemos
que

Wiy = <Z>pqu_m m=20,1,2,...,N.

Esta es la distribucion binomial y los polinomios asociados a ella se cono-
cen como polinomios de Krawtchouk.

Caso III

Los polinomios p; y p_ de grado 1. Supongamos ahora que sucede
el caso b). Podemos normalizar para tomar p_(z) = x y p(x) = ¢(x + b).
Ahora de (1.4.4) tenemos que w; = cbwy. Por lo tanto ¢b > 0. Sin perder
generalidad los supondremos positivos. Ademas como deseamos que

o0
D wm < o0
m=0

es suficiente pedir que lim,, oo Wm+1/w, < 1. Ahora como

(b)), w
w, — ( )‘n 0
n!
entonces
Wmy1  c(b+m)
Wy  mA4+1 7
Por lo tanto
, Wm+1
lim =

m—00 Wy,

Asi también supondremos que ¢ < 1 y normalizando w tenemos que

c)b%cm.

wn = (1= m!

Y los polinomios asociados de conocen como los polinomios de Meizner.

Caso IV

Los polinomios p; y p_ de grado 2. Como se mencion6 antes ambos
tienen el mismo coeficiente principal. Entonces py(m) = m? +am + b y
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p_(m) = m? + cm + d. Como se cumple para todo natural que

w1 _pe(m)  pi(m)pi(m—1)---pi(0)
T m+ 1) " po(m+ )p_(m) - -p_(1)
y
w, = p=m) o e Cmp(omt1)p(0)
T pi(-m =1 T p(=m = Dpy(—m) - pir(—1)

argumentando como antes, se sigue que el caso ¢) no puede ocurrir. Ahora
notemos que para m suficientemente grande tenemos que

pi(m) _1+am*1+bm*2_1+a—c+0 1
p—(m+1) 1+em™t+dm2 m? )’

Usando (1.4.4) como arriba, m suficientemente grande, tenemos que w,, > 1.
Por lo tanto (1.4.5) no se puede satisfacer. Asi b) no puede ocurrir. Para
el caso a) tenfamos que p_(0) = 0 = p4(N) y dos casos que pueden ser
reducidos a

po(@)=a(N+1+8-2), pi(a)=(N-a)eta+l), af>-1
0

p(@)=a(z—N-1-8), pp(e)=(N-a)(—s—a—-1), a,f<-N.
Por conveniencia usaremos la primera féormula. Entonces

N-—m+ D@ty _ <N> (@+ 1B+ Dnm
m!(N + B +1—m) m (B+1)y

Los polinomios asociados son conocidos comiinmente como los polinomios de
Hahn. Asi hemos demostrado el siguiente teorema de clasificacion:

wm:C(

m

Teorema 1.4.1. Salvo normalizacion los polinomios de Charlier, Krawt-
chouk, Meixner y Hahn son las unicas eigenfunciones polinomicas de un
operador en diferencias de sequndo orden que es simétrico respecto a una
funcion peso positiva.

1.5. Propiedades de los polinomios ortogonales cla-
sicos de variable discreta

A continuacién se deducen el andlogo discretro de las formulas presentadas
en la seccién 1.3: formula de Rodrigues, coeficiente principal y norma.
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Propiedades de los polinomios de variable discreta Capitulo 1

Supongamos que w es una funcién peso definida sobre los enteros y L es
simétrico respecto a w. Si ¥, es un polinomio de grado n que es eigenfunciéon
con valor propio A, entonces se debe cumplir que

Ahora, si aplicamos la identidad de Leibniz para el caso discreto

AL(fg) = (S+f)Arg + gAL ],
de (1.5.1) tenemos que
P A —pU Al + ANl = o,
donde

P =8pe, pW=po, AV =N+ AL —po), Y = Agen.

El nuevo operador es simétrico con respecto al peso w!) = Prw ya que

Sy (wpM)y = 8. (p.)Se (wp-) = p{Pwps = wDpd),

donde la peniltima desigualdad se sigue de (1.4.2). Iterando, vemos que
@Z)ék) = (A+)k¢n satisface la igualdad

PP A —pP Ay + ABy® =0
con
AP = X+ (T4 S+ -+ S5 DA py — kA p p = 5Fp,

y el correspondiente operador es simétrico respecto a la funcién peso

k—1
w® =w H Sip+.
j=0

Ahora como 1/17(1’6) tiene grado n — k en particular 1/)7@ es una constante,
entonces )\;n) = 0. Asi

A= —(I+S4+-+ S AL py +nAp_,
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que se puede reescribir como

n—1

Ao =nAy(p- —pp)+ > (T = SL)Aps. (1.5.2)
=1

Ahora vamos a reescribir el operador L usando (1.4.2) y la identidad
S_A4 = A_. Entonces

wL = wpy Ay — S_(wp)A- = wpi Ay — S_(wpyAy)

=A_(wp1Ay) = A—(111(1)A+)~

Entonces en los puntos en que w es positiva la ecuacion (1.5.1) puede ser
reescrita como

o . n
Si iteramos este proceso y tomamos a 1/1,(1 ) como la constante

n—1
o =TT [P+ (S5 = Dps — kA py | = A,
k=0

obtenemos la formula de Rodrigues para el caso discreto

™ = (-1) EA’(w( N, w™ =w ][] $ps (1.5.3)

Ya que A_ =T —S_ podemos expandir A" = (I —S_)" y escribir (1.5.3)

como - ;z": <Z> (—1)" 8% (wl™).

k=o

Como una aplicaciéon podemos obtener una férmula para la norma de .
Notemos primero que siempre que exista convergencia absoluta tenemos que

ZA f(k Zf )AL g(k
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Entonces

Nallgallly = =(Ltbus ), = = D | A= (wps )] (k) (k)

k

=3 [wpsv®] R w) = vl
k

oo

Iterando, obtenemos que

2
Anllgnll?, = ||| = 4201,

Asi se concluye que

Inlls, = An D w!™ (k)
k

Notemos que se sigue de (1.4.2) que
S_(prw
A (wVf)=pif - (pw”s_f =pif—p-S_f.

Entonces

1 1
- 1) (2 — — (1)
wA,w o w(l)A,w (py —p-S_)o(p p_S_)

=pip) —2pp_ +po(S_p-)452,

donde la ltima desigualdad se sigue de

p-S P (F(@) = p-S_(p4(z+1)f(x))
=p-(@)p4(2)f(z = 1) = p-(2)p1(2)S-(f(2))-

Asi como

T angm = (LA W) (A @) LN
w w w(l) w(" 1)

por induccién tenemos que
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©)

donde p*’ = i p_. Aplicando este operador a la funcién constante 1 obte-
nemos que
n n n—k—1 k—1
, . .
b= 0 (1) T ston [T,
k=0 j=0 Jj=0

Una segunda forma de calcular los polinomios v, es usar el analogo a la

expansion en series, con lo monomios z* remplazados por los polinomios

en(@) = (@~ k+ 1), = 2@ - D@ —2) - (x - k+1) = (1) (~a),

Entonces

Asep(z) = kep—1(x), zA_ep(x)ker(z), xep = ery1+ keg.

En cada uno de nuestros casos, p_(z) es divisible por . Entonces si apli-
camos el operador L = p4 (x)Ay — p_(z)A_ a la expansion

wn(x) = Z an,kek(x)
k=0

esto conduce a expresar los coeficientes a, j como un cierto miltiplo de
Qp k—1-

En el capitulo 2 se veran algunas propiedades adicionales de los polinomios
de Charlier, Meixner, Krawtchouk y Hahn.
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Capitulo 2

Operadores de orden superior

Este capitulo comienza con un recuento histérico del problema de encontrar
polinomios ortogonales que son eigenfunciones de operadores diferenciales o
en diferencias. Se enuncian algunos de los resultados méas importantes que
han ayudado a resolver parte del problema. Después, se introduce el con-
cepto de D-operador asociado a una sucesién de polinomios (p,(x)),,cy ¥ U
algebra A de operadores. Este concepto es una valiosa herramienta, ya que
de él se deduce un método que permite construir, a partir de las familias
clasicas ortogonales, nuevas sucesiones de polinomios ortogonales las cuales
satisfacen ecuaciones diferenciales o en diferencias de orden superior. En la
dltima parte, este método se aplica a la familias clasicas ortogonales tanto
discretas como continuas.

2.1. Antecedentes

El problema de hallar polinomios ortogonales (p()),,cy que son eigenfun-
ciones de un operador diferencial

k dl
D=2 fgg
=1

donde f;, [ =1,2,...,k son polinomios, tiene una historia de dos siglos.

El primer ejemplo de una familia ortogonal de polinomios que satisfacen
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una ecuacion del tipo
k
Z flpg) = AnbPn; (2.1.1)
=1

con k = 2, es decir una ecuaciéon diferencial de segundo orden, aparecio a
finales del siglo XVIII. Se conocen como los polinomios de Legendre. A lo
largo del siglo XIX aparecieron nuevos ejemplos que satisfacian ecuaciones
diferenciales de segundo orden y fueron bautizados con los nombres de Jacobi,
Hermite y Laguerre.

Como vimos en el capitulo anterior las tnicas familias de polinomios ortogo-
nales que satisfacen (2.1.1), con k = 2, son las familias clasicas de polinomios
de Hermite, Laguerre y Jacobi. Este resultado fue demostrado por Salomon
Bochner en 1929 [3] aunque E. Routh, en 1884, habia planteado y resuelto
parcialmente este resultado.

Como resultado del trabajo de Bochner, es natural buscar familias de po-
linomios ortogonales que son solucién a ecuaciones del tipo (2.1.1) cuando
k > 2. De 1938 a 1940 H.L. Krall hizo exactamente esto y obtuvo algunos
resultados muy importantes. En 1938 demostro el siguiente teorema [15].

Teorema 2.1.1. Suponga que pp(x), es un polinomio sobre los reales de
grado m. Entonces (pm(x))o_y €s una SPO y pm(x) cumple

> Fi@)pl) = Anpm(z)
i=1

donde

i
filx) =) Ll i=1,2,...r (2.1.2)
j=0
Yy Am =mlyp +m(m —1)log+---+m(m—1)---(m—1r+ 1)l si y sdlo si
los momentos (m)os_g, definidos en (1.1.1), cumplen

(1)

Ko H1 cee Hm
H1 K2 e Hmdl

A’m = # 07 m = Oa ]-a
Hm  Hm+1 - -- Hom
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(it)
Sk(m) = Z Z (Z - 2_ 1) (m—i+1);_op_1lii—ubtm—u =0

i=2k+1 u=0
(2.1.3)

donde 2k +1<r, m=2k+1, 2k+2, ... Ademds r es necesariamente par.
Es decir, si r es el orden mds pequeno de una ecuacion diferencial del tipo
(2.1.1) que tiene a (pm(x)),._y como solucion, entonces r es par.

La ecuacion (2.1.2), se debe a que la prueba de Bochner revel6 que si
la ecuacion (2.1.1), tiene como soluciéon un polinomio de grado m, m =
0,1,...,r entonces f; es necesariamente un polinomio de grado menor o
igual a [.

La identidad dada en (i7) se conoce como la ecuacion de momentos de
(Pm(x))p_o- Ademas como r es de la forma r = 2n para algin n > 1,
entonces hay n ecuaciones de momentos Si(m) =0, k=0,1,...,n— 1.

En [15], Krall construyo el primer ejemplo de una SPO que es solucion de

una ecuacion diferencial de cuarto orden. La ecuacion encontrada es
(2 - 1)2y,(;1)(x) + 8z (22 — 1) y$¥ @) + (4o + 12) (2 — 1) ylo(a)+ (2.1.4)
Saxy,(x) = m(m + 1)(m* + m + 4o — 2)ym(z). o

Los polinomios que satisfacen (2.1.4) se conocen como los polinomios de
tipo Legendre y fueron estudiados posteriormente por A.M. Krall en [17]. Al
resolver la ecuacién de momentos obtenemos

2m+ 1+«
(1+a)2m+1

pom+1 =0y pom = )Mo-

H.L. Krall entonces construy6 la funcién peso asociada a esta familia de
polinomios al observar que

1
#2m=<1+ @ ) o _ _#o / 2" dp(z)

2m+1)1+a 1+a /),
donde
e o=,
p(r) = ¢ 4 -l<z<l1,
e -
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Asi, la funcién peso asociada es

du(z) = (;‘ 26 1)+ i - 1)) da. (2.1.5)

En 1940 H.L. Krall completé la clasificacion de todas las ecuaciones de
cuarto orden que tienen como soluciéon familias de polinomios ortogonales
[16]. Encontro otras dos ecuaciones diferenciales que tienen una SPO como
solucion. En 1978, A. M. Krall y R.D. Morton [19] encontraron las otras
dos funciones peso mediante un novedoso método. Primero encontraron los
momentos usando (2.1.3), después construyeron la distribucion

1y 50 (g
w(e) = 3 T 0] (2.1.6)

|
ne0 n:

donde 6 (x) es la n-ésima derivada, en sentido distribucional, de la delta
de Dirac. Usando la transformada de Fourier y su inversa pudieron dar a
w(z) una representacion del tipo (2.1.5). Ilustramos el método encontrando
la funcion peso para la SPO que son solucién a la ecuacion,

2Pyea) — (22% — da)y@) + (a® — 2R + 6)2)yp(x)+

(2.1.7)
(2R +2)x — 2R)y, () = m(2R + 1 + m)ym(x).

Usando (2.1.3) tenemos que los momentos estan dados por
1
/1’0:1+E ,um:m', mZL

si sustituimos en (2.1.6) obtenemos

1 7’1 n
w(z) = 50 +Z 5™

asi la transformada de Fourier de w(x) es

1 1
+ ;
RV2m (1 +it)v2n

yva que la transformada de Fourier de

k
Z a, 0" (2
n=1
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€s
k
D an(it)".
n=1

La inversa de la transformada de Fourier para w (t) es w(x) = (1/R) 0(x) +
H(x)e™* donde H (z) es la funcion de Heaviside. Asi sobre [0, 00) obtenemos

w(z) = %5@) fe, (2.1.8)

Los polinomios asociados a esta funcién peso se conocen como polinomios
de tipo Laguerre. Anadlogamente A. M. Krall y R. D. Morton mostraron que
la SPO que es solucion a la ecuacién

2
(2% — 2) "y (@) + 22(z — 1)((a + 4)z — )y ()
+z((a® +9a + 14 + 2M) z — (6 + 12 + 2M)) Yl (2)
+ ((a+2)(2a+2+ M)z —2M) y,,(z)
=[(@+2)(2a+2+2M)m+ (a® + 9+ 14+ 2M) m(m — 1)
+2(a+4)m(m —1)(m —2) + m(m — 1)(m — 2)(m — 3)]ym(z)

tiene, sobre [0, 1], la funcién peso asociada

w(r) =(1-2)"+ %5(37)

Estos son llamados los polinomios de tipo Jacobi. Hay que observar que
estas nuevas funciones peso se obtuvieron de agregar una delta de Dirac,
a los pesos de las familias clasicas de polinomios ortogonales de Jacobi y
Laguerre .

En 1981, Littlejohn encontr6é una ecuacién diferencial de orden seis que
tenfa como soluciéon una SPO. Bautiz6 a estos polinomios, como polinomios
de Krall [23]. La ecuacion hallada es
(:E2 — 1)3y,(,g) + 18x(x2 - 1)2y7(7§)+

(BAC + 3BC + 96] 2" — [6AC + 6BC + 132] 2% + [3AC + 3BC + 36]) y'

+ ([24AC + 24BC + 168] 2® — [24AC + 24BC + 168] z) y)
+ ([12ABC? + 42AC + 42BC + 72] 2 + [12BC — 12AC)z) y) —
(12ABC*+ 30AC+ 30BC + 72) y{) + ([24ABC*+ 12AC + 12BC] z) y{])
+ (12BC — 124C)yY) = Mty (2.1.9)

m
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donde

Am = [24ABC? + 12AC + 12BC|m
+ [12ABC? + 42AC + 42BC + 72| m(m — 1)
+ [24AC + 24BC + 168] m(m — 1)(m — 2)
+[3AC + 3BC + 96| m(m — 1)(m — 2)(m — 3)
+ 18m(m — 1)(m — 2)(m — 3)(m — 4)
+m(m —1)(m —2)(m —3)(m —4)(m — 5).

Para construir (2.1.9) Littlejohn parti6 de la funciéon peso asociada a los
polinomios de tipo Legendre (2.1.5). Como p(x) tiene “saltos” iguales en
x = 41, Littlejohn pens6é en una funcién que tuviera “saltos” distintos en
estos puntos. Entonces tomé la funciéon peso

w(z) = %5@ 1)+ %5(1« 40, -1<z<l (2.1.10)

Mas recientemente, en 1984, T.H. Koornwinder generaliz6 el trabajo de
Littlejohn y A.M. Krall [14]. Encontré polinomios ortogonales respecto a los
pesos generalizados de tipo Laguerre y Jacobi

(1—2)*1+a2) + Moz +1)+Né(z—1), —1<z<1, a,f>-1,
(2.1.11)
e " 4+ Mo(x), 0<z<oo a>-1. (2.1.12)

También A.M. Krall y L.L. Littlejohn hicieron parte del trabajo de cla-
sificar las ecuaciones del tipo (2.1.1) que tienen como solucion familias de
polinomios ortogonales para varios valores de k > 6 [18] [24]. Sin embargo el
caso general de este problema atn no tiene solucién.

J. Koekoek y R. Koekoek mostraron, en 1991, que los polinomios ortogona-
les respecto a los pesos (2.1.12) satisfacen ecuaciones diferenciales de orden
infinito, excepto para aquellos valores enteros no negativos de « para los
cuales el orden se reduce a 2+ 4 [13]. Resultados analogos fueron probados
por R. Koekoek para los polinomios de Koornwinder que son ortogonales res-
pecto a (2.1.11) con @« = By M = N [11], por A. Zhedanov cuando N =0
y [ un entero no negativo [25] y méas tarde por R. y J. Koekoek para el
caso M, N > 0 [12]. Ademéas K.H. Kwon y D.W. Lee mostraron que cuando
consideramos polinomios ortogonales con respecto a una funcién peso, con
soporte compacto que satisface ecuaciones diferenciales de orden superior,
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éstos tienen que ser ortogonales con respecto a (2.1.11) o (2.1.12) |21] |20].
F.A. Griinbaum y L. Haine demostraron que los polinomios que satisfacen
ecuaciones diferenciales de orden cuarto o superior pueden ser construidos
aplicando la transformada de Darboux discreta a ciertas instancias de los
polinomios clasicos ortogonales [8](9].

Como en el caso continuo, el problema de los polinomios ortogonales que
son eigenfunciones de operadores en diferencias, tiene una larga historia. Se
remonta al menos a un siglo y medio atras. El primer ejemplo lo introdujo
Chebyshev en 1858. En las primeras décadas del siglo XX aparecieron las
familias cléasicas discretas de Charlier, Meizner, Krawtchouk y Hahn.

En el capitulo anterior pudimos clasificar todos los polinomios sobre la recta
real que satisfacen la ecuacién

p+A+pn - p—A—pn = A\nDn,

donde, p;+ y p— son polinomios de grado a lo mas 2. Vimos que las tnicas
soluciones son las familias clasicas discretas. Sin embargo, no ha sido hasta
muy recientemente que se han hecho avances para encontrar familias de
polinomios ortogonales discretos que son eigenfunciones de operadores del
tipo

D=>" 1S, (2.1.13)
l=s

donde, Sj(g(x)) = g(x+1), con [ un entero y f; un polinomio. El orden de D
se define como r— s con género (1, s). Lo que se sabe para el caso continuo ha
sido de muy poca ayuda, pues el agregar deltas de Dirac a los pesos asociados
a las familias clasicas parece no funcionar. Ciertamente, respondiendo a la
pregunta planteada por R. Askey en 1991, H. Bavinck. H. van Haeringen y
R. Koekoek [1] [2] estudiaron polinomios ortogonales respecto a los pesos de
Charlier y Meixner junto con una delta de Dirac en 0 y hallaron que éstos
satisfacen ciertos tipos de ecuaciones en diferencias de orden infinito.

En 2012, A.J. Duran demostré que los polinomios ortogonales respecto a
una medida positiva pueden ser funciones propias solamente de operadores
de grado par [5|. También dio los primeros ejemplos de familias ortogonales,
distintas de las familias clasicas discretas, que satisfacen ecuaciones en dife-
rencias de orden superior. A continuacién daremos un resumen de la técnica
usada por este autor, también enlistaremos algunos de estos ejemplos. Los
detalles de las pruebas pueden consultarse en el articulo [5].
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Los resultados clave para construir estos ejemplos son los siguientes.

Teorema 2.1.2. Sea pi una medida no degenerada y (pp(x)),—, una familia
de polinomios ortogonales con respecto a vy D un operador del tipo (2.1.13)
que satisface que para cualquier polinomio p, D(p) es un polinomio con grado
a lo mds el grado de p. Entonces D es simétrico con respecto a p sty solo si
D(pn) = Anpn para una cierta sucesion de nimeros reales {\n}, .

Entendemos por una medida no degenerada, una medida que tiene una
sucesion de polinomios ortogonales asociada, es decir una sucesion (py(x)),—,
que cumple lo siguiente

/pn(az)pm(x)d,u = K,;,0mn.

La simetria de D, con r = —s, queda garantizada a través del siguiente
Teorema.

Teorema 2.1.3. Sea p una medida discreta, con soporte en X C R y
X numerable. Considere un operador en diferencias D de la forma D =
S, f1Si. Suponga que p y los coeficientes fi, | = —r,...,r de D satisfa-
cen las siguientes ecuaciones en diferencias

file = Dple — 1) = fa(@p), @€ (+X)NX,
y las condiciones de frontera
filz =) =0, ze[l+X)-X],
fo(z)=0, ze[X—(X+1)].

Entonces D es simétrico con respecto a p. (Para un conjunto de nimeros
A y un nimero b, denotamos por A+b al conjunto A+b={a+b|ac A}).

La condicién r = —s impuesta sobre el operador D es necesaria, ya que en
[2] se prueba que si un operador en diferencias del tipo (2.1.13), es simétrico
con respecto a una medida no degenerada y satisface que para cualquier
polinomio p, D(p) es un polinomio de grado a lo mas el grado p, entonces
r=—s.

Con los resultados anteriores podemos encontrar medidas cuyos polinomios
ortogonales satisfacen ecuaciones en diferencias de orden mayor a 2. Esto se
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logra multiplicando los pesos de las familias clésicas discretas de Charlier,
Meixner, Krawtchouk y Hahn por un polinomio del tipo

Pra) = [] (@ - k),

keF

donde, F es un conjunto de enteros positivos. Esta transformacion se conoce
como la transformada de Christoffel. Asi para F' = {1} tenemos los siguientes
ejemplos.

1. Tipo Charlier,
[e.e] a/a:
= -4 —

con el operador simétrico de orden cuatro

z(z —3)S_y — 2z(x — 2)S_1 + z(z + 2a — 1)Sy + aSs.

2. Tipo Meixner,

o0

T b
M:_F(C)50+Zcx(w(x_;)|)5% 0<b y 0<e<l,
=2 ’

con el operador en diferencias de orden cuatro
z(x —3)S_g — 2(c+ Da(z — 2)S_1 + 2([(c + 1)* + 2¢](z — 1) + 2be) S

—2¢(c+ 1)z(z + b)Sy + 2¢2 (m + S + 1) Sa.

3. Tipo Krawtchouk,

y el operador

z(x—3)S_o — 2(a+ Da(z— 2)S_1+ 2([(a+ 1)*(x— 1) — 2a(z — N)]S,

—2a(a — 1)z(x — N +1)S; + 24° <$ B ]2\f + 2> Sa.
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4. Tipo Hahn,

:_F(a+1)F(ﬁ+N+1)5O+NZ:1 T(B+N+1-2)T(a+1+z)

I'(N) z(x —2)IT(N — x)

Oz
=2

y el operador
2x(x — 3) <ﬁ+2;N_$> S_o
—2r(z —2)(B+1+ N —2)(B+2N —a—21)S_1+
foSo —2z(z+a+1)(N—2z—-1) 2N+ —a—2—2z)S5;

+4<x+;¢+2> <x—]§+2> S,

con fo=— 23:72,1'750 fi-

2.2. El método de los D-operadores

Con el proposito de generar sucesiones de polinomios ortogonales las cué-
les son eigenfunciones de operadores diferenciales y en diferencias de orden
superior, se va a introducir un nuevo método estudiado por A.J. Durén en
[7]. El método se basa en el concepto de D-operador asociado a una sucesion
de polinomios (p,(x)),cn ¥y un algebra A de operadores que actiian sobre el
espacio vectorial de los polinomios P .

A lo largo de este trabajo consideraremos dos algebras. Cuando la sucesién
de polinomios (p,()),cy €s una de las familias clasicas discretas, es decir
Charlier, Meixner, Krawtchouk o Hahn, tomaremos el algebra A formada
por todos los operadores en diferencias de orden finito.

.
A=S> fiSjij=s...,r, s<ry, (2.2.1)
j=s

donde f; es un polinomio. Cuando la sucesion de polinomios (p,(z)),,cx es la
de Laguerre o Jacobi consideraremos A de operadores diferenciales de orden
finito

N .
d\’
A= ;Zl:fj(dx> :j=0,....k keNY, (2.2.2)
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con f; un polinomio y deg(f;) < j. Dependiendo del contexto usaremos una
algebra u otra.

Dada una sucesién de ntimeros (&), un D-operador de tipo 1 asociado a
un algebra A y una sucesién de polinomios (p()),,cy se define como sigue.
Primero considere el operador ¢ : P — P definido sobre la base (p,(z)),,cn
como € (pn) = enpn—1. Ahora definimos D como sigue

D:P—P
D(p)=>_ (-1’ ' (p). (2.2.3)

Jj=1

Decimos que D es un D-operador si D € A.

Toscamente hablando, el método consiste en lo siguiente. Ademas de los
polinomios (p,(z)),cn ¥ €l algebra A, tenemos un operador D, € A para
el cual los polinomios (p,(x)),,cy son eigenfunciones. Denotamos (6,),, .y la
correspondiente sucesion de eigenvalores, Dp(py) = 0ppp. Suponga también
que hemos identificado una sucesion (e,,),,cy la cual define un D-operador
para la sucesion de polinomios (p,(x)),,cy ¥ €l dlgebra A. Podemos construir
toda una clase de familias de polinomios (gn(7)),cy que son eigenfunciones
de operadores en el algebra A como sigue. Se toma un polinomio @ tal que
Q(0,) # 0y se define la sucesion de ntimeros (3, como

Q(0n)
Q(en—l) '

Bn:f':n

Después se define la sucesion de polinomios (gn (7)), como go =1y

dn = Pn + BpPn—1, n>1

Resulta que los polinomios (¢, (z)),,cy son eigenfunciones para el operador
Dy, = P (D,)+DQ (D,), donde el polinomio P cumple que P(6,,)—P(0,—1) =
Q(0r,—1). Como D es un D-operador y D € A, entonces D, € A también.
Los detalles se incluyen en el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sean A y (pn()),cn, respectivamente, un dlgebra de operado-
res que actian sobre el espacio vectorial de los polinomios, y una sucesion
de polinomios, p, de grado n. Suponga que (pn(x)),cn SON eigenfunciones
de un operador D), € A, es decir existen nimeros 8y, tal que D,(pp) = 0npn,
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n > 0. Suponga ademds que existe una sucesion de nimeros (en),cy la cual
define un D-operador de tipo 1 para (pn(x)),cn ¥ A. Para un polinomio ar-
bitrario Py tal que P2(6,) # 0, definimos las sucesiones de nimeros (), ey

Y (An)peny cOmo
Y1 = Po(0n), n>0 (2.2.4)

A — A1 ="n, n>1 (2.2.5)

y suponga que existe un polinomio Py tal que Py(0,) = \,. Finalmente defi-
nimos la sucesion de polinomios (qn()),cn como qo(z) =1y

In = Pn + BnPn-1, n =1, (2.2.6)
donde los numeros (3, estdn dados por

By =en L > 1, (2.2.7)
Tn

Entonces Dq(qn) = Angn donde Dy se define como

D, = Pi(D,) + DPy(D,). (2.2.8)
Mas ain, D, € A.
Demostracion. Como Dp(py) = 0ppy tenemos que
Pi(Dyp)(pn) = P1(0n) P = Anpn,
Po(Dp)(pn) = Pa(0n)pn = Yn+1Pn-

De la definicion de Dy se sigue que

Dq(pn) = A\pDn + 7n+1D(pn) .

Usando la definicion de D-operador (2.2.3) tenemos que

Dq(pn) = )\npn + Yn+1 Z (—1)j+1Cj(Pn)
j=1

n
= A\ppn + Tn+1 Z (_1)]+15n © o Entl1—jPn—j-
j=1
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Aplicando lo anterior a g, obtenemos que
DQ(qn) = DtI(pn) + 5an(pn—1)

n
= )\npn + Yn+1EnPn—1 + Z 7n+1(_1)]+1€n C o Entl—jPn—j
j=2

= it (2.2.9)
+ Bn)\n—lpn—l + /Bn Z Vn(_l) En—1""" En—jpn—j—l

Jj=1

n
= )\npn + (7n+1€n + Bn)\n—l)pn—l + Z Qn, jPn—j,
Jj=2

donde

1 .
Qp 5 = (_1)j+ (7n+15n o Endl—j — /Bn')/ngnfl ce 5n+17j) , 2< 7 < n.

Ahora usando (2.2.5) y (2.2.7) tenemos que

/BnAn - Bn)\n—l — Tn+1€n = 07
y usando (2.2.7) se sigue que

anj =0, 2<j<n.

Asi de (2.2.9) se sigue que Dy (¢n) = APn + ABnDp_1 = Andn.

Como D es un D-operador para los polinomios (p,(x)),cy v el algebra A,
tenemos que D € A, entonces D, € A también. O

Aplicaremos la version del método expuesto en el Lema 2.2.1 cuando los
eigenvalores (6,),,cy de los polinomios (p,(z)),cy con respecto al operador
D, sean lineales en n. Por ejemplo si (0,,),,cy, digamos, son cuadraticos en n
las hipotesis del Lema anterior no se pueden satisfacer. Ciertamente, si y,41
es un polinomio en 6, y 0, es cuadratico en n, entonces -y, es un polinomio
en n de grado par, y la sucesion J\,, definida por A\, — A\,_1 = 7, es un
polinomio en n de grado impar. Entonces, no puede existir un polinomio
para la sucesion cuadrética 6,,.

Para arreglar esta situacion necesitamos introducir una versiéon modificada
del D-operador definido en (2.2.3). Partimos ahora con dos sucesiones de

45



Capitulo 2 El método de los D-operadores

nimeros (en),en ¥ (0n)pen- Un D-operador de tipo 2 asociado al dlgebra A
y a la sucesion de polinomios (pnp()),,cy se define como sigue. Como antes
consideramos el operador ¢ : P — P definido sobre la base (p,(x)),,cny como
¢ (pn) = enpn—1. Ahora definimos el operador D de nuevo sobre la base como

1 - : .
D(pn) = —50ne1pn + ) (=1 oni ¢ (pn). (2.2.10)
j=1

Decimos que D es un D-operador si D € A.

Ahora podemos enunciar la versiéon del método para D-operadores de tipo
2.

Lema 2.2.2. Sean A y (pn(7)),cn, respectivamente, un dlgebra de operado-
res que actuan sobre el espacio vectorial de los polinomios, y una sucesion de
polinomios, py, de grado n. Supongamos que (pn(x)),cn S0n eigenfunciones
de un operador Dy, € A, es decir existen nimeros 8y, tal que Dy(py) = Oppn,
n > 0. También se tienen dos sucesiones de nimeros (en),eny Y (Tn)pen las
cuales definen un D-operador de tipo 2 para A y (pn(x)),cyn- Para un po-
linomio arbitrario Py con Py(0,) # 0, n > 0, se definen las sucesiones de
nimeros (Yn),pen ¥ (An)pen como

Yn+1 = PQ(Hn), n > 0, (2.2.11)

A — A1 =0pYn, n>1. (2.2.12)

Suponga ademds que existe un polinomio Py tal que Apy1 + N\ = P1(6y).
Finalmente definimos la sucesion de polinomios (qn(x)),cn Por o =1y

dn = Pn + BnPn—1, n>1, (2.2.13)

donde los nimeros By, n > 0, estdn dados por

Bo=en It > 1, (2.2.14)
Y

Entonces Dq(qn) = Anqn, donde el operador Dy se define como

1
Dy = 5 Pi(Dy) + DPy(Dy). (2.2.15)

Mads ain, Dy € A.
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Demostracion. Ya que Dy(pn) = 0ppp, tenemos que

PI(DP)(pn) = P1(0n)pn = (An+1 + An) P
Py(Dy)(pn) = Pa(0n)pn = Yn+1Pn

y de la definicién (2.2.15) se sigue que

1

DQ(pn) =35

9 (>‘TL+1 + )‘n) Pn + 'Yn+lD (pn) .

Usando la definicion de D-operador (2.2.10), tenemos

DN | =

()\n+1 +)‘ pn + Yn+1 ( S0n+1Pn +Z n+1*jCj (pn)
= (An—l—l + )\ — Yn+10n+1 %

n
+1
+ Yn+1 Z (=17 Ong1-jen - Eng1—jPn—j-

Asi para g, tenemos

Dq(Qn) = Dq(pn) + ﬁan(pn—l)

P .
= <)\n+1 + An — 7n+10n+1) ?n + Yn+1 Z (_1)]+10n+1—j5n c o Ent1—5Pn—j

n—1
Prn—1 j
+ Bn ()\n + A1 — Vngn) n? + YnbBn Z (_1)J+1Un—j5n—1 c o En—jPn—1—j
Jj=1
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que después de agrupar términos se reduce a

Dq(Qn) = Dq(pn) + Ban(pn—l) =

()\n+1 + A — In+10n41
2

An + Ans1 — Yo
>pn—l+<7n+10'n5n+ 6n( n 1; 1 Tn n))pn_l

n
-
+ Ynt1 Z (=1)" ops1—jen - Enti—jPn—j
j=2

n—1
+ YnBn Z (_DJ—HO—n*jfnfl rEn—jPn—1-j =
j=1
Antl + Ap — 10n+1 Bn (An + A1 — Yo
( n—+ n2 In+10n+ pn—1+ ’7n+10n5n+ n( n ’; Tn n) D1

n
+ Z bn,jDn—j
=2

(2.2.16)

b= (=17 (Y 10ms1—jEn - Ent1—j — PbnOni1—jEn—1- " Ent1—i) Pnj
donde 2 < j < n. Ahora resolviendo para \,4+1 en (2.2.12) tenemos que

Ant1+ A — Ynt10n41 _ An + Ynt10n4+1 + An — Yn+10n+1 —\
2 B 2 o

Ademas si resolvemos para £,v,+1 en (2.2.14) y después para A, en (2.2.12)
tenemos

n A’n,"i_)\n— — InYn 2n n+)\n+)\n— - InUn
’yn+10n€n+5( 1 ’YJ):BH<’YJ 1 ’Ya)zﬁn)\n'

2 2

Finalmente resolviendo para 7,0, en (2.2.14) tenemos que b, ; = 0 para
j > 2. Asi de (2.2.16) tenemos que

Dq(Qn) = Dq(pn) + Ban(pnfl) = Anpn + 5n>\npn71 = >\nqn-

Como D es un D-operador para los polinomios (pn(z)),cy ¥ el dlgebra A,
tenemos que D € A, entonces D, € A también. O
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Hay que recalcar que si un operador D es un D-operador para los polino-
mios (pn(x)),cy v €l algebra A, entonces también es un D-operador para la
sucesion de polinomios p, = a,p, siempre que a, # 0, n > 0. Ciertamente,
si D se define a partir de (p,(z)),,cy Por la sucesion (e,,),,cy entonces D se
define a partir (pn()), ¢y con la sucesion

an-—1

Usando este hecho, podemos asociar D-operadores a una medida que ten-
ga familias de polinomios ortogonales. Decimos que D es un D-operador
para una medida p si es un D-operador para una sucesiéon de polinomios
(Pn(2)),en que son ortogonales respecto a pu. Sefilalamos que dada una medi-
da p el correspondiente conjunto de D-operadores depende s6lo de la medida
@y no de la normalizacién de los polinomios ortogonales, pero la sucesiéon
de ntimeros (e,,),,cy si depende de la normalizacion.

En las siguientes secciones, vamos a mostrar un D-operador de tipo 1 para
los polinomios de Charlier y Laguerre, dos D-operadores de tipo 1 para los
polinomios de Meixner y Krawtchouk, cuatro D-operadores de tipo 2 para
los polinomios de Hahn y dos D-operadores de tipo 2 para los polinomios de
Jacobi.

2.3. Caso Charlier

Para a # 0 escribimos (cf;),, oy Para la sucesion de polinomios de Charlier

definida por )
¢ (z) = ;;} (—a)"™ <;‘> (f) il (2.3.1)

Los polinomios de Charlier son ortogonales con respecto a la medida

T

o0
a
Pa=) —0n a0,

=0
La formula de recurrencia para (cj.),, oy €s (¢ = 0)
xep = (n+ 1epy1 + (n+a)ey, + acp—y1, n>0. (2.3.2)
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(Para simplificar la notaciéon omitimos algunos parametros en algunas for-
mulas). Son eigenfunciones del siguiente operador en diferencias de segundo
orden

D, =251 — (x+a)So+aS1, Dql(c,) = —nc

n

¢ n>0.  (233)

Recordemos que S;, | € Z se define como

Si(f) = flz+1).

También satisfacen la siguiente relacién
A(ep) = cp-1, (2.3.4)
donde recordemos que

A(f)=fle+1) = fz), V()= [f(z)=flz-1).

Primero encontremos un D-operador para los polinomios de Charlier.

Lema 2.3.1. Para a # 0 el operador D definido en (2.2.3) con la sucesion
en =1, n >0 es un D-operador para los polinomios de Charlier (2.3.1) y el
dlgebra A (2.2.1) de operadores en diferencias con coeficientes polinomiales.
Mads precisamente D = V.

Demostracion. Primero notemos que

2= () -() = e [

_ x! m _ x
S ml(z-m)ed+l-m \m—-1)°

Por (2.3.4) se tiene que para m > 1

(- () -For(.2)

=1 j=1

Ahora como
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entonces

2(n)-G) - ()= ()- ()

J

La ultima igualdad se sigue de la identidad

= x rz—1
k _(_1\ym -
ot (3) =com (1)
k=0
Para mostrar ésta, notemos que
4k x z+1 xT4+m r+m+1
k 0 1 m m
k=0
Ademas notemos que

wz—1).(z—k+1)=DCa)1—-2)- (k—1-2).

(&)= ()
Entonces
pen ()= (i) =) e ()

=0

Esto nos permite concluir que D =V € A. O

El Lema 2.2.1 y el D-operador para los polinomios de Charlier automética-
mente produce una clase muy grande de polinomios que satisfacen ecuaciones
en diferencias de orden superior como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Sea P; un polinomio de grado k + 1 con k > 1 y escri-
ba Py (x) = Py (x—1) — P (x) (entonces Py es un polinomio de grado k).
Suponga que P (—n) # 0 conn >0, y defina

Y1 = Po(=n), n >0,
An=Pi(—n), n>0,

Bn = %H-l, n=>1,
Tn
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y la sucesion de polinomios gqg =1 y paran > 1

an(x) = ch(x) + Bpes_1(x). (2.3.5)

Considere el operador en diferencias D, (2.3.3). Finalmente defina D como
el operador en diferencias de orden 2k + 2 y género (—k — 1,k + 1)

D = P,(D,) + VP (D,).
Entonces D(gn) = Angn.

Demostracion. El teorema es una consecuencia directa del Lema 2.2.1.

Si escribimos &, = 1, el Lema 2.3.1 nos da que la sucesion (), define un
D-operador para los polinomios de Charlier y que D = V.

Los eigenvalores de (c;), cn con respecto a Dy son 6, = —n. Entonces de
la definicion de (vn),en»> (An)pen ¥ la relacion entre los polinomios Py y Po

automéaticamente tenemos que

An = An—1 = Tn-

El Lema 2.2.1 muestra que los polinomios ¢, definidos en (2.3.5) son ei-
genfunciones del operador en diferencias D = P;(D,) + V P2(D,) con eigen-
valores \,,.

Como P; y P, son polinomios de grados k + 1 y k, respectivamente, y
D, tiene género (—1,1), los operadores P;(D,) v P2(D,) tienen orden 2k +
2 y 2k con género (—k — 1,k + 1) y (—k, k), respectivamente. Escribimos
ahora f_1 = x y fi = a para los coeficientes de S_1 y S1 en Dg, v uy, us
para los coeficientes principales de los polinomios P; y Ps, respectivamente.
Por induccién tenemos que los coeficientes de S_x_1 y Sk11 en el operador
D son foi(z—1) -+ foa(z—k) (urf(z) —u2) y wrnfi(z) - - - filz + k),
respectivamente. Podemos ver que estos son distintos de cero. Esto muestra
que D tiene orden 2k + 2 y género (—k — 1,k + 1). O

El método de los D-operadores proporciona un operador en diferencias (o
diferencial) de orden mayor a 2 para el cual los polinomios (¢,),,cx
son eigenfunciones, pero (qn)nEN no son nesariamente ortogonales. A conti-
nuaciéon encontramos una eleccién particular de P, para la cual la sucesién
de polinomios (¢, (z)),cn (2.3.5) es ortogonal con respecto a una medida.
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Para k un entero positivo, sea pj o la medida definida por (a # 0)

Pra = (@ 1) (x4 K)palr + 5+ 1)
x+k+1

= ()"0 1+Z—$, CETEES (2.3.6)

Para simplificar la notacién a veces simplemente escribiremos py, , = p.

Para encontrar los polinomios ortogonales con respecto a py, , necesitamos
el siguiente lema.

Lema 2.3.3. Para un entero positivo k y un numero real a # 0, tenemos
que:

(Pl €)= (~1)"e Kl *(—n — 1).

Demostracion. Escribimos

én = <ﬁk,aa CZ) ; n = Oa

Co = (—1)"ekle,*(—n — 1), n >0.

Ahora para n > 1 tenemos que

((k+ 1+ 2)pkar i) = (=1 K ((k + 1+ )61, ¢) +a" (pa, )
= (=D)"KN (0 p1, (k+1+2)c%) +0 =0, (2.3.7)

y como ci = 1 entonces para n = 0 se cumple que

((k 41+ 2)pk.a, c5) (2.3.8)
= (=1)PEI{(k + 1+ 2)0_—1,c2) + "™ (pq, )
= (=1 RS, (b + 1+ 2)cf) + " (pa, cf)

o am
=0+a"tt Z - = aftle?,
= !

Asi usando la relacion de recurrencia (2.3.2), (2.3.7) y (2.3.8) tenemos

&+ (a+k+1)& —a e =0, (2.3.9)
(n+1)¢, 1 +m+atk+1)§ +al—1=0. (2.3.10)
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Ahora probaremos también que ((p),, oy cumplen las mismas relaciones de
recurrencia (2.3.9) y (2.3.10). Ciertamente, para n > 1 tenemos

(n+1)Cpq +(n+a+k+ 1)+ au
=(=1)""kle® [(n+1)c.*(—n—=2)—(n+a+1)cg* (—n — 1) —ac;,* (—n)].

Entonces, si escribimos £ = —n—1 en la ecuacion en diferencias de segundo

orden (2.3.3) para los polinomios de Charlier (c,®), <y, concluimos que

(n+1)¢, 1 +(+a+k+1)¢ +ag,—1=0.

Ahora como
G+ (a+k+1)¢ —atte
ak+1
k!

=kl | =, (=2)+ (a+ k +1)c,*(—1) —

usando nuevamente (2.3.3) para los polinomios de Charlier (¢, %),y con
x = —1y tomando en cuenta que ¢, “(0) = ¢" /k! concluimos lo que afirmamos.

Como las sucesiones (&n),cny ¥ (Cn)peny cumplen la misma relacion de re-
currencia es suficiente probar que &y = (y. Escribimos entonces

o = <:0a(x+1)71> :eav
me={pa(x+k+1),(x+1)-(x+k), k>1

De la definicion de py, 4, tenemos que 1y, = &y. Usando que zp, () = apq(r—
1) tenemos que
(

pa(z +k),x(x+1)---(x+k—-1)) +k{pa(x+k),(x+1)--(x+k—1))
={(z+k)pa(z+k),(z+1)---(x+k—1))
= (aps(z+k—1),(x+1)---(z+k—1)).

Asi

me={pa(x +k+1),(x+1)-(x+k)={(pa(x + k), z(x+1)-(z+Ek-1))
= (apa(xz+k—1),(z+1)---(z+k—1))
—k{pa(xz+k),(z+1)---(x+k—1))

= a* (pa(x),1) — knp_1 = a®e® — knp_,.
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Esto significa que la sucesion (1,,),,c esta caracterizada por la relacion
M+ kg1 = afe®, k>1

con condicién inicial ng = e®. La prueba estard completa si mostramos que
también la sucesion (eak!c;a(fl))k ¢y cumple la misma relacién. Entonces
si usamos (2.3.2) con z = —1 y k = n+1 para la sucesion (c, %), oy tenemos

_ _ ar _ _
G (=) + (=) = T [ 21 (=1) + e 2 (= 1)] -
Aplicando lo anterior £ — 1 veces obtenemos

k-1 k
e “(=1) + ¢ % (-1) = o [7%(~1) + ¢g°(~1)] = z.

O

Ahora probaremos un lema que nos ayudara a demostrar que los polinomios
definidos en (2.3.5) son ortogonales con respecto a py 4.

Lema 2.3.4. Para una medida v y un nimero real \ definimos la medida
pw como p = (x — Av. Suponga que tenemos una sucesion de polinomios
ortogonales (pn ()),ey Tespecto a p y escribimos oy, = [ ppdv. Para un
ndmero real M definimos p = v+ My y los nimeros

_an+ Mp, (M)
Qp—1 + Mpn—l ()\) ’

B = n>1. (2.3.11)

(Estamos suponiendo que op—1 + Mpp—1(\) # 0, n > 1). Entonces los
polinomios definidos por qo =1y

qn(x) = pn(x) + Bapn-1(z)

son ortogonales con respecto a p.

Demostracion. Gracias al Teorema 1.1.1 basta probar que [ (x — )\)jqndﬁ:
0,j=0,...,n=1y [(z—X)"gndp #0.

De la ortogonalidad de (py (x)),,cy con respecto a v = #/z—x + Cdy y la
definicién de p, automéaticamente, se tiene para j = 1,...,n — 1y 3, con
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n > 1 que
[@=Wauds= [ =2 audi+ MO N

= / (@ = A" 'pndp + B / (x =N 'pprdp = 0.

Para j = 0 usando (2.3.11) tenemos

/qndﬁ= / (Pn + Bnpn—1) dv + Mpp () + BrMpp—1(A)
= o + P11 + Mpn()\) + ﬁnMpn—l()\) =0.

Por tltimo para j = n tenemos

[ @=Nadg=p [ =N pusdu 20

O

Finalmente estamos listos para probar que los polinomios ortogonales con
respecto a py o son un caso particular del Teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.5. Para k > 1, sea a un numero real no nulo que cumple que
c,(=n) # 0, n > 1, donde c*, k > 1, son los polinomios de Charlier.
Definimos la sucesiones de nimeros (Ap),cns (Yn)p>1 ¥ (Bn)p>1 como

An = —¢,. 4 (=n), (2.3.12)
Yo = ¢, (—=n), (2.3.13)
By = 1L, (2.3.14)

Tn

y la sucesion de polinomios (qn),cy con qo =1y

an(x) = () + Prct_1(x) ,n > 1.

Entonces los polinomios (qn), ey s0n ortogonales con respecto a la medida
Pka (2.3.6). Ademds si consideramos el operador en diferencias de orden
2k + 2 y género (—k — 1,k + 1) definido como

D= Pl(Da) + VPQ(DCL) ,
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donde D, es el operador en diferencias de sequndo orden (2.3.3) y Py, P»
son polinomios de grado k + 1 y k, respectivamente, definidos como

Pi(z) = —¢;. 14 (2),
Py(z) = = (x = 1),
entonces D (qn) = A\nqn

Demostracion. En la notacion del Lema 2.3.4 tenemos que A = —k — 1,
UV = Pra, b = a**p, pn = &y M = 0. Del Lema 2.3.3 sabemos que
an = (v, pp) = (—1)"e%!c, *(—n — 1). La ortogonalidad de los polinomios
(@n)pen Tespecto a py q es ahora una consecuencia del Lema 2.3.4, (2.3.13) y
(2.3.14).

La segunda parte del teorema es una consecuencia directa del Teorema
2.3.2. Solo tenemos que checar que Py(z) = Pi(z — 1) — Pi(x):

Pi(x —1) = Pi(z) = ¢, 1 (2) — ¢ {y(w = 1)
= A (z—1)) =%z —1) = Pa(x).

2.4. Caso Meixner

Para a # 0 escribimos (my)
definidos por

nen Para la sucesion de polinomios de Meixner

me(z) = (—1)" ]zn; i <*’;’> <‘nx__jc) . (2.4.1)

Los polinomios de Meixner son eigenfunciones del siguiente operador en
diferencias de segundo orden
Dy =251 —[(1+ a)z + ac] So+a(z + ¢) S,
Dy c(my©) =n(a—1)my° n>0. (2.4.2)

n

Cuando a # 0,1 satisfacen la siguiente férmula de recurrencia (m_; = 0)

a(n—+1 a+1)n+ac n+c—1
mn:gmnﬂ—( a)—l my, + Mp—1, n >0,

a—1 a—1
(2.4.3)
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Capitulo 2 Caso Meixner

(para simplificar la notacion omitiremos algunos parametros en algunas for-
mulas). Entonces, para a # 0,1 y ¢ # 0,—1,—2,..., estos polinomios son
ortogonales respecto a pg . la cual normalizamos tomando (pg,1) = I'(c).
Con0<|a]<1lyec#0,—-1,—-2,..., tenemos

= a*T(z + ¢
pac=(1—a)> (x')ax. (2.4.4)
=0 ’

Pa,c define una medida positiva s6lo cuando 0 < a < 1y ¢ > 0. Los polinomios
de Meixner satisfacen también las siguientes identidades

a—1

A () = ——mi 7, (2.4.5)
m&et(x Z aImde (z) (2.4.6)

m&et (g Zm (2.4.7)

—m®° (z) = m®(z) — m®H(z + 1). (2.4.8)

Para los polinomios de Meixner encontramos dos D-operadores distintos.

Lema 2.4.1. Para a # 0,1 considere los polinomios de Meizner (my©), ey
definidos en (2.4.1). Los operadores D; definidos en (2.2.3) mediante las
sucesiones

€n,1 = _17
1
En2 = ——,
a

son D-operadores para (my), oy y el dlgebra A (2.2.1) de operadores en
diferencias con coeficientes polinomiales. En efecto se tiene que
a

Dy = A
1 1—a )

1
1—a
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Capitulo 2

Demostracion. Si usamos la definicion (2.2.3) tenemos que

Di(myy©) =) (=17 (mfye)
j=1

— Z (—1)j+1(—1)jm2’fj =md° — Z m%f]

j=1 7=0

Entonces si usamos (2.4.7) tenemos que

Dy () = mic® — mire*.

Si después usamos (2.4.8) tenemos

1
Dy(mp) = myy(x) — my () = mp®(x) — —m{o7" (2) — mpy(a + 1).

n—1
Finalmente usando (2.4.5)

n—1

Dy (%) =~ (m3<(a) — ~mi*t ()

l—a  act1 L act1 a
= I @) — @) = A (g (@)

Para Dy procedemos de manera analoga

Después, de (2.4.8) se sigue que

1 1
'DQ(mZvc) = ma,C(g;) — fma,c-‘rl(x i 1) o ma,t:(x) — _7Tna,c—‘,-1(‘r .

n—1 n—1

a a
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Usando (2.4.5) llegamos a

1 1 1
() - mie(e = D) =~ @ - 1),
es decir ] 1
Da(m) = — mi @ = 1) = 1V (mi)

Cada uno de los D-operadores mostrados en el lema anterior junto con
el Lema 2.2.1 producen la correspondiente clase de polinomios que satisfa-
cen ecuaciones en diferencias de orden superior, como muestra el siguiente
Teorema.

Teorema 2.4.2. Sea Py un polinomio de grado k + 1, k > 1, y definimos
Py(z) = Pi(x +a—1) — Pi(z) (entonces Py es un polinomio de grado k).
Supongamos que Pa(n(a — 1)) # 0, n > 0, y definimos las sucesiones de
nimeros
Y1 = Po(n(a—1)), n=>0,
An = Pi(n(a—1)), n>0,
Bog =21 > (2.4.9)

n

L Yn41

Bn,? = - nt

a In
y la sucesion de polinomios qo; = 1 y para n > 1

qn,i(l') = mz,c(x) + 5n7imzf1(~’f)7 i=1,2

donde my“ son los polinomios de Meizner definidos en (2.4.1) (a # 0,1).
Consideremos el operador en diferencias de sequndo orden D, . definido en
(2.4.2) respecto al cual los polinomios de Meixner son eigenfunciones. Final-
mente escribimos D;, 1 = 1,2 para el operador en diferencias de orden 2k + 2
y género (-k-1,k+1)

n>1

) — )

a
Dl = Pl(Da,c) + EAP2(Da,C) )

1
D2 = Pl(Da’C) + iavp2(D“’c) .

Entonces Di(qni) = Mgn,i, n >0, 1 =1,2.

Demostracion. La demostracion es anéloga al Teorema 2.3.2. basta usar el
Lema 2.3.1 y los D-operadores del Lema 2.4.1 O
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2.4.1. Meixner I

Para una elecciéon adecuada del polinomio P;, los polinomios (qml)neN en el
teorema anterior resultan ser ortogonales respecto a una medida. Ciertamen-
te para k un entero positivo, a #0,1 yc# k+1,k,k—1,..., consideremos
la medida

Prac=(x+c—=1) - (x4+c—Fk)pac—-1.

Asipara 0 < |a| <1y c#k+ 1,k k... se tiene que

_ a*T'(x —|— c)
_ c k—1
Phae=(1— § CETE— 1)x!5””' (2.4.10)

Para simplificar la notacién algunas veces omitiremos la dependencia de a,
cy k y escribiremos py 4. = p.

FEl siguiente lema serd necesario para encontrar los polinomios que son
ortogonales con respecto a ﬁk@’c.
Lema 2.4.3. Para a #0,1, c# k+ 1,k,... yn >0 tenemos
(=) KT (c = k = V)ym,/* P (=n = 1)
(1-a)" '

(Pracr my€) =

Demostracion. Procedemos de la misma manera que en el Lema 2.3.3. Defi-
nimos

§n = Prac:my®), n=0, §1=—07,

(=) KT (c — k — Vym,/ 2 (=n = 1)
Cn = (1—a)k , n>—1.

Ahora notemos que para n > 1 tenemos que
((c—k—=142)Praem®) =1 —a) " praem®) =0 (2.4.11)
y como my“ = 1 para n = 0 se sigue que

(e =k —1+2)pkaemy) = (1— a) 1 (Pka,co 1)

I'(c c—1I'(c—1
_ (1_;))“1 _ | (1_)a§k+1 ) (2.4.12)
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Usando la ecuacion (2.4.3) tenemos para n > 1 que
angnJrl + bngn - <xﬁk,a,ca mn> + Cngnfl =0,

donde
a(n+1) a+1)n+ ac n+c—1

_dnrl) sy, o leglnrae

" oa—1 a—1 a—1

Luego usando la igualdad (2.4.11) tenemos que se cumple que

anént1 + (bn +c—k— 1) &n +cnén_1 = 0. (2413)

La ecuacion (2.4.13) también se cumple para n = 0 usando (2.4.3) y
(2.4.12). Ahora probaremos que ((n),,c también verifica la ecuacion (2.4.13).
Tomando en cuenta la definicién de (,, basta probar

a(n + l)mllg/a’chrQ(—n -2)

—((a+1)(n+1) — k(1 —a) + ¢ — 2)m,/" "2 (—n — 1)
+(n+c— 1)m,1€/a’_c+2(—n) =0, n>0,

pero esto se obtiene directamente aplicando (2.4.2) a los polinomios
<m,1€/a’_c+2) y escribiendo x = —n — 1.
keN

Como las sucesiones (&,),cn ¥ (Cn)pen satisfacen la misma relacion de
recurrencia (2.4.13) es suficiente probar que (1 = &_1y (o = &. Asi como

m;/a,—c+2(0) _ (_1)k <C -

2 entonces
k

(=) KT (c— k — )m,/"*"(0)  T(c—k—1)(c—2)!

(1= =

(1— a)f 0—afe_a k) "

Para probar que &y = (p, se procede como sigue. Escribimos

Nk,ce = <pa,cfk717 (x +c— 1) s (x +c— k)) .

De la definicion de py, 4 tenemos que n; .=&p. Usando que
—1
(4 )pae, ) =1 —a) (pac+1,)
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tenemos que

Mke = (Pac—k—1,(x+c—1) - (x+c—k))
(Pac—t,(x+c—2)--- (x+c—k))

1—a
+k<pa,c—k—17(x+0—2)"'($+C—]€)>
- a]- I'(c—1
= (pa,cilk) +Ekng-_1,c1= (7,3 + kng—1,c-1-

(1-a) (1—a)

Por otro lado, si escribimos

The = (0 =

tenemos que

—1)k T(c—Fk— 1/a,—c 1/a,—c
The—KkTh—1,c-1= 1) l(flf‘_( a)kk D [mk/ 7 +2(—1) +(1- a)mk/ 1 +3(—1)}
DR (k1) [ 1ja—er2,0] T(c—1)
S o=

donde la segunda igualdad se sigue de (2.4.5) aplicado a (mz/ “’7C+2)k .
€

m;/a,—c+2(x +1)+(1— a)m;/a,—c-&-?(x) =[1- a]m,lc/f’l—c+3(x).

Luego haciendo inducciéon sobre k£ se puede probar que 7. = 7. y asi
Go = %o O

Ahora estamos listos para probar que los polinomios ortogonales con res-
pecto a py q . son un caso particular del Teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.4. Para k > 1, sean a y c numeros reales que satisfacen que
a#0,1,c#£k+1,kk—1,... y m,lc/“’_cﬂ(—n) #£0,n>1, donde m;/“’_CH,
k > 1, son los polinomios de Meizner(2.4.1). Definimos las sucesiones de
nimeros (An)pens (Yn)ps1 Y (Bn)ys1como

1

1/&,764’1
>\n = ajmlﬁ_l (777’))
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Yo =m)/" "V (<), (2.4.14)
B, = — 1t (2.4.15)
Tn
y la sucesion de polinomios (qn),cy con qo =1y
qn(z) = mP°(z) + Bomyi(x), n>1. (2.4.16)

FEntonces los polinomios (qn)nGN son ortogonales respecto a la medida py, 4.
(2.4.10). Mds ain, considere el operador en diferencias de orden 2k + 2 y
género (—k — 1,k + 1) definido por

a
D = Pi(Da) + 7=V Po(Da).-

Donde, D, es el operador en diferencias de sequndo orden (2.4.2) y P1 y
P, son polinomios de grado k + 1 y k, respectivamente, definidos por

1 1/0.,7C+1 X
@ = (7o)

a,—C €
Py(z) = m,le/’ +2 (_a T~ 1> .

Entonces D (qn) = Angn.
Demostracion. Usando la notacién del Lema 2.3.4, tenemos que A = —c +
k41, v=prac = "rac/l—a)* y M =0. Del Lema 2.4.3. tenemos que

(—D*EIT(c — k — D)m)/~2(—n — 1)
(1-a* ‘

(51@,(1,07 mff) =

Asi la ortogonalidad de los polinomios (gy),cy con respecto a piq. es
consecuencia directa del Lema 2.3.4 y las igualdades (2.4.14) y (2.4.15).

Para la segunda parte del Teorema, por el Teorema 2.4.2 s6lo hay que
comprobar que Po(x) = Pi(x +a — 1) — Pi(x). En efecto

1 1/a,—c+1 —T 1/a,—c+1 —T
P1(93+@—1)—P1($):a_1[mk/+1c (al—1>—mk/+10 < >]

— a—1
1 1a,—c+1 —X 1/a,—c+2 —T
donde la pentltima igualdad se sigue de (2.4.5) O
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2.4.2. Meixner I1

Hay otra eleccion del polinomio P; para el cual los polinomios (¢x,2),, en del
Teorema 2.4.2 también son ortogonales respecto a una medida. Ciertamente,
para k un entero positivo, a # 0,1y ¢ # k+ 1,k,... sea pjq. la medida
definida por

Phae = (2 +1) (2 +k)pgc—p—1(x +k+1). (2.4.17)

En particular, para 0 < |a] <1y c# k+1,k,..., pga.c se puede escribir
como

> xt+k+1
T P B Y Ay a I'(z+c)
Prac=(1=0) (( DRID(e =k = 1dopor + Y gy O

=0
(2.4.18)

Como antes, para simplificar la notaciéon omitiremos la dependencia de a,

cy k y escribiremos py 4. = p.
Lema 2.4.5. Paraa #0,1, c# k+ 1,k,... yn >0, tenemos

(—D)FEIT (¢ — k — 1)m ™ (=n — 1)
an—k(1 — a)k '

(Pr,acr my©) =

Demostracion. Procedemos como antes. Definimos

=~ I'(c—1)aFt!
&n = (Prac:my®), n=0, &= (7)k
(1—a)

‘= (—D)FEIT (¢ — k — 1)m ™ (=n — 1) -
" amk(1 — a)* ’ .

Para n > 1 se cumple que

<<k +1+ x)ﬁk,a,w mZ,C>
_ (1 . a)c—k—l(_l)k
ET(c—k—1)((x+k+1)0__1,my )

+ (1 - a)ikila’k—i_l <pk,a,ca m?L7C> =0.
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Para n = 0 como mg“(z) = 1 se sigue que

<(k + 1 + ‘/E)ﬁkz,a,c’ 1>
=(1—a) " =D RIT(c—k—1) (x4 k+1)6_j_1,1)
ak+1F(c)

—k—1 _k+1 _
+ (1 - CL) a <pk‘7a,cv 1> =0+ (1 — a)k+1 .

Asi usando (2.4.3) y las dos igualdades anteriores se sigue que

anéns1 + (bn +k+ )&, + cné—1 =0, n>0. (2.4.19)

Ahora mostraremos que (), cy también verifica la relacion de recurrencia
(2.4.19) para eso basta mostrar que
1 . E+1)(a—1)— 1 -
(n: )mz, c+2(_n _ 2) + ( + )(a ) a[(a + )n + ac] mg c+2(_n _ 1)
—c+2
+(n+c—1)my~ " (—n) = 0.

Pero la anterior se obtiene aplicando (2.4.2) a los polinomios (mZ’_cH) e
eN

tomando x = —n — 1 y multiplicando ambos lados de la ecuacién por —1/a.
Como las sucesiones (Cn),en ¥ (§n)pen satisfacen la misma relacion de recu-

rrencia (2.4.19) basta mostrar que {y = (o y &-1 = (1.
De la definicién de ¢, se sigue que £_1 = (_1. Para mostrar que & = (o
definimos
a*(=1)*KID(c — k — )mP ™ T?(-1)
(1-a)* '

Tk,e = CD =

Asi

Tk,c — kafl,cfl

aF(=DFEIT (¢ — k — —a
_ ( 1)(f'f(a)k k 1) mZ’_C+2(—1) . (1 - )mz,_—lc-i-S(_l)
AP D RIT (e —k—1) 4 ey, dT(c—1)
B (1—a)" 0= (1—a)’

donde la segunda igualdad se sigue de (2.4.5). También definimos

Nk,c = 50 = <pa,c—k—1($ +k+ 1)? (l’—i— 1) e (l’ + k)) )
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de manera analoga a como se probd en el Lema 2.3.3 tenemos que

a*T'(c—1)

NMie = kNMk—1,c-1 + .
‘ ‘ (1—a)"

Haciendo inducciéon sobre k se puede probar que 7. = M. y asi (o =
&o- O

Teorema 2.4.6. Para k > 1, sean a y ¢ numeros reales que cumplen que
a#0,ctk+1,kk—-1,... 9 mZ’_c+2(—n) #0 conn > 1, donde mZ’_C+2,
k >1, son los polinomios de Meizner.

Definimos las sucesiones (An),ens (Yn)n>1 ¥ (Bn)psy como

a

a,—c+1
An = T 1 (—=n),
—ct+2
Tn = mZHCJr (—n),
1T Y41
671 - - lax .
a n

y la sucesion de polinomios (qn),en con qo =1y

qn(z) = m&°(z) + Bomyi(z), n>1.

Entonces los polinomios (gn),,cy son ortogonales con respecto a p (2.4.17).
Mds atn, si consideramos el operador en diferencias de orden 2k—+2 y género

(=k — 1,k + 1) definido por

1
D = Pl(Da,c) + 7VP2(Da,c) )

1—a
1
D = Pl(Da,c) + 71 _ GVPQ(Da,c) )
donde Dq . es el operador en diferencias de sequndo orden (2.4.2) y Py y P>
son polinomios de grado k + 1 y k, respectivamente, definidos por

a ,—c+1 xr
Pi(w) = == miyy <_a - 1) ’

a,—c €z
Py() = i (‘al - 1) |

entonces D (qn) = Angn.

Demostracion. La prueba es analoga al Teorema 2.4.4. O
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2.5. Caso Krawtchouk

Para a # 0, —1, escribimos (kZN> N para los polinomios de Krawtchouk
ne

definidos como

o) = L3y L (_n)j(_m)ﬁN Ul s

Los polinomios de Krawtchouk son eigenfunciones del siguiente operador

en diferencias de segundo orden
Doy =25_1—(x —a(z — N +1))Sy —a(x — N +1)5], (2.52)
Dy (K&N) = —n(1 + a)k2N. o

Paraa#0,—1y N #1,2,..., éstos son siempre ortogonales con respecto
a la medida p, n la cual se normaliza tomando (p, n,1) = 1. Cuando N es
un entero positivo y a > 0, los primeros N polinomios son ortogonales con
respecto a la medida positiva

(2.5.3)

Procediendo como antes, construiremos dos D-operadores para los polino-
mios de Krawtchouk. Las pruebas son analogas a las de las secciones ante-
riores, asi que se omitiran.

Lema 2.5.1. Paraa # 0,1 y N € R considere los polinomios de Krawtchouk
(k:%N) N (2.5.1). Entonces los operadores D;, i = 1,2, definidos en (2.2.3)
ne

mediante las sucesiones (n > 0)

1
E =
n,1 1 +aa
—a
€ = s
n,2 1+a

son D-operadores para (kZ’N> oY el dlgebra A (2.2.1) de operadores en
ne

diferencias con coeficientes polinomiales. Mds precisamente
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Cada uno de los D-operadores expuestos en el lema anterior junto con
el Lema 2.2.1 nos da la correspondiente clase de polinomios que satisfacen
una ecuacion en diferencias de orden superior. Vamos a proceder solo con el
primer D-operador pues gracias a la simetria de los polinomios de Krawt-
chouk, los ejemplos generados por el segundo D-operador son esencialmente
los mismos: si escribimos qfiiy N qy(f()ly N respectivamente, para los polinomios
definidos en (2.5.4) para el primer y segundo D-operador enunciado arriba,

no es tan dificil ver (si usamos que k% (z) = (—1)”14:,1/“’]\7(]\7 —1—1x)) que

g} w (@) = (1)), (o + N~ 1),

Teorema 2.5.2. Sea P; un polinomio de grado k+1 con k > 1, y escribimos
Py(xz) = Pi(x — 1 —a) — P (x) (entonces Py es un polinomio de grado k).
Supongamos que Py(—n(1+ a)) # 0, n > 0, y definimos las sucesiones de
numeros

Tn+1 :PQ(—TL(1+G)), n>07
An:Pl(_n(l—i_a’))? n >0,

1
Bn = 'Yn+1, n=>1,
14+a Tn

y la sucesion de polinomios qo =1, y para n > 1
gn(z) = k™) + Bukyy") (@), (2.5.4)

donde k% son los polinomios de Krawtchouk (2.5.1) (a # 0,—1). Considere
el operador en diferencias de sequndo orden D, N (2.5.2) respecto al cual los
polinomios de Krawtchouk son eigenfunciones. Escribimos finalmente D para
el operador en diferencias de orden 2k + 2 y género (—k,1,k + 1)

1
D =P (D —VPB(D .
1 (Da,n) + 1—|—av 5 (Da,N)

Entonces D(qn) = Angn, n > 0.

Para una eleccién adecuada del polinomio Pp, los polinomios (gy),,cy del
teorema anterior resultan ser ortogonales con respecto a una medida. Cier-
tamente, para k un entero positivo con a # 0,—1y N # 0,—1,...,—k sea
Pk,a,N la medida definida por

PkanN = (T + 1) (z+k)paNtri1(z +Fk+1)
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donde p, v fue definida en (2.5.3).

Para N un entero positivo, tenemos que

N—1
o= —— | (~1) 5 Su
Pk,a,N (1+a) <( k= 1+zz:: r+k+1) (N—l)x!

Para simplificar la notacién omitimos los pardmetros a, N y k y escribimos
5k,a,N = :3
Lema 2.5.3. Para k>1,a#0,1 con N € R yn >0, tenemos

(—D)"kkE N (—n = 1)

(1+a)"
Teorema 2.5.4. Para k > 1, sea a y N nidmeros reales que satisfacen que
a#0,—1y kZ7_N(—n) #0conn > 1, donde kg’_N, k > 1 son los polinomios
de Krawtchouk. Definimos las sucesiones (An),en, (Yn)p>1 Y (Bn)p>1 como

<ﬁk,a,N7 kZ’N> =

a,—N
>\ kk:—f—l +1(_n)7

Tn = k]?_N-i_l (_n)a

B8, = N Tntl
n 1+a v’

y la sucesion de polinomios (qn),cy como qo =1, y

gn() = 9N 4+ 8, k5N, n> 1.

Ademds, considere el operador en diferencias de orden 2k 4+ 2 y género
(—k — 1,k + 1) definido como

1
D—Pl(DaN)—l—rVPQ( )

donde D, N es el operador en diferencias (2.5.2), y Py y Py son polinomios
de grado k + 1 y k, respectivamente, definidos como

a,—N+1 €z
Pi(z) = =k’ <1 +a> ’

a— z
Pale) = R N(Ha_l)‘

Entonces D(gn) = Angn
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2.6. Caso Hahn

Para o« +¢— N # —1,—-2,... escribimos (hg’c’N) N para la sucesion de
ne
polinomios de Hahn definida como

paeN () — z": (=n);(=2);(0 = N 4 )y (e + ey

2.6.1
(n+a+c—N+j), ;i (26.1)

=0
Los polinomios de Hahn pueden ser definidos usando la funcion hipergeo-
métrica 3Fs

(—x)j(n—l—a+c—N)j
JN(1 — N)j(c)j

we y __(©p(1=N), ¢~ (1)
) (n+a+c—N), Zo

i= (2.6.2)
(¢),(1=N), -n,—zr,n+a+c— N

= F 1.
(n+a+c—N),’ 2[ ¢1-N !

Los polinomios de Hahn son eigenfunciones del siguiente operador en dife-
rencias

Da,c,N :$($ - Ol)Sfl + (ZE + C)(iE — N+ 1)51
+[222+(a—c+N—-1Dz+a+Nc—1)—1] S, (2.6.3)
Dac,N (hﬁ’C’N) =(n+1)(n+a+c—N-1heN pn>o0.

Estos polinomios satisfacen la siguiente relaciéon de recurrencia (h™; )
Thy = hpy1 + bphy + cnhn_1, n >0, (2.6.4)

donde

¢(N-1)(a+c—N-1)+nla—c+N—-1)(n+a+c— N)
2n+a+c—N-1)2n+a+c—N+1)

by, =

I

n(N—-n)(n+a+c—N-1)(n+a—N)(n+c—1)(n+a+c—1)
2n+a4+c—N—-2)2n+a+c—N+1>*2n+a+c—N)

n — )

(para simplificar la notacién omitimos algunos parametros en las formulas).

Suponga que a+c— N+1,a—N+1, a+¢c,c#0,—1,-2 ... Si ademés
N es un entero positivo, entonces los primeros N polinomios de Hahn son
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Capitulo 2 Caso Hahn

ortogonales con respecto a la medida

N-1
%@N:F@UE:Fﬁﬁﬁ?S;{)m (2.6.5)
=0

(que es positiva cuando & > N — 1 y ¢ > 0) la cual normalizamos tomando

MNa+1-N)'(e)I'(a+c)
T(atct1-N)

<Pa,C,N> 1> =

Abajo necesitaremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.6.1. Sea u un nimero real. Consideremos los polinomios s, = 1
y para j > 1

j—1
sju(x) = (1) ][z +i(u—1)] (2.6.6)

7

Il
=)

Entonces para j > 0, sju(z(z —u)) = (—z); i

Demostracion. Si expandimos (—x);(z — u);, tenemos

(—2);(@ —u); = (—r@@—j+DE-u) - (@-utj-1).

Multiplicando el (i+1)-ésimo y el (j+i+1)-ésimo en el producto anterior
(0<i<j—1), tenemos

(x—i)(x—u+i) =x(x—u)+i(u—1).
Esto nos da para (—z);(z — u); la formula

j—1

(—2);(x —u); = (=1 [] le(@ — u) + i(u — )] = sju(z(z — ).

=0

O]

También necesitamos los llamados polinomios duales (ménicos) de Hahn.

hz,a,c,N(x) _ Zk: (_k)j(l - N +j)k—j(c+j)k—j

;! Sj,N—a—C(x)7 (267)

j=0
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Caso Hahn Capitulo 2

donde sj N—q—c con j > 0 son los polinomios definidos en (2.6.6). Usando
el Lema 2.6.1 podemos escribir también los polinomios duales de Hahn en
términos de la funcién hipergeométrica 3 F5

(—k)j(—x)j(:n+a+c— N)j

k
hp N @z +a+ce—N)) = (), (1= N), >

=0 j!(l_N)j(c)j
—k,—z,r+a+c—N
= 1—N), 3F: ;1.
(@l = Wyar| H IO,

(2.6.8)

De (2.6.8) y (2.6.2) se sigue la relacién que existe entre los polinomios de
Hahn y los polinomios duales de Hahn con respecto a las sucesiones n y
n(n+a+c— N), esto es, para k,n >0

(), (1= N),hp®N (n(n + a + ¢ = N))
=(c),(1=N)(n+a+c— N)nh%QN(k).
Los céalculos involucrados en el caso de los polinomios de Hahn resultan ser

més complicados ya que la sucesion de valores propios (6y,),cy definidos en
(2.6.3) son cuadraticos en n. Primero introducimos algo de notacion.

Escribimos (0p),,cny ¥ (0n) e Para las sucesiones
Op=Mnm+1)(n+a+c—N-1), (2.6.9)
on=2n+a+c—N -2 (2.6.10)

Para j > 0, también consideramos las sucesiones
uj(n) = (n)j(—n —a—c+ N+ Q)j

y los polinomios g = 1 y para j > 1

ri(r) = (—1)3“ [z +i(a+c—N—2—1). (2.6.11)

Como el polinomio r; es justo de grado j, todos los polinomios P € P
pueden ser escritos como

grad(P)

P(x)= Y wjr(@),

Jj=0
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Capitulo 2 Caso Hahn

para ciertos ntmeros wj, j = 0,..., grad(P).

Haremos uso del siguiente lema técnico.
Lema 2.6.2. Sea a,c, N € R. Entonces para j,n > 0
uj(n) =r; (Op-1), (2.6.12)
ujr1(n+1) —ujta(n)

j+1 (2.6.13)
+(—a—c+N+2({+1))(uj(n+1) —uj(n)).

onptj(n) + oppruj(n +1) = =2

Demostracion. (2.6.12) se obtiene del Lema 2.6.1. tomando x = —n y a +
¢ — N — 2. La identidad (2.6.13) se comprueba con un célculo directo.  [J

Procediendo como en las secciones anteriores, existen ahora cuatro D-
operadores de tipo 2 para los polinomios de Hahn.

Lema 2.6.3. Para a,c, N que satisfacen a+c— N # —1,—2,..., considere
los polinomios de Hahn (hff’c’N) (2.6.1). Entonces los operadores D;,

neN
i=1,2,3,4 definidos en (2.2.10) mediante las sucesiones (n > 0)

n(N —n)(n+a—N)
2n+a+c—N-1)2n+a+c—N—2)’
On1=2n+a+c—N —2,

nn+a—N)(n+a+c—1)
C2n+a+c—N-1)2n+a+c—N—2)’
opp=—2n+a+c— N —2),

—n(N —n)(n+c—1)
2n+a+c—N-1)2n+a+c— N —2)’
op3=—-2n+a+c— N —2),

—nn+c—1)(n+a+c—1)
2n+a+c—N-1)2n+a+c— N —2)’
Ona=2n+a+c— N —2,

&n,l

&n,2

6%,3 = (

End = (

son D-operadores para (hff’c’N) N y el dlgebra A (2.2.1) de operadores en
ne
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diferencias con coeficientes polinomiales. Mds precisamente.

Dlz(—x+N—1)A—#L
Dgz(x—a)V—#I,
Dgsz—#I,
D4=—(x+c)A—#I.

De cada uno de los D-operadores expuestos en el lema anterior junto con
el Lema 2.2.2 surge la correspondiente clase de polinomios que satisfacen
ecuaciones en diferencias de orden superior. Utilizaremos s6lo el primer y
segundo de los D-operadores debido a la simetria de los polinomios de Hahn,
los ejemplos generados a partir del tercero y primero de los D-operadores
son el esencialmente el mismo, asi como los ejemplos generados a partir del
segundo y cuarto.

Teorema 2.6.4. Sean «,c, N nimeros reales que satisfacen que a+c— N #
—1,-2,.... Sea Py un polinomio arbitrario de grado k > 1 el cual escribimos
como

k
Py(z) = wjrj(x),
=0

para ciertos nimeros w; = 0,...,k. Considere también el polinomio Py de
grado k + 1 definido por

W

k
Pl(:c):(a+c—N)P2(a:)+2(x—a—c+N+1)2],
j=0

Considere las siguientes sucesiones de nimeros (Yn),en, (Bni)pens © = 1,2,
(An)nen definidas por

k
=Y wjui(n), n>0,
=0

n(N —n)(n+a— N) Vnt1

Pn1 = 2n+a+c—N-1)2n+a+c—N=2) ~,

n>1,
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By = nn+a—N)(n+a+c—1) Yol sy
2T Ontate—N-1)2n+a+c—N—2) v, -
A, = it Pi(0n-1) S1 A= P1(6o) — 012(60)

2 ' 2

Donde, (0n),en Y (On)pen €stan definidas en (2.6.9) y (2.6.10) respectiva-
mente e implicitamente suponemos que v, # 0, n > 0. Finalmente definimos
las sucesiones de polinomios qo; =1 y paran > 1

N a,c,N .
qni = h%Q + Bn,ihn_l y = 17 2.

Considere el operador en diferencias de sequndo orden Dg . n (2.6.2) res-
pecto al cual los polinomios de Hahn son eigenfunciones. Finalmente escribi-

mos D;, i = 1,2 para los operadores en diferencias de orden 2k + 2 y género
(—k—1,k+1)

1 a+c— N
D1 = §P1(Da,C,N) + <_2 + (—$ +N - 1)A> PQ(DO"C’N) ’
1 a+c—N
Dy = §P1(Da,c,N) - <2 + (z — O‘)V> Py(Daven) -

Entonces D;(qn;i) = Andni, n >0, i =1,2.

Demostracion. El Teorema es una consecuencia directa del Lema 2.2.2. Sélo
tenemos que identificar cual es cada pardmetro en este ejemplo.

n(N —n)(n+a—N)
C2n+a+c—N-1)2n+a+c— N —2)’
nmn+a—N)n+a+c—1)
C2n+a+c—N-1)2n+a+c— N —2)’

€n,1 On,1 = On,

€n,2 Op2 = —0np

El Lema 2.6.3 nos da que las sucesiones (eni),cny ¥V (Oni)peny @ = 1,2,

definen dos D-operadores del tipo 2 para los polinomios (hZ’C’N) , ademas

ne
- N
Dlz—wcfl—i—(—:wkN—l)A,
- N
Dgz%]%—(ﬂ:—&)v.
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Considere ahora el polinomio

k
aw =3 (-2l +(camct N4+26+ D). (26.1)

Un célculo directo usando (2.6.11) nos da que @ = Pj;. De acuerdo al
Lemma 2.2.2. s6lo tenemos que comprobar que

(1) g1 =Po(0n), n=0.
(2) An = An—1 = 0pYn, n =1
(3) Ay + An—1 = P1(0—1), n > 1, donde 6,, son los valores propios de
(h%’C’N) con respecto a Dy ¢ n.
ne
La identidad (1) es una consecuencia directa de (2.6.12) del Lema 2.6.2.

Usando la definicion de A,, podemos ver que para n > 2 los incisos (2) y
(3) son equivalentes a

P (en) - Pl(enfl) _ OnTn + On1Vn+1
2 2 '

Pero ésta es una consecuencia directa de (2.6.12) en el Lema 2.6.2 y la
formula (2.6.14) para P;.
Las identidades (2) y (3) para n = 1 se pueden comprobar con un célculo
directo. O

2.6.1. HahnI

Para una eleccién adecuada del polinomio P, los polinomios (gn,1),,cy del
Teorema 2.6.4 resultan ser ortogonales con respecto a una medida. Para iden-
tificar ese polinomio P», necesitaremos de la familia dual de los polinomios
de Hahn A7 = h,:’NJrc*l’Q*C’aJrc*l. Usando (2.6.7) y (2.6.8) tenemos que

Fo(=k).2—a—c+j (2—cH+J)i_.
3 s s

j=0
hig(xz+2+N—-a—c)=2—-a—c)(2—c),x
—k,—x,x+2+ N —-—a—c
3F2[ ;

(2.6.15)

;1.
2—a—c2—c
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Estos satisfacen la siguiente ecuacién en diferencias.

r (@) S_1 (hig) = (r (@) + 5 (2)) So (i 1,) +5 () St (W) = u (2) So((”f,k))a

2.6.16

donde Sy(p) =p((x+1)(z+1+2+N—a—c),l€Z y

rz)=—z(x+ N)(z—a+N)2z—a—c+ N +3),

s@)=@r—-—a—c+N+2)(z—a—-c+2)(z—c+2)2xr—a—c+N+1),

uz)=2r—a—-c+N+1)2z—a—c+N+2)(2z—a—c+ N +3).
(2.6.17)

Ademas éstos también satisfacen la siguiente ecuacién en diferencias de
primer orden. Si escribimos A = S — Sy, entonces

5(111‘:2) =k —a—ct N +3) R (@ +3+ N —a—c).
(2.6.18)

Para k un entero positivo, y «, ¢, N € R que satisfacen
at+c—N+1l,a—N+l,a+c—k—1,c—k—1#0,—-1,-2,..., (2.6.19)
sea g a.c,N la medida definida como
PraeN = (@ +c—1) - (x+c—k)pac—k-1,N

donde pq ¢, v esté definida en (2.6.5). Cuando N es un entero positivo tenemos

que
N-1

ﬁk,a,c,N = F(N) Z

z=0

I'a—z)l(x+c)
(r+c—k—1DI(N —z)z! ™

(2.6.20)

Para simplificar la notaciéon omitimos la dependencia de a,c, N y k y es-
cribimos py q.c,N = p-

Para encontrar una familia de polinomios ortogonales respecto a p a.c N,
necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.6.5. Para k un entero positivo, sean «,c, N numeros reales que
cumplen (2.6.19). Entonces se cumple que

<ﬁk,oc,c,N) hg’C’N> =
(=1)"ni(N = n),Nc—k -1 (a+n—N++D)C(a+c—k—1)h]; (6n)
I'a+c— N+ 2n) ’

donde (0n),,cry €5 la sucesion definida en (2.6.9).
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Demostracion. Procedemos como en las secciones anteriores. Para n > 0
tomamos

Cn =
(=1)"n!/(N —n),I'(c—k—-—1I'(a+n—N++1)(a+c—k— 1)hik (0)
Ia+c— N+ 2n) ’

a,c,N
n .

gn = <ﬁk,o¢,c,Na h

La relacion de recurrencia (2.6.4) para (hﬁ’C’N> y la normalizacion que
neN

tomamos para p, .y nos da

F'e)l'(a+1—N)I'(a+c)
T(atctl1-N)

&1+ (bo+c—k—1)& — =0, (2.6.21)

nt1+ (bn+ec—k—1)& +cn&n-1=0, n>1, (2.6.22)

donde b, y ¢, son los coeficientes de la relaciéon de recurrencia para los
polinomios de Hahn (2.6.4) .

Ahora probaremos que ((n), oy Verifica también las relaciones (2.6.21) y
(2.6.22). Después de algunos célculos y tomando en cuenta la definicion de
Cn» (2.6.22) es equivalente a

r(=n = D B) — (r (—n— 1)+ (=n — 1)
-k (=n — D) () + 5 (=1 — 1) 1 5 (6-1) = O,

donde los polinomios r, s y u fueron definidos en (2.6.17). Pero esto se sigue
solo de tomar £ = —n — 1 en la ecuacién en diferencias de segundo orden

(2.6.16) para los polinomios duales de Hahn <h>{7k> (2.6.21) se prueba

de manera analoga.

keN

Como las sucesiones (§,),cn ¥ (Cn)pen satisfacen la misma relacion de
recurrencia, es suficiente probar que & = (p. Si escribimos

nk,czfo = <ﬁ,1> = <pa7c7N7(;1;_|—c— 1)($+C—k)>,
y procedemos como en el Lema 2.4.3, encontramos que

Fle=1)I'a—N+1I'(a+c—1)
I'(a+c—N) '

Nk,c — knkfl,cfl =
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Por otro lado, si escribimos

Fle—k—DI'(a—=N+DI(a+c—k—kh(a+c—N-1)

I'(a+c¢—N) ’

Tk,c = CO =

un calculo directo usando (2.6.18) nos da

Fe—1I'(a—N+1)I(a+c—1)
I'(a+c—N) ’

Tk, — ka—l,c—l =

Se sigue por induccién que (g = &p. ]
Ahora estamos listos para probar que los polinomios ortogonales con res-
pecto a piq.cn (2.6.20) son un caso particular del Teorema 2.6.4.

Teorema 2.6.6. Para k > 1, sean a,c, N numeros reales que satisfacen
(26.19) y i, (n(n—2—N+a+c)) #0,n >0, donde hi, conk >1 son
los polz’nomz’és duales de Hahn (2.6.15). Definimos los poliﬁomios Py Py,
de grados k y k + 1, respectivamente, como

Py(x) = hi (),

Pi(z) =(a+c—N)hj(r) +2(r —a—c+ N +1)

X zk: (=F);(2 —a—ctj)p ;2 - chj)k*jTj(ﬂC)-
=0

(j+ 1)

También definimos las sucesiones de nimeros (An),en: (Vn)ns1 ¥ (Br)ps1
como

OnYn + P (Qn—l)
9 >

n>1 A= Py (6p) — 01P2(90),

Ap = 5

= hipn(n—2-N+a+o),

n(N —n)(n+a—N) o

bn = 2n+a+c—N-1)2n4+a+c—N—=2) ~,

y la sucesion de polinomios (qn),cy como qo =1, y
4n(2) = b Nw) + Bl (@), 21,

donde (0n) ,en ¥ (Tn)pen S0n definidos por (2.6.9) y (2.6.10). Si N es un en-
tero positivo, entonces los polinomios (qn)y<, <y S0n ortogonales con respecto

80



Caso Hahn Capitulo 2

a la medida p (2.6.20). Mas ain, si consideremos el operador en diferencias
de orden 2k + 2 y género (—k — 1,k + 1) definido por

a+c— N

1
D = §P1 (Da,c,N) + (— 5

+(—x+ N — 1)A> Py(Doen) ,
donde Dq . N es el operador en diferencias de sequndo para los polinomios
de Hahn (2.6.3), entonces D (g¢n) = Angn.-

Demostracion. La primera parte del teorema se puede probar de manera
analoga a como se hizo en el Teorema 2.3.5.
La segunda parte es un caso particular del Teorema 2.6.4 parai =1y

(—k)j(Q —a— C-l—j)k,j(Q — C+j)k7j.

L]
2.6.2. Hahn II
Existe otra eleccién del polinomio P para el cual los polinomios (gn,2),,cn

del Teorema 2.6.4 también son ortogonales con respecto a una medida. Cier-

tamente, escribimos (h; k) Len para la familia dual de los polinomios de Hahn
"/ ke

hs = hZ’fa’ch’fN. Usando (2.6.7) y (2.6.8) obtenemos

. . p Vo
h5 i :Z S Lri(z), (2.6.23)
j=0 I
hop(x(x+2+N—-a—c)=(2—c¢c)(N+1),
k,—z,2+2+ N —a—ct+

B 1f.
2 2 e, N+1 ’
Para k un entero positivo, y a;, ¢, N € R que cumplen
at+c—N+1l,a—N+1l,a+cec—k—1#£0,—-1,-2,..., (2.6.24)

sea g a.c,N la medida definida como
Phae,N = (T + 1) (2 + k) patht1c—k—1-N+k+1(2 + K+ 1).
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Cuando N es un entero positivo tenemos

Praen =(—DFEIC(a + k+ D(c— k — 1)0_p_y

Nl T oo e (2.6.25)
+I(N+k+1) Z:;) (x —|—(k: + 1))1“((N — a?):v! ’

Para simplificar la notacién simplemente escribiremos py o.c.N = p-

Las pruebas de los siguientes teoremas son similares a las de la seccion
anterior.

Lema 2.6.7. Para k un entero positivo, sea o, c, N niimeros reales que cum-
plen (2.6.24). Entonces, tenemos

<:5k,a,c,Na hﬁ’c’N>
(=)™ Il (c—k —D)D(a+c+n)D(a+14n— N)hs ;. (6n)
B I(a+c— N+ 2n) ’

donde (0n),,cn €5 la sucesion definida en (2.6.9).

Teorema 2.6.8. Para k > 1, sea a,c, N niumeros reales que satisfacen
(2.6.24) y h3  (n(n—2—N+a+c)) #0 conn >0, donde hi,, k> 1, son
los polmomiés duales de Hahn (2.6.23). Entonces definimos los polinomios
Py y Py, de grados k y k + 1, respectivamente, como

PQ(w) = h;,k<m)7
Pi(x) =(a+c—N)hy(z) +2(r —a—c+ N +1)
P (k) (2=t ) (N +1+7)

X

o
G+ 1) Lrj().

También definimos las sucesiones de nimeros (An),crns (Yn)p>1 ¥ (Bn)n>1
como

onYn — P1 (On—1) Py (6p) — 01P> (6o)

An: 2 y TLZL )\0: 2 )
tn = B3 ln(n =2 = N+ a+c)),
8, = nn+a—N)n+a+c—1) Yn+t1
=

2n+a4+c—N-1)2n+a+c—N-2) v, ’
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y la sucesion de polinomios (qn), ey como qo =1y
4n(2) = N (@) + Bl (2), n> 1,

donde (0n),eny ¥ (On)pen S0n definidas en (2.6.9) y (2.6.10). Si N es un
entero positivo, entonces los polinomios (qn)y<,<y SON ortogonales con res-
pecto a p (2.6.25). Mds atin, si consideramos el operador en diferencias de
orden 2k + 2 y género (—k — 1,k + 1) definido por

1

D= §P1(Da,c,N) - (

a+c— N

9 — (l’ — OJ)V) PQ(DQ7C7N) s

donde Dy . N es el operador en diferencias de sequndo orden para los polino-
mios de Hahn (2.6.3), entonces Dqc N (Gn) = AMdn-

2.7. Caso Laguerre

Para a € R se definen los polinomios de Laguerre (Lf), .y como

Lo(z) = Zn: (z2) (” + O‘) . (2.7.1)

3 o
— 7 \n—J
Cuando o # —1,—2, ..., éstos son ortogonales respecto a la medida p, =
fa(z)d
po(x) =2%"", x>0 (2.7.2)

la cual es positiva solo cuando o > —1.

Los polinomios de Laguerre son eigenfunciones del siguiente operador di-
ferencial de segundo orden

d\’ d
D, = 1—2)— D, (L) = —nL® n>0 (27
x(d:c) + (a+ x)dw (Ly) nLy, n>0. (2.7.3)

Primero encontraremos un D-operador para los polinomios de Laguerre.

Lema 2.7.1. Para o € R, sea p, = L, n > 0, los polinomios de Laguerre
(2.7.1). Entonces el operador D definido en (2.2.3) mediante la sucesion e, =

—1, n > 0 es un D-operador para los polinomios de Laguerre y el dlgebra A
(2.2.2). Mds ain D = d/da.

83



Capitulo 2 Caso Laguerre

Demostracién. Usando las formulas (L2) = —Lo1], Lo+! = di—oln_;y
la definicién de D-operador tenemos
D(Ly) =) ()L =) () (=1L
j=1 J=1
n—1 d
S - L,
k=0
Asi D = %. O

Del lema anterior y el Lema 2.2.1 se obtienen las correspondientes familias
de polinomios que satisfacen ecuaciones diferenciales de orden superior.

Teorema 2.7.2. Sea P, un polinomio de grado k + 1, k > 1 y escribimos
Py(z) = Pi(z — 1) — Pi(x) (entonces P2 es un polinomio de grado k). Su-
pongamos que Py(—n) # 0, n > 0 y definimos las sucesiones

Tnt1 = Po(=n), n=0,

An = Pi(—n), n>0,

1
/Bn = _'YnJr
Tn

y la sucesion de polinomios (qn),cy definidos por gy = 1

n > 1.

)

Qn:Lg‘i‘/@n 2_17 n>1,

donde L es el n-ésimo polinomio de Laguerre (2.7.1). Escribimos a D como
el operador diferencial de orden 2k + 2

d
D = Py(D,, —P(D,),
1( )+dx 2(Da)

donde Dy, es el operador diferencial de sequndo orden (2.7.2).
Entonces D (¢n) = Angn.-

Para o # 0,—1,-2,... y M # —F()/r(n+a), tomemos la medida p, ns
definida como

Pan = al?(a) M8y + po(x)dz, x> 0. (2.7.4)
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Cuando o« > 0y M > 0, la medida p, s se conoce como la medida de
Krall-Laguerre-Koornwinder

Pa,M = al?(a)Mby + z%te™®, x> 0.

Para simplificar la notacién escribiremos simplemente po s = p-

Usando el Lema 2.3.4 encontramos una sucesiéon de polinomios que son
ortogonales respecto a p.

Lema 2.7.3. Sean (Vn),,>1 ¥ (Bn),>1 las sucesiones de nimeros definidas
por

I'(n+ )
=1+ K——= 2.7.5
TYn+1
Bn = — , n>1 (2.7.6)
Tn
Entonces los polinomios definidos por gg =1 y
Go= L3+ BaL2, > 1, (2.7.7)

son ortogonales respecto a p (2.7.4).

Demostracion. En notacion del Lema 2.3.4 tenemos que A = 0, v = pio—1(z)dx
Y 1 = pla(7)dz. Ahora como LOT! = Z?:o Ly_; se sigue que ap = Ia).
Entonces

t e @ (77

Bn=— ==
T Mp,_ -
(Oé)"‘ D 1(0) F(Ot)—f—M(n:;gl 1)
I'(n+a+1 I'(n+a+1

D@+ Mgty Y Mgy
- T'(n+a - F(nt+a ’

I(a) + M W 1+ M W

que coincide con (2.7.6) si tomamos K = M/T(a + 1)T'(a). O

Cuando a es un entero, la sucesion (v,),cy (2.7.5) es un polinomio en n y
entonces el Teorema 2.5.2 nos da la ecuacién diferencial de orden 2a + 2 que
los polinomios (2.7.7) satisfacen.
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Teorema 2.7.4. Sea (qn),cy la sucesion de polinomios (2.7.7) que son orto-
gonales respecto a la medida p (2.7.4). Suponga que o es un entero positivo.
Defina la sucesion A, como

A =1+ nn+1)---(n+ «a)

a+1

y los polinomios Py y P», de grados a4+ 1 y « respectivamente, como

Pl(l') = -+

a+1(—:1:)(—x+1)~--(—:n+a),

Pyz)=14+K(—z+1)(—z+2)--- (—z + ).

Considere el operador diferencial de orden 2a + 2 definido como

d
D =P (D,)+ —P,(D,),
| (Do) + 53 (Da)
donde Dy, es el operador diferencial de sequndo orden (2.7.3).

Entonces D (qn) = A\nqn.-

Demostracion. Es suficiente observar que Pa(z) = Pi(x — 1) — Pi(z) y con-
cluir con el Teorema 2.7.2. O

Cuando « no es un entero positivo, o el polinomio P, no es como en el
Teorema 2.7.4, los polinomios (gn),cy (2.7.7) no parecen ser ortogonales
respecto a una medida (existe evidencia computacional que muestra que no
satisfacen una relacion de recurrencia a tres términos). De cualquier manera
poseen cierta propiedad de ortogonalidad. Ciertamente, cuando Py(1) # 0,
como P, es un polinomio de grado k, podemos tomar numeros wj, j =
1,...,k tales que

Por otro lado, si P>(1) = 0, podemos tomar ntimeros wj, j = 1,...,k tales

que
i x4+

Po(—z)=1+ w-( . )
»(—) j;) i\
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(en particular wy = —1).
Definimos el polinomio @ como

) = {z§1<a—j>jwjmk-j si Py(1) £0, 278)

0
Sig (o= j)wiatd si Py(1) =0,

Notemos que el polinomio @ tiene grado a lo mas k — 1 para P»(1) #0 y
k para P»(1) = 0.

Lema 2.7.5. Sea P> un polinomio arbitrario de orden k que satisface que
Py(—n) # 0, n > 0. Para « € R\ {k,k—1,...}, considere los polinomios
(@n)nen (2.7.7). Si definimos

(f,q) = / (@) 9/(@) pas (2)dz + 9(0) /0 T (@) Q@) (2)d,

donde Q es el polinomio definido en (2.7.8), entonces

1. {gn,qj) =0,j=0,...,n—1,
2. <Qan>7éo;
3. (2F*1gn,q) =0, n>k+2yj=0,...,n—k—2.

Demostracion. Es suficiente mostrar que <qn,xj> =0,7=0,....,n—1,
(qn,2™) #0y (2"gy,27) =0paran>k+2yj=0,....n—k—2.

[0}

o1, automéaticamente tene-

Como @, es una combinacioén lineal de LY y L
mos que
<Qnax]>:07 j:]-?"'an_]-v

<xk+1q’n)xj>:07 n2k+2 Yy j:17,n—1

Ahora, para n > 1, como

o0 o0 n—1 j
— +a-—1
sl = [T )= [ X S (e

Jj=0
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Entonces

(g ") = B /0 L8 0" e = (=1)" (0 — 118 || L2y ||* # 0.

Si usamos la identidad

o - (a=D);
L= —— "L,

=0 7

con B=a—1lyl>1, para j =0 tenemos
a - (l)] a—l
LS po—i(z)dx = Z ?Lnfjua,l(x)dx
j=0 "

=0 [ g oo =ria 100 (1Y),

Primero probaremos el lema cuando P» (1) # 0. Usando la definiciéon de @
(2.7.8) y usando la igualdad anterior tenemos que

<an 1> = /OOO Qn(x)lu’oe—l($)d$+ /OOO QH(x)Q(:E)Ha—k—l(ﬂ?)dx

N

—T(a) + BuT(@) + 3 (0 — )05 /O " (@) tamy1 (2)dz

j=1

— (@) + AuT(0) + 3 (- 4),wiT(a — j) (”“')

i=1 g

+ﬁni(0‘ —j)jw;T (e = j) <n+‘7 B 1>

i=1 J

(o) (1+Bn)+éwj Kn]ﬂ> + (Hj_l)]

Como (gn, 1) = 0, si resolvemos para 3, tenemos que

L 1+Z§:1wj‘<n;rj> _ P(-n)
n 1+Z§1W<n+§_1>_ e
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que coincide con la expresion para (3, dada en el Teorema 2.5.2.

Finalmente tenemos

k
1,1) =T(«x) | 1 + w; | =T« 0.
(:0) =) {14 Y | =) 2
Cuando P(1) = 0 la prueba es analoga. O

Las propiedades arriba descritas para los polinomios (gn()),cy implica
que estos satisfacen una relacién de recurencia de 2k + 3 términos.

Corolario 2.7.5.1. Suponga que o # k,k — 1,... entonces los polinomios
(qn(7)),en definidos en el Teorema 2.5.2. satisfacen una relacion de recu-
rrencia de la forma

k+1

(@) = Y njgnrs(@).
j=—k—1

Demostracion. Como 2**+1q, (z) es un polinomio de grado n+k+ 1 entonces

éste, se puede escribir como z¥*1¢q, (z) = Zfiin Cn,jqn+j(x). Entonces de

la tercera implicaciéon del Lema 2.7.5 se sigue que

0= <wk+1qn (x) ,qo> = ¢n,—n (90, Q) ,

ahora usando 2 del Lema anterior se sigue que ¢, _,, = 0. Procedemos ahora
por induccion sobre m. Suponga que ¢, —p4; = 0con j =0,...,my m <
n — k — 2. Si procedemos como antes, tenemos

1
0= <xk+ dn (.T) 7q7n+m+1> = Cn,—n+m+1 <q7n+m+1, qfn+m+1> )

de donde se sigue también que ¢, —pymy1 = 0. O]

2.8. Caso Jacobi

Para o, € R con a4+ § # —1,—2,... usamos la definicién estandar de

los polinomios de Jacobi (Pﬁ‘ B )
neN

PP (z) =27n znj (” + a) <” * 5) (x—1)" (x4 1) (2.8.1)

=\ n—j
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Para «, 8 donde a4+ # —1,—2, ... éstos son ortogonales con respecto a la
medida (14,8 = pa,g(z)dz, la cual es positiva tnicamente cuando «, 8 > —1

fap(@)=1—-2)*1+2)°, -1<z<l. (2.8.2)

Estos polinomios son eigenfunciones del siguiente operador diferencial de
segundo orden

o/ d\? d
Dag=(1=a) (o) +(B-a=(a+5+20).

Das (P,?’B> = —n(n+a+B+1)P¥, n>o. (2.8.3)
Primero construiremos dos D-operadores para los polinomios de Jacobi.

Lema 2.8.1. Para o, € R, que satisfacen que a + 5 # —1,—2,..., sea
Dp = Pﬁ’ﬁ, n > 0, los polinomios de Jacobi definidos en (2.8.1). Entonces
los operadores Dy y Dy definidos por (2.2.10) mediante las sucesiones

n—+«
En,1:m7 op1=2n+a+p—-1,
n+p
€n,2:—m7 Un,2:—(2n+04+/3—1)7

son dos D-operadores para los polinomios de Jacobi y el dlgebra A (2.2.2).
Mas aun

_a+p+1 d
a+p+1 d
Dy=—-—-1I 1 —.
2 9 + ( +$)d$

Las pruebas en esta seccién son anélogas a las de seccién anterior, es por
esto que se omitiran.

Para enunciar los resultados principales en esta seccidon necesitamos algo
de notacion.

Escribimos (0p),,cry ¥ (0n)en Para las sucesiones

0, = —n(n+a+8+1),
on=2n+a+p -1
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Recordemos que (6,),,cy son los eigenvalores de la sucesion de polinomios
de Jacobi. También consideremos la sucesiéon

uj(n) = (n+a);(n+5—j);
y los polinomios rp =1 y para 7 > 1

j—1

ri(@) =[]~z + (@ +i+1)(B-1)].

1=0

Como el polinomio r;j, tiene justo grado j, todos los polinomios P € P (don-

de P es el espacio vectorial de los polinomios de grado n) pueden ser escritos
como P (x) = Z?T:%d(P) wjr;(x) para ciertos nimero wj, j = 0,..., grad(P).

El Lema 2.2.2. y los dos D-operadores para los polinomios de Jacobi encon-
trados en el Lema 2.8.1 automaticamente producen una clase de polinomios
que satisfacen ecuaciones diferenciales de orden superior.

Utilizaremos tinicamente el primer D-operador, debido a la simetria de los
polinomios de Jacobi respecto a los pardmetros o y 3 y los extremos de su
soporte x =1y x = —1.

Teorema 2.8.2. Sea P, un polinomio arbitrario de grado k > 1 el cual
escribimos como

k
Py() =) wjr(),
=0

para ciertos numeros wj, j = 0,...,k. Considere también el polinomio Py
de grado k + 1 definido por

k
Py(z) = Z wjr;(x).
=0

Considere las siguientes sucesiones de nimeros (Yn),en: (Bn)nen ¥ (An)nen
definidos como

k
Yo = Y wjui(n), n>0,
=0

n+aoa Y1

n 9 21)
P n+a+B8 v "
A, = T +P21( 1)’ n>1. Ao P (0) (Oé+25+ )P(0)
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Donde, se asume que v, # 0, para n > 0. Definimos finalmente la sucesion
de polinomios qo = 1, y paran > 1

an :Pgﬁ_'_ﬁnpaﬁ

n—17

donde P2 son los polinomios de Jacobi dados en (2.8.1). Por ltimo escri-
bimos D para el operador diferencial de orden 2k + 2

a+p+1 d

D= 3PDa) + (-5 4 (1= a) ) PaDas).

donde D, g es el operador diferencial de seqgundo orden (2.8.3).
Entonces D(qn) = Angn, n > 0.

Ahora consideraremos un importante caso particular del teorema anterior.

Para a,3 € R con a+ 8 # —1,—1,... y I'(n), considere la medida p, g
definida como

Doy = 20T BT2(BYMS_1 + pia,p-1(x)dz, (2.8.4)

donde fi4 g(x)dz esté definida en (2.8.2). Cuando o« > —1, > 0y M > 0,
la medida p, g ar es conocida como la medida de Krall-Jacobi-Koornwinder

Papr =22PBI2(BMO_1 + (1 —2)*(1+2)°, —1<az<l.
Para simplificar la notacién omitiremos los parametros «, 8y M y escri-
biremos pq 5.1 = p-

Usando el Lema 2.3.4 encontramos una sucesiéon de polinomios que son
ortogonales con respecto a p.

Lema 2.8.3. Sea (n),>1 la sucesion definida por

F(n+a+ﬁ)1“(n+ﬁ).

=14+ M 2.8.5
= TR L ) T (2835)
Definimos
n+aoa Ypi+i1
== Il o>

Bn n+a+pB v
Entonces los polinomios qg =1 y

G = PP 4 B, P2, n>1, (2.8.6)

son ortogonales con respecto a p (2.8.4).
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Cuando /3 es un entero positivo, la sucesion (yy),,cy (2.8.5) es un polinomio
en n y entonces el Teorema 2.7.2. nos da una ecuaciéon de grado 2a + 2 que
los polinomios de Krall-Jacobi-Koornwinder (2.8.6) satisfacen.

Teorema 2.8.4. Sea (qn),,cy la sucesion de polinomios (2.8.6) ortogonales
con respecto a la medida p (2.8.4). Suponga que B es un entero positivo.
Defina la sucesion de nimeros A, como

An = (n+a+B) <n+M(n+a)g(n)5 <1+Z+1>> +ab,

y los polinomios Py y Py de grados B+ 1 y B, respectivamente, como

Pi(z) Zaﬁ+(a+1)(5+1)—2$+M<—2ac—i—oa—|—5+1>

B+1
-1
< [Jl—z+ (@+i+1)(8—1),
=0
-1
Py(x) =1+ M [ [~z + (@ +i+1)(8—1)].
=0

Considere el operador diferencial de orden 25 + 2 definido como

a+pB+1 d

D= %Pl(D%g) + <— 5 +(1- 33)dx> PQ(D(X,,B) )

donde Dq g es el operador diferencial de sequndo orden definido en (2.8.3).
Entonces

D(Qn) = Ann-

Cuando 8 no es igual a k, los polinomios ¢, parecen no ser ortogonales
respecto a una medida. Si procedemos de la misma manera que en la secciéon
anterior podemos ver que estos polinomios gozan de propiedades de ortogo-
nalidad similares con respecto a la siguiente forma bilineal no simétrica

/f %) fayp1(2)dz + g(— /f ) fiop—t1 (@)

donde (1, g s la medida de Jacobi. @ es cierto polinomio de grado a lo mas
k — 1 6 k dependiendo de P». Estas propiedades de ortogonalidad para los
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Capitulo 2 Caso Jacobi

polinomios (gn),,c implican que éstos satisfacen una relacién de recurrencia
de 2k + 3 términos de la forma

k+1

(L) au(z) = D cnjanri(@).
j=—k—1
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