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Capitulo 1

Introduccion

La enorme capacidad del ser humano para conocer y modificar su am-
biente se encuentra fuertemente ligada a su facilidad de abstraccion. Toda
teorfa, por mas elaborada que sea, toma en sus conceptos mas béasicos, y
como bloque inicial para la construccion de todos sus postulados, ideas que
relacionan un término con otro; se revela asi la capacidad de abstraccién co-
mo pieza fundamental de todo razonamiento. Puede parecer que, como cada
término que se define es a su vez definido por medio de otros, el conocimiento
humano deberia contentarse con aceptar ciertas ideas con una conviccion si-
milar a la de la fe para asf lograr definir conceptos ttiles. EI mismo supuesto
sobre la existencia de las formas de la intuiciéon obliga la aceptacion de cierta
constitucion mental (ininteligible para nosotros) necesaria para todo proceso
de cognicion [1], el cual estara hecho sobre las bases de ciertas abstracciones
que relacionan conceptos cada vez mas complejos con aquellos primigenios.
En este sentido, la programacién de una computadora se devela como un
proceso que muestra de forma clara este mecanismo del razonamiento: por
un lado, el acto de programar necesariamente esté ligado con el de disenar.
Seria initil sentarse a programar sin tener de antemano algtin problema que
resolver. Por otro lado, al programar se necesita tener en cuenta las distintas
abstracciones disponibles o que uno podria requerir para resolver el proble-
ma para el cual se disené una solucién de antemano. Las abstracciones que
uno encuentra en la computacién son particularmente numerosas. La misma
computadora es un sistema complejo hecho de partes mecanicas, uno o varios
sistemas operativos, herramientas de software, middleware, etc. Todos estos
componentes son resultado del trabajo de miles de personas a lo largo de
muchas décadas y estan interconectadas de forma compleja, trabajando de
manera sumamente organizada para resultar en las maquinas funcionales que
conocemos actualmente [2].

La naturaleza misma de la computacién hace posible estudiarla desde
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muchas y muy diversas trincheras. Uno de los acercamientos que uno podria
dar a su estudio es a través de los lenguajes de programacion. Dichos len-
guajes forman un conjunto considerablemente grande hoy en dia y, aunque
cada uno de los miembros de dicho conjunto funciona como paso intermedio
entre la especificacion de un sistema y el proceso que lo implementa (i.e., un
programa), varian en forma sustancial en tanto que estos estan basados en
diversos modelos computacionales que definen formalmente cémo los compu-
tos son llevados a cabo [2]. La semantica y sintaxis de los lenguajes estan
estrechamente conectadas con los conceptos fundacionales sobre los cuales se
idearon. Las diversas formas de ver a la programacion, hoy llamadas “para-
digmas”; son el resultado de distintas escuelas de pensamiento que adoptaron
una filosofia determinada respecto a como deberian funcionar estos lenguajes.

Dentro de una computadora son necesarios procesos de lo més diversos
para llevar a cabo las tareas que cotidianamente realizamos con ellas. La
robustez y debilidad de estos procesos depende, de forma llana y general, de
dos cosas: el modelado, es decir, lo buena que pudiera ser la descripcion de
la tarea a realizar por la computadora, la facilidad o posibilidad de dividir
la tarea en una serie de procesos mas sencillos, la claridad de las estructuras
de datos utilizadas, etc.; y, de mayor interés para este trabajo, del lenguaje
que es utilizado para modelar lo anteriormente dicho.

Tal como las estructuras de datos, que nos permiten almacenar y orga-
nizar datos de forma que el acceso y modificacion de estos sea sencillo, no
pueden otorgarnos una estructura coherente para todo proposito, y por lo
mismo se vuelve relevante el estudio sobre las fortalezas y limitaciones de
una coleccion considerable de estas estructuras [3], es importante asi conocer
los modelos de computacion que funcionan como base de los distintos len-
guajes de programacion, para, de manera similar, conocer qué paradigmas
facilitan el uso de las estructuras requeridas para determinadas tareas, la
facilidad de abstraccion de los objetos requeridos, etc.

Surge de forma natural la pregunta sobre la necesidad de tener tantos es-
tilos, a veces tan diversos entre ellos, de programacion. Muchas veces dentro
de un mismo hardware, tenemos ejecutdndose programas que estan hechos
de forma relacional, funcional, imperativa y orientada a objetos. Més intere-
santes resultan los proyectos de gran magnitud: los programas practicos que
se generan en la industria alcanzan facilmente el tamafnio de unas miles de
lineas de codigo y hasta millones a veces, donde distintos paradigmas existen
en interaccién y aportan de diversas abstracciones y sintaxis distintas. No
es, claro, algo deliberado. Estos programas no se hacen buscando abarcar
el mayor niimero de paradigmas disponibles. La razon es un tanto sencilla:
uno no programa con los paradigmas existentes, sino con diversos conceptos,
cada uno de los cuales es mas facil utilizar y comprender desde un punto



de vista en especifico que brindan los paradigmas. Nace necesariamente la
intencion de mezclar varios conceptos en la solucion de un problema y, asi,
la apariciéon de diversos paradigmas dentro de un mismo programa surge co-
mo algo accidental. Las formas de razonar sobre un problema que llevan a
la implementacién de un programa en particular son siempre especificas al
programa en cuestion.

La interaccion entre los estilos que tienen los distintos paradigmas no sélo
se vuelve compleja conforme nuevas capacidades son anadidas a estos por
parte de sus respectivas comunidades, sino que también se vuelve cada vez
mas costoso mantener los fragiles hilos que, mediante capas de abstraccion,
permiten la interaccion entre las distintas partes de los programas.

Las preguntas que ahora corresponde hacernos son: ;qué tan compatibles
son entre si los distintos conceptos centrales que se tienen en las diversas for-
mas de programar?, ;pueden coexistir de manera natural estos? Preguntas
més abstractas sobre la naturaleza de las funciones que abarcan las teorias
que sirven de pie a los distintos paradigmas fueron ya respondidas a princi-
pios del siglo XX, siendo los trabajos de Alonzo Church [4] y Alan Turing [5]
los mas destacados. Es ahora un resultado bien conocido el que ambos mode-
los computacionales, tanto el célculo-A desarrollado por Church (centrado en
las funciones y el cual podriamos decir es base de la programacion funcional)
como las maquinas de Turing (centradas en estados y a las cuales podriamos
ver como el fundamento de la programacion imperativa) tienen la misma
capacidad computacional: ambos son capaces de expresar la familia de las
funciones recursivas. La equivalencia establecida entre ambas concepciones
nos habla Gnicamente sobre la capacidad que tienen de realizar las mismas
funciones sobre el conjunto de los ntimeros naturales, mas no sobre la simili-
tud de estilos ni la capacidad de retiso de los programas que pudieran resultar
de sus vistas particulares respecto a como computar. La distincién entre los
lenguajes inspirados tanto por el modelo de Turing como por el modelo de
Church no sélo se establece en la practica de forma estilistica, también tienen
amplias diferencias teoricas. Un vistazo rapido a las comunidades dedicadas
al estudio de estas distintas formas de computo basta para notar los topicos
que son de crucial interés para cada uno de los modelos, enfocandose el de
Turing en la complejidad de los algoritmos y el de Church en su significado

[6].

Las implicaciones practicas del desarrollo de un estilo de programacion
que permita la interacciéon natural de los estilos de cada uno de los distintos
paradigmas hasta ahora utilizados en la programacién podrian ser realmente
amplias. La unificacion de los distintos paradigmas se ha intentado ya con
anterioridad |7, 8], mas nunca ha prosperado ni ha logrado encontrar un
nicho permanente en la practica o tenido la oportunidad de cambiar de forma
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sustancial el ecosistema de los lenguajes de programacion.

Si llevamos a sus puntos extremos los distintos estilos que hoy se esta-
blecen sobre los paradigmas que han resultado ttiles, veremos que por un
lado tenemos lenguajes que facilitan el tratamiento de todas las cosas como
funciones (programacion funcional) y, por otro, lenguajes que consideran que
toda abstraccion estd encima de una estructura, la cual se conforma de un
estado que puede mutar por medio de asignaciones a los componentes que lo
conforman (programacion imperativa). En el medio, modificaciones y/o mez-
cla de estas dos concepciones dan espacio a diversos estilos (programacion
orientada a objetos, lenguajes de queries, etc.).

El presente trabajo explora un modelo propuesto en afios recientes |9, [10]
que logra caracterizar de manera sintictica a los objetos dentro suyo como
formas factorizables y de esta forma dar cuenta de su estructura interna,
aumentando el espectro de expresividad en comparacién con los modelos clé-
sicos de la computacion, en tanto que permite la introduccién de nociones
intensionales que, en conjunto con el soporte extensional que brindan ya los
paradigmas comunes, otorga la capacidad tanto de expresar todas las funcio-
nes y estructuras de datos comtinmente halladas en los distintos lenguajes de
programacion, como de representar funciones intensionales como la igualdad
estructural de los programas representados en este formalismo. Asimismo,
permite un tratamiento uniforme de todos los objetos del lenguaje a través
del emparejamiento de patrones, tal y como se formaliza en el calculo de pa-
trones y [6], a través de sus diversos mecanismos de reduccion, en conjunto
con los hallados en el calculo A y de la capacidad de identificar a programas
con estructuras de datos manipulables de forma extensional e intensional,
posibilita una provechosa linea de trabajo futuro en el ambito del anélisis y
optimizacion de programas, pues facilita la remocion de dificultosos procesos
implicados en ello, como son el uso de un metalenguaje para el etiquetado
externo o aritmetizacion de las abstracciones, pudiendo dar cuenta de ellas
desde dentro suyo.

1.1. Lenguajes imperativos

Los programas que son construidos en los lenguajes de programacion “tra-
dicionales” (como C o Fortran) se conforman de un conjunto de instrucciones
que indican cémo deben hacerse los cambios sobre un estado inicial, el cual
se constituye de distintos valores o que cambian reiteradamente a lo largo de
la ejecucion del programa para finalizar con nuevos valores o’

OC=090—0,—=0y— - —0,=0
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El modelo en el que se basan estos programas abstrae una nocién de las
funciones computables que las ve como un conjunto de cambios de estado.
El estado inicial de estos programas es tipicamente modificado a través de
comandos de asignacién. A los programas que siguen este modelo son a los
que solemos llamar como escritos en un estilo “imperativo”, mismo que es
pilar del paradigma més popular en la actualidad, el orientado a objetos.

Ejemplo 1.1.1.

int i, j;
for (1 =0; 1 <n - 1; i++)
for (j =0; j<n-1i-1; j++)
if (arr(j] > arr([j+1]) {
int t = arrl[j];
arr[j] = arr[j+1];
arr[j+1] = t;
+

Para posteriormente poder contrastar programas que siguen el estilo imperativo con
programas hechos en otros modelos (en particular, el funcional), aqui se encuentra el codigo
que implementa el algoritmo de ordanamiento “bubble sort”. En este se puede observar de
forma clara el uso de asignaciones para lograr el ordenamiento de una coleccion de niumeros.

Los primeros lenguajes de programacion que se desarrollaron tenfan un
objetivo bastante claro: dotar de un vehiculo mediante el cual se pudiera
controlar el comportamiento de una computadora digital. De esta forma, los
primeros lenguajes reflejaron de una manera bastante fiel la estructura de
las computadoras en las cuales operaban. Asi, la arquitectura que tienen las
computadoras digitales ha tenido un fuerte impacto a lo largo de la historia
del diseno de lenguajes de programacion, siendo la mayoria de los lenguajes
més populares de los tltimos cincuenta anos disenos encaminados a mejorar la
eficiencia de los procesos que se realizan al nivel mas bajo en las computadoras
de arquitectura von Neumann. En esta arquitectura, datos y programas son
almacenados en una misma memoria y existe una unidad de procesamiento
central, también conocida como CPU, en una memoria independiente, que se
encarga de la ejecucion de instrucciones; los datos de memoria en conjunto
con las instrucciones se transmiten a través de un biufer desde la memoria de
almacenamiento a la CPU, donde los resultados, una vez obtenidos, corren
de vuelta a la memoria. Esta forma de funcionamiento se ve materializada
en las caracteristicas que definen a los lenguajes imperativos: las celdas de
memoria son representadas por las distintas variables que se puedan hallar en
el programa; las sentencias de asignacion representan la transmision que corre
por el bufer, y las instrucciones iterativas se erigen como la forma méas basica
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para repetir una instruccion, dejando de lado a la recursién, en tanto que
las instrucciones en la arquitectura von Neumann son almacenadas en celdas
de memoria adyacentes, lo que hace que esta forma de repeticion requiera
tnicamente de un salto a una instruccion anterior 111, 12} [13].

Viéndolos como un conjunto ordenado en el tiempo, estos lenguajes pue-
den verse como una enorme progresion de desarrollos en torno a la mejora
de un modelo bésico de programacion imperativa establecido en 1957 por el
lenguaje Fortran 1 [I4]; todos disefiados para hacer un uso eficiente de la
arquitectura von Neumann, y fuertemente relacionados en el anélisis de sus
programas con las maquinas de Turing, en tanto que esta formalizacion, al
estar estrechamente ligada al concepto de “estados”, permite mimetizar de
manera bastante fiel la forma en la que son realizados los computos en dicha
arquitectura, logrando dar cuenta del ntimero de operaciones requeridas para
realizar distintas rutinas, lo que a su vez posibilita predecir la eficiencia tanto
en tiempo como en memoria de ellas.

1.2. Lenguajes funcionales

Aunque el estilo imperativo logro asentarse en un nicho especial en la co-
munidad de programadores, depender de forma tan fuerte en la arquitectura
subyacente ha sido visto por varios como una restriccion innecesaria respecto
a los acercamientos que pudiera tener el desarrollo de software.

No tardé mucho en cambiar la forma tradicional de ver el diseno de los
lenguajes de programacion, pues no es dificil darse cuenta de que aquellas
abstracciones sobre las cuales una maquina logra operar de forma éptima no
son necesariamente sobre las que resulta mas facil razonar a un ser humano.
La programacion funcional, nacida con Lisp en 1958 [15], representa una
ruptura radical respecto del modelo que sustenta a los lenguajes imperativos.

En esencia, los lenguajes de programacion funcionales logran codificar a
Sus programas como una dnica expresion, que es conceptualizada como una
funcion, haciendo la ejecucion de un programa la evaluacion de esta. Aun-
que bien es posible asociar a programas hechos en los lenguajes imperativos
comunes con una funcién f que determina el estado final a partir del in-
cial o' = f(0), las caracteristicas principales de los lenguajes funcionales los
distancian de los imperativos en tanto que prescinden de cualquier tipo de
variables, sentencias de asignacién y formas iterativas como sentencias de
repeticion primitivas, lo que permite escribir programas en un nivel mas abs-
tracto, similar a las funciones empleadas en las matematicas, facilitando asi
el razonamiento formal y analisis en torno al significado de sus programas.
Asimismo, la inexistencia de estados permite la ejecuciéon en arquitecturas
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paralelas de forma natural y la incapacidad de asignar valores a memoria
evita cualquier efecto secundario.

Ejemplo 1.2.1.

bubbleSort :: Ord a => [a] -> [a]
bubbleSort = foldr swapbs []

swapbs x [1 = [x]
swapbs x (y:xs) = min x y : swapbs (max x y) xs

Nuevamente mostramos el algoritmo de ordenamiento burbuja, esta vez en Haskell, un
lenguaje funcional puro.

La idea de desarrollar lenguajes de programacion que se separen de forma
abrupta de la tradicién imperativa ha sido defendida numerosas veces. En
su lectura del premio Turing en 1978 [16], John Backus, quien trabajo en el
desarrollo de Fortran, defendi6 el uso y desarrollo de los lenguajes puramente
funcionales (vistos en la época como artificios académicos de poco valor en
aplicaciones reales) en tanto que estos resultan mas “legibles, confiables y
probables a ser correctos”.

El desarrollo que han seguido esta clase de lenguajes se ha visto influen-
ciado por un vasto niimero de teorias, sin embargo, ninguna lleg6 a repercutir
en estos de forma tan radical como lo hizo el trabajo de Alonzo Church en
torno al calculo A\, que fue el primer tratamiento de los aspectos funcionales
de la computacion; su naturaleza libre de tipos, asi como el corto nimero
de reglas, permitieron un calculo simple y conciso con una propiedad su-
mamente interesante: poder expresar y razonar acerca de las funciones en
el entorno mas general posible. Es sobre este formalismo, en conjunto con
la l6gica combinatoria, equivalente a él, y desarrollos posteriores que giran
alrededor de estos dos, que elaboramos en el presente trabajo una exposicion
de los fundamentos que abren camino para el diseno de nuevos lenguajes
de programacion capaces de mantener la facilidad de analisis y optimizaciéon
en torno a sus programas, tal como en los lenguajes imperativos, asi como
permitirnos examinar su significado semantico, como ocurre en los lenguajes
funcionales, y dotar de una capacidad expresiva ausente en los paradigmas
popularizados hoy dia.

1.3. Plan de trabajo

En el segundo capitulo de este trabajo se revisara la teoria fundacional de
Alonzo Church, el calculo A, misma que funge como fundamento de los len-
guajes de programacion basados en el paradigma funcional. Posteriormente,
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en el capitulo tercero, se formalizaran las ideas de Moses Schonfinkel y Has-
kell Curry en torno a la logica combinatoria, que serén ligadas al calculo A, y
se mostrara la forma en la que es posible establecer un homomorfismo entre
estos formalismos, permitiéndonos en todo momento hacer uso del lenguaje
que mejor se acomode al escenario que encontremos, sabiendo que existen
mecanismos por los cuales podemos pasar de los términos de uno a los del
otro. En el capitulo cuarto se revisaran los conceptos establecidos por Barry
Jay, referentes al calculo SF', se explicaran diversas definiciones y resultados
respecto a este, como la contenciéon de la l6gica combinatoria dentro suyo; se
expondra la diferencia que existe entre las funciones extensionales e inten-
sionales dentro de los modelos de la computacién, y se definira la igualdad
intensional dentro del calculo que exponemos. En el capitulo quinto expon-
dremos el calculo ASF', sus propiedades y diversos resultados, para cada uno
de los cuales se ofrece su demostracion. Se mostraran también los conceptos
més bésicos del andlisis y optimizacion de programas, trazando el escenario
existente en esta area en torno a los dos formalismos que forman parte de
este 1ltimo célculo: el calculo A y el calculo SF', con la finalidad de sentar el
panorama sobre el que nos encontramos hoy en dia para facilitar el trabajo
futuro en torno a estos temas dentro del calculo ASF'. El ultimo capitulo
concluird y establecerd diversas posibilidades de trabajo futuro relacionado
con los temas expuestos en esta tesis, en particular con los céalculos SF y
ASF.

Para las definiciones y resultados relevantes expuestos en los capitulos
segundo y tercero, se ofrecerd su respectiva formalizacion en el asistente de
pruebas Coq, mientras que los resultados mostrados en el capitulo quinto,
para los cuales existe formalizacién dentro de Coq, mas no demostraciones
en el comun sentido de la palabra, se ofreceran, como ya mencionamos, estas;
mismas que se extienden a las definiciones y resultados mencionados en el
cuarto capitulo.



Capitulo 2
CAalculo A

El uso de funciones dentro de las diversas areas relacionadas con la ma-
tematica es actualmente tan extenso y visto con tanta normalidad que in-
teresarnos por un anlisis respecto a su naturaleza podria parecer carente
de sentido a primera vista. La notacién con la que contamos, tanto para la
abstraccion de funciones como para la substitucién de variables dentro de
ellas, se remonta por lo menos al ano de 1889, cuando Peano establece en su
Arithmetices Principia Nova Methodo Ezxposita la forma en la que se habia
de denotar las funciones de variable x que son determinadas por un término
«, misma que se usa hoy dia: a(z).

Las veces en que las mismas funciones son a su vez argumentos de otras
ocurren en muchas y muy diversas ramas de la matematica con gran fre-
cuencia y tienden a ser de una relevancia considerable. Si bien no siempre se
explicita, e incluso podria costar algo de trabajo notar en un primer acerca-
miento que una funcién esté siendo utilizada como parametro de otra, esta
clase de funciones son presentadas desde los primeros pasos que se dan en
cursos basicos de matematicas. Como ejemplo comin de funciones actuando
en otras tenemos al operador diferencial del calculo, el cual convierte una fun-
cién que da como resultado valores numéricos en una funciéon que da cuenta
del ritmo de cambio que estan teniendo estos valores.

Dentro del ambito de la computacion no es extrana la idea de las funciones
como miembros de primera clase, es decir, las funciones son vistas como
objetos capaces de ser pasados como parametros a otras funciones, de ser
evaluadas, y de ser regresadas como resultados. La facilidad o dificultad con
lo que esto se hace estriba, en la mayoria de los casos, en las tensiones que
existen entre los diversos paradigmas de la computacion (tal como se discutio
en el capitulo primero), siendo el funcional el que, precisamente, se erige
sobre la concepcion de las funciones como los objetos centrales del computo
y permite sin el mayor esfuerzo el uso de estas para un amplisimo abanico
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de usos.

Ejemplo 2.0.1.

int mcd(int a, int b) {
if (b == 0)
return a;
return mcd(b, a%b);

by

La funcién para computar al minimo comin divisor de dos nimeros enteros puede expre-
sarse dentro de C++ como una funcién recursiva, donde se regresa a la misma hasta llegar
al caso base de la recursion.

Ejemplo 2.0.2.

dosVeces :: (a -> a) -> a -> a
dosVeces f x = f (f x)

Dentro de Haskell, un lenguaje puramente funcional, es posible definir funciones que toman
como argumento a otras. En este ejemplo, se reciben un valor y una funcién, la cual se
aplicara dos veces a este.

Como veremos en este capitulo, la maquinaria funcional logra representar
tanto a los niimeros naturales como a cualquier funcién que actiia sobre estos
y sea Turing computable, mostrando asi que el punto de vista puramente
funcional de la computaciéon no es so6lo compacto, sino que también es capaz
de dar cuenta de todo cuanto sea computable.

La teoria de las funciones sobre la cual desarrollaremos es una teoria libre
de tipos que versa sobre funciones como reglas, oponiéndose a la concepcion
mas comun que se tiene, atribuida por lo general a Dirichlet, de las funciones
consideradas como gréficas, idea que es, por lo general, la imagen mental que
se nos da de lo que es una funcién en los cursos més basicos de matemati-
cas: que las funciones pueden y deben ser vistas como conjuntos de parejas
argumento-valor.

Apartandonos de esta concepcidon tan util en diversas areas de las ma-
tematicas, nos enfocamos en el calculo A, que conceptualiza a las funciones
yva no bajo el panorama enormemente popularizado de parejas que facilita
su “visualizacién”, sino como reglas, de forma que el estudio de los aspectos
computacionales de estas sea facilitado.

El célculo A, concebido y estudiado alrededor de 1928 por Alonzo Church
y publicado por vez primera en 1932, se construy6é con dos objetivos en
mente: el primero, desarrollar una teoria general de las funciones; el segundo,
extender dicha teoria con nociones de la légica, proveyendo asf una fundaciéon
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para la matemaética. Desafortunadamente, los intentos de proveer a través
de este calculo una fundacion sélida a la mateméatica fallaron. El sistema
planteado por Church era inconsistente, como mostraron Kleene y Rosser,
alumnos suyos, en 1935 [17].

El punto de partida de la teoria desarrollada por Church inicia con las
funciones como objetos de estudio de esta e incluye como sus miembros primi-
tivos a la abstraccion (Ax.M) y a la aplicacion (M N). En particular, dentro
del calculo A, las funciones pueden ser aplicadas a ellas mismas (asi, son
también los “argumentos” de toda funcion, funciones). Esto fue en su época
un tratamiento bastante novedoso, pues la nocién comtn de lo que entonces
se consideraba que era una funcién, tal como se establece en la teoria de
los conjuntos de Zermelo-Fraenkel (teoria que surge también de la necesi-
dad de tener una maquinaria fundacional de la matemaética), no lo permite,
consecuencia del axioma de buena fundacion de la misma teoria.

Definicion 2.0.1. (Funcién dentro de ZFC). “Una funcién es una relacion
F con la propiedad de que para todo x € Dom(F') hay una tnica y tal que
< x,y >€ F. Es usual llamar a tal tinica y, el valor de F' en z y denotarla
y = F(z).”[18]

Lema 2.0.1. Dada la nocion comin de funcion (tal como aparece en ZFC)
no es posible aplicar una funcion a si misma.

Demostraciéon: Supongamos que existe una funcion F' tal que se aplica
a si misma. Entonces existe el par (F,z) € F. Dado que las funciones son
conjuntos de pares ordenados, tenemos que (F,z) = {{F}, {F,z}}, y ast:
F e {F} € (F,x) € F. De modo que tenemos un conjunto

Y= {F,{F},{{F},{F,ZL’}}}

Por el axioma de buena fundacién:
Ve(x A0 — Jy € x(yna =0))

Deberfa cumplirse que Jy € v(y Ny = (), pero no hay tal y en 7, lo cual
contradice al axioma de buena fundacién. Asi, no es posible, dentro de ZFC,
tener a una funcion que se aplique a si misma. [

Pese a su fracaso como fundacién matematica, la parte del calculo A
que se encarga de lidiar con las funciones resultdé un proyecto sumamente
exitoso: fue por medio de esta teoria que Church pudo por vez primera ofrecer
una formalizacion de la nocién de lo que es “efectivamente computable” a
través del concepto de la A-definibilidad. En 1936, Turing public6 un famoso
articulo en el que estableci6 que sus méaquinas y la nocién de computabilidad
resultante de ellas (lo hoy conocido como Turing-computable) es, de hecho,
equivalente a la nocion de computabilidad antes establecida por Church [19].
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Definicién 2.0.2. (Efectivamente computable)[20]. Diremos que una funciéon
[ es efectivamente calculable o efectivamente computable siy so6lo si existe un
procedimiento efectivo que, dada una entrada x, logre producir, tal y como

se espera, f(z).

A partir del anélisis que Turing realiz6, se sigue que, a pesar de tener
una sintaxis tan minima, el calculo A puede describir a todas las funciones
computables. Asi, podria incluso ser visto como un lenguaje de programacion.
Consideremos una funcion

flzx)=3x*x

tal que f(1) resulta en 3, f(2) en 6, etc. La declaracion de esta funcion
tanto la describe como una que multiplica por tres a cualquier x € N que
le pasemos, como la nombra (es la funcion f). Contrastemos esta forma de
expresarla con la manera en la que la misma funcién es expresada dentro
del calculo A, que trabaja con funciones anénimas a través de los conceptos
de abstraccion y aplicacion, detallados més adelante en este mismo capitulo:
nuestra funciéon, asumiendo que la multiplicacion fue previamente definida y
su operador es infijo, se veria de la siguiente forma en nuestro lenguaje:

Ar.3 *x
Ahora nos es posible separar el nombre de la funcién de lo que esta hace:
f=Xx3x*xzx

La aplicacién de un valor numeérico a nuestra funciéon resulta en la evaluacion
por medio de reducciones de esta:

(Az.3 % x)3

Pues reemplaza las ocurrencias de = por 3 en 3 * x, resultando en 3 x 3, lo
que evalia a 9.

2.1. CaAlculo )\ puro

El calculo A, lenguaje cuyas nociones basicas esbozaremos en este capitu-
lo, es universal en el sentido en que cualquier funciéon computable puede ser
expresada y evaluada a través de este formalismo. Grosso modo, el calculo
A consiste en una tnica regla de transformacién y en un tnico esquema de
definicion de funciones. Las expresiones vélidas del lenguaje son dadas por
la sintaxis de términos que definimos a continuacion:
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Definici6on 2.1.1. (Términos lambda). Los términos lambda o A-términos
son expresiones definidas sobre un alfabeto compuesto por un niimero infinito
de variables xq, x1, . .., un abstractor (\) y signos impropios como paréntesis
y corchetes (, ), [,]. El conjunto de todos los A-términos, A, representa a todas
las expresiones validas de nuestro lenguaje y se define de forma inductiva
como:

1. x €A,

2. M e A= (Az.M) € A,

3. M,N € A= (MN) € A,
donde = es una variable arbitraria.

Algunas anotaciones pueden ser hechas sobre los A-términos: En primer
lugar, se puede notar, a partir del punto uno, que la expresion valida mas
sencilla del calculo X\ es aquella que consta Gnicamente de una variable. En
segundo lugar, las expresiones similares al punto nimero dos (es decir, aque-
llas que son precedidas por el abstractor A y que contienen a un A-término
después del punto) son conocidas como “abstracciones”; y ligan a una variable
(z en este caso) con un término valido del lenguaje (AM). Como un primer
ejemplo, la expresion que representa a la funcion identidad:

A\L.X

consta solamente de la abstraccion de un término que es ligado a si mismo.
El A-término que aparece inmediatamente después de la A (en este caso, la
variable x) representa a la variable ligada que funciona como argumento de
la funcion, mientras que la expresion que sigue del punto (en este caso, nue-
vamente, la variable ) es lo que conocemos como “el cuerpo” de la expresion.
Como tercera y tltima anotacién sobre la defnicién de los términos de nues-
tro lenguaje, en el punto nimero tres podemos ver la forma general de la
aplicacion, que aplica N al término M. La aplicacién es asociativa por la
izquierda. Es decir, dada una expresion

MoM M, ... M,
ella se evaliia aplicando las expresiones de la siguiente manera:

(.. (MyM)M,) ... M) M,

Ademés de ser asociativa por la izquierda, la aplicaciéon tiene mayor prece-
dencia que la abstraccion, de forma que Az.M N debe leerse e interpretarse
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como Az.(MN) y no (Az.M)N. De cualquier forma, debe notarse que cada
una de estas expresiones es valida, siendo expresiones equivalentes las dos
primeras, en tanto que la tercera cambia el significado; sirva este ejemplo
para hacer hincapié en la jerarquia y asociatividad tanto de la abstraccion
como de la aplicacion.

Tomese en considereacion que todas las variables del calculo A son anéni-
mas, es decir, las variables de ligadura que utilizamos no poseen significado
alguno y, asi, sus nombres carecen de importancia. Retomando el ejemplo de
la funcién identidad, podemos decir que tanto la expresion que utilizamos,
Ax.x, como \y.y sirven para referirse a la misma funcién y por tanto son equi-
valentes. Definiremos los términos del calculo A como clases de equivalencia
sobre los A-términos bajo la reescritura de las variables de ligadura una vez
que se introduzcan las definiciones necesarias para esto [6]. Esta relacion se
generard por medio de los axiomas. Para formular estos, es necesario definir
previamente un operador para la substitucion de términos: M[z := N], el
cual denota el resultado de substituir al término N por x dentro de M.

Definicién 2.1.2. (Axiomas y reglas). El calculo A tiene por formulas
M=N
donde M, N € A y es axiomatizado por los siguientes axiomas y reglas:

1. (A\z.M)N = M|z := N| (f-conversion),

2. M =M,
3. M=N= N=M,
4 M=N,N=L=M=1,

5. M= N = MZ—=NZ,
6. M =N = ZM = ZN,
7. M =N = \x.M = \x.N (regla &)

Notese que el calculo A es libre de nociones logicas: es una teoria ecua-
cional. Los conectivos y cuantificadores seréan utilizados en el metalenguaje
informal que ocupemos para hablar de nuestra teoria.

Centremos por un momento nuestra atencion sobre la S-conversion, que
es la regla mas basica de reduccion dentro del calculo \. Esta establece que la
aplicacion nos devuelve la substitucion de un término por la variable ligada
del término sobre el que funciona la aplicacion. Por ejemplo:

(A\r.z)a = x[z:=a] =a
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El primer paso en esta forma de reduccién consiste en determinar cuéles
son las ocurrencias del término ligado por la abstracciéon que habrén de ser
reemplazadas. Es necesario entonces tener una forma por medio de la cual
podamos determinar el alcance de las ligaduras que imponen las abstrac-
ciones. Con este fin, definimos las variables libres de un A-término, que son
aquellas disponibles para ser substituidas en la S-conversion.

Definicion 2.1.3. (Variable libre). Una variable x ocurre libre dentro de un
A-término M si x no existe en alcance de Ax; de otra forma, decimos que x
ocurre de forma ligada.

Ejemplo 2.1.1. La expresion
(A\x.x(Az.7))a
Se reduce, por medio de la S-conversion a la siguiente:
a(Ax.x)

Pues la primer abstraccion liga inicamente a la “primera” variable x, y no al
cuerpo del A-término que aparece en aplicacion a la ocurrencia de esta misma
x. Una expresion equivalente al ejemplo es:

(Ax.z(My.y))a

Definicion 2.1.4. (FV). Denominamos como F'V(M) al conjunto de las
variables libres de M, que puede ser definido de forma inductiva como:

= FV(x) = {z},
» FV(Ax.M)=FV(M) — {z},
« FV(MN) = FV(M)UFV(N).

Decimos que M es cerrado o un combinador si FV(M) = (. Podemos aho-
ra también denotar al conjunto de todos los combinadores: AY = {M €
A | M es combinador}.

Ejemplo 2.1.2. Retomemos el tltimo ejemplo para mostrar como trabaja
la funcion F'V:

FV((Az.x(Az.x))a) = FV((Ar.x(Az.x))) U FV(a) (2.1)
= FV(Ar.x) U FV(Azx.z) U {a} (2.2)
= (FV(z) —{z}) U(FV(z) = {z}) Ufa}  (2.3)
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= ({z} = {«}) U ({z} = {z}) U{a} (2.4)
=QubU{a} (2.5)

= {a} (2.6)

Para contrastar, veamos como actia F'V sobre un combinador. Tomemos
para nuestro ejemplo el famoso combinador K = Ax.\y.z del cdlculo combi-
natorial:

FV(K) = FV(A\x.\y.x)
= FV(\y.x) — {z}
= (FV(z) — {y}) — {=}
= ({z} —{y}) —{=}
= {z} —{«}
=

N N N SN /S
S O = W N
— . e e S e

Como era de esperarse, es vacio el conjunto de variables libres dentro de K,
pues sabiamos de antemano que K es un combinador.

Definicién 2.1.5. (Subtérmino). Decimos que M es un subtérmino de N
(notacion M C N) si M € Sub(N), donde Sub(N) es la coleccion de subtér-

minos de N, definida inductivamente como:
= Sub(z) = {z},
» Sub(Az.N) = Sub(N) U {\z.N},
» Sub(NM) = Sub(N)U Sub(M)U{NM}.

Definicion 2.1.6. (Cambio de variables ligadas). El cambio de variables
ligadas en un A-término M es un reemplazo de una faccion Ax.N de M por
Ay.(N[z := y]), donde y no ocurre ligada en N (es decir, y es variable libre).
En caso contrario, al ser y ligada dentro de N, se generarfa un conflicto de
nombramiento que cambiaria el sentido de la expresion.

Decimos también que M es a-congruente con N, y lo denotamos como
M =, N si N resulta de M por una serie de cambios de variables ligadas.

Esta relacion forma clases de equivalencia sobre los A-términos bajo el
renombramiento de las variables ligadas, es decir, =, cumple con ser reflexiva,
simétrica y transitiva:

» Va(z =, x),

» Vo y(e =,y =y =a 1),
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V2, Yy, 2(T S YANY =0 2 = T =4 2).

Es ademas congruente en tanto que =, es cerrada bajo las reglas de
formacion de nuestra sintaxis:

w Sirp =472y U =, ug entonces (r1uy) =, (rausg).
n Si ) =, s9 entonces (Az.s1) =, (Az.s2).

Definicion 2.1.7. (Substitucion). El resultado de substituir N por las ocu-
rrencias libres de x en M, denotado por M[z := NJ, se define de la siguiente
manera:

= ylr=N=y,sizZy,
s (A\y.M)[x := N| = y.(M[z := NJ),
» (MN)[z:=P]=(M[z := P])(Nx := P]).

Lema 2.1.1. Para todo término t, existe un término s tal que este es a-
congruente con t.

Demostracion: Por induccion en ¢: Para el caso de la abstraccion, i.e.,
cuando t = Ax.M tenemos, por hipoétesis, un término s tal que t =, s.
De modo que s resultdé de una serie de cambios de variables ligadas en ¢,
por lo que es necesario y suficiente que las substituciones hechas hayan sido
tinicamente por variables que apareciesen libres en M. Los casos en los que
t es una variable o una aplicaciéon son inmediatos. [

Lema 2.1.2. Sit y s son términos a-congruentes, entonces FV (t) = FV (s).

Demostraciéon: Tenemos por hipotesis que t =, s. Procedemos por in-
duccion. Para el caso en el que t y s son abstracciones, tomamos at = \z.y y
s = \x’.y/, y denotamos a las variables libres en el cuerpo de cada abstraccion:
FV(y) =Y, FV(y) = Y'. Tenemos también que ylx := X| =, ¢/[2' := X]
tomando a X libre tanto en y como en y'. Si ahora Z = FV(y[z = X]),
tenemos que Z =Y siy solo si z ¢ Y, en tanto que esto implica que X ¢ Z,
por lo que no hay nada que substituir en y; en forma contraria, se tiene que
Z = (Y\{z}) U{X}. Para s se procede en forma anéloga y, asi, tenemos por
hipotesis que Z = Z' con Z' = FV (/[ := X]).

En el caso en el que se efectiian las substituciones, es decir, cuando x € Y,
tenemos que X € Z, y andlogo, 2/ € Y/ = X € Z’, de donde FV (y) =
Y\{z} = 2\{X} y FV(y) =Y'\{2'} = Z\{X}, y nuevamente, Z = 7.
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En los casos en los que tenemos una aplicaciéon o variable, la igualdad en
los conjuntos de variables libres es inmediato, en tanto que, por definicion,
FV(MN)=FV(M)UFV(N)y MiNy =, MyNy & My =, My ANy =, No.
m

2.2. [(-reducciéon

Antes de definir a la S-reduccién y establecer su relevancia en el contexto
de una discusién introductoria al calculo A puro, es pertinente definir las
relaciones de reducciéon y sus propiedades en un entorno mas general.

Definicion 2.2.1. (Relacion compatible). Decimos que una relacién R en A
es compatible con las operaciones si:

VYM,N,Z € A]MRN = (ZM)R(ZN), (MZ)R(NZ), (Az.M)R(A\z.N)]

Definicion 2.2.2. (Relacion de congruencia). Decimos que una relacion R
en A es de congruencia cuando es una relaciéon compatible de equivalencia.

Definicién 2.2.3. (Relacion de reduccion). Decimos que una relacion R en
A es una relacion de reducciéon cuando es compatible, reflexiva y transitiva.

Definicién 2.2.4. A continuaciéon definimos de forma inductiva las relaciones
—x (R-reduccion de un solo paso), - (R-reduccion) y =g (R-equivalencia
o R-convertibilidad):

1. —x esla cerradura compatible de las relaciones binarias R de reducciéon
en A:
i (M,N)e R=M —x N,
i M —g N=7ZM —r ZN,
iii M »x N = MZ —xr NZ,
iv M - N= A x.M —xr A\z.N.

2. —x es la cerradura reflexiva transitiva de —x:

i M g M,

3. =g es la relacion de equivalencia generada por —x:
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ii M=r N=N= M,
Es facil notar, a partir de las definiciones dadas, que la relacion de igual-

dad que establece la S-conversion (definicion [2.1.2) puede ser también anali-
zada como una reduccion:

Definicién 2.2.5. (B-reduccion).
B ={((Ax.M)N,M[z := N])|M,N € A}

Ejemplo 2.2.1. A continuacién analizamos un ejemplo breve que ilustra a
la pB-reduccion:

(Az.zz)(A\y.y)z =g (Ay.y)(Ay.y)z (2.1)
—p (A\y.y)z
—B z (23)

Recordando que la aplicacion asocia a la izquierda, el primer término que
hallamos al hacer la reduccion es (Ax.zz)(Ay.y), de forma que la B-reduccion
funciona de la siguiente manera:

(Az.zz)(Ay.y) = (22)[2 = (Ay.y)]

Efectuando la substitucion, obtenemos la parte derecha en 2.1:

(Ay-y)(Ay-y)z

Siguiendo la cadena de reducciones, llegamos finalmente a z, lo que significa
tanto que (Azr.zx)(Ay.y)z —g z como que (A\z.zz)(A\y.y)z =g z.

Definicion 2.2.6. (R-reducto). Un R-reducto es un término M tal que
(M,N) € R para algin término N. En este caso, decimos que N es un
R-contractum de M.

Definicion 2.2.7. (R-fn). Decimos que un término M es R-fn (de “forma
normal”) si M no contiene como subtérmino de si ningtin R-reducto. En el
contexto de la B-reduccion, diremos que un término estd en forma normal
cuando este ya no puede ser reducido.
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Cabe ahora hacer algunas preguntas que surgen de forma natural una vez
que se han introducido las definiciones més bésicas relacionadas a la principal
forma de reducciéon de nuestra teoria: jtodos los términos que son reducidos
por medio de la B-reduccién llegan a una forma normal? Dado un A-término,
es a veces posible tener multiples términos que pueden ser sustituidos. ; Afec-
ta de alguna manera el orden en que se efectiia la reduccion, o se alcanza
siempre una forma normal tnica? La primera de nuestras preguntas pue-
de ser facilmente respondida de forma negativa mediante un contraejemplo.
Considerse la siguiente expresion:

(Ax.zz)(Az.zx)

Reduciendo esta expresion conforme las reglas establecidas, obtenemos

(Ar.zx)(Ar.zx) — (zz)[r = (Ar.zx)]
(Ar.zz)(Ar.zx) — (zz)[r = (Az.zx)]
(A\r.xx)(Az.xx) — ...

Incluso es posible que los términos no se reduzcan sino que crezcan:

(Ar.zzx)(Ar.xzzr) — (xxx)x = (A\r.zzx)]
(Ar.zzx)(Av.xzr)(Ae.ozx) — (vex)[z = (A\v.zoz))

Para responder a nuestra segunda pregunta, usemos la funcion constante
Az.y, la cual, independiente del argumento que recibe, devuelve siempre a y,
y apliquémosle la expresion recién utilizada, (Az.xzx)(Az.xzz). Si bien no hay
un orden explicito en el que deban ser evaluados los términos al emplear la
B-reduccion, el hecho de que la aplicaciéon tenga mayor precedencia que la
abstraccion y asocie por la derecha, asi como que la abstraccion lo haga por
izqueirda, establece un orden implicito al que llamaremos orden aplicativo,
que se caracteriza por reducir los argumentos de las funciones a una forma
normal antes de evaluarlos en el R-reducto de mayor nivel en la expresion.

Nombremos a Ax.xx como w. Ahora, haciendo uso del orden aplicativo de
reduccion, es facil ver que pronto nos atoramos en un ciclo infinito al evaluar:

Azy(ww) = Ary(lww) = - = Ary(ww) — ...

La evaluacion por medio del orden aplicativo, al reducir primero los argumen-
tos para posteriormente sustituirlos, no encuentra una forma normal para las
expresiones que no son fuertemente normalizables, como ocurre en el ejemplo.
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Definicion 2.2.8. (Fuertemente normalizable). Decimos que ¢ es fuertemen-
te normalizable si existe una sequencia de reduccién finita t — t; — to —
SN

Es importante mencionar que el orden aplicativo no es el tnico por el
que se pueda optar. En particular, el orden normal reduce primero a los R-
reductos antes de aplicar cualquier argumento. De forma que evaluando la
misma expresion, ahora usando el orden normal, obtenemos:

Azy(ww) =y

pues la funcién constante ignora a cualquier argumento. Asi, el orden normal,
al sustituir argumentos antes de reducir cualquier cosa, llega a una forma
normal, mientras que el orden aplicativo nunca termina. A lo largo de este
trabajo, optaremos por el uso del orden aplicativo. Siempre que el orden de
reduccién utilizado sea otro esto se hara explicito.

2.3. Puntos fijos

En matematicas, el término “punto fijo” se usa para referirse a los elemen-
tos del dominio de una funcién tales que al ser aplicados a esta se obtiene
como resultado a estos mismos [21]. Por ejemplo, si definimos la funcion f
en R : f(x) = 23, esta tiene tres puntos fijos: 0,1 y —1. En el contexto del
calculo A, el punto fijo de una funcién arbitraria f es a su vez una funcion x
que no cambia bajo la aplicacion de la funcion f. Es decir: x = fx.

El siguiente teorema es uno de los méas importantes dentro del calculo
A, pues establece la existencia de puntos fijos para cualquier funciéon dentro
de A. Es ademas, por medio de los puntos fijos, que podremos definir las
funciones recursivas en el Aambito del calculo A puro.

Teorema 2.3.1. Teorema del punto fijo:
VFIX(FX = X)

Demostraciéon: Sea W = \x.F(zx) y X = WW. De tal forma, tenemos
que:
X=WW=Ae.Flex))W=FWW)=FX. O

Este extraordinario teorema, tanto més cuando vemos que tiene una de-
mostracion sorprendentemente simple, lleva a uno de los resultados més sig-
nificativos para el cilculo \: que cualquier funcién recursiva puede ser escrita
de una forma no-recursiva. A continuacion definimos conceptos relacionados
antes de dar ejemplos puntuales de esto.
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Definicion 2.3.1. (Combinador de punto fijo). Un combinador de punto fijo
es un término M tal que

VF(MF = F(MF))
(Es decir, M F' es un punto dijo de F).

Corolario 2.3.2. Sea Y = Af.(A\z.f(zx))(Az.f(xx)). Entonces es Y un
combinador de punto fijo.

Demostracion: Sea W = A\z.F(zz), entonces tenemos:
YF=WW = F(WW) = F(YF). O

El término Y fue expuesto por Haskell Curry como el “combinador para-
dojico” [22].

Dado que las funciones del calculo A son todas anénimas, no es concebible
una forma en la que podriamos construir una funcién que se referencie a sf;
de tener una funcion f tal, ésta tendria la forma:

f=...f...

En lugar de esto, podemos definir a una funcién F que tome a f como
argumento

F=M....f...

Ahora, el problema se reduce a encontrar una funciéon x que pueda aplicarse
a F' de forma tal que Fx = z, pues siendo = lo que se aplica a F', es en
verdad lo que toma el valor de nuestra f original. Asi, queremos que Fx se
comporte de la misma forma en la que z lo haria (i.e., al igual que hubiese
hecho f de ser posible en el calculo A tener expresiones autorreferenciales).
De esta manera, nuestro problema no es otro que el de encontrar un punto
fijo de F'. Como demostramos en Y es un combinador de punto fijo, lo
que quiere decir que para cualquier funcion F' € A, YF = F(Y F). De esta
forma, tenemos que x = Y F' es la funcién que buscamos. Contamos ahora
con una funcién recursiva valida dentro del calculo A\ que no incurre en una
autorreferencia directa.

A continuacién, ilustramos el uso de los puntos fijos para la formaciéon
de funciones recursivas dentro del calculo A con ejemplos concretos. Astma-
se que las sentencias condicionales asi como la comparaciéon booleana y las
operaciones aritméticas han sido definidas con anterioridad y cuentan con la
interpretacion comun.
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Ejemplo 2.3.1. Suma de z,y € N:
f=Xx ) y.(if y==0 then x else f(z+1)(y—1))

F=MfAr y.(if y==0 then = else f(z+1)(y—1))

Finalmente, la suma de dos nimeros naturales toma la forma de F(Y F).
Como ejemplo, realicemos la suma 2 + 2:

F(YF)(22)—

Af Az y.(if y==0 then z else f(z+1)(y— 1)) (Y F)(22) —
(Az.Ay.(if y ==0 then x else (YF)(z+1)(y—1)))(2 2) —
(A\y.(if y==0 then 2 else (YF)2+1)(y—1)))(2) —

(if 2==0 then 2 else (YF)2+1)(2—-1)) —

(YF)3 1) —

F(YF)31)—

Af Az y.(if y ==0 then z else f(z+1)(y—1))(YF)31) —
(Ax.Ay.(if y==0 then x else (YF)(z+1)(y—1)))(31) —
(A\y.(if y==10 then 3 else (YF)3+1)(1—1)))(1) —

(if 1 ==0 then 3 else (YF)3+1)(1—-1)) —

(YF)(40) —

F(YF)(40)—

AfAxAy.(if y==0 then z else f(z+1)(y—1))(YF)(40) —
(Az.\y.(if y==0 then x else (YF)(z+1)(y—1)))40) —
(Ay.(if y==0 then 4 else (YF)(4+0)(y—1)))(0) —

) —

(if 0==0 then 4 else (YF)(3+1)(0—1)

>

Ejemplo 2.3.2. La funcién factorial:
f=Xx.(if ==0 then 1 else (zx f(z —1)))

F=MXfAz.(if x ==0 then 1 else (zx f(x —1)))

De igual forma que en el ejemplo anterior, concluimos que la funcién que
computa el factorial de un nimero x € N toma la forma de F(Y F'). Como
ejemplo, computemos el factorial de 2

F(YF)(2) —
(AfAz.(if 2 ==0 then 1 else (zx* f(z —1))))(YF)(2) —
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(Az.(if 2 ==0 then 1 else (zx (Y F)(z—1))))(2
(if 2==0 then 1 else (2x* (Y )(2
*(

% (Az.(if x ==0 then 1 else (z* (Y F)(x —1)))
2% (if 1 ==0 then 1 else (1x(YF)(1—
(

24 1% (F(YF))(0

2% 1 (AfAz.(if x ==0 then 1 else (zx f(x —1))))(Y F)(0
2% 1% (Ax.(if 2 ==0 then 1 else (x*(

2% 1% (if 0 ==0 then 1 else (0 (Y F)(0—

LITIrrviiirey

La posibilidad de definir funciones recursivas sin recurrir a la autorre-
ferencia es en gran medida lo que confiere al calculo A su practicidad (y
popularidad) para ser modelo del computo.

En los ejemplos desarrollados para ejemplificar el uso de los puntos fijos
en la formulacion de funciones recursivas dentro del calculo A, asumimos
por practicidad la validez del uso de las sentencias condicionales, expresiones
booleanas y operaciones aritméticas dentro de nuestro lenguaje. Antes de
exponer y desarrollar el tratamiento de los ntimeros naturales dentro del
calculo A, codificaremos dentro de este los valores booleanos de verdadero
y falso, los operadores légicos mas comunes y las sentencias condicionales,
posponiendo las operaciones aritméticas hasta la siguiente seccion.

Definicion 2.3.2. (Valores booleanos). Definimos los valores booleanos de
verdadero y falso como:

V= Az \y.x
F =z \yy
De forma tal que V queda definida como una funciéon que requiere de dos

argumentos, de los cuales regresara siempre el primero, en tanto que F es
una funcion anéloga que regresara siempre el segundo.

Definiciéon 2.3.3. (Sentencias condicionales). Contando ya con una forma en
la que podemos expresar la validez o falsedad dentro del calculo A\, podemos
ahora definir a las sentencias condicionales:

if b then s else ¢
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como bst, pues b podra reducirse inicamente a nuestros valores booleanos
primeramente definidos, V y F, y como consecuencia de ello, se reducird a s
siempre que se tenga Vst y a t cuando Fst.

Definicion 2.3.4. (A.): La funcién para la conjuncion de dos argumentos se

define como:
AN = Az \y.xyF

Definicion 2.3.5. (V). La funcion para la disyuncion de dos argumentos se

define como:
V = AxAy.xVy

Definicioén 2.3.6. (—). La funcion para la negacion se define como:

- = \z.zFV

La interpretacion de estas dltimas tres funciones es la comtn de la logica
proposicional.

z |y | A T |y |V A
FIFIF| [FIF[F| [F|V
FIVIF| [Flv]V] [VI]F
VIF[F| [V][F[V
VIV |V VIV |V

2.4. Numeros naturales

Como ya se ha mencionado en esta brevisima introduccién al céalculo A,
todos los objetos dentro de este son funciones, y los nimeros no son excepcion.
La representacion de los ntimeros naturales dentro del calculo A, tal como fue
expuesta por Alonzo Church en The Calculi of Lambda-Conversion |23], se

presenta de la siguiente forma:

Definicion 2.4.1. (Numeros naturales). Definimos a los ntimeros naturales
de la siguiente manera:

As.\z.s2
As.Az.5(sz2)
As.Az.5(s(s2))

I DN I
1



26 CAPITULO 2. CALCULO \

Asi, todos los nimeros se definen como funciones de dos argumentos que
aplican un s namero de veces la primera funciéon a la segunda. En su libro,
Church no define al 0, lo cual es facil de hacer una vez que dotamos de inter-
pretaciéon a lo que son las funciones que representan a los nimeros naturales
dentro del calculo A:

0= As.\z.2

Es importante notar el uso de la barra sobre los numerales para evitar am-
bigiiedades, como podria ser interpretar 11 como el niimero once en lugar de
11 = (As.\z.52)(As.\z2.52).

La primer funcién que definimos sobre los niimeros naturales es la funcién
Sucesor:

Definicion 2.4.2. (Sucesor).

S = Aa.\b.Ae.b(abc)

Ejemplo 2.4.1. Apliquemos la funcién sucesor a nuestra representacion del
cero:

S0 =(Aa.\b.\c.b(abc))(As.\z.2)
—Ab.Ae.b((As.\z.2)be)
—Ab.Ae.b(Az.2)ce
—Ab.\c.be
=, A8.A2.82
=1

De forma similar definimos la suma, multiplicacién y exponenciacion:

Definicion 2.4.3. (Suma).
M+ N = Xa.Xb(((Ma)(Na))b)

Ejemplo 2.4.2. Ejemplificamos la suma computando la sencilla operacion
de 1+ 1:
T4+ 1=XaNb.((
Aab.(((1a)(1a))b) —Aa.\b.((
AaAb.(((Az.az)(Az.az))b) —Aa.Ab.((
Aa.Ab.((a(Az.az)b) —>)\a.)\b.((
Aa.\b.a(ab) =

(1a)(1a))b)
((As.Az.s2)a)((As.Az.s2)a))b)

a(Az.az)b)
a(ab))
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Definicion 2.4.4. (Multiplicacion).
M x N = Xa.(M(Na))

Ejemplo 2.4.3. Ejemplificamos la multiplicacion realizando la operacion de
2 % 2:

)
a)) —
)\a.(As.)\z.s(sz)()\z a(az))) —=Aa. ()\z a(az))
Aa.(Az.(Az.a(az))((Az.a(az))z)) = Aa.(Az.(Az. a(az))(a(az )
Aa.(Az.(Az.a(az))(a(az))) =Aa.((Az.a(a(a(az)))))
Aa.((Az.a(a(a(az))))) —Aa. )\z a( (a(az)))
(

AaAz.a(a(a(az))) =

Definicion 2.4.5. (Exponenciacion).
MYN =NM

Ejemplo 2.4.4. Como tltima ejemplificacion de operaciones sobre los ni-
meros naturales dentro del calculo )\, mostramos la exponenciacioén de 2

22 =(As.\z.5(52))(As.Az.5(52))
(As.Az.5(52))(As.Az.5(52)) = oAz [AsAz.8(s2)|([As. \x.s(sx)]2)
Az s Ax.s(sz)|([As. Ax.s(sx)]z) = Az [As. Ax.s(sz)|(Ax.z(22))
Az s Ax.s(sz)|(Ax.z(22)) =z [Ae.(Ay.2(2y)) (A\y.z(2y))x)]
Az [ (Ay-z(z9)) (Ay-2(29))2)] = Az Az (Ay.2(2y)) (2(22))]
Az A x.(Ay.z(2y)) (2(z2))] = Az x.2(2(2(22))))
Az r.2(2(2(22)))) = 4

2.5. Indices de de Bruijn

Dentro del célculo A\ es posible renombrar en cualquier momento las va-
riables ligadas de una expresion, ya sea para evitar la colision de simbolos
dentro de esta, o bien porque un distinto nombramiento de las variables pu-
diese resultar mas conveniente para los fines buscados.
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Ejemplo 2.5.1. Desarrollando el ultimo ejemplo de la subseccion anterior
absteniéndonos de utilizar la a-conversion, es facil ver las repercusiones se-
manticas que derivan de la colisiéon de simbolos dentro de una expresion:

2? E()\s Az.5(82))(As.Az.5(s2))
(As.Az.5(52))(As.Az.5(52)) = Az.[As.Az.5(s2)|([As. Az.5(52)]2)
Az [As.Az.8(82)|([As. Az.5(s2)]2) = Az [As.Az.8(s2)](Az.2(22))
Az [As.A2.5(82)|(Az.2(22)) = Az [As Az [Az.2(22)]([Nz.2(22)]2)]
Az s Az Az 2(22)]([A2.2(22)]2)] = Az [As Az [Az.2(22)](2(22))]
Az As. Az Az 2(22)](2(22))] = Az [As. Az (2(22))[(2(22))(2(22))]]

El nombramiento de las variables del calculo A\ no afecta en forma alguna
el significado de los diversos términos que podamos expresar. Si bien el uso de
algunos simbolos es mas frecuente que el de otros a lo largo de la literatura,
ya sea por convencion o facilidad en torno a la discusion de diversos conceptos
o demostraciones, los resultados que puedan derivarse dentro del calculo A
son independientes de la denominacién que pudiera tener cualquier simbolo
empleado en sus expresiones [24]. Tomando esto en cuenta, seria conveniente
establecer alguna convencién en torno al nombramiento de nuestras variables,
pues no solo facilitaria la mecanizacion del calculo A, sino que también podria
servir para facilitar la constante labor del renombramiento de simbolos.

La principal causa del renombramiento de las variables dentro de una
expresion deriva de la necesidad que existe de establecer la equivalencia entre
dos expresiones cuya tnica diferencia estriba en el nombramiento de estas
(es decir, son a-equivalentes) [25]. El matematico holandés de Bruijn (1918
- 2012) not6 que la a-equivalencia permite, dentro del calculo A, establecer
una notacion que sea capaz de prescindir de la a-conversiéon abandonando el
uso de las variables y optando por la utilizacion de indices para referir a la
abstraccion a la que las variables son ligadas [26].

Algunas de las opciones que tenemos para la representacion de las varia-
bles dentro del calculo A son:

= Representar las variables de forma simbdlica y continuar utilizando la
a-conversion siempre que sea necesaria, como hemos hecho hasta este
momento.

= Utilizar la convension de Barendregt: introducir la condiciéon de que los
simbolos de todas las variables ligadas deben ser todos diferentes unos
de otros, asi como de toda variable libre que se utilice.

= Optar por una representacion de las variables en términos que no re-
quieran del renombramiento de los simbolos que se utilizan para estas.
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El mismo de Bruijn enumera en su famoso articulo “Lambda calculus
notation with nameless dummies, a tool for automatic formula manipulation,
with application to the Church-Rosser theorem”[] los criterios que debiesen
utilizarse para elegir a una notacion sobre otra:

1. Es facil de escribir y leer para un humano.
2. Es facil de manipular en discusiones metalingiiisticas.

3. Es facil de utilizar para los programadores, asi como de manipular para
las computadoras.

Y apunta que su propuesta es especialmente 1til para los puntos dos y
tres.

La idea de de Bruijn es representar a las variables con ntmeros que den
cuenta de cudl es la abstraccion a la que estan ligadas, en lugar de utilizar
cualquier otro simbolo. Por ejemplo, el A-término que denota la funciéon iden-
tidad, Ax.x cambia a A1 en tanto que nuestro combinador K = Ax.\y.x se
expresa en notacion de de Bruijn como AA2.

La notacién de de Bruijn tiene dos principales ventajas sobre la que he-
mos usado hasta ahora. La primera y més notable es que la a-equivalencia se
reduce a la igualdad sintactica de los términos, la segunda es que no existe
ningln riesgo en términos de la colision de simbolos dentro de las expresiones.
Como vimos ya, las variables ligadas dentro de una expresioén son represen-
tadas por los indices de de Bruijn que toman valores de nimeros naturales.
Esta notaciéon hace que sea innecesario nombrar algin simbolo que represente
a la variable abstraida.

Los términos que contienen variables libres pueden ser también tratados
por esta nueva notacion introduciendo contertos de nombramiento, I, que
establezcan un conjunto de nimeros que habran de usarse para denotar las
variables libres [24].

En todo el codigo desarrollado dentro del verificador de pruebas Coq en
el marco de este trabajo, establecemos de forma arbitraria y como variables
libres a los indices con un valor mayor o igual a 100. A continuacién reescribi-
mos las definiciones de las funciones sucesor, suma y multiplicaciéon, esta vez
utilizando la sintaxis expuesta en esta subseccién, misma que continuaremos
usando en los capitulos posteriores.

Definicion 2.5.1. (Sucesor).

S=M\2(321)

1Una notacién para el célculo lambda utilizando marcadores sin nombre, una herra-
mienta para la manipulacién automatica con aplicaciéon al teorema de Church-Rosser.
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Definicion 2.5.2. (Suma).
M+ N =M\ (((M2)(N2))1)
Definicién 2.5.3. (Multiplicacion).

M« N =XM(N1))

2.6. Confluencia

Es menester, como tltima anotacién de esta breve introduccion al calculo
A, establecer la unicidad de la forma normal de los A-términos, sospecha que
salta a la vista con la presentacion de la a-equivalencia y que se ve confirmada
por la notacién sintactica dada por de Bruijn. Los términos aqui enunciados
de forma intuitiva seran formalizados més adelante, en el capitulo quinto,
donde daremos una prueba de la confluencia para los términos del céalculo
ASF bajo su regla de reduccion.

Definicién 2.6.1. (Relacion confluente). Decimos que una relacion R es
confluente si para cualquier término ¢ y par de sucesion de reducciones ¢ —
s =ty yt— -+ — ty existe un término t3 y par de sucesion de reducciones

Esta definicion da pie al siguiente teorema que presentamos aqui sin su
demostracion, debido a la extension de la misma. Sin embargo, el siguiente
teorema, uno de los mas importantes en el contexto del calculo A, ha sido
demostrado varias veces y formalizado tantas més. El lector puede referirse
a [0] y [27] para un tratamiento detallado de su demostracion.

Teorema 2.6.1. Confluencia del cdlculo \: Para cualquier expresion M del
calculo A\, ss M — --- - K y M — --- — L, entonces existe una erpresion
N tal que K - ---— N y L — ---— N mddulo a-conversion.

El anterior teorema establece un resultado importante en tanto que im-
plica que el orden de reduccién que se tome para los reductos dentro de las
expresiones del calculo A no afecta en forma alguna al producto de las mismas
reducciones. Asimismo, es importante resaltar que este teorema no implica
en forma alguna que las reducciones que se hagan sobre las expresiones deban
llevar a formas normales, sino que de hacerlo, estas seran tnicas.



Capitulo 3

Logica combinatoria

“In the beginning, the forest gods
started the forest with just two
birds —the starling S and the
kestrel K. (...)”

Raymond Smullyan 28]

El término “légica combinatoria” designa a la parte de la logica matema-
tica que tiene una relacion esencial con los combinadores, incluyendo todo lo
necesario para una fundacion adecuada de las teorias logicas mas usuales. La
logica aqui expuesta tiene que ver con los combinadores y las relaciones for-
males que guardan tanto entre ellos como consigo mismos en referencia con
la relacion de igualdad. Es a esto a lo que llamaremos [dgica combinatoria
pura, unica que expondremos en este capitulo.

3.1. Breve marco historico

Es importante recordar y tener presente el paisaje que existia en torno
a la logica y los fundamentos de la matematica a principios del siglo XX
para entender mejor el contexto en el que se realizaron las investigaciones
que desembocaron en las propuestas de los sistemas formales que hoy dia
estudiamos bajo el nombre de calculo A y logica combinatoria, ambos desa-
rrollados en la tercera década del siglo XX y enfocados en la descripciéon de
diversas nociones de caracter sumamente basico que fue (y sigue siendo) ob-
viado pese a constituir conceptos sumamente complicados que forman parte
de una “prelogica” y que, como hemos visto en el capitulo anterior, requieren
de un analisis profundo, como son los procesos de substitucion, generalmente

31
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indicados por el uso de las variables, la aplicacion y la abstraccion en un
entorno general.

En el tiempo en el que surgian las investigaciones de Church y Schonfinkel,
la paradoja de Russell era algo bastante reciente, los teoremas de Gédel no
eran todavia publicados, las obras de Frege empezaban a ser discutidas en
la comunidad méas amplia de mateméticos dedicados a la logica, y existia
un amplio grupo de personas dedicadas a la construccion de sistemas que
pretendian ser fundaciones consistentes para todo el aparato matematico
con el que se trabajaba. Algunas de estas fundaciones (las méas famosas), se
basaron en el concepto de conjunto; es su evolucion la que hoy dia reina como
la herramienta fundacionista méas popular.

La falta de un consenso general en esta época respecto a cudl sistema
sirviese mejor a las aspiraciones fundacionistas de la matemaética incentivo la
propuesta de diversos sistemas fundamentales basados en conceptos distintos
al de conjunto, como aquellos que retomaron a las funciones, tal como la 16-
gica combinatoria, que en sus principios surge no como un sistema elaborado
de forma aislada, sino como parte de un proyecto fundacionista mas grande
a partir de las intuiciones de lo que es una funcion y la formalizacion de esta.

La logica combinatoria se establece a partir de una serie de conferencias
dadas por Moses Schonfinkel en Gottingen, Alemania, las cuales fueron pos-
teriormente preparadas y redactadas para su publicacion en forma de articulo
por Heinrich Behmann en el ano de 1924 [29)]. En dicho articulo se discute
la atractiva posibilidad de la eliminacién de variables cuantificadas dentro
de la logica de predicados a partir de la introducciéon de la idea de lo que
hemos denominado hasta el momento como aplicacién, mostrando que las
funciones de un nimero n de variables pueden a su vez ser sustituidas al
introducir la fructifera idea, vista ya en el &mbito del célculo A\, de que las
funciones pueden ser aplicadas como argumento a si mismas o a otras, cosa
que, como demostramos en el anterior capitulo (2.0.1)) no era posible en otras
teorias fundacionistas como la teoria de conjuntos. El mecanismo aplicativo
para las funciones usado por Schonfinkel habia sido ya mencionado en los
trabajos de Frege y su idea principal era la de tomar una funcion F' de dos
variables (F(z,y)) y reconstruirla como Fzy, donde esta debe tomarse no
como F'(z,y), sino como (Fx)y, haciendo a F' una funciéon de aridad unitaria
cuyo valor es una funcién de misma aridad (comentarios de Quine a [29]). La
misma idea se aplica a funciones de cualquier nimero de variables.

Si bien la eliminacién de variables cuantificadas en el contexto de la logica
matemaéatica habia sido ya explorada a partir de algebras, no fue sino hasta
la publicacion de las investigaciones hechas en la Sociedad Matematica de
Gottingen por Schonfinkel que se construye un sistema lo suficientemente
solido para abarcar a todos los cuantificadores y las variables ligadas a estos
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[30, 31].

En su articulo fundacional para la loégica combinatoria, “On the buil-
ding blocks of mathematical logic”, Moses Schonfinkel, siguiendo el método
axiomético establecido por Hilbert (con quien trabajo en Gottingen), carac-
terizado por la bisqueda por mantener al conjunto de axiomas consistentes
de una teoria, asi como las nociones fundamentales no definidas de la misma,
como el minimo posible, parte de examinar resultados contemporaneos de la
logica proposicional con este mismo proposito.

Dentro de la logica, es un resultado comin la imposibilidad de definir
todas las conectivas empleadas para relacionar las formulas bien formadas (a
saber: la negacion, disyuncion, conjuncion, implicacion y doble implicacion)
a partir de una sola de ellas.

Si bien es posible reducirlas tnicamente al par de la negaciéon en dupla
con la disyuncion, conjuncién o implicacion, como en trabajos de finales del
siglo XIX y principios del siglo XX hicieron ya Whitehead, Russell o Frege,
el que la reduccion a un conectivo fundamental sea imposible a partir de los
conectivos clasicos condujo al andlisis de otras formas de conectivos que no
guardan el mismo significado de los conectivos logicos clasicos. Fue de esta
manera como primero Pierce [32], sin publicacion, y més tarde Sheffer, en
1913 [33], tomando como base a la conectiva logica cuya interpretacion se-
méantica es la de “no a y no b” (hoy conocida como el operador “NOR” o, en el
ambito de la ingenieria eléctrica y electronica, como la compuerta logica uni-
versal) lograron reducir todos los conectivos 16gicos a uno solo. Denotaremos
el operador de Sheffer como | y daremos la siguiente interpretacion:

SRR
<4 <|wl<
W | | <[

Es facil ver que se puede usar a este operador logico como a un conectivo
fundacional dentro de la logica, es decir, podemos a partir de éste definir a
todos los conectivos clasicos, pues tenemos:

r=xlx

rVy=(xlz)l(yly
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Y al tener la disyunciéon y negacion es facil mostrar que se tienen las tres
conectivas logicas clésicas restantes.

Lema 3.1.1. Bastan la negacion y disyuncion para describir en sus términos
cualquier conectivo [ogico binario.

Demostraciéon: Notese que el nimero de conectivos binarios posibles
para la légica es de tantos como distintas combinaciones de V' y F existan
como resultado para una expresion de la forma p[_Jg, en donde [ ] es nues-
tro conectivo binario. Asi, hay 2* posibles conectivos binarios. Primero que
nada, mostremos que podemos expresar todos los conectivos logicos con los
que contamos (es decir, la conjuncion, implicacién y doble implicacion) en
términos de la disyuncion y negacion:

pAg=-(-pV )
p=q="pVgq
peq={p=q9N(q=Dp)
=(—pVa)A(~qVp)
= (=(=pVq) V(=g Vp))

Ahora, bastenos mostrar que es posible formular expresiones inicamente
en términos de disyunciéon y negacion, tales que tengamos una expresion e
que sea V unicamente en el caso en que las dos variables son J; una expresion
es que sea )V Unicamente en el caso en que la primera variable, p, sea F y
la segunda, ¢, V, etc. De forma que para cualquier conectivo binario [_], sea
suficiente poner en disyuncion a las expresiones ey, es, €3, €4 necesarias para
obtener la tabla de verdad que le represente.

Para la primera expresion, e;, que resulta en V' nicamente en el caso en
que tanto p como ¢ son F, tenemos:

~(pVaq)

Para es, caso que resulta en V tinicamente cuando p es F y g es )V, tenemos:
~(pV )

Para es, caso que resulta en V tinicamente cuando p es V y ¢q es F, tenemos:

~(=pVq)
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Y finalmente, para ey, caso que resulta en V tinicamente cuando tanto p como
q son V, tenemos:

—(=pV q)
De forma que cualquier conectivo binario es representable utilizando tnica-
mente disyunciéon y negaciéon. [

Este proceso de reducciéon que hacemos de la logica, mediante el cual
buscamos conseguir los bloques més fundamentales, suficientes y necesarios
para la formulacion de todos sus enunciados, nos lleva, desde el punto de
vista de la axiomatizacion, no solo a la revaloracion (que bien pudiera ser
superficial) de los conectivos, sino también, nos conduce a la examinacion
de los conceptos existentes en torno a la cuantificacién de las variables que
utilizamos en las expresiones de la légica, a saber, tanto la cuantificacion
universal (V) como la existencial (3).

Similar a la reduccién de los conectivos por medio del operador NOR, po-
demos introducir el siguiente enunciado de cuantificacion como un conectivo
fundamental:

Va(=F(z) V -~G(x))

Al que denotaremos como:

F(x) 1 G(z)

Y a partir del cual podemos reducir todavia mas nuestro arsenal de defi-
niciones. Tomando a las constantes como predicados de un Ginico argumento,
tenemos que:

a=at’a
aVb=Vr(aVb)
=-a " b
— (a1 a) 1% (b4 1)
Va(F(z)) = Ve (——F(z) V -—F(x))
— —F(x) 1% ~F(z)
— (F(@) 7 F(2)) 1* (F(z) 1¥ F())

En su exposicion, Schonfinkel apunta que las variables cuantificadas den-
tro de la logica no son més que simples fichas que caracterizan el que ar-
gumentos y operadores corresponden a una y la misma frase. De forma que
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estas variables pueden ser vistas como una nocién meramente auxiliar de la
logica, innecesaria cuando se contrasta con las nociones esenciales de esta
y, asi, pugna por removerlas. Para la remocion de las variables es necesario
extender la nocion general de las funciones, vistas como reglas de correspon-
dencia entre dos elementos de un mismo dominio, permitiendo, al igual que
en los trabajos de Church, que aparezcan tanto como argumentos como valo-
res de las mismas funciones. Es a partir de los combinadores que se elabora
una teoria de las funciones capaz de esto, como expondremos a continuacion.

3.2. Combinadores

Los combinadores son, de forma similar a los A-términos en el calculo A,
los objetos de los cuales versa nuestra teoria, y pueden ser tanto definidos en
términos de una operacion de abstraccién, como postulados como primitivos
y utilizados para definir a otros.

Semejante al calculo A expuesto en el capitulo anterior, la logica combi-
natoria permite no soélo la definiciéon en términos propios del conjunto de los
ntmeros naturales, sino también la construccion de cualquier funcién sobre
los nimeros naturales que sea recursiva general [34] y asi, cualquier funcion
efectivamente calculable puede ser definida tinicamente por medio de combi-
nadores, que hacen las veces de los elementos primigenios de nuestra teoria.

Definicién 3.2.1. (Funciéon recursiva general). Una funcion f de k argu-
mentos es recursiva general o recursiva primitiva si:

1. f es una funciéon constante 0 que para cualquier lista de argumentos
que reciba, devuelve siempre 0.

2. f esla funciéon sucesor S de aridad k, que para cada elemento ¢ de sus
argumentos, le suma uno.

3. f es la funcion proyeccion P; que devuelve al k-ésimo argumento de
su lista de argumentos.

4. f es la funcién de aridad n que resulta de la composicion de dos fun-
ciones primitivas recursivas g y h, de aridad n y m, respectivamente,
tal que:

flzr, .. xm) = glhi(xy, .oy xm)y oo (T, )

5. f esta definida por recursion en dos funciones recursivas primitivas f
y h de aridad n — 1 y n + 1, respectivamente, de forma que:

flzy, .o 2n-1,0) =g(x1, ..., 2p_1)
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flzy, . xp,m+ 1) =h(xy, ..., 20 1,m, f(x1,...,2,_1,m))

Definicion 3.2.2. (Funcion calculable). Una funcion f : N* — N es cal-
culable si y sélo si existe un procedimiento efectivo tal que, dada cualquier
eneada a de ntumeros naturales, nos da f(a).

Los combinadores que se definen en el articulo de Schoénfinkel, son los
siguientes: I (funcion identidad o Identititsfunktion), C (funciéon constante
o Konstantzfunktion), T (funcion de intercambio o Vertauschungsfunktion),
Z (funciéon de composicion o Zusammensetzungsfunktion) y S (funcion de
fusion o Verschmelzungsfunktion), mismos que aqui mostramos sélo para dar
cuenta del origen de sus nombres. Por practicidad, en lugar de continuar
con la exposicion de los combinadores en los términos usados por la escuela
de Gottingen, emplearemos las definiciones expuestas en Combinatory Logic
[22], por el matematico estadounidense Haskell Curry (1900 - 1982) y el belga
Robert Feys (1889 - 1961), mismas que posteriormente se popularizaron, asi
como su notacion, que se perpetud en el estudio de la teoria relacionada a
esta area de la logica matematica.

De manera similar a Schonfinkel, Curry y Feys parten de la definiciéon de
combinadores simples, los cuales expondremos a continuacién en conjunto con
las reglas de reduccion asociadas a ellos. Estas reglas establecen la reducciéon
que resulta de la aplicacion de cada combinador a una serie finita de variables.
Al igual que en el calculo A, la aplicacién en la légica combinatoria asocia
por la izquierda.

Definicion 3.2.3. (Identificador elemental). El mas sencillo de los combi-
nadores es aquel que nos permite expresar una variable como funcién de
si misma. Este combinador, que empata con la definicion de la Identitdts-
funktion de Schonfinkel, se denota, al igual que este, como I, cuya regla de
reduccion es:

Iz —«x

Ejemplo 3.2.1.

I1 -1
ISKK - SKK
Tw — w

Definicion 3.2.4. (Permutador elemental). Dada una funcién f de dos ar-
gumentos, el permutador C'f, equivalente a la Vertauschungsfunktion dada
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por Schonfinkel, devuelve el converso, es decir, la regla de reduccion de este
es:

Cflry — fyx

Ejemplo 3.2.2. Suponiendo que hemos definido ya la suma dentro de la
logica combinatoria y es esta denotada por +, la funcién dada por C + 7 Es
aquella que recibe cualquier objeto y le suma 7:

C +5(7) = +5(7) — 12

Definicién 3.2.5. (Duplicador elemental). Dada una funcion f de dos ar-
gumentos, W f funciona como una funcién unaria que devuelve a la misma
como una binaria aplicada al argumento que le fue pasado. Asi, su regla de
reduccion es:

Wfr — fax

Ejemplo 3.2.3. Suponiendo que se cuenta con la definicién de la multi-
plicacion dentro de la légica combinatoria, y que la hemos denotado por *,
la funcion dada por Wk es aquella que recibe a un nimero y lo eleva al
cuadrado:

W % (2) = %(2)(2) - 4

Definicién 3.2.6. (Compositor elemental). El compositor elemental B, re-
presentado en la notaciéon de Gottingen por la Zusammensetzungsfuktion,
reproduce la composicion de dos funciones. Su regla de reduccion es:

Bfgr — f(gx)

Este combinador toma un significado distinto y muy util al ser utilizado
como un combinador unitario, en tanto que convierte a f, la inica funcién
que recibe como argumento, en una que es aplicable a funciones, de forma
tal que si f fuera, por ejemplo, la negacion logica, Bf pasaria a ser un
combinador que niega al predicado que recibe como argumento.

Ejemplo 3.2.4. Dado por hecho que contamos con una definicién tanto para
la funcién seno como la funcion coseno dentro de la logica combinatoria, y que
estas son denotadas por sen y cos respectivamente, tenemos que Bsen(cos)
es una funcion que compone a estas:

Bsen(cos)g — sen(cos(g)) — sen(0) — 0
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Como comentamos ya, el combinador B tiene también relevancia al ser em-
pleado como un combinador que recibe un tnico argumento, pues convierte
la funcion con la que se encuentra en una que es aplicada al argumento que
se le pase; asi, Bsen es un combinador que recibe una funcién de un argu-
mento, misma cuyo resultado serd utilizado como argumento de la funcion
seno. Este proceso puede ser iterado, en tanto que

B(Bf)gzy — Bf(gx)y — f(gzy)

Y asi, B(Bf) es ahora un combinador que toma una funcién de dos argu-
mentos a los que les aplica la funcion f, B(B(Bf)g) es un combinador que
toma una funciéon de tres argumentos a los que les aplica la funcién f, etc.E]

Definicion 3.2.7. (Cancelador elemental). Este combinador, equivalente a
la Konstantzfunktion de Schonfinkel, es 1til para representar una constante
¢ en términos de una funcién que recibe un argumento x, pues tiene como
regla de reduccion:

Kcr — ¢

Ejemplo 3.2.5.

Kab— a
KIX =1

Por ultimo, definimos como parte de los combinadores bésicos que aqui
exponemos el combinador S, equivalente a la Verschmelzungsfunktion de
Schonfinkel.

Definicion 3.2.8. (Substituidor). Supongase que tanto F como G son dos
objetos que dependen de un tercero, x. Si tenemos f y g tales que fo — F
y gr — G, podemos expresar a FG en funcién de x. Si a tal funcion la
nombramos S fg, obtenemos la siguiente regla de reduccion:

Sfgr — fx(gx)
Ejemplo 3.2.6.

Sabc — ac(be)
SKKzx — Kx(Kx)

1Esto se hace, en realidad, por medio de currying, pues la evaluacién total se obtiene
a partir de evaluar una secuencia de funciones, cada una de las cuales recibe un tnico
argumento.
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Es a través de los combinadores que podemos realizar el proyecto original
de Schonfinkel: prescindir del uso de variables ligadas dentro de la logica de
predicados. A modo de ilustracion, ejemplifiquemos la forma en la que el uso
de los combinadores ayuda a lograr esto:

Ejemplo 3.2.7. Tomemos la propiedad conmutativa de la disyuncion dentro
de la logica:
VaVy(x Vy =y V x)

Como vimos ya, es posible reducir tanto a los conectivos logicos como a los
cuantificadores a un tnico conectivo ({) y a un unico cuantificador (1):

(a1 a) 1 (b170) = (b1 0) 1* (a 1¥ a)

Sin embargo, esto no nos libra de tener variables ligadas dentro de nuestras
expresiones, como puede notarse en las variables que estan siendo ligadas por
cada cuantificador 1. Lo que nos es licito hacer es reescribir esta expresion
para lograr una forma que se pueda, posteriormente, transformar en una que
no haga uso de las variables x y y como variables ligadas:

VaVy(X(z,y) =z Vy)
Ahora, introducimos un combinador Co:

Vvavy(Co(f))(x,y) = f(z,y)

De forma que la propiedad inicial puede reescribirse ahora como
CoX

Donde se prescinde del uso de cualquier variable ligada, y se tiene a un
combinador (Co) que representa la propiedad de conmutatividad para una
operacion X.

3.3. El calculo SK

Es posible utilizar los combinadores K y S, definidos anteriormente, para
establecer en sus términos los demés combinadores primitivos. Estos dos
combinadores forman una base, es decir, a partir de ellos se pueden construir
todos los A-términos por medio de reducciones.

Teorema 3.3.1. {S, K} forma una base.
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Demostraciéon: Dado un A-término, eliminense todas las abstracciones
a través de la aplicacion repetida de las siguientes reglas:

o= SKK
M. A= KA (donde z ¢ FV(A))
M. AB = S(A\z.A)(\x.B)

Estas reglas cubren todos los escenarios posibles, pues el cuerpo de las
abstracciones es o una variable ligada (primer caso), u otro término (segundo
caso); una aplicacion (tercer caso) o una abstraccion, la cual puede eliminar-
se de antemano por medio de estas mismas reglas. El proceso termina en
tanto que solo introduce abstracciones conformadas por un menor nimero
de términos. ]

Definicion 3.3.1. (FV). Definimos dentro del contexto de la logica combi-
natoria al conjunto de las variables libres de un combinador M, F'V, como
cualesquiera variables x en M.

Definicion 3.3.2. (Reductos débiles). En el contexto de la logica combi-
natoria, llamamos a los combinadores que conforman nuestra base reductos

débiles. Un reducto débil es cualquier término SMNX (cuya reduccion es
MX(NX)) o KXY (cuya reduccion es X ). Denotamos como

X -, Y

a la transformacion de un término X en uno Y por medio de una serie finita
de aplicaciones de las reglas de reduccion de estos combinadores.

El cancelador elemental, K, elimina combinadores las veces necesarias
para expresar a objetos FG en la forma fxz(gz), permitiéndonos usar la regla
de reduccion del subsitutidor S, que anade un combinador extra y reacomoda
a los existentes, de forma que nos permite llegar a la configuracién necesaria
para representar a los demas combinadores primitivos, como mostramos a
continuacion.

Para definir a I en términos del substituidor y el cancelador elemental,
tenemos:

SKgx —, Kz(gx)
Kz(gr) =,
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De forma que I puede ser expresado como SK X donde X es un combi-
nador arbitrario. Asi:

I=SKS=SKK

Es ademés trivial a partir de y la representacion en términos de S
y K que el combinador I puede definirse como A-término de la siguiente
forma:
I=)\zx

Es también una labor bastante sencilla la de seguir el sentido semantico
de los combinadores primitivos para establecer sus representaciones en forma
de A-términos:

S =g x.fz(gx)
K=\ )x.f

B = \f g \x.f(gx)
C=)\f e )\y. fyx
W = Af ) x. fax

Para definir al compositor elemental, B, notemos que:

S(KS)Kf —, KSf(Kf)
KSf(Kf) = S(KJ)
S(Kf)« Bf
De forma que?}
B=S(KS)K

El duplicador elemental puede ser definido en términos de los combina-
dores K y S de la siguiente manera:

SS(KI)fr —, Sflx

2Noétese que la tltima de las reducciones (i.e., la que muestra que Bf se reduce en
S(K f)) no es, como las demas, “—,,”. Esto se debe a un sencillo aspecto técnico, y es que,
hasta entonces, no habiamos establecido la reescritura de B en términos de S y K, tnicos
implicados en esta clase de reduccion. El mismo razonamiento se emplea en las siguientes
reducciones.
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Sflx—, fx(Iz)
fe(Iz) =, frx

De donde podemos concluir lo siguiente:
W =SS(KI)

Por tdltimo, para el permutador elemental, C, notemos que:

fyz < fy(Kay)
fy(Kzy) < Sf(Kz)y

Con lo cual tenemos que C'fr — Sf(Kx) y:

Cf — B(Sf)Kx
B(Sf)Kz +, BBSfK
BBSfK +, BBSf(KK/)
BBSf(KKf)+., S(BBS)(KK)f

De modo que:
C =S(BBS)(KK)

Asi, es posible representar a todos los combinadores primitivos que de-
finimos en un principio con {K, S} como base, de donde podemos concluir
que estos dos combinadores son suficientes para formar cualquier expresion
de la logica combinatoria.

Esta base es una de las muchas que pueden tomarse, pues bien podriamos
reducir nuestros combinadores a uno tnico, tal como muestra Fokker [35]:

Proposicion 3.3.2. Existe una base para la logica combinatoria que consiste
de un unico elemento X.

Demostracién: Definimos X = KSK. Puede entonces verificarse que:

K=XX
S=X(XX)
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Y teniendo estos dos, es posible construir cualquier expresion. O

Como se puede constatar, uno de los intereses tipicos dentro de la logica
combinatoria es el de determinar las formas en las que es posible derivar a
objetos a partir de otros con los que ya se cuenta. El sistema de combinadores
que hemos descrito, hecho a partir de inicamente el cancelador elemental (K)
y el substituidor (S), constituye un céalculo combinatorio que cumple con ser
completo, es decir, es capaz de representar cualquier combinador que ponga
en relacién a un numero n de variables.

Definicién 3.3.3. (Célculo combinatorio). Un calculo combinatorio es dado
por una colecciéon C finita de operadores que son usados para definir a los
C-combinadores a través de la aplicacion:

M,N :=O|MN
Donde M, N son C-combinadores arbitrarios y O una operaciéon cualquiera.

Definicién 3.3.4. (Completud combinatorial). Un conjunto de combinado-
res C = Cy,...,C, que son determinados por reglas de reduccion se dicen
funcional, o combinatorialmente completos, si para cualquier objeto X, que
esté en combinacion con distintas variables ¢4, ..., c,, existe un combinador
U expresable en términos de Cy,...,C, tal que

Uxy...2, =X

Las tinicas reglas de reduccion con las que contamos en el cilculo SK
son las que hemos expuesto anteriormente para estos combinadores, a saber:

SMNX —, MX(NX)
KXY —, X

El substituidor duplica al dltimo objeto, X como argumento tanto de
M como de N, en tanto que el cancelador elemental elimina al segundo de
los argumentos que recibe (Y) y devuelve inicamente el primero (X). Las
definiciones que dimos de estos combinadores en términos del célculo A nos
permiten mostrar que existe un homomorfismo del calculo SK al calculo A,
es decir, hay un mapeo de los combinadores de nuestro calculo a A-términos
que preserva la aplicacion y reduccion. Las reglas de conversion que tenemos
entre el calculo SK y el calculo A son las siguientes:

S = A g x. fz(gx)
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K =)z \y.x
MN = (M)(N)

Ejemplo 3.3.1. Como ejemplo, veamos que el combinador SK K, el cual
hemos afirmado es I, resulta en la funcion identidad del calculo A (Az.x):

SKK = (Mg \fA\x.gx(fzx))(Ax A y.x)(Ax.\y.x)
—5 (Af Az Az y.x)z(fx))(Ar.Ay.x)
—5 (Az.( Az Ay.x)z([ Az y.x]z)
—5 Ax.(Ay.x)([A\e. \y.x]z)
—5 Ax.(Ay.x)(Ay.x)
—g A\rv.x =1

La logica combinatoria y, en este caso, el calculo SK, pueden, al igual
que el calculo A, ser vistos como lenguajes de programaciéon universales, en
el sentido en que estos (al igual que el calculo de Church) son capaces de
expresar cualquier computo concebible. De esta forma, podriamos hacer un
simil entre los términos de, digamos, las expresiones del calculo SK con los
modulos o funciones de un programa; en tanto que las expresiones comple-
tas serfan vistas como programas: cada programa concebible en un lenguaje
de programacion (e.g., C, Python, Haskell, etc.) puede ser representado en
términos del calculo combinatorio.

Ejemplo 3.3.2. Como ejemplo de la afirmacion que hemos hecho en el pa-
rrafo anterior, ilustremos el tratamiento de expresiones recursivas a través del
combinador Y, visto con anterioridad en el &mbito del calculo A, y expresado
ahora en términos del calculo SK. Tomamos aqui la definiciéon que de este
combinador hace V. E. Wolfengangen [306]:

Y

S(BW B)(BW B)
S(S(KS)KSS(KI)S(KS)K)(S(KS)KSS(KI)S(KS)K)
S(S(KS)KSS(KSKK)S(KS)K)(S(KS)KSS(KSKK)S(KS)K)

Al igual que en el calculo A, dentro del calculo SK, el combinador Y es
un combinador de punto fijo, lo que quiere decir que

YF =F(YF)



46 CAPITULO 3. LOGICA COMBINATORIA

Y en efecto, aplicando este combinador Y a un objeto arbitrario X del
calculo, obtenemos:

YX = S(BWB)(BWB)X
—» W(BX)(BWBX)
—» BX(BW BX)(BWBX)
—» X(BWBX(BWBX))
v X(S(BW B)(BWB)X)
S X(YVX)

Ejemplo 3.3.3. De la misma forma en que se definieron los niimeros natu-
rales dentro del célculo )\, es posible hacerlo en el calculo SK, estableciendo
al 0 como Isz, y definiendo a los demas en la siguiente forma:

Definicién 3.3.5. (Numeros naturales).

Nuevamente, todos los ntmeros naturales pueden ser vistos como expre-
siones donde un primer término s es aplicado un n ntmero de veces a un
segundo, z, resultando en la representacion de n-ésimo niimero natural.

Definicion 3.3.6. (Sucesor).
S=S(S(KS)K)

Como ejemplo, computando 1y 2, resultan las siguientes reducciones:

1=80=S(S(KS)K)Isz
—w (S(KS)Ks)Isz
—w IKSsKsIsz
—w SKsIsz
—w KIsIsz
—w IIsz
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—w SZ

2=81=S(S(KS)K)sz
—w (S(KS)Kz)sz
—w KSz2K zs2
—w SKzsz
— KK Ss252

—w S8Z

3.4. Relacion con el calculo A\

La nocion de las funciones como objetos en si, vacios de argumentos, no
fue estudiada ni distinguida de aquella que las veia tinicamente en su relacién
con las variables o valores que pudieran fungir como sus argumentos sino
hasta la década de 1930, con los trabajos de Alonzo Church. En estos, la A
liga a variables y hace un trabajo similar a aquel de los cuantificadores dentro
de la logica proposicional. La nocion de las funciones expresables como A-
términos es equivalente al de aquellas que son computables, y en este sentido,
muestra su mas distinguida y evidente conexién con la logica combinatoria,
pues ambas son capaces de expresar en sus términos todo aquello que sea
efectivamente computable [37].

La logica combinatoria, desarrollada poco antes que el calculo A, lidia
con combinadores que prescinden de variables y se ufana de lograr lo mismo
que el célculo A con un lenguaje mas sencillo que el establecido por Church,
al no poseer nocién alguna para la ligadura de variables y contar con un
proceso de reduccion de términos menos entramado, pues el proceso clasico
de reduccion en el calculo A, como vimos en el capitulo anterior, es mucho mas
complejo que el utilizado en la logica combinatoria, que depende tnicamente
de completar los elementos necesarios para la aplicacion de las reglas de
reduccién de sus combinadores.

De forma similar a lo ya hecho con la del célculo A, forma-
lizamos aqui la reducciéon débil de la l6gica combinatoria, que mencionamos
en la seccion anterior y denotamos como —,,.

Definicién 3.4.1. (Reduccion débil). Definimos de forma inductiva, dentro
de la logica combinatoria, a la relacion —,:
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1. X —», X

2. SMNX —, MX(NX)

3. KXY —, X

4. X -, Y)Y >, Z2=X =, Z
5. X =, Y=UX —,UY

6. X -, Y =XU—,YU

A pesar de la disminucién en las diversas dificultades que se suscitan
por el renombramiento de variables dentro de las expresiones del calculo A\ a
partir del uso de los indices de de Bruijn, estas se mantienen latentes, pues
los indices dan cuenta tnicamente del nivel en el que se encuentra la A con
la que un término es ligado, es decir, que le abstrae, mas no eliminan el uso
de la abstracciéon, como si logra la logica combinatoria.

Es este concepto de la abstraccion dentro del cdlculo A uno de los de mayor
importancia en toda su teoria, dado que es necesario para la construccion de
operaciones; en tanto que en la loégica combinatoria los términos abstraibles se
construyen a partir de combinadores atomicos (como lo son S, K, I, etc...).
Esta diferencia es la que conduce a las distintas definiciones en torno a la
reduccion en ambos sistemas. Dentro del calculo A, la S-reduccion (—4) se
lleva a cabo como el reemplazo de términos de la forma (Ax.M)N, llamados
reductos; en tanto que en la logica combinatoria, la relacion de reduccion
esta dada por el reemplazo de ciertos reductos asociados a los combinadores,
como se muestra en las reglas de reduccién que para cada combinador se
establecieron.

A pesar de las diferencias existentes entre los mecanismos de reduccion de
ambas teorias, es posible establecer algoritmos que permitan la conversiéon de
los términos de la logica combinatoria al calculo A, como se establece ya en
las definiciones dadas de cada uno de los combinadores expuestos. De forma
semejante, es posible hacerlo en la otra direccion.

Como ya se ha visto dentro de este capitulo, es posible escoger distintas
bases para la logica combinatoria y a partir de éstas establecer diversas formas
en las que se han de transformar sus expresiones a A-términos (como la
conversion que presentamos para el cdlculo SK), asi como pasar de los A-
términos a los combinadores utilizados en las distintas bases.

El algoritmo que presentamos a continuacién, para la conversion de los -
términos a expresiones de la logica combinatoria esta formulado en el entorno
clasico de esta, y hace uso de los combinadores que en un principio fueron
expuestos:
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T — x.

MN — MN.

Ax.M — KM, si x no ocurre libre en M.

Ae.x — I.

Ar.Mx — M, si x no ocurre libre en M.

Ax.MN — BM(Ax.N), si x no ocurre libre en M.
Ax.MN — C(Ax.M)N, si x no ocurre libre en N.
Ar.MN — SMN, si x no ocurre libre ni en M ni en N.

Y resumimos en la siguiente definicion dada por Cagman y Hindley [37]:

Definicion 3.4.2. (H-mapeo). Para cada A-término M, se asigna un término
de la logica combinatoria, My, como sigue:

Tg=2

(MN)y = Nx.(My)

Donde A\*x.X esta definido por inducciéon en X para todos los términos
M de la logica combinatoria a partir del siguiente algoritmo:

a
b

¢

)
)
)
)

d

Ne. X =KX siz ¢ FV(X).
Nex=1
NaeUr=Usix ¢ FV(U).

Nz UV = S\ z.U)(ANx.V) si no aplica ninguna de las anteriores.

De expresar al A\-término como un arbol, la conversion se hace a partir de
los nodos méas bajos, estableciendo asi el orden en el cual debe ser aplicado
el anterior algoritmo.

Ejemplo 3.4.1. AT

K o Az \y.x.
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Ejemplo 3.4.2. Af

f(zx) f(xx)

P
f xx f zx

Definiciéon del combinador de punto fijo, Y = Af.(Az. f(zz))(Az. f(xzx)) del calculo .

Mucho se ha discutido en la literatura respecto a las diferencias entre los
diversos mecanismos definibles de reduccién en los miltiples modelos de la
computacion que existen (entre los que contamos tanto a la logica combina-
toria como al célculo \). Como Hindley sugiere [38], la principal diferencia
entre la reduccion débil y la S-reduccién estriba en la sutil diferencia que hay
entre substitucion y reemplazo: la substitucion [N/z]M es el resultado de
substituir NV por todas las ocurrencias libres de x en M, asi como el renom-
bramiento por medio de la a-conversiéon para no incurrir en ningin conflicto
en el nombramiento de las variables; en tanto que el reemplazo, si bien cambia
las ocurrencias libres de z en M por N, al igual que la substituciéon, no se
encarga después del renombramiento de variables. Esto puede ser ilustrado
por un ejemplo dado por el mismo Hindley, en conjunto con Cagman:

Ejemplo 3.4.3. Considérense las expresiones:

P=M\y.R
R= (Azr.zy)z
Q= M\y.zy

Asi, tenemos:

P=Xy.(A\r.zy)z) =5 Ay.2y = Q

Si intentamos traducir las mismas expresiones a la l6gica combinatoria
por medio del H-mapeo para posteriormente reducir la primera como hicimos
dentro del calculo A\, obtendremos lo siguiente:

Py =XNy.Ry
= S(S(K(SI))K)(Kz)
Ry = (Nx.ay)z
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= SI(Ky)z

Qu = N'y.2y
=z

Donde Py no puede reducirse a (Qy, pues no contiene ningtin reducto
débil. El problema es, realmente, que P contiene una abstracciéon que pos-
teriormente aparece como variable libre dentro de R (y). Esto se solucio-
na de manera simple, cambiando el nombre de esta, por ejemplo, teniendo
P = Mw.R, en cuyo caso el resultado seria:

P = w.((A\r.zy)z) =5 Aw.zy
Py = KRy = K(SI(Ky)z) =, K(zy) = Nw.zy

3.5. Programas en el calculo SK

Reiteradamente hemos mencionado la posibilidad de representar progra-
mas en forma de expresiones del cilculo S K, tal como en su momento hicimos
y ejemplificamos dentro del calculo )\, ilustrando la forma en la que es posible
en el calculo de Church definir diversas instrucciones y operadores comunes
en forma de \-términos.

En los diversos ejemplos expuestos de funciones recursivas dentro del
calculo A, utilizadas para ejemplificar la concepcion del calculo como un len-
guaje de programacion y sus expresiones como programas, se tuvo cuidado
en el proceso de reduccion de estas, aplicando siempre el orden normal, pues
una mirada detenida en ellas deja ver que el orden aplicativo no es capaz
de conducir a forma normal alguna; en tanto que ninguna de las expresiones
construidas por medio de la formula Y F = F(Y F) es fuertemente normali-
zable y, asi, tales expresiones pueden incurrir en una recursion infinita dentro
del calculo A.

En este sentido, el panorama de los programas vistos como expresiones
cambia en gran manera dentro del calculo S K, mientras que la aplicacion de
los combinadores no se reduce hasta recibir a todos los argumentos necesarios,
lo que impone una estrategia de evaluacion interna al cilculo y no una mera
convencion externa al sistema.

Al agregar variables z,y, z,... al calculo SK, asi como al definir térmi-
nos de la forma \*x.X, expuestos ya en la definicion del H-mapeo, es posible
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introducir términos combinatoriales, mismos que permiten hacer uso del con-
cepto de abstraccion tal y como aparece en el calculo A, pues su definicion
misma representa a la A\-abstraccion en tanto que mantiene a la S-reduccion:

(N2 MIN — {N/z}M

Lo que a su vez permite replicar la estructura del combinador de punto
fijo Y dentro del calculo SK a través de una definicién mas familiar que la
dada anteriormente por Wolfengagen.

Al igual que en el calculo A, podemos definir a los puntos fijos a través
del término combinatorio

w= Nz f.f(xxf)

Teniendo que Y = ww llegamos a la propiedad del punto fijo vista antes en
el A&mbito del calculo A, pues

Y=XeNfflaaf)w = flowf) = f(Y])

Podemos no sélo replicar el combinador de punto fijo con una construcciéon
béasicamente igual a la hecha en el calculo A, sino que, como muestra Barry
Jay [39], es posible retrasar la reduccion de los términos, de forma que se
puedan definir funciones recursivas de n argumentos en forma normal.

Definicién 3.5.1. (Combinadores de punto fijo para n argumentos). Es po-
sible definir una funcién recursiva de forma normal que necesite de n argu-
mentos a través de las definiciones de A,,, Y, v wy:

An =N f N2, N, fo ..y,
wp = N2 N f N2, N f(Apzzf)rr . o

Yn - An—l—lwnwn

De esta forma, cualquier programa recursivo que haga uso de n variables y
represente el computo de un conjunto de instrucciones M puede representarse
en forma normal dentro del célculo SK como



Capitulo 4

Calculo SF

“But the principium
individuationis . .. was to me, at
all times, a consideration of
intense interest.”

Edgar Allan Poe, [40]

4.1. Motivacidon

La logica combinatoria, tal y como se establece en su exposicion clasica,
es capaz de representar todas las funciones descritas por el calculo A (y, asi,
todas las funciones que son Turing-computables sobre los nimeros naturales),
como puede facilmente advertirse a partir de las equivalencias establecidas
en las definiciones de los combinadores elementales que hemos dado en el
anterior capitulo, y como puede demostrarse a partir del H-mapeo definido
anteriormente (3.4.2]).

A pesar del enorme poder computacional que engloban estos dos sistemas
de reescritura (constatable en los ejemplos hasta ahora expuestos), existen
funciones efectivamente computables capaces de distinguir a los combinado-
res SKK y SKS (que, como ya vimos, son equivalentes al identificador
elemental I) que no pueden ser representadas por medio de ningin SK-
combinador (y, por consiguiente, tampoco por ningtn A-término) [9]; de
existir tal combinador, este implicaria la capacidad de efectuar, dentro de
la logica combinatoria, un procedimiento de factorizacién de combinadores
para dar cuenta de los objetos que los constituyen, proceso que no es reali-
zable dentro del calculo SK ni de ningtin otro calculo que tome como base
los combinadores primitivos clasicos de la légica combinatoria.

23
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Que existan, tal y como afirman Barry Jay y Thomas Given-Wilson, fun-
ciones efectivamente computables capaces de distinguir a estos combinadores
y que no sean representables por medio de ningtin S K-combinador [9] im-
plican la existencia de funciones computables que son a su vez funciones
intensionales (es decir, estas pueden dar cuenta de la forma en la que el
computo se realiza) no representables ni en la logica combinatoria ni en el
calculo \. La dificultad que impone la no representabilidad de estas funciones
dentro de los sistemas de reescritura de Schonfinkel y de Church estriba en
la imposibilidad de efectuar el proceso metamatematico que implica la fac-
torizacion de objetos que en la teoria son vistos como “totales” en sus partes
constituyentes.

Definicién 4.1.1. (Igualdad extensional). Dos funciones f y g se dicen exten-
sionalmente iguales si tienen el mismo rango de argumentos y, para cualquier
elemento o perteneciente a su rango, fa es igual que ga.

Definiciéon 4.1.2. (Igualdad intensional). Dos funciones f y g se dicen in-
tensionalmente iguales si son extensionalmente iguales e idénticas en la forma
en la que producen sus valores.

Tanto el calculo A como la légica combinatoria proveen de herramien-
tas suficientes para dar cuenta del caracter extensional de las funciones en
el entorno mas general posible; en este sentido, podemos decir que son teo-
rias extensionales; su carencia de herramientas para un analisis intensional
impide establecer cualquier solucion a problemas de indole similar al recién
expuesto, asi como utilizarlos como base en la implementacion de lenguajes
de programacion que den cuenta de la computacion mas alla del énfasis que
ya tienen en los aspectos funcionales de esta.

A lo largo de este capitulo ilustraremos el tratamiento y distincion de la
igualdad intensional y extensional a partir de las funciones SKK y SK S,
motivindonos a usarlas no otra cosa que su facil manipulaciéon, asi como
nuestra familiaridad con ellas y su significado, al ser ambas representaciones
de la funcién identidad.

Ejemplo 4.1.1. Apartandonos de un ejemplo tan trivial como puede ser
la funcién identidad, sirva para mostrar la importancia de la distincion en-
tre estas formas de igualdad dentro de la computacion el siguiente ejemplo,
rescatando un problema de la final mundial de la ACM ICPC del ano 2015:

. Cuantos tecleos son necesarios para escribir un mensaje de tex-
to? A simple vista, podra pensarse que los mismos que los ca-
racteres en el texto, sin embargo esto sblo es correcto cuando las
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teclas generan inicamente un caracter. Distintos dispositivos pro-
veen de s6lo unos cuantos botones que, normalmente, tienen un
numero singificantemente mas bajo de teclas que de caracteres
tiene el alfabeto. Para tales dispositivos, se requiere de un ntme-
ro mucho mayor de tecleos para producir un mismo mensaje que,
digamos, en una méaquina de escribir. Considérese que para to-
do teclado virtual, se desea obtener el nimero minimo de tecleos
necesarios para escribir una cadena de texto dada si se inicia en
la tecla superior izqueirda y las Gnicas formas de desplazarse a
través de las teclas es por medio de cuatro teclas mecénicas que
sirven para ello, y la tnica forma de seleccionar una tecla es a
partir de una tecla mecénica “SEL”.

La entrada que se da para el problema inicia por dos nimeros enteros r y
¢, que representan el nimero de filas y columnas de la matriz que representa
al teclado virtual, seguido de r lineas con c caracteres cada una, donde el
asterisco representa “enter”. Después de las r lineas, sigue una tltima que
contiene una palabra para la cual debera decirse el minimo nimero de tecleos
necesarios para escribirla. La entrada ejemplo para el problema es:

47

ABCDEFG
HIJKLMN
OPQRSTU
VWXYZx**
CONTEST

Figura 4.1: Movimientos que ejemplifican la solucion a la entrada ejemplo, la cual
es 30. Reproduccion del problemario de la final mundial del ACM ICPC 2015.

ATBTC|D|ETRIG
PIETTOTRPOMIN (i
OF PG R SLd =
V{|wl X || Y| z | Enter
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Este problema se puede resolver de varias formas, una de ellas es la si-
guiente:

Considérese la grafica dirigida G = (V, E), donde los nodos V' codifican
la posicion en el teclado de un caracter (i,j),1 <1 < r,1 < j < cysu
posicion k en el texto a escribir, 1 < k < [+ 1, donde [ es la longitud de
la cadena. Para cada nodo v € V, este tiene aristas e € E de la forma
(7,7, k), donde (7',7") es la posicion en el teclado virtual a la que se llega
en alguna de las direcciones a las que le es posible moverse. Ademas, para
cada v, se agrega una arista a (7,7, k + 1) (i.e., toda tecla que represente a
la siguiente que debe ser teclada). Modelando el problema de esta forma,
es posible minimizar el nimero necesario de tecleos para escribir la cadena
deseada, empezando en (1,1, 1) y realizando una busqueda a lo ancho sobre
los caminos que terminen en (7, j,[ + 1). De esta manera, la complejidad de
nuestro algoritmo es O(|V| + |E|), donde el nimero de nodos |V| es r* ¢
v |E| esta acotada por 5|V

Otra posible solucién es a partir del uso repetido del algoritmo de Dijkstra
para el camino méas corto en una grafica, haciendo nuevamente la bisqueda
sobre los caminos que van de (1,1,1) hasta (i,7,0 + 1), resultando en una
complejidad de O(lrlogr).

Muchas estrategias podrian idearse para solucionar el problema, y, si bien
la naturaleza extensional de cada solucién es la misma en el sentido en que
para el espacio de problemas estos algoritmos mapean a los mismos nimeros
que son la soluciéon de los diversos escenarios, y el analisis de complejidad nos
lleva a notar o al menos intuir alguna diferencia intensional en los mismos a
partir de su eficiencia, no existe forma en la que, utilizando los mismos mo-
delos computacionales que usemos para formalizar los distintos algoritmos,
podamos dar cuenta de su diferencia intensional, y asi analizar las partes
relevantes en su construccion.

4.2. Extensionalidad en la l6gica combinatoria

Antes de mostrar la manera en la que nos es posible extender a la 16-
gica combinatoria para dar cuenta de la estructura interna de sus objetos,
definamos en forma breve y concisa el alfabeto, términos y axiomas de esta:

Definicion 4.2.1. (CL). La teoria ecuacional de la logica combinatoria es
formulada a partir del alfabeto dado por los siguientes elementos:

1. Combinadores o constantes: K, S.

2. Variables: xg, xq,. ...
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3. Relacion de igualdad: =.

4. Simbolos impropios: (, ), [,]-

A través de los cuales es posible expresar el conjunto de CL-términos,
mismo que es dado de forma inductiva por:

1. x € CL para cualquier variable x.
2. KeCL,SeCL.
3. PQelCL= (PQ)eCL.

Definicion 4.2.2. (Axiomas y reglas). Los axiomas de CL son los siguientes:
1. Esquema de axioma K: KMN = M.
2. Esquema de axioma S: SMNX = MX(NX).
3. Axioma de reflexividad: P = P.
4. Regla de simetria: P =@ = Q = P.
5. Regla de transitividad P =Q,Q) = R = P = R.
6. Primera regla de Leibniz: P = P’ = PR = P'R.
7. Segunda regla de Leibniz: P = P = RP = RP'.

Tal y como se esboza el sistema de deduccion de CL, no es posible dar
cuenta siquiera de la igualdad entre los combinadores SKK y SKS ex-
puestos en mucho menos de su diferencia. El problema estriba en que
mostrar la equivalencia de estos dos combinadores en un sentido extensional
implica probar que ambos actian de la misma forma cuando les es aplicado
un argumento M cualquiera, lo que conduce rdpidamente a la labor de de-
mostrar que, para todo combinador M que pueda hacer las veces de X en el
esquema de axioma S, se cumple la igualdad, labor imposible en tanto que
hay un ntmero infinito de estos.

Asi, al intentar demostrar CLH SKK = SK S a partir de los axiomas y
reglas establecidos, es necesario introducir un combinador para efectuar las
reducciones implicadas en los esquema de axioma K y S, pues tanto SK K
como SK S son combinadores parcialmente aplicados, lo que nos conduce a
una prueba de la deducibilidad de

SKKX =SKSX
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para cada combinador X, mas no de la igualdad de la que partimos y que
buscamos probar.

De esta forma, para mostrar la equivalencia entre estos combinadores, es
necesario expandir CL de manera que pueda dar cuenta de la equivalencia
extensional entre los objetos de la teoria.

Definicion 4.2.3. (Combinador parcialmente aplicado). La aridad de cada
combinador M estd dada por el minimo nimero de argumentos necesarios
para instanciar su regla de reduccion. Asi, K tiene aridad dos, en tanto que
S tiene aridad tres. Un combinador parcialmente aplicado se define como

aquél de la forma
MX; ... X,

donde k es menor que la aridad de M. A los combinadores que cumplen
con ser parcialmente aplicados llamamosles también “compuestos”, en caso
contrario, “atomos”.

Definicion 4.2.4. (Regla de inferencia extensional). Si una variable z no
forma parte de los CL-términos M ni N y se cumple que CL - Mx = Nz,
entonces CLH M = N.

Con lo que es posible demostrar la equivalencia extensional de los combi-
nadores mencionados anteriormente:

Proposiciéon 4.2.1. SKK = SKS.

Demostraciéon: Tenemos que

SKKzr = Kuz(Kzx)
Kz(Kz) =z,

similarmente,

SKSz = Kuz(Kx)
Kx(Kz) =z,

por regla de transitividad, se cumple tanto SK Kx = x como SKSx =
x. Por regla de simetria, asi como nuevamente la regla de transitividad, tene-
mos que SKKx = x como que x = SK Sx, de donde, por regla de inferencia
extensional, SKK = SKS. [
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Para los fines que buscamos, es menester introducir ahora algunas de-
finiciones que nos facilitaran el tratamiento y anélisis de los combinadores
dentro del célculo combinatorio como programas.

Definicion 4.2.5. (Forma normal). En el contexto de la logica combinatoria,
un CL-término M se dice en forma normal si y s6lo si existe un A\-término N
tal que este sea R-fn y My = N.

Es facil notar que los CL-términos en forma normal son irreductibles bajo
la reduccion débil de CL en tanto que son equivalentes a A\-términos, que son
irreductibles por medio de -reduccion.

4.3. Factorizacion

Tanto el calculo A como la légica combinatoria puros son capaces de re-
presentar las diversas estructuras de datos, ya sea a través de A-términos
o de combinadores. Si bien la representabilidad de estas es asequible, lo es
en una forma ambigua y ad hoc, como puede notarse en los ejemplos dados
hasta ahora, donde el mismo A-término puede ser usado tanto para represen-
tar el nimero cero como para el valor booleano de falsedad :
As.A\z.z. Es facil escapar de la ambigiiedad en la construccién de estructuras
introduciendo tipos de datos algebraicos, de manera que la representacion
de numeros, listas, cadenas, etc., pueda darse en forma de arboles que son
construidos a partir de constructores béasicos.

Ejemplo 4.3.1.

class A { };
class B: public A { };
class C: public A { };

La forma canoénica para aproximarse a los tipos algebraicos dentro de los lenguajes orien-
tados a objetos es a través del concepto de herencia de clases.

Ejemplo 4.3.2.

data A =B | C | None

En lenguajes puramente funcionales, como Haskell, los tipos de datos algebraicos se mues-
tran de forma mas natural, poniendo dentro de la misma definicién de un tipo de dato las
formas en las que puede darse.
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En ambos ejemplos, los tipos B y C derivan de uno A.

Sin embargo, ha de notarse que, aunque la ambigiiedad en la representa-
bilidad de las estructuras de datos sea resuelta a través de los tipos de datos
algebraicos, el acercamiento sigue siendo ad hoc y no alcanza la generalidad,
en tanto que es necesario dar cuenta de la cadena de tipos o clases de los
cuales se compone la estructura para poder acceder a sus datos, problema
béasicamente inexistente en paradigmas distintos al funcional u orientado a
objetos, como los lenguajes de consultas, donde no es necesario un cono-
cimiento completo de los tipos o esquemas para obtener los valores de las
consultas (queries) que se hacen a los distintos campos particulares dentro
de las bases de datos.

La uniformidad en el acceso a los datos internos de las estructuras puede
alcanzarse viendo las propiedades que son comunes a todo arbol y, asi, con-
ceptualizar a cada elemento como un nodo. Utilizando la terminologia que
hemos introducido anteriormente, cada estructura de datos expresable es o
bien un atomo, o un compuesto. Al representar las estructuras de datos co-
mo arboles, la naturaleza de los datos pasa a ser irrelevante en tanto que las
consultas son hechas utilizando estrategias generales para recorrer arboles,
donde la tnica diferencia relevante que es posible hallar en cada nodo es si
este es un a4tomo o un compuesto.

La capacidad de definir diversos programas como formas normales dentro
de la logica combinatoria lleva implicito que estos adopten una naturaleza
ambivalente, en tanto que pueden ser vistos como expresiones capaces de ser
aplicadas a otras o efectuar las reducciones marcadas por las reglas de los
combinadores que forman parte de si, como, al ser todo programa una estruc-
tura de datos, pueden también verse como &rboles sintacticos conformados
por nodos que contienen a los combinadores primivitos.

Todos los combinadores irreductibles que puedan construirse a partir de la
combinacion de los combinadores primitivos y que resulten en forma normal,
tales como SKK y SK S, califican como distintos programas que, como ya
vimos, no es posible distinguir a partir de la inferencia extensional, en tanto
que esta da cuenta tnicamente de los resultados de sus computos y, exten-
sionalmente, representan a la misma funcién identidad, pues la aplicacion de
un combinador arbitrario M a cualquiera de ellos, se reduce siempre a M.
Asi, surge de manera natural la pregunta, ;de qué forma podemos separarlos
y hacer visible esta distincién? Damos respuesta a la pregunta a través del
calculo SF', que logra, a partir de la introduccién de un combinador F', dar
cuenta de la configuracion de sus términos a partir de la factorizacion de los
mismos.

En el calculo SF', los programas se construyen a partir de los dos com-
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binadores atémicos S y F', que permiten la factorizaciéon de la estructura
interna de todo combinador del célculo. ElI combinador S es tomado de la
logica combinatoria tal cual, mientras que el factorizador E], F', rompe a los
compuestos en sus componentes y a los atomos los mantiene en su misma
forma irreductible. Las reglas de reduccion del combinador F' son las siguien-
tes:

Definiciéon 4.3.1. (Reglas de reduccion para F).

FPMN — M siPesSolPF,
F(PQ)MN — NPQ si PQ es una forma factorizable.

Donde las formas factorizables del calculo son todos los combinadores de
las formas S, SM,SMN,F,FM y FMN para cualesquiera combinadores
My N.

4.4. El calculo SF

Ademas de permitir la identificacion de expresiones dentro suyo con pro-
gramas, cosa realizable ya dentro de otras formas de la logica combinatoria,
permitiendo que los programas, representados por CL-términos, sean aplica-
dos, tal y como los A-términos en el calculo A o los combinadores de cualquier
logica combinatoria, sobre otros programas o sobre si, el calculo SF' logra
examinar las partes que constituyen a estos, y ya no tnicamente verlos a
través de la lente de los resultados en los que deriva la maquinaria de rees-
critura.

Antes de continuar con la introduccién que hacemos al calculo SF', intro-
ducimos los axiomas ecuacionales de este, mismos que complementan a los

expuestos para CL (prescindiendo, claro esté, del esquema de axioma para
K):

Definicion 4.4.1. (Axiomas ecuacionales del célculo SF).

1. SMNP = MP(NP)

LF no puede ser tomado como un combinador si nos apegamos al sentido que tiene
el término dentro de Curry y Feys (cap. 5, [22]), en tanto que es imposible expresarlo a
través de A-términos de la forma M.z ... x,.X; como es logico, en tanto que el calculo A es
una teoria extensional. Nos limitamos a esta tnica nota y lo tildamos como combinador a
lo largo del texto, justificando la decisién a partir del caracter primitivo que tiene dentro
del calculo.
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4. F(SP)MN = NSP

(

5. F(FP)MN = NFP

6. F(SPQ)MN = N(SP)Q
(

7. F(FPQ)MN = N(FP)Q

En tanto que el calculo SK es un subsistema propio del calculo SF,
toda funcién representable en el primero puede también ser representada
en el ultimo, asi como se puede dar parte de la igualdad extensional de
todas las expresiones a partir de la inferencia extensional. La demostracion
es elemental, pues basta mostrar que K es representable por medio de los
combinadores S y F' del calculo SF'.

Proposicion 4.4.1. Todos los CL-términos expresables del cdlculo SK lo
son también en el cilculo SF'.

Demostraciéon: Dado que K es representable dentro del calculo SF
como F'F', podemos dar cuenta de todos los combinadores existentes en el
calculo SK, dentro del célculo SF"

FFxy==x (4.1)
Kry==x (4.2)

Por regla de simetria en (4,2) y transitividad de (4,1) y (4,2), tenemos
FFxy = Kxy y utilizando dos veces la regla de inferencia extensional, po-
demos concluir que FF =K. [

De forma conversa F' no puede definirse en términos de S y K, dado que
ambos son combinadores primitivos de caracter extensional: en tanto que S
realiza una copia de uno de los combinadores que obtiene y los reordena, K
los elimina, lo que imposibilita toda forma en la que pudiera hacerse cualquier
clase de consulta a la estructura interna de los combinadores.

Aunque a primera vista resulte extrafio que un céalculo combinatorial-
mente completo, como el calculo SK, no pueda expresar en sus términos un
objeto que es expansion de CL, esto es entendible pues el combinador F' no
es un combinador en el sentido clésico [22], ya que no es posible representarlo
a partir de ningtin A-término.
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El poder expresivo del calculo SF' no soélo es suficiente para expresar al
cdlculo SK como hemos visto, mas importante, nos permite examinar la
forma en la que fueron construidos los distintos combinadores. Podemos ilus-
trar esta superioridad frente a otros sistemas combinatorios como el calculo
SK y equivalentes por medio de un combinador capaz de mostrar la igual-
dad estructural entre las formas normales del calculo SF', resolviendo asi el
problema que usamos en un principio para motivar el capitulo. El algoritmo
para esto es, en términos llanos, el siguiente: si las formas normales que se
comparan son ambas compuestos, entonces se han de comparar sus compo-
nentes; si estos son ambos atomos, entonces compéarense directamente por
medio de un combinador eqatom; de otra forma, las formas normales no son
iguales.

Definimos algunos combinadores que nos ayudan a formalizar nuestro
algoritmo. Iniciamos por establecer los conceptos més elementales de la logica
proposicional:

Definicion 4.4.2. (Verdad booleana).
V=K
Definicién 4.4.3. (Falsedad booleana).
F=SK
Definicion 4.4.4. (Negacion).
not =z = \Nz.(SK)(K)
De modo que:

not F=SK(SK)K
— KK(SKK)
- K=YV

not V=K(SK)K
-+ SK =F

Definicion 4.4.5. (Disyuncion).
or zy =Nz \Nyzx(K)(y)
Ast:
or F F=SK(K)(SK)
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— K(SK)[K(SK)]
—SK =F
or FV=SK(K)K)
— K(K)[K(K)|]
- K=YV
or V F=K(K)(SK)
K=YV
or VV=K(K)K)
— K=YV
Como se mostro en [3.1.1] al tener definidas la disyuncion y negacion, es
posible expresar cualquier conectivo légico. En los resultados y enunciaciones
que siguen, hacemos uso de los simbolos clasicos dentro de la logica propo-
sicional para representar a los conectivos restantes (i.e., usamos = para la
implicacion, < para la doble implicacion y A para la conjuncion), obviando
sus definiciones dentro del calculo SF' y tratandolos como operadores infijos.

Continuamos por definir un combinador que sirva para distinguir si un
objeto del calculo SF' es un compuesto:

Definicién 4.4.6. (isComp). El combinador isComp recibe un objeto = y
reduce a K si este es un compuesto, mientras lo hace a S K en caso contrario.

isComp = A\z. Fz(SK)(K(KK))

Sigue las siguientes reducciones:

isCompO = FO(SK)(K(KK))
— SK
isComp(PQ) = F(PQ)(SK)(K(KK))
— K(KK)PQ
— KKQ
— K, si PQ) es un compuesto.

Ejemplo 4.4.1.
isCompS = FS(SK)(K(KK))
FS(SK)(K(KK)) — SK (por axioma 2 de [£.4.1).

Notese que, por el axioma 3, el caso es idéntico si utilizamos al inico atomo
restante del calculo, F'.
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Ejemplo 4.4.2. Tomese SKK, donde P =Sy @Q = KK, en tanto que
PQ=SKK.

isComp(SKK) = F(SKK)(SK)(K(KK))
F(SKK)(SK)(K(KK)) - K(KK)(SK)K
—- KKK
— K

Definimos ahora combinadores homonimos a las famosas funciones car y
cdr del lenguaje Lisp con el mismo comportamiento que en el lenguaje de
McCarthy:

Definicién 4.4.7. (car). La funcién car recupera la primera componente
de un objeto que puede ser factorizado.

car = \v.FoeI K
Ejemplo 4.4.3.

car(SMN) = (Ax.FzIK)(SMN)
(Az.FzIK)(SMN) — K(SM)N (por 6 de [1.4.1)
— SM

Definicion 4.4.8. (cdr). De forma similar a car, definimos el combinador
cdr, que recupera la segunda componente de un objeto factorizable.

cdr = \v.FaI(KI)
Ejemplo 4.4.4.

cdr(SMN) = F(SMN)I(KI)
F(SMN)I(KI)— KI(SM)N (por 6 de [1.4.1))
— IN
— N

Los tnicos dos atomos que existen en nuestro célculo son S y F. Es
necesario el poder separarlos para la implementacién de nuestro algoritmo.
Definimos al siguiente combinador con este proposito:
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Definiciéon 4.4.9. (isF).
isF = \z.2(KS)(KK)K

De forma que F' aplicado a isF mapea a K en tanto que S lo hace a
SK:

isFF = F(KS)(KK)K
— KKS
— K

isFS = S(KS)(KK)K
—- KSK(KKK)
— S(KKK)
— SK

Podemos ahora utilizar al combinador isF para definir la igualdad entre
atomos del calculo SF:

Definicién 4.4.10. (eqatom).
eqatom = Ax.\y.isFx = isFy

Con los combinadores hasta aqui definidos, podemos ahora pasar de la
descripcion del algoritmo a su implementaciéon en forma de un combinador
que es capaz de verificar la igualdad estructural de formas normales dentro
del calculo SF":

equal = fix(le.Az.\y.

if isComp =z

then if isComp y
then (e (car z)(car g)) and (e (cdr z) (cdr y))
else KS

else if isComp y
then KS

else eqgatom z ¥).

A través del combinador equal es que podemos dar cuenta de la diferencia
que guardan los dos combinadores que motivaron la discusion con la que se
inici6 el analisis en torno a un calculo combinatorio capaz de factorizar a sus
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elementos, mismo que hemos expuesto en forma de célculo SF'. Una corrida
del algoritmo pasando como argumentos a SKS y SKK pintaria de la
siguiente forma:

1.

Nombrando a todo lo que se encuentra dentro de £ix como «, el progra-
ma (que es un combinador de punto fijo y, asi, tiene un comportamiento
recursivo) computa a(Fa)SKS SKK, donde e = (Fa), x = SK S
vy=SKK.

. isComp SK S evalia a K (verdadero), en tanto que es un compuesto:

isComp(SKS)=F(SKS)(KI)(K(KK))
—- K(KK)(SK)K
-+ KKK
— K

isComp SK K evalta a verdadero, pues es un combinador:

isComp(SKK)=F(SKK)(KI)(K(KK))
— K(KK)(SK)K
— KKK
—- K

Se evalia la conjuncion de (Ya)SK SK con (Ya)S K.

Siendo eqatom el caso base de la recursion, la parte izquierda de la
conjuncion en (4) evaltia a verdadero después de bajar dos niveles en
la recursion.

. El computo de eqatom S K resulta en falso, en tanto que al ser S un

atomo, se procede a evaluar si K es un compuesto, v lo es, ya que:

isComp K = FK(KI)(K(KK))
— F(FF)(KI)(K(KK))
— K(KK)FF
— KKF
- K

La conjunciéon en (4) resulta en falso, en tanto que el lado derecho
evaluo a K (6).
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8. - SKS + SKK.

Teorema 4.4.2. Sean M y N SF-combinadores en forma normal, equal M N —
K sty solo si M = N.

Demostracion: La demostracion es por induccién en la estructura de
M. La formalizacion de ella se encuentra en [10).

Siendo que equal es una funciéon recursiva en forma normal, expresemos
a la igualdad estructural por medio del combinador de punto fijo Y tal como

lo presentamos en [39]:

equal = Y3(A\"e A"z \*y.
Fxz(Fy(eqatom z y) (SK))
[F F [F F (Nx1. N2 Fy(SK)
[F F [FF (\yp.My2. e 1 11 (e 29 y2) (SK))11)11]

Ejemplo 4.4.5. Con la nueva definicion que hemos dado para equal, pode-
mos volver a computar la igualdad intensional entre los combinadores S K K
y SKS, esta vez de una forma completamente transparente, no haciendo
uso de nociones no formalizadas ain dentro del lenguaje, como son las ex-
presiones condicionales. Para facilitar la escritura, usamos alias para partes
todavia no computadas, y llamamos a la funcion que se aplica al combinador
de punto fijo Y3, f.

equal (SKK)SKS = f(Y3f)(SKK)(SKS)
= F(SKK) (F(SKS)...)[FF[..]..]

J/

— N(SK)K
— FF|[FF(F(SKK)(SK)...)...|(SK) K

M N

— M

=F(SKS)(SK)|FF]|...]...]
M N
— N(SK)S
=FF[FF(...)](SK)S
——

—_———
M N

— M
=FF(..) S
N

M
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— M
= (Y3/)(SK)(SK)((Ysf)K S)(SK)
=equal (SK)(SK)(equal K S)(SK)

Es claro que la reduccion izquierda devuelve K, en tanto que la segun-
da SK hace a la reduccion total falsa, i.e. SK. Computamos la segunda
reducciéon para mostrar esto:

equal K S=f(Y3f) K S
=F K(F S(eqatom K K)(S K))...
= F(FF)(F S (eqatom (FF) S)(SK))/U

N

-

M N
— NFF

M N
- M

= FF(F S(SK)...)Fy

J/

-

— M :
=F S(SK)[FF]|...]|

—— ——
M N

— M
=SK

De donde la reduccién final de equal (SKK) (SKS) resulta en:

=equal (SK)(SK)(equal K S)(SK)
=equal (SK)(SK)(SK)(SK)
— K(SK)(SK)

=SK=F

La capacidad de factorizacion de los términos del lenguaje (capacidad
aportada por el combinador F'), asi como la caracterizacion sintactica de
las formas factorizables del mismo, dota de expresividad suficiente al célculo
para poder consultar la estructura interna de las expresiones dentro suyo y
asi, poder dar cuenta de la igualdad de los términos en un sentido intensional,
contrastandolo con el extensional, que se hallaba ya en la légica combinatoria,
pero se interesaba tnicamente por los resultados de los computos.
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El calculo aqui presentado cuenta con expresividad suficiente para hacer
posible un analisis sintactico de sus expresiones, logrando evaluar la forma en
la que son construidos sus combinadores. Todo esto sin tener que sacrificar el
caracter extensional que se halla dentro de la logica combinatoria, mismo que
permite ver que, en algin sentido, los dos CL-términos que han servido para
ejemplificar a los diversos combinadores definidos a lo largo de este capitulo,
asi como la igualdad intensional, son el mismo, en tanto que sus propiedades
externas son idénticas al ambos representar a una misma funcién.

4.5. Emparejamiento de patrones

El emparejamiento de patrones explora las formas en las que es posible
representar la factorizacion de la estructura interna de los objetos. Las opera-
ciones necesarias para la implementacion de esta maquinaria son generalmen-
te integradas en los lenguajes de programacion modernos como operaciones
primitivas o funciones estandar, como es el caso de las famosas funciones car
y cdr introducidas en Lisp por John McCarthy [I5]. Estas operaciones, como
fue ejemplificado previamente, permiten dar cuenta de la representacion de
compuestos arbitrarios como patrones de la forma z y y, asi, dotan a los
lenguajes de la capacidad para obtener a x y a y y con ello, poder nombrar,
reutilizar, etc., las partes de los objetos definidos en el lenguaje.

Ejemplo 4.5.1.

Inductive lterm : Type :=
| LVar : string -> lterm
| LAbs : string -> lterm -> lterm
| LApp : lterm -> lterm -> lterm.

Fixpoint search_st (s: string) (t: lterm) : bool :=

match t with

| LVvar x => if string dec x s then true else false

| LAbs a b => if string_dec s a then true else (search_st s b)
| LApp a b => orb (search_st s a) (search_st s b)

end.

Ejemplo de una funcion de emparejamiento de patrones dentro de Coq.

El emparejamiento de un patréon p con un argumento u, tal y como se
define en [39], se lleva a cabo de la siguiente forma: Si p es una variable z,
entonces se liga a  con u por medio de \*. Si el patréon es un combinador, se
determina si el argumento lo es también, en cuyo caso se aplica eqatom. Si el
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patron es una aplicacion de la forma p; ps, entonces se busca si el argumento
U €s un compuesto u; U, €N CUyO CasO Se emparejan p; Con Uy y ps CON Us,
respectivamente.

Este emparejamiento puede entenderse viendo a los patrones p, que son
términos en forma normal que contienen variables libres, como objetos que
dentro de una funciéon de emparejamiento tratan de amoldarse a los argumen-
tos u que le son aplicados, de manera que se busca a p tal que las variables
libres dentro suyo puedan recibir valor por medio de u; al encontrarse tal
patron, la funcion de emparejamiento devuelve el valor m que resulta de la
substitucién de las variables libres de p por uno o varios de los términos
constitutivos de wu.

La dificultad en formalizar esta clase de emparejamiento, conocida en la
literatura como funciones de camino polimorfico [6], que consulta la estruc-
tura interna de sus argumentos y logra diferenciar su constitucion a partir
del uso de un patron x y utilizado para representar a compuestos arbitrarios,
estriba en la unién de los casos utilizados en la funcién de emparejamiento.
Al aplicarse un argumento v a una funciéon de emparejamiento que contiene
una secuencia de casos pg — Mg, p1 — My,...Pp — My, la funcion se re-
duce al primer patréon p; — m; que logre ser emparejado. Comtinmente se
representa a esta secuencia de patrones como una lista de casos

Po — My
| p1 — my

| pn = My,

donde ‘|” liga de forma méas débil que la aplicacion y asocia a la derecha,
de manera que esta lista puede expresarse en forma lineal como:

po—mo | (pr = ma| (.. (Pn— mn)))

Sobre la cual podemos utilizar extensiones [41) 42], generalizando esta
representacion como p — m | n, donde n representa a los casos restantes. De
esta manera, los casos dentro de una funcién de emparejamiento de patrones
toman la siguiente formas:

p—m|n=S{p-—Kmn

La cual es posible reducir a partir de la regla de reduccion que establece
la extension, para lo cual introducimos las siguientes definiciones [6] [41]:
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Definicion 4.5.1. (Substitucion). Una substitucion o es una funcion parcial

que va de variables a términos. Su dominio dom(o) esta dado por las variables

xo, T1, - . ., Ty de un A-término y mapea a cada x; a una u;: {ug/xo, u1 /1, ..., Up/ s}
La aplicacion de una substitucion o a cualquier término ¢ del cilculo A no
tipado, es dada por las siguientes reglas:

oxr = ox si x € dom(o)
or=2x si x ¢ dom(o)
o(ru) = (or)(ou)

o(Azx.s) = \x.os si x ¢ dom(o) U U FV(ox)

x€dom(o)

Notese que la condiciéon que imponemos para la aplicacion de la altima
regla so6lo es relevante en representaciones del cilculo A que necesiten de la
a-equivalencia para evitar la colision de variables.

Definicién 4.5.2. (Emparejamientos). Los emparejamientos m pueden ser
emparejamientos exitosos, dados por una substitucién o, o fracasos, deno-
tados por T. El emparejamiento de un patrén p contra un argumento u se
denota por {u/p} y produce ya sea una substitucion ¢ o T a partir de la
regla de reduccion

(p — s)u — {u/p}s

donde los emparejamientos basicos del patron p contra el argumento u son
dados por las siguientes ecuaciones ordenadas:

{u/z} = {u/z}
{c/c} =10

{wv/pg} = {u/p} U {v/q}
{u/pt =T

donde x y ¢ son metavariables que denotan a variables de ligadura y a
constructores, respectivamente, y la union disjunta U de dos formas empare-
jables m y n esta dada por:

omZ six € dom(oy,)
mUn=< o,z sizé€dom(o,) (4.3)

T otlro caso
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Definicion 4.5.3. (Extensiones). De manera intuitiva, el comportamiento
que busca capturar la extension es el siguiente:

(p—=>m|n)u—on si {u/p} = algin o
(p—= m | n)u— I(nu) si {u/p} =T

Lo que se consigue definiéndola de la siguiente manera:
p—m|n=z— Yy —y)((p—2z— Tm)x(nx))
Donde z,y y 2z estan ligadas en p,m y n.

A partir de estas definiciones, podemos ahora mostrar como aplicando un
término u a una funciéon de emparejamiento en la que se tenga un patron
p tal que para alguna o tenga correspondencia (i.e. {u/p}), obtenemos la
siguiente reduccion:

(p—=>m|n)u=S({p— Km)nu
= (p — Km)u(nu)
— {u/p}(Km)(nu)
= o(Km)(nu)
— (0 K)(om)(nu)
— K(om)(nu)

=om

B

De forma similar, al no existir p tal que v pueda emparejarse dentro de
la funcion de emparejamiento, resulta la siguiente reduccion:

(p—=>m|n)u=S({p— Km)nu
— (p — Km)u(nu)

= nu

Lo que muestra que es posible formalizar todas las nociones alrededor
de las funciones de camino polimoérfico para representar el emparejamiento

ZNotese que el paso de {u/p} a o se da en tanto que hemos afirmado que el patrén p
logra emparejarse con u.
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de patrones dentro del calculo SF que, como ya se ha visto, contiene al
calculo SK y asi, puede definir cualesquiera construcciones que provengan
del calculo A, como las aqui expuestas.

Como el mismo Barry Jay muestra, es posible definir por medio de esta
maquinaria las distintas funciones que hemos utilizado hasta ahora:

Definicién 4.5.4. (isCompound).

isCompound M =
| 2y = K
| x = KI

Definicién 4.5.5. (car).

car M =
| v v = u

Definicién 4.5.6. (cdr).

cdr M =
| v v = v

Definicién 4.5.7. (isF).

isF M =
| F = K
| § = SK

Definiciéon 4.5.8. (equal).

equal = Y3 f M N
| 1 22 =
| y1 y2 = f o1 y1 (f 22 y2) (SK)
| v = SK
| =
| y1 yo = SK
| ¥ = eqop = y.

Puesto que el calculo SF permite la descomposicion de toda estructu-
ra en sus partes constitutivas, el emparejamiento de patrones que nos abre
es mas expresivo que el que puede hallarse en lenguajes de programacion
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comunes, siendo los puramente funcionales los que retratan el uso mas ex-
tendido y popular de estos métodos y que, al depender de tipos de datos
algebraicos para realizar el emparejamiento, obligan a definir las funciones
de emparejamiento de forma especifica para la estructura de datos a la que
habran de ser aplicadas, por lo que tienen que establecer distintas funciones
con mismo significado semantico para poder ser utilizadas sobre estructuras
diversas; este problema no se encuentra en el calculo que hemos expuesto, en
tanto que cualquier patrén puede emparejarse con un compuesto, de forma
que basta una Unica representacion como funcién de emparejamiento para
poder computarse sobre las estructuras més diversas, sin siquiera hacer uso
de tipos.

Ilustramos el anterior parrafo definiendo funciones, tanto en Haskell como
dentro del calculo SF', que recuperen el tamano [ de una estructura de datos;
en este caso, computamos estas funciones sobre arboles binarios etiquetados
y listas.

Ejemplo 4.5.2.

data L a = Nil | Cons a (L a) deriving (Show, Read, Eq, Ord)

lengthl :: L a -> Int
lengthlL Nil = 0
lengthlL (Cons h (t)) =1 + lengthL t

Definicion del tipo de datos L para representar listas dentro de Haskell, asi como su res-
pectiva funcion lengthL para calcular longitud.

Ejemplo 4.5.3.

data T a = Empty | Branch a (T a) (T a) deriving (Show, Read, Eq)

lengthT :: T a -> Int
lengthT Empty = O
lengthT (Branch x (1) (r)) = 1 + lengthT 1 + lengthT r

Definicion del tipo de datos T para representar arboles binarios etiquetados dentro de
Haskell, asi como su respectiva funciéon lengthT para calcular longitud.

Ejemplo 4.5.4. Podemos definir a las listas dentro del célculo A de la si-
guiente forma:

CONS = Az \y.\z.zxy
NIL = Az \y.y
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En tanto que tenemos una forma de transformar todo A-término en un
combinador del calculo S K, y este ultimo esta a su vez contenido en nuestro

calculo, existe una formulacioén tinicamente en términos del substituidor y el
factorizador para estas definiciones.

De manera similar, definimos a los drboles binarios etiquetados como:

EMPTY = Ae.\b.e
BRANCH = Ae.Ab.bx(leb)(reb)

Haciendo uso de la funcién sucesor, definida por:

Succ = A\n.As.Az.s(nsz)

Podemos ahora establecer una funciéon genérica que para una estructura
arbitraria X, devuelva su longitud:

length = Y, f X
| =0

| £ y = Succ (length y)

Equivalente a:

length = Yy(\* f.A* XL
(S(x — KO0)[x y — Succ(f 1))

Notese que tanto EMPTY como NIL, al no corresponder con alguna forma

compuesta (como por ejemplo, BRANCH 0 EMPTY (BRANCH 5 EMPTY EMPTY)), se
emparejan con el primer patron, x, resultando en ambos casos en 0.



Capitulo 5
Calculo A\S F

En este capitulo se condensan varias de las ideas desarrolladas en los
ultimos quince anos por Barry Jay [6} [43] [44] [4T) [45] O] 10 39], que alcanzan
el punto final de este trabajo en la exposicion de las propiedades del célculo
ASF; asi como la enumeracion de diversos resultados en torno suyo.

Los intereses centrales en el trabajo de Barry Jay pueden verse enfocados
en solucionar los conflictos que se dan al tener tantos y tan diversos paradig-
mas en los lenguajes de programacion, preguntandose por la necesidad que
hay de tenerlos tan distintos cuando todos tienen como base la misma nocion
intuitiva del computo. El autor se ha encargado de trazar la ruta hacia un
calculo mas expresivo que el calculo A de Church, cominmente visto como el
“lenguaje de programacion universal mas simple”; en el sentido en que este
iltimo no da cabida a la enorme riqueza que aportan los diversos paradigmas
distintos al funcional, en particular los orientados a objetos y la programacion
por consultas (lenguajes de querying), asi como existen limitaciones dentro
de los mismos lenguajes basados en la formalizacion de Church, los lenguajes
funcionales, al ser esta un sistema meramente extensional.

Esta accidentada ruta paso del estudio del calculo de patrones [6, 44] 45,
que logra unificar a los paradigmas funcional, de consultas y orientado a
objetos bajo la premisa de que todo computo efectuado en estos puede ser
representado por medio de la coincidencia de patrones, al calculo SF [9],
extension de la logica combinatoria que, por medio de un operador capaz de
factorizar términos del célculo, puede hacer consultas sobre los programas
vistos como formas normales cerradas del lenguaje y asi permitir el analisis
de ellos; finalmente, desemboca en el calculo ASF [10), 9], el cual es capaz
tanto de hacer consultas a programas vistos ya como A-términos, ya como
combinadores, como de acceder por medio de consultas a los componentes
que conforman a estos, permitiendo tanto el analisis de programas como la
optimizacién de ellos, todo dentro del mismo célculo, prescindiendo asi de

7
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cualquier metaproceso en la produccion de las estructuras de datos optimi-
zadas.

La forma comin de ver a los lenguajes de programaciéon de las ciencias
de la computacion y a los lenguajes formales de la logica impone un cierto
relieve artificial entre estos con el afan de establecer una distinciéon funda-
mental entre ellos. Se dice que los primeros no son otra cosa que herramientas
hechas para “generar” una serie de instrucciones ejecutables dentro de una
computadora digital, y los segundos, una formalizacion que sirve para definir
y demostrar diversas propiedades sobre las bases tedricas que fundamentan
a los primeros.

Uno de los propdsitos de este trabajo (quiza el més importante) es esta-
blecer una postura contraria a esta, afirmando que esta distincién es comple-
tamente artificial, y sostenerla por medio de un formalismo capaz de fungir
en los dos sentidos: poder utilizar lenguajes de programacion para trabajar
sobre las aseveraciones hechas por los lenguajes formales, asi como poder
mencionar los distintos programas (hechos desde los distintos lenguajes de
programacion), sus argumentos, los valores en los que resultan, etc., dentro
de las aseveraciones hechas y verificadas por los lenguajes formales.

5.1. Programas como formas normales cerra-
das

El afan de enfocarnos en la identificacion de los programas con las formas
normales cerradas del calculo responde a la necesidad de aislar términos que
han llegado a su méxima reduccion posible. Si bien aislar las funciones en
aquellas que alguna vez terminan es imposible (pues esto seria equivalente
a resolver el problema del paro [5]), se puede, tal y como se muestra en
[10], utilizar técnicas de la logica combinatoria para bloquear las reducciones
que puedan llegar a ser problematicas dentro de un programa, hasta que los
argumentos necesarios sean recibidos. La principal dificultad de esto estriba
en la representacion de los distintos programas recursivos, en tanto que son
estos los que podrian no llegar nunca a forma normal alguna. El 4ngulo que
toma Barry Jay en la solucion a este problema es el siguiente:

El tratamiento comin de los programas recursivos se hace a partir de su
representacion por medio de un término en la forma A\ f.(A\z. f (zz))(Ax. f(zx)),
llegando a la definiciéon ya familiar de los combinadores de punto fijo: Y F' =
FWW), donde W = A\z.F(zx). De este modo nos es posible definir funcio-
nes recursivas en entornos donde no es posible hacerlo por métodos iterativos,
tal y como en el calculo \; sin embargo, surge el problema de representar a
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esta clase de combinadores, que representan a programas recursivos, en una
forma normal, i.e., llegar a una forma en la que no sea posible reducciéon al-
guna. La solucion es retrasar la aplicacion del primer término, W, al segundo
(también W) a partir del reemplazo de la forma comtn, Af.WW, por una
extensionalmente equivalente introduciendo un combinador que preserva el
comportamiento externo de los objetos a los que es aplicado:

Definicién 5.1.1. (wait.)
wait M N =S(S(K M)(K N))I

Donde la reduccion desemboca en una forma normal si M y N son a su vez
formas normales. Notese que la aplicacion de algin combinador P reduce a
la expresiéon a M N P:

S(S(KM)(KN)IP — S(KM)(KN)P(IP)
— KMP(KNP)P
— M(N)P
— MNP

De forma que wait espera a recibir tal término antes de aplicar M a N.
Lema 5.1.1. Para cualesquiera términos M y N, watt M N 5 M N.

Demostracion: Basta con mostrar que la forma normal a la que reduce
wait M N no es otra cosa que M N:

wait MN = S(S(KM)(KN)I
— S(KM)I[(KN)I]
— KM((KN)I)[I((KN)I)|
— MI((KN)I)]
— M[KNI|
— MN. O

De esta forma, podemos definir un combinador de punto fijo Y* que
retrase la aplicacion de los términos Az.f(zz), obteniendo asi una forma
normal como resultado de cualquier aplicaciéon de otra forma normal f a su
VezZ:
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YY" = Afwait[wait(A\z.f(zz))(Ax. f(zx))] f
Interpretemos esto como una funcion de aridad binaria Y
Y?=(\f\x.M)

De esta manera, podemos retrasar la ejecucion de la funcion f hasta re-
cibir la cantidad necesaria de argumentos, utilizando combinadores de punto
fijo con retraso de la forma Y™, donde:

= (A Axo. Azg. . Azpwaitwait(f(zoxs ... x,))(f(z223 ... 20))] f)

Lema 5.1.2. Y™ es extensionalmente equivalente a 'Y .

Demostracion: Tenemos las siguientes definiciones:

Y* = Mfwait[wait( Az f(zz))(Ax. f(zx))] f
Y = M\f.(Ax.f(zx))(Ae. f(zx))

Mostramos que Y™ se reduce a Y por medio de la regla de inferencia
extensional de la siguiente manera:

Y*u = (Afwaitwait(Ax. f(zx))(Az. f(zx))]f)u
— wait[wait(Az.u(zz))(Ar.u(zx))|u

= wait(Az.u(zz))(Ar.u(zx))u (por
= (Az.u(zz))(Az.u(zx))uw (nuevamente)
=Yu.

Asi, Y*u = Yu, y por inferencia extensional, Y* =Y. [

Si bien esto logra establecer un combinador equivalente extensionalmente
al combinador de punto fijo Y que nos garantiza obtener una forma normal
cuando la funciéon en recursion, f, recibe argumentos que estan en forma
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normal, topamos con un problema en cuanto funciones recursivas son com-
puestas, pues reintroducen al combinador de punto fijo con retardo y aumenta
el niimero original de argumentos que se esperan recibir:

(Y2)Y? = (M fwait[wait(\z.f(zz))(\o.f(z2))] )Y
= (wait[wait(\z.Y?(zz)) (2. Y ?(z2))])
(wait[wait(Ax A fwait[wait(Azq. f(z121))(Az. f(2121))] f(22))

Az Afwait[wait(Azy. f(z121)) (M. f(x121))] f(z2))])

Para esto introducimos una estrategia de evaluacion estricta (eager) a
partir del uso de un combinador que permita la reduccion tinicamente cuando
la forma del tltimo término que se recibe es factorizable:

Definicion 5.1.2. (eager).
eager M N=FN(SI(KN))(S(K(S(K(SI))))(S(KK)))

El combinador eager obliga la evaluacion de N, de forma que resulte reducida
a una forma factorizable, antes de permitir la aplicacion de M a este.

Lema 5.1.3. Para cualesquiera términos M y N, eager M N = M N.

Demostracién: Procedemos desdoblando la definicion de eager:
eager MN = FN(SI(KN))(S(K(S(K(SI))))(S(KK)))M

Sin pérdida de generalidad, asumamos que M y N son formas factorizables,
es decir, son de la formas S, SP,SPQ,F,FP o FPQ. En el caso en que N
es un atomo (es decir, S o F), la reduccion resulta en M:

N(SI(KN))(S(K(S(K(SI))))(S(KK)))M — SI(KN)M
— IM(KNM)
— MN

En tanto que la primera reduccién estd determinada por N, y M no
determina ninguno de los pasos antes de llegar a la forma M N, como veremos
a continuacion, bastenos tomar N = X P, donde X es un atomo. Tenemos
ahora que:
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eager M XP — S(K(S(K(SI))))(S(KK))XPM
— K(S(K(SI))X[S(KK)X|PM
— S(K(SI))[S(KK)X|PM
— K(SI)P[S(KK)XP|M
— SIP[S(KK)XP|M
— IM[S(KK)X PM]
— M[S(KK)X PM)|

[KKP(XP)M]|
K (XP)M]

— M
— M
— M(XP)=MN

M
M

Para formas factorizables X P(Q el procedimiento es analogo al anterior.
Basta substituir X por (X P) y P por @ en la reducciéon que acabamos de
hacer:

eager M (XP)Q = IM[S(KK)(XP)QM)]

Ahora definimos una vez méas un combinador de punto fijo, esta vez cui-
déandonos no so6lo de que obligue a resultar en una forma normal, como hici-
mos a través del retardo en la aplicacion de los términos, sino también que,
en el caso de recibir cualquier forma recursiva, bloquee la recursion exterior
hasta recibir a toda variable ligada necesaria:

Y* = \f.Az.eager(wait[wait(\e.f(zx))(\x.f(zx))] f) ©

5.2. Propiedades

Podemos desprender una serie de resultados acerca del calculo ASF' aho-
ra que hemos establecido la interpretaciéon que tienen las formas normales
cerradas de este (que no son otra cosa que los programas). Antes de la enu-
meracion de distintas propiedades del calculo, pongamos de manera concisa
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su alfabeto, términos, reglas y axiomas tal como hicimos antes con el cilculo
SK y el cilculo SF":

Definicién 5.2.1. (CLysF). El alfabeto a partir del cual se formulan todos
los términos del calculo es el siguiente:

1. Combinadores o constantes: S, F'.
2. Variables: xg,zq,....

3. Relacion de igualdad: =.

4. Simbolos impropios: (,), [, ].

5. Simbolo de abstraccién o ligadura de variable: \.

A partir del cual se puede expresar el conjunto de los CL)gp-términos, mis-
mos que establecemos de forma inductiva como:

1. x € CLy\sF para cualquier variable de CL sFp.

2. SeCLysp, F € CLysF.

3. P,Q € CLysF = (PQ) € CLysF-

4. Px € CLysr = \x.P € CL)sF.

Finalmente, los axiomas de nuestro calculo son los siguientes:

1. A\z.M)N — M|z := NJ.

2. SMNP — MP(NP).

3. FPMN — M,si Pes So F.

4. FPMN — NP][P, donde P es el compuesto formado por P|y [P.

Definicion 5.2.2. (Componente izquierdo). Definimos al componente iz-
quierdo M| de un CLygp-término como [10]:

(MN)| =M
M) =SKF

Definicién 5.2.3. (Componente derecho). El componente derecho [M de
un CLygsp-término M se define como [10]:

(MN) = N
[(Az.M) = XN'z.M
M =M
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Los siguientes teoremas fueron anteriormente formalizados en Coq [10].
Ofrecemos aqui un tratamiento “comin” de ellos, dando las primeras demos-
traciones de estos resultados en la literatura en el sentido mas clasico de la
palabra.

Teorema 5.2.1. La reduccion del cdlculo ASF' es confluente.

Antes de demostrar este teorema, introducimos una serie de definiciones
y lemas que facilitaran derivar nuestro resultado.

Definicion 5.2.4. (Sistema abstracto de reescritura). Llamamos a una tupla
(S, R), donde S es un conjunto de elementos y R una relacion, que llamamos
de reduccion, sobre los elementos de S, un sistema abstracto de reescritura.

Afirmacién: (CL sr, —) es un sistema abstracto de reescritura.

Definicién 5.2.5. (Cerradura reflexiva transitiva). Dada una relacion R so-
bre un conjunto S, decimos que esta es la cerradura reflexiva transitiva, y la
denotamos por R*, si es la menor relacion dentro de S que cumple con:

= Va €S :aR*a.
s Va,b,ce S:aR*b NbR*c = aR*c.

Definicién 5.2.6. (Relacion de equivalencia). Dada una relacién R sobre un
conjunto S, decimos que esta es de equivalencia, y la denotamos por R, si
cumple con ser reflexiva, transitiva y simétrica:

» Vae S:aR"a.
s Va,b,ce S:aRTbAbR c = aR"c.
» Va,b€ S:aR"b = bR"a.

Definicién 5.2.7. (Confluencia). Decimos que una relacion R* sobre un
conjunto S es confluente si Va,b,c € S : aR*0 N aR*c = 3d.,bR*d N cR*d.



5.2. PROPIEDADES 85

Definicion 5.2.8. (Confluencia local). Decimos que las relaciones R y R*
sobre un conjunto S son localmente confluentes si Va,b,c € S : aRbAaRc =
3d.,bR*d A cR*d.

Definicion 5.2.9. (Propiedad del diamante). Decimos que una relacion R
sobre un conjunto S cumple con la propiedad del diamante si Va,b,c € S :
aRb A aRc = dd.,bRd N cRd.

Definicion 5.2.10. (Propiedad de Church-Rosser). Decimos que una rela-
cion R sobre un conjunto S tiene la propiedad de Church-Rosser si Va,b €
S:aR"b = dc.,aR*c NbR*c.

Es en general facil mostrar que un sistema abstracto de reescritura (S, R)
es confluente mostrando tnicamente que R cumple con la propiedad del dia-
mante. Sin embargo, para la mayoria de sistemas abstractos de reescritura,
no es el caso, lo que vuelve la prueba un tanto complicada. Tomemos por
ejemplo al calculo A, (A, —3), para el cual no se cumple la propiedad (estan-
do contenido el célculo A dentro del calculo ASF, el resultado aplica también
para este ultimo), como es facil mostrar:
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(Ax.zx)(IT) (Ax.zx)I

(IT)(IT)——— I(II)——— ITI

Para demostrar que nuestro calculo es confluente, iniciamos por seguir la
técnica empleada por Tait y Martin-Lof [46], 47]: definimos primero una rela-
cion de reduccion paralela > que cumple con ser reflexiva y reducir términos
de forma simultanea. Posteriormente, definimos una reduccion a “desarrollos
completos”, >, introducidos originalmente por Takahashi [48], para cada ele-
mento de CLysr y finalmente, llegamos a la propiedad del diamante a partir
de mostrar que nuestras relaciones cumplen con ser tridngulares dentro del

calculo A\SF'.

Definicion 5.2.11. (Reduccion paralela). Definimos a la reduccion paralela
dentro del célculo ASF', denotada por >, de forma inductiva como:

M>M N>N

(Az.M)N > M'[z := N'| -l > e
MM N>N
MN > M'N'
M > M’ rped M>M N>N P>P
o.M > o M SMNP > M'P'(N'P')
P>P N>N'  isComp(P) M > M —isComp(P)

FPMN > N'P'|[P' -0 FPAN ST

M>M N>»N o

Mz := N} > M'lx := N'|

Notese que > no es es una relacion deterministica en tanto que puede
haber diversas elecciones para la reduccion de un mismo CL,gg—término.

Definicién 5.2.12. (Desarrollos completos). Definimos a la reduccion a desa-
rrollos completos dentro del célculo ASF', denotada por > de la siguiente
forma:

(de-1) Si A= (A\z.M)N, entonces A = A = M|z := N].
(dc-2) Si A =z, entonces A = A = z.

(de-3) Si A= MN, entonces A = A= MN si M no es una abstraccion.
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de-4) Si A = \z.M, entonces A = A = \z.M.

)

de-5) Si A= SMNP, entonces A >~ A= MP(NP)

de-6) Si A= FPMN, entonces A >~ A= pr [15 si isComp(P).
)

dc-7) Si A= FPMN, entonces A = A = M si ~isComp(P).

Lema 5.2.2. Vs € CLygr dt.,s = t, t.e., para cualquier elemento s del
cilculo ASF, existe un desarrollo completo.

Demostracién: La prueba es por induccion estructural en s. En tanto
que las reducciones hechas por > son deterministicas, exactamente una regla
aplica en la reduccion de cada forma en la que puede aparecer un término s,
empleando cada uno de los casos de la definicion anterior y la hipdtesis de
induccion, es suficiente para establecer la existencia de un desarrollo completo
para las diversas formas que pueda tener un CL)gp-término.

Lema 5.2.3. Vs,t,u € CLysr : s > tAs = u =t > u, i.e.,, = cierra
cualquier triangulo dado por >>.

Demostracién: Procedemos por induccion estructural en s > u.

(i) Si s = (Az.M)N = Mz := N] = u por dc-1, hay dos subcasos posibles
para la reducciéon paralela > de s:

(a) s = (Axz.M)N > M'[z := N'] por rp-1, y por hipotesis de induc-
cion tenemos que M’ > M y N' > N, por 1p-8 t = M'[z :=
N> M|z := N] =u.

(b) s = (Ax.M)N > (Az.M')N' por rp-3 a partir de rp-4, por lo que
Ar.M > Ax.M’, por hipétesis de induccion, M' > M y N’ > N,
por rp-1 t = (Az.M')N' = M|z := N] = u.

(iiy Sis=xz>=x=u,s>x=t, porrp-2,t>>u, pues s =t = u.
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(iif) Sis = MN = MN = u por de-3, s > M'N’ = t, por hipotesis de
induccion tenemos que M’ > M y N’ > N, de donde t = M'N’' >>
MN = u a partir de rp-3.

(iv) Si s = A\z.M = \z.M = u por de-3, tenemos por rp-4 s > Az.M' =
y por hipotesis de induccion M’ > M. Nuevamente por rp-4, t =
Ax.M' > \x. M = u.

(v) Sis = SMNP = MP(NP) = u por dc-5. Nuevamente hay dos casos
posibles para la reduccion paralela > de s.

(a) s> M'P'(N'P’) =t por rp-5, y por hipotesis de induccion M’ >
M, N > Ny P > P, por aplicacion repetida de rp-3, ¢ =
M'P'(N'P') > MP(NP).

(b) s> S'"M'N'P’ por aplicacion de rp-3 para cualquier combinacién
de aplicaciones en tanto que todos los elementos existen en CLygp.
Por hipotesis de induccion, M’ > M, N > N y P' > P, de
donde, por rp-5, t = 8'"M'N'P' > MP(NP) = u.

(vi) Si s = FPMN y P es un componente, s = NP|[P = u por dc-6. Hay
dos casos posibles para la reduccién paralela > de s.

(a) s > N'P'|[P' =t por rp-6. Por hipotesis de induccion P’ > P
y N’ > N, por la definicion de los componentes izqueirdo y de-
recho t = N'SKFP’, y aplicaciéon repetida de rp-3 sobre las dis-
tintas combinaciones posibles: t = N'SKFP' > NS'K'F'P =
NP[P = NP|[P=u.

(b) s > F'P'M'N’ por aplicacién repetida de la reduccion paralela
para la aplicacion, rp-3. Por hipotesis de induccion P’ > 15, M >
My N’ > N, de donde, ya que P’ es un componente, y usando
rp-6: t = F'P"M'N' > NP][P = u.

(vii) Finalmente, si s = FPMN con P un atomo, s = M. Nuevamente
existen dos casos para la reduccion paralela > de s.

(a) El caso en el que s > F'P'M’'N’ por la aplicacion repetida de rp-3
es analogo al caso (b) del inciso anterior, cambiando tnicamente
la dltima reducciéon por rp-7.

(b) s> M’ =t por rp-7, y por hipotesis de induccion, M’ > M, pero
M'" =t, de donde t > u.

]
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Lema 5.2.4. > cumple con la propiedad del diamante.

Demostraciéon: Como muestra Takahashi [49], para probar el teorema
de Church-Rosser para una relacion R, basta con probar la propiedad del
diamante para esta relacion, pero es también posible hacerlo mostrando que
cumple con la propiedad del triAngulo: aRn = bRa*, donde a* es determinado
por a e independiente de b. Como van Oostrom afirma [50], la propiedad del
triangulo implica la propiedad del diamante, asi, por > cumple con
ella. [

Lema 5.2.5. Si una relacion R cumple con la propiedad del diamante en-
tonces R es confluente.

Demostracion: Basta con notar que la cerradura reflexiva transitiva de
una relacion R es idempotente, i.e., Va,b € S : aRb = aR*b. [

Lema 5.2.6. > es confluente.
Demostracién: Por y O]

Corolario 5.2.7. La reduccion paralela del cdlculo ASF' estd contenida en
la CLygp-reduccion: — C >>.

Demostracién: La demostracion es inmediata en tanto que cada reduc-
cion — del célculo ASF' es el primer paso de una reducciéon paralela >>.
]

Corolario 5.2.8. La cerradura reflexiva transitiva de la CLysp-reduccion
estd contenida en la reduccion paralela del cdlculo ASF: > C —*.

Demostracion: Por induccion en cada una de las derivaciones de > para
cualesquiera a,b € CLysp. [

Lema 5.2.9. Sean R y S relaciones binarias sobre el mismo conjunto tales
que R C S C R*. Entonces R es confluente si S tiene la propiedad del
diamante.

Demostracion: La cerradura reflexiva transitiva de una relaciéon cumple
con ser idempotente y mondtona, de donde R C S C R* = R* C S* C
(R*)* = R*, y en tanto R* C S* y S* C R*, R* = S*. Por hipotesis, S
cumple con la propiedad del diamante, de donde, por [5.2.5] es confluente, y
por idempotencia de la cerradura reflexiva transitiva, S* cumple también con
la propiedad del diamante y ser confluente, pero se vio ya que R* = S*, de
donde R* cumple con la propiedad del diamante, y al ser R C R* por nuestra
hipotesis, concluimos que R es confluente. [
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Finalmente, concluimos con la prueba de '

Demostracion: Por los lemas [5.2.4] b L yp.29 O

Notese que al incluir este calculo al calculo SF, el resultado de este
teorema se extiende al tltimo.

Teorema 5.2.10. No existe ningiun homomorfismo del cilculo ASF' al cdlcu-
lo \.

Tal y como se define dentro de [I0], un homomorfismo es una funcion que
va de un sistema de reescritura con variables (tal y como el calculo ASF)
a otro y mantiene las relaciones de equivalencia derivadas de las reglas de
reduccion, las aplicaciones, las variables y no introduce variables libres. La
siguiente es la demostracion hecha por Jay en el articulo citado:

Demostracion: Procedemos por reducciéon al absurdo. Astimase que
existe dicho homomorfismo. Puede entonces tenerse uno que vaya del calculo
A junto con la # y n reducciones, para obtener un homomorfismo [—]. De
aqui, se sigue que:

[S] = M. Ay Az [S]xyz = Ax \y Nz [Szyz] = Az yAz.xz2(yz)

De manera similar, podemos mostrar que [K] = Az.\y.x y [I] = \z.z.
Ahora, dentro del célculo SF tenemos:

F(SKM)I(KI)— KI(SK)M
—IM
— M

Por lo que:

[F(SKM)I(KI)] = [FI([SIIK][MDTT([K][)

En tanto que SKX = I para todo combinador X:

[FIT(KTLD)
[F](\x.x)(Az.x)( Az y.x(Az.x))
[F](\x.x)(Ax.x)( Ay \x.x)
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=, [F](Az.2)(Az.z)( Az \y.y)

Y, pues afirmamos que tenemos un homomorfismo, se tiene que:
[M] = [F](Az.x)(Az.x)( Az \y.y)

Asi, el lado derecho de la equivalencia es independiente de M por lo que,
para cualquier N, es posible derivar [M] = [N], lo que es una contradiccion;
de donde concluimos que no hay un homomorfismo del calculo SF' al cilculo
A, v en tanto que CLgr C CLysF, tampoco del calculo ASF' al calculo \.
O

5.3. Analisis y optimizacién de programas

El analisis de programas compone un area de investigacion extensa dentro
de los compiladores y lenguajes de programaciéon encargada de, entre otras
cosas, ofrecer técnicas estaticas en tiempo de compilacion que logren predecir
de manera aproximada las acciones computables seguras por las que es posible
llegar a un conjunto de valores o comportamientos dados de forma dinamica
durante el tiempo de ejecucion de los programas [51]. Para esta clase de
analisis, es necesario formalizar la manera en que hemos de razonar respecto
a las transformaciones por las que pasa un programa: se requiere considerar
a detalle la semantica tanto del programa que serd transformado, como del
programa que realizara dicha transformacion.

No existen a la fecha lenguajes de programacion donde los programas sean
miembros de primera clase, como si pueden llegar a serlo las funciones en los
lenguajes de programacion funcionales o los tipos de datos mas clasicos como
aquellos que se usan para los niimeros enteros, de punto flotante o booleanos,
en los lenguajes imperativos. Tipicamente, la manipulacion del codigo que
compone a un programa y la generacion de su ejecutable se llevan a cabo
a partir de la representacion de este en una manera ad hoc, utilizando los
tipos de datos estdndar en algin lenguaje: esta es una de las tareas mas
clasicas (acaso la principal) que realizan los compiladores, los cuales pueden
ser vistos de la manera méas simple posible como programas capaces de leer a
otros, escritos en un lenguaje [, y traducirlos a programas extensionalmente
equivalentes a los originales en un lenguaje ¢, aumentando las mas de las
veces el nivel de abstraccion, y realizando un gran niimero de optimizaciones
sobre el codigo del programador.

Las técnicas cominmente utilizadas en el anéalisis y optimizacion de pro-
gramas son logradas s6lo a partir de la formalizaciéon de los conceptos nece-
sarios para diseccionar a los programas, labor realizable frecuentemente en
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la practica a partir de técnicas de metaprogramacion, las cuales permiten la
inspeccién y manipulaciéon de la estructura interna del codigo. Desafortuna-
damente, no es comtun dentro de los lenguajes de programacion populares dar
soporte a técnicas de metaprogramacion suficientemente desarrolladas como
para dar cuenta de los programas en su totalidad. Aunado a esto, es mucha
la dificultad que representa el uso de tales herramientas, razén por la cual su
popularidad es muy baja y su uso muy limitado.

Ejemplo 5.3.1. La metaprogramacion en C++ se realiza a partir de su
sistema de templates, usados por su compilador para generar codigo fuen-
te temporal, mismo que se incorpora al resto del codigo durante el tiempo
de compilacion. Histéricamente, estas técnicas fueron descubiertas de forma
accidental; mostradas por vez primera por Erwin Unruh en 1995, quien en
tiempo de compilacion logré computar diversos nimeros primos dentro de
los mensajes de error del compilador [52, 53]. A continuacion se encuentra el
codigo de Unruh, actualizado a los estandares modernos del lenguaje:

template<int i> struct D { D(void#); operator int(); };

template<int p, int i> struct is_prime {
enum { prim = (p == 2) || (p%i) && is_prime<(i>27p:0),
i-1>::prim };

};

template<int i> struct Prime_print {
Prime_print<i-1> a;
enum { prim = is_prime<i, i-1>::prim };
void £() { D<i>d = prim ? 1 : 0; a.f(); }

s
template<> struct is_prime<0,0> { enum { prim =1 }; };
template<> struct is_prime<0,1> { enum { prim = 1 }; };

template<> struct Prime_print<i> {
enum { prim = 0 };
void £() { D<1> d = prim ? 1 : O; };
}s

#ifndef LAST
#define LAST 18
#tendif
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int main() {
Prime_print<LAST> a;
a.f();

Al compilarse este codigo con los pardmetros g++ -std=c++03 -c -fpermissive a.cpp
el compilador arroja, entre varios mensajes de error, las siguientes lineas:

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int 1

= 1717 (...)

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int i
=13]7: (...)

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int 1
=11]17: (...)

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int i
=717 (..

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int i
=517 (...)

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int i
=317: (...)

a.cpp: In instantiation of ’void Prime_print<i>::f() [with int i
=2]7: (...)

No debe ignorarse el hecho de que en la mayoria de los modelos compu-
tacionales no es siquiera posible introducir los conceptos necesarios para estas
labores, como es el caso del calculo A, el cual, como ya se ha visto, es comuin-
mente concebido como la fundacion teodrica de los lenguajes de programacion
funcionales y es una teoria inicamente extensional, incapaz de dar cuenta de
sus mismos objetos.

La autointerpretacion en el entorno de los lenguajes de programacion
dota de la capacidad necesaria para que estos puedan reproducirse a si (e.g.,
bootstrapping). Tradicionalmente, esto se realiza en un metanivel desde el
cual se hace un tratamiento del codigo como texto plano, realizandose el
etiquetado de sus partes para poder producir una estructura de datos capaz
de ser analizada.

Ejemplo 5.3.2. Dentro de la plataforma .NET existen diversos compila-
dores y herramientas open-source para el analisis y optimizacion de codigo
englobadas bajo el proyecto “Roslyn” [54, [55]. A través de ellas es posible ob-
tener programas como arboles sintacticos, examinar la lista de métodos que
contienen, las paqueterias necesarias para su compilacion, etc. Todo esto se
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logra a partir del tratamiento de los programas como cadenas de texto y su
analisis por medio de diversas implementaciones de lexers para los lenguajes
en cuestion (C#, VisualBasic).

SyntaxTree tree = CSharpSyntaxTree.ParseText(<file>.cs);
var root = (CompilationUnitSyntax)tree.GetRoot();

var members = root.Members.ToList();

var firstMethod = (MethodDeclarationSyntax)root.Members[0];
var argsParameter = firstMethod.ParameterList.Parameters[0];

Una de las implicaciones que participan en la formalizacién de un calculo
como el expuesto en este capitulo es aquella que, al facilitar la identificacion
de los programas con las formas normales cerradas del lenguaje, vuelve ase-
quible el analisis de programas y su optimizacion dentro del propio lenguaje,
sin la necesidad del hirsuto proceso de etiquetamiento necesario en lenguajes
no intensionales. Pudiendo identificar a los programas con estas formas, se
muestra el enorme potencial que otorga la capacidad de factorizacién de los
elementos del lenguaje, y gana relevancia dentro del anélisis y optimizacion
de programas en tanto que los programas son, a fin de cuentas, la codificacion
de una funcién que serd manipulada por un compilador antes de producir un
ejecutable y, al tener la capacidad de examinar su estructura desde dentro
del lenguaje, no existe necesidad alguna de incursionar en la implementacion
de ningtn metalenguaje que permita el analisis correspondiente.

Poco se ha desarrollado en torno a la capacidad de andlisis que tiene
el calculo ASF' a pesar de existir resultados que muestran el potencial del
célculo SF [56] en el analisis estatico de programas, herramienta comin pa-
ra la optimizacion de cédigo por medio de técnicas como el desdoblamiento
de constantes, eliminacién de subexpresiones o propagacion de constantes.
Aunque el desarrollo y demostraciones de correctud y solidez respecto a la
formulacion de cualquier especie de andlisis estatico para el calculo ASF
estan fuera del alcance de este trabajo que pretende ser una breve introduc-
cion a modelos computacionales capaces de expresar funciones intensionales,
presentamos en forma breve las formulaciones existentes para el analisis de
control de flujo tanto para el célculo A como para el célculo SF', ilustrando
el actual panorama en torno a una de las técnicas més populares de analisis
estatico en las formalizaciones que fungen como pilares del calculo ASF', con
el fin de sentar las bases sobre las cuales es posible extender este analisis.
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5.3.1. Analisis de control de flujo

Es facil ilustrar a qué nos referimos cuando hablamos de un anélisis es-
tatico si pensamos en lo que popularmente es visto como la mayor utilidad
que otorgan los sistemas de tipos dentro de lenguajes de programacion. Por
lo general, la gente en el gremio de la programacién, ve a los tipos como
abstracciones que representan una aproximaciéon al comportamiento de un
programa, de manera que permiten a los programadores (0 quienquiera que
esté frente a la codificacion del programa en un lenguaje tipado) saber la
forma de lo que, después de una ejecucion satisfactoria, estd almacenado o
ha resultado como parte de una rutina (un nimero de punto flotante, un
niumero entero, un apuntador a memoria, etc.).

Ejemplo 5.3.3. En tanto que Haskell es un lenguaje tipado de manera esta-
tica, su compilador provee de procesos mediante los cuales puede garantizar
seguridad a partir de los tipos, es decir, las funciones, durante tiempo de
ejecucion, almacenaran y computaran el tipo de dato especificado y ningiin
otro.

exp :: Integer -> Integer -> Integer
exp den x =
let den2 = div den 2
(int,frac) = divMod (x + den2) den
expFrac = expSmall den (frac-den2)
in case compare int O of
EQ -> expFrac
GT -> powerAssociative (mul den) expFrac (eConst den) int
LT -> powerAssociative (mul den) expFrac (recipEConst den)
(-int)

Ejemplo 5.3.4. En contraste con Haskell, Javascript es un lenguaje con
tipado débil, lo que no obliga a las implementaciones de su compilador a
establecer ningun tipo de tipado “correcto” en sus programas, razén por la
que es posible obtener errores en el uso de tipos de datos distintos durante el
tiempo de ejecucion, e.g., es posible correr un programa que multiplique una
cadena con un ntimero, lo que resulta en un error durante la ejecucién, mas no
en tiempo de compilacién, como ocurriria en cualquier lenguaje fuertemente
tipado.

var a = b5;
var b = "abc";
var ¢ = a + b;
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Uno de los analisis estaticos mas populares que prescinde de la utilizacion
de tipos dentro de un lenguaje es el analisis de control de flujo (CFA por sus
siglas en inglés), el cual busca aproximar el orden en el que las expresiones de
un programa son evaluadas con el afan de computar todas las funciones a las
que es posible llegar a partir de una expresion. Para ello, es necesario etiquetar
a cada uno de los fragmentos del programa analizado, como ilustramos con
las reglas de esta clase de anélisis para el célculo A\ puro.

Existen multiples variaciones del anélisis de control de flujo, la que pre-
sentamos aqui es la méas simple de ellas y acaso uno de los métodos de analisis
de programas més sencillos que se pueden hallar en la literatura. Forma par-
te de una familia de andlisis que toman en consideracién diversos aspectos
de los programas analizados; nosotros hacemos uso de la variacion que no
toma en cuenta ninguna clase de informacién sobre el contexto del programa
(de ahi el numeral cero que precede a las siglas en inglés, CFA). Este tipo
de analisis es trivial para lenguajes de primer orden, i.e., aquellos donde las
funciones no pueden aparecer como valores.

0-CFA en el calculo )\

Al analizar una expresion del célculo A\, buscamos aproximar los valores
a los que es posible que esta evalie; para ello iniciamos por asignar a cada
subexpresion e una etiqueta [ € N, de forma que cada una de ellas obten-
ga un identificador inico. Las subexpresiones a etiquetar son las variables,
abstracciones y aplicaciones:

en=a'| Ma.e | (erey)

El analisis busca encontrar una funcion C : £ — p que para cada etiqueta
[ € L C N aproxima el conjunto de valores p a los que puede evaluar.
Asimismo, se encuentra una funciéon r : V — p que va de cada variable z € V
al conjunto de valores a los que esta puede estar ligada.

Se genera un conjunto de restricciones sobre estas dos funciones, Cyr, por
recursion en la estructura del programa p, aplicando la funcion I'[z]. : € — ~
que para cada expresion e € £ regresa una restriccion y:

I'[z]. = {r(z) C C(1)} six=ux
T'[z]. = {l € C(1)} UT[ei]e six = Nr.e
[[z]. = [[€l11]]e U F[[el; e
U{l' € C(ly) = C(ly) C r(z)|d(e,I') = N'z.elo si z = (elel)!
Ul € C(l) = C(lg) CC()|6(e, ') = N'a.ef}
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Donde ¢ es una funcion que devuelve la expresion dentro de e asociada a
la etiqueta [.

Estas restricciones pueden resolverse de forma iterativa empezando con
conjuntos vacios de aproximaciones a las soluciones para cada una de las
etiquetas [ y variables z. Estos conjuntos serdan actualizados en cada paso
iterativo agregando las etiquetas correspondientes para satisfacer las restric-
ciones hasta llegar a un punto fijo en el que nuevas iteraciones no agreguen
ninguna etiqueta extra. Al s6lo haber un nimero finito de etiquetas y con-
sistir el algoritmo en agregar estas a los conjuntos de aproximacion en cada
paso, estd garantizado que eventualmente se llega a dicho punto fijo. Asi,
iniciamos con:

Vi e L(Cy(1) = 0)

Y en cada paso iterativo ¢ hacemos lo siguiente:

Cira(l) = Ci(l)

U{l|(l e C(l)) € T[]}

U Jfri@)l(r(z) € C(1)) € Tle]}

U J{Cillo)|(1" € C(1h) = C(lo) C C(1)) € Tle]e Al € Ci(ln)}
riyi(x) = ri(x)

U J{Cil)|(1" € C(lh) = C(lo) C r(x)) € T[e]e A Ci(11)}

Ejemplo 5.3.5. Tomemos como ejemplo el anélisis 0-CFA de la siguiente
expresion, que aplica la funciéon identidad a si misma, y posteriormente una
variable ¢ a esta:

(Aa.a)(Ab.b)e = [(Aa.a)(Nb.b))c]

El etiquetado se realiza conforme al orden que establece el regreso en la re-
cursion del arbol generado por la bisqueda a profundidad en el programa p:



98 CAPITULO 5. CALCULO A\SF
(e1€2)'(6)

(e1€2)'(4) z'(5)

Nz.ei (1) MNz.ei(3)
2'(0) 2'(2)
De forma que obtenemos la siguiente expresion etiquetada:
[(Ma.a®)(A*0.6%))*c")°
Generamos ahora el conjunto de restricciones sobre C y 7
Llply = TI((A a.a®) (X°0.0%)) ],
UT[e’],
U{l' e C(4) = C(5)|d(e, ") = N'z.elo}
U{l' € C(ly) = C(6)|6(e,I') = N'z.elo
=T[(Na.a®)(Xb.6%))"],
uT[],
u{leC4)=C(B)Cr =
U{l €C(4) = C(2) CC(6),3cC(4) = C(2)
L[(Ma.a®)(A*b.6*))*], = T\ a.a’],
UT[\%b. bg]]

L[\ a.a’], = {1 € C(l)} U F[[ao]]p
[[a’], = {r(a) € C(0)}
L[\3b.b
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1€C(4) = C(5) C r(a),
1e€C(1)=C(3) Cr(a),
3eC4) = C(5) Cr(b),
3eC(1) = C(3) C r(b),
1eC(4) = C(2) CC(6),
1e€C(1) = C(0) CC(4),
3eC(4)=C(2) CC(6),
3eC(1)=C(2) CC4)}

Utilizando el proceso iterativo establecido en llegamos, después de
ocho iteraciones, al etiquetado de cada una de las restricciones C;(I) donde
tenemos, entre ellas, tanto a C(5) = {4} como C(6) = {5}, mismas que
pueden interpretarse como que la expresion etiquetada por 6 evalia a lo que
se tenga en la expresion dada por la etiqueta 5 y a que la expresion dada
por la etiqueta 4 evalia a la expresion etiquetada por 3, respectivamente.
Es decir, la expresion total evalia a ¢ en tanto que ((Aa.a)(Ab.b)) queda
determinada por Ab.b.

0-CFA en el calculo SF

En tanto que existe un homomorfismo entre el calculo SK y el calculo
A (podemos enunciar gran parte del analisis de control de flujo del calculo
SF), que extiende a la 16gica combinatoria incorporando un combinador que
factoriza a los términos, explorando la manera en la que se da la traduccion
de los términos al calculo A a partir del calculo SK.

Si bien este método funciona, pues A F x < CL  x, la interpretacion
de las restricciones y su solucion se vuelven confusas al ver los términos
del calculo SK a la luz de su equivalencia en otro sistema, ya que ello
incorpora necesariamente un mayor nimero de variables, inexistentes en la
representacion dada en la logica combinatoria al esta prescindir de variables
ligadas, lo que de forma intrinseca conlleva un mayor uso de las reglas de
reduccion, pues por cada reduccion débil —,, se incorporan dos o tres (-
reducciones (por cada combinador K o S, respectivamente).

Analizando la forma en la que se reducen los términos al accionar las
reglas de reduccion del combinador S, es facil notar la necesidad de incorporar
etiquetas inexistentes al analisis de una expresiéon dada, pues la motivacion
principal del andlisis de control de flujo, asi como la principal funcion del
etiquetado en este, es poder rastrear de déonde provienen los términos a los
que se han reducido las expresiones para poder determinar a partir de ello los
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resultados finales en la evaluacion de un programa de manera estatica, razon
por la cual es necesario indicar de qué instancia de S es que se ha reducido
una expresion, por ello la necesidad de nuevas etiquetas:

(((Slth)12N13>14Xl5)16 N ((M11X15>105L (Nl?,Xls)ZQSR)los

Lo mismo ocurre con el factorizador F' cuando este actia sobre compues-
tos:

((FP M"Y N)lxlayle — X1 siM=SoM=F
(((Fls (Plth)lQ)l4Nl5)l6Xl7)l8 N ((XZ7PZO)Z3FMQZ1)Z3F

Como se puede notar, la idea de las etiquetas inicamente como elemen-
tos del conjunto de los niimeros naturales tiene que ser extendida para poder
indicar la procedencia de los elementos que resultan de la reducciéon de los
combinadores elementales del calculo. Aunque es posible mantener una nota-
cion que dependa tinicamente en etiquetas de N estableciendo una convencion
en torno al etiquetado de las expresiones que nos ayude a sentar una codi-
ficacion conveniente, siguiendo la exposicion original de Martin Lester [57]
alrededor del analisis de control de flujo sin contexto para el calculo SF', nos
limitamos a expandir las posibilidades de etiquetado para abarcar etiquetas
que indiquen si se proviene de un combinador dentro de la reduccién de un
factorizador (I,,rar), la aplicacion de un factorizador (I,r), la aplicacion iz-
quierda resultante de la reduccion de un substituidor (l,sz), la aplicacion
derecha resultante de la reduccion de un substitutidor (I,,sg) o de la aplica-
cion de un substituidor (I,s), n € S.

Un punto clave en el andlisis de control de flujo de las expresiones de un
calculo que proviene de la logica combinatoria, tal y como es el calculo SF,
es que las restricciones que se desprenden de las expresiones capaces de ser
reducidas Gnicamente sean agregadas cuando los combinadores capaces de
activar la reduccion cumplan con poder obtener los argumentos necesarios,
i.e., no deben agregarse restricciones para los combinadores parcialmente
aplicados.

Para dar cuenta de la activacion en la reduccién de un combinador, se
introduce una funcion ¢ : £L — {F,V} que para una etiqueta n € N evalte
a V cuando las restricciones del combinador correspondiente, S™ o F" en
nuestro caso, estén activas.

Incorporando las nuevas formas de etiquetado mencionadas, asi como
agregando etiquetado para los argumentos primero (0), segundo (1), ter-
cero (2), y el resultado de la reduccién de un combinador S o F' (3) que
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ha recibido los tres argumentos necesarios para accionar la reduccién, ex-
tendemos el conjunto de etiquetas posibles para las expresiones del célculo,
L CNU{S0,S51,52,83,SL,SR,F0,F1,F2 F3, FM}.

Tomando a las expresiones etiquetables del calculo SF' como:

ex=S"| F'| (erey) | o

podemos ahora introducir las reglas de obtencién de restricciones establecidas
por Lester |[57]. Dichas reglas se distancian del tratamiento que hicimos del
analisis de control de flujo para el calculo A, al verse aqui como condiciones
de derivabilidad y no como pasos intermedios para un algoritmo que de forma
iterativa dé un etiquetado final de las expresiones que conforman al programa
inicial.

Lester une bajo I' todas las restricciones resultantes de C y 7. En su
notacion, I' F e denota que I' es una soluciéon para las restricciones generadas
por e, mientras que I'(I) denota a la expresion que esta etiquetada por [.

Sin mayor preambulo reproducimos aqui las reglas para la generacion
de restricciones establecidas en [57] para el anélisis de control de flujo sin
contexto de los programas dentro del calculo SF'.

ToES oS, eT()A(p(l) =T, 0Feq)
I ok Fl o FLcT(l)

Ap(l) = (3ly(S € T(IF0) v F € T(IF0))) = T'(IF1) C T(1F3)

Ap(l) = (3(SY € T(IFO)V
Fb ¢ T(IF0)V FY c T(IF0))) = T, 0 E emA
V(ab'2) € T(IF0)(T'(I,) CT(IFL) AT (ly) CT(IFR))
NokEas eV
T ok (elel)s T pFe AT, pE ey

A 3(a"d) € T(ls)(D(L) € T(ls) AT (o) S T(l5))
AVSh € T(11)(T(lz) CT(1S0) A S € T'(13))

AVS! e D(1)(I(l) CT(1S1) A 8L € T(13))

AVS,L € T(1)(I'(Iy) CT(IS2) AT(IS3) C T(ls) A (1))
AVFL € T(1)(I(ly) CT(IF0) A FL € T(l3))

AVF, e T(1,)(I'(ly) CT(IF1) A FL € T(l3))

AVFL € T(1))(D(ly) CT(IF2) AT(IF3) C T(ls) A (1))



102 CAPITULO 5. CALCULO A\SF

Remitimos al lector al articulo original para un desarrollo detallado de
cada una de las expresiones que aparecen en las reglas de generacion de res-
tricciones. Sin embargo, cabe destacar un par de aclaraciones en torno a dos
puntos que se presentan repetidamente en la notaciéon que usa Lester y que la
esclarecen en gran medida. La primera anotacién es concerniente a la nocion
intuitiva de S, € T'(L), que debe interpretarse como que el combinador eti-
quetado S’ puede ocurrir dentro de una expresion etiquetada por L (similar
al uso de ¢ que hicimos para el célculo \). Esta interpretacion se extiende
a expresiones similares donde S aparece con un subindice distinto de cero.
Estos subindices indican los argumentos implicados en la construcciéon de una
expresion reducible, e.g., 8} € T'(L) hace referencia al término que al aplicar
un argumento al combinador S’ puede aparecer en la expresion etiquetada
por L. Esto es andlogo para distintos subindices de los combinadores y para
el combinador F'. La segunda anotacion atane a los valores dados por I'(1S0),
los cuales aproximan las expresiones que pueden ocurrir como primer argu-
mento para un combinador Sl; esto quiza no resulta tan confuso, en tanto
que, como ya mencionamos, en la notacion de la que se hace uso, I'(1) denota
a la expresion etiquetada por [ y, como se apunto antes, el etiquetado fue ex-
tendido para abarcar formas en las que podamos referirnos a los argumentos
que recibe un combinador. De forma similar, I'({.S1) aproxima los valores que
pueden aparecer como segundo argumento del combinador. Esto es andlogo
para el factorizador F'.



Capitulo 6

Conclusiones

En las paginas de este trabajo mostramos las bases de uno de los mo-
delos computacionales més reconocidos a la fecha, el cilculo A, que se ha
establecido como el modelo candnico para el diseno de numerosos lengua-
jes de programacion (basta contar a todos los lenguajes que siguen la venia
funcional).

La expresividad de este modelo fue ejemplificada, junto a la de la logica
combinatoria (formulaciones equivalentes), ilustrando después de la intro-
duccién de sus conceptos bésicos la manera en la que ambas formalizaciones
son capaces de definir funciones de orden mayor y computar toda funcion
recursiva sobre los ntimeros naturales.

Las formulaciones que establecieron la naturaleza de lo computable du-
rante la primera mitad del siglo XX sentaron también, en forma consensual
[4, 58], que todas las preguntas posibles en torno a los modelos de la compu-
tacion podian reducirse a las preguntas respecto a las funciones numéricas
calculables, las cuales fueron examinadas por diversos modelos propuestos,
entre los més famosos, el calculo A de Church y las maquinas de Turing,
capaces de determinar a la misma clase de funciones numéricas.

Sin tomar una postura critica en torno a esta aseveracion, los desarrollos
mostrados aqui, a saber, el calculo SF y el cidlculo ASF, no abonan nada
nuevo a los fundamentos de la computacion ni otorgan una razén solida por
la cual debiésemos considerarlos como base para nuevos lenguajes de progra-
macion en lugar de los que actualmente son utilizadas en las decisiones en
torno al diseno de los lenguajes, en tanto que, tal y como muestra Landin
en su famoso articulo [59], se ve al calculo A como una formulacién que ya
materializa la mayor expresividad posible en torno a lo que es computable.
Ademas, si bien los dos célculos desarrollados en este trabajo logran resolver
ciertas tensiones existentes entre lenguajes concebidos bajo distintos para-
digmas al poseer formas de emparejamiento de patrones mas expresivas que
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las que se hallan hoy dia en los lenguajes funcionales mas populares, logran-
do dar un tratamiento natural de los objetos vistos como elementos de una
clase, asi como dar formas de acceso sencillos a sus miembros constitutivos,
diversas soluciones alternativas han sido propuestas en las comunidades que
utilizan estos lenguajes puramente funcionales, la mayoria de ellas abusando
de sus caracteristicas o haciendo uso de estructuras sofisticadas como pue-
den ser las maquinas de Mealey [60, [61]. Casos similares se encuentran en las
comunidades enfocadas en lenguajes orientados a objetos para hacer uso de
caracteristicas propias de los lenguajes funcionales.

Separandonos de esta postura que ve en el desarrollo de Church la posi-
bilidad de alcanzar la méaxima expresividad en torno a lo que es computable,
adoptamos una novedosa, uniéndonos a Barry Jay [39]: establezcamos a £(N)
como la clase de las funciones recursivas que van a los ntmeros naturales.
Por la tesis de Church, tenemos que A es completo para €(N). Esto es, si
tomamos al célculo A, este es capaz de definir a cualquier funcién sobre los
nimeros naturales representados a través de los numerales de Church
f A — N. Cambia esta situacion cuando analizamos la completud de este
respecto a las funciones representables dentro del mismo calculo \; es decir,
£(A) no es completo pues, como vimos anteriormente, no es posible definir
dentro de este funcién alguna que pueda determinar la igualdad de sus for-
mas normales. En este aspecto, el enfoque adoptado por Turing si logra ser
completo, en tanto es posible definir en sus términos toda funcion que vaya
a una maquina de Turing f : T4 — T4, mas no logra, como el calculo A,
representar funciones de orden mayor.

Los dos nuevos modelos aqui expuestos, el calculo SF y el calculo ASF,
logran, tal y como el calculo A, dar cuenta de funciones de orden mayor, a la
vez que, analogamente a las maquinas de Turing, ser completos en si, como
puede verse facilmente a partir de la posibilidad de definir a una funcién que
determine la igualdad estructural de sus formas normales

Si bien el calculo A ha sido visto como un sistema formal que encierra la
mayor expresividad posible en torno a las funciones computables, lo ha sido
en tanto que el analisis de su expresividad se ha limitado a su capacidad de
representar a las funciones recursivas numeéricas, dando una falsa impresiéon
de los limites de lo expresable dentro de lenguajes disenados en el espiritu de
lo “puramente funcional”.

La expresividad de las formalizaciones aqui mostradas puede compararse
con la de otros modelos de varias formas. Nosotros nos hemos centrado en su
capacidad para definir funciones intensionales, lo que dota a estos sistemas
de reescritura de la capacidad de actuar sobre cualquier forma normal repre-
sentada en ellos, abriéndonos a diversas posibilidades en las areas del diseno
de lenguajes, analsis y optimizacién de programas, removiendo las capas de
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abstraccién usualmente utilizadas en los analisis que hacen los compiladores
de los diversos lenguajes.

La clase de funciones capaces de ser definidas dentro de los dos célculos
aqui formulados es mayor que aquellas correspondientes a otras formulaciones
como la de Church o Turing y, en este sentido, logran ser sistemas formales
mMas expresivos.

Hay varios ejes sobre los cuales podriamos dirigir el trabajo futuro a partir
del analisis hecho en este trabajo:

= La formulacién de un lenguaje funcional capaz de autointerpretacion,
asi como de definir funciones de emparejamiento de patrones de manera,
general sobre cualquier estructura de datos, evitando la verbosidad que
se encuentra actualmente en varios lenguajes.

= Un andlisis en torno a la aritmetizacion de los programas hechos en
estos calculos y el desarrollo de técnicas por las cuales aritmetizar a
los programas identificados con las formas normales cerradas de estas
formalizaciones.

= Anadir un sistema de tipos que pueda facilitar el analisis estatico de
los programas escritos ya sea de forma directa en estos calculos, o en
lenguajes basados en ellos.

= Implementacion de diversos algoritmos de analisis y optimizacion de
programas dentro de las mismas formalizaciones, explotando la natu-
raleza intensional de ellas.

» Desarrollar el analisis de control de flujo para el cilculo ASF'.

= Traducir la notacién utilizada por Lester para el 0-CFA a una que
permita un tratamiento mecanico mas intuitivo, asi como desarrollar
el andlisis de control de flujo haciendo uso de contextos (k-CFA) para
mejorar la precision del anélisis.

» Elaborar el desarrollo de diversas técnicas de anélisis que puedan uti-
lizarse en paralelo con el analisis de control de flujo.

» Implementar tanto el cdlculo SF' como el calculo ASF' en un lenguaje
de alto nivel que permita el tratamiento de funciones intencionales a
partir de técnicas de metaprogramacion y en el que se puedan utili-
zar las técnicas de andlisis y optimizacion de programas anteriormente
mencionadas.



106 CAPITULO 6. CONCLUSIONES



Apéndice A
El asistente de pruebas Coq

Que uno de los trabajos mas notables en tiempos recientes encaminado
a establecer los fundamentos para una ciencia, como lo es el enorme trabajo
hecho por Donald Knuth [62], lleve por titulo “The Art of Computer Pro-
gramming” y no “The Science of Computer Programming” nos dice mucho
respecto al estatus en el que se encuentra actualmente la computaciéon vista
como disciplina.

Fluctuante entre la ciencia, la ingenieria y la matematica, la computacion
siempre ha tenido, dentro de las areas de investigaciéon en torno suyo, un
circulo esperanzado de poder establecer métodos mediante los cuales se pueda
disenar software en el que se tenga la misma confianza que en, digamos, los
resultados en torno a experimentos fisicos publicados en las distintas revistas
especializadas, buscando aliar, como en esta tltima (o al menos disipando
ciertos problemas en la conformacion de la computacion como una ciencia y
la programacioén como una practica ingenieril formal) los procesos propios de
su practica con los fundamentos teoricos de ella [63].

El interés que existe en poder contar con herramientas capaces de asis-
tirnos en la verificacion de la correctud de los programas que hacemos se ve
ilustrada por los grupos de investigacion que emergieron y maduraron duran-
te la segunda mitad del siglo XX, cuyo trabajo se enfocé principalmente en
la mecanizacion de demostraciones de diversos teoremas en la matematica.

Aunque se ha puesto en entredicho el pragmatismo que pueda hallarse
en el uso de un asistente de pruebas, ya sea en la demostracion de teoremas
matematicos o en la verificacion de programas, el estudio que hay sobre las
bases teodricas y las capacidades practicas de estas nuevas herramientas que
pretenden fungir como réferi o guia en el quehacer de las personas dedicadas
a distintas areas relacionadas con la matemaética es relativamente nuevo en
comparaciéon con, por poner ejemplo, las practicas que hay alrededor del
diseno, desarrollo e implementacion de lenguajes de programaciéon, area en
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la que puede verse de forma sumamente tangible el progreso si comparamos
a los primeros programas hechos en BASIC con programas actuales hechos
en lenguajes modernos como Python o Scala.

No encontrando razén por la cual se pudiese dudar del enorme impacto
que pueda tener un asistente de pruebas y creyendo que el rol que tomaran
esta clase de herramientas dentro de las disciplinas afines a la matematica
(v més especificamente, dentro de la computacion) en el futuro cercano sera
cada vez mayor, varias definiciones y resultados establecidos a lo largo de
los capitulos segundo y tercero de este trabajo fueron formalizados en el
asistente de pruebas Coq y se encuentran disponibles en la siguiente liga:
http://github.com/mateoatr/sf, o bien como documentos adjuntos a este
trabajo.

Para los capitulos cuarto y quinto, cuyas definiciones y resultados se en-
cuentran ya formalizados por los autores que inicialmente propusieron los
calculos SF' y ASF', cuyo co6digo puede encontrarse adjunto en el repositorio
ya mencionado, el trabajo fue realizado en forma inversa, como puede no-
tarse en resultados como [5.2.1] pasando de la formalizaciéon a la exposicion
“comin” de la demostracion.

Cabria anadir al trabajo futuro la necesidad de formalizar los mecanismos
por los que nos es posible pasar de una prueba o definicion dentro de un asis-
tente de pruebas como lo es Coq a una prueba o definicion en el sentido mas
comnn, asi como pensar y establecer estos procesos en la direccion contraria.


http://github.com/mateoatr/sf
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