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Resumen

El atomo de Hidrégeno confinado por angulos diedros es una variante de la mode-
lacién de Levine de impurezas donadoras en la superficie de un semiconductor como
estados del atomo de Hidrdégeno con superficies nodales ecuatoriales [1]. Efectivamente,
la variante consiste en considerar planos meridianos en ¢ = 0y ¢ = ¢g = 7 en vez del
plano ecuatorial y después considerar otros valores de ¢q. La investigacién original de
confinamiento en dngulos diedros [3], reconocié el rompimiento de simetria SO(2) en
el 4tomo de Hidrogeno en que las eigenfunciones del cuadrado de la componente axial
del momento angular sin(u¢), tienen eigenvalores u = ngm/¢o, con ng = 1,2,3, ... que
ya no son enteros en general y convierten los nimeros cuanticos orbital [ y principal n
del atomo libre en A=ng+puy v =n, +ng + p+ 1, en las respectivas eigenfunciones
polar y radial y el eigenvalor de la energia. Entre las manifestaciones del rompimiento
de simetria destacan:

1. La reduccién de orden de degeneracién de las eigenfunciones de los niveles de

energia.

2. El atomo adquiere un momento dipolar eléctrico.
3. El término de contacto de Fermi en la estructura hiperfina se anula.

4. Se cuantifican los efectos de distribucién de presién en las superficies confinantes
del dngulo diedro.

En esta tesis se analiza el efecto Zeeman en el Atomo de Hidrégeno confinado en
angulos diedros, problema que se plante6 en [3] pero para el cual ya no hubo tiempo
de ser abordado. El analisis parte del Hamiltoniano de interaccion entre el momen-
to magnético del electrén, con sus contribuciones orbital y de espin, con un campo
magnético externo. El método para determinar el desdoblamiento de los niveles de
energia consiste en la construccién de la matriz del Hamiltoniano de Zeeman en las
bases de estados degenerados para cada nivel del atomo confinado. Aqui nos concen-
tramos en la contribucién orbital, sabiendo que la contribucion de espin esta asociada
a los estados de sus proyecciones ms = 1/2 y mg = —1/2 que no dependen del efecto de
confinamiento. Los elementos de matriz de la componente axial del momento angular
orbital < n., ny, i/ |l|ny, ng, > estan restringidos por las reglas de seleccién p/ 4y non,

IX



nyp+ng par, y n.. y n, compatibles con las anteriores y con la condicién de degeneracién
de v/ = v. Los estados de degeneracién D determinan el tamano D x D de la matriz
del Hamiltoniano; las reglas de seleccién de paridad de las funciones polares distinguen
D = Dy + D_ y separan los bloques Dy x Dy y D_ x D_ en la matriz completa.
Esto reduce el esfuerzo computacional, mejora la precisién de los resultados numéricos
y facilita la identificacién e interpretacién de los eigenvalores de las energias Zeeman
y sus respectivas eigenfunciones, en la diagonalizacién de las matrices. Se ilustran los
resultados para el éngulo de confinamiento ¢g = 7/4,7/3,7/2, 7,37 /2,57 /3, Tr /4. Se
formulan conclusiones generales:

1. Los promedios de las energias Zeeman son nulos.

2. Por cada nivel de energia positiva hay un compaifiero con la misma energia nega-
tiva.

3. Sus funciones de onda son complejas conjugadas.
4. Algunos niveles no cambian y conservan sus eigenestados originales.

5. Al agregar la contribucion del espin se incorporan los corrimientos respectivos.



Indice general

Indice de figuras XV
Indice de tablas XIX
1. Introduccién 1

2. Eigensoluciones exactas y sus Degeneraciones para el Atomo de Hidrégeno

Confinado por Angulo Diedro en Coordenadas Esféricas 5
2.1. Separacién de la Ecuaciéon de Schrodinger en coordenadas esféricas . . . 5
2.2. Soluciones Exactas para el Atomo de Hidrégeno confinado por angulo
diedro . . . . . e 6
2.3. Degeneraciones para distintas configuraciones de confinamiento por me-
dio de angulo diedro para el Atomo de Hidrégeno . . . . . .. ... ... 8

3. Efecto Zeeman para Atomo de Hidrégeno confinado por Angulo Die-

dro 13
3.1. Efecto Zeeman . . . . .. . .. . . .. ... 13
3.2. Solucién matricial del Efecto Zeeman . . . . . . . .. . ... ... .... 13
3.3. Construccién de los elementos de matriz . . . . . ... ... ... .... 14
3.4. Reglas de Seleccion . . . . . . . ... 14
3.5. Metodologia Computacional y Numérica . . . . . .. .. ... ... ... 15
3.5.1. Construccion de Funciones Angular Polar y Radial . . . . . . .. 15
3.5.2. Construccién de la Matriz del Hamiltoniano Zeeman Orbital en
la Base de Estados Degenerados . . . . ... ... .. ...... 16
3.5.3. Eigenvalores de lamatriz . . . . ... ... ... ... ...... 17
3.5.4. Eigenfunciones de la matriz . . . . . ... ... ... ... .. 18

4. Resultados: Desdoblamientos de Niveles de Energia y Eigenfunciones

para las Distintos Configuraciones de Confinamiento 21
4.1. Angulo de Confinamiento ™ . . . . . . . . . ..o 22
4.1.1. Segundo nivel energético, etiquetado porv=3 . . ... ... .. 22
4.1.2. Tercer nivel energético, etiquetado porv=4 . .. ... ... .. 24
4.1.3. Cuarto nivel energético, etiquetado por v =5 . . . . . . . .. .. 25

XI



INDICE GENERAL

4.1.4. Quinto nivel energético, etiquetado porv=6 . . . .. .. .. .. 26
4.1.5. Sexto nivel energético, etiquetadopor v =7 . . . . . ... ... 26

4.2. Angulo de Confinamiento § . . . . .. ... .. ... L 27
4.2.1. Tercer nivel energético, etiquetado porv=5 . .. .. ... ... 28
4.2.2. Cuarto nivel energético, etiquetado porv =6 . . . . . . . .. .. 29
4.2.3. Quinto nivel energético, etiquetado porv =7 . . . . . ... ... 30
4.2.4. Sexto nivel energético, etiquetadopor v =8 . . . . . . . ... .. 31
4.2.5. Séptimo nivel energético, etiquetado porv=9 . ... ... ... 32
4.2.6. Octavo nivel energético, etiquetado por v =10 . . ... ... .. 33

4.3. Angulo de Confinamiento 5 . . . . ... .. .. ... L 34
4.3.1. Cuarto nivel energético, etiquetado por v =7 . . . . . . . . . .. 35
4.3.2. Quinto nivel energético, etiquetado porv=8 . . . .. .. .. .. 36
4.3.3. Sexto nivel energético, etiquetadopor v =9 . . . . . .. ... .. 37
4.3.4. Séptimo nivel energético, etiquetado porv=10. . . . . . . . .. 38
4.3.5. Octavo nivel energético, etiquetado por v =11 . . . .. ... .. 39

4.4. Angulo de Confinamiento 7 . . . . .. ... ... ... oL 40
4.4.1. Quinto nivel energético, etiquetado porv=9 . . . ... ... .. 40
4.4.2. Sexto nivel energético, etiquetado por v =10 . . . . . . . . . .. 42
4.4.3. Séptimo nivel energético, etiquetado porv=11. . ... ... .. 43

4.5. Angulo de Confinamiento 37” ........................ 44
4.5.1. Sexto nivel energético, etiquetado por v =11/3 . . . . . . .. .. 45
4.5.2. Octavo Bloque nivel energético, etiquetado por v =13/3 . . . . . 46
4.5.3. Noveno nivel energético, etiquetado por v =14/3 . . . . . . . .. 47
4.5.4. Décimo nivel energético, etiquetado porv=5. .. ... ... .. 48
4.5.5. Onceavo nivel energético, etiquetado por v =16/3 . . . . . . .. 49
4.5.6. Doceavo nivel energético, etiquetado por v =17/3 . . . . . . .. 49
4.5.7. Treceavo nivel energético, etiquetado porv=6 . . . . .. .. .. 50
4.5.8. Catorceavo nivel energético, etiquetado por v =19/3 . . . . . . . 51

4.6. Angulo de Confinamiento 5{ ........................ 52
4.6.1. Doceavo nivel energético, etiquetado por v =23/5 . . . ... .. 52
4.6.2. Quinceavo nivel energético, etiquetado por v =26/5 . . . . . .. 54
4.6.3. Diecisieteavo nivel energético, etiquetado por v =28/5 . . . . . . 55
4.6.4. Dieciochoavo nivel energético, etiquetado por v =29/5 . . . . . . 56
4.6.5. Veinteavo nivel energético, etiquetado por v =31/5 . . . .. .. 56

4.7. Angulo de Confinamiento %’r ........................ 57
4.7.1. Veinteavo nivel energético, etiquetado por v =39/7 . . . . . .. 57

5. Conclusiones 61
A. Apéndices 65
A.1. Apéndice 1: Teoria de Perturbaciones para Estados Degenerados . . . . 65
A.2. Apéndice 2: Tablas complementarias . . . . . . . ... ... ....... 68
Bibliografia 71

XII



INDICE GENERAL

Bibliografia 73

Bibliografia 73

XIII






Indice de figuras

2.1.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

Distintos dngulos asociados a las configuraciones de confinamiento. . . . 9

Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al segundo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . .. ... 23
Eigenfuncion (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
secci6n b) muestra la componente imaginaria. . . . . . ... ... .. 23
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negati-
vo).La secci6én a) muestra la componente real de la funcién, mientras que

la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . .. ... .. .. 24
Desdoblamiento ZeEman para la energia asociada al tercer nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 25
Desdoblamiento ZeEman para la energia asociada al cuarto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 25
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 26
Desdoblamiento Zemaan para la energia asociada al sexto nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... ... .. 27
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al tercer nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... ... .. 28

Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . ... ... ... 29
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negati-
vo).La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que

la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . ... ... ... 29
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al cuarto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . . . ... 30
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . .. .. 31
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y conespin 2). . . . . . ... ... 32

XV



INDICE DE FIGURAS

4.14

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

. Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al cuarto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . . ... ... ...
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negati-
vo).La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que
la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . ... ... ..
Desdoblamiento Zemaan para la energia asociada al quinto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . . .. ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y conespin 2). . . . ... ... ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . . . ...
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . .. ... ...
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positi-
vo).La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras
que la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . . ... ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y conespin 2). . . . ... ... ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . . .. ..
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degene-
rado, considerando la parte orbital 1) y conespin 2). . . . ... ... ..
Eigenfuncion (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . .. ... ... ..
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negati-
vo).La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que
la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . ... ... ...
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . ..

XVI



INDICE DE FIGURAS

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.45.

4.46.

4.47.

Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al noveno nivel dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 48
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al décimo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 48
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al onceavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . . . . .. 49
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al doceavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . ... .. 50
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al treceavo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).. . . . . ... .. 51
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al catorceavo nivel de-
generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... .. 51
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al doceavo bloque de-
generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... .. 53

Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
secci6n b) muestra la componente imaginaria. . . . . . ... ... 93
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negati-
vo).La secci6én a) muestra la componente real de la funcién, mientras que

la seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . ... ... ... 54
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinceavo nivel de-
generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... .. 55
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al diecisieteavo nivel
degenerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . .. 55
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al dieciochoavo nivel
degenerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . . . .. 56
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al veinteavo nivel de-
generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . ... ... 57
Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al veinteavo nivel de-
generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2). . . . ... .. 58

Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
seccién b) muestra la componente imaginaria. . . . . . ... ... ... 59
Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).
La seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la
secci6n b) muestra la componente imaginaria. . . . . . .. ... ... .. 59

XVII






[ndice de tablas

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.

Al
A.2.

Polinomios asociados de Legendre con paridad definida (=)™ . . . . . . 7
Funciones hipergeométricas confluentes polinomiales . . . . . . . . . .. 8
Representacién de los niveles degenerados para angulos menores o iguales

T 10
Representacion de los niveles degenerados para angulos mayores a 7. . . 11
Descripcion de los niveles degenerados para angulos menores a 7. . . . . 68
Descripcién de los niveles degenerados para el angulo 7. . . . . . . . .. 69

XIX






Capitulo 1

Introducciéon

El atomo de Hidrégeno confinado en angulos diedros es una variante de la mode-
lacién de Levine para impurezas donadoras en la superficies de un semiconductor [1].
Efectivamente, la investigacién original de confinamiento en dngulos diedros [2],[4], [? ]
, subraya los efectos de superficie que se manifiestan como rompimiento de simetria de
rotacién alrededor de la arista del dngulo:

1. Las eigenfunciones de la componente axial del momento angular orbital son rem-
plazados por eigenfunciones del cuadrado de esa componente que se anulan en las
caras del angulo diedro sin(u¢), con eigenvalores j1 = nym/¢o, con ng =1,2,3, ...
y la paridad definida —(—)"¢ con respecto al dngulo diedro ¢o/2 que lo bisecta
angulo diedro.

2. Los polinomios de Legendre con asociatividad no entera P}, ., contienen poten-
cias pares y nones de su argumento cos(f); sus representaciones en términos de
funciones hipergeométricas con argumento (1 —cos(6))/2 y (1 + cos(6))/2 permi-
ten restablecer la simetria de paridad superponiéndolos con un coeficiente (—)™¢
en la segunda. La combinaciéon ng + u = A es la etiqueta para el cuadrado del

eigenvalor del momento angular A(\ + 1)A2.

3. Las funciones radiales son del mismo tipo que del Hidrégeno libre con el reemplazo
de la etiqueta de momento angular orbital [ por A en el factor de remocién de la
singularidad al origen 7 y en los polinomios de Laguerre asociados y el ntimero
cuantico principal n por la etiqueta cuantica v = n, + ng + p + 1 en el factor
exponencial que asegura el buen comportamiento al infinito exp(—r/vag) y en el
argumento 2r/vag de los polinomios.

4. Los eigenvalores de la energia son E, = —e?/2agv? y en consecuencia sus dege-
neraciones dependen del angulo de confinamiento y son menores que en el dtomo
libre. Cuando v — oo por que p = ngm/¢g — 0 para ¢g — 0, todos los niveles de
energia tienden asintéticamente a cero, cuando p — oo, incluyendo el limite de
ionizacién.




1. INTRODUCCION

5. Cuando ¢g — 27 no se recupera el limite de dtomo libre, por que la presencia del
electrén esta excluida del semiplano meridiano mismo.

Los cambios en las funciones de onda en sus dependencias en las respectivas coor-
denadas y etiquetas cuanticas se menciona sucesivamente:

1. El atomo de Hidrégeno confinado adquiere un momento dipolar eléctrico, cuya
componente axial es nula y cuya direccién en el plano ecuatorial es hacia el niicleo
en la direccién del angulo que bisecta al angulo de confinamiento.

2. Se calculan las distribuciones de presion en los planos de confinamiento 0 y ¢ para
el atomo de Hidrégeno en los estados mas bajos, en funcién de la distancia radial y
en direcciones polares fijas. Para el estado base la presién toma valores positivos;
para estados excitados aparecen regiones con presiones negativas pequenas, es
decir tensiones.

3. En conexidn con la estructura hiperfina, la probabilidad de encontrar al electron
en la posicién del nicleo se anula debido a la presencia del factor 7 en la funcién
radial y por tanto el término de contacto de Fermi se anula y no hay contribucién
isotrépica. Para contribuciones cuadrupolares, los valores esperados de (3cos?(6)—
1)/r3 y sin?(0)cos(2¢') /r® involucran integrales radiales, polares y en ¢’ referido
al angulo de bisector que son directos y conducen a las componentes anisotrépicas

axial A,, y transversal A z_,» respectivamente como funciones de p.

En la referencia [3] se planteo el analisis del Efecto Zeeman para el dtomo de
Hidrégeno confinado en dngulo diedros, pero por razones de tiempo qued6 pendien-
te.

En esta tesis se reporta el andlisis completo partiendo del Hamiltoniano para la
interaccién de los momentos energéticos orbital y de espin en un campo magnético
uniforme. El método de solucion se reconoce que es el de Teoria de Perturbaciones de
Estados Degenerados, que requiere la construccion de la matriz del Hamiltoniano de
interaccion en la base de estados degenerados y sus diagonalizaciones, para obtener los
desplazamientos de los niveles de energia Zeeman con respecto a la energia comun de
los estados de la base y sus respectivos eignvectores en la base escogida.

Consecuentemente el resto de la tesis esta organizada de la siguiente manera. Capitu-
lo 2 describe las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para el atomo de Hidrégeno,
sujeto a las condiciones de frontera de anularse en los planos meridianos ¢ = 0y ¢ = ¢g
que definen el &ngulo diedro de confinamiento. Se destacan los cambios en las etiquetas
cuanticas magnética y orbital, p y A = ng + u, con respecto al caso del atomo libre
con valores enteros, my l = ng+m y de v = n, + ng + p + 1 como etiqueta cuanti-
ca principal en vez de n. También se identifican las degeneraciones D de los estados
|nr, ng, it = ngm/¢o > para cada dngulo de confinamiento ¢y.

Capitulo 3 formula la construccion de la matriz de la parte orbital del Hamiltoniano
de Zeeman, reconociendo que la parte de espin no es afectada por el confinamiento y se
reduce al desdoblamiento de sus estados con ms = 1/2 y mgs = —1/2, respectivamente.




Para cada conjunto de estados |n,,ng, > con degeneracién D, los elementos de la
matriz de la componente z del momento angular I, = —ihd/0¢, conduce a reglas de
seleccién en los respectivos niimeros cuanticos, niz) — ng nones, ny — Ny pares, N, y n,.
compatibles con las condiciones anteriores y la degeneracién. La regla de selecciéon de
paridad para las funciones polares separa la matriz D x D en dos bloques Dy x D, y
D_xD_ con Dy + D_ = D. Esto reduce los trabajos de calculo, mejora la precisién
de los resultados y facilita su interpretacién.

Capitulo 4 ilustra de manera sistematica los desdoblamientos de los niveles Zeeman
orbital como funciones del angulo de confinamiento y sus eigenfunciones respectivas. De
la comparacion de los resultados para cada dngulo también se reconocen conclusiones
comunes a ellos.

Capitulo 5 se presenta un resumen del trabajo realizado, comentarios sobre los
resultados y sus conclusiones.







Capitulo 2
Figensoluciones exactas y sus
Degeneraciones para el Atomo de
Hidrégeno Confinado por Angulo Diedro

en Coordenadas Esféricas

2.1. Separacién de la Ecuaciéon de Schrodinger en coorde-

nadas esféricas

La ecuacién de Schrodinger HU = EW [7], [6], [8] de estados estacionarios para el
atomo de Hidrégeno es

—h? e?
— VW - ¥ = EV. (2.1)
2m T

Su forma explicita en coordenadas esféricas toma la forma

i[ig( 287\1’) + 1 ﬁ( i 987\1/) + #(@)] 32
om'r2or" or 2sin0 6" 90 r2sin26 " 0¢? r
Para encontrar la solucién a esta ecuacién se utiliza el método de separacién de variables
con la funcién de onda de factorizable ¥(r, 0, ¢) = R(r)©(0)P(¢). La substitucién de

esta funcién en la Ec. (2.2) conduce a las ecuaciones diferenciales ordinarias:

RL

U =FEU. (22)

2
S 20, 2.3
reconociendo la presencia de la componente z del operador del momento angular en
~2
la Ec.((2.2)), I, = —hza%;, la cual se identifica como una constante de movimiento.




2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ATOMO DE HIDROGENO CONFINADO POR ANGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFERICAS

Las otras ecuaciones diferenciales ordinarias comparten la constante de separacién de
la forma [(I + 1), la cual es el eigenvalor del cuadrado del momento angular:

1 d . d MQ B
wing 29 5M055) + —5510(0) = U1 +1)6(6) -
Ro1d, pd, l(1+1) .

2
e
- —— (7 - — —}R(r) = ER(r).
(—glz 2P 50 = o) = SIRE) = BRO)
En las mismas ecuaciones se identifican las cantidades dindmicas conservadas, tales co-
mo: el cuadrado de la componente axial del momento angular, el cuadrado del momento
angular mismo y la energia, con sus respectivos eigenvalores [,n y sus constantes de
separacion.

2.2. Soluciones Exactas para el Atomo de Hidrégeno con-
finado por angulo diedro

En esta seccién se analiza el d&tomo de Hidrégeno confinado por paredes impene-
trables en los semiplanos meridianos ¢;1 = 0 y ¢2 = ¢g, sujeto a las condiciones de
frontera:

P(p1=0)=0 y @(¢2=¢o)=0. (2.5)

Las posibles soluciones de la ecuacién (2.3), son sin(ud) y cos(up), pero ya que la
solucién debe de satisfacer las condiciones de frontera, la solucién de coseno queda
descartada y la solucién queda de la forma

2ul) = sim(u0) (2.6

de acueerdo con [3], con eigenvalores:
_ ngT
¢o
Como consecuencia del confinamiento en general, u ya no es entero e ilustra la mani-
festacién del rompimiento de simetria SO(2). Al analizar la ecuacién para el dngulo
polar (2.4), la solucién tiene el factor sin*(f) para remover las singularidades en 6 = 0
y 8 = m. El hecho de que el eigenvalor con las sustituciones p deja de ser entero, genera

que las cantidades conservadas se sustituyan como m — py | — A = ng + p y ademés
existen dos soluciones independientes de polinomios de Legendre asociados

1 con ng=1,2,3,... . (2.7)

2Fi(—ng,ng + 20+ L p+ 1; (1 — cos(0)/2)) vy

2.8
JFy(—ng.ng + 20+ L+ 1 (1 + cos(0)/2). 28

Como consecuencia del rompimiento de simetria cada polinomio contiene potencias
pares e impares de cos(f), por lo tanto estos no tienen una paridad bien definida. La




2.2 Soluciones Exactas para el Atomo de Hidrégeno confinado por dngulo diedro

paridad z para el 4&tomo de Hidrégeno se debe mantener, lo cual se logra mediante la
superposicién de ambos polinomios con el coeficiente relativo (—1)™, que conduciendo
a las soluciones con paridad bien definida:

stnto
o, (cos(0)) = NnG+MT[2F1(—n9,n9 +2u+ 1;u 4 1;(1 — cos(0)/2))

+(=)"2F (—ng,ng + 2p+ 1; 1+ 1; (1 4 cos(6) /2))]

(2.9)

En la tabla 2.1 se ilustran estos polinomios.

g

0 1

—_

cost

—14+(2u+3)cos?0
2(p+1)
—3c0s0+(2u+5)cos®6
2(u+1)
3—6(2u+5)cos204(2u+5)cos*o
4(p+1)(p+2)
15¢080—10(2u~+7)cos30+(2u+7) (2u+9)cos50
4(p+1)(p+2)
—15%45(2u+7)cos?0—10(2u+7) (2u+9)cos* 0+(2u+7) (2u+9) (2u+11)cos®d
8(pu+1)(p+2) (p+3)
—105c080+105(211+9) cos30—21(2u+9) (2u+11)cos® 0+ (2u~+T7) (2u-+9) (2u+11) (2+13) cos 7
8(u+1) (u+2) (ut3)

N B S 2V \V]

Tabla 2.1: Polinomios asociados de Legendre con paridad definida (—)™¢

Por otra parte al analizar la ecuacion radial 2.4, con la sustituciones de l — A =ng + u
y n — v se identifica la solucién radial

Ry, (r) = Ny xre /YO M (—n,, 2X + 2,21 /vag) (2.10)

donde 7 es el factor para remover la singularidad al origen, la exponencial asegura un
comportamiento asintético correcto y se tienen funciones hipergeométricas confluentes
polinomiales . En la tabla 2.2 se ilustran las tiltimas.

Los eigenvalores de la energia se expresan en términos de la etiqueta cuantica prin-
cipal

v=mn,+ng+p+1, (2.11)
tomando la forma )
—e

E,=—— 2.12

Y 2q912 (2.12)

donde ag es el radio de Bohr.




2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ATOMO DE HIDROGENO CONFINADO POR ANGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFERICAS

n, M(-n,,2X + 2, 2r/vay)
0 1
2r /va

1 1 - (2>\+2(3

2(2r/vag) 2(2r/vag)?
2 1 =255 + como)
3 1— 3(2r/vag) + 6(2r/vag)? _ 6(2r/vag)?

@A12) T A2 IEAT3)  (62A12)(2A13)(2A16))

Tabla 2.2: Funciones hipergeométricas confluentes polinomiales

2.3. Degeneraciones para distintas configuraciones de con-
finamiento por medio de angulo diedro para el Atomo
de Hidrégeno

Las variaciones de las eigenergias corresponden a variaciones en las etiquetas n,, ng
y i, donde la ultima de acuerdo con la Ec.((2.7)), queda en funcién del dngulo de
confinamiento. Los estados degenerados quedan determinados por la condicién v/ = v
segin la Ec. (2.12), es decir n, +njy + ¢/ + 1 = n, + ng + p + 1. Para cada distinto
angulo de confinamiento se presenta una distinta configuracién de estados degenerados.
El ntmero D indica el niimero de estados que se encuentran etiquetados por el mismo
nivel energético, pero con distintos valores en cada uno de sus nimeros cudnticos,
dicho numero es D(;, 1n,4,)- La suma de nimero de estados degenerados para todos
los niveles define el niimero total de degeneracion para cada configuracién asociada a
un angulo de confinamiento

D= D +ngt- (2.13)
Nr,Ng,H

En la figura 77 se muestran los distintos dngulos de confinamiento para los cuales
se identifican los distintos estados degenerados.




2.3 Degeneraciones para distintas configuraciones de confinamiento por medio de
angulo diedro para el Atomo de Hidrégeno

7/2
/3

/4

Trnl4

S5r/3
3x/2

Figura 2.1: Distintos angulos asociados a las configuraciones de confinamiento.

En las tabla 2.3 se ilustran las degeneraciones para los niveles de energia del atomo
de Hidrégeno para configuraciones de confinamiento con angulos menores o iguales
a 7, mientras que la tabla 2.4 ilustra las degeneraciones para la contraparte de los
angulos mostrados en la tabla 2.3. Es importante reconocer que cuando el dangulo de
confinamiento es de ¢g = 2m, las eigenfunciones, las eigenergias y el niimero de estados
degenerados difieren del caso para el atomo libre debido a las condiciones de frontera
en las Ec.s ((2.5)).




2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ATOMO DE HIDROGENO CONFINADO POR ANGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFERICAS

¢o =m/4 ¢o =m/3 $o = m/2 o=
n.4ng | g | D | nigng | ng | D | nigng | ng | D | nigzng [ ng | D
0 1] 1 0 1] 1 0 111 0 111
1 1] 2 1 1] 2 1 112 1 113

2 113 2 1] 3 2 1] 4 0 2
3 1] 4 3 115 0 2 2 116

4 116 0 2 3 116 1 2

0 2 4 117 1 2 0 3
5 1] 8 1 2 4 119 3 1 (10

1 2 5 119 2 2 2 2

6 1|10 2 2 0 3 1 3

2 2 6 1 |12 5 1 |12 0 4
3 2 3 2 4 1 |15

0 3 1 3 3 2

7 1 ]15 6 1 ]16 2 3

4 2 4 2 1 4

1 3 2 3 0 5
0 4 5 1|21

7 1120 4 2

5 2 3 3

3 3 2 4

1 4 1 5

0 6

Tabla 2.3: Representacion de los niveles degenerados para dngulos menores o iguales a .
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2.3 Degeneraciones para distintas configuraciones de confinamiento por medio de
angulo diedro para el Atomo de Hidrégeno

3m/2 5m/3 T /4 2
n,4ng | ng | D[ niang [ ng | D nigne | ng | D|pyiny [0y | D
0 1|1 0 1|1 0 I]1 0 1|1
0 2 |1 0 2 |1 0 2 |1 0 9 | 1
1 1|2 1 1|2 1 1 2 1 1 3
0 3011 0 311 0 311 0 3

1 2 12 1 2 |2 1 2 |2 1 ) 3
2 1|4 0 4 11 0 4 |1 0 4

0 4 2 1|3 2 113 2 116
1 3|2 1 3|2 1 3|2 1 3

2 2 | 4 0 51 0 51 0 5

0 5 2 2 |3 2 2|3 2 2|6
3 1|6 1 4 | 2 1 4 | 2 1 4

1 4 3 1|5 0 6 |1 0 6

2 3|4 0 6 3 1|4 3 1 ]10
0 6 2 3|3 2 313 2 3

3 2 |6 1 5| 2 1 5| 2 1 5

1 5 3 215 0 701 0 7

4 119 0 7 3 2 | 4 3 2 | 10
2 4 2 4 |3 2 413 2 4

0 7 4 1|7 1 6 | 2 1 6

3 316 1 6 4 116 0 7

1 6 3 315 0 8 4 1|15
4 2 19 0 8 3 3|4 3 3

2 5 2 513 2 513 2 5

0 8 4 1|7 1 7|2 1 7

1 6 4 2|5
2 6 | 3

Tabla 2.4: Representacién de los niveles degenerados para dngulos mayores a 7.
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Capitulo 3
Efecto Zeeman para Atomo de

Hidrogeno confinado por Angulo Diedro

3.1. Efecto Zeeman

A finales del siglo del X71X, Pieter Zeeman realizé una serie de estudios sobre el
efecto de un campo magnético uniforme de desdoblamiento de las lineas espectrales,
emitidas por un atomo. A este fendmeno se le conoce como efecto Zeeman [5]. El electrén
posee un momento magnético con contribuciones orbital y de espin

e

[l + 55 (3.1)

—e _ —e —e

no= + Hg = —

donde g¢ = 2 es la razén giromagnética del espin. El hamiltoniano de interaccién de un
momento magnético en un campo de induccién magnético uniforme B = kB, es

eB
2mec

~

QB —f- g = Uz + QESAZ]' (3'2>
En el caso de atomo de Hidrégeno libre, el efecto Zeeman conducen a un desdoblamiento
uniforme de los estados degenerados de el nimero de 2l + 1y 2 g5y ms = 1/2,—1/2
respectivamente. Al confinar al atomo de Hidrdogeno la situacién cambia ya que sus
funciones de onda son eigenfunciones del cuadrado de la componente Z del momento
angular pero [. cesa de ser constante de movimiento.

3.2. Solucién matricial del Efecto Zeeman

El atomo de Hidrégeno confinado por angulos diedros posee soluciones de estados
degenerados de acuerdo con la Ec.(2.12), explicitamente ilustrados en las Tablas 2.3 y
2.4.
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3. EFECTO ZEEMAN PARA ATOMO DE HIDROGENO CONFINADO POR
ANGULO DIEDRO

La evaluacion y analisis del efecto de desdoblamiento de los niveles de energia de-
generados cuando el atomo esta bajo la accién del campo magnético uniforme externo,
se puede formular en base de la matriz del Hamiltoniano de Zeeman, Ec. (3.2), en los
subespacios de los estados degenerados.

En esta seccion nos concentramos en la contribucion orbital a la interaccion, sabien-
do que la contribucién de espin se reduce al desdoblamiento de los estados de proyeccién
paralela y antiparalela al campo magnético que no dependen del confinamiento.

3.3. Construccion de los elementos de matriz

La evaluacién de los elementos de matriz de la componente Z del momento angular
es factorizable:

< wn;,ng,n;”;anne,% S=< ) N |n\ >< ngp|ngu >< n:b|l;|n¢ > . (3.3)

Ya que el operador [, solo actia en la componente é azimutal de la funcién de onda.
La integral correspondiente en la base de las eigenfunciones de 2.6 y 2.7 tiene la forma

—i2h %0 mumd d . ngmd
o ) sin( %o d¢81n( o0 ). (3.4)

La contribucién polar es la integral de traslape entre las funciones de paridad definida
2.9 y la Tabla 2.1

< n;\l;]n¢ >=

< ng' |ngu >:/0 sin9@ﬁ;’®ﬁ9d9 (3.5)

La contribucién radial es el traslape entre las funciones de la Ec. 2.10 y la Tabla 2.2

< n N\ >:/ 1% Ry x (1) Ry, A (7)dr. (3.6)
0

3.4. Reglas de Seleccion

La integral de la Ec.((3.4)) se evalua reescribiendo el producto de las funciones seno
y coseno como la suma de senos de la semisuma y la semidiferencia de los argumentos
respectivos con el resultado:

n;grgﬁ i Nngme
b0 354,

. o)
< ngllzIng >:/ sin( )d¢
0
(3.7)
0 paran;’:l:nqg par
4n¢n:b 9

”3;’"35} parany£ng non

—ih
0 [
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3.5 Metodologia Computacional y Numérica

La regla de seleccién indica que el elemento de matriz se anula para estados de
la misma paridad y solo hay contribucion para estados de diferente paridad. Notese
también el cambio de signo al intercambiar n; ¥ ng, el cual refleja el cardcter Hermitiano
del operador y de la matriz. La integral de traslape de la Ec. (3.5) se anula si sus
etiquetas ' y p debido a la Ec. (3.7). También se anulan si la suma de ny y nj es non
y solo se necesitan calcular segin, la Ec. (3.5) cuando ny y ng tienen la misma paridad.
Esta regla de paridad de los estados polares:

para nptng par

0
/ —
<n9’n9 >= {#0 para npEng non

(3.8)

La integral de traslape de las funciones radiales de la Ec. (3.6) para cada valor
escogido de A = ng + p esta restringida a los ntimeros cuanticos radiales compatibles
con la degeneracién de estados: n). +ny + ' +1=n, +ng + p+ 1.

Para una degeneraciéon D de los estados, la regla de selecciéon de paridad solo permite
conexion entre D estados de paridad positiva y entre D_ estados de paridad negativa,
tales que D4 + D_ = D. Entonces, la matriz original de dimensién D x D se divide en
dos submatrices de dimension D x Dy y D_x D_. Las consecuencias son una reduccién
en el esfuerzo de tiempo y cédlculo, un incremento en la precisién de los resultados y una
interpretacion simple y directa de los eigenvalores de la energia y de las eigenfunciones.

3.5. Metodologia Computacional y Numérica

Se realizo la construcciéon y diagonalizacién de las matrices asociadas a cada una
de los niveles de energia degenerados mostrados en las (tablas 2.3 y 2.4), por medio
de un método computacional empleando la plataforma de Jupyter bajo el lenguaje de
programacion Julia.

3.5.1. Construccién de Funciones Angular Polar y Radial

Se comenzo6 desarrollando un programa, para determinar las funciones polares de
Legendre con paridad definida (—)™ mostradas en la tabla 2.1 con el orden de los
numeros cuanticos dados en cada uno de los bloques de degeneracion de dimencién D
y D_. De esta manera al momento de construir de la matriz elemento por elemento,
el programa que construya la matriz pueda llamar a cada una de estas funciones en el
elemento de matriz que le corresponda. Posteriormente se desarrollo un programa que
ayuda a determinar las constantes de normalizacién para la ecuacion (2.9) y evalie la
integral (3.5) en cada uno de los elementos de matriz que le corresponda.

La misma tarea se realizo para las funciones radiales. Se desarrollo un programa el
cual construye de cada una de las funciones hipergeométricas polinémicas confluentes
mostradas en la tabla 2.2 en el orden de los nimeros cuénticos dados en cada uno de los
bloques de degeneracién. El programa que construye la matriz pueda mandar a llamar
a cada una de estas funciones en el elemento de matriz que le corresponda. También se
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3. EFECTO ZEEMAN PARA ATOMO DE HIDROGENO CONFINADO POR
ANGULO DIEDRO

desarrollé un programa que ayuda a determinar las constantes de normalizacién para
la ecuacién (2.10) y evalde la integral (3.6) en cada uno de los elementos de matriz, la
cual se desarrolla como un producto de funciones Gamma.

3.5.2. Construccién de la Matriz del Hamiltoniano Zeeman Orbital
en la Base de Estados Degenerados

Una vez que se contd ya con estas estas herramientas previas, se seleccion6 una la
configuracién de degeneraciones para un determinado dngulo de confinamiento dado de
las tablas 2.3 y 2.4, se prosigue desarrollando para cada nivel de degeneracién un arreglo
matricial de dimensién D x D donde cada renglén representa cada una de las distintas
configuraciones para cada estado degenerado, que sumados los niimeros cuanticos puede
tomar la etiqueta cudntica principal comun n, +ng + u+ 1. El niimero de arreglos para
este caso dependera de el nimero de niveles de energia degenerados que posee cada
configuracién para cada distinto angulo de confinamiento.

Con lo anterior se evalia los elementos de matriz (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7). Para
esto se inicio el programa definiendo lo pardmetros sobre los cuales se va a construir la
matriz, estos pardmetros estan definidos de acuerdo al angulo de confinamiento, si el
angulo de confinamiento resulta ser menor o igual a 7 el programa solo queda en térmi-
nos de un parametro ¢g = m/N, mientras que si el angulo de confinamiento es mayor
a m queda en términos de un cociente expresado por el eigenvalor p por lo que para
este caso el programa queda definido en términos de dos pardmetros. Posteriormente
se define la dimensién de acuerdo con la dimensién del arreglos sobre e cual se va a
generar la matriz, se definen los parametros para cada uno de los programas que va a
integrar las funciones antes mencionadas. Posteriormente se prosigue a definir un arre-
glo matricial de D x D con todas las entradas de este cero y cada entrada posible es de
un valor complejo. A partir de este punto la construccién de la matriz se divide en dos
partes. Para la primera parte se define una condicién para el arreglo de tal forma que
en cada punto de la diagonal se vuelva cero en cada entrada de esta. Para la segunda
parte se prosigue a definir el resto de los elementos de la matriz, se comienza definiendo
las reglas de seleccién descritas en la seccién anterior, esto con el fin de optimizar el
proceso computacional. Una vez definas estas reglas se vuelve a subdividir el programa
en tres sub-bloques donde cada uno corresponde a las contribuciones radial, angular y
azimutal.

1. Contribucién Radial

Se comienza definiendo los parametros para u, A y v en términos de las combina-
ciones dadas por el arreglo que se introdujo al inicio de este programa. Se manda
llamar al arreglo que se construyo en la seccién 3.5.1 y este queda definido por ca-
da una de las entradas introducidas por el arreglo definido al inicio del programa.
Este proceso se realiza dos veces ya que de acuerdo con la Ec. (3.6), la interac-
cién en un elemento de matriz esta dada por distintas configuraciones para una
determinada v. De igual manera para calcular las constantes de normalizacién
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de la Ec.(3.6) se definen dos funciones de acuerdo con la Ec.( 2.10), ocupando
el segundo arreglo definido en la secciéon 3.5.1 y obteniendo la raiz cuadrada del
resultado , se calcula el producto interior para cada una de las funciones consigo
misma antes descritas. Posteriormente estos resultados se integran como parame-
tros para determinar el producto interior, aplicando el mismo proceso que para
calcular las constantes de normalizacién solo que en este caso se usa la Ec. (3.6)
se calcula la contribucion de la parte radial en el elemento de matriz.

2. Contribucién Polar

Se comienza definiendo el pardmetro v en términos de las combinaciones dadas
por el arreglo que se introdujo al inicio de este programa. Se manda llamar al
arreglo que se construyé en la seccion3.5.1 y este queda definido por cada una
de las entradas introducidas por el arreglo definido, al inicio del programa. Este
proceso se realiza dos veces ya que de acuerdo con la Ec. (3.5), la interaccién en un
elemento de matriz esta dada por distintas configuraciones para una determinada
v, en este caso de acuerdo a la segunda regla de seleccién las configuraciones
para la contribucion Polar solo pueden ser pares. Para calcular las constantes
de normalizacién de la Ec. (3.5) se definen dos funciones de acuerdo con la Ec.
(2.9), ocupando el segundo arreglo definido, en la seccién 3.5.1 y obteniendo
la raiz cuadrada del resultado , se calcula el producto interior para cada una
de las funciones consigo misma antes descritas. Posteriormente estos resultados
se integran como parametros para determinar el producto interior, aplicando el
mismo proceso que para calcular las constantes de normalizacion solo que en este
caso se usa la Ec. (3.5) se calcula la contribucién de la parte radial en el elemento
de matriz.

3. Contribucién Azimutal

Se comienza definiendo la constante A, la cual forma parte de la interaccién azimu-
tal y provee de magnitud a los elementos de matriz. Para describir la contribucién
azimutal solo basta con incluir en el programa la primera regla de seleccion mos-
trada en la Ec. (3.4).

Una vez desarrolladas todas las contribuciones, para cada elemento de matriz distin-
to de cero, este queda definido de acuerdo al producto de cada una de las contribuciones
descritas anteriormente, por lo que cada elemento de matriz se puede observar que es el
producto de los resultados para las Ec.s (3.4), (3.5) y (3.6). Por lo que una vez realizado
todo esto, la matriz queda construida.

3.5.3. Eigenvalores de la matriz

Lo que prosigue ahora es obtener los eigenvalores asociados a esta matriz, esto se
hace por medio del comando eigvals.

Ya una vez que se cuenta con los eigenvalores asociados a un nivel de energia con
un determinado nuimero de estados degenerados, estos eigenvalores se guardan en un
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arreglo y se prosigue a definir otro arreglo, el cual determina el cambio de la energia
final.

Se comienza definiendo el parametro v asociado al determinado nivel de energia
sobre el cual se trabaja. Posteriormente dentro del mismo arreglo se anade un arreglo
de [0,3] en pasos de 0.2, este arreglo representa al campo magnético el cual varia de
0 a 3 Teslas. Se define la energfa inicial para el H? como se muestra en la Ec. (2.12).
Se terminan de definir parametros como la constante giromagnética para el spin y el
magnetén de Bohr, de tal forma que el producto final quede en unidades de energia.
Posteriormente se define un arreglo matricial de z x 15, donde z representa el nimero
de elementos contenidos en el arreglo de eigenvalores, mientras que 15 es el nimero
de elementos contenidos en el arreglo que define el cambio en la magnitud del campo
magnético. De tal forma que en este punto lo que el arreglo hace es aplicar la interaccién
con el spin, el campo magnético y sumar la contribucién inicial de E°. Al final en cada
renglén se obtiene el corrimiento a lo largo del campo magnético para cada distinto
eigenvalor de la matriz desarrollada con base en el método de teoria de perturbaciones
para estados degenerados.

De esta forma para un determinado valor de energia con D estados degenerados, se
obtiene una matriz en la cual se rompe la degeneracion de estos y ademas se observa
el corrimiento lineal de la energia para el dtomo de Hidrégeno confinado en angulo
diedro en presencia de un campo magnético. Usando el programa Mathematica, se
transfieren los resultados obtenidos de forma que cada renglén de la matriz represente
ahora un elemento de un nuevo arreglo y a su vez cada renglén de la matriz se grafique
respecto a la variacién del campo magnético. Esto se realizo para todas las distintas
degeneraciones, para las distintas configuraciones de confinamiento mostradas en las
tablas 2.3 y 2.4, excepto el angulo de confinamiento 27 ya que en este caso de acuerdo
con las reglas de seleccién mostradas en la seccidon anterior, se tiene que todos los
elementos de matriz se desvanecen.

3.5.4. Eigenfunciones de la matriz

Por tdltimo para obtener las eigenfunciones, se determinan los eigenvectores asocia-
dos a la matriz y y sobre la base de estados degenerados asociados a un determinado
nivel de energia, se definen las funciones de onda asociadas a cada elemento de la base,
de modo que las eigenfunciones resultan de las combinaciones lineales de las funciones
de onda asociadas a la base de estados degenerados términos de cada eigenvector conte-
nido en el conjunto de eigenvectores asociados a 16s eigenvalores obtenidos previamente.
De forma general lo que se hace es generar nuevas funciones al escribir cada eigenvector
como combinacién lineal en términos de la base de funciones de onda asociadas a un
determinado numero de estados degenerados, donde a cada estado le corresponde una
funcién. Una vez que se cuenta con todas las eigenfunciones asociadas a un determinado
bloque de degeneraciones se prosigue a graficarlas, para esto se dividen en dos: la parte
angular y la parte radial. Para graficar la parte polar, primero se separa la parte angular
de la ecuacién de onda, se determinan las nuevas constantes de normalizacién y estas
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se agregan a las nuevas funciones como parametros, tales eigenfunciones se desarrollan
en Mathematica, y mediante la funcién 3D Polarplot se inserta cada eigenfuncién y se
prosigue a graficar. Para la parte radial se desarrolla un proceso similar a la parte polar,
solo que en este caso se enfoca en la parte radial de la funciéon de onda y se prosigue a
graficar usando la funciéon Plot de Mathematica.
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Capitulo 4
Resultados: Desdoblamientos de Niveles
de Energia y Eigenfunciones para las
Distintos Configuraciones de

Confinamiento

En este capitulo se ilustran de forma sistematica los desdoblamientos de los niveles
Zeeman orbital y de espin, como funciones del angulo de confinamiento y de los valores
de la etiqueta cuantica magnética u, como se observa en Ec. (2.7). Para cada distinto
angulo de confinamiento se identifica el conjunto de estados degenerados con el valor
comun de la etiqueta cudntica principal v segin la Ec. (2.11). Para cada valor de v, se
identifican las combinaciones de n,. + nj = n, + ng para valores de 1/ y p compatibles
con las condiciones de las Ec.s (2.7) y (2.11). El orden de la degeneracién que sobrevive
D queda explicitamente determinada por estas ecuaciones. Se ilustran en el Apéndice
B para los dangulos de confinamiento ¢ = w,7/2,7/3, /4y ¢po = 3w/2,57/3,Tn /4, 2.

La matriz de la interaccion orbital Zeeman se separa en bloques de dimension D x D,
con base en las reglas de seleccién para n;) y ng de paridades opuestas, Ec.(3.7), y de
la misma paridad, Ec.(3.8). Esta ultima conduce a que el bloque bajo consideracién, a
su vez se separe en dos bloques de dimensiones Dy x Dy y D_ x D_, cuyos valores
especificos se representan en el Apéndice B.

Los elementos de matriz involucran el producto de las integrales azimutales de
< Wlz|u > enla Ec.(3.7), que reflejan la hermiticidad de la matriz completa, el traslape
de las funciones polares es < nyu'[ngu > segin la Ec.(3.8) y las funciones radiales
< npN[n.A > Ec.(3.6).

La diagonalizacién de los bloques sucesivos de la matriz conduce a los resultados
numéricos de los corrimientos de las energias orbitales AFE,con respecto a la energia de
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los estados originalmente degenerados respectivos. También se obtienen los eigenvecto-
res en las bases finitas de cada conjunto de estados degenerados: ¥, =} |n,ngngy ><
nengng| W, >.

Una muestra ilustrativa de los resultados sobre los corrimientos de energia Zeeman
orbitales y contribucién de espin, asi como de las eigenfunciones orbitales, se presentan
para los dngulos de confinamiento escogidos. Se formulan conclusiones generales sobre
los resultados de los cdlculos y su extensién, por induccién para angulos menores y
mayores que 7.

4.1. Angulo de Confinamiento 7

Considerando el dngulo de confinamiento ¢y = 7, este genera cinco distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ng, de acuerdo con la tabla
2.3 en la seccién de 7.

4.1.1. Segundo nivel energético, etiquetado por v = 3

Comenzando con el segundo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién
de 7, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 3 x 3, para este
caso el bloque queda dividido en un sub-bloque de 1 x 1 para el caso en el que nyg y
ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 2 x 2. Dada la primera regla de
seleccién para la matriz asociada al sub-bloque de 2 x 2 este bloque solo contiene dos
elementos distintos de cero, donde el determinante secular es una combinacién lineal
de todos los elementos de matriz distintos de cero. Por lo que para el bloque completo
se obtienen tres distintos eigenvalores. El estado que genera el sub-bloque de 1 x 1
queda directamente asociado a la energia que define al espacio degenerado, por lo que
el desdoblamiento de as lineas espectrales se presenta en tres distintos niveles de energia
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.1 se muestran dichos desdoblamientos ,
incluido el espin con respecto a la variaciéon de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.1: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al segundo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 3 x 3, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1 x 1 y otro de 2 x 2. Para el caso del primer sub-bloque de 1 x 1 la energia
de este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 2 x 2 se observa que al aplicar el método descrito en la
seccién 3.2, se obtienen dos distintas raices con el mismo valor pero signo distinto.
Pero al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente
obtenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso
del sub-bloque de 2 x 2 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenergias, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenergia pero con diferente signos. En las figuras 4.2 y 4.3 se presentan las
Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.

a¥, =a|101 >

]

04
03
0.2
0.1
0

¥, =ib|002 >

Figura 4.2: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.
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Figura 4.3: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = b = ¢ = 0.707107
, esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta configuracién de confina-
miento de ¢g = 7.

4.1.2. Tercer nivel energético, etiquetado por v =4

Para el tercer bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 x 6, la matriz generada se divide
en dos sub-bloques, para este caso el primer sub-bloque queda dividido en un sub-bloque
de 2 x 2 para el caso en el que ng: y ng son impares y para el otro caso el sub-bloque
es de 4 x 4. En el caso para el sub-bloque de 2 x 2 hereda la estructura del sub-bloque
de 2 x 2 del subespacio degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-
bloque todos los estados quedan distintos. Al momento de realizar la diagonalizacién
para el sub-bloque de 4 x 4, al calcular el determinante secular se observa que este se
factoriza de tal modo que queda una ecuacién de segundo grado, en la cual todos los
elementos de matriz se ven involucrados, por tanto para este sub-bloque solo se obtienen
dos energias distintas a la energia degenerada y de los cuatro estados degenerados
solo se logran desdoblar dos. Dada la estructura del determinante secular es imposible
determinar que estados quedan sin degenerar. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.4 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con
respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.4: Desdoblamiento ZeEman para la energia asociada al tercer nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.1.3. Cuarto nivel energético, etiquetado por v =5

En el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 10 x 10, este bloque se divide en
dos sub-bloques, para este caso la dimenscién del primer sub-bloque es de 4 x 4 para el
caso en el que ng: y ng son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de
6 x 6. El sub-bloque de 4 x 4 hereda la estructura del sub-bloque de 4 x 4 del subespacio
degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma
estructura de degeneracion, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso
del bloque de 6 x 6 en el que todos los estados rompen la degeneracién. De este modo el
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en ocho distintos niveles de energia
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.5 se muestran dichos desdoblamientos |,
incluido el espin con respecto a la variaciéon de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.5: Desdoblamiento ZeEman para la energia asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).
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4.1.4. Quinto nivel energético, etiquetado por v =6

En el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 15 x 15, el bloque se divide en dos
sub-bloques para este caso la dimensién el primer sub-bloque es de 6 x 6 para el caso
en el que ng y ng son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de
9 x 9. El sub-bloque de 6 x 6 hereda la estructura del sub-bloque de 6 x 6 del subespacio
degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma
estructura de degeneracién, conservando todos sus estados que rompen la degneracion.
Mientras que el caso del bloque de 9x9 en el que tres estados permanecen sin degenerar.
Dada la estructura del determinante secular, el cual se reduce a un polinomio de tercer
grado, es imposible determinar que estados quedan sin degenerar. De este modo el
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en doce distintos niveles de energia
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.6 se muestran dichos desdoblamientos |,
incluido el espin con respecto a la variaciéon de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

0.3765 /

0.3770 _—
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Figura 4.6: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.1.5. Sexto nivel energético, etiquetado por v =7

En el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa que
la dimension del subespacio degenerado es D = 21 x 21, el bloque queda dividido en dos
sub-bloques, la dimensién del primer sub-bloque es de 9 x9 para el caso en el que ng: y ng
son impares y para el otro caso, la dimensién del sub-bloque es de 12 x 12. El sub-bloque
de 9x 9 hereda la estructura del sub-bloque de 9 x 9 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma estructura de
degeneracién, conservando todos 3 estados que mantienen la misma energia degenerada.
Mientras que el caso del bloque de 12 x 12 todos los estados rompen la degeneracién.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 18 distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.7 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.7: Desdoblamiento Zemaan para la energia asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

El tnico sub-bloque en el cual se todos los estados rompen la degeneracién es en el
segundo, esto se debe al hecho de que el bloque se divide en dos sub-bloques, uno de
1x 1y el otro de 2 x 2 para el sub-bloque de 1 x 1 se observa que este se genera solo por
un estado, de modo que este queda directamente asociado con la energia del estado sin
degenerar. En este dltimo bloque a diferencia de los demaés, se observa que que hay tres
estados que pueden alcanzar el umbral de ionizaciéon antes de que el campo magnético
llegue a 3 teslas, y de estos tres estados solo dos pueden alcanzar el umbral antes de
que el campo magnético llegue a 3 teslas.

En general se observa que cada bloque de la secciéon 7 de la tabla 2.3, se relaciona
con el siguiente bloque. Esto de debe al hecho de que cada bloque con distintos valores
en las etiquetas para ng se puede dividir en dos sub-bloques de acuerdo con la paridad
de sus valores en las etiquetas para ng y ng; de este modo partiendo del estado base
con un unico estado, el siguiente bloque degenerado se divide en dos sub-bloques, para
el sub-bloque que se genera con ng y ng pares, este hereda la estructura del bloque
anterior con ngr v ng impares. Y para el caso de ¢g = 7w esto se cumple para todos sus
bloques, de tal forma que estos estdn concatenados ya que el sub-bloque con ng y ng
par lo heredan del bloque anterior y el sub-bloque con ng y ng lo ceden al siguiente
sub-bloque.

4.2.  Angulo de Confinamiento 3
Considerando el 4ngulo de confinamiento ¢y = 7, este genera seis distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ny, de acuerdo con la tabla

2.3 en la seccion de g
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4.2.1. Tercer nivel energético, etiquetado por v =5

Comenzando con el tercer bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién
de 7, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 4 x 4, se obtiene
un sub-bloque de 3 x 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de tercer grado, el cua se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al obtener dos
raices para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del
campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 3 distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.8 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.8: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al tercer nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 4 x 4, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1 x 1 y otro de 3 x 3. Para el caso del primer sub-bloque de 1 x 1 la energia de
este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 x 3 se observa que al aplicar el método descrito en la seccién
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneracién persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso del sub-bloque de 3 x 3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenergias, se analizan los
dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenergia pero con
diferente signos. En las figuras 4.9 y 4.10 se presentan las Eigenfunciones para dichos
estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.9: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la
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componente imaginaria.
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Figura 4.10: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = 0.75272,0 =

—0.514449 y ¢ = 0.410798 , esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta
configuracién de confinamiento de ¢g = 5.

4.2.2. Cuarto nivel energético, etiquetado por v =6

Para el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se
observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 X 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ngy
y ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 3 x 3. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracion, conservando un estado sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
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bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior.Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.11 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.11: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.2.3. Quinto nivel energético, etiquetado por v =7

En el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimension del subespacio degenerado es D = 9 x 9, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimension 3 x 3 para el caso en el que ng y ng
son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de 6 x 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6 X 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque la ecuacién asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo asi solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en seis distintos niveles de energia dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.12 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin
con respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.12: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.2.4. Sexto nivel energético, etiquetado por v =8

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 12 x 12, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensiéon 6 x 6 para el caso en el que ng y
ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 6 x 6. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 6 x 6 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracion, conservando un estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
ocho distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.13 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.13: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.2.5. Séptimo nivel energético, etiquetado por v =9

En el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimension del subespacio degenerado es D = 16 x 16, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensién 6 x 6 para el caso en el que ng: y ng
son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de 10 x 10. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 6 x 6 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 10 x 10 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque la ecuacién asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de décimo grado se reduce a uno de octavo grado,
obteniendo asi solo ocho estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en doe distintos niveles de energia dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.14 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin
con respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.14: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.2.6. Octavo nivel energético, etiquetado por v = 10

Para el octavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 20 x 20, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensién 10 x 10 para el caso en el que ng: y ng
son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 10 x 10. El primer sub-bloque con
paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 10 x 10 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracion, conservando un estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
dieciséis distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.15 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.15: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Para el caso de esta configuracién de confinamiento de ¢ = 7, a diferencia del caso
anterior se observa que los bloques degenerados se desfasan un bloque con respecto a
la configuraciéon de confinamiento de ¢9 = w. Ademds de que para esta configuracién
de confinamiento se presentan una mayor numero de bloques para analizar.

A diferencia del caso anterior, en esta configuracion no se obtiene ningtin bloque en el
que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principalmente
a que la estructura de cada bloque esta en funcién del angulo de confinamiento de
acuerdo con la ecuacién (2.12). Pero un hecho que si es importante al resaltar es la
forma en que se generan los bloques de acuerdo a sus sub-bloques. De acuerdo con las
reglas de seleccién definidas en la seccién 3.4 y de los resultados que se presentaron
en la seccién anterior, obtenemos que cada bloque se conecta con el anterior y con el
siguiente, esto por que para el sub-bloque con ng: y ng par hereda la misma estructura
del sub-bloque con ng y ngnon del subespacio anterior y a su vez el nuevo sub-bloque
generado con ng: v ng impar heredara la estructura para el sub-bloque del siguiente
subespacio con ngr y ng par. Para este caso en particular, dicho .2nidamiento” de bloques
se ve desfasado en cada bloque, de modo que en el niimero de bloque non se presenta
dicho .2nidamiento”, mientras que si el niimero de bloque es par el .2nidammiento”se
estaciona de tal forma que para estos bloques sus propios sub-bloques comparten la
misma estructura, heredada del sub-bloque con ng y ng impares del subespacio anterior.
Esto se debe a la configuracion de confinamiento seleccionada.

4.3. Angulo de Confinamiento 7
Considerando el dngulo de confinamiento ¢p = %, este genera cinco distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ny, de acuerdo con la tabla

2.3 en la seccion de %
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4.3.1. Cuarto nivel energético, etiquetado por v =7

Comenzando con el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién
de %, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D =5 x 5, se obtiene
un sub-bloque de 3 x 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de tercer grado, el cua se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al obtener dos
raices para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del
campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 3 distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.16 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.16: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 5 x 5, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 x 2 y otro de 3 x 3. Para el caso del primer sub-bloque de 2 x 2 la energia de
este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 x 3 se observa que al aplicar el método descrito en la seccién
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneracién persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso del sub-bloque de 3 x 3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenergias, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenergia pero
con diferente signos. En las figuras 4.17 y 4.18 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.17: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la
componente imaginaria.
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Figura 4.18: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: ¢« =,b =y ¢ = , esto
para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta configuracién de confinamiento

de ¢p = .

4.3.2. Quinto nivel energético, etiquetado por v =8

Para el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de %, se
observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 7 X 7, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny
vy ng son pares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque
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con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracion, conservando un estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
4 X 4 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo un estado
mantiene la degeneracién, mientras que en el segundo bloque la ecuaciéon asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de cuarto grado
se reduce a uno de segundo grado, obteniendo asi solo dos estados que se desdoblan. De
este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.19 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.19: Desdoblamiento Zemaan para la energia asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.3.3. Sexto nivel energético, etiquetado por v =9

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de %, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 9 x 9, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensién 4 x 4 para el caso en el que ng: y ng son
pares y para el otro caso el sub-bloque es de 5 x 5. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 4 x 4 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
degeneracién, conservando dos estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
5 X 5 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo dos estados
mantienen la degeneracién, mientras que en el segundo bloque la ecuacion asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de quinto grado
se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo asi solo cuatro estados que se desdoblan.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en seis distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.20 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.

37



4. RESULTADOS: DESDOBLAMIENTOS DE NIVELES DE ENERGIA Y
EIGENFUNCIONES PARA LAS DISTINTOS CONFIGURACIONES DE
CONFINAMIENTO

-0.16780

- 0.1677
167 ____,.,—“"’F-- _____,..-—-"‘”'_-_
o -0.1678
e 3
16790 | < 1 £ _p.1e679
wi — — —ql
' ——— 0.1680
V1T -\""-\-\.\_\____-- ____\_‘_‘—\—\_\__ -
~—
~—— -0.1681
16O T~
0 2 3 0 1 2 3
B(T B(T
1) 2)

Figura 4.20: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.3.4. Séptimo nivel energético, etiquetado por v = 10

Para el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de %, se

observa que la dimension del subespacio degenerado es D = 12 x 12, para este caso
el bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 5 x 5 para el caso en el que
Nngr v ng son pares y para el otro caso el sub-bloque es de 7 x 7. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 5 x 5 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracion, conservando un estado sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
7 X 7 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo un estado
mantiene la degeneracién, mientras que en el segundo bloque la ecuacién asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de séptimoo
grado se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo asi solo cuatro estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
ocho distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.21 se
muestran dichos desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.21: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.3.5. Octavo nivel energético, etiquetado por v =11

Para el octavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de %, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 15 x 15, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensién 7 x 7 para el caso en el que ng: y ng son
pares y para el otro caso el sub-bloque es de 8 x 8. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 7 x 7 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
degeneracién, conservando tres estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
8 X 8 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo tres estados
mantienen la degeneracién, mientras que en el segundo bloque la ecuacién asociada
al determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de octavo
grado se reduce a uno de sexto grado, obteniendo asi solo seis estados que se desdoblan.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en ocho distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.22 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.22: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Para el caso de esta configuracién de confinamiento de ¢p = %, a diferencia del caso
anterior se observa que los bloques degenerados se desfasan dos bloques con respecto
a la configuraciéon de confinamiento de ¢y = w. Ademds de que para esta configuracién
de confinamiento se presentan el mismo nimero de bloques para analizar que para la
configuracién de confinamiento de ¢g = 7 y a su vez un menor numero de bloques que
con respecto a la configuracién de confinamiento de ¢g = 5.

A diferencia del primer caso, en esta configuraciéon no se obtiene ningin bloque en
el que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principal-
mente a que la estructura de cada bloque esta en funcién del dngulo de confinamiento
de acuerdo con la ecuacién (2.12). En general se observa que cada bloque se relacio-
na con el siguiente bloque, siguiendo una configuraciéon similar a la configuracion de
confinamiento de ¢g = m, solo que a diferencia de esa configuracién la dimensién de
cada sub-bloque es non, a excepcion del ultimo sub-bloque para el ultimo bloque, de
modo que la concatenacion de los bloques queda en términos de puros niimeros nones
y ademas primos.

4.4. Angulo de Confinamiento 7
Considerando el dngulo de confinamiento ¢y = 7, este genera tres distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ng, de acuerdo con la tabla

2.3 en la seccion de %.

4.4.1. Quinto nivel energético, etiquetado por v =9

Comenzando con el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién
de 7, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 x 6, se obtiene
un sub-bloque de 4 x 4. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el

determinante secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a
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un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen
la degeneracién al obtener dos raices para este polinomio se observa que todos los
elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son
lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas
espectrales se presenta en 3 distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado.
En la figura 4.23 se muestran dichos desdoblamientos, incluido el espin con respecto a
la variaciéon de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.23: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 6 x 6, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 x 2 y otro de 4 x 4. Para el caso del primer sub-bloque de 2 x 2 la energia de
este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 4 x 4 se observa que al aplicar el método descrito en la seccién
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneracién persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso del sub-bloque de x para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenergias, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenergia pero
con diferente signos. En las figuras 4.24 y 4.25 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.24: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la
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Figura 4.25: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = 0.795219,b =
—0.390351,¢c = 0.461951 Y d = —0.0430602 , esto para ambas funciones mostradas.
Para el caso de esta configuracion de confinamiento de ¢g = 7.

4.4.2. Sexto nivel energético, etiquetado por v = 10

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 8 x 8, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensién 4 x 4 para el caso en el que ng: y ng son
impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 4 x 4 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
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4.4 Angulo de Confinamiento 7

degeneracién, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.26 se
muestran dichos desdoblamientos, incluido el espin con respecto a la variacién de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.26: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.4.3. Séptimo nivel energético, etiquetado por v =11

En el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la seccién de 7, se observa
que la dimensién del subespacio degenerado es D = 10 x 10, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimension 4 x 4 para el caso en el que ng y ng
son impares y para el otro caso la dimension del sub-bloque es de 6 x 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 4 x 4 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6 X 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo dos estados mantienen la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque la ecuacion asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de segundo grado,
obteniendo asi solo dos estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.27 se muestran dichos desdoblamientos, incluido el espin con
respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.27: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Para el caso de esta configuraciéon de confinamiento de ¢9 = 7, a diferencia del
primer caso se observa que los bloques degenerados se desfasan 3 bloques con respecto
a la configuracién de confinamiento de ¢y = w. Ademds de que para esta configuracién
de confinamiento se presentan una menor nimero de bloques para analizar, respecto a
los confinamientos anteriores.

A diferencia del primer caso, en esta configuracion no se obtiene ningin bloque en el
que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principalmente
a que la estructura de cada bloque esta en funcién del dngulo de confinamiento de
acuerdo con la ecuacién (2.12). Pero un hecho que si es importante al resaltar es la
forma en que se generan los bloques de acuerdo a sus sub-bloques. De acuerdo con las
reglas de seleccion definidas en la seccion 3.4 y de los resultados que se presentaron en
las secciones anteriores, obtenemos que cada bloque se conecta con el anterior y con el
siguiente, esto por que para el sub-bloque con ng: y ng par hereda la misma estructura
del sub-bloque con ng: y ngnon del subespacio anterior y a su vez el nuevo sub-bloque
generado con ng: vy ng impar heredara la estructura para el sub-bloque del siguiente
subespacio con ngr y ng par. Para este caso en particular, dicho .2nidamiento” de bloques
se ve desfasado en cada bloque, de modo que en el nimero de bloque non se presenta
dicho .2nidamiento”, mientras que si el numero de bloque es par el .2nidamiento”se
estaciona de tal forma que para estos bloques sus propios sub-bloques comparten la
misma estructura, heredada del sub-bloque con ng y ng impares del subespacio anterior.
Aunque dicho efecto solo se logra apreciar en un bloque.

4.5. Angulo de Confinamiento 37”

Considerando el angulo de confinamiento ¢g = 37”, este genera ocho distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ny, de acuerdo con la tabla
2.4 en la seccién de 37”
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4.5 Angulo de Confinamiento 37“

4.5.1. Sexto nivel energético, etiquetado por v = 11/3

Comenzando con el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de
37”, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 4 x 4, se obtiene
un sub-bloque de 3 x 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al obtener dos
raices para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo
magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos
niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.28 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.28: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 4 x 4, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1 x 1 y otro de 3 x 3. Para el caso del primer sub-bloque de 1 x 1 la energia de
este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 x 3 se observa que al aplicar el método descrito en la seccién
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneracién persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso del sub-bloque de 3 x 3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenergias, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenergia pero
con diferente signos. En las figuras 4.29 y 4.30 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.29: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.
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Figura 4.30: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = 0.693801,b =
—0.312122 y ¢ = 0.649015 , esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta

configuracién de confinamiento de ¢g = 37”

4.5.2. Octavo Bloque nivel energético, etiquetado por v = 13/3

De manera andloga al sexto bloque, la dimensién del octavo es de D = 4 x 4,
se obtiene un sub-bloque de 3 x 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz
distintos de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante
secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de
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4.5 Angulo de Confinamiento 37”

segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracién al
obtener dos raices para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz
se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a
través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta
en dos distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.31 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

~0723} / ] 0799 —

-0.724 i / : ‘._, 0.724 _,—"’"" =
[ ] iy T

o725 | i e —

AE"(Puw)

t 0.726 T
~0.726 | - T—

1) 2)

Figura 4.31: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.5.3. Noveno nivel energético, etiquetado por v = 14/3

Para el noveno bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de 37“, se
observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 x 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny
y ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracién, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.26 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un

campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.32: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al noveno nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.5.4. Deécimo nivel energético, etiquetado por v =5

De manera andloga al sexto bloque, la dimensién del décimo es de D = 4 x 4,
se obtiene un sub-bloque de 3 x 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz
distintos de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante
secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de
segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al
obtener dos raices para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz
se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a
través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta
en dos distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.33 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.33: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al décimo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con espin 2).
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4.5 Angulo de Confinamiento 37“

4.5.5. Onceavo nivel energético, etiquetado por v = 16/3

Para el onceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de 37“, se

observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 x 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ng
y ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracién, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.34 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.34: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al onceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.5.6. Doceavo nivel energético, etiquetado por v = 17/3

En el doceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la secciéon de 37”, se

observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 9 x 9, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny
v ng son impares y para el otro caso la dimensiéon del sub-bloque es de 6 x 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6 X 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque la ecuacién asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo asi solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento
de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de energia dentro del
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espacio degenerado. En la figura 4.35 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el
espin con respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.35: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al doceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.5.7. 'Treceavo nivel energético, etiquetado por v =6

Para el onceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de 37”, se

observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 x 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ng
y ng son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneracién, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.36 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variaciéon de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.36: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al treceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.5.8. Catorceavo nivel energético, etiquetado por v = 19/3

En el catorceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de 37”, se

observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 9 x 9, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny
y ng son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de 6 x 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6 x 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque hereda la estructura del sub-bloque del doceavo bloque obte-
niendo asi solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.37 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin
con respecto a la variacion de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.37: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al catorceavo nivel dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).
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En el caso de esta configuracion de confinamiento de ¢y = 37”, a diferencia de
los primeros cuatro casos se observa que los bloques degenerados, esta configuracién
de confinamiento presenta una mayor cantidad de bloques degenerados con distintos
valores en ng y ng. Pero de estos ocho bloques degenerados solo se obtienen tres
estructuras distintas, de modo que para los bloques que comparten la misma dimensién
se tiene que también comparten la misma estructura, ademas de que los bloques de
dimension menor heredan la estructura de sus sub-bloques a los siguientes bloques. De
modo que cuando la dimensién del bloque es de 4, solo se desdoblan dos estados, cuando
es seis solo se desdoblan cuatro estados y cuando a dimensién del bloque es nueve solo

se desdoblan seis.
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4.6. Angulo de Confinamiento =F

Considerando el dngulo de confinamiento ¢y = %’r, este genera cinco distintos blo-
ques degenerados que contienen distintas etiquetas cudnticas en ng, de acuerdo con la

tabla 2.4 en la seccién de 5{

4.6.1. Doceavo nivel energético, etiquetado por v = 23/5

Comenzando con el doceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién
de ‘%“, se observa que la dimension del subespacio degenerado es D = 5 x 5, de este
bloque se obtiene un sub-bloque de 3 x 3 . Para este caso al momento de diagonalizar,
al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio de tercer grado, el cual se
reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que
rompen la degeneracion al obtener dos raices para este polinomio se observa que todos
los elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados
son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas
espectrales se presenta en dos distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado.
FEn la figura 7?7 se muestran dichos desdoblamientos desdoblamientos incluido para el

espin con respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.38: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al doceavo bloque dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 5 x 5, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 X 2 y otro de 3 x 3. Para el caso del primer sub-bloque de 2 x 2 la energia
de este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 3 x 3 se observa que al aplicar el método descrito en la
seccién 3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al
bloque degenerado se reduce de un polinomio de tercer grado, a un polinomio de se-
gundo grado. Por lo que en este bloque se observa que la degeneracién persiste. Pero
al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente ob-
tenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso
del sub-bloque de 3 x 3 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenergias, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenergia pero con diferente signos. En las figuras 7?7 y 7?7 se presentan las
Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.

b)¥, =ic|006 >

a¥,=al301>+5b|12]1 >

Figura 4.39: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.
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a)f',=—al|30l > -b]121 > bYW, = ic| 006 >
=

Figura 4.40: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La
seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = —0.627293,b =
0.326349 y ¢ = 0.707107 y esto para ambas funciones mostradas.

4.6.2. Quinceavo nivel energético, etiquetado por v = 26/5

Para el quinceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de %’r, se
observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 5 x 5, de este bloque se
obtiene un sub-bloque de 3 x 3, de manera analoga al caso anterior. Para este caso al
momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio
de tercer grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo
se obtienen dos estados que rompen la degeneracién al obtener dos raices para este
polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no
se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo magnéti-
co. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de
energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.41 se muestran dichos desdobla-
mientos desdoblamientos incluido para el espin con respecto a la variaciéon de un campo

magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.41: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al quinceavo nivel dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.6.3. Diecisieteavo nivel energético, etiquetado por v = 28/5

En el diecisieteavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccién de 5{, se
observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 7 X 7, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny
y ng son impares y para el otro caso la dimensién del sub-bloque es de 4 x 4. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 4 x 4 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneracién, mientras
que en el segundo bloque la ecuacién asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de cuarto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo asi solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento
de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de energia dentro del
espacio degenerado. En la figura 4.42 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el
espin con respecto a la variacién de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

-0.4320

-o4szsp //' 0.4325

-0.4330 | /_F;,_::- ] o330
3 -oa3ss| / ] _\J 0.4335
E 0.4340 | o 1 <9 -04340
0. 4348 \ 0.4345
. \ 0.4350

BT B(T)

1) 2)

Figura 4.42: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al diecisieteavo nivel de-

generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

95



4. RESULTADOS: DESDOBLAMIENTOS DE NIVELES DE ENERGIA Y
EIGENFUNCIONES PARA LAS DISTINTOS CONFIGURACIONES DE
CONFINAMIENTO

4.6.4. Dieciochoavo nivel energético, etiquetado por v =29/5

Para el dieciochoavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccion de %’T,
se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 5 x 5, de este bloque se
obtiene un sub-bloque de 3 x 3, de manera analoga al caso anterior. Para este caso al
momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio
de tercer grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo
se obtienen dos estados que rompen la degeneracién al obtener dos raices para este
polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no
se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de energia
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.43 se muestran dichos desdoblamientos ,

incluido el espin con respecto a la variaciéon de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

}
AE" ()
|

Figura 4.43: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al dieciochoavo nivel de-

generado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

4.6.5. Veinteavo nivel energético, etiquetado por v = 31/5

De manera analoga al diecisieteavo bloque de degeneraciones, el veinteavo bloque
de degeneraciones de la tabla 2.4 en la seccion de %’r, se observa que la dimensién del
subespacio degenerado es D = 7 x 7, para este caso el bloque queda dividido en un sub-
bloque de dimensién 3 x 3 para el caso en el que ny y ng son impares y para el otro caso
la dimensién del sub-bloque es de 4 x 4. El primer sub-bloque con paridad par hereda
la estructura del sub-bloque de 3 x 3 del subespacio degenerado anterior, mientras que
el sub-bloque de 4 x 4 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque
solo un estado mantiene la degeneracion, mientras que en el segundo bloque la ecuacién
asociada al determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de
cuarto grado se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo asi solo cuatro estados que
se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de energia dentro del espacio degenerado. En la figura 4.44 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el espin con respecto a la variacién de un
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campo magnético de 0 a 3 teslas.

- 0.355
\\ 0.356

B(T BT
1) 2)

Figura 4.44: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al veinteavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Para el caso de esta configuracién de confinamiento de ¢g = 5%,de manera analoga
al caso anterior esta configuracién de confinamiento repite las mismas dos estructuras
para los cinco bloques degenerados. Pero de estos cinco bloques degenerados solo se
obtienen dos estructuras distintas, de modo que para los bloques que comparten la
misma dimension se tiene que también comparten la misma estructura, ademas de que
los bloques de dimensién menor heredan la estructura de sus sub-bloques a los siguientes
bloques. De modo que cuando la dimensién del bloque es de cinco solo se desdoblan
dos estados y cuando a dimensién del bloque es siete solo se desdoblan cuatro estados.

4.7. Angulo de Confinamiento %

Considerando el angulo de confinamiento ¢g = %, este genera un bloque degenerado

que con distintas etiquetas cuanticas en ng, de acuerdo con la tabla 2.4 en la seccién
T
de -

4.7.1. Veinteavo nivel energético, etiquetado por v = 39/7

Comenzando con el veinteavo y tnico nivel energético degenerado de la tabla 2.4 en
la seccién de %”, se observa que la dimensién del subespacio degenerado es D = 6 X 6,
de este bloque se obtiene un sub-bloque de 4 x 4 . Para este caso al momento de
diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio de cuarto
grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos
estados que rompen la degeneracion al obtener dos raices para este polinomio se observa
que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que
estados son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de energia dentro del espacio

o7



4. RESULTADOS: DESDOBLAMIENTOS DE NIVELES DE ENERGIA Y
EIGENFUNCIONES PARA LAS DISTINTOS CONFIGURACIONES DE
CONFINAMIENTO

degenerado. En la figura 4.45 se muestran dichos desdoblamientos incluido para el espin
con respecto a la variacion de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

-0.1677

-0.1678

AE'(hw)

-0.1679
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~—— ] -0.1680

~—_ ] ~0.1681

B(T B(M
1) 2)

Figura 4.45: Desdoblamiento Zeeman para la energia asociada al veinteavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con espin 2).

Al considerar el bloque de 6 x 6, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 x 2 y otro de 4 x 4. Para el caso del primer sub-bloque de 2 x 2 la energia
de este bloque queda asociada a la energia inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 4 x 4 se observa que al aplicar el método descrito en la
seccién 3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al
bloque degenerado se reduce de un polinomio de curto grado, a un polinomio de se-
gundo grado. Por lo que en este bloque se observa que la degeneracion persiste. Pero
al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente ob-
tenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenergias. Para el caso
del sub-bloque de 4 x 4 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenergias, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenergia pero con diferente signos. En las figuras 4.46 y 4.47 se presentan
las Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.46: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

0

-0.1
-0.2
-03
-04

a)¥, =al401 > +Db|221 > +c|041 >

P)W, = —id|008 >

Figura 4.47: Eigenfuncién (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo). La

seccién a) muestra la componente real de la funcién, mientras que la seccién b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada funcién son los siguientes: a = —0.60901,b =
0.349637,c = —0.0828321 y d = 0.707107, esto para ambas funciones mostradas. Para

el caso de esta configuracion de confinamiento de ¢g

= %’r, a diferencia de todos los

casos anteriores, para esta configuracion de confinamiento solo se genera un bloque

degenerado.
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Capitulo 5

Conclusiones

Al imponer condiciones de frontera al dtomo de Hidrégeno por medio de planos
meridianos situados en las coordenadas ¢g = 0 y ¢ = ¢g, se reconoce un rompimiento
de simetria SO(2). A consecuencia de esto [, cesa de ser cantidad conservada y las
eigenfunciones del cuadrado de la componente axial del momento angular se ven afec-
tadas, viéndose remplazadas por funciones sin(u¢g), las cuales cumplen la condicién
de anularse en las caras del dngulo diedro. El eigenvalor asociado, queda en funcién
del angulo de confinamiento ¢g y los nimeros cuanticos orbital y principal [ y n se
conviertenen A=ng+uyv=n, +ng+ pu+ 1.

A raiz del rompimiento de simetria, los eigenvalores de la energia (2.12) y sus dege-
neraciones quedan en funcién del angulo de confinamiento, ademéas de que se observa
una reduccién de orden en la degeneracién de los niveles de energia con respecto al
atomo libre. Partiendo de la condicién de estados degenerados v/ = v, junto con la
Ec.2.13, se definen 8 distintas configuraciones de estados degenerados en términos de
los angulos mostrados en la Fig. 2.1. Para efectos practicos se ilustran y emplean una
serie finita de niveles degenerados de acuerdo con las Tablas 2.3 y 2.4.

El andlisis para el efecto Zeeman en el atomo de Hidrogeno confinado por medio
angulo diedro, se inicia construyendo la matriz asociada al operador H = —[i - Benla
base de estados degenerados. La evaluacion de los elementos de matriz de la componente
% es factorizable de acuerdo con la ecuacién 3.3. De modo que la construccién de los
elementos es por medio del cédlculo del operador [, actuando sobre la funcién de onda y
calculando los traslapes (3.5) y (3.6). A partir de esto se definen las reglas de seleccién
en los respectivos nimeros cudnticos, nj —ne nones, ny —ng pares, n, y n, compatibles
con las condiciones anteriores y la degeneracion. La regla de seleccion de paridad para
las funciones polares separa la matriz D x D en dos bloques Dy x Dy y D_ x D_ con
D, + D_ = D. Esta ultima regla de permite la identificacién de encajes estructurales
sobre los niveles energéticos consecutivos. Esto reduce los trabajos de calculo, mejora
la precisién de los resultados y facilita su interpretacion.

El anélisis para cada una las distintas configuraciones de confinamiento se divi-
de en dos casos, cuando p es entero las configuraciones a analizar son con ¢y =
/4, m/3,m/2,m. A su vez el primer caso se divide en dos subcasos , el primero es
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5. CONCLUSIONES

cuando el eigenvalor p es impar y el segundo cuando el eigenvalor i es par. Las con-
figuraciones que pertenecen al primer subcaso con p impar son ¢g = Ty ¢og = 7/3.
Para ambos casos se obtienen cinco distintos niveles degenerados con distintos valores
en el nimero cuantico ng, donde cada nivel degenerado, a excepcién del primero, se
conecta con el siguiente y a su vez con el anterior. Para el bloque degenerado con con
distintos valores de n4, por la regla de paridad se tiene que cada nivel se divide en dos
submatrices. El primero para el caso en que ng: y ng son pares y el segundo cuando
ng’ y ng son impares. Para el segundo sub-caso las configuraciones de confinamiento
pertenecientes a este son ¢g = 7/2 y ¢9 = /4, en ambos casos se aprecia que para
estos casos el eigenvalor p es par. Para el caso en que ¢y = /2 se presentan seis niveles
degenerados, cada uno con distintos valores para ng. Mientras que para el caso en el
que ¢g = /4 solo se presentan tres niveles degenerados.

Para el siguiente caso los angulos de confinamiento correspondientes a este son
¢o =371/2, ¢po =571/3y ¢o = 7w /4. A diferencia del caso anterior estas configuraciones
no tienen una secuencia especifica, ya que para estos casos los bloques para los estados
que son etiquetados por la misma energia se generan modulo el numerador del angulo
de confinamiento. De esta forma para cada configuracién de confinamiento dada en
funcién del angulo que se obtiene un ntmero distinto de niveles con distintos valores
en ng. De tal forma que para el d4ngulo de confinamiento ¢g = 37/2 se obtienen nueve
niveles degenerados, donde solo se logran diferenciar tres distintas estructuras de los
nueve niveles degenerados. Para el dngulo de confinamiento ¢y = 57/3 se andlizan
cinco niveles degenerados, donde solo se logran diferenciar dos distintas estructuras de
los cinco niveles degenerados y para el dngulo de confinamiento ¢y = 77/2 se obtienen
un nivel degenerado. Partiendo de este andlisis se aprecia que cuando v — oo, por que
= ngm/Ppo — 0 para ¢pg — 0 todos los estados se vuelven degenerados en el limite del
umbral de ionizacién E — 0.

Al analizar el caso cuando el dngulo de confinamiento ¢g = 27, no se recupera el caso
libre por que la condicién de frontera impone una singularidad en un punto. Debido a
la estructura de pu = ngm/2m = ny/2, por la primera regla de seleccién el efecto Zeeman
se suprime y para este caso considerar un método perturbativo a primer orden no es
suficiente para remover la degeneracién sobre los distintos niveles energéticos.

Posteriormente, una vez que se obtienen los desdoblamientos Zeeman para cada
uno de los bloques degenerados con distintos valores en ng, para los primeros bloques
de cada configuracion de confinamiento se desarrollan la representacion gréafica de las
eigenfunciones para los estados que estan etiquetados por la misma energia pero con
signo distinto. A cada una de las nuevas etiquetas de la energia le corresponde una
eigenfuncién distinta, donde después de obtener los eigenvectores asociados a las eige-
nenergias, se reescribe cada eigenvetor como combinacién lineal de elementos de la base
de funciones para cada bloque degenerado. Graficando cada eigenfuncién como cortes
a un radio fijo, se obtienen las graficas para las eigenfunciones correspondientes a los
primeros bloques degenerados, se hizo un andlisis de estas graficas en funcién de color,
con el fin de que para cada estado graficado sea posible hubicar los minimos, maximos
y nodos de cada eigenfuncion. Mostrando de manera grafica mediante este andlisis la
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ortogonalidad de estas eigenfunciones.

Para el trabajo a futuro se propone continuar este mismo estudio pero incorporando
las coordenadas paraboloidales y esferoidales prolatas mostradas en [3]. Ademas de
identificar a fondo os encajes estructurales que se presentan en cada conjunto de niveles
energéticos correspondiente a cada distinto angulo de confinamiento. De igual forma se
continua la investigaciéon con respecto al rompimiento y restauracién de la simetria en
este sistema confinado, incluyendo el estudio para otros angulos de confinamiento.
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Apéndice A

Apéndices

A.1. Apéndice 1: Teoria de Perturbaciones para Estados
Degenerados

Teoria de Perturbaciones independiente del tiempo es un método de aproximacién
el cual se aplica bajo el siguiente contexto: al conocer la solucién al problema de eigen-
valores del Hamiltoniano H?, lo que se busca es una solucién de la forma H = HY+ H’,
donde H' es una perturbacién al problema y H' << HY [6], [8]. Al considerar H como
el Hamiltoniano de interaccién del electrén y el protén, mientras que H' representa la
interaccion del sistema con un campo externo.

Al considerar un nivel de energfa EQ, al cual corresponde un conjunto de distintos
eigenestados |¢, > los cuales poseen la misma energia y pertenecen al subespacio de
dimension D, se tiene

H\¢; >= ES|¢; >, (A1)

coni = (1,2,3,..,d) con d la dimensién del subespacio dgenerado. Al considerar la apro-
ximacién a orden cero es posible escribir la eigenfuncién |¥,, > como una combinacién
lineal en términos de |¢p, >:

W, >= " caldba > . (A.2)
a=1

Ya que cada estado es ortonormal con respecto a cada etiqueta i, ie < ¢q|dy >= 0q.p,
se asegura que |¥,, > sea ortonormal al resultar una combinacién lineal en términos de
los coeficientes a. Para determinar cual es la correccién a primer orden de la energia,
consideramos la correccién al Hamiltoniano de la forma H = HY 4+ H' y aplicandoles
(A.1), (A.2) y operando con < ¢3| se obtiene la correccién a la energia de la forma

d
b Bn =ap B9 + Y _a < ¢|H'|¢a >, (A.3)
a=1
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al aplicar la propiedad de ortonormalidad < ¢p|pq >= 054 a la ecuacién (A.3), esta se

puede reescribir como:
d

> (Hio = Eydpa)a = 0. (A.4)

a=1
Al elegir una base de estados en la cual H' no contenga elementos en la diagonal,
tal que la diagonal del operador se vuelvan ceros. Usando las combinaciones lineales
de estados degenerados sin perturbar, aplicindoles el operador H y diagonalizando
la matriz asociada al operador en la base de estados del subespacio abarcado por los
estados degenerados sin perturbar de dimension D. Por lo que al generar la matriz
en términos de la ecuacién (A.4), esta determina los eigenvalores a primer orden y
del d-avo nivel del método de teoria de perturbaciones para estados degenerados. El
procedimiento para el siguiente:

1. Para cada nivel con D un numero de estados degenerados, se construye la matriz
de perturbacién de D x D con base al operador H', para este caso concreto del
atomo confinado por dngulo diedro es valido H' =< ¢g|l,|¢p >.

2. Se prosigue a diagonalizar dicha matriz para encontrar los eigenvalores que re-
presentan el cambio a la energia de la forma E}Ia donde (n, =1,2,3,...,d =y los
correspondientes eigenvectores asociados a cada estado

Vaq

Vay

Vg = . (A.5)

Vay

3. Finalmente la correccién de la energia a primer orden esta dada como:
E,,=E)+E} | (A.6)

con los eigenvectores correspondientes asociados a cada estado.
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A.2. Apéndice 2: Tablas complementarias

b0 =m/4 bo=m/3 o =m/2

ng,ng, i | v | Dy +D_ | np,ng,p | v | Dy +D_ | npyng,p | v | Dy +D_
001 5 0+1 003 4 1 002 3 1
104 6 1+1 103 5 1+1 102 4 1+1
014 013 012

204 7 1+2 203 6 1+2 102 5 1+3
024 023 022

114 113 004

304 8 242 303 7 2+3 112

124 123 302 6 3+3
214 006 122

034 213 104

402 9 2+4 033 212

224 403 8 3+4 032

044 223 014

008 043 402 7 3+6
314 106 222

134 313 042

504 10 4+4 133 204

324 016 024

144 503 9 4+5 006

108 143 312

414 323 132

234 206 112

054 026 502 8 6-+6
018 413 322

604 11 446 233 142

424 053 304

244 116 124

064 603 1068 H+7 106

208 423 412

028 243 232




A.2 Apéndice 2: Tablas complementarias

Ny, Ng, W

D, +D_

001

101
011
002

1+2

201
021
102
003
111
012

2+4

301
121
202
022
103
004
211
031
112
013

446

401
221
041
302
122
203
023
104
005

Qo
=
=

6+9

212
032
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