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de Hidrógeno Confinado por Ángulo
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Resumen

El átomo de Hidrógeno confinado por ángulos diedros es una variante de la mode-
lación de Levine de impurezas donadoras en la superficie de un semiconductor como
estados del átomo de Hidrógeno con superficies nodales ecuatoriales [1]. Efectivamente,
la variante consiste en considerar planos meridianos en φ = 0 y φ = φ0 = π en vez del
plano ecuatorial y después considerar otros valores de φ0. La investigación original de
confinamiento en ángulos diedros [3], reconoció el rompimiento de simetŕıa SO(2) en
el átomo de Hidrógeno en que las eigenfunciones del cuadrado de la componente axial
del momento angular sin(µφ), tienen eigenvalores µ = nφπ/φ0, con nφ = 1, 2, 3, ... que
ya no son enteros en general y convierten los números cuánticos orbital l y principal n
del átomo libre en λ = nθ + µ y ν = nr + nθ + µ+ 1, en las respectivas eigenfunciones
polar y radial y el eigenvalor de la enerǵıa. Entre las manifestaciones del rompimiento
de simetŕıa destacan:

1. La reducción de orden de degeneración de las eigenfunciones de los niveles de
enerǵıa.

2. El átomo adquiere un momento dipolar eléctrico.

3. El término de contacto de Fermi en la estructura hiperfina se anula.

4. Se cuantifican los efectos de distribución de presión en las superficies confinantes
del ángulo diedro.

En esta tesis se analiza el efecto Zeeman en el Átomo de Hidrógeno confinado en
ángulos diedros, problema que se planteó en [3] pero para el cual ya no hubo tiempo
de ser abordado. El análisis parte del Hamiltoniano de interacción entre el momen-
to magnético del electrón, con sus contribuciones orbital y de esṕın, con un campo
magnético externo. El método para determinar el desdoblamiento de los niveles de
enerǵıa consiste en la construcción de la matriz del Hamiltoniano de Zeeman en las
bases de estados degenerados para cada nivel del átomo confinado. Aqúı nos concen-
tramos en la contribución orbital, sabiendo que la contribución de esṕın esta asociada
a los estados de sus proyecciones ms = 1/2 y ms = −1/2 que no dependen del efecto de
confinamiento. Los elementos de matriz de la componente axial del momento angular
orbital < n′r, n

′
θ, µ
′|l̂z|nr, nθ, µ > estan restringidos por las reglas de selección µ′±µ non,
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n′θ±nθ par, y n′r y nr compatibles con las anteriores y con la condición de degeneración
de ν ′ = ν. Los estados de degeneración D determinan el tamaño D × D de la matriz
del Hamiltoniano; las reglas de selección de paridad de las funciones polares distinguen
D = D+ + D− y separan los bloques D+ × D+ y D− × D− en la matriz completa.
Esto reduce el esfuerzo computacional, mejora la precisión de los resultados numéricos
y facilita la identificación e interpretación de los eigenvalores de las enerǵıas Zeeman
y sus respectivas eigenfunciones, en la diagonalización de las matrices. Se ilustran los
resultados para el ángulo de confinamiento φ0 = π/4, π/3, π/2, π, 3π/2, 5π/3, 7π/4. Se
formulan conclusiones generales:

1. Los promedios de las enerǵıas Zeeman son nulos.

2. Por cada nivel de enerǵıa positiva hay un compañero con la misma enerǵıa nega-
tiva.

3. Sus funciones de onda son complejas conjugadas.

4. Algunos niveles no cambian y conservan sus eigenestados originales.

5. Al agregar la contribución del esṕın se incorporan los corrimientos respectivos.
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4.1. Ángulo de Confinamiento π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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4.5.1. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 11/3 . . . . . . . . . . 45
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4.5.4. Décimo nivel energético, etiquetado por ν = 5 . . . . . . . . . . . 48
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A.1. Apéndice 1: Teoŕıa de Perturbaciones para Estados Degenerados . . . . 65
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ÍNDICE GENERAL

Bibliograf́ıa 73

Bibliograf́ıa 73

xiii
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nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2). . . . . . . . . . . 23
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4.13. Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al sexto nivel degene-
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nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2). . . . . . . . . . . 40
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4.33. Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al décimo nivel dege-
nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2). . . . . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Introducción

El átomo de Hidrógeno confinado en ángulos diedros es una variante de la mode-
lación de Levine para impurezas donadoras en la superficies de un semiconductor [1].
Efectivamente, la investigación original de confinamiento en ángulos diedros [2],[4], [? ]
, subraya los efectos de superficie que se manifiestan como rompimiento de simetŕıa de
rotación alrededor de la arista del ángulo:

1. Las eigenfunciones de la componente axial del momento angular orbital son rem-
plazados por eigenfunciones del cuadrado de esa componente que se anulan en las
caras del ángulo diedro sin(µφ), con eigenvalores µ = nφπ/φ0, con nφ = 1, 2, 3, ...
y la paridad definida −(−)nφ con respecto al ángulo diedro φ0/2 que lo bisecta
ángulo diedro.

2. Los polinomios de Legendre con asociatividad no entera Pµnθ+µ contienen poten-
cias pares y nones de su argumento cos(θ); sus representaciones en términos de
funciones hipergeométricas con argumento (1− cos(θ))/2 y (1 + cos(θ))/2 permi-
ten restablecer la simetŕıa de paridad superponiéndolos con un coeficiente (−)nθ

en la segunda. La combinación nθ + µ = λ es la etiqueta para el cuadrado del
eigenvalor del momento angular λ(λ+ 1)~2.

3. Las funciones radiales son del mismo tipo que del Hidrógeno libre con el reemplazo
de la etiqueta de momento angular orbital l por λ en el factor de remoción de la
singularidad al origen rλ y en los polinomios de Laguerre asociados y el número
cuántico principal n por la etiqueta cuántica ν = nr + nθ + µ + 1 en el factor
exponencial que asegura el buen comportamiento al infinito exp(−r/νa0) y en el
argumento 2r/νa0 de los polinomios.

4. Los eigenvalores de la enerǵıa son Eν = −e2/2a0ν2 y en consecuencia sus dege-
neraciones dependen del ángulo de confinamiento y son menores que en el átomo
libre. Cuando ν →∞ por que µ = nφπ/φ0 → 0 para φ0 → 0, todos los niveles de
enerǵıa tienden asintóticamente a cero, cuando µ → ∞, incluyendo el ĺımite de
ionización.
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1. INTRODUCCIÓN

5. Cuando φ0 → 2π no se recupera el ĺımite de átomo libre, por que la presencia del
electrón esta excluida del semiplano meridiano mismo.

Los cambios en las funciones de onda en sus dependencias en las respectivas coor-
denadas y etiquetas cuánticas se menciona sucesivamente:

1. El átomo de Hidrógeno confinado adquiere un momento dipolar eléctrico, cuya
componente axial es nula y cuya dirección en el plano ecuatorial es hacia el núcleo
en la dirección del ángulo que bisecta al ángulo de confinamiento.

2. Se calculan las distribuciones de presión en los planos de confinamiento 0 y φ0 para
el átomo de Hidrógeno en los estados mas bajos, en función de la distancia radial y
en direcciones polares fijas. Para el estado base la presión toma valores positivos;
para estados excitados aparecen regiones con presiones negativas pequeñas, es
decir tensiones.

3. En conexión con la estructura hiperfina, la probabilidad de encontrar al electrón
en la posición del núcleo se anula debido a la presencia del factor rλ en la función
radial y por tanto el término de contacto de Fermi se anula y no hay contribución
isotrópica. Para contribuciones cuadrupolares, los valores esperados de (3cos2(θ)−
1)/r3 y sin2(θ)cos(2φ′)/r3 involucran integrales radiales, polares y en φ′ referido
al ángulo de bisector que son directos y conducen a las componentes anisotrópicas
axial Azz y transversal Ax′2−y′2 respectivamente como funciones de µ.

En la referencia [3] se planteo el análisis del Efecto Zeeman para el átomo de
Hidrógeno confinado en ángulo diedros, pero por razones de tiempo quedó pendien-
te.

En esta tesis se reporta el análisis completo partiendo del Hamiltoniano para la
interacción de los momentos energéticos orbital y de esṕın en un campo magnético
uniforme. El método de solución se reconoce que es el de Teoŕıa de Perturbaciones de
Estados Degenerados, que requiere la construcción de la matriz del Hamiltoniano de
interacción en la base de estados degenerados y sus diagonalizaciones, para obtener los
desplazamientos de los niveles de enerǵıa Zeeman con respecto a la enerǵıa común de
los estados de la base y sus respectivos eignvectores en la base escogida.

Consecuentemente el resto de la tesis esta organizada de la siguiente manera. Caṕıtu-
lo 2 describe las soluciones de la ecuación de Schrödinger para el átomo de Hidrógeno,
sujeto a las condiciones de frontera de anularse en los planos meridianos φ = 0 y φ = φ0
que definen el ángulo diedro de confinamiento. Se destacan los cambios en las etiquetas
cuánticas magnética y orbital, µ y λ = nθ + µ, con respecto al caso del átomo libre
con valores enteros, m y l = nθ + m y de ν = nr + nθ + µ + 1 como etiqueta cuánti-
ca principal en vez de n. También se identifican las degeneraciones D de los estados
|nr, nθ, µ = nφπ/φ0 > para cada ángulo de confinamiento φ0.

Caṕıtulo 3 formula la construcción de la matriz de la parte orbital del Hamiltoniano
de Zeeman, reconociendo que la parte de esṕın no es afectada por el confinamiento y se
reduce al desdoblamiento de sus estados con ms = 1/2 y ms = −1/2, respectivamente.
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Para cada conjunto de estados |nr, nθ, µ > con degeneración D, los elementos de la
matriz de la componente z del momento angular lz = −i~∂/∂φ, conduce a reglas de
selección en los respectivos números cuánticos, n′φ − nφ nones, n′θ − nθ pares, nr y n′r
compatibles con las condiciones anteriores y la degeneración. La regla de selección de
paridad para las funciones polares separa la matriz D ×D en dos bloques D+ ×D+ y
D− ×D− con D+ +D− = D. Esto reduce los trabajos de cálculo, mejora la precisión
de los resultados y facilita su interpretación.

Caṕıtulo 4 ilustra de manera sistemática los desdoblamientos de los niveles Zeeman
orbital como funciones del ángulo de confinamiento y sus eigenfunciones respectivas. De
la comparación de los resultados para cada ángulo también se reconocen conclusiones
comunes a ellos.

Caṕıtulo 5 se presenta un resumen del trabajo realizado, comentarios sobre los
resultados y sus conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Eigensoluciones exactas y sus

Degeneraciones para el Átomo de

Hidrógeno Confinado por Ángulo Diedro

en Coordenadas Esféricas

2.1. Separación de la Ecuación de Schrödinger en coorde-

nadas esféricas

La ecuación de Schrödinger ĤΨ = EΨ [7], [6], [8] de estados estacionarios para el
átomo de Hidrógeno es

−~2

2m
∇2Ψ− e2

r
Ψ = EΨ. (2.1)

Su forma explicita en coordenadas esféricas toma la forma

− ~
2m

[
1

r2
∂

∂r
(r2

∂Ψ

∂r
) +

1

r2sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂Ψ

∂θ
) +

1

r2sin2θ
(
∂2Ψ

∂φ2
)]− e2

r
Ψ = EΨ. (2.2)

Para encontrar la solución a esta ecuación se utiliza el método de separación de variables
con la función de onda de factorizable Ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ). La substitución de
esta función en la Ec. (2.2) conduce a las ecuaciones diferenciales ordinarias:

d2Φ

dφ2
= m2Φ, (2.3)

reconociendo la presencia de la componente z del operador del momento angular en

la Ec.((2.2)), l̂z
2

= −~2 ∂2

∂φ2
, la cual se identifica como una constante de movimiento.
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2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ÁTOMO DE HIDRÓGENO CONFINADO POR ÁNGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFÉRICAS

Las otras ecuaciones diferenciales ordinarias comparten la constante de separación de
la forma l(l + 1), la cual es el eigenvalor del cuadrado del momento angular:

1

sinθ

d

dθ
(sinθ

d

dθ
) +

µ2

sin2θ
]Θ(θ) = l(l + 1)Θ(θ)

{− ~2

2me
[

1

r2
d

dr
(r2

d

dr
)− l(l + 1)

r2
]− e2

r
}R(r) = ER(r).

(2.4)

En las mismas ecuaciones se identifican las cantidades dinámicas conservadas, tales co-
mo: el cuadrado de la componente axial del momento angular, el cuadrado del momento
angular mismo y la enerǵıa, con sus respectivos eigenvalores l, n y sus constantes de
separación.

2.2. Soluciones Exactas para el Átomo de Hidrógeno con-

finado por ángulo diedro

En esta sección se analiza el átomo de Hidrógeno confinado por paredes impene-
trables en los semiplanos meridianos φ1 = 0 y φ2 = φ0, sujeto a las condiciones de
frontera:

Φ(φ1 = 0) = 0 y Φ(φ2 = φ0) = 0. (2.5)

Las posibles soluciones de la ecuación (2.3), son sin(µφ) y cos(µφ), pero ya que la
solución debe de satisfacer las condiciones de frontera, la solución de coseno queda
descartada y la solución queda de la forma

Φµ(φ) =

√
2

φ0
sin(µφ) (2.6)

de acueerdo con [3], con eigenvalores:

µ =
nφπ

φ0
, con nφ = 1, 2, 3, ... . (2.7)

Como consecuencia del confinamiento en general, µ ya no es entero e ilustra la mani-
festación del rompimiento de simetŕıa SO(2). Al analizar la ecuación para el ángulo
polar (2.4), la solución tiene el factor sinµ(θ) para remover las singularidades en θ = 0
y θ = π. El hecho de que el eigenvalor con las sustituciones µ deja de ser entero, genera
que las cantidades conservadas se sustituyan como m→ µ y l→ λ = nθ + µ y además
existen dos soluciones independientes de polinomios de Legendre asociados

2F1(−nθ, nθ + 2µ+ 1;µ+ 1; (1− cos(θ)/2)) y

2F1(−nθ, nθ + 2µ+ 1;µ+ 1; (1 + cos(θ)/2)).
(2.8)

Como consecuencia del rompimiento de simetŕıa cada polinomio contiene potencias
pares e impares de cos(θ), por lo tanto estos no tienen una paridad bien definida. La
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2.2 Soluciones Exactas para el Átomo de Hidrógeno confinado por ángulo diedro

paridad z para el átomo de Hidrógeno se debe mantener, lo cual se logra mediante la
superposición de ambos polinomios con el coeficiente relativo (−1)nθ , que conduciendo
a las soluciones con paridad bien definida:

Θµ
nθ

(cos(θ)) = Nnθ+µ
sinµθ

2
[2F1(−nθ, nθ + 2µ+ 1;µ+ 1; (1− cos(θ)/2))

+(−)nθ2F1(−nθ, nθ + 2µ+ 1;µ+ 1; (1 + cos(θ)/2))]
(2.9)

En la tabla 2.1 se ilustran estos polinomios.

nθ

0 1

1 cosθ

2 −1+(2µ+3)cos2θ
2(µ+1)

3 −3cosθ+(2µ+5)cos3θ
2(µ+1)

4 3−6(2µ+5)cos2θ+(2µ+5)cos4θ
4(µ+1)(µ+2)

5 15cosθ−10(2µ+7)cos3θ+(2µ+7)(2µ+9)cos5θ
4(µ+1)(µ+2)

6 −15∗45(2µ+7)cos2θ−10(2µ+7)(2µ+9)cos4θ+(2µ+7)(2µ+9)(2µ+11)cos6θ
8(µ+1)(µ+2)(µ+3)

7 −105cosθ+105(2µ+9)cos3θ−21(2µ+9)(2µ+11)cos5θ+(2µ+7)(2µ+9)(2µ+11)(2µ+13)cos7θ
8(µ+1)(µ+2)(µ+3)

Tabla 2.1: Polinomios asociados de Legendre con paridad definida (−)nθ

Por otra parte al analizar la ecuación radial 2.4, con la sustituciones de l→ λ = nθ + µ
y n→ ν se identifica la solución radial

Rnrλ(r) = Nnrλr
λe−r/νa0M(−nr, 2λ+ 2, 2r/νa0) (2.10)

donde rλ es el factor para remover la singularidad al origen, la exponencial asegura un
comportamiento asintótico correcto y se tienen funciones hipergeométricas confluentes
polinomiales . En la tabla 2.2 se ilustran las últimas.

Los eigenvalores de la enerǵıa se expresan en términos de la etiqueta cuántica prin-
cipal

ν = nr + nθ + µ+ 1, (2.11)

tomando la forma

Eν =
−e2

2a0ν2
(2.12)

donde a0 es el radio de Bohr.
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2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ÁTOMO DE HIDRÓGENO CONFINADO POR ÁNGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFÉRICAS

nr M(-nr, 2λ+ 2, 2r/νa0)

0 1

1 1− 2r/νa0
(2λ+2)

2 1− 2(2r/νa0)
(λ+2) + 2(2r/νa0)3

(2(λ+2)(λ+3))

3 1− 3(2r/νa0)
(2λ+2) + 6(2r/νa0)2

(2(2λ+2)+(2λ+3)) −
6(2r/νa0)3

(6(2λ+2)(2λ+3)(2λ+6))

Tabla 2.2: Funciones hipergeométricas confluentes polinomiales

2.3. Degeneraciones para distintas configuraciones de con-

finamiento por medio de ángulo diedro para el Átomo

de Hidrógeno

Las variaciones de las eigenerǵıas corresponden a variaciones en las etiquetas nr, nθ
y µ, donde la última de acuerdo con la Ec.((2.7)), queda en función del ángulo de
confinamiento. Los estados degenerados quedan determinados por la condición ν ′ = ν
según la Ec. (2.12), es decir n′r + n′θ + µ′ + 1 = nr + nθ + µ + 1. Para cada distinto
ángulo de confinamiento se presenta una distinta configuración de estados degenerados.
El número D indica el número de estados que se encuentran etiquetados por el mismo
nivel energético, pero con distintos valores en cada uno de sus números cuánticos,
dicho numero es D(nr+nθ+µ). La suma de número de estados degenerados para todos
los niveles define el número total de degeneración para cada configuración asociada a
un ángulo de confinamiento

D =
∑

nr,nθ,µ

D(nr+nθ+µ). (2.13)

En la figura ?? se muestran los distintos ángulos de confinamiento para los cuales
se identifican los distintos estados degenerados.
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2.3 Degeneraciones para distintas configuraciones de confinamiento por medio de
ángulo diedro para el Átomo de Hidrógeno

Figura 2.1: Distintos ángulos asociados a las configuraciones de confinamiento.

En las tabla 2.3 se ilustran las degeneraciones para los niveles de enerǵıa del átomo
de Hidrógeno para configuraciones de confinamiento con ángulos menores o iguales
a π, mientras que la tabla 2.4 ilustra las degeneraciones para la contraparte de los
ángulos mostrados en la tabla 2.3. Es importante reconocer que cuando el ángulo de
confinamiento es de φ0 = 2π, las eigenfunciones, las eigenerǵıas y el número de estados
degenerados difieren del caso para el átomo libre debido a las condiciones de frontera
en las Ec.s ((2.5)).
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2. EIGENSOLUCIONES EXACTAS Y SUS DEGENERACIONES PARA EL
ÁTOMO DE HIDRÓGENO CONFINADO POR ÁNGULO DIEDRO EN
COORDENADAS ESFÉRICAS

φ0 = π/4

nr+nθ nφ D

0 1 1

1 1 2

2 1 3

3 1 4

4 1 6

0 2

5 1 8

1 2

6 1 10

2 2

φ0 = π/3

n1+n2 nφ D

0 1 1

1 1 2

2 1 3

3 1 5

0 2

4 1 7

1 2

5 1 9

2 2

6 1 12

3 2

0 3

7 1 15

4 2

1 3

φ0 = π/2

n1+n2 nφ D

0 1 1

1 1 2

2 1 4

0 2

3 1 6

1 2

4 1 9

2 2

0 3

5 1 12

3 2

1 3

6 1 16

4 2

2 3

0 4

7 1 20

5 2

3 3

1 4

φ0 = π

n1+n2 nφ D

0 1 1

1 1 3

0 2

2 1 6

1 2

0 3

3 1 10

2 2

1 3

0 4

4 1 15

3 2

2 3

1 4

0 5

5 1 21

4 2

3 3

2 4

1 5

0 6

Tabla 2.3: Representación de los niveles degenerados para ángulos menores o iguales a π.
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2.3 Degeneraciones para distintas configuraciones de confinamiento por medio de
ángulo diedro para el Átomo de Hidrógeno

3π/2

nr+nθ nφ D

0 1 1

0 2 1

1 1 2

0 3 1

1 2 2

2 1 4

0 4

1 3 2

2 2 4

0 5

3 1 6

1 4

2 3 4

0 6

3 2 6

1 5

4 1 9

2 4

0 7

3 3 6

1 6

4 2 9

2 5

0 8

5π/3

n1+n2 nφ D

0 1 1

0 2 1

1 1 2

0 3 1

1 2 2

0 4 1

2 1 3

1 3 2

0 5 1

2 2 3

1 4 2

3 1 5

0 6

2 3 3

1 5 2

3 2 5

0 7

2 4 3

4 1 7

1 6

3 3 5

0 8

2 5 3

4 1 7

1 6

7π/4

n1+n2 nφ D

0 1 1

0 2 1

1 1 2

0 3 1

1 2 2

0 4 1

2 1 3

1 3 2

0 5 1

2 2 3

1 4 2

0 6 1

3 1 4

2 3 3

1 5 2

0 7 1

3 2 4

2 4 3

1 6 2

4 1 6

0 8

3 3 4

2 5 3

1 7 2

4 2 5

2 6 3

2π

n1+n2 nφ D

0 1 1

0 2 1

1 1 3

0 3

1 2 3

0 4

2 1 6

1 3

0 5

2 2 6

1 4

0 6

3 1 10

2 3

1 5

0 7

3 2 10

2 4

1 6

0 7

4 1 15

3 3

2 5

1 7

Tabla 2.4: Representación de los niveles degenerados para ángulos mayores a π.
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Caṕıtulo 3

Efecto Zeeman para Átomo de

Hidrógeno confinado por Ángulo Diedro

3.1. Efecto Zeeman

A finales del siglo del XIX, Pieter Zeeman realizó una serie de estudios sobre el
efecto de un campo magnético uniforme de desdoblamiento de las lineas espectrales,
emitidas por un átomo. A este fenómeno se le conoce como efecto Zeeman [5]. El electrón
posee un momento magnético con contribuciones orbital y de esṕın

~µe = ~µel + ~µes = − e

2mec
[l̂z + ges ŝz]. (3.1)

donde ges = 2 es la razón giromagnética del esṕın. El hamiltoniano de interacción de un
momento magnético en un campo de inducción magnético uniforme ~B = k̂B, es

Ĥ~µ, ~B = −~µ · ~B =
eB

2mec
[l̂z + ges ŝz]. (3.2)

En el caso de átomo de Hidrógeno libre, el efecto Zeeman conducen a un desdoblamiento
uniforme de los estados degenerados de el número de 2l + 1 y 2 ges y ms = 1/2,−1/2
respectivamente. Al confinar al átomo de Hidrógeno la situación cambia ya que sus
funciones de onda son eigenfunciones del cuadrado de la componente ẑ del momento
angular pero l̂z cesa de ser constante de movimiento.

3.2. Solución matricial del Efecto Zeeman

El átomo de Hidrógeno confinado por ángulos diedros posee soluciones de estados
degenerados de acuerdo con la Ec.(2.12), expĺıcitamente ilustrados en las Tablas 2.3 y
2.4.
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3. EFECTO ZEEMAN PARA ÁTOMO DE HIDRÓGENO CONFINADO POR
ÁNGULO DIEDRO

La evaluación y análisis del efecto de desdoblamiento de los niveles de enerǵıa de-
generados cuando el átomo esta bajo la acción del campo magnético uniforme externo,
se puede formular en base de la matriz del Hamiltoniano de Zeeman, Ec. (3.2), en los
subespacios de los estados degenerados.

En esta sección nos concentramos en la contribución orbital a la interacción, sabien-
do que la contribución de esṕın se reduce al desdoblamiento de los estados de proyección
paralela y antiparalela al campo magnético que no dependen del confinamiento.

3.3. Construcción de los elementos de matriz

La evaluación de los elementos de matriz de la componente ẑ del momento angular
es factorizable:

< ψn′r,n′θ,n
′
φ
|l̂z|ψnr,nθ,nφ >=< n′rλ

′|nrλ >< nθ′µ
′|nθµ >< n′φ|l̂z|nφ > . (3.3)

Ya que el operador lz solo actúa en la componente φ̂ azimutal de la función de onda.
La integral correspondiente en la base de las eigenfunciones de 2.6 y 2.7 tiene la forma

< n′φ|l̂z|nφ >=
−i2~
φ0

∫ φ0

0
sin(

n′φπφ

φ0
)
d

dφ
sin(

nφπφ

φ0
). (3.4)

La contribución polar es la integral de traslape entre las funciones de paridad definida
2.9 y la Tabla 2.1

< n′θµ
′|nθµ >=

∫ π

0
sin θΘµ′

nθ
′Θµ

nθ
dθ (3.5)

La contribución radial es el traslape entre las funciones de la Ec. 2.10 y la Tabla 2.2

< n′rλ
′|nrλ >=

∫ ∞
0

r2 Rn′rλ′(r)Rnrλ(r)dr. (3.6)

3.4. Reglas de Selección

La integral de la Ec.((3.4)) se evalua reescribiendo el producto de las funciones seno
y coseno como la suma de senos de la semisuma y la semidiferencia de los argumentos
respectivos con el resultado:

< n′φ|l̂z|nφ >=

∫ φ0

0
sin(

n′φπφ

φ0
)
d

dφ
sin(

nφπφ

φ0
)dφ0 paran′φ±nφ par

−i~
φ0

[
4nφn

′
φ

n2′
φ
−n2

φ

] paran′φ±nφ non

,

(3.7)
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3.5 Metodoloǵıa Computacional y Numérica

La regla de selección indica que el elemento de matriz se anula para estados de
la misma paridad y solo hay contribución para estados de diferente paridad. Nótese
también el cambio de signo al intercambiar n′φ y nφ, el cual refleja el carácter Hermitiano
del operador y de la matriz. La integral de traslape de la Ec. (3.5) se anula si sus
etiquetas µ′ y µ debido a la Ec. (3.7). También se anulan si la suma de nθ y n′θ es non
y solo se necesitan calcular según, la Ec. (3.5) cuando n′θ y nθ tienen la misma paridad.
Esta regla de paridad de los estados polares:

< n′θ|nθ >=
{
0 para n′θ±nθ par

6=0 para n′θ±nθ non
.(3.8)

La integral de traslape de las funciones radiales de la Ec. (3.6) para cada valor
escogido de λ = nθ + µ esta restringida a los números cuánticos radiales compatibles
con la degeneración de estados: n′r + n′θ + µ′ + 1 = nr + nθ + µ+ 1.

Para una degeneración D de los estados, la regla de selección de paridad solo permite
conexión entre D+ estados de paridad positiva y entre D− estados de paridad negativa,
tales que D+ +D− = D. Entonces, la matriz original de dimensión D×D se divide en
dos submatrices de dimensión D+×D+ y D−×D−. Las consecuencias son una reducción
en el esfuerzo de tiempo y cálculo, un incremento en la precisión de los resultados y una
interpretación simple y directa de los eigenvalores de la enerǵıa y de las eigenfunciones.

3.5. Metodoloǵıa Computacional y Numérica

Se realizo la construcción y diagonalización de las matrices asociadas a cada una
de los niveles de enerǵıa degenerados mostrados en las (tablas 2.3 y 2.4), por medio
de un método computacional empleando la plataforma de Jupyter bajo el lenguaje de
programación Julia.

3.5.1. Construcción de Funciones Angular Polar y Radial

Se comenzó desarrollando un programa, para determinar las funciones polares de
Legendre con paridad definida (−)nθ mostradas en la tabla 2.1 con el orden de los
números cuánticos dados en cada uno de los bloques de degeneración de dimención D+

y D−. De esta manera al momento de construir de la matriz elemento por elemento,
el programa que construya la matriz pueda llamar a cada una de estas funciones en el
elemento de matriz que le corresponda. Posteriormente se desarrollo un programa que
ayuda a determinar las constantes de normalización para la ecuación (2.9) y evalúe la
integral (3.5) en cada uno de los elementos de matriz que le corresponda.

La misma tarea se realizo para las funciones radiales. Se desarrollo un programa el
cual construye de cada una de las funciones hipergeométricas polinómicas confluentes
mostradas en la tabla 2.2 en el orden de los números cuánticos dados en cada uno de los
bloques de degeneración. El programa que construye la matriz pueda mandar a llamar
a cada una de estas funciones en el elemento de matriz que le corresponda. También se
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desarrolló un programa que ayuda a determinar las constantes de normalización para
la ecuación (2.10) y evalúe la integral (3.6) en cada uno de los elementos de matriz, la
cual se desarrolla como un producto de funciones Gamma.

3.5.2. Construcción de la Matriz del Hamiltoniano Zeeman Orbital

en la Base de Estados Degenerados

Una vez que se contó ya con estas estas herramientas previas, se seleccionó una la
configuración de degeneraciones para un determinado ángulo de confinamiento dado de
las tablas 2.3 y 2.4, se prosigue desarrollando para cada nivel de degeneración un arreglo
matricial de dimensión D×D donde cada renglón representa cada una de las distintas
configuraciones para cada estado degenerado, que sumados los números cuánticos puede
tomar la etiqueta cuántica principal común nr +nθ +µ+ 1. El número de arreglos para
este caso dependerá de el número de niveles de enerǵıa degenerados que posee cada
configuración para cada distinto ángulo de confinamiento.

Con lo anterior se evalúa los elementos de matriz (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7). Para
esto se inició el programa definiendo lo parámetros sobre los cuales se va a construir la
matriz, estos parámetros están definidos de acuerdo al ángulo de confinamiento, si el
ángulo de confinamiento resulta ser menor o igual a π el programa solo queda en térmi-
nos de un parámetro φ0 = π/N , mientras que si el ángulo de confinamiento es mayor
a π queda en términos de un cociente expresado por el eigenvalor µ por lo que para
este caso el programa queda definido en términos de dos parámetros. Posteriormente
se define la dimensión de acuerdo con la dimensión del arreglos sobre e cual se va a
generar la matriz, se definen los parámetros para cada uno de los programas que va a
integrar las funciones antes mencionadas. Posteriormente se prosigue a definir un arre-
glo matricial de D×D con todas las entradas de este cero y cada entrada posible es de
un valor complejo. A partir de este punto la construcción de la matriz se divide en dos
partes. Para la primera parte se define una condición para el arreglo de tal forma que
en cada punto de la diagonal se vuelva cero en cada entrada de esta. Para la segunda
parte se prosigue a definir el resto de los elementos de la matriz, se comienza definiendo
las reglas de selección descritas en la sección anterior, esto con el fin de optimizar el
proceso computacional. Una vez definas estas reglas se vuelve a subdividir el programa
en tres sub-bloques donde cada uno corresponde a las contribuciones radial, angular y
azimutal.

1. Contribución Radial

Se comienza definiendo los parámetros para µ, λ y ν en términos de las combina-
ciones dadas por el arreglo que se introdujo al inicio de este programa. Se manda
llamar al arreglo que se construyo en la sección 3.5.1 y este queda definido por ca-
da una de las entradas introducidas por el arreglo definido al inicio del programa.
Este proceso se realiza dos veces ya que de acuerdo con la Ec. (3.6), la interac-
ción en un elemento de matriz esta dada por distintas configuraciones para una
determinada ν. De igual manera para calcular las constantes de normalización
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de la Ec.(3.6) se definen dos funciones de acuerdo con la Ec.( 2.10), ocupando
el segundo arreglo definido en la sección 3.5.1 y obteniendo la ráız cuadrada del
resultado , se calcula el producto interior para cada una de las funciones consigo
misma antes descritas. Posteriormente estos resultados se integran como paráme-
tros para determinar el producto interior, aplicando el mismo proceso que para
calcular las constantes de normalización solo que en este caso se usa la Ec. (3.6)
se calcula la contribución de la parte radial en el elemento de matriz.

2. Contribución Polar

Se comienza definiendo el parámetro ν en términos de las combinaciones dadas
por el arreglo que se introdujo al inicio de este programa. Se manda llamar al
arreglo que se construyó en la sección3.5.1 y este queda definido por cada una
de las entradas introducidas por el arreglo definido, al inicio del programa. Este
proceso se realiza dos veces ya que de acuerdo con la Ec. (3.5), la interacción en un
elemento de matriz esta dada por distintas configuraciones para una determinada
ν, en este caso de acuerdo a la segunda regla de selección las configuraciones
para la contribución Polar solo pueden ser pares. Para calcular las constantes
de normalización de la Ec. (3.5) se definen dos funciones de acuerdo con la Ec.
(2.9), ocupando el segundo arreglo definido, en la sección 3.5.1 y obteniendo
la ráız cuadrada del resultado , se calcula el producto interior para cada una
de las funciones consigo misma antes descritas. Posteriormente estos resultados
se integran como parámetros para determinar el producto interior, aplicando el
mismo proceso que para calcular las constantes de normalización solo que en este
caso se usa la Ec. (3.5) se calcula la contribución de la parte radial en el elemento
de matriz.

3. Contribución Azimutal

Se comienza definiendo la constante ~, la cual forma parte de la interacción azimu-
tal y provee de magnitud a los elementos de matriz. Para describir la contribución
azimutal solo basta con incluir en el programa la primera regla de selección mos-
trada en la Ec. (3.4).

Una vez desarrolladas todas las contribuciones, para cada elemento de matriz distin-
to de cero, este queda definido de acuerdo al producto de cada una de las contribuciones
descritas anteriormente, por lo que cada elemento de matriz se puede observar que es el
producto de los resultados para las Ec.s (3.4), (3.5) y (3.6). Por lo que una vez realizado
todo esto, la matriz queda construida.

3.5.3. Eigenvalores de la matriz

Lo que prosigue ahora es obtener los eigenvalores asociados a esta matriz, esto se
hace por medio del comando eigvals.

Ya una vez que se cuenta con los eigenvalores asociados a un nivel de enerǵıa con
un determinado número de estados degenerados, estos eigenvalores se guardan en un
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arreglo y se prosigue a definir otro arreglo, el cual determina el cambio de la enerǵıa
final.

Se comienza definiendo el parámetro ν asociado al determinado nivel de enerǵıa
sobre el cual se trabaja. Posteriormente dentro del mismo arreglo se añade un arreglo
de [0,3] en pasos de 0.2, este arreglo representa al campo magnético el cual varia de
0 a 3 Teslas. Se define la enerǵıa inicial para el H0 como se muestra en la Ec. (2.12).
Se terminan de definir parámetros como la constante giromagnética para el sṕın y el
magnetón de Bohr, de tal forma que el producto final quede en unidades de enerǵıa.
Posteriormente se define un arreglo matricial de z × 15, donde z representa el número
de elementos contenidos en el arreglo de eigenvalores, mientras que 15 es el número
de elementos contenidos en el arreglo que define el cambio en la magnitud del campo
magnético. De tal forma que en este punto lo que el arreglo hace es aplicar la interacción
con el sṕın, el campo magnético y sumar la contribución inicial de E0. Al final en cada
renglón se obtiene el corrimiento a lo largo del campo magnético para cada distinto
eigenvalor de la matriz desarrollada con base en el método de teoŕıa de perturbaciones
para estados degenerados.

De esta forma para un determinado valor de enerǵıa con D estados degenerados, se
obtiene una matriz en la cual se rompe la degeneración de estos y además se observa
el corrimiento lineal de la enerǵıa para el átomo de Hidrógeno confinado en ángulo
diedro en presencia de un campo magnético. Usando el programa Mathematica, se
transfieren los resultados obtenidos de forma que cada renglón de la matriz represente
ahora un elemento de un nuevo arreglo y a su vez cada renglón de la matriz se grafique
respecto a la variación del campo magnético. Esto se realizo para todas las distintas
degeneraciones, para las distintas configuraciones de confinamiento mostradas en las
tablas 2.3 y 2.4, excepto el ángulo de confinamiento 2π ya que en este caso de acuerdo
con las reglas de selección mostradas en la sección anterior, se tiene que todos los
elementos de matriz se desvanecen.

3.5.4. Eigenfunciones de la matriz

Por último para obtener las eigenfunciones, se determinan los eigenvectores asocia-
dos a la matriz y y sobre la base de estados degenerados asociados a un determinado
nivel de enerǵıa, se definen las funciones de onda asociadas a cada elemento de la base,
de modo que las eigenfunciones resultan de las combinaciones lineales de las funciones
de onda asociadas a la base de estados degenerados términos de cada eigenvector conte-
nido en el conjunto de eigenvectores asociados a lós eigenvalores obtenidos previamente.
De forma general lo que se hace es generar nuevas funciones al escribir cada eigenvector
como combinación lineal en términos de la base de funciones de onda asociadas a un
determinado numero de estados degenerados, donde a cada estado le corresponde una
función. Una vez que se cuenta con todas las eigenfunciones asociadas a un determinado
bloque de degeneraciones se prosigue a graficarlas, para esto se dividen en dos: la parte
angular y la parte radial. Para graficar la parte polar, primero se separa la parte angular
de la ecuación de onda, se determinan las nuevas constantes de normalización y estas
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se agregan a las nuevas funciones como parámetros, tales eigenfunciones se desarrollan
en Mathematica, y mediante la función 3DPolarplot se inserta cada eigenfunción y se
prosigue a graficar. Para la parte radial se desarrolla un proceso similar a la parte polar,
solo que en este caso se enfoca en la parte radial de la función de onda y se prosigue a
graficar usando la función Plot de Mathematica.
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Caṕıtulo 4

Resultados: Desdoblamientos de Niveles

de Enerǵıa y Eigenfunciones para las

Distintos Configuraciones de

Confinamiento

En este caṕıtulo se ilustran de forma sistemática los desdoblamientos de los niveles
Zeeman orbital y de esṕın, como funciones del ángulo de confinamiento y de los valores
de la etiqueta cuántica magnética µ, como se observa en Ec. (2.7). Para cada distinto
ángulo de confinamiento se identifica el conjunto de estados degenerados con el valor
común de la etiqueta cuántica principal ν según la Ec. (2.11). Para cada valor de ν, se
identifican las combinaciones de n′r + n′θ = nr + nθ para valores de µ′ y µ compatibles
con las condiciones de las Ec.s (2.7) y (2.11). El orden de la degeneración que sobrevive
D queda expĺıcitamente determinada por estas ecuaciones. Se ilustran en el Apéndice
B para los ángulos de confinamiento φ0 = π, π/2, π/3, π/4 y φ0 = 3π/2, 5π/3, 7π/4, 2π.

La matriz de la interacción orbital Zeeman se separa en bloques de dimensión D×D,
con base en las reglas de selección para n′φ y nφ de paridades opuestas, Ec.(3.7), y de
la misma paridad, Ec.(3.8). Esta ultima conduce a que el bloque bajo consideración, a
su vez se separe en dos bloques de dimensiones D+ × D+ y D− × D−, cuyos valores
espećıficos se representan en el Apéndice B.

Los elementos de matriz involucran el producto de las integrales azimutales de
< µ′|lz|µ > en la Ec.(3.7), que reflejan la hermiticidad de la matriz completa, el traslape
de las funciones polares es < n′θµ

′|nθµ > según la Ec.(3.8) y las funciones radiales
< n′rλ

′|nrλ > Ec.(3.6).
La diagonalización de los bloques sucesivos de la matriz conduce a los resultados

numéricos de los corrimientos de las enerǵıas orbitales ∆Ezcon respecto a la enerǵıa de
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los estados originalmente degenerados respectivos. También se obtienen los eigenvecto-
res en las bases finitas de cada conjunto de estados degenerados: Ψz =

∑
|nrnθnφ ><

nrnθnφ|Ψz >.
Una muestra ilustrativa de los resultados sobre los corrimientos de enerǵıa Zeeman

orbitales y contribución de esṕın, aśı como de las eigenfunciones orbitales, se presentan
para los ángulos de confinamiento escogidos. Se formulan conclusiones generales sobre
los resultados de los cálculos y su extensión, por inducción para ángulos menores y
mayores que π.

4.1. Ángulo de Confinamiento π

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = π, este genera cinco distintos bloques
degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla
2.3 en la sección de π.

4.1.1. Segundo nivel energético, etiquetado por ν = 3

Comenzando con el segundo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección
de π, se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 3 × 3, para este
caso el bloque queda dividido en un sub-bloque de 1 × 1 para el caso en el que nθ′ y
nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 2× 2. Dada la primera regla de
selección para la matriz asociada al sub-bloque de 2 × 2 este bloque solo contiene dos
elementos distintos de cero, donde el determinante secular es una combinación lineal
de todos los elementos de matriz distintos de cero. Por lo que para el bloque completo
se obtienen tres distintos eigenvalores. El estado que genera el sub-bloque de 1 × 1
queda directamente asociado a la enerǵıa que define al espacio degenerado, por lo que
el desdoblamiento de as lineas espectrales se presenta en tres distintos niveles de enerǵıa
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.1 se muestran dichos desdoblamientos ,
incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.1: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al segundo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 3× 3, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1 × 1 y otro de 2 × 2. Para el caso del primer sub-bloque de 1 × 1 la enerǵıa
de este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 2 × 2 se observa que al aplicar el método descrito en la
sección 3.2, se obtienen dos distintas ráıces con el mismo valor pero signo distinto.
Pero al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente
obtenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso
del sub-bloque de 2×2 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenerǵıas, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenerǵıa pero con diferente signos. En las figuras 4.2 y 4.3 se presentan las
Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.

Figura 4.2: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.
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Figura 4.3: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = b = c = 0.707107
, esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta configuración de confina-
miento de φ0 = π.

4.1.2. Tercer nivel energético, etiquetado por ν = 4

Para el tercer bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π, se observa
que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6× 6, la matriz generada se divide
en dos sub-bloques, para este caso el primer sub-bloque queda dividido en un sub-bloque
de 2 × 2 para el caso en el que nθ′ y nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque
es de 4× 4. En el caso para el sub-bloque de 2× 2 hereda la estructura del sub-bloque
de 2 × 2 del subespacio degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-
bloque todos los estados quedan distintos. Al momento de realizar la diagonalización
para el sub-bloque de 4 × 4, al calcular el determinante secular se observa que este se
factoriza de tal modo que queda una ecuación de segundo grado, en la cual todos los
elementos de matriz se ven involucrados, por tanto para este sub-bloque solo se obtienen
dos enerǵıas distintas a la enerǵıa degenerada y de los cuatro estados degenerados
solo se logran desdoblar dos. Dada la estructura del determinante secular es imposible
determinar que estados quedan sin degenerar. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.4 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con
respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.4: Desdoblamiento ZeEman para la enerǵıa asociada al tercer nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.1.3. Cuarto nivel energético, etiquetado por ν = 5

En el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π, se observa
que la dimensión del subespacio degenerado es D = 10 × 10, este bloque se divide en
dos sub-bloques, para este caso la dimensción del primer sub-bloque es de 4× 4 para el
caso en el que nθ′ y nθ son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de
6×6. El sub-bloque de 4×4 hereda la estructura del sub-bloque de 4×4 del subespacio
degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma
estructura de degeneración, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso
del bloque de 6×6 en el que todos los estados rompen la degeneración. De este modo el
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en ocho distintos niveles de enerǵıa
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.5 se muestran dichos desdoblamientos ,
incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.5: Desdoblamiento ZeEman para la enerǵıa asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).
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4.1.4. Quinto nivel energético, etiquetado por ν = 6

En el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π, se observa
que la dimensión del subespacio degenerado es D = 15× 15, el bloque se divide en dos
sub-bloques para este caso la dimensión el primer sub-bloque es de 6 × 6 para el caso
en el que nθ′ y nθ son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de
9×9. El sub-bloque de 6×6 hereda la estructura del sub-bloque de 6×6 del subespacio
degenerado anterior, de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma
estructura de degeneración, conservando todos sus estados que rompen la degneracion.
Mientras que el caso del bloque de 9×9 en el que tres estados permanecen sin degenerar.
Dada la estructura del determinante secular, el cual se reduce a un polinomio de tercer
grado, es imposible determinar que estados quedan sin degenerar. De este modo el
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en doce distintos niveles de enerǵıa
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.6 se muestran dichos desdoblamientos ,
incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.6: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.1.5. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 7

En el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π, se observa que
la dimensión del subespacio degenerado es D = 21×21, el bloque queda dividido en dos
sub-bloques, la dimensión del primer sub-bloque es de 9×9 para el caso en el que nθ′ y nθ
son impares y para el otro caso, la dimensión del sub-bloque es de 12×12. El sub-bloque
de 9×9 hereda la estructura del sub-bloque de 9×9 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de este sub-bloque, este hereda la misma estructura de
degeneración, conservando todos 3 estados que mantienen la misma enerǵıa degenerada.
Mientras que el caso del bloque de 12 × 12 todos los estados rompen la degeneración.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 18 distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.7 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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2

Figura 4.7: Desdoblamiento Zemaan para la enerǵıa asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

El único sub-bloque en el cual se todos los estados rompen la degeneración es en el
segundo, esto se debe al hecho de que el bloque se divide en dos sub-bloques, uno de
1×1 y el otro de 2×2 para el sub-bloque de 1×1 se observa que este se genera solo por
un estado, de modo que este queda directamente asociado con la enerǵıa del estado sin
degenerar. En este último bloque a diferencia de los demás, se observa que que hay tres
estados que pueden alcanzar el umbral de ionización antes de que el campo magnético
llegue a 3 teslas, y de estos tres estados solo dos pueden alcanzar el umbral antes de
que el campo magnético llegue a 3 teslas.

En general se observa que cada bloque de la sección π de la tabla 2.3, se relaciona
con el siguiente bloque. Esto de debe al hecho de que cada bloque con distintos valores
en las etiquetas para nφ se puede dividir en dos sub-bloques de acuerdo con la paridad
de sus valores en las etiquetas para nθ′ y nθ; de este modo partiendo del estado base
con un único estado, el siguiente bloque degenerado se divide en dos sub-bloques, para
el sub-bloque que se genera con nθ′ y nθ pares, este hereda la estructura del bloque
anterior con nθ′ y nθ impares. Y para el caso de φ0 = π esto se cumple para todos sus
bloques, de tal forma que estos están concatenados ya que el sub-bloque con nθ′ y nθ
par lo heredan del bloque anterior y el sub-bloque con nθ′ y nθ lo ceden al siguiente
sub-bloque.

4.2. Ángulo de Confinamiento π
2

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = π
2 , este genera seis distintos bloques

degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla
2.3 en la sección de π

2 .
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4.2.1. Tercer nivel energético, etiquetado por ν = 5

Comenzando con el tercer bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección
de π

2 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 4× 4, se obtiene
un sub-bloque de 3 × 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de tercer grado, el cua se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al obtener dos
ráıces para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del
campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 3 distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.8 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.

Figura 4.8: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al tercer nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 4× 4, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1× 1 y otro de 3× 3. Para el caso del primer sub-bloque de 1× 1 la enerǵıa de
este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 × 3 se observa que al aplicar el método descrito en la sección
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso del sub-bloque de 3×3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenerǵıas, se analizan los
dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenerǵıa pero con
diferente signos. En las figuras 4.9 y 4.10 se presentan las Eigenfunciones para dichos
estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.9: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Figura 4.10: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = 0.75272, b =
−0.514449 y c = 0.410798 , esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta
configuración de confinamiento de φ0 = π

2 .

4.2.2. Cuarto nivel energético, etiquetado por ν = 6

Para el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6 × 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 3 × 3. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando un estado sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
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bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior.Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.11 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.11: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.2.3. Quinto nivel energético, etiquetado por ν = 7

En el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
2 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 9 × 9, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3 × 3 para el caso en el que nθ′ y nθ
son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 6 × 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6× 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneración, mientras
que en el segundo bloque la ecuación asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo aśı solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en seis distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.12 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın
con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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4.2 Ángulo de Confinamiento π
2

Figura 4.12: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.2.4. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 8

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
2 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 12 × 12, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 6 × 6 para el caso en el que nθ′ y
nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 6 × 6. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 6×6 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando un estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
ocho distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.13 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.13: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.2.5. Séptimo nivel energético, etiquetado por ν = 9

En el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
2 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 16 × 16, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 6 × 6 para el caso en el que nθ′ y nθ
son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 10 × 10. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 6×6 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 10×10 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneración, mientras
que en el segundo bloque la ecuación asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de décimo grado se reduce a uno de octavo grado,
obteniendo aśı solo ocho estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en doe distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.14 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın
con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.14: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.2.6. Octavo nivel energético, etiquetado por ν = 10

Para el octavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
2 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 20 × 20, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 10× 10 para el caso en el que nθ′ y nθ
son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 10× 10. El primer sub-bloque con
paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 10× 10 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando un estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
dieciséis distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.15 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.15: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Para el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = π
2 , a diferencia del caso

anterior se observa que los bloques degenerados se desfasan un bloque con respecto a
la configuración de confinamiento de φ0 = π. Además de que para esta configuración
de confinamiento se presentan una mayor número de bloques para analizar.

A diferencia del caso anterior, en esta configuración no se obtiene ningún bloque en el
que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principalmente
a que la estructura de cada bloque esta en función del ángulo de confinamiento de
acuerdo con la ecuación (2.12). Pero un hecho que si es importante al resaltar es la
forma en que se generan los bloques de acuerdo a sus sub-bloques. De acuerdo con las
reglas de selección definidas en la sección 3.4 y de los resultados que se presentaron
en la sección anterior, obtenemos que cada bloque se conecta con el anterior y con el
siguiente, esto por que para el sub-bloque con nθ′ y nθ par hereda la misma estructura
del sub-bloque con nθ′ y nθnon del subespacio anterior y a su vez el nuevo sub-bloque
generado con nθ′ y nθ impar heredara la estructura para el sub-bloque del siguiente
subespacio con nθ′ y nθ par. Para este caso en particular, dicho .anidamiento”de bloques
se ve desfasado en cada bloque, de modo que en el número de bloque non se presenta
dicho .anidamiento”, mientras que si el número de bloque es par el .anidammiento”se
estaciona de tal forma que para estos bloques sus propios sub-bloques comparten la
misma estructura, heredada del sub-bloque con nθ′ y nθ impares del subespacio anterior.
Esto se debe a la configuración de confinamiento seleccionada.

4.3. Ángulo de Confinamiento π
3

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = π
3 , este genera cinco distintos bloques

degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla
2.3 en la sección de π

3 .
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4.3.1. Cuarto nivel energético, etiquetado por ν = 7

Comenzando con el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección
de π

3 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 5× 5, se obtiene
un sub-bloque de 3 × 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de tercer grado, el cua se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneracion al obtener dos
ráıces para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del
campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en 3 distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.16 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.

Figura 4.16: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al cuarto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 5× 5, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2× 2 y otro de 3× 3. Para el caso del primer sub-bloque de 2× 2 la enerǵıa de
este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 × 3 se observa que al aplicar el método descrito en la sección
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso del sub-bloque de 3×3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenerǵıas, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenerǵıa pero
con diferente signos. En las figuras 4.17 y 4.18 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.17: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Figura 4.18: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a =, b = y c = , esto
para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta configuración de confinamiento
de φ0 = π

3 .

4.3.2. Quinto nivel energético, etiquetado por ν = 8

Para el quinto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
3 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 7 × 7, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son pares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 × 4. El primer sub-bloque
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con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando un estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
4 × 4 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo un estado
mantiene la degeneración, mientras que en el segundo bloque la ecuación asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de cuarto grado
se reduce a uno de segundo grado, obteniendo aśı solo dos estados que se desdoblan. De
este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.19 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.

Figura 4.19: Desdoblamiento Zemaan para la enerǵıa asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.3.3. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 9

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
3 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 9 × 9, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 4× 4 para el caso en el que nθ′ y nθ son
pares y para el otro caso el sub-bloque es de 5 × 5. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 4 × 4 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
degeneración, conservando dos estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
5× 5 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo dos estados
mantienen la degeneración, mientras que en el segundo bloque la ecuación asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de quinto grado
se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo aśı solo cuatro estados que se desdoblan.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en seis distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.20 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.20: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.3.4. Séptimo nivel energético, etiquetado por ν = 10

Para el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
3 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 12 × 12, para este caso
el bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 5 × 5 para el caso en el que
nθ′ y nθ son pares y para el otro caso el sub-bloque es de 7× 7. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 5×5 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando un estado sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
7 × 7 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo un estado
mantiene la degeneración, mientras que en el segundo bloque la ecuación asociada al
determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de séptimoo
grado se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo aśı solo cuatro estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
ocho distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.21 se
muestran dichos desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.21: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.3.5. Octavo nivel energético, etiquetado por ν = 11

Para el octavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
3 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 15 × 15, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 7× 7 para el caso en el que nθ′ y nθ son
pares y para el otro caso el sub-bloque es de 8 × 8. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 7 × 7 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
degeneración, conservando tres estados sin degenerar, mientras que el sub-bloque de
8× 8 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque solo tres estados
mantienen la degeneración, mientras que en el segundo bloque la ecuación asociada
al determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de octavo
grado se reduce a uno de sexto grado, obteniendo aśı solo seis estados que se desdoblan.
De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en ocho distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.22 se muestran dichos
desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.22: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Para el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = π
3 , a diferencia del caso

anterior se observa que los bloques degenerados se desfasan dos bloques con respecto
a la configuración de confinamiento de φ0 = π. Además de que para esta configuración
de confinamiento se presentan el mismo número de bloques para analizar que para la
configuración de confinamiento de φ0 = π y a su vez un menor numero de bloques que
con respecto a la configuración de confinamiento de φ0 = π

2 .
A diferencia del primer caso, en esta configuración no se obtiene ningún bloque en

el que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principal-
mente a que la estructura de cada bloque esta en función del ángulo de confinamiento
de acuerdo con la ecuación (2.12). En general se observa que cada bloque se relacio-
na con el siguiente bloque, siguiendo una configuración similar a la configuración de
confinamiento de φ0 = π, solo que a diferencia de esa configuración la dimensión de
cada sub-bloque es non, a excepción del último sub-bloque para el último bloque, de
modo que la concatenación de los bloques queda en términos de puros números nones
y además primos.

4.4. Ángulo de Confinamiento π
4

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = π
4 , este genera tres distintos bloques

degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla
2.3 en la sección de π

4 .

4.4.1. Quinto nivel energético, etiquetado por ν = 9

Comenzando con el cuarto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección
de π

4 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6× 6, se obtiene
un sub-bloque de 4 × 4. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el
determinante secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a
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un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen
la degeneración al obtener dos ráıces para este polinomio se observa que todos los
elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son
lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas
espectrales se presenta en 3 distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado.
En la figura 4.23 se muestran dichos desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a
la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.23: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al quinto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 6× 6, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2× 2 y otro de 4× 4. Para el caso del primer sub-bloque de 2× 2 la enerǵıa de
este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 4 × 4 se observa que al aplicar el método descrito en la sección
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso del sub-bloque de × para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenerǵıas, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenerǵıa pero
con diferente signos. En las figuras 4.24 y 4.25 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.24: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Figura 4.25: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = 0.795219, b =
−0.390351, c = 0.461951 Y d = −0.0430602 , esto para ambas funciones mostradas.
Para el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = π

4 .

4.4.2. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 10

Para el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
4 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 8 × 8, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 4× 4 para el caso en el que nθ′ y nθ son
impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4×4. El primer sub-bloque con paridad
par hereda la estructura del sub-bloque de 4 × 4 del subespacio degenerado anterior,
de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura de
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degeneración, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.26 se
muestran dichos desdoblamientos, incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.26: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.4.3. Séptimo nivel energético, etiquetado por ν = 11

En el séptimo bloque de degeneraciones de la tabla 2.3 en la sección de π
4 , se observa

que la dimensión del subespacio degenerado es D = 10 × 10, para este caso el bloque
queda dividido en un sub-bloque de dimensión 4 × 4 para el caso en el que nθ′ y nθ
son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 6 × 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 4×4 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6× 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo dos estados mantienen la degeneración, mientras
que en el segundo bloque la ecuación asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de segundo grado,
obteniendo aśı solo dos estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.27 se muestran dichos desdoblamientos, incluido el esṕın con
respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.27: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al séptimo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Para el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = π
4 , a diferencia del

primer caso se observa que los bloques degenerados se desfasan 3 bloques con respecto
a la configuración de confinamiento de φ0 = π. Además de que para esta configuración
de confinamiento se presentan una menor número de bloques para analizar, respecto a
los confinamientos anteriores.

A diferencia del primer caso, en esta configuración no se obtiene ningún bloque en el
que todos sus estados se logren desdoblar completamente. Esto se debe principalmente
a que la estructura de cada bloque esta en función del ángulo de confinamiento de
acuerdo con la ecuación (2.12). Pero un hecho que si es importante al resaltar es la
forma en que se generan los bloques de acuerdo a sus sub-bloques. De acuerdo con las
reglas de selección definidas en la sección 3.4 y de los resultados que se presentaron en
las secciones anteriores, obtenemos que cada bloque se conecta con el anterior y con el
siguiente, esto por que para el sub-bloque con nθ′ y nθ par hereda la misma estructura
del sub-bloque con nθ′ y nθnon del subespacio anterior y a su vez el nuevo sub-bloque
generado con nθ′ y nθ impar heredara la estructura para el sub-bloque del siguiente
subespacio con nθ′ y nθ par. Para este caso en particular, dicho .anidamiento”de bloques
se ve desfasado en cada bloque, de modo que en el número de bloque non se presenta
dicho .anidamiento”, mientras que si el número de bloque es par el .anidamiento”se
estaciona de tal forma que para estos bloques sus propios sub-bloques comparten la
misma estructura, heredada del sub-bloque con nθ′ y nθ impares del subespacio anterior.
Aunque dicho efecto solo se logra apreciar en un bloque.

4.5. Ángulo de Confinamiento 3π
2

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = 3π
2 , este genera ocho distintos bloques

degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla
2.4 en la sección de 3π

2 .
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4.5.1. Sexto nivel energético, etiquetado por ν = 11/3

Comenzando con el sexto bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de
3π
2 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 4 × 4, se obtiene

un sub-bloque de 3 × 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz distintos
de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular
se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo
grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneración al obtener dos
ráıces para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan,
por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo
magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos
niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.28 se muestran dichos
desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético
de 0 a 3 teslas.

Figura 4.28: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al sexto nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 4× 4, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 1× 1 y otro de 3× 3. Para el caso del primer sub-bloque de 1× 1 la enerǵıa de
este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados. Para
el caso del bloque de 3 × 3 se observa que al aplicar el método descrito en la sección
3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al bloque de-
generado se reduce de un polinomio de grado, a un polinomio de segundo grado. Por lo
que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero al momento de obtener
los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente obtenidos, reescribiendo cada
eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene una nueva base de eigenfun-
ciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso del sub-bloque de 3×3 para
diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas eigenenerǵıas, se analizan
los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la misma eigenenerǵıa pero
con diferente signos. En las figuras 4.29 y 4.30 se presentan las Eigenfunciones para
dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.

45



4. RESULTADOS: DESDOBLAMIENTOS DE NIVELES DE ENERGÍA Y
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Figura 4.29: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Figura 4.30: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = 0.693801, b =
−0.312122 y c = 0.649015 , esto para ambas funciones mostradas. Para el caso de esta
configuración de confinamiento de φ0 = 3π

2 .

4.5.2. Octavo Bloque nivel energético, etiquetado por ν = 13/3

De manera análoga al sexto bloque, la dimensión del octavo es de D = 4 × 4,
se obtiene un sub-bloque de 3 × 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz
distintos de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante
secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de

46
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segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneración al
obtener dos ráıces para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz
se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a
través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta
en dos distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.31 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.31: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al octavo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.5.3. Noveno nivel energético, etiquetado por ν = 14/3

Para el noveno bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 3π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6 × 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 × 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.26 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.32: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al noveno nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.5.4. Décimo nivel energético, etiquetado por ν = 5

De manera análoga al sexto bloque, la dimensión del décimo es de D = 4 × 4,
se obtiene un sub-bloque de 3 × 3 en el cual solo se distinguen 4 elementos de matriz
distintos de cero. Para este casa al momento de diagonalizar, al analizar el determinante
secular se obtiene un polinomio de cuarto grado, el cual se reduce a un polinomio de
segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que rompen la degeneración al
obtener dos ráıces para este polinomio se observa que todos los elementos de la matriz
se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a
través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta
en dos distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.33 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.33: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al décimo nivel degenerado,

considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).
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4.5.5. Onceavo nivel energético, etiquetado por ν = 16/3

Para el onceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 3π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6 × 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 × 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.34 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.34: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al onceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.5.6. Doceavo nivel energético, etiquetado por ν = 17/3

En el doceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 3π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 9 × 9, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 6× 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6× 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneración, mientras
que en el segundo bloque la ecuación asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de sexto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo aśı solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento
de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del
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espacio degenerado. En la figura 4.35 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el
esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.35: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al doceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.5.7. Treceavo nivel energético, etiquetado por ν = 6

Para el onceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 3π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6 × 6, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso el sub-bloque es de 4 × 4. El primer sub-bloque
con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio degenerado
anterior, de modo que para el caso de dicho sub-bloque este hereda la misma estructura
de degeneración, conservando dos estados sin degenerar. Mientras que el caso del sub-
bloque de paridad non conserva también la misma estructura del bloque anterior. Al
heredar la misma estructura, también heredan el mismo numero de estados que se
desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.36 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.36: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al treceavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.5.8. Catorceavo nivel energético, etiquetado por ν = 19/3

En el catorceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 3π
2 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 9 × 9, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 6× 6. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 6× 6 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneración, mientras
que en el segundo bloque hereda la estructura del sub-bloque del doceavo bloque obte-
niendo aśı solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las
lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
degenerado. En la figura 4.37 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın
con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.37: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al catorceavo nivel dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).
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EIGENFUNCIONES PARA LAS DISTINTOS CONFIGURACIONES DE
CONFINAMIENTO

En el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = 3π
2 , a diferencia de

los primeros cuatro casos se observa que los bloques degenerados, esta configuración
de confinamiento presenta una mayor cantidad de bloques degenerados con distintos
valores en nφ′ y nφ. Pero de estos ocho bloques degenerados solo se obtienen tres
estructuras distintas, de modo que para los bloques que comparten la misma dimensión
se tiene que también comparten la misma estructura, además de que los bloques de
dimensión menor heredan la estructura de sus sub-bloques a los siguientes bloques. De
modo que cuando la dimensión del bloque es de 4, solo se desdoblan dos estados, cuando
es seis solo se desdoblan cuatro estados y cuando a dimensión del bloque es nueve solo
se desdoblan seis.

4.6. Ángulo de Confinamiento 5π
3

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = 5π
3 , este genera cinco distintos blo-

ques degenerados que contienen distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la
tabla 2.4 en la sección de 5π

3 .

4.6.1. Doceavo nivel energético, etiquetado por ν = 23/5

Comenzando con el doceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección
de 5π

3 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 5 × 5, de este
bloque se obtiene un sub-bloque de 3× 3 . Para este caso al momento de diagonalizar,
al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio de tercer grado, el cual se
reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos estados que
rompen la degeneración al obtener dos ráıces para este polinomio se observa que todos
los elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que estados
son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de las lineas
espectrales se presenta en dos distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado.
En la figura ?? se muestran dichos desdoblamientos desdoblamientos incluido para el
esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.38: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al doceavo bloque dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 5× 5, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 × 2 y otro de 3 × 3. Para el caso del primer sub-bloque de 2 × 2 la enerǵıa
de este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 3 × 3 se observa que al aplicar el método descrito en la
sección 3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al
bloque degenerado se reduce de un polinomio de tercer grado, a un polinomio de se-
gundo grado. Por lo que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero
al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente ob-
tenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso
del sub-bloque de 3×3 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenerǵıas, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenerǵıa pero con diferente signos. En las figuras ?? y ?? se presentan las
Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.

Figura 4.39: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.
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Figura 4.40: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo).La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = −0.627293, b =
0.326349 y c = 0.707107 y esto para ambas funciones mostradas.

4.6.2. Quinceavo nivel energético, etiquetado por ν = 26/5

Para el quinceavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 5π
3 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 5 × 5, de este bloque se
obtiene un sub-bloque de 3 × 3, de manera analoga al caso anterior. Para este caso al
momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio
de tercer grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo
se obtienen dos estados que rompen la degeneración al obtener dos ráıces para este
polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no
se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo magnéti-
co. El desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de
enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.41 se muestran dichos desdobla-
mientos desdoblamientos incluido para el esṕın con respecto a la variación de un campo
magnético de 0 a 3 teslas.
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Figura 4.41: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al quinceavo nivel dege-

nerado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.6.3. Diecisieteavo nivel energético, etiquetado por ν = 28/5

En el diecisieteavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 5π
3 , se

observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 7 × 7, para este caso el
bloque queda dividido en un sub-bloque de dimensión 3× 3 para el caso en el que nθ′

y nθ son impares y para el otro caso la dimensión del sub-bloque es de 4× 4. El primer
sub-bloque con paridad par hereda la estructura del sub-bloque de 3×3 del subespacio
degenerado anterior, mientras que el sub-bloque de 4× 4 genera una nueva estructura.
Para el caso del primer sub-bloque solo un estado mantiene la degeneración, mientras
que en el segundo bloque la ecuación asociada al determinante secular se factoriza de
tal forma que el polinomio original de cuarto grado se reduce a uno de cuarto grado,
obteniendo aśı solo cuatro estados que se desdoblan. De este modo el desdoblamiento
de las lineas espectrales se presenta en cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del
espacio degenerado. En la figura 4.42 se muestran dichos desdoblamientos , incluido el
esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.42: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al diecisieteavo nivel de-

generado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).
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4.6.4. Dieciochoavo nivel energético, etiquetado por ν = 29/5

Para el dieciochoavo bloque de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 5π
3 ,

se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 5× 5, de este bloque se
obtiene un sub-bloque de 3 × 3, de manera analoga al caso anterior. Para este caso al
momento de diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio
de tercer grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo
se obtienen dos estados que rompen la degeneración al obtener dos ráıces para este
polinomio se observa que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no
se puede asegurar que estados son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El
desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de enerǵıa
dentro del espacio degenerado. En la figura 4.43 se muestran dichos desdoblamientos ,
incluido el esṕın con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.43: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al dieciochoavo nivel de-

generado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

4.6.5. Veinteavo nivel energético, etiquetado por ν = 31/5

De manera analoga al diecisieteavo bloque de degeneraciones, el veinteavo bloque
de degeneraciones de la tabla 2.4 en la sección de 5π

3 , se observa que la dimensión del
subespacio degenerado es D = 7×7, para este caso el bloque queda dividido en un sub-
bloque de dimensión 3×3 para el caso en el que nθ′ y nθ son impares y para el otro caso
la dimensión del sub-bloque es de 4× 4. El primer sub-bloque con paridad par hereda
la estructura del sub-bloque de 3× 3 del subespacio degenerado anterior, mientras que
el sub-bloque de 4× 4 genera una nueva estructura. Para el caso del primer sub-bloque
solo un estado mantiene la degeneración, mientras que en el segundo bloque la ecuación
asociada al determinante secular se factoriza de tal forma que el polinomio original de
cuarto grado se reduce a uno de cuarto grado, obteniendo aśı solo cuatro estados que
se desdoblan. De este modo el desdoblamiento de las lineas espectrales se presenta en
cuatro distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio degenerado. En la figura 4.44 se
muestran dichos desdoblamientos , incluido el esṕın con respecto a la variación de un
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campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.44: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al veinteavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Para el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = 5π
3 ,de manera análoga

al caso anterior esta configuración de confinamiento repite las mismas dos estructuras
para los cinco bloques degenerados. Pero de estos cinco bloques degenerados solo se
obtienen dos estructuras distintas, de modo que para los bloques que comparten la
misma dimensión se tiene que también comparten la misma estructura, además de que
los bloques de dimensión menor heredan la estructura de sus sub-bloques a los siguientes
bloques. De modo que cuando la dimensión del bloque es de cinco solo se desdoblan
dos estados y cuando a dimensión del bloque es siete solo se desdoblan cuatro estados.

4.7. Ángulo de Confinamiento 7π
4

Considerando el ángulo de confinamiento φ0 = 7π
4 , este genera un bloque degenerado

que con distintas etiquetas cuánticas en nφ, de acuerdo con la tabla 2.4 en la sección
de 7π

4 .

4.7.1. Veinteavo nivel energético, etiquetado por ν = 39/7

Comenzando con el veinteavo y único nivel energético degenerado de la tabla 2.4 en
la sección de 7π

4 , se observa que la dimensión del subespacio degenerado es D = 6× 6,
de este bloque se obtiene un sub-bloque de 4 × 4 . Para este caso al momento de
diagonalizar, al analizar el determinante secular se obtiene un polinomio de cuarto
grado, el cual se reduce a un polinomio de segundo grado, por tanto solo se obtienen dos
estados que rompen la degeneración al obtener dos ráıces para este polinomio se observa
que todos los elementos de la matriz se combinan, por lo que no se puede asegurar que
estados son lo que se desdoblan a través del campo magnético. El desdoblamiento de
las lineas espectrales se presenta en dos distintos niveles de enerǵıa dentro del espacio
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degenerado. En la figura 4.45 se muestran dichos desdoblamientos incluido para el esṕın
con respecto a la variación de un campo magnético de 0 a 3 teslas.

Figura 4.45: Desdoblamiento Zeeman para la enerǵıa asociada al veinteavo nivel degene-

rado, considerando la parte orbital 1) y con esṕın 2).

Al considerar el bloque de 6× 6, se observa que este se divide en dos sub-bloques:
uno de 2 × 2 y otro de 4 × 4. Para el caso del primer sub-bloque de 2 × 2 la enerǵıa
de este bloque queda asociada a la enerǵıa inicial de todos los estados degenerados.
Para el caso del bloque de 4 × 4 se observa que al aplicar el método descrito en la
sección 3.2, al momento de obtener el determinante secular de la matriz asociada al
bloque degenerado se reduce de un polinomio de curto grado, a un polinomio de se-
gundo grado. Por lo que en este bloque se observa que la degeneración persiste. Pero
al momento de obtener los eigenvectores asociados a los eigenvalores previamente ob-
tenidos, reescribiendo cada eigenvector en términos de la base de funciones, se obtiene
una nueva base de eigenfunciones etiquetada por las nuevas eigenenerǵıas. Para el caso
del sub-bloque de 4×4 para diferenciar a los nuevos estados etiquetados por las nuevas
eigenenerǵıas, se analizan los dos nuevos estados que se encuentran etiquetados por la
misma eigenenerǵıa pero con diferente signos. En las figuras 4.46 y 4.47 se presentan
las Eigenfunciones para dichos estados, en coordenadas esféricas y a un radio fijo.
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Figura 4.46: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo positivo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Figura 4.47: Eigenfunción (asociada al eigenvalor distinto de cero con signo negativo). La

sección a) muestra la componente real de la función, mientras que la sección b) muestra la

componente imaginaria.

Los valores de expresados en cada función son los siguientes: a = −0.60901, b =
0.349637, c = −0.0828321 y d = 0.707107, esto para ambas funciones mostradas. Para
el caso de esta configuración de confinamiento de φ0 = 7π

4 , a diferencia de todos los
casos anteriores, para esta configuración de confinamiento solo se genera un bloque
degenerado.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Al imponer condiciones de frontera al átomo de Hidrógeno por medio de planos
meridianos situados en las coordenadas φ0 = 0 y φ = φ0, se reconoce un rompimiento
de simetŕıa SO(2). A consecuencia de esto lz cesa de ser cantidad conservada y las
eigenfunciones del cuadrado de la componente axial del momento angular se ven afec-
tadas, viéndose remplazadas por funciones sin(µφ), las cuales cumplen la condición
de anularse en las caras del ángulo diedro. El eigenvalor asociado, queda en función
del ángulo de confinamiento φ0 y los números cuánticos orbital y principal l y n se
convierten en λ = nθ + µ y ν = nr + nθ + µ+ 1.

A ráız del rompimiento de simetŕıa, los eigenvalores de la enerǵıa (2.12) y sus dege-
neraciones quedan en función del ángulo de confinamiento, además de que se observa
una reducción de orden en la degeneración de los niveles de enerǵıa con respecto al
átomo libre. Partiendo de la condición de estados degenerados ν ′ = ν, junto con la
Ec.2.13, se definen 8 distintas configuraciones de estados degenerados en términos de
los ángulos mostrados en la Fig. 2.1. Para efectos practicos se ilustran y emplean una
serie finita de niveles degenerados de acuerdo con las Tablas 2.3 y 2.4.

El análisis para el efecto Zeeman en el átomo de Hidrógeno confinado por medio
ángulo diedro, se inicia construyendo la matriz asociada al operador H = −~µ · ~B en la
base de estados degenerados. La evaluación de los elementos de matriz de la componente
ẑ es factorizable de acuerdo con la ecuación 3.3. De modo que la construcción de los
elementos es por medio del cálculo del operador lz actuando sobre la función de onda y
calculando los traslapes (3.5) y (3.6). A partir de esto se definen las reglas de selección
en los respectivos números cuánticos, n′φ−nφ nones, n′θ−nθ pares, nr y n′r compatibles
con las condiciones anteriores y la degeneración. La regla de selección de paridad para
las funciones polares separa la matriz D×D en dos bloques D+ ×D+ y D− ×D− con
D+ +D− = D. Esta última regla de permite la identificación de encajes estructurales
sobre los niveles energéticos consecutivos. Esto reduce los trabajos de cálculo, mejora
la precisión de los resultados y facilita su interpretación.

El análisis para cada una las distintas configuraciones de confinamiento se divi-
de en dos casos, cuando µ es entero las configuraciones a analizar son con φ0 =
π/4, π/3, π/2, π. A su vez el primer caso se divide en dos subcasos , el primero es
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cuando el eigenvalor µ es impar y el segundo cuando el eigenvalor µ es par. Las con-
figuraciones que pertenecen al primer subcaso con µ impar son φ0 = π y φ0 = π/3.
Para ambos casos se obtienen cinco distintos niveles degenerados con distintos valores
en el número cuántico nφ, donde cada nivel degenerado, a excepción del primero, se
conecta con el siguiente y a su vez con el anterior. Para el bloque degenerado con con
distintos valores de nφ, por la regla de paridad se tiene que cada nivel se divide en dos
submatrices. El primero para el caso en que nθ′ y nθ son pares y el segundo cuando
nθ′ y nθ son impares. Para el segundo sub-caso las configuraciones de confinamiento
pertenecientes a este son φ0 = π/2 y φ0 = π/4, en ambos casos se aprecia que para
estos casos el eigenvalor µ es par. Para el caso en que φ0 = π/2 se presentan seis niveles
degenerados, cada uno con distintos valores para nφ. Mientras que para el caso en el
que φ0 = π/4 solo se presentan tres niveles degenerados.

Para el siguiente caso los ángulos de confinamiento correspondientes a este son
φ0 = 3π/2, φ0 = 5π/3 y φ0 = 7π/4. A diferencia del caso anterior estas configuraciones
no tienen una secuencia espećıfica, ya que para estos casos los bloques para los estados
que son etiquetados por la misma enerǵıa se generan módulo el numerador del ángulo
de confinamiento. De esta forma para cada configuración de confinamiento dada en
función del ángulo que se obtiene un número distinto de niveles con distintos valores
en nφ. De tal forma que para el ángulo de confinamiento φ0 = 3π/2 se obtienen nueve
niveles degenerados, donde solo se logran diferenciar tres distintas estructuras de los
nueve niveles degenerados. Para el ángulo de confinamiento φ0 = 5π/3 se análizan
cinco niveles degenerados, donde solo se logran diferenciar dos distintas estructuras de
los cinco niveles degenerados y para el ángulo de confinamiento φ0 = 7π/2 se obtienen
un nivel degenerado. Partiendo de este análisis se aprecia que cuando ν →∞, por que
µ = nφπ/φ0 → 0 para φ0 → 0 todos los estados se vuelven degenerados en el ĺımite del
umbral de ionización E → 0.

Al analizar el caso cuando el ángulo de confinamiento φ0 = 2π, no se recupera el caso
libre por que la condición de frontera impone una singularidad en un punto. Debido a
la estructura de µ = nφπ/2π = nφ/2, por la primera regla de selección el efecto Zeeman
se suprime y para este caso considerar un método perturbativo a primer orden no es
suficiente para remover la degeneración sobre los distintos niveles energéticos.

Posteriormente, una vez que se obtienen los desdoblamientos Zeeman para cada
uno de los bloques degenerados con distintos valores en nφ, para los primeros bloques
de cada configuración de confinamiento se desarrollan la representación gráfica de las
eigenfunciones para los estados que están etiquetados por la misma enerǵıa pero con
signo distinto. A cada una de las nuevas etiquetas de la enerǵıa le corresponde una
eigenfunción distinta, donde después de obtener los eigenvectores asociados a las eige-
nenerǵıas, se reescribe cada eigenvetor como combinación lineal de elementos de la base
de funciones para cada bloque degenerado. Graficando cada eigenfunción como cortes
a un radio fijo, se obtienen las gráficas para las eigenfunciones correspondientes a los
primeros bloques degenerados, se hizo un análisis de estas gráficas en función de color,
con el fin de que para cada estado graficado sea posible hubicar los mı́nimos, máximos
y nodos de cada eigenfunción. Mostrando de manera gráfica mediante este análisis la
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ortogonalidad de estas eigenfunciones.
Para el trabajo a futuro se propone continuar este mismo estudio pero incorporando

las coordenadas paraboloidales y esferoidales prolatas mostradas en [3]. Además de
identificar a fondo os encajes estructurales que se presentan en cada conjunto de niveles
energéticos correspondiente a cada distinto ángulo de confinamiento. De igual forma se
continua la investigación con respecto al rompimiento y restauración de la simetŕıa en
este sistema confinado, incluyendo el estudio para otros ángulos de confinamiento.
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Apéndice A

Apéndices

A.1. Apéndice 1: Teoŕıa de Perturbaciones para Estados

Degenerados

Teoŕıa de Perturbaciones independiente del tiempo es un método de aproximación
el cual se aplica bajo el siguiente contexto: al conocer la solución al problema de eigen-
valores del Hamiltoniano H0, lo que se busca es una solución de la forma H = H0 +H ′,
donde H ′ es una perturbación al problema y H ′ << H0 [6], [8]. Al considerar H0 como
el Hamiltoniano de interacción del electrón y el protón, mientras que H ′ representa la
interacción del sistema con un campo externo.

Al considerar un nivel de enerǵıa E0
n, al cual corresponde un conjunto de distintos

eigenestados |φn > los cuales poseen la misma enerǵıa y pertenecen al subespacio de
dimensión D, se tiene

H0|φi >= E0
n|φi >, (A.1)

con i = (1, 2, 3, .., d) con d la dimensión del subespacio dgenerado. Al considerar la apro-
ximación a orden cero es posible escribir la eigenfunción |Ψn > como una combinación
lineal en términos de |φn >:

|Ψn >=
n∑
a=1

ca|φa > . (A.2)

Ya que cada estado es ortonormal con respecto a cada etiqueta i, ie < φa|φb >= δa,b,
se asegura que |Ψn > sea ortonormal al resultar una combinación lineal en términos de
los coeficientes a. Para determinar cual es la corrección a primer orden de la enerǵıa,
consideramos la corrección al Hamiltoniano de la forma H = H0 + H ′ y aplicándoles
(A.1), (A.2) y operando con < φb| se obtiene la corrección a la enerǵıa de la forma

abEn =ab E
0
n +

d∑
a=1

a < φb|H ′|φa >, (A.3)
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al aplicar la propiedad de ortonormalidad < φb|φa >= δb,a a la ecuación (A.3), esta se
puede reescribir como:

d∑
a=1

(H ′ba − E1
nδb,a)a = 0. (A.4)

Al elegir una base de estados en la cual H ′ no contenga elementos en la diagonal,
tal que la diagonal del operador se vuelvan ceros. Usando las combinaciones lineales
de estados degenerados sin perturbar, aplicándoles el operador Ĥ y diagonalizando
la matriz asociada al operador en la base de estados del subespacio abarcado por los
estados degenerados sin perturbar de dimensión D. Por lo que al generar la matriz
en términos de la ecuación (A.4), esta determina los eigenvalores a primer orden y
del d-avo nivel del método de teoŕıa de perturbaciones para estados degenerados. El
procedimiento para el siguiente:

1. Para cada nivel con D un numero de estados degenerados, se construye la matriz
de perturbación de D ×D con base al operador H ′, para este caso concreto del
átomo confinado por ángulo diedro es valido H ′ =< φa|lz|φb >.

2. Se prosigue a diagonalizar dicha matriz para encontrar los eigenvalores que re-
presentan el cambio a la enerǵıa de la forma E1

na donde (na = 1, 2, 3, ..., d = y los
correspondientes eigenvectores asociados a cada estado

va =



va1
va2
.
.
.
vad

 . (A.5)

3. Finalmente la corrección de la enerǵıa a primer orden esta dada como:

Ena = E0
n + E1

na , (A.6)

con los eigenvectores correspondientes asociados a cada estado.
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A.2. Apéndice 2: Tablas complementarias

φ0 = π/4

nr, nθ, µ ν D+ +D−

0 0 1 5 0+1

1 0 4 6 1+1

0 1 4

2 0 4 7 1+2

0 2 4

1 1 4

3 0 4 8 2+2

1 2 4

2 1 4

0 3 4

4 0 2 9 2+4

2 2 4

0 4 4

0 0 8

3 1 4

1 3 4

5 0 4 10 4+4

3 2 4

1 4 4

1 0 8

4 1 4

2 3 4

0 5 4

0 1 8

6 0 4 11 4+6

4 2 4

2 4 4

0 6 4

2 0 8

0 2 8

5 1 4

3 3 4

1 5 4

1 1 8

φ0 = π/3

nr, nθ, µ ν D+ +D−

0 0 3 4 1

1 0 3 5 1+1

0 1 3

2 0 3 6 1+2

0 2 3

1 1 3

3 0 3 7 2+3

1 2 3

0 0 6

2 1 3

0 3 3

4 0 3 8 3+4

2 2 3

0 4 3

1 0 6

3 1 3

1 3 3

0 1 6

5 0 3 9 4+5

1 4 3

3 2 3

2 0 6

0 2 6

4 1 3

2 3 3

0 5 3

1 1 6

6 0 3 10 5+7

4 2 3

2 4 3

0 6 3

3 0 6

1 2 6

0 0 9

5 1 3

3 3 3

1 5 3

2 1 6

0 3 6

φ0 = π/2

nr, nθ, µ ν D+ +D−

0 0 2 3 1

1 0 2 4 1+1

0 1 2

1 0 2 5 1+3

0 2 2

0 0 4

1 1 2

3 0 2 6 3+3

1 2 2

1 0 4

2 1 2

0 3 2

0 1 4

4 0 2 7 3+6

2 2 2

0 4 2

2 0 4

0 2 4

0 0 6

3 1 2

1 3 2

1 1 2

5 0 2 8 6+6

3 2 2

1 4 2

3 0 4

1 2 4

1 0 6

4 1 2

2 3 2

0 5 2

2 1 4

0 3 4

0 1 6

Tabla A.1: Descripción de los niveles degenerados para ángulos menores a π.
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φ0 = π

nr, nθ, µ ν D+ +D−

0 0 1 2 1

1 0 1 3 1+2

0 1 1

0 0 2

2 0 1 4 2+4

0 2 1

1 0 2

0 0 3

1 1 1

0 1 2

3 0 1 5 4+6

1 2 1

2 0 2

0 2 2

1 0 3

0 0 4

2 1 1

0 3 1

1 1 2

0 1 3

4 0 1 6 6+9

2 2 1

0 4 1

3 0 2

1 2 2

2 0 3

0 2 3

1 0 4

0 0 5

3 1 1

2 1 2

0 3 2

0 1 4

1 1 3

Tabla A.2: Descripción de los niveles degenerados para el ángulo π.
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