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Resumen

Se estudia la relación entre la entropía de entrelazamiento y la relajación del sistema
a estados estacionarios de equilibrio. El sistema de estudio es un conjunto de seis bosones
en interacción confinados por un potencial periódico de seis sitios descritos por el hamilto-
niano de Bose Hubbard. Se calcula la evolución temporal de la entropía de entrelazamiento
y de los observables del sistema cuando el sistema parte de estados fuera de equilibrio, que
son estados con un número fijo de partículas por sitio, se analiza el comportamiento del
sistema a tiempos largos y se compara el valor de saturación de la entropía y de los ob-
servables con el valor dado por el ensemble canónico para definir si el sistema a alcanzado
o no un estado estacionario que puede ser descrito por este ensemble.
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Capítulo 1

Introdución

En años recientes, ha habido un gran progreso en estudios experimentales de átomos
atrapados por redes ópticas a temperaturas bajas [2, 3, 4, 5] lo cual ha sido acompañado
de intensivas investigaciones teóricas. Los experimentos poseen importantes características
que hacen de estos una de las herramientas más convenientes para estudiar las propieda-
des de sistemas de muchos cuerpos. Primero, los sistemas de átomos atrapados permiten
un alto grado de control en los parámetros del sistema en un amplio rango de valores.
Segundo, la variación de los parámetros del sistema puede ser muy rápida, esto permite
poner al sistema en estados iniciales fuera de equilibrio. Finalmente, los sistemas atómi-
cos atrapados pueden ser bien aislados del ambiente[6]. Por todo lo anterior, es posible
estudiar la dinámica cuántica de sistemas finitos y aislados del ambiente, partiendo de
estados iniciales fuera de equilibrio y analizar la posible relajación de estos sistemas a
estados de equilibrio. Lo anterior resulta ser un tema de gran interés actual, no sólo para
la descripción de estos sistemas, sino también ofrece la posibilidad de estudiar temas re-
lacionados con los fundamentos de la física estadística, pues a pesar del gran éxito que la
física estadística tiene en describir las propiedades de sistemas macroscópicos, aún no se
ha alcanzado un entendimiento general de como un sistema llega a equilibrio[7].

Actualmente hay un renovado interés en la derivación de la mecánica estadística de la
dinámica de sistemas cerrados, desde un nuevo enfoque. En lugar de asumir a priori que
el sistema está en un estado mezcla, tal como por ejemplo, en el ensemble microcanónico,
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se busca describir el estado individualmente a todo tiempo |ψ(t)〉 y mostrar que, bajo
condiciones razonables, el sistema relaja a estados estacionarios. Se busca además definir
si dichos estados estacionarios son estados de equilibrio que pueden ser descritos por los
ensembles de la mecánica estadística.

Se toma entonces un enfoque individualista, por ejemplo, dado un sistema en un estado
|ψ(t)〉 puro es de interés poder definir sí este es un estado de equilibrio. Consecuentemente,
surge la necesidad de definiciones de equilibrio térmico para sistemas individuales.

En esta dirección Goldstein y colaboradores presentan dos definiciones de equilibrio [8,
9]. Equilibrio térmico macroscópico (MATE) 1 y equilibrio térmico microscópico (MITE)2.
MATE es una extensión natural de la noción de equilibrio de Boltzmann para un sistema
cuántico y fue formulada por Von Neuman, mientras MITE es una noción puramente
cuántica sin análogo clásico.

Cuando un sistema está en MATE, los valores esperados de los observables macros-
cópicos son aproximadamente iguales a los valores de equilibrio dados por el ensemble
microcanónico, además las fluctuaciones son muy pequeñas. Esto significa que si se realiza
una sola medición de una variable macroscópica es muy probable que el valor medido
coincida con el valor de equilibrio. Por otra parte, cuando un sistema está en MITE, los
valores esperados de cualquier variable macroscópica expresados como operador local ex-
tensivo o intensivo deben estar cercanos al correspondiente valor de equilibrio, pero sus
fluctuaciones cuánticas pueden no ser pequeñas. Así si se realiza un conjunto de varias
mediciones el valor promedio coincidirá con el valor de equilibrio, pero el valor de una sola
medición no necesariamente llevará al valor de equilibrio[9].

La noción de MATE tiene significado sólo para sistemas grandes ya que para estos
sistemas las fluctuaciones en equilibrio de observables macroscópicos son mucho más pe-
queñas que el valor esperado del observable. Por el contrario la noción de MITE tiene
significado incluso para sistemas pequeños, como el que se considera en este trabajo. Por
tanto esta será la definición en la que nos concentraremos.

1Del acrónimo en inglés Macroscopical Thermal Equilibrium.
2Del acrónimo en inglés Microscopic Thermal Equilibrium.
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Con las definiciones de equilibrio para estados puros, el siguiente paso es estudiar
la dinámica del sistema de interés y comparar para tiempos largos los estados con las
definiciones dadas de equilibrio.

La configuración más simple en la cual un sistema parte de estados fuera de equilibrio es
la conocida como protocolo quench 3 que consiste en: iniciar al sistema en un estado propio
de un Hamiltoniano inicial H0, cambiar repentinamente un parámetro del Hamiltoniano,
y dejar que la dinámica sea gobernada por el nuevo Hamiltoniano.

Entre todos los modelos investigados, por mucho, el modelo de Bose Hubbard toma una
posición especial siendo un modelo paradigmático de sistemas fuertemente correlacionados.
Este modelo puede realizarse en átomos inmersos en redes ópticas donde los parámetros
pueden ser controlados con un alto grado de precisión, por ejemplo, con cambios repentinos.
Esta propiedad hace a este modelo un candidato ideal para estudiar la dinámica de quench
cuántica tanto teóricamente como experimentalmente.

Hasta ahora, en los trabajos sobre la dinámica de quench cuánticos, en el modelo de
Bose Hubbard, el estado del sistema antes del quench es siempre asumido el estado base del
Hamiltoniano inicial. Esto es, el sistema se asume está a una temperatura inicial cero. Sin
embargo nada impide iniciar al sistema en cualquier otro estado excitado. En este trabajo
se consideran dos estados iniciales, el estado base y un estado excitado del Hamiltoniano
antes del quech.

El objetivo de este trabajo es estudiar la relación entre la entropía de entrelazamiento
y la relajación de un sistema a estados estacionarios de equilibrio. Para ello se estudia
un sistema de seis bosones en interacción confinados por un potencial periódico de seis
sitios, el sistema es descrito por el Hamiltoniano de Bose Hubbard. Se analiza la evolución
temporal de la entropía de entrelazamiento de Rényi en función de los parametros del
Hamiltoniano, cuando el sistema parte de un estado inicial no estacionario. Se estudia el
comportamiento del sistema a tiempos largos y se compara el valor de saturación de la
entropía y de los observables, con los valores dados por el ensemble canónico, para definir
así si el sistema ha alcanzado o no un estado estacionario que puede ser descrito por este
ensemble.

3 Emplearemos el término en inglés quench, a falta de una traducción precisa en español.
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La tesis está organizada de la siguiente forma; en el capítulo 2 se desarrollan los en-
sembles de la mecánica estadística cuántica y los conceptos de MITE y MATE.

En el capítulo 3 se presenta el concepto de entrelazamiento y su relación con el concepto
de equilibrio microscópico a través de la entropía de entrelazamiento en sistemas bipartidos.

En el capítulo 4 se presenta el Hamiltoniano de Bose Hubbard y se describen algunas
de las propiedades de los sistemas descritos por este Hamiltoniano dependiendo de sus
parámetros.

En el capítulo 5 se desarrolla el protocolo quench empleado para el sistema de estudio,
se muestran la evolución de los observables; número de ocupación y energía de interacción,
analizando sus fluctuaciones y su comportamiento para tiempos largos.

En el capítulo 6 se calcula la entropía de entrelazamiento de Rényi para diversos sub-
sistemas, estudiando su comportamiento a tiempos largos y las fluctuaciones que presenta
en función de los parámetros del Hamiloniano, y del estado inicial del que parte el siste-
ma. Por último, se compara la matriz de densidad reducida del subsistema de un sitio y
la matriz de densidad reducida dada por el ensamble canónico aplicando la definición de
equilibrio térmico microscópico.
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Capítulo 2

Mecánica estadística cuántica

En esta sección se dará una breve revisión de los ensembles termodinámicos, microca-
nónico y canónico, los cuales se obtienen a partir del postulado de máxima entropía. Estos
ensembles describen el estado del sistema a partir de matrices de densidad estacionarias
que resultan ser una mezcla estadística de estados. La física estadística asume que los
sistemas eventualmente alcanzan estados de equilibrio que son descritos por los ensembles
termodinámicos. Una pregunta de interés es si un estado puro, cuya matriz de densidad
resulta ser diferente a las matrices de densidad mezcla de los ensembles, puede describir
también situaciones de equilibrio. Para responder esa cuestión en la segunda sección se
presentarán definiciones de equilibrio térmico macroscópico MATE y equilibrio térmico
microscópico MITE dadas por Goldstein, las cuales sí permiten considerar el equilibrio de
sistemas cuánticos en estados puros.

2.1. Operador de densidad

Un sistema cuántico es descrito, microscópicamente, de la siguiente manera: se asocia
un espacio de Hilbert al sistema, tal que los estados correspondientes son descritos por
vectores de estado |ψ〉 o por operadores (matrices de densidad) ρ̂. Los observables son
operadores auto adjuntos (Hermitianos) en el espacio de Hilbert mencionado.
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La evolución en el tiempo del vector de estado está determinada por la ecuación de
Schrödinger

− i~ d
dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 , (2.1)

donde |ψ(t)〉 denota el vector de estado al tiempo t. Si la descripción del estado se hace a
través del operador de densidad ρ̂(t) su evolución temporal está dada por

d

dt
ρ̂(t) + i

~
[H, ρ̂(t)] = 0, (2.2)

que es llamada la ecuación de von Neumann.

Dada una base ortogonal del espacio de Hilbert, {|α〉},el vector de estado |ψ〉 puede
ser expresado como

|ψ〉 =
∑
α

cα |α〉 , (2.3)

donde cα = 〈α|ψ〉. Una descripción exacta del estado requiere del conocimiento de todos
los cα. A esta especificación de los coeficientes se define como microestado. Si se considera
un conjunto de observable macroscópicos, tales como la energía total del sistema, el nú-
mero total de partículas, la magnetización total, en caso de que el sistema sea magnético,
etc, es posible dar una descripción del sistema empleando los valores esperados de estos
observables, la especificación de estos valores se define como macroestado.

En el enfoque de ensembles de mecánica estadística introducido por Wilhem Gibbs, se
busca un operador de densidad independiente del tiempo, que llamaremos de equilibrio,
con el cual se obtienen valores de los observables macroscópicos, como promedios sobre el
ensemble. La matriz de densidad de equilibrio debe cumplir que

[H, ρ̂eq] = 0. (2.4)
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2.2. Ensemble microcanónico

Lo que implica que ρ̂eq es una función del Hamiltoniano y de las constantes de mo-
vimiento (observables que conmutan con el Hamiltoniano). Esta condición no determina
por completo ρ̂eq, para obtenerla se emplea el postulado de máxima entropía usando la
definición dada por von Neumann,

S(ρ̂) = −kBTr(ρ̂ ln ρ̂). (2.5)

El estado de equilibrio es aquel que maximiza esta entropía bajo las restricciones ma-
croscópicas del sistema.

En lo siguiente se desarrollan explícitamente los operadores de densidad ρ̂eq, para cada
uno de los ensambles. La construcción dada se puede generalizar para obtener cualquier
otro ensamble y puede ser revisada en cualquier libro de mecánica estadística, por ejemplo
[10].

2.2. Ensemble microcanónico

Considere un sistema cerrado y aislado, con energía total constante (E) y un número fijo
de partículas (N). Dado que un sistema sin interacción alguna con el ambiente no es realista
y es necesariamente una idealización, hay que considerar pequeñas fluctuaciones en la
energía. Consideramos un sistema con una energía en el intervalo Ωmc = [E+∆E,E−∆E],
donde ∆E � E. Tómese el conjunto completo |En〉 de estados propios del Hamiltoniano
H que describe el sistema

Ĥ |En〉 = En |En〉 , (2.6)

El estado del sistema puede ser desarrollado en la base de la energía como |ψ(t)〉 =∑
nCn(t) |En〉.
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El ensamble microcanónico está conformado entonces por todos los microestados que
satisfacen la restricción macroscópica de aislamiento, es decir, tienen energía dentro del
intervalo Ωmc.

Obtendremos ahora el operador de densidad de este ensemble de equilibrio, que de-
notaremos como ρ̂mic. Empleamos el principo de maxima entropía, considerando que el
operador debe estar normalizado, es decir,

Tr′{ρ̂mc} = 1. (2.7)

donde Tr′ indica la traza sobre los estados en el intervalo de energia Ωmc.

La condición de extremo se obtiene pidiendo

δ(S[ρ̂]− α0(Tr′{ρ̂} − 1)) = 0, (2.8)

donde se ha introducido el multiplicador de Lagrange α0 para cumplir la restricción de
normalización.

Sustituyendo la expresión de la entropía 2.5 y realizando la variación con respecto al
operador de densidad se tiene

Tr′{δρ̂ (−kB (ln ρ̂+ 1)− α0)} = 0, (2.9)

dado que la variación es arbitraria, el operador que maximiza la entropía debe cumplir

− kB (ln ρ̂+ 1)− α0 = 0 (2.10)

despejando se obtiene

ρ̂ = e
− α0
kB Î (2.11)
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2.3. Ensemble canónico

donde Î representa el operador identidad en Ωmc.

Al sustituir este operador en la condición de normalización se obtiene que e−
α0
kB =

1
dimHmc , donde Hcan es el subespacio de Hilbert microcanónico expandido por todos los
estados propios de la energía cuyo valor de la energía En se encuentre en Ωmc y dimHmc

es la dimensión del subespacio.

Con todo lo anterior el operador de equilibrio del ensemble microcanónico se puede
escribir como

ρ̂mc = 1
dimHmc

∑
En∈Ωcan

|En〉 〈En| (2.12)

2.3. Ensemble canónico

Consideremos ahora un sistema que intercambia energía con un baño térmico a tem-
peratura T . El sistema tiene fluctuaciones en la energía pero el equilibrio implica que su
promedio es constante e igual a E, entonces las restricciones son

Tr{ρ̂} = 1 (2.13)

y
Tr{ρ̂Ĥ} = E. (2.14)

Buscaremos ahora el operador de densidad de equilibrio canónico, que maximiza la en-
tropía bajo las restricciones 2.13,2.14, denotaremos a este operador como ρ̂can. Empleamos
para ello dos multiplicadores de Lagrange α0 y α1,

δ(S[ρ̂]− α0(Tr{ρ̂} − 1)− α1(Tr{ρ̂Ĥ} − E)) = 0. (2.15)

Sustituyendo la expresión de la entropía 2.5 y realizando la variación con respecto al
operador de densidad se tiene
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Tr{δρ̂
(
−kB (ln ρ̂+ 1)− α0 − α1Ĥ

)
} = 0, (2.16)

puesto que la variación es arbitraria

− kB (ln ρ̂+ 1)− α0 − α1Ĥ = 0, (2.17)

despejando

ρ̂ = e
− 1
kB

(kB+α0)
e
− α1
kB

Ĥ
, (2.18)

sustituyendo en la restriccion de normalización se obtiene que e−
1
kB

(kB+α0) = 1
Z
, donde Z

es llamada la función de partición Z = Tr{e−
α1
kB

Ĥ}.

Para determinar el multiplicador α1 se multiplica la ecuación 2.17 por ρ̂ y se toma la
traza a cada término

− (kB + α0)− α1E + S(ρ̂) = 0 (2.19)

− kB lnZ − α1E + S(ρ̂) = 0. (2.20)

Recordando que para un sistema a temperatura constante y número de partículas
constantes la representación termodinámica natural es la de Helmholtz, en la cual la
relación fundamental es F = F (T,N); la energıa libre de Helmholtz satisface la relación:
F −E+TS = 0[10]. La comparación con la ecuación 2.21 sugiere la identificación α1 = 1

T

y
F = −kB lnZ. (2.21)

El operador densidad en el ensemble canónico es
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2.4. Equilibrio térmico macroscópico

ρ̂can = e−βĤ

Z
, (2.22)

donde β = 1
kBT

.

Es conveniente hacer una aclaración sobre las diferencias en las fluctuaciones en la
energía entre los dos ensembles presentados. En el caso del ensemble microcanónico el
sistema solo puede acceder a los estados en la capa de energía definida por Ωcan. En
cambio en el ensemble canónico el sistema puede acceder a todos los estados de energía
En, pero la probabilidad de que acceda a cada uno está pesada por el factor de Boltzmann
e−βEn .

2.4. Equilibrio térmico macroscópico

Para un sistema cuántico en un estado puro es necesario considerar dos definiciones
de equilibrio, una dada por los valores de los observables macroscópicos y otra definida a
través de los valores de observables microscópicos locales. Presentaremos brevemente estas
definiciones dadas en [8, 9]. Veamos primero la definición de equilibrio térmico macroscó-
pico MATE.

Consideremos nuevamente un sistema cuántico cerrado, con una energía E. Sea H el
espacio de Hilbert del sistema total y Ĥ su Hamiltoniano. Como en el ensemble microcano-
nico, consideremos la capa de energía Ωcan y el subespacio Hcan que define. Consideremos
además un conjunto de observables macroscópicos asociados a operadores que conmutan
{Mi} con valores propios νi. Dado un conjunto de valores propios ν = (ν1, ..νN) se defi-
ne un macro espacio Hν ⊂ Hcan. Goldstein [8] muestra que de todos los macroespacios
posibles existe uno, el cual llama subespacio de equilibrio Heq tal que

dim(Hcan)
dim(Heq)

≈ 1 (2.23)

Si un estado ρ̂ se encuentra dentro de este espacio Heq se dice entonces que esta en MA-
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TE. Que se encuentre en este espacio implica que los valores esperados de los observables
macroscópicos son muy cercanos a los valores predichos por el ensemble microcanónico, es
decir

〈ψ|O|ψ〉 ≈ 〈O〉mic = Tr{ρ̂can} (2.24)

Esto significa que si se realiza una sola medición de una variable macroscópica es
muy probable que valor medido coincida con el valor de equilibrio, aunque el operador de
densidad del estado no se acerque al operador de densidad microcanónico.

2.5. Equilibrio térmico microscópico

Ahora bien el concepto de equilibrio microscópico esta basado en subsistemas. De
manera más precisa se dice que el estado |ψ〉 de un sistema está en equilibrio térmico
microscópico MITE si se cumple que la matriz de densidad reducida de un subsistema A
es aproximadamente igual a la matriz de densidad reducida del ensemble microcanónico

ρ̂A ≈ ρ̂micA (2.25)

donde la matriz de densidad reducida se obtiene trazando sobre todos los grados de libertad
del complemento de A, es decir, ignorando la información del complemento. A diferencia
del caso de MATE, aquí la matriz de densidad reducida si puede ser una matriz mezcla,
y esto se debe al entrelazamiento cuántico entre el sistema y su complemento, es aquí
donde esta definición no tiene contra parte clásica pues el fenómeno de entrelazamiento es
puramente cuántico.

Si el sistema es lo suficientemente pequeño comparado con el resto del sistema entonces
se cumplirá también que

ρ̂A ≈ ρ̂canA (2.26)
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2.5. Equilibrio térmico microscópico

donde ρ̂canA es la matriz de densidad canónica reducida con un valor adecuado de β

Existe entonces una longitud l0 para el tamaño del subsistema A en la cual cualquier
subsistema de tamaño menor cumplirá con 2.26

En la siguiente sección se definirá de manera más precisa los conceptos de entrelaza-
miento y de la matriz de densidad reducida.
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Capítulo 3

Entrelazamiento cuántico

Los sistemas cuánticos muestran propiedades ajenas para los sistemas clásicos tales
como la superposición de estados cuánticos, la interferencia o el tunelamiento, efectos
que pueden ser observados incluso en sistemas cuánticos de una partícula. Las correlacio-
nes agregan una diferencia fundamental entre sistemas clásicos y cuánticos. Mientras que
las correlaciones en sistemas clásicos pueden ser descritas en términos de probabilidades
clásicas, en sistemas cuánticos esto no es verdad.

En los inicios del desarrollo de la mecánica cuántica, alrededor de la década de 1920,
se presentó una de las discusiones más importantes con respecto a su interpretación, esta
se dio entre Albert Einstein y Niels Bohr. El primero dio una interpretación donde, subya-
cente a las probabilidades que aparecen en las ecuaciones de la mecánica cuántica, existen
variables subcuánticas o variables ocultas, que permitirán de algún modo establecer una
descripción determinista del mundo cuántico. Por este motivo Einstein siempre consideró
que la mecánica cuántica era una teoría incompleta. Por el contrario, Bohr consideraba
que las probabilidades eran el aspecto intrínsecamente predominante en escalas atómicas.

Bajo la interpretación de Einstein, en 1935 junto con Podolsky y Rosen, publica un
artículo que sería conocido posteriormente como la paradoja EPR [11], en el cual se pre-
tende demostrar que el principio de incertidumbre de Heisenberg presenta excepciones en
su aplicación y que por tanto, la mecánica cuántica era una teoría incompleta.
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3.1. Entrelazamiento bipartido

En el artículo se supone que si se tienen dos partículas que se dispersan luego de una
colisión y viajan en direcciones opuestas muy lejanas y se realizan mediciones sobre una de
ellas, es posible obtener información de las mediciones de la otra partícula indirectamente,
teniendo así información de la otra sin realizar sobre ella ninguna medición.

No es posible explicar este fenómeno si se supone a la teoría cuántica como una teoría
local, en el sentido de que si algo que ocurre en un lugar, no debería afectar a cualquier
cosa que suceda en un lugar lejano, a no ser que se envíe una señal de un lugar a otro (con
una velocidad máxima igual a la de la luz) que pueda producir un cambio en este último.
Si se supone, por el contrario, una teoría no local, esto implica que ambas partículas se
encuentran vinculadas. A este vínculo entre las partículas se le llamó entrelazamiento.

El entrelazamiento expresa entonces la no localidad inherente entre las partes de un
sistema descrito por la mecánica cuántica. John Bell derivó un conjunto de desigualdades
para mediciones de correlaciones que toda teoría local debe obedecer[12]. Una gran canti-
dad de experimentos realizados con sistemas cuánticos violan dichas desigualdades y por
tanto muestran que el entrelazamiento es una realidad física, aunque existen estados que
no violan las desigualdades de Bell y aun así estos se encuentran entrelazados. La viola-
ción de las desigualdades de Bell revela únicamente el hecho que el sistema se encuentra
entrelazado pero indican como cuantificar que tan entrelazado está.

Recientemente, ha crecido el interés por entender el entrelazamiento en sistemas cuán-
ticos de muchos cuerpos, ya que se ha encontrado un gran impacto en diversas áreas.
En materia condensada, por ejemplo, el comportamiento del escalamiento de la entropía
de entrelazamiento permite distinguir entre fases que no pueden ser caracterizadas por
propiedades de simetría, tales como estados topológicos de la materia [13]. La entropía de
entrelazamiento puede ser usada también para probar criticalidad cuántica [14] y dinámica
fuera de equilibrio [15][16].

3.1. Entrelazamiento bipartido

Existe una gran cantidad de medidas empleadas para determinar el entrelazamiento,
las cuales pueden separarse principalmente en medidas de entrelazamiento bipartido y
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multipartido[17]. En este trabajo nos concentraremos en el entrelazamiento bipartido de
sistemas puros.

Un sistema bipartido es un sistema conformado por dos subsistemas, A y B, tal que
el sistema completo es S = A

⋃
B. Cada uno de los subsistemas tiene asociado un espacio

de Hilbert HA y HB respectivamente. Por tanto el espacio de Hilbert asociado al sistema
completo S esta dado por el producto tensorial HS = HA ⊗HB.

Cualquier estado puro |ψAB〉 que describe al sistema completo en el espacio de Hilbert
HS es llamado separable si y sólo si puede ser escrito como un producto de dos vectores
correspondientes a los espacios de Hilbert de los subsistemas, es decir,

|ψAB〉 = |ψA〉 |ψB〉 . (3.1)

Cuando esta separación no es posible, se dice que el estado está entrelazado. En general,
si el estado es escrito en una base formada por el productos de las bases de los subsistemas
|eiA〉 ⊗

∣∣∣ejb〉, es decir, se escribe como

|ψAB〉 =
d−1∑
i=0

c−1∑
j=0

Dij

∣∣∣eiA〉⊗ ∣∣∣ejb〉 , (3.2)

donde d es la dimensión del espacio de HA y c la del espacio HB, el estado puede ser
escrito como un producto si y solo si la matriz Dij es de rango 11.

Una manera de determinar si un sistema bipartido se encuentra entrelazado o no es a
través las matrices de densidad reducidas de los subsistemas A y B. Para obtener dichas
matrices hay que realizar la operación de traza parcial sobre todos los grados de libertad
de B y A, respectivamente

ρ̂A(t) = TrB{ρ̂(t)}, (3.3)

1El rango de una matriz se define como el número de columnas linealmente independientes.
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3.1. Entrelazamiento bipartido

ρ̂B(t) = TrA{ρ̂(t)}. (3.4)

Para un estado puro, la matriz de densidad es un proyector, es decir, Tr{ρ̂2} = 1
mientras que para una mezcla Tr{ρ̂2} < 1.

Al obtener la traza, la información del complemento del subsistema es irrelevante ya
que no se encuentra disponible. Se tienen entonces dos casos, que la matriz de densidad
reducida sea pura o que sea una mezcla.

Si el operador de densidad reducido del subsistema A resulta ser puro, entonces el
sistema completo no se encuentra entrelazado, si por el contrario el operador representa
un estado mezclado, el sistema completo se encontrará entrelazado.

Para mostrar esto último, consideremos un sistema bipartido puro no entrelazado, es
decir

ρAB = |ψA〉 |ψB〉 〈ψA| 〈ψB| , (3.5)

tomemos la base de estados |enB〉 del subsistema B y realizemos la traza parcial,

ρ̂A = TrB{ρAB} =
∑
n

〈enB|ψB〉 〈enB|ψB〉 |ψA〉 〈ψA| , (3.6)

ρ̂A = |ψA〉 〈ψA| . (3.7)

Por lo tanto el operador de densidad reducido ρ̂A es puro. Esto implica que si el operador
reducido no es puro, entonces el estado completo está entrelazado.

En los últimos años se han propuesto muchas formas de medir el entrelazamiento. En
este trabajo tomaremos la medida dada por la entropía de Rényi, debido a que se ha
encontrado que esta puede ser medida experimentalmente [18].

De manera general, la entropía de Rényi de orden n asociada al estado ρ̂A está definida
como
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Sn(ρ̂A) = 1
1− n ln(Tr{ρ̂nA}). (3.8)

Como se puede observar la entropía de Rényi de orden 2 está directamente relacionada
con la pureza del estado descrito por ρ̂.

En este trabajo se empleará esta entropía para medir el grado de entrelazamiento del
sistema y se estudiará su evolución temporal, buscando relacionar el comportamiento de
esta entropía y sus fluctuaciones con los posibles estados de equilibrio.
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Capítulo 4

Hamiltoniano de Bose Hubbard

El sistema a estudiar corresponde a un conjunto de seis bosones, inmersos en una red
óptica de seis sitios, con interacción sólo entre partículas dentro del mismo sitio de la
red. En esta sección se deriva el Hamiltoniano del sistema especificando las aproximacio-
nes usadas, también se describen brevemente algunos resultados experimentales para este
sistema.

Para obtener el Hamiltoniano de Bose Hubbard, se parte de la expresión general en
segunda cuantización para un sistema de bosones con interacción mutua[19]

Ĥ =
∫
d~x3ψ̂†(~x)

(
−~2∇2

2m + Vop(~x)
)
ψ̂(~x) (4.1)

+1
2

∫
d~x3d~x′

3
ψ̂†(~x)ψ̂†(~x′)U(~x− ~x′)ψ̂(~x)ψ̂(~x′),

donde Vop(~x) es el potencial de atrapamiento, descrito por una red óptica, el cual es
posible producirlo con la interferencia de haces de luz contrapropagantes [20], que se
puede expresar como Vop(~x) = ∑3

i Vo sen2(klxi), con kl = 2π
λ

, λ la longitud de onda del
haz de luz. La amplitud Vo es usualmente expresada en unidades de la energía de “recoil”
Er = ~k2

l

2m = π2~2

2ma2
red

, donde ared = λ. La energía de “recoil” está dada por el cambio en
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la energía cinética de los átomos asociados con la emisión o absorción de un fotón con
momento kl[20]. Para determinar el término de interacción se considera la aproximación
de dispersión de onda s (válida para dispersión a bajas energías), siendo así el potencial
de interacción [21]

U(~x− ~x′) = 4πas~2

m
δ(~x− ~x′). (4.2)

donde as representa la longitud de dispersión de onda s.

Dado que el potencial externo de atrapamiento es periódico, los campos pueden ser
expandidos en términos de funciones de Bloch ψnk(~x) las cuales forman una base, y tienen
la misma periodicidad de la red, donde n etiqueta el índice de la banda y k = |~k| el
momento correspondiente. Se introduce la base de Wannier

Wn(~x− ~xj) = 1√
V

∑
~kεBZ

ψnk(~x)e−i~k·(~x−~xj) (4.3)

en términos de la base de Bloch, donde ~xj es la posición del sitio j- esimo de la red, BZ
representa la zona de Brillouin y V el volumen de las celdas de la red.

Si la brecha de energía entre la primera y segunda banda de energía es más grande que
la escala de energía de las interacciones y de las fluctuaciones térmicas, se puede considerar
solo la contribución de la primer banda, es decir n = 0 [22]. Bajo esta aproximación los
operadores de campo son:

ψ̂†(~x) =
M∑
j=1

W ∗
0 (~x− ~xj)b̂†j, (4.4)

ψ̂(~x) =
M∑
j=1

W0(~x− ~xj)b̂j, (4.5)

donde ~xj = j~ared, b̂†j y b̂j representan operadores de creación y aniquilación en el sitio j
de la red y M el número total de sitios.
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Usando las expansiones de ψ̂†(~x) y ψ̂(~x) en 4.1 tenemos que:

H = −
∑
ij

Jij
(
b̂†i b̂j + h.c

)
+ 1

2

M∑
ijlm

Uijlmb̂
†
i b̂
†
j b̂lb̂m, (4.6)

donde

Jij =
∫
d~x3W ∗(~x− ~xi)

(
−~2∇2

2m + Vop(~x)
)
W (~x− ~xj) (4.7)

y

Uijlm = 4πas~2

m

∫
d~x3W (~x− ~xi)W (~x− ~xj)W (~x− ~xl)W (~x− ~xm). (4.8)

Como se prueba en la referencia [23] las funciones de Wannier decaen exponencialmente
y son ortogonales tal que

∫ ∞
−∞

d~x3W ∗(~x− ~xi)W (~x− ~xi) = δxixj (4.9)

El valor de los parámetros anteriores, Jij y Uijlm se puede obtener en su forma asin-
tótica empleando la relación de ortogonalidad y la aproximación de pozos profundos, es
decir, V0 > 6Er. Bajo esta aproximación, el potencial puede aproximarse por un potencial
armónico cercano a x = 0, y las funciones de Wannier como funciones Gaussianas

Vo sen2
(
πx

ared

)
≈ Voπ

2

a2
red

x2 (4.10)

para cada dirección

W (x) = π−1/4x
−1/2
0 e

− x2
2x2

0 , (4.11)

donde x0 =
(
~2a2

red

2π2mV

)
.

Con estas expresiones se obtiene que el término de interacción Uijlm y la amplitud de
salto Jij tienen la forma asintótica aproximada
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Uijlm =


√

8π asEr
ared

,
(
Vo
Er

)
≡ U si i = j = l = m

0, si i , j , l , m

(4.12)

Jij ≈



4Er√
π

(
Vo
Er

) 3
4 e
−2
√

Vo
Er ≡ J,

si j ∈ Ωi

0, si j < Ωi

(4.13)

donde Ωi es el conjunto de primeros vecinos de i.

Notamos entonces que el Hamiltoniano depende simplemente de dos parámetros, U y
J , en el caso de que el sistema es homogéneo se escribe como

H = −J
∑
〈ij〉

(
b̂†i b̂j + h.c

)
+ U

2

M∑
i=1

n̂i(n̂i − 1), (4.14)

donde n̂i = b̂†i b̂i y 〈ij〉 denota que la suma se realiza sobre sitios vecinos de la red.

4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

Este Hamiltoniano es el modelo más simple de bosones en interacción en una red
óptica, fue introducido por Fisher y colaboradores en 1989 [24] donde mostraron que este
sistema presenta una transición de fases entre un estado aislante Mott, y uno superfluido.
Esta transición fue predicha por Fisher empleando técnicas de campo medio y la teoría de
transiciones de fase de segundo orden de Landau.

En la fase aislante, la interacción hace que las partículas se localicen en los sitios
de la red y por el contrario, en el estado superfluido, las partículas están deslocalizadas
sobre todos los sitios de la red y pueden moverse libremente por la red. En lo siguiente
describiremos las características de estas dos fases y presentaremos algunos resultados del
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4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

diagrama de fases.

4.1.1. J
U � 1: Fase Aislante Mott

Si la interacción entre las partículas en los sitios de la red es dominante J
U
� 1 y el

número de partículas N es conmensurable con el número de sitios M , el estado base es
un aislante Mott. El caso extremo es cuando el coeficiente J = 0, esto es el Aislante Mott
ideal. El estado es un producto de estado de Fock con el mismo número de partículas n0

en cada sitio

|φAM〉 =
M∏
i=1

(
b̂†i
)n0 |0〉 (4.15)

Este estado no tiene fluctuaciones en el número de ocupación, todos los sitios tiene
un número n0 de partículas. Algunas características del estado Mott son: el parámetro de
orden b̂i es nulo; hay una brecha de energía en el espectro de excitaciones, debido a que la
excitación mas baja es la creación de un par partícula-hueco(correspondiente en energía
n0U) ;tiene una compresibilidad nula y las fluctuaciones en el número de partículas por
sitios son suprimidas.

4.1.2. J
U � 1: Fase superfluida

Si el término de energía cinética o salto J es dominante, el sistema alcanza una fase
superfluida, en el cual el estado de una sola partícula es deslocalizado por toda la red.
Para el caso ideal de interacción nula (U

J
= 0) el estado base de el sistema de muchas

partículas es

|φSF 〉 =
(
M∑
i=1

b̂†i

)N
|0〉 . (4.16)

En este estado, la distribución de densidad local P (n) es una distribución binomial en el
limite de N � 1 [25]
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P (n) = e−
N
M

N

(
N

M

)n
. (4.17)

Como una comparación, en el estado Mott tenemos que la distribución es P (n) = δn,n0

La presencia de fluctuaciones en la densidad local es una de las características de la fase
superfluida, no solo en el caso ideal sin interacción. Otras de sus características incluyen;
ausencia de una brecha de energía en el espectro de excitaciones ,compresibilidad finita y
parámetro de orden finito 〈b̂i〉 = 0

Posterior al trabajo de Fisher, Jaksch [26] presentó una propuesta para llevar a ca-
bo experimentalmente el sistema empleando sistemas de átomos fríos en redes ópticas,
que le permitían calcular los parámetros J y U dados anteriormente en términos de los
parámetros de la red. Basado en esta propuesta experimental se daría la comprobación
experimental de la transición cuántica de fase superfluido aislante Mott por Greiner en
2002 [1].

Observaron que el sistema transita de una fase en la cual los átomos están dispersos por
la red a una fase en donde los bosones están localizados en cada uno de los sitios de la red.
Esto fue determinado a través de un patrón de interferencia, cuando la fase macroscópica
es un estado Mott se tiene máxima incertidumbre en la distribución de momentos y los
picos de interferencia no son visibles (figura 4.1).

Figura 4.1: Imágenes de absorción de múltiples patrones de interferencia de las ondas de
materia, después de ser liberados de potenciales de profundidad a) 0Er, b) 3Er, c) 7Er,
d) 10Er, e) 13Er, f) 14Er, g) 16Er, y h) 20Er [1].

Estos avances contribuyeron a que el sistema atrajera a un gran número de investiga-
ciones tanto experimentalmente, teóricamente y numéricamente. Aunque estos enfoques
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4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

se concentraron primeramente en las propiedades del sistema en equilibrio en cada una de
las fases [27][20].

Un tema que posteriormente llamó la atención es la dinámica del sistema cuando los
parámetros del Hamiltoniano dependen del tiempo, lo cual lleva a interesantes dinámicas
fuera de equilibrio [28]. Esta es un área que se ha vuelto muy activa, particularmente en lo
que se conoce como protocolos quench cuánticos. Como ya se mencionó en la introducción,
este protocolo consiste en iniciar al sistema en estados propios de un Hamiltoniano inicial
y dejar que evolucione el estado bajo un Hamiltoniano diferente proveniente de un cambio
repentino en el primero. Es así que este protocolo asegura que el sistema parte de un
estado inicial no estacionario y estudia su dinámica. Como también se mencionó en la in-
troducción, una pregunta de interés es saber bajo qué condiciones los estados estacionarios
del sistema corresponden a estados de equilibrio.

En la literatura reciente se pueden encontrar un gran número de trabajos en donde se
plantea esta pregunta en diversos sistemas incluyendo el hamiltoniano de Bose Hubbard
cada uno teniendo un enfoque diferente de equilibrio y analizando diferentes observables.

El sistema que se estudia teóricamente en esta tesis (un sistema finito de seis bosones
en una red de seis sitio) fue desarrollado experimentalmente en 2017 por Kaufman y
colaboradores [18], donde estudiaron un gas de átomos de 87Rb atrapados en un red óptica
periódica, el sistema fue colocado inicialmente en un estado con una partícula por sitio.
Posteriormente se cambiaron los parámetros de tunelamiento e interacción de las partículas
logrando así el protocolo quench, el sistema se dejó evolucionar bajo el nuevo Hamiltoniano
y se realizaron mediciones de la pureza y con ello, de la entropía de entrelazamiento de
Renyi de segundo orden de los subsistemas. Kaufman llega a la conclusión que la entropía
de entrelazamiento tiene una saturación y que dicha saturación implica que el subsistema
ha alcanzado un estado estacionario de equilibrio, aunque solo considera variaciones de
los parámetros J

U
en la región superfluida es decir valores grandes, 0.64 y 2.8. Para estos

valores se concluye que para tiempos largos el sistema alcanzaba un estado de equilibrio,
a pesar de ser un sistema pequeño de solo seis partículas y que la matriz de densidad
del sistema se asemeja a las matrices de densidad reducidas del ensemble canónico en
equilibrio.
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Estudios similares se han realizado con condiciones iniciales y parámetros del hamil-
toniano diferentes. Uno de ellos es el realizado por S. Trotzky en 2011 [29]. En su estudio
considera un gas inmerso en una red óptica y con interacción fuerte entre partículas den-
tro del mismo sitio de la red, por lo cual su sistema puede ser también descrito por el
Hamiltoniano de Bose Hubbard. El estado inicial del que parten es un patrón de densidad
con sitios alternativamente ocupados, y miden la dinámica emergente después de cambiar
parámetros del Hamiltoniano en términos de densidad cuasi local, corrientes y coherencias.
Para un amplio rango de valores de interacción encuentran una rápida relajación a estados
con valores estacionarios de los observables medidos.

Además de los desarrollos experimentales se ha estudiado la dinámica del sistema
empleando técnicas numéricas como la diagonalización exacta y grupo de renormalización
de la matriz de densidad dependiente del tiempo. El quench se considera en tres tipos;
partiendo de un Hamiltoniano con J

U
= 0 y cambiando a un valor del parámetro donde

J
U
>> 1 es decir alejado del punto critico de transición del sistema en la región considerada

superfluida[30]; el segundo esquema es partir de un Hamiltoniano J
U

= ∞ y realizar el
cambio a un parámetro J

U
<< 1 es decir partir de un estado en la región superfluida y

llegar a un estado en la fase aislante[31].

En este trabajo emplearemos un esquema de diagonalización exacta que nos permite ir
de un estado Mott ideal a un estado también Mott con un parámetro J finito y también
a regiones superfluidas donde J

U
>> 1. Estudiaremos el sistema para un rango amplio del

parámetro adimensional J
U

determinando la relación entre la dinámica de los observables
locales y el crecimiento de la entropía de entrelazamiento y de sus fluctuaciones, también
extenderemos el estudio realizado por Kaufman para estados diferentes al estado base en
la fase Mott.
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Capítulo 5

Protocolo quench

En este capítulo se desarrolla el protocolo quench empleado para estudiar la dinámica
del sistema definido en el capítulo anterior. El protocolo parte de estados iniciales propios
del Hamiltoniano de Bose Hubbard con J = 0, es decir en estados aislante Mott ideales.
Se emplea la base de número de ocupación para la descripción de los operadores y del
estado del sistema. Se especifica el método usado para la construcción de esta base y de
los operadores de interés, Hamiltoniano, número de partículas, e interacción.

5.1. Construcción y diagonalización del Hamiltoniano

El sistema estudiado corresponde a un sistema de seis bosones en una red de seis sitios,
cuyo Hamiltoniano es

Ĥ = − J
U

(
b̂†1b̂2 + b̂†2b̂3 + b̂†3b̂4 + b̂†4b̂5 + b̂†5b̂6 + h.c.

)
+ 1

2

6∑
i

n̂i(n̂i − 1). (5.1)

Se ha dividido por el factor de U todo el Hamiltoniano anterior y redefinido Ĥ ≡ Ĥ
U

y
J ≡ J

U
, para tener un Hamiltoniano sin dimensiones que facilite los cálculos numéricos y

su análisis, ya que de esta forma sólo se tiene a J como parámetro de control. La base
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elegida para construir los elementos de matriz de los operadores, es la base de estados
propios del operador de número

n̂i |n1, ...ni.., n6〉 = ni |n1, ...ni..., n6〉 , (5.2)

donde se debe satisfacer ∑6
i=1 ni = 6, esto para que se conserve el número de partículas.

El número de elementos de la base, bajo la restricción de la conservación del número
de partículas, corresponde al número de formas de acomodar en M sitios N partículas,
por lo tanto la dimensión del espacio es D = (N+M−1)!

N !(M−1)! .

Para construir los elementos de la base de número se parte por definir el estado vacío
|0, 0, 0, 0, 0, 0〉 como aquel con cero partículas en cada sitios, y aplicar los operadores de
creación sobre este estado

|n1, ..., n6〉 = (b̂†1)n1 ...(b̂6
†)n6

√
n1!...n6!

|0, 0, 0, 0, 0, 0〉 (5.3)

Así el estado |n1, ..., n6〉 representa un estado con ni partículas en el sitio i, siempre
que se satisfaga la conservación del número de partículas.

Recordemos la acción de los operadores de creación y aniquilación sobre |n1, ..., n6〉

b̂†i |n1, ..., n6〉 = √ni |n1, ..ni+1, ..n6〉 , (5.4a)

b̂i |n1, ..., n6〉 =
√
ni − 1 |n1, ..ni−1, ..n6〉 , (5.4b)

con la relación de ortogonalidad 〈n1, ..., n6|m1, ...,m6〉 = δn1m1 ...δn6m6

Cada uno de los elementos de la base puede ser numerado y etiquetado y darle un
orden lexicográfico, donde el criterio para definir el orden es el siguiente: dados dos ele-
mentos cualesquiera |n1, ..., n6〉 y |m1, ...,m6〉, se compara el primer elemento de izquierda
a derecha, es decir n1 y m1, si n1 > m1 entonces la etiqueta asociada a |n1, ..., n6〉 sera
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5.1. Construcción y diagonalización del Hamiltoniano

mayor que la asociada a |m1, ...,m6〉 y viceversa, en caso de que n1 = m1 se hace la com-
paración con los siguientes elementos n2 y m2, este procedimiento se sigue para todos los
elementos de la base. De esta forma el primer elemento de la base con la etiqueta l = 1
sera |6, 0, 0, 0, 0, 0〉 y el último elemento con la etiqueta l = 462, será |0, 0, 0, 0, 6〉

Con el orden lexicográfico establecido, construimos los elementos de matriz del operador
n̂i los elementos del operador N̂ , y los elementos de matriz del Hamiloniano Ĥ es decir,

〈n1, ..., n6|n̂i|m1, ...,m6〉 = (n̂i)nm, (5.5a)

〈n1, ..., n6|N̂ |m1, ...,m6〉 = (N̂)nm, (5.5b)

〈n1, ..., n6|Ĥ|m1, ...,m6〉 = (Ĥ)nm, (5.5c)

(5.5d)

donde los índices n y m en los miembros derechos de las igualdades anteriores son dados
por el orden explicado anteriormente.

Notamos que la matriz asociada al Hamiltoniano tiene dos componentes, los elementos
de matriz de la diagonal corresponden al término de interacción 1

2
∑6
i n̂i(n̂i − 1) mientras

que los miembros fuera de la diagonal corresponden al término que considera el salto entre
sitios vecinos. Además esta matriz será una matriz dispersa, es decir, contendrá una gran
cantidad de elementos iguales a cero, esto facilita su construcción pues solo es necesario
identificar los elementos diferentes de cero y calcular sus valores.

Una vez obtenida la matriz Hamiltoniana, el siguiente paso fue obtener sus valores y
vectores propios, En y |En〉, respectivamente, que satisfacen la ecuación

Ĥ |En〉 = En |En〉 . (5.6)

Para ello se resolvió de manera exacta la ecuación 5.6, esto se realizó usando un pro-
grama escrito en el lenguaje Python 3.0 que hace uso del paquete LAPACK ya instalado
en este lenguaje, los códigos de dicho programa se muestran en el apéndice A.
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El espectro de energías del Hamiltoniano 5.1 dado por la ecuación, 5.6, para diferentes
valores del parámetro J se puede observar en la figura 5.1. Donde se tiene que al incre-
mentar el valor de J el espectro se vuelve mas disperso, cuando J es pequeño las energías
tienden a agruparse alrededor de los niveles de energía del Hamiltoniano de Bose Hubbard
con U = 0, donde hay una degeneración para todos los niveles excitados. El espectro tiende
a una estructura simétrica alrededor de la energía cero, para valores grandes de J
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Figura 5.1: Niveles de energía adimensionales (En
U

) para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2,
c) J = 0.64 y d) J = 10

5.2. Evolución del estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉

Se busca ahora la evolución temporal del sistema partiendo de un estado inicial homo-
géneo de una partícula por sitio. Este estado corresponde al estado base del Hamiltoniano
5.1 con J = 0, se deja que el estado evolucione bajo la acción del Hamiltoniano completo
con J , 0.

La dinámica del sistema se obtiene a través de la acción del operador de evolución
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5.2. Evolución del estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉

temporal
Û = e−iĤt, (5.7)

donde t es la variable temporal sin dimensiones t = tU
~
.

Dado un estado inicial cualquiera |ψ(0)〉 el estado a un tiempo arbitrario se obtiene
como

|ψ(t)〉 = Û |ψ(0)〉 = e−iĤt |ψ(0)〉 . (5.8)

Para obtener numéricamente la acción del operador de evolución temporal sobre el
estado inicial, es conveniente escribir primero este en términos de la base de estados propios
del Hamiltoniano {|En〉}, es decir,

|ψ(0)〉 =
∑
n

Cn |En〉 , (5.9)

donde Cn = 〈En|ψ(0)〉. De esta forma el estado al tiempo t es

|ψ(t)〉 =
∑
n

e−iEntCn |En〉 . (5.10)

Dado que la descripción de los operadores y de los estados se realiza en la base de
número, consideramos conveniente reescribir el estado |ψ(t)〉 en esta base, para ello, basta
con aplicar la transformación

|ψ(t)〉 =
∑

n1,n2,...,n6

Dn1,n2,..n6 |n1, n2, ...n6〉 , (5.11)

donde Dn1,n2,..n6 = 〈n1, n2, ..n6|ψ(t)〉 = ∑
n e
−iEntCn 〈n1, n2, ..n6|En〉.

Con los vectores de estado en función del tiempo estamos en posición de obtener la
evolución de los valores esperados de los operadores de interés.
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5.2.1. Dependencia temporal del número de partículas y energía
de interacción para el estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉

Los observables a analizar son el operador de número de partículas, tanto total N̂ como
por sitio n̂i, la energía de interacción 1

2
∑6
i=1 n̂i(n̂i − 1) total y por sitios n̂i(n̂i − 1).

Se calcularon los promedios de estos observables en función del tiempo para diferentes
valores del parámetro adimensional J .
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Figura 5.2: Número promedio total de partículas

El valor esperado del número total de partículas se muestra en la figura 5.2. Trivial-
mente se tiene un valor constante e igual a seis, esto comprueba que el sistema es cerrado
y se conserva el número total de partículas durante la evolución unitaria 5.8.

El valor esperado 〈ni(t)〉 en función del tiempo del operador de número en el sitios 1,
2 y 3 se muestra en las gráficas 5.3. Se presentan sólo los tres primeros sitios debido a
la simetría que existe en el sistema respecto al centro de la red, es decir, la curva para
el sitio 4 es idéntica a la curva del sitio 3, la del sitio 5 idéntica a la del sitio 2 y la
del sitio 6 a la del sitio 1. Esto se puede explicar teniendo en cuenta que se parte de un
estado homogéneo y el parámetro de salto J es el mismo para cada sitio, además de que los
sitios que presentan el mismo comportamiento tiene el mismo número de primeros vecinos.
Todos los promedios parten del valor inicial uno y oscilan alrededor de este, teniendo una
amplitud y frecuencia diferente en las oscilaciones dependiendo del valor de J .

En valores de J pequeños las fluctuaciones son mínimas, esto era de esperarse ya que
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5.2. Evolución del estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉
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Figura 5.3: Valor esperado del número de partículas por sitio para diferentes valores del
parámetro de salto, a) J = 0.05, b)J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10 en cada una de
las gráficas 〈n1〉,〈n2〉 y 〈n3〉 representan los valores para el primer segundo y tercer sitio,
respectivamente.

la interacción tiende a localizar las partículas, además de que el estado del cual parte el
sistema es propio del Hamiltoniano sin interacción por tanto es de esperarse que el estado
inicial sea muy parecido al estado base del Hamiltoniano con J , 0.

Para valores de J grandes, el número de oscilaciones, en el intervalo de tiempo estu-
diado, es mayor y estas disminuyen conforme disminuye J .

Para cuantificar las fluctuaciones del número partículas promedio en función de J , se
calculó la desviación estándar de 〈n1〉, 〈n2〉 y 〈n3〉, definida como
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σi =
√

1
τ

∫ τ

0
〈n̂i(t)〉2 dt− n̄2

t (5.12)

donde

n̄t = 1
τ

∫ τ

0
〈n̂i(t)〉 dt (5.13)

es el promedio temporal de 〈ni〉.
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Figura 5.4: Desviación estándar del número de partículas

En la gráfica 5.4 se muestra la desviación estándar, del número de partículas en el sitio
1 (curva azul), en el sitio 2 (curva verde) y en el sitio 3 (curva roja) dada por la ecuación
6.11 tomando un intervalo de tiempo entre datos de ∆ti = 0.1 un total y con un valor
de τ = 1000. Se puede observar que para valores de J pequeños la desviación estándar
es muy pequeña incrementando hasta un máximo de aproximadamente 0.07 teniendo este
máximo alrededor del intervalo J ≈ 0.25 − 0.3 lo cual podría indicar que después de
dicho intervalo el sistema sufre un cambio significativo en el comportamiento cualitativo
de los observables del sistema. También se observa que después de el máximo la desviación
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5.2. Evolución del estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉

disminuye y tiende a un valor constante alrededor de 0.04− 0.05 para valores grandes de
J .
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Figura 5.5: Valor esperado de la energía de interacción total para valores de a) J = 0.05,
b)J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10

En el caso de la energía de interacción, tanto total (figura 5.5) como por sitio (figura
5.6), se observa que las curvas inician en cero, como era de esperarse, ya que se parte de un
estado con una sola partícula por sitio al que corresponde una energía cero. Posteriormente,
al aumentar el tiempo, observamos que el valor esperado de la interacción incrementa y
oscila alrededor de un valor constante. Tanto el valor de saturación como las fluctuaciones
dependen del valor de J . Para valores de J pequeños el valor esperado es menor y se
incrementa al aumentar J .
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Figura 5.6: Valor esperado de la energía de interacción en el primer sitio para valores de
a) J = 0.05, b)J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10.
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Capítulo 6

Entropía de entrelazamiento de
Rényi en el Hamiltoniano de Bose
Hubbard

En el capítulo anterior se obtuvo el vector de estado en función del tiempo, en este
capítulo se empleará este estado para construir la matriz de densidad del sistema completo
y con ella las matrices de densidad reducidad de subsistemas. Para asi calcular con estas
matrices la entropía de entrelazamiento de Rényi.

La matriz de densidad para un estado puro está dada por

ρ̂(t) = |ψ(t)〉 〈ψ(t)| . (6.1)

Esto es válido para todo t debido a que el sistema parte de un estado puro y por tanto,
seguirá siendo puro, pues la evolución está dada por un operador unitario.

Para estudiar la entropía de entrelazamiento se consideró la bipartición del sistema, es
decir, el sistema total se dividió en S = A

⋃
B y se estudiaron todas las biparticiones posi-

bles, en lo siguiente se mostrará como se tomaron estas biparticiones y cómo se calcularon
las matrices de densidad reducidas.
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La base del sistema completo se puede expresar como un producto de las bases de cada
sitio,{|ni〉}, con la restricción de la conservación del número de partículas.

Así, la base total (de seis sitios) es de la forma |n1 · · · n6〉 = |n1〉 ⊗ · · · ⊗ |n6〉 y,
por ejemplo, la base de un subsistema formado por los dos primeros sitios será |n1n2〉 =
|n1〉 ⊗ |n2〉, de igual forma se tendrán expresiones similares para cualquier subsistema.

Como se describió en el capítulo 3, la matriz de densidad reducida al subsistema A es

ρ̂A = TrB{ρ̂} (6.2)

Por tanto, de manera general, los elementos de matriz de la matriz ρ̂A son

[ρ̂A(t)]lm =
∑
c

〈l1, l2| 〈c3, c4, c5, c6| ρ̂ |c3, c4, c5, c6〉 |m1,m2〉 (6.3)

siendo 〈l1, l2| y ρ |m1,m2〉 elementos de la base del subsistema A y l y m sus respectivas
etiquetas, |c3, c4, c5, c6〉 denotan elementos de la base del subespacio de B y el producto
|m1,m2〉 ⊗ |c3, c4, c5, c6〉 es un elemento de la base de número del sistema completo, esto
último para garantizar la conservación de partículas.

Para ejemplificar la construcción de las matrices de densidad reducidas, desarrollaremos
dos casos de subsistemas, uno formado por el primer sitio, y uno formado por los dos
primeros sitios. Para un sitio, la matriz de densidad es

(ρ̂1(t))lm =
∑

c2,c3,c4,c5,c6

〈l, c2, c3, c4, c5, c6| ρ̂ |m, c2, c3, c4, c5, c6〉 (6.4)

donde las sumas corren sobre todos los valores de 1 a 6 con la restricción de que se conserve
el número de partículas, es decir l+c2 +c3 +c4 +c5 +c6 = m+c2 +c3 +c4 +c5 +c6 = 6. Por
lo tanto, si l , m , es imposible que se cumpla la conservación del número de partículas,
lo que implica que la matriz de densidad sera una matriz diagonal.

Para el subsistema consistente de dos sitios, por el contrario, se tiene que sí existen
elementos fuera de la diagonal diferentes de cero, la expresión explícita es
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(ρ̂1(t))lm =
∑

c3,c4,c5,c6

〈l1, l2, c3, c4, c5, c6| ρ̂ |m1,m2, c3, c4, c5, c6〉 , (6.5)

donde se debe cumplir nuevamente la conservación del número de partículas, los vectores
de la base de dos sitios |l1, l2〉 y |m1,m2〉 son ordenados y etiquetados por los indices
l y m respectivamente, el orden elegido es arbitrario, pero se debe conservar en todo
momento. Si por ejemplo, el indice l = 3 y m = 6 etiquetan a los estados |l1, l2〉 = |3, 2〉 y
|m1,m2〉 = |4, 1〉, entonces el elemento de matriz será

(ρ̂1(t))36 =
∑

c3,c4,c5,c6

〈3, 2, c3, c4, c5, c6| ρ̂(t) |4, 1, c3, c4, c5, c6〉 (6.6)

= 〈3, 2, 1, 0, 0, 0| ρ̂(t) |4, 1, 1, 0, 0, 0〉+ 〈3, 2, 0, 1, 0, 0| ρ̂(t) |4, 1, 0, 1, 0, 0〉 (6.7)

+ 〈3, 2, 0, 0, 1, 0| ρ̂(t) |4, 1, 0, 0, 1, 0〉+ 〈3, 2, 0, 0, 0, 1| ρ̂(t) |4, 1, 0, 0, 0, 1〉 (6.8)

Con el desarrollo anterior se obtiene la entropía de Rényi de orden 2 en función del
tiempo

S2(ρ̂A) = − ln
[
Tr{ρ̂2

A}
]

(6.9)

para las matrices de densidad reducidas consideradas, cuando un sistema es formado por
el primer sitio, los dos primeros sitios , y los tres primeros sitios, respectivamente. Es
importante mencionar que dada la restricción de la conservación del número de partículas,
el espacio de Hilbert del sistema completo se descompone de la siguiente forma

dim(HS) =
6∑
i=0

dimHAidimHB6−i, (6.10)

donde HAi representa el subespacio de Hilbert del subsistema A con i partículas y HB6−i

el subespacio del subsistema B con 6− i partículas.

Como se puede observar en la figura 6.1, tenemos nuevamente dos tipos de comporta-
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Figura 6.1: Valor esperado de la entropía para subsistemas conformados por el primer sitio,
los dos primeros sitios y los tres primeros sitios para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, c)
J = 0.64 d)J = 10.

miento para la entropía de entrelazamiento de los subsistemas, en función del parámetro
J . Todas las curvas inician en cero que corresponde a un estado no entrelazado puro. Pos-
teriormente al evolucionar el estado, las partículas comienzan a transitar entre los distintos
sitios del sistema, estos saltos permiten que haya mas de una partícula, lo cual promueve
la interacción entre los sitios de la red, esta interacción produce entrelazamiento entre los
subsistemas y el resto del sistema. Esto se muestra en las curvas como un incremento de
la entropía.

Se observa que después de un tiempo la entropía de entrelazamiento detiene su cre-
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Figura 6.2: Promedio temporal de la entropía para las particiones de un sitio (azul), dos
sitios (verde), tres sitios (rojo).

cimiento y comienza a oscilar alrededor de un valor de saturación constante, notamos
también que al aumentar el valor de J , la entropía llega más rápido al valor de saturación
y este valor aumenta. Para analizar el comportamiento del valor de saturación como fun-
ción de J se realizaron gráficas del promedio temporal de la entropía para tiempos largos,
es decir, se promediaron los valores de la entropía para tiempos mayores a t = 10 ~

U
y

hasta un tiempo de corte de t = 1000 ~
U

estos resultados se muestran en la figura 6.2, en
ella se tiene que la entropía crece rápidamente en función de J para valores pequeños de
este parámetro y para valores grandes la curva parece llegar a un valor de saturación, al
menos en el intervalo analizado. La curva tiene un cambio de concavidad en el intervalo
de J ≈ 0.2− 0.4.
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Se observa también un cambio en la amplitud de las oscilaciones alrededor del valor
de saturación como función de J , para cuantificar este cambio se calculó la desviación
estándar de la entropía,

σS =
√

1
τ

∫ τ

0
S2(ρA(t))2dt− (S2(ρA(t)))2 (6.11)

donde

S2(ρA) = 1
τ

∫ τ

0
S2(ρA(t))dt (6.12)

es el promedio temporal

En la figura 6.3 se muestran los resultados de la desviación estándar de la entropía,
en ella se puede observar un máximo en el intervalo J ≈ 0.2 − 0.4, el cual coincide con
el cambio en la concavidad, para valores de J cercanos a cero se tiene que las fluctuacio-
nes desaparecen, mientras que para valores grandes, las fluctuaciones tienden a un valor
constante alrededor de 0.05. Notamos entonces que las fluctuaciones señalan un tipo de
transición entre las regiones de interacción fuerte asociadas a estados tipo Mott y la re-
gión de interacción débil asociada a una fase superfluida. El pico de las fluctuaciones es
congruente con los valores reportados en la literatura donde se presenta la transición para
sistemas en una dimensión con J

U c
= 0.29 [32].

.
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Figura 6.3: Desviación estándar de la entropía de entrelazamiento para los subsistemas del
primer sitio(azul), segundo sitio(verde) y tercer sitio(rojo).

En el análisis hecho hasta este punto sólo se han considerado los subsistemas formados
por el primer sitio, por los dos primeros sitios y por el tercer sitio, pero es posible conside-
rar también otras biparticiones, como por ejemplo un subsistema formado por el segundo
sitio, o uno formado por los sitios tres y cinco, etc. Para analizar si el comportamiento de
la entropía depende de los sitios que se elijan como subsistema y como complemento, se
calculó la entropía de entrelazamiento para todos los posibles subsistemas formados por un
sitio, dos sitios y tres sitios, los resultados se muestran en las gráficas 6.4, 6.5, 6.6. Se puede
observar que las curvas de la entropía con el mismo tamaño de subsistema tienen el mismo
comportamiento cualitativo, y las curvas están muy cercanas entre si para todo tiempo,
teniendo entonces el mismo valor de saturación. Notamos entonces que los resultados ob-
tenidos previamente de la saturación y las fluctuaciones de la entropía de entrelazamiento
serán independientes de los sitios que se tomen para formar los subsistemas.
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Figura 6.4: Entropía en función del tiempo para las seis posibles biparticiones de un sitios,
a) J = 0.05, b) J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10 para el estado inicial |1, 1, 1, 1, 1, 1〉.
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Figura 6.5: Entropía reducida en función del tiempo para los 15 posibles subsistemas que
consten de dos sitios para: a) J = 0.05, b) J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10, para el estado
inicial total |1, 1, 1, 1, 1, 1〉.
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Figura 6.6: Entropía reducida en función del tiempo para los 20 posibles subsistemas que
consisten de tres sitios para: a) J = 0.05, b) J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10 para el
estado inicial total |1, 1, 1, 1, 1, 1〉.

6.1. Comparación entropía de Rényi y von Nuemann

En la literatura la entropía de entrelazamiento más usada es la entropía de von Neu-
mann, la cual también da una medida del entrelazamiento y además está conectada direc-
tamente con la entropía termodinámica, para comparar la información contenida en estas
medidas de entrelazamiento calculamos la entropía de von Neumann y la graficamos junto
con la entropía de Rényi para los subsistemas conformados por el primer sitio.
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Figura 6.7: Entropía de entrelazamiento de Rényi y de Von Neumann para subsistemas de
1, 2 y 3 sitios para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, c) J = 0.64 d)J = 10.

En la gráfica 6.7 podemos observar que la entropía de Von Neumann y de Rényi de
orden dos tienen un comportamiento cualitativo muy similar, teniendo los máximos y
mínimos en los mismos valores, pero la entropía de Von Neumann es siempre mayor a la
de Rényi de orden dos. Por lo que podemos concluir que el análisis empleado en este trabajo
entregara resultados similares si se emplea la entropía de Von Neumann. Las dos entropías
tienden a saturarse, lo cual nos indica que hay una saturación del entrelazamiento a un
valor estacionario.
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6.2. Equilibrio térmico microscópico

Con los resultados de las secciones anteriores podemos concluir que tanto la entropía
de entrelazamiento, como los observables del sistema parecen tender a un comportamiento
estacionario. Lo que nos hace suponer que los subsistemas han alcanzado un estado de
equilibrio. Para comprobar si el estado de los subsistemas para tiempos largos puede
ser descrito por un estado de equilibrio se calculó la matriz de densidad en el ensemble
canónico, asociando una temperatura efectiva a los subsistemas y se comparó con la matriz
de densidad reducida en función del tiempo aplicando la definición de MITE.

El ensemble canónico describe un sistema con un número de partículas fijo en equilibrio
térmico con un baño de calor a una temperatura T . El estado de sistema es entonces una
mezcla estadística de estados dados por la matriz de densidad canónica

ρ̂can = e−βĤ

Zcan
, (6.13)

donde Zcan es la función de partición canónica Zcan = Tr{e−βĤ} con β = 1
kBT

. Para
determinar la temperatura se fija la restricción

〈E〉c = Tr{ρ̂canH} = 0 (6.14)

ya que la energía inicial se conserva. Bajo este esquema se obtuvo la matriz de densidad
canónica del sistema completo (seis sitios) y la matriz de densidad reducida para los
subsistemas considerados. Se calculó la entropía de entrelazamiento con la matriz reducida
canónica.

S2(ρ̂canA ) = − ln(Tr{ρ̂canA }) (6.15)

donde ρ̂canA = TrB{ρ̂can}. Se comparó el valor de saturación de S2(ρ̂A(t)) con el valor de
S2(ρ̂canA ) para los subsistemas A calculando

δ = |S2(ρ̂A(t))− S2(ρ̂canA )| (6.16)
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6.2. Equilibrio térmico microscópico
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Figura 6.8: Distancia entre el promedio temporal de la entropía de entrelazamiento de
Rényi y la entropía de entrelazamiento de Rényi dada por la matriz de densidad reducida
del ensemble canónico para las particiones de un sitio (azul), dos sitios (verde), tres sitios
(rojo), estado inicial|1, 1, 1, 1, 1, 1〉

Se puede observar en la figuras 6.9 y 6.8 que el valor de saturación en el tiempo coincide
con el valor predicho por el ensemble canónico ecuación 6.15 para el subsistema de uno
y dos sitios, y difiere para el de tres sitios, siempre permaneciendo por debajo de este.
En el primer caso la dimensión del espacio de Hilbert del subistema de un sitio es D = 7
y la del complemento es D = 462 por tanto es posible considerar el complemento como
un baño para el subsistema la diferencia ya no es tan grande, se tiene que el subsistema
tiene una dimensión de D = 28 y el complemento de D = 210, para el subsistema de tres
sitios la dimensión del complemento es la misma y por tanto ya no es valido considerarlo
como baño. Notamos también que la diferencia máxima se da en la misma región donde
las fluctuaciones de la entropía son máximas.

Como era de esperarse la temperatura del sistema incrementa con el valor de J ya
que está asociada a la energía cinética de las partículas. Tenemos que a mayor valor de
J , mayor interacción entre sitios y mayor entrelazamiento, lo cual aumenta también la
temperatura del sistema.
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Figura 6.9: Distribución de probabilidad de partículas en un subsistema de tres por sitios,
para tiempos largos t > 10. a) J = 0.05, b) J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10.

Para estudiar la definición de equilibrio MITE se comparó la matriz de densidad redu-
cida canónica con la matriz de densidad reducida el subsistema de un sitio, la comparación
se hizo a través de la distancia traza entre matrices

D(t) = |ρ̂A(t)− ρ̂canA | = Tr{
√
ρ̂A(t)ρ̂canA }, (6.17)

las gráficas de esta distancia se muestran en 6.10. Se puede observar que en general la
distancia entre las matrices disminuye conforme el sistema evoluciona tendiendo a un
valor constante con oscilaciones alrededor de este, siendo mayores las oscilaciones y el
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6.2. Equilibrio térmico microscópico
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Figura 6.10: Distancia entre la matriz de densidad reducida canónica y la matriz del
sistema para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, c) J = 0.64 d)J = 10.

valores, para J más grandes. Se observa también que en un inicio la diferencia es mayor
y que rápidamente decae, y para valores de J pequeños la distancia no es muy grande
de inicio y por tanto el decaimiento también no es muy grande, esto se puede explicar ya
que para valores de J pequeños el estado inicial es muy similar al estado base del sistema
final, es decir, es como si el sistema evolucionara a partir de un estado propio. Para valores
mayores la diferencia entre el estado inicial y los valores propios de Hamiltoniano final es
mayor de ahí la mayor diferencia entre las matrices inicialmente. Nuevamente se observa
un máximo en el intervalo J = 0.15 − 0.3 donde las diferencias y las fluctuaciones son
mayores, este podría considerarse el equivalente de la transición superfluido aislante Mott
de equilibrio, aunque en esta ocasión es una transición en las propiedades dinámicas.
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6.2.1. Distribución de probabilidad del número de partículas en
un sitio dado

Buscando comparar las predicciones entre la matriz de densidad reducida y la matriz
de densidad dada por el ensamble canónico, se calculó la distribución de partículas pro-
medio por sitio, para tiempos largos y la distribución predicha por el ensemble canónico.
Consideraremos el subsistema como el primer sitio, por tanto la probabilidad de encontrar
al subsistema ocupado por un número n de partículas está dada por

P (n) = |
∑

n2,n3,..n6

〈ψ(t)|n, n2, n3, n4, n5, n6〉 | (6.18)

Los resultados se muestran en la figura 6.11. Para las distribuciones se realizaron
promedios a tiempos largos, después de un tiempo de relajación, es decir, se promediaron
las probabilidades entre un tiempo de relajación de t = 10 y un tiempo de corte de t = 1000

Como se puede observar en las gráficas la distribución de probabilidad dada por el
ensemble canónico reproduce el comportamiento de los promedios temporales.
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6.3. Estado inicial |2, 0, 2, 0, 2, 0〉
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Figura 6.11: Promedio temporal de la distribución de probabilidad de partículas (rojo)
y distribucion de probabilidad canónica (azul) para el subsistema de un sitio con, a)
J = 0.05, b) J = 0.2, c) J = 0.64 y d) J = 10.

6.3. Estado inicial |2, 0, 2, 0, 2, 0〉

Con todas las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores se estudió la diná-
mica de la entropía de entrelazamiento de Rényi para un sistema que parte de un estado
inicial puro, correspondiente a un estado excitado de Mott, para analizar así la dependencia
de la relajación con el estado inicial.

Consideremos ahora que el sistema parte del estado inicial |2, 0, 2, 0, 2, 0〉 el cual tiene
una energía E0 = 〈2, 0, 2, 0, 2, 0|Ĥ|2, 0, 2, 0, 2, 0〉 = 3 en unidades de U . Se calculó la
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entropía de entrelazamiento de Rényi para diferentes valores del parámetro adimensional
J , los resultados se muestran en la figura 6.12.

En ella se observa que la entropía tiende a oscilar alrededor de un valor de saturación
constante para tiempos largos. Cuando el valor de J es pequeño la frecuencia de las osci-
laciones es menor y conforme aumenta J la frecuencia aumenta rapidamente. Se observa
además que el valor de saturación incrementa con J teniendo asi un mayor entrelazamien-
to cuando el término de salto entre sitios es mayor. Se muestra también en las gráficas
el valor de la entropía de entrelazamiento calculado con la matriz de densidad reducida
del ensemble canóninco 6.15, donde la matriz ρ̂can se obtiene imponiendo la condición de
que la energía promedio debe ser igual a E0 = 3. Se obtuvo que para J pequeña hay una
mayor diferencia entre el promedio temporal de la entropía y el valor dado por el ensemble
canónico, al incrementar J el ajuste entre estos dos valores es mayor.

Como en el caso homogéneo, se calcularon los valores de saturación promedio de la
entropía y la desviación estándar arededor de estos valores, los resultados se muestran
en la figuras 6.13, 6.14. Podemos observar que el valor promedio de saturación aumenta
conforme aumenta J y llega también a un valor de saturación en función de J . Para la
desviación estándar se obtiene que estas son cercanas a cero para valores de J pequeños
y para valores de J grandes tienden a un valor constante alrededor del valor de 0.05 y se
tiene un máximo aproximadamente en el intervalo de J = 0.1− 0.3.
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6.3. Estado inicial |2, 0, 2, 0, 2, 0〉
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Figura 6.12: Valor esperado de la entropía para subsistemas de 1, 2 y 3 sitios para valores
de a) J = 0.05, b)J = 0.2, c) J = 0.64, d) J = 10 para el estado inicial |202020〉.

55



10-2 10-1 100 101

J

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
S̄

2
(

ˆ ρ
A
)

Un sitio

Dos sitios

Tres sitios

Figura 6.13: Promedio temporal de la entropía para las particiones de un sitio (azul), dos
sitios (verde), tres sitios (rojo), estado inicial|202020〉.
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de un sitio(azul), dos sitios (verde) y tres sitios (rojo), estado inicial|202020〉.
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Capítulo 7

Conclusiones

Se logró obtener la dinámica de un sistema de bosones en interacción partiendo de
estados iniciales fuera de equilibrio. Los estados iniciales considerados fueron estados pro-
pios del Hamiltoniano de Bose Hubbard con el parámetro de salto J = 0, se realizó un
cambio instantáneo a un Hamiltoniano con J , 0 y se dejó que el sistema evolucionara
sobre este nuevo Hamiltoniano, realizando así lo que se conoce en la literatura como un
protocolo quench.

Se obtuvo el vector de estado y la matriz de densidad en función del tiempo, esto a
través de la acción del operador de evolución temporal, el cual se calculó con los valores
y vectores propios del Hamiltoniano final, los cuales se obtuvieron con diagonalización
numérica. Este método permitió explorar la dinámica del estado del sistema para tiempos
cortos y tiempos largos.

Con la matriz de densidad en función del tiempo se calculó la evolución del valor
esperado de observables de interés; el número de partículas y la energía de interacción,
en cada uno de ellos tanto total como por sitio, se observó que cuando el estado inicial
correspondía al estado con una partícula por sitio, cada uno de los observables llegaban a
un estado estacionario y tenían fluctuaciones alrededor de este, el valor de las fluctuaciones
y el valor de saturación depende del valor de J final, encontrándose que las fluctuaciones
tenían un máximo alrededor de J = 0.2 − 0.4 y decaían a cero para J menores a dicho
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intervalo y para J mayores decaían a un valor de 0.04

Se calculó la entropía de entrelazamiento de Rényi de segundo orden, tomando el sis-
tema total como un sistema bipartido, S = A

⋃
B, considerando A como el subsistema a

estudiar y B como el baño. Se calcularon las matrices de densidad reducidas para diferentes
tamaños del subsistema A. Se encontró que la entropía de los subsistemas incrementa rápi-
damente en el tiempo y llega a un valor de saturación promedio, presentando fluctuaciones
alrededor de este.

La saturación de la entropía indica una saturación del entrelazamiento, el cual es
producto de la interacción entre el subsistema y su complemento, esto muestra que el
subsistema ha alcanzado un estado estacionario, y también se refleja en la saturación de
los observables como la energía de interacción por sitio.

El valor de saturación y el valor de las fluctuaciones de la entropía de entrelazamiento
de Rényi depende del parámetro J . Se encontró que estas fluctuaciones presentan un
máximo alrededor de J = 0.2− 0.4, valor muy cercano a la transición de fases superfluido
aislante Mott en equilibrio reportada en la literatura para sistemas de una dimensión [32].

Se calculó también la matriz de densidad reducida canónica, con ella se obtuvo el
valor de la entropía de entrelazamiento canónica, el cual resulta ser un valor constante. Se
comparó este valor con el valor de saturación para tiempos largos encontrando que para el
subsistema de un sitio la diferencia es menor comparado con subsistemas más grandes. Se
encontró que la separación entre estos valores era menor a 0.06 y siendo el valor máximo
de distancia en el intervalo J = 0.2 − 0.4 lo que coincide con el valor obtenido de las
fluctuaciones de la entropía.

Se midió la distancia entre la matriz de densidad reducida para el susbsistema de
un sitio con la matriz reducida canonica, obteniéndose que esta en general disminuía
con el tiempo teniendo que para todo J se encontraba menor a 0.06. De lo cual podemos
concluir que el entrelazamiento produce que la matriz de densidad reducida del subsistema
se asemeje a la matriz de densidad reducida canónica.

Se analizó el comportamiento del sistema partiendo de un estado Mott excitado, te-
niendo un patrón alternante de sitios doblemente ocupados y sitios vacios, teniendo que
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también se presenta una relajación del sistema a estados estacionarios, variando solo en el
tiempo de transición donde se da la saturación de la entropía.

Con estos resultados se puede concluir que para los estados iniciales considerados el
sistema tiende a saturar el valor del entrelazamiento, que es cuantificado por la entro-
pía de Rényi. Esta saturación indica que el sistema ha alcanzado un estado estacionario
de equilibrio microscópico, el cual puede ser descrito aproximadamente por la matriz de
densidad en el ensemble canónico. Mientras menores sean las fluctuaciones de la entropía
alrededor del valor de saturación, mejor es la descripción dada por el ensemble canónico.
Esto muestra que el entrelazamiento juega un rol crucial en el proceso de relajación a
estados de equilibrio.
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Apéndice A

Códigos

En este apéndice se presentan los códigos empleados para la construcción de la base
de número en el espacio de Fock, la construcción del Hamiltoniano, la diagonalización del
Hamiltoniano y las matrices de densidad reducidas.

A.1. Construcción de la base

Para hacer una descripción del estado y de los operadores del sistemas en términos de
matrices en un espacio de dimension D es necesario asociar a cada uno de los elementos
|n1, n2, ..., n6〉 con un vector base en el espacio de vectores en RD. Asociamos entonces el
vector (1, 0, ...0) con el vector |N, 0, ..., 0〉 y el vector |0, 0, ..., N〉 con (0, 0, ...1), y lo mismo
para cada vector de la base, respetando el orden lexicográfico.

El número de elementos de la base para un sistema de M sitios y N partículas está
dado por

D = (N +M − 1)!
N !(M − 1)! (A.1)

Cada elemento de la base es de la forma |n1, n2, ..., n6〉 donde
∑6
i=1 ni = 6. Los elementos

se pueden etiquetar usando un orden lexicográfico. Para dos vectores diferentes de la base
|n1, n2, ..., n6〉 y |m1,m2, ...,m6〉 debe existir un cierto índice 1 < k < M − 1 tal que
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A.1. Construcción de la base

ni = mi para 1 < i < k − 1 mientras que nk = mk Decimos |n1, n2, ..., n6〉 es superior
(inferior) a |m1,m2, ...,m6〉 si nk > mk (mk > nk). Se tiene entonces que |6, 0, ..., 0〉 es
el vector superior a todos los vectores base mientras que |0, 0, ..., 6〉 es inferior a todos.
Teniendo el conjunto de vectores base con una estructura de orden, es posible generar
todos los vectores uno por uno descendiendo del mayor |6, 0, ..., 0〉. Dado un vector base
|n1, n2, ..., n6〉 con nM < N , procedemos a obtener el siguiente vector de acuerdo a la
siguiente regla: Supongamos nk , 0 mientras ni = 0 para todo k+ 1 < i < M −1 entonces
el siguiente vector base es |n̄1, n̄2, ..., n̄6〉 con

n̄i = ni para 1 < i < k − 1;
n̄k = nk − 1
n̄k+1 = N −∑k

i=0 n̄i y ni = 0 para i > k + 2

Este procedimiento termina con el vector base mas bajo |0, 0, ..N〉. Este algoritmo
lleva a un código con solo un ciclo y corriendo de 0 a D. Numéricamente, se guarda los
vectores base en un arreglo de D×M dimensiones. Para hacer una descripción del estado
y de los operadores del sistemas en términos de matrices en un espacio de dimension D
es necesario asociar a cada uno de los elementos |n1, n2, ..., n6〉 con un vector base en el
espacio de vectores en RD. Asociamos entonces el vector (1, 0, ...0) con el vector |N, 0, ..., 0〉
y el vector |0, 0, ..., N〉 con (0, 0, ...1), y lo mismo para cada vector de la base, respetando
el orden lexicográfico. Generamos entonces las dos bases, en la representacion de Fock y
en el espacio RD

def GeneraBase (N , M ) :
" " "
Genera l a base de l operador de numero de ocupacion con N pa r t i c u l a s
y M s i t i o s
" " "
D=int ( ( factorial (N+M−1) ) /( factorial (N ) ∗factorial (M−1) ) )
Bn=np . zeros (M )
Bn [0 ]=N
Base=np . zeros ( ( D , M ) )
Base [0 ]= Bn
k=0
l=0
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while (l<D−1) :

i f sum( Base [ l ] [ k+1:M−1])==0.0:
Base [ l+1]=Base [ l ]
Base [ l+1] [k ]=Base [ l ] [ k ]−1
Base [ l+1] [k+1]=M−sum( Base [ l+1 ] [ 0 : k+1])

for i in range (k+2,M ) :
Base [ l+1] [i ]=0

l+=1
k+=1
i f k==M−1:

k=0
Bn=np . zeros ( ( D , D ) )
for i in range (D ) :

Bn [ i ] [ i ]=1.
return Base , Bn

A.2. Elementos de matriz del Hamiltoniano

Se construye la matriz Hamiltoniana con respecto la base de número. Los elementos
de matriz esta dados por

(H)nm = 〈n1, n2, ..., n6|Ĥ|m1,m2, ...m6〉 (A.2)

El matriz puede ser separada en dos componentes, una diagonal que corresponde al
término de interacción la cual solo depende de operadores de número, y una componente
con elementos fuera de la diagonal. Podemos entonces separar al Hamiltoniano como

Ĥ = Ĥcin + Ĥint (A.3)

La parte diagonal es mas sencilla de obtener, sus elementos son simplemente
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A.2. Elementos de matriz del Hamiltoniano

(H)nn = 〈n1, n2, ..., n6|Ĥint|n1, n2, ...n6〉 = 1
2

M∑
i=1

ni(ni − 1) (A.4)

Para la parte fuera de la diagonal una forma de construir la matriz es calcular uno
a uno cada elemento, pero este procedimiento no es muy eficiente ya que la mayoría de
los elementos son cero, por tanto un procedimiento más eficiente se obtiene respondiendo
la pregunta de ¿cual es el renglón y la columna de los elementos diferentes de cero?
Físicamente, esto es equivalente a preguntarse, dado un vector arbitrario |m1,m2, ...m6〉
si Ĥint actuá sobre este ¿cual es el vector base en el que lo transforma ?. Para responder
esta cuestión, notamos que hay 2M términos de salto en Ĥcin, todos en la forma b̂†i b̂j. Así
los elementos fuera de la diagonal son

(H)nm = 〈n1, n2, ..., n6|b̂†i b̂j|m1,m2, ...m6〉 = √mj

√
mi − 1δn1,m1δn2,m2 ...δn6,m6 (A.5)

De acuerdo a la expresión A.5 dado un vector cualquiera v = |m1,m2, ...m6〉 el elemento
(H)nm sera diferente de cero si el vector que resulta de la acción de b̂†i b̂j coincide con
|n1, n2, ..., n6〉

Por tanto basta entonces con etiquetar cada uno de los vectores, lo cual se hizo en la
sección anterior y tener también una función Tag(v) que dado un vector base v determine
la etiqueta. Así la etiqueta del renglón sera la etiqueta de |m1,m2, ...m6〉 y la etiqueta de
la columna sera la etiqueta del vector |n1, n2, ..., n6〉.

El siguiente código muestra este procedimiento.

def HamiltonianoSparse2 (Base , J , U , N , M , identificador ) :
D=dimension (N , M , identificador )
etiqueta=DicTag (Base , N , M , identificador )

columna=[]
renglon=[]
datos=[]
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for i in range (D ) :
for m in range (M−1) :

key=Tag ( Hamil ( Base [ i ] , m , m+1) )
col=etiqueta . get ( key )
i f col !=None :

columna . append ( col [ 0 ] )
renglon . append (i )
dat=−J∗np . sqrt ( Base [ i ] [ m+1]∗(Base [ i ] [ m ]+1) )
datos . append ( dat )

key2=Tag ( Hamil ( Base [ i ] , m+1,m ) )
col2=etiqueta . get ( key2 )
i f col2 !=None :

columna . append ( col2 [ 0 ] )
renglon . append (i )
dat=−J∗np . sqrt ( Base [ i ] [ m ] ∗ ( Base [ i ] [ m+1]+1) )
datos . append ( dat )

key3=Tag ( Base [ i ] )
col3=etiqueta . get ( key3 )

i f col3 !=None :
columna . append ( col3 [ 0 ] )
renglon . append (i )
dat=(U ) ∗numeroInte1 ( Base [ i ] )
datos . append ( dat )

#i nd i c e s de l reng lon
row_ind = np . array ( renglon )
#i nd i c e s de l a s columnas
col_ind = np . array ( columna )
# matr iz d i s p e r s a
data = np . array ( datos , dtype=f loat )

mat_coo = sp . coo_matrix ( ( data , ( row_ind , col_ind ) ) )

H=mat_coo . toarray ( )
return H
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A.3. Vector de estado en función de tiempo

Una vez obtenida la matriz Hamiltonina para diganalizarla se usa la función eig()
contenida en el paquete LAPACK del lenguaje python 3.0

En , Vn=LA . eig (H )

A.3. Vector de estado en función de tiempo

Ya con el valores propios y vectores propios es posible obtener el vector de estado en
función del tiempo, siendo este

|ψ(t)〉 =
∑
n

e−iEntCn |En〉 (A.6)

donde Cn = 〈En|ψ(0)〉 y ψ(0) es el vector inicial, que para los calculos se usa la represen-
tación en RD, el código que construye el estado para todo t es el siguiente

def psit (t , En , Vn , psi0 ) :
psitin=np . zeros ( len (En ) , dtype=complex)
for i in range ( len (En ) ) :

psitin+=np . exp(−1j∗Vn [ i ]∗ t ) ∗np . dot (Vn [ 0 : , i ] , psi0 ) ∗Vn [ 0 : , i ]

return psitin

A.4. Matriz de densidad y entropia de Renyi

Usando el vector de estado a todo tiempo |ψ(t)〉 se construye la matriz de densidad
como
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ρ̂(t) = |ψ(t)〉 〈ψ(t)| . (A.7)

para hacer este producto se emplea la función kron()

def rhot (t , psi0 , vals , ves ) :
psi=psit (t , vals , ves , psi0 )
psi2=psi . conjugate ( )
psiT=psi2 . reshape ( len ( psi ) , 1 )
psitemp=np . kron (psiT , psi )
return psitemp

A.5. Matriz de densidad reducida un sitio

El calculó de la matriz de densidad reducida a partir de la definción de sus elementos
de matriz

(ρ̂1(t))lm =
∑

c2,c3,c4,c5,c6

〈l, c2, c3, c4, c5, c6| ρ̂ |m, c2, c3, c4, c5, c6〉 (A.8)

tomando como subsistema al primer sitio.

Notamos que si l , m los elementos son igual a cero debido a la conservación del
número de partículas, por tanto la matriz reducida es diagonal con elementos

(ρ̂1(t))mm =
∑

c2,c3,c4,c5,c6

〈m, c2, c3, c4, c5, c6| ρ̂ |m, c2, c3, c4, c5, c6〉 (A.9)

De esta forma dado el índice m basta con encontrar los elementos de matriz de ρ̂ que
contribuyen a la suma, o lo que es lo mismo encontrar las etiquetas de los elementos de la
base con m particulas en el primer sitio, para esto hacemos una busqueda elemento por
elemento.
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A.5. Matriz de densidad reducida un sitio

def Conjuntos1sitio (B , sitio ) :
ro_0=[]
ro_1=[]
ro_2=[]
ro_3=[]
ro_4=[]
ro_5=[]
ro_6=[]

for i in range ( len (B ) ) :
i f B [ i ] [ sitio ]==0:

ro_0 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==1:

ro_1 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==2:

ro_2 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==3:

ro_3 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==4:

ro_4 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==5:

ro_5 . append (i )
i f B [ i ] [ sitio ]==6:

ro_6 . append (i )

conj=[ro_6 , ro_5 , ro_4 , ro_3 , ro_2 , ro_1 , ro_0 ]

return conj

La función conjunto3(B, sitio) entrega un conjunto con el índice de los elementos de
ρ̂ que contribuyen cuando el subsistema tiene m = 6, 5, ...0 partículas.

Teniendo este conjunto la matriz reducida se construye simplemente sumando los ele-
mentos de matriz de ρ̂ dados por conjunto3(B, sitio)

def traza_parcial (t , NT , psi0 , vals , ves , conj ) :
ro=rhot (t , psi0 , vals , ves )
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roparcial=np . zeros ( ( NT+1,NT+1) , dtype=complex)
for i in range (NT+1) :

for j in conj [ i ] :
roparcial [ i ] [ i]+=ro [ j ] [ j ]

return roparcial

A.6. Matriz de densidad reducida de subsistemas de
dos o más sitios

Como en el caso de un sitio se usa la definción de los elementos de matriz, usaremos de
ejemplo el subsistema de dos sitios pero el código usado es válido para cualquier subsistema
con mas sitios.

[ρ̂A(t)]lm =
∑
c

〈l1, l2| 〈c3, c4, c5, c6| ρ̂ |c3, c4, c5, c6〉 |m1,m2〉 (A.10)

Dados l1, l2 , m1 y m2 se buscan todos índices de los vectores |c3, c4, c5, c6〉 |m1,m2〉 y
〈l1, l2| 〈c3, c4, c5, c6| tales que se cumpla la conservación del número de partículas, los cuales
contribuirán al elemento de matriz [ρ̂A(t)]lm el código que realiza esto es el siguiente

def elementosij (B , Bn2 , tamSub , tam , s1 , s2 , s3 , s4 ) :
" " "
Esta func ion entrega una l i s t a que cont i ene l o s i n d i c e s de l o s ←↩

e lementos
de matr iz de l a matr iz reducida , (n ,m) y como segunda entrada t i e n e ←↩

l o s i n d i c e s de
l o s e lementos de l a matr iz completa que contr ibuyen a cada elemento \←↩

rho_nm de
l a matr iz reduc ida
" " "
#pr in t tamSub
ConjEtiq=conjuntos2a6Partes (Bn2 , B , s1 , s2 , s3 , s4 , tam )
totalij=[]
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A.6. Matriz de densidad reducida de subsistemas de dos o más sitios

for i in range ( tamSub ) :
for j in range ( tamSub ) :

totalij . append ( [ i , j , elementosrho2a6partes2 (i , j , B , tam , ConjEtiq ,←↩

s1 , s2 , s3 , s4 ) ] )
return totalij

def matriz2a6sitios (ro , totalij , tamSub ) :
" " "
Esta func ion toma l a l i s t a t o t a l i j dada por l a func ion e l emen t o s i j y ←↩

construye
l a matr iz de densidad reduc ida
" " "
ro2sitios=np . zeros ( ( tamSub , tamSub ) , dtype=complex)
for l in range ( len ( totalij ) ) :

for k in totalij [ l ] [ 2 ] :
ro2sitios [ totalij [ l ] [ 0 ] ] [ totalij [ l ] [ 1 ] ]+= ro [ k [ 0 ] ] [ k [ 1 ] ]

#Trazaro=−1∗np . l og (np . t r a c e (np . dot ( r o 2 s i t i o s , r o 2 s i t i o s ) ) . r e a l )
return ro2sitios
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