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/ P

“This is, to me, the loveliest and saddest landscape in the world. It is the same as that
on the preceding page, but I have drawn it again to impress it on your memory. It is here
that the little prince appeared on Earth, and disappeared.

Look at it carefully so that you will be sure to recognise it in case you travel some day
to the African desert. And, if you should come upon this spot, please do not hurry on.
Wait for a time, exactly under the star. Then, if a little man appears who laughs, who has
golden hair and who refuses to answer questions, you will know who he is. If this should
happen, please comfort me. Send me word that he has come back.”

— Antoine de Saint-Exupéry, The Little Prince
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RESUMEN

En la actualidad el alcance de la teoria de conjuntos es cominmente desestimado por
las personas que no conocen sus aplicaciones fuera de la teoria misma. Por eso, el objetivo
de este trabajo es exponer la extensa capacidad que tienen las herramientas conjuntistas
en otras areas, como el Algebra Lineal y el Andlisis Matematico, para facilitar su estudio y
proporcionar nuevos resultados.

El primer capitulo de este texto estd dedicado a familiarizar al lector con la notacion
y algunas propiedades bésicas que posee el conjunto de los niimeros reales respecto a la
topologia, la medida de Lebesgue y las funciones continuas del espacio en si mismo; con-
cluimos esta seccién con una caracteristica notable del producto topoldgico de espacios
discretos de la misma cardinalidad y la utilizamos para construir una descomposicion de la
recta real en conjuntos de tamano continuo que, ademas, resultan ser orden-isomorfos a los
ndmeros irracionales.

Para el segundo capitulo se abordan los temas selectos del Algebra Lineal concentrandose
en el estudio de los nimeros reales vistos como espacio vectorial sobre los racionales. A
continuacién, se presentan dos ejemplos de espacios de dimensién infinita acompanados con
resultados que desafian a la intuicién y se complementan con una caracterizacion de la
dimensién en términos de transformaciones lineales. Ademds, se trabajé con la ecuacién
funcional de Cauchy para construir conjuntos de Bernstein y bases de Hamel no medibles; fi-
nalizando con el teorema de Erdés-Kakutani, que relaciona las mencionadas bases de Hamel
con la Hipdtesis del Continuo.

El tema central del tercer capitulo es el Analisis Matematico, dedicado a la conexién
entre la Hipétesis del Continuo con las funciones fuertemente Darboux y las funciones con-
stantes en ninguna parte; finalizando con un cardinal asociado a las funciones casi continuas,
estableciendo resultados acerca de su cofinalidad y su relacién con otros cardinales de la
misma indole.

Posteriormente, el tltimo capitulo utilizara el método de Forcing para construir exten-

siones genéricas, en aras de verificar que el cardinal definido en el capitulo anterior, puede



ser forzado a ser, practicamente, cualquier cardinal cuya cofinalidad rebase al primer ordinal
no numerable. Esto demostraria que los axiomas de ZFC no son suficientes para decidir el

tamano del cardinal en cuestién.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es introducir la notacién que sera utilizada a lo largo de
este texto y presentar ciertos resultados bésicos para auxiliarnos en los capitulos venideros.
Recomendamos a los lectores versados en los temas tratados en estas secciones que lean
el presente capitulo con el proposito de familiarizarse con los simbolos y los términos que

emplearemos mas adelante.

1.1 Teoria de Conjuntos

En este trabajo nos apoyaremos en [10] para cualquier referencia necesaria acerca de
Teoria de Conjuntos. Todo lo que no sea definido explicitamente aqui deberd entenderse
como dice dicho texto.

Si Ay B son un par de conjuntos, A C B significa que A C B pero A # B.

El simbolo 4B denotard al conjunto formado por las funciones de A en B.

El simbolo P(A) representard al conjunto formado por todos los subconjuntos de A.

Sif:A— B,C C Ay D C B, el simbolo f|, denotard a la funcién fN(C x B). Para
b€ B, f~1{b} serd usado para denotar a la preimagen del conjunto {b}. Nos referiremos a
dicho conjunto como la fibra de b. También, utilizaremos los simbolos f[C] y f~![D] para
hablar de la imagen directa de C bajo f y de la imagen inversa de D bajo f, respectivamente.
En particular, utilizaremos el simbolo img(f) para hablar de f[A].

Utilizaremos a € ON para abreviar la frase a es un ordinal.

Denotaremos por ¢ al nimero cardinal de R.

Si A es un conjunto y x es un cardinal, definimos

(A" :={BCA:|B|<k}, vy [A]*:={BCA:|Bl<k}

con esto dltimo, definimos [A]" := [A]SF \ [A]<".



El simbolo w representara al primer ordinal infinito, esto es, w serd el conjunto de
todos los niimeros naturales incluyendo al cero. Ademds, diremos que un conjunto A es
“numerable” si |A] < w, mientras que “infinito numerable” serd lo mismo que |A| = w.

Utilizaremos el simbolo I para referirnos al subconjunto de R cuyos elementos son,

precisamente, los niimeros irracionales.
Lema 1.1. Para cualquier cardinal infinito k se satisface lo siguiente.
1. |[k]¥] = k.

2. Si A es un conjunto con |A| > k y existe una coleccién de conjuntos {Aq : o < K} tal

que A =Jyc, Aa, entonces hay B < k con |Ag| > w.

Demostracion. Para probar 1, construiremos un par de funciones inyectivas.

Sea g : k — [k]<¥ dada por g(a) := {a}. Se tiene claramente que g es inyectiva y,
por lo tanto, k < [[k]<%].
Para demostrar la otra desigualdad, dados n € w y t € "k, definimos a f, : "k —

[£]S™ como f,,(t) := img(t). Se tiene que la funcién f,, es suprayectiva.

De lo anterior y de [10, teorema 10.6, p. 268] se sigue que:

[k]=] = U (k]| < Z I[&]" < Z I[K]S"] < Z |"k| < Zﬁ:w-n: K.

n<w n<w n<w n<w n<w

Esto prueba la desigualdad restante, as{ que |[x]|<¥| = k.
Ahora para probar 2, procedamos por contradiccién suponiendo que para cualquier

B < k se tiene que |Ag| < w. Tenemos lo siguiente:

’{<|A|: UAa <Z|Aa|<ZWZKJ-w:I€,

a<k a<k a<k

que es el absurdo que estabamos buscando. O

Para los temas relacionados con la cofinalidad y regularidad de un ntmero ordinal,

recomendamos al lector consultar la tltima parte de la seccién 10 de [12]. A continuacién



presentamos un resultado referente a estos temas.

Lema 1.2. Sean k y A un par de nimeros cardinales infinitos. Supongamos que existe una
coleccion {Aq + o < A} C [K]<" de conjuntos no vacios de tal manera que |J Ay = Kk y

a<
Ao NAp =0, siempre que o < f < X. En estas circunstancias, se tiene que cf(k) < .

Demostracion. Dividamos la prueba en dos casos.
Caso 1. Supongamos que k < A.

Como cf(k) < K (ver [12, definition 10.30, p. 32]), se cumple la desigualdad cf(x) < A.
Caso 2. Supongamos que A < K.

En este caso tenemos que:

m:Z|Aa\ =XA-sup{|da| ta< A} <Ak =k
a<A
De lo anterior obtenemos que k = A - sup{|A4.| : @« < A} y, como w < X\ < k, se sigue que
k = sup{|A4a| : @ < A\}. Este hecho garantiza que f : A\ — k dada por f(«) = |A,| es una

funcién cofinal en k (ver [12, definition 10.29, p. 32]) y, por ende, cf(x) < A. O

Corolario 1.3. Si M y N son un par de conjuntos infinitos con |M| regular y |N| < |M]|,
entonces, para cualquier funcion f : M — N eziste y € N de tal forma que |f~*{y}| =

| M].

Demostracion. Comencemos fijando una biyeccién g : M — |M|. Definamos I := {y €
N : f~Hy} # 0}, hagamos 6 = |I| y notemos que § < |N| < |M|. A continuacién fijemos
una enumeracién sin repeticiones de I = {y¢ : £ < 6}. Supongamos ahora, buscando
una contradiccién, que |f~'{y}| < |M| siempre que y € N. En particular, dado & < 0,
tenemos que |f~'{ye}| < |M]|y, como g es biyectiva, se cumple que ‘g [ffl{yg}]‘ < |M].
En estas circunstancias, la coleccion {g [f~{y¢}] : € < 6} con el cardinal |M]| satisfacen las
condiciones del lema 1.2, asi que cf(|M|) < 6. Por tltimo, como |M| es regular, obtenemos

que |M| < 6, lo cual es absurdo. O

Nuestro siguiente resultado es cierto para cualquier cardinal infinito, sin embargo, para

fines de este trabajo, creemos conveniente presentarlo inicamente para c.



Lema 1.4. Si X es un conjunto y | X| = ¢, entonces existe una coleccion {L¢ : § < ¢} C [X]
de tal manera que
1. ULe=Xy
£<c

2. Le N Ly =0, cuando & <n < c.

En otras palabras, existe una particion de X en ¢ conjuntos de cardinalidad c.

Demostracion. Como consecuencia de [10, teorema 9.60, p. 260] y de que | X | = ¢, podemos
fijar una biyeccién f : X — ¢ x ¢. Ahora hagamos, para cada { < ¢, L¢ := FHLEY x o).
Argumentos rutinarios se pueden usar para verificar que la familia {L¢ : £ < ¢} definida

como antes cumple con las propiedades deseadas. O

Lema 1.5. Sean A y p un par de cardinales con A = w y A* = A. En estas circunstancias,
se satisface que cf(\) > pu y, para cualquier cardinal 0 que cumpla 1 < 0 < pu, se tiene la

igualdad N0 = \.

Demostracion. La desigualdad cf(\) > p es una consecuencia directa del lema de Konig
(ver [12, lemma 10.40, p. 34]). Tomemos ahora un cardinal § que haga ciertas las desigual-

dades 1 < 6 < p. Se sigue de inmediato que:

A<M <=

Obtenemos de lo anterior la igualdad A? = ). O

1.2 Subconjuntos especiales de R

En esta seccién presentaremos varios resultados de topologia y de medida de Lebesgue
que seran de utilidad en los capitulos siguientes. El libro base en el que nos apoyaremos
para tratar los conceptos de topologia serd [4]. A su vez, nos referiremos a [17] para todo lo
concerniente a la medibilidad segin Lebesgue. Aquello que no sea definido explicitamente

aqui deberda entenderse como dicen dichos textos.



Definicién 1.6. Para cualesquiera A, B C R definimos

A+B:={a+b:ac€ A N be B} y A-—B:={a—b:a€ A A be B}.

Maés aun, para cada t € R emplearemos los simbolos ¢t + B y t — B para denotar, respecti-

vamente, a los conjuntos {t} + By {t} — B.

Le pedimos al lector que note la diferencia entre los simbolos A \ B, el complemento
relativo de B en A, y A — B, el conjunto recién definido.

A lo largo de este trabajo, el simbolo £ denotara al conjunto cuyos elementos son los
subconjuntos de R que resultan ser Lebesgue-medibles; ademéas, de ahora en adelante, nos
referiremos a los elementos de £ Unicamente como conjuntos medibles, ya que no considera-
remos otro tipo de medibilidad. En [17] se utiliza el simbolo m(A) para hablar de la medida
de un elemento A del conjunto £, nosotros utilizaremos el simbolo A\(A) para hablar del
mismo concepto. Utilizaremos 7g para representar a la colecciéon de todos los subconjuntos
abiertos de R. Por ultimo, el conjunto H estara formado por los subconjuntos de R que

sean cerrados y no numerables.

Lema 1.7. El conjunto H tiene cardinalidad ¢ y cada uno de sus elementos también tiene

tamano c.

Demostracion. Enfoquémonos en probar que |H| = ¢. La desigualdad ¢ < |H]| es con-
secuencia del hecho de que, si t € R, entonces el intervalo [¢t,t + 1] es un elemento de K.
Para la otra desigualdad, como R tiene una base de tamano w, entonces tiene, a lo sumo, ¢
abiertos y, por ende, tenemos, a lo mas, ¢ cerrados; de esta manera ¢ > |H]|.

Para probar la segunda parte del lema, tomemos F € H arbitrario. Por [4, theo-
rem 4.3.11, p. 270], el espacio F' visto como subespacio de R, resulta ser un espacio com-
pletamente metrizable (ver pagina 268 de [4]). Ademds, como en espacios metrizables, ser
separable y ser segundo numerable son equivalentes y esta ultima propiedad es hereditaria,
F es un espacio separable (ver pagina 25 de [4]). De esta manera, F' resulta ser un espacio
polaco (ver [15, definicién 5.1, p. 10]). Entonces, por [15, proposicién 7.2, p. 22], podemos

concluir que |F| = c. O



Definicién 1.8. Diremos que X C R es un conjunto de Bernstein si tanto X como R\ X

tienen interseccién no vacia con cualquier elemento de K.

Lo natural después de esta definicién seria mostrar un ejemplo de un conjunto que
cumpla la propiedad anterior. En el teorema 2.16 iremos un poco mas alla, mostraremos
que existen ¢ conjuntos de Bernstein ajenos por pares. Por ahora, nos conformamos con un

resultado simple que nos ayudard mas adelante.

Lema 1.9. Si X C R es un conjunto de Bernstein, entonces X mo es medible.

Demostracion.  Supongamos buscando una contradiccion que X si es medible. Como
consecuencia de [17, theorem 11 (iv), p. 40], sabemos que existe F' C R de tal manera que
F es un conjunto F,, FF C X y A(X \ F') = 0. Por definicién de F, existe una familia de

cerrados {F,, : n < w} en R, de tal manera que F = J F,,. Note que, para cualquier

n<w
n < w, F, es un conjunto cerrado que tiene interseccién vacia con R\ X. Como X es de
Bernstein, se sigue que, para cada n < w, el conjunto F), es numerable. Esto tltimo implica
que F es la unién numerable de conjuntos numerables; por lo tanto, F' es numerable y como

corolario de [17, example, p. 31] obtenemos que A(F) = 0. Empleando la aditividad de la

medida y lo anterior, obtenemos lo siguiente:

AMX) = MF U (X \ F)) = A\(F) + (X \ F) = 0.

Ahora, observe que al ser £ una o-élgebra, se sigue que R\ X también es un conjunto
medible. Siguiendo la misma linea de razonamiento del parrafo anterior, se puede probar

que A(R\ X) = 0. En estas circunstancias, tenemos que:

AR) = M(X U(R\ X)) = A(X) + AR\ X) = 0.

Esta es la contradiccion deseada. O

1.3 El conjunto de Cantor

Uno de los subconjuntos mas interesantes de los ntimeros reales es el llamado conjunto

ternario de Cantor que denotaremos aqui como K,. Este conjunto se construye con un



proceso recursivo: en el primer paso hacemos Ky := [0, 1]; a continuacién, definimos K :=

[0,1]\ (3, %) (esto es, removemos “el tercio de en medio”); en el tercer paso eliminamos los

tercios medios de K para obtener K := K1\ ((§,3)U(Z,5)) y seguimos este proceso hasta
producir una coleccién {K, : n < w}. De este modo, K, es, por definicién, (7, K,. Esta

construccién la representamos en el siguiente diagrama:

Ky
K,

Ky, — — — —

Figura 1.1: Los tres primeros pasos en la construccién de K.

Para los fines de este texto, inicamente utilizaremos el bien conocido resultado de que
los puntos del conjunto de Cantor son, precisamente, aquellos que poseen una expansiéon

ternaria que no incluye al digito 1; esto ultimo en términos matematicos es que, dado = € R,

o 25(n)

se satisface que = € K, si y sélo si existe s € “2 de tal manera que z =)

El siguiente y tnico resultado de esta seccién asegura que los puntos del intervalo [0, 1]
pueden representarse como distancias entre puntos de K. Esto fue probado originalmente
por Steinhaus mediante un argumento geométrico. Las técnicas presentadas en [16] tienen
como fin ser una justificacién analitica al argumento dado por Steinhaus. La prueba pre-
sentada en este trabajo es una modificaciéon y adaptacién a los tiempos modernos de lo

expuesto en [16]. Recuerde la notacién establecida en la definicién 1.6.

Teorema 1.10. El intervalo [0, 1] estd contenido en K, — K.

oo (i)

i=0 371 Probaremos

Demostracion. Tomemos z € [0,1] y fijemos t € “3 tal que z = >
que hay x,y € K, con z = x — y. Establezcamos cierta notacién para facilitar la prueba.
Hagamos « := |t~!'{1}| y a continuacién establezcamos una enumeracién creciente
{er. + k < a} de t71{1}. Definamos ademds, por conveniencia, a e_; := —1. Dados
m,n € w, los simbolos (m,n) y (m,w) se usardn para denotar, respectivamente, a los
intervalos {k <w :m < k <n}y{k <w:k>m}. Siguiendo esta notacion, si n € w, el

simbolo (—1,n) denotard al intervalo {k < w :0 < k < n}.



Ahora, dado k < «a, tomemos a:

erp—1 . ep—1 .
. £(4) . 2 —i(i)
Op = Z EYES I A Z Tgirl 0

1=ep_1+1 t=er_1+1
ademés, por cuestiones puramente formales, necesitaremos hacer:
er—1

— 0
O := Z il

i:ek,l—l-l

En el caso en que a < w, también emplearemos las cantidades siguientes:

RS () o 2-t(0),
0o 1= Z 31 Yoo lla= Z Tgitl

i=eq—1+1 i=eq—_1+1

finalmente, por razones que seran claras mas adelante, pongamos:

o e}

_ 0 — 2
Oa = Z i+l y o Zai= Z il

i=eq—1+1 1=eq—1+1

Como el lector ya se imaginard, en algin momento sumaremos algunas de las expre-
siones recientemente definidas. Dandole la razén y para facilitar las cuentas venideras

haremos dos observaciones pertinentes.
1 1

Afirmacién 1. Para cualquier k& < «, 0 +mp = 3Tl 3

En efecto,
1 ex—erp_1—1
ep—1 ek —Cr—1—2 1 - <>
2 2 1 2 3
Ok + MK = Z 3i+1 - 3er—112 Z 3i - 3ek—112 1
i=ep_1+1 1=0 1 - 3

3 2 1 1 B 1 1
T 9 ger_1+2 © ger—er—1—1 ) T Zep 1+l 3er”

.. L Y - 1
Afirmacién 2. La condicién a < w implica que 2, = Zea i1



Para verificar este enunciado basta con ver que

s = 22 &K1 2 3]
20 = Z i+l T Fea—1+2 Z § T 3ea—1+2 ) 5 T 3ea—1+1"
i=eq—1+1 1=0

Equipados con todo esto, es momento de comenzar la prueba. Distinguiremos tres
casos.
Caso 1. Existe n € w tal que a = 2n.

Sin =0, tenemos que z € K, y, en consecuencia, z = z—0, con 0 € K,. Supongamos

entonces que n > 1.

oo (1)

i=0 3i+1

Recordemos que, si s € “3 es tal que 1 ¢ img(s), entonces » € K. Teniendo
esto en cuenta, para construir a los deseados puntos x y y produciremos dos sucesiones
te, ty € “{0,2}.

Tomemos k < a. Si k es par, hagamos t;(ex) = 0¥ tzl(e, 1,ex) = Ol(er_y,er) (PATR
nosotros, 0 € “3 es la funcién constante cero). En caso contrario, tomemos t,(ex) = 2 y
tel(ep_1en) = (2= V)(ep_y,e)- PO WMo, 2|y, 1 ) = Ol(enn_1.w)-

Para t, procedemos como sigue: si k es par, hagamos ty(ey) = 2 y ty‘(@k—lyek) =

tl(ey_1,er)- En caso contrario, tomemos t,(ex) = 0y tyl(e, y,ex) = Ol(es_y,e0)- Por tltimo,

ty‘(e2n717w) = t’(e2n—1aw)'

te (2 t, (2
Haciendo z := ;% :;Srl) VY= ;Z.Erl), tenemos que z,y € K,. Mostraremos

ahora que y = z + z. Para esto, empecemos por notar lo siguiente:

> t(d) 5 1 5 1 1 5 1 5
2= i =00+ gagr 0 o et gy 01+ gy 0o

2n—2 1 1
:60+ Z <36k+1+6k+1+36k+1+1)+52n.
k=0

Similarmente se comprueba que
2n—2

_ 0 2 _
.%':00+Z<36k+1+77k+1+36k_‘_1+1>+02ny
k=0



2n—2

2 _ 0
y =0+ Z (3ek+1+0k+1+36k+1+1> + 2.
k=0

Por otro lado, la afirmacién 1 implica que

2n—2 2n—2

1 5 1 0 2 _
Z 3ex+1 T Okt 3er+1+1 - Z 3ex+1 T k41 Jer+1+1 | T
k=0 k=0

2n—2
1 5 1 0 2 _
kzz 3ex+1 T Okt + 3ek+1+1 + 3erx+1 T k1 + Jek+1+1 | T
=0

2n—2 2n—2
L, 3\ 1 1 1 1
Z 38k+1 + k+1 + Nk+1 + 36k+1+1 - Z 36k+1 + 36k+1 B 35k+1 + 36k+1 -

k=0 k=0
2n—2 9 7 0
Z 3ext+1 + 0,1 + er+1+l |-
k=0

Ademés, como la igualdad &y + 0 = J;, es cierta para cualquier k < «, de lo anterior
se sigue que, en efecto, y = z + x.
Caso 2. Existe n € w tal que a = 2n + 1.

Como antes, tomemos k < . Cuando k es par, hacemos ty(er) = 0y tul(e, 1,e0) =

0] En caso contrario, tomemos ty(ex) = 2 ¥ tal(e, y,ep) = (2 = t)l(ep_1,en)- POT

ek—laek) '

ﬁltimo, t$‘( = 2‘(

62n7w) €2mw)'

Nuestra definicién de t, se detalla a continuacién. Si k es par, hagamos t,(ex) = 2y
tylter_1.en) = tlier_1,er)- En caso contrario, tomemos t,(ex) = 0¥ tyle, 1er) = Olter_yen)-

Por G1timo, ty](e,, w) = tl(ean.w)-

t(1 ty(1
De nuevo, haciendo = = > % 2(1) yy = >0 (1) tenemos que z,y € K.

i=0 gi+1 =0 gi+1°
Mostraremos ahora que y = z + x. Notemos que:

2n—2

z=08+ Y (36 o7+ Ok1 + 3% +1> + d2n + a1 + don+1;
k=0
2n—2

— 0

$:00+ <3€k+1+nk+1+36k 1+1>+02n+36 +1+22n+17
k=0
2n—2 9 0

y=2do+ <3ek+1 + Op1 + 36k+1+1> + don + el T O2n+1
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Como la afirmacién 2 garantiza que 29,41 = Sean 17 de las cuentas efectuadas en el

caso 1 obtenemos facilmente que y = z + z.
Caso 3. Supongamos que o = w.

De nuevo, tomemos k < a. Si k es par, hagamos tz(ex) = 0¥ tz|(e,_, ex) = Ol(es_1,en)-

En caso contrario, t,(ep) =2y t$](ek71’ek) =(2- t)‘(ek—lyek)'

Para t,: si k es par, hagamos t,(e;) =2y t = t](ex_1,e5)- M caso contrario,

y|(€k71,€k)

ty(er) =0V tyliep_1.ex) = Oler_1en)-

te(2 t, (1
Otra vez, haciendo = = ) ;2 ;ngl) Yy =D 392.(“), deducimos que x,y € K.

Ahora, para ver que y = z+x, procederemos un tanto distinto. Para cada n € w, definamos:

n 1 . n ]- . n 1 .
B ean+1+ t(Z) ' B ent+1+ tx(z) ' B ean+1+ ty(Z)
=) 3it10 Tn = > 3+l Yn = . 3L
=0 1=0 =0

Observe que la sucesién de los (z;,) es una subsucesion de la sucesién de sumas parciales
de una serie que converge a z; en consecuencia, tenemos que lim z, = z. De la misma
n—oo
manera se comprueba que lim x, =x y que lim y, =y.
n—o0 n—oo
Para concluir el teorema notemos que, para cualquier n € w, el caso 1 garantiza que
Yn = 2Zn + 5. De esta manera, tomando limites en ambos lados de la igualdad, un sencillo

argumento de continuidad nos asegura que y = z + x. O

Una propiedad interesante del conjunto K, aparece cuando lo analizamos desde el punto
de vista de su medida. En [17, p. 31] se prueba que todos los subconjuntos numerables de
la recta real tienen medida cero. Una pregunta natural es si el reciproco es cierto, es
decir, jsi un subconjunto de R tiene medida cero, sera cierto que es numerable? Se prueba
en [17, proposition 19, p. 50] que la respuesta a esta pregunta es negativa y el ejemplo que
se presenta es, precisamente, el conjunto de Cantor. El hecho de que K, tiene medida cero

nos va a ser de gran utilidad més adelante.

1.4 Funciones continuas

En esta seccién ahondaremos un poco en las funciones continuas de R en R y estable-
ceremos resultados que utilizaremos en los capitulos siguientes. Comencemos denotando

por C(R) a la coleccién de todas las funciones continuas de R en R.
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Definicién 1.11. Diremos que una funcién f € R es constante en ninguna parte (abrevia-
do, f es nwc) si, para cualesquiera a,b € R con a < b, se cumple que f no es constante en

el intervalo (a, b).
A continuacién calcularemos las cardinalidades de un par de conjuntos.

Lema 1.12. Tanto C(R) como {f € C(R) : f es nwc} tienen exactamente ¢ elementos.

Demostracion. Para probar la igualdad |C'(R)| = ¢ observemos primero que ¢ < |C(R)| ya
que todas las funciones constantes son elementos de la coleccién C(R). Para demostrar la
otra desigualdad, consideremos a la funcién ¢ : C(R) — @R dada por o(f) = flo- Sig

fuese inyectiva, tendriamos entonces que
OB)| < [OR| = & = (29) = 2% = 2 = ¢,

como queremos. En aras de verificar la inyectividad de ¢ tomemos f, g € C'(R) de tal forma
que ¢(f) = ¢(g). Se deduce de esto tltimo que Q C {x € R : f(z) = g(x)}. En virtud
de [4, theorem 1.5.4, p. 38] el conjunto {x € R: f(x) = g(x)} es cerrado y, como Q es denso,
obtenemos que R = {z € R: f(z) = g()}, esto es, f = g.

Lo anterior muestra que, a lo sumo, hay ¢ funciones continuas que son nwc. Por otro
lado, si definimos para cada r € R a la funcién f, mediante f.(z) = x + r, entonces la
coleccién { f, : r € R} tiene tamano ¢ y cada uno de sus elementos es una funcién continua

y nwc. ]

1.5 “Z y los niimeros irracionales

En esta seccién demostraremos algunos resultados concernientes a familias de subcon-
juntos especiales de R. Lo anterior, con el objetivo en mente de usar dichas familias en las
pruebas de los teoremas 3.21 y 3.24, mas adelante.

Consideremos a Z, el conjunto de los nimeros enteros, y tomemos n € w. Definimos:

w7 .- U{”Z n<w} y SZ = {x € YZ: |z| < n}.

12



Lo que sigue es equipar a Z con la topologia discreta y realizar el producto topoldgico
de Z consigo mismo w veces para obtener el espacio producto “Z.

Fijemos ahora s € <“Z. Definimos el cono de s, denotado por [s], como el conjunto
formado por todas las extensiones de s en el espacio “Z, es decir, [s] == {z € “Z : s C z}.
Se prueba en [8, proposicién 1.15, p. 9] que el conjunto {[s] : s € <“Z} es una base para la
topologia de “Z.

Por otra parte, si s € <WZ y m € Z, definimos la concatenacién de s con m, denotada
como s m, como la funcién s U {(|s|,m)}. Observe que s™m vuelve a ser un elemento de
<WZ.

Fijemos una enumeracién de Q, digamos, {g, : n € w}, dénde gy = 0. Con estas

herramientas se demuestra en [8, lema 1.16, p. 9] lo siguiente:

Lema 1.13. FEziste una familia {I : s € <“Z} de subconjuntos de R de tal manera que las

siguientes propiedades se satisfacen para cualesquiera s € Y7 y m € 7.
1. Iy =R.
2. Si s # 0, entonces I es un intervalo abierto con extremos racionales.

3. Iy~ C I, donde A es la cerradura topoldgica de A.
4. sup Ls~m = inf I~ q1)-

. U Isf\k = IS\ U {iansAk,supIsAk}.
keZ keZ

6. Si s # (), entonces la longitud de I es, a lo sumo, ﬂ
S

7. Para cada n € w, existe t € SPTZ, de tal forma que ¢, es un extremo de I.

Consideremos a la familia {I; : s € <“Z} garantizada por el lema previo y sean x € “Z

y n € w. La condicién (3) del lema asegura que I, CcI,

i1 © y esto a su vez implica que

I
Ly C© E En estas circunstancias, {m :n € w} es una familia anidada de intervalos
cerrados. Se sigue de [18, 14(b), p. 140] que ﬂnEWE # () ; atin mds, en presencia de la

condicién (6) del lema podemos asegurar que ‘ﬂ =1.

new Im|n
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Afirmamos ahora que ﬂn@m = Nnew Lz|,- En efecto, la condicién (3) implica que

new new\1 new

para demostrar la otra contencién basta con notar que, para cada n € w, I, C E

Definimos ¢ : “Z — R, como {¢(7)} = (e, L2|,, siempre que x € “Z. Se comprueba
en [8, teorema 1.17, p. 11] que ¢ definida como antes es un homeomorfismo entre “Z y I.
Probaremos a continuacion que satisface otra propiedad mas.

Recordemos primero que uno de los érdenes lineales (ver [10, definicién 4.111, p. 82])
que se le puede dar a “Z es el orden lexicografico; este se define como sigue: para x,y € “Z
diremos que x = y si y solamente si x = y o bien, existe un n € w de tal manera que
z(n) < y(n) y ademas x|, = y|,. Nos permitimos comentar que una interpretacién comun
para trabajar con espacios como “Z es pensar que = y y son palabras de longitud w; de esta
manera, el hecho de que x < y se puede entender como que x y y son la misma palabra o
bien, coinciden en sus primeras n letras pero en la letra n + 1 difieren y, ademas, la letra
x(n) aparece antes (0 es menor) que la letra y(n).

Como mencionamos en el parrafo previo, se verifica facilmente que la pareja (“Z, <) es
un orden lineal. Lo que sigue para nosotros es probar que la funcién ¢ es un isomorfismo
de orden (ver [10, definicién 4.124, p. 87]) entre (“Z, <) y (I,<), donde < es el orden que
hereda I como subconjunto de R. Enunciaremos esto con propiedad para referirnos a este

resultado mas adelante:

Lema 1.14. La funcién ¢ : “Z — 1 definida mediante {¢(x)} =) |, €8 un isomor-

nGw

fismo de orden.

Demostracion. Supongamos que x,y € “Z cumplen que x < y. Tomemos n € w tal que
z(n) < y(n) y ademds satisfaga x|, = y|, Hagamos s := x|, Por definicién, se verifica que
¢(x),p(y) € Is. Luego, se tiene que p(x) € Iy~yn) ¥y ©(y) € Ly~y(n)- Por tltimo, como
r(n) < y(n), la condicién (4) del lema 1.13 implica que sup Iy~, () < inf Ii~y@) ¥, por

ende, p(x) < ¢(y). En virtud de [10, teorema 4.122, p. 87] y la biyectividad de ¢ podemos

concluir que ¢ es, en efecto, un isomorfismo. O
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En suma, hemos comprobado que ¢ es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden
entre los espacios “Z y I. Utilizaremos fuertemente ambos hechos para demostrar el siguiente

resultado.

Proposicién 1.15. Eziste una familia {S¢ : £ < ¢} de subconjuntos de R que cumple las

stguientes propiedades.
1. S¢ es orden-isomorfo a I, siempre que & < .
2. Cuando £ < n < ¢, se satisface que S¢ NSy = 0.

3. Para cualesquiera a,b € R con a < b se verifica la igualdad

HeE<c: |(a,b)ﬂS§‘ =c}=rc

Demostracion. Definamos, para cada z € “Z, el conjunto E, como sigue
E, ={2€%Z:VYn<w (2(2n) =z(n))}.

Dividiremos la prueba en una serie de afirmaciones.
Afirmacién 1. Para toda x € “Z, el conjunto E, con el orden heredado de “Z es orden-
isomorfo a “Z.

Fijemos z € “Z. Para cada y € “Z, definimos a y* como sigue:
v ={2n,z(n)) :n<wluU{2n+1,y(n)):n < w}.

Noétese que y* cumple de inmediato que y* € E,, siempre que y € “Z.

*

Consideremos a la funcién ¢ : “Z — E, dada por ¥(g) = g*. Veamos que v es el
isomorfismo buscado.

En efecto, para verificar la suprayectividad, consideremos z € E, y pongamos y :=
{(n,z(2n+ 1)) : n < w}. Es obvio que y € “Z y algunos calculos rutinarios muestran que
Y=z

Supongamos ahora que y,z € “Z cumplen que y < z. Tomemos n € w tal que

y(n) < z(n) y ademds cumpla que y|, = z|,. Por definicién, la desigualdad y*(2n + 1) <
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2*(2n + 1) es cierta y, como la condicién y|, = z|, implica que y*|an+1 = 2*|2n+1, esto
prueba que y* < z*. Lo anterior es suficiente para asegurar que 1 es un isomorfismo gracias
a [10, teorema 4.122, p. 87].
Afirmacién 2. Cuando z,y € “Z satisfacen que x # y, se tiene que E, N E, = .
Verificaremos esto por contrapuesta, supongamos que x,y € “Z son de tal forma que
existe un z € E; N Ey. Si n < w, la pertenencia anterior implica que z(n) = 2(2n) = y(n).
Se concluye que = = y.
Afirmacién 3. Para cualquier s € <“Z, la igualdad ’{x eEYL: {Ew N[s]| = c}) = ces
cierta.
Fijemos s € <“Z. Observemos que, como [s—0] C [s], podemos suponer sin perder
generalidad que |s| es un nimero natural de la forma que mejor nos acomode; en particular,
podemos suponer que |s| = 2k + 1 con k un niimero par.

Para z € “Z, definamos & como
z:={(n,s(2n)) :n < k}U{(n,z(n—k—1)) :n > k}.

Notemos que esta asignacion es inyectiva ya que, si x,y € “Z con x # y y tomamos

| € w de tal manera que z(l) # y(l), entonces se cumple que
T(l+k+1)=z)#yl)=9(l+k+1)

y, por ende, Z # §. Se desprende de esto que |[{Z: 2z € “Z}| = .

Esto ultimo garantiza que, para finalizar la prueba de esta afirmacién, basta con de-
mostrar que ‘Ez N [5]! = ¢, siempre que = € YZ.

Con esta idea en mente, fijemos x € “Z y, para cada y € “Z, definamos 3 € “Z como

sigue:
g=sU{Kk~+1+1),2(k+1+1):lcewtU{2FKk+1D)+1,y)):1€w}

Nuestra afirmacion concluiria exitosamente si logramos mostrar que para cada y € “Z

se tiene que § € E; N [s] y, ademds, § # Z, siempre que z € “Z \ {y}.
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Comencemos por verificar la segunda parte. Tomemos y,z € “Z con y # z. Sea l € w

de tal forma que y(l) # z(l). Se satisface entonces que
g2k+0)+1)=y) £ 2() =22(k+1)+1)

y, en consecuencia, § # Z.

Para la otra parte, elijamos y € “Z y concentrémonos en probar que § € E;N[s]. Como
s C g, se cumple tranquilamente que g € [s]. Para demostrar que § € Ej;, tomamos n € w
e intentaremos comprobar que §(2n) = &(n). Si n < k, tenemos que 2n < 2k < 2k+1 y asf
obtenemos que g(2n) = s(2n) = &(n). En el caso en que n > k, tenemos que [ :=n —k — 1

es un numero natural con n =k 4+ [+ 1. Se sigue que
9(2n) =g2(k+14+1))=2(k+1+1)=2(n).

En suma, § € E; N [s].

Afirmacién 4. {¢[E;] : x € “Z} es una coleccién de subconjuntos de R orden-isomorfos
a I, que ademds es ajena por pares y satisface que ’{x evZ: ‘@[Em] N (a,b)‘ = c}’ =c
siempre que a,b € R con a < b.

El hecho de que ¢ sea un isomorfismo de orden junto con la afirmaciéon 1 garantizan
que cada elemento de {p [E,] : x € “Z} es orden-isomorfo a I. Por otro lado, la afirmacién
2 combinada con la biyectividad de ¢ asegura que ¢[E;| y ¢[E,] son ajenos siempre que

Tomemos ahora a,b € R con a < b. Se cumple que (a,b) N1 es un subconjunto abierto
no vacio I y, como ¢ es un homeomorfismo, tenemos que ¢! [(a, b)N ]I] es un abierto no
vacio en “Z. En seguida, existe un s € <“Z tal que [s] C ¢! [(a, b) N ]I]. Se desprende de la
afirmacién 3 que ’{a: vz : |E$ N [SH = c}) = ¢ y, empleando una vez mds las propiedades

de ¢, obtenemos que:

C =

{3: €eYZ: ‘@[Eﬂﬂ«p HS]H = c}‘ = ‘{xewZ: |¢[Ex]ﬂ(a,b)ﬂll| = c}‘,
como queriamos.
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Para finalizar la prueba notemos que ‘{cp [Ez] :x € wZ}} = ¢. Esto implica que podemos
dar una enumeracién sin repeticiones de esta coleccion tomando como conjunto de indices a
¢, esto es, {¢ [E;] 1 x € “Z} = {S¢ : £ < ¢}. Evidentemente, la familia {S¢ : { < ¢} satisface

las condiciones 1 - 3 de la presente proposicion. O

Corolario 1.16. Consideremos {I¢ : £ < ¢}, una enumeracion sin repeticiones de {(a,b) :
a,be R A a<b} ={I: < c}. Entonces, existe una familia {Sg &< cAyeR}CRJf

que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera y,z € R y £,n <.
1. 8¢ C I
2. 8¢ NS5 =0 cuando (&,y) # (1, 2).

Demostracion.  Consideremos a la familia {S¢ : £ < ¢} dada por la proposicién 1.15.
Construyamos, por recursion transfinita sobre ¢, a la funcién f : ¢ — ¢ mediante la

correspondencia

f(€) = min{n € ¢\ f[g] : |Sy N I¢| = c}.

Observe que, para £ < ¢, se satisface que |f[£]| < ¢ y asi, en virtud de la condicién 3
de la proposicion 1.15, f estd bien definida.

A continuacién hagamos, para cada § < ¢, G¢ := Sy)Nl¢. Es inmediato de la definiciéon
que G¢ € [I¢], siempre que § < ¢. Ademads, en vista de la condicién 2 de la proposicién 1.15
y de la inyectividad de f, se satisface que la coleccién {G¢ : £ < ¢} es ajena por pares.

Fijemos ahora ¢ < ¢. Como |G¢| = ¢, se sigue del lema 1.4 que existe una familia
{S¢ 1y € R} C [G¢° con las propiedades

(a) U SY=Ge

yeR

(b) S¢ NS¢ =0, cuando y # 2.

Se afirma que la coleccién {Sg 1€ < ¢ N y € R} satisface las condiciones de este corolario.
En efecto, que {Sg 1€ < cNy € R} C[R] se sigue de [G¢]* C [R]*. La condicién 1
es cierta pues, para cualesquiera £ < ¢y y € R, se tiene que Sg C G¢ C I¢. Por dltimo,

tomemos (£,y) # (n,2). Si & # n, se tiene que Sg NSy C GeN Gy = 0. Por otro lado, si
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£ =nyy+# z, se satisface que Sg nsy = (), por el inciso (b). Esto prueba que la condicién

2 es cierta, como se queria. [l
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CAPITULO 2: APLICACIONES AL ALGEBRA LINEAL

El libro base de Algebra Lineal en el que se apoya este trabajo es [5]. Todo lo que no

sea definido explicitamente aqui deberd entenderse como dice dicho texto.

2.1 Independencia lineal y bases de Hamel

A lo largo de esta seccién F denotard un campo y V' siempre representard un F-espacio
vectorial. Ademds, 0 y 0 serdn los neutros aditivos de V' y F', respectivamente.

Sea S un subconjunto de V. El simbolo [S] lo utilizaremos para denotar al subespacio
vectorial generado por S, esto es, [S] := span(S) (ver pdgina 30 de [5]).

Recordemos que S es llamado linealmente dependiente si para algun n € w existen
colecciones {v; : i < n} C Sy {a; :i <n} CF\ {0} de tal modo que {v; : i < n} estd
indizada sin repeticiones y Y ;- a;v; = 0. Diremos que S es linealmente independiente si
no es linealmente dependiente.

Observe que si S es linealmente independiente y T' C S, T es linealmente independiente.
Esto indica que la independencia lineal es una propiedad hereditaria.

De acuerdo a la definicién dada en la pagina 43 de [5], un conjunto B C V es llamado
base para V si es linealmente independiente y satisface [B] = V, sin pedir restriccién
alguna sobre la cardinalidad de B. Ahora, dentro de la teoria de espacios normados hay
varias definiciones de base (ver, por ejemplo, [6]) y por este motivo es costumbre llamarle
base de Hamel para V a cualquier conjunto linealmente independiente que genere a V. En
el presente trabajo seguiremos esta convencién.

Observe que &, la coleccién de todos los subconjuntos linealmente independientes de
V', es una familia que tiene como elemento al conjunto vacio y es de carédcter finito (ver [10,
definicién 8.6, p. 188]). De esta manera, en ZFC el Lema de Tukey-Teichmiiller (ver [10,
teorema 8.8, p. 188]), nos proporciona un elemento maximal de F. Ahora, la relevancia de

esta observacién queda clara a la luz del resultado de abajo.



Lema 2.1. Con la notacion del pdrrafo previo: las bases de Hamel para V' son, precisa-

mente, los elementos mazximales de F.

Demostracion. Consideremos a B un elemento maximal de la familia F. Para verificar que
B es una base para V habréd que probar que [B] =V, pues B € F.

Dado que [B] es un subespacio vectorial de V', para ver que [B] = V, inicamente se
debe probar que V' C [B]. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un
v € V de tal manera que v ¢ [B]; en particular, esto implica que v ¢ B ya que B C [B].
Probaremos que B U {v} € F. Paran € w, tomemos {v; :i <n} C BU{v}y{a;:i<n}C
F, con el conjunto de vectores indizado sin repeticiones, y supongamos que » ;" a;v; = 0.
Caso 1. v ¢ {v; : i < n}.

En esta situacién tenemos que {v; : i < n} es un subconjunto del conjunto linealmente
independiente B y, por ende, a; = 0 para toda i < n.
Caso 2. v € {v; : i < n}.

Tomemos j < n tal que v = v;. La igualdad ) . ,a;v; = 0 implica que ajv; =
— 2 _izj @ivi- Luego, si a; # 0, tenemos que v; = — 3., (a;i/a;)v; con {v; : i <n A i#
j} € B, contradiciendo que v ¢ [B]. En consecuencia, a; = 0.

Por lo anterior, la igualdad "1, a;v; = 0 se vuelve Z#j a;v; = 0, y como {v; i <
n A i#j} C Bcon B € F, tenemos que a; = 0 para cada ¢ # j. Esto muestra que a; = 0
para toda i < n.

Para finalizar, como v ¢ B, se satisface que B C BU{v}, contradiciendo la maximalidad
de B. Esto garantiza que v € [B] y, por lo tanto, que V' C [B], como se queria.

Ahora concentrémonos en verificar que si B es una base de Hamel, necesariamente
B es un elemento maximal de F. Buscando una contradiccién, supongamos que existe
B’ € F de tal forma que B C B’ y tomemos v € B’ \ B. Como B genera al espacio V,
existen {v; : i < n} C B y{a; : i < n} C F\ {0}, con el conjunto de vectores indizado
sin repeticiones, tales que Y . ja;v; = v. Esto implica que B U {v} ¢ F. Sin embargo,

BU{v} C B’, contradiciendo que B’ € F. Luego, B es un elemento maximal de F. ]

En el siguiente resultado ofrecemos una condicién suficiente para un subconjunto S del

espacio V' que asegura la existencia de bases de Hamel contenidas en S.

21



Lema 2.2. Si S CV cumple que [S] =V, entonces existe B, base de Hamel para V', con

BCS.

Demostracion. Denotemos por Fg a la coleccion F N P(S). Observe que, como Fg tiene
caracter finito, el Lema de Tukey-Teichmiiller (ver [10, teorema 8.8, p. 188]) nos da un
elemento maximal de Fg, digamos B (en especial, B es linealmente independiente). Pro-
baremos a continuacién que [B] = V.

Fijemos v € V. Como S satisface que [S] = V, existen n < w, {v; :i < n} C Sy
{a; :i < n} C F\ {0}, con el conjunto de vectores indizado sin repeticiones, de tal manera
que Y, a;v; = v. Siexistiese j < n tal que v; & [B], entonces tendriamos que B U {v;}
seria linealmente independiente, estaria contenido en S y contendria propiamente a B; una
contradiccién a la maximalidad de B. Por lo tanto, para todo i < n, se cumple que v; € [B]

y, en consecuencia, v € [B]. O

Por lo dicho en el lema 2.1, en ZFC todo espacio vectorial posee una base de Hamel. En
la siguiente proposicién mostraremos que, en ZF, aquellos espacios vectoriales que pueden

ser bien ordenados poseen una base de Hamel.

Proposicion 2.3. Si V' admite un buen orden y S C V es linealmente independiente,

entonces existe B, base de Hamel para V', con S C B.

Demostracion. Como V admite un buen orden, V \ S es equipotente a algin numero
cardinal k. Luego, V \ S posee una enumeracién sin repeticiones {v¢ : £ < x}. Ahora

definamos por recursién transfinita una funcion g : K — 2 mediante:

g(§) =1siysoélosi SU{v,:n<EAgn) =1}U{ve} € F.

Sea B := SU{ve : £ € g 1{1}}. Es claro que S C B. Probaremos ahora que B es una
base de Hamel. En vista del lema 2.1, para ver que B es base de Hamel basta con probar
que B es un elemento maximal de &F.

Empecemos verificando que B € F. Fijemos n € w y tomemos {w; : i < n} C B.
Definamos el conjunto I := {i < n : w; ¢ S}. Para cada j € I, existe & € g~1{1} tal que
= w;. Si {& : 4 € I} no tiene elementos, tenemos que {w; : i < n} C S con S € F, asi

’Ugj
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que {w; :i < n}eTF.
Si {& : i € I} no es vacio, podemos tomar a £ = max{¢; : ¢ € I}. Luego, como

g(€) = 1, se tiene que
{wizi<n} CSU{vy i n<Engln) =1} U{v} €T,

por lo tanto, {w; : i < n} € F. Se deduce de ambos casos que B € F.

Para probar la maximalidad de B, supongamos que B’ C V es tal que B C B’ y
tomemos v € B'\ B arbitrario. Como v ¢ B, se tiene que v ¢ S; de esta manera, existe £ < K
tal que v = v. Se sigue que g(&§) = 0, asi que el conjunto SU{v, : n <E{Ag(n) =1} U {ve}

es linealmente dependiente y estd contenido en B U {v¢} C B’. En resumen, B’ ¢ F. O

El lema siguiente sera de gran utilidad més adelante.

Lema 2.4. Si a es un ordinal y {x¢ : & < a} es un subconjunto de V que satisface
xe € V\ [{zy 1 n <&}, para cualquier § < o, entonces {x¢ 1§ <a} € TF.

Demostracion. Supongamos, buscando una contradiccion, que {x¢ : £ < a} es linealmente
dependiente. De esta forma, existen E € [a]<¥ y {a¢ : £ € E} C F\ {0} tales que

deE agre = 0. Si tomamos a 7 := max E, entonces

mp=— Y (ag/ag)re=— Y (ag/ay)ze € [{we: C <n}];

¢eE\{n} EeEM

lo cual contradice la construccién de x,. O

En el siguiente teorema utilizaremos el resultado [5, corollary 1, p. 46]: si V tiene una
base de Hamel formada por n vectores, entonces cualquier base de Hamel para V tiene,

precisamente, n vectores.
Teorema 2.5. Si B y B’ son bases de Hamel para V, se tiene que |B| = |B’|.

Demostracién. Hagamos k = |B| y A = |B’|. Podemos enumerar fielmente (esto es, sin
repeticiones) a los elementos de By B’ como B = {vy : o < k} y B' = {ug : f < A}.
Para ver que k = A, probaremos que A < k y que £k < A. Para la primera desigualdad,

supongamos, buscando una contradiccién, que A > k.
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Como B es una base de Hamel para V, dado un § < A, existen Pg € [k]<“ y {aqz :
a € Pg} C F tales que ug = ZaePﬁ aapVo. Para cada P € [k]<%, definimos Jp := {8 < X :
Pg = P}. Mostraremos a continuacién que A = | pefx)<w JP-

Que UPG[H]@ Jp C X se sigue de que Jp C X para cualquier P € [k]<¥. Para verificar
la otra contencién tomamos un 3 < X. Claramente Pg € [k]<¥ y f§ € Jps, asl que B €
UPe[n]<w Jp.

Ahora, como A = pey<w Jp y ademds (lema 1.1) |[k]<“| = k < A, se sigue que existe
P € [k]<¥ tal que |Jp| > w. Denotemos por W al subespacio [{v, : a € P}| y notemos que
su dimensién es |P|. Més atn, {ug: 8 € Jp} CW.

Para finalizar, notemos que al ser P finito, existe n € w tal que |P| = n. Como
{ug : B € Jp} es infinito, existe un E € [Jp]<“ tal que [{ug : 3 € E}| = n+ 1. Luego,
dado que {ug : f € E} C B, tenemos que {ug: 8 € E} € F, asi que por la proposicién 2.3
existe B”, base de Hamel para W, con {ug : § € E} C B”. Esto implica que n+1 = |{ug :
B € E}| < |B"|. Por tltimo, n+ 1 < |B”| = |P| = n, lo cual es absurdo. Esto prueba que

A < k y un argumento similar prueba la desigualdad restante. O

El teorema anterior justifica la siguiente definicion.

Definicion 2.6. La dimension del espacio V es la cardinalidad de cualquier base de Hamel

para V. Utilizaremos el simbolo dim(V') para denotar dicho concepto.

Lo previo es una generalizacién natural de la definicién de dimensién utilizada para
espacios generados por un conjunto finito (ver [5, section 1.6, p. 42]). Es preciso mencionar
que los resultados conocidos de dimensién pueden variar o incluso romper con la intuicién
cuando se hace el salto al infinito. Para finalizar esta secciéon mostraremos tres ejemplos
para sustentar este comentario. Teniendo presente este objetivo, probaremos primero el

siguiente resultado.

Proposicion 2.7. Sean B C V una base de Hamel para V y f : B — W wuna funcion
con W un F-espacio vectorial. Existe una unica transformacion lineal F : V. — W tal que

fCF.
Demostracion. Probaremos esta proposicién en cuatro pasos.

24



Afirmacién 1. Para cualquier H € [B]<¥, existe una tunica transformacién lineal Fp :
[H] — W tal que f|y C Fp.

Si H € [B]<¥, tenemos que dim([H]) = |H| < w. Como consecuencia de [5, theorem
2.6, p. 72] obtenemos una tnica transformacién lineal F : [H] — W de tal manera que
flg € Fu.
Afirmacion 2. Para cualesquiera G, H € [B]<%, la condicién G C H implica que Fg C Fp.

Si G, H € [B]=* son tales que G C H, tenemos que [G] C [H]. De esta manera F|g
es una transformacién lineal y ademads, como f|, C f|y; € Fu, tenemos que f|, C F) H|[G}-
Por la afirmacioén 1, esto 1ltimo implica que FH\[G] = Fg. Se sigue que Fg C Fp.
Afirmacién 3. {Fy : H € [B]<“} es un sistema compatible de funciones.

Si G,H € [B]<¥, observe que G U H € [B]<“. De la afirmacién 2 obtenemos que
FoUFy C Foug. En consecuencia, Fg U Fy es una funcién.

En virtud de la afirmacién 3, podemos definir a F' := |J{Fy : H € [B]~“} y asegurar
que F' es una funcién.
Afirmacién 4. F es la tnica transformacion lineal de V en W tal que f C F.

Comenecemos probando que dom(F) = V. Por definicién, sabemos que dom(F') =
U{dom(Fy) : H € [B]<¥} = U{[H] : H € [B]~¥} = V. Entonces, en efecto, F' es una
funcién de V en W.

Para verificar la linealidad, tomemos un par de vectores v,w € V y un escalar a € F.
Como v, w € V, existen G, H € [B]<% de tal manera que v € [G] y w € [H|. Considerando

a la transformacion lineal Fgyp, tenemos lo siguiente:
F(av+w) = Fgun(av +w) = aFeun(v) + Feun(w) = aF (v) + F(w);

mostrando que F' es una transformacion lineal.

Mostraremos que F' extiende a f de la siguiente manera, dado u € B, claramente
{u} € [BI* ¥ flguy € Fruy € F. Luego, f = Uyep fliuy € Uyep Fruy € I

Para concluir, veamos que F' es unica. Supongamos que existe una transformacion
lineal F' : V. — W tal que f C F’'. Dado v € V, existen vectores {u; : k < n} C B

y escalares {a : k < n} C F tales que v = > ;_,agug. Se sigue de la linealidad y la
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propiedad de extensién que:
F'(v) =) apF'(w) =Y apf(ug) = Y apF(u) = F(v);
k=0 k=0 k=0

probando asf la igualdad F' = F”. O

Armados con esto nos encontramos mejor posicionados para sustentar nuestras afirma-
ciones y ofrecerles tres ejemplos relevantes en esta discusion de la dimension.

Una consecuencia de [5, theorem 1.11, p. 50] es que si dim(V') < w y W es un subespacio
propio de V', entonces necesariamente dim(W) < dim(V). Este resultado puede fallar
cuando la dimensién del espacio sostén es infinita.

Denotemos por R[z| al espacio de los polinomios con coeficientes reales en la indeter-
minada x. Si consideramos al conjunto B := {z" : n < w}, tenemos que B forma una
base de Hamel para R[z|. Esto indica que dim(R[z]) = w. Por otro lado, si llamamos
B':={2® :n < w} y hacemos W := [B’], tenemos que W es un subespacio propio de R][z]
y, sin embargo, el hecho de que B’ es una base de Hamel para W muestra que dim(W) = w.

Pensemos ahora en R™ visto como R-espacio vectorial. Es sabido que dim(R") = n
para cualquier n < w. El siguiente paso seria pensar en “R. Nos permitimos comentar
que una buena forma de pensar a los elementos de “R es como vectores con una cantidad
infinita numerable de coordenadas, donde la suma y el producto por escalares se realizan
entrada a entrada como en su contraparte finita R™.

Con estos hechos en mente, es natural preguntarse por dim(“R) y es ain més natural

creer que dim(“R) = w. Nuestro siguiente resultado muestra que esto no es asi.
Proposicién 2.8. dim(“R) = c.

Demostracion. Comenzaremos exhibiendo un subconjunto de “R que resulte linealmente
independiente y de tamanio ¢. Para esto, dado s € R\ {0}, definimos a 5 : w — R como
5(n) := s™. Concentrémonos en probar que el conjunto S := {5 : s € R\ {0}} es linealmente
independiente.

Sean € w. Tomemos {s; : k < n} C R\{0}, indizado sin repeticiones, y {ax : k < n} C

R de tal forma que >;_, ax5; = 0, donde 0 denota al neutro aditivo de “R. Definamos una

26



matriz M de tamafio (n + 1) x (n + 1) de manera que M;; := (s;)* (note que la primera
columna de M estd formada por los nimeros de la forma M;p, con 0 < ¢ < n) y tomemos
a € R™! tal que la k-ésima entrada de a sea, precisamente, ay,.

Antes de seguir, conviene mencionar dos detalles sutiles. Tomamos al espacio R"*! por
comodidad ya que nuestras enumeraciones comienzan en el cero; mencionamos esto por si
nuestros lectores se sienten incémodos con el n+1 (para al menos justificar la incomodidad).
Adem4s, estamos pensando en a como un vector columna, esto justifica que el producto de
matrices Ma estd bien definido.

Con esto en mente, notemos que (Ma); = Y7 _qar(sk)’ = (X jr_oaxsk) (i) = 0. Esto
nos dice que Ma = 0 € R"*1. Cambiemos un poco la perspectiva y consideremos al sistema
de n+1 ecuaciones lineales en n+1 indeterminadas inducido por Mz = 0. En esta situacion,
estamos diciendo que a es una solucion del sistema Mz = 0. Dado que 0 es una solucién
trivial del sistema, si logramos verificar que este tiene una tnica solucién obtendriamos que
a=0 y esto a su vez implicarfa que, para cualquier k < n, se satisface la igualdad az = 0,
como queriamos.

Para probar que el sistema Mz = 0 tiene una tinica solucién, [5, theorem 3.10, p. 174]
nos indica que es suficiente probar que M es una matriz invertible. Ahora, para ver que M
es invertible, notemos que los resultados que aparecen en [5, p. 223] y [5, theorem 4.8, p. 224|
aseguran que es suficiente probar que M?, la transpuesta de M, es invertible. Finalmente,
la invertibilidad de M! se deduce de la inyectividad de la transformacioén lineal L;:, gracias
a [5, theorem 2.5, p. 70] y a [5, corollary 2, p. 102]. Verifiquemos entonces esto ultimo
comprobando que el nicleo de Lt es trivial.

Sea b € R™*! de tal manera que Ly (b) = 0. Convengamos en denotar por by a la k-
ésima coordenada de b. Tenemos que 0 = (Lys(b)); = Y p_o bi(s:)¥, para cada i < n. Esto
nos lleva a que p(x) := Y p_, brx* es un polinomio de grado, a lo més, n y satisface p(s) = 0,
siempre que k < n; esto es, p(z) posee n+ 1 raices distintas. Se sigue de [18, 7(c), p. 49] que
p(z) es el polinomio cero y en consecuencia, by = 0, siempre que k < n; equivalentemente,
b =0, tal y como se querfa probar.

Entonces, en efecto, S es un conjunto linealmente independiente de “R. Para concluir,
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por la proposicién 2.3, existe B, base de Hamel para “IR, con S C B. Asi,
¢ =15 < B| < [°R| = [R]* = (2°)° = 2% =2 = ¢

esto muestra que |B| = ¢, y por ende, dim(“R) = c. O

Nuestro ultimo ejemplo yace en la teoria de los espacios vectoriales normados. En lo
que sigue entenderemos los conceptos de norma y continuidad de la manera tradicional; si
nuestros lectores quieren ahondar en los detalles que aqui daremos por hecho recomendamos
consultar [3] para obtener mas informacién del tema.

Para la construccién que nos compete necesitamos mencionar de antemano ciertos
resultados que seran de gran utilidad. Pensemos de nuevo en R™. En [3, proposicién 2.13,
p. 14] se prueba que la pareja (R",||-||;) es un espacio normado, donde la funcién ||z||, esta
dada por la suma de los valores absolutos de las entradas del vector x.

Otro resultado 1til es el enunciado a continuacién. Supongamos que tenemos un par de
F-espacios vectoriales, V' y W, donde ademds W es un espacio normado con norma |||y
Supongamos también que g : V — W es una transformacién lineal inyectiva. Con estas

hipétesis, si definimos para cada v € V a|v||,, :=||g(v entonces (V,]|-||;) resulta ser un

M

espacio normado. Nuestro ltimo resultado auxiliar lo enunciaremos como lema.

Lema 2.9. Fijemos un par de F-espacios vectoriales normados, V. y W, y f:V — W
una transformacion lineal. Se tiene que f es continua si y solo si existe ¢ > 0 de tal suerte

< vy es cierta.

que para cualquier v € V' la desigualdad Hf(v)HW

Demostracion. Comencemos verificando la suficiencia. La continuidad de f asegura que f
es continua en 0. Entonces, para ¢ = 1, existe § > 0 de tal forma que si v € V cumple que

lv|ly, < 9, entonces Hf(v < 1. Si v =0, la desigualdad buscada se cumple trivialmente

Mlw

para cualquier ¢ > 0. Para v € V' \ {0}, observe que

ov
2||vlly

0
:§<6’
Vv
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este hecho junto con la continuidad de f garantizan que

o v
ol 1/l =1 <2||U||V> -

w

< ¢||v||y,, como queriamos.

L 2
En consecuencia, si hacemos ¢ := 5 tenemos que H f (v)HW

Para la necesidad, supongamos que existe ¢ > 0 con la caracteristica deseada. Para
comprobar la continuidad de f procedemos de manera estandar fijando w € V y € > 0
. . . £ ..
arbitrarios. Definimos ¢ := = y elijamos v € V tal que |[[v —w|;, < ¢. Tenemos que
c

| f(v— w)HW <cflv —w|y < ¢-§ =e. Esto prueba que f es continua. O

Antes de continuar nos permitimos comentar que en la siguiente seccién trabajaremos
con R visto como Q-espacio vectorial y construiremos varias funciones con propiedades
interesantes (entre ellas, funciones Q-lineales que son discontinuas). El ejemplo que hemos
estado preparando es sobre R-espacios vectoriales. Puntualizamos esto para distinguir que,
en esencia, el préximo resultado y los resultados de la siguiente seccién son distintos. Sin

mas preambulos, presentamos nuestro tercer y ultimo ejemplo.

Teorema 2.10. Sea V un R-espacio vectorial normado. Las siguientes condiciones son

equivalentes.
1. dim(V) < w.

2. Si W es un R-espacio vectorial y f : V — W es una transformacion lineal, entonces

f es continua.

Demostracion.  Supongamos primero que dim(V) = n para algin n < w. Tomemos
W, un R-espacio vectorial, y f : V — W, una transformacion lineal. Fijemos ademas
{vg : k < n}, base de Hamel para V.

Dado v € V, [5, theorem 1.8, p. 43| asegura que existe una tnica coleccién de escalares
{ar : k <n} C R de tal manera que v = ), _ axvg. Dicha unicidad justifica que g : V' —
(R™,||-l;) dada por g(v) = (ag,...,an—1), estda bien definida. Ademas, es facil ver que g es

una transformacién lineal inyectiva.
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Por las observaciones previas al lema 2.9, si hacemos |v||, = Hg(v)Hl = D henlakl,
tenemos que (V]|-]|,) es un espacio normado. En estas condiciones, ||-||, v [|-||, resultan ser
normas equivalentes para V' (ver [3, teorema 4.19, p. 64]). De esta manera existe un ¢, > 0
tal que para todo v € V, la desigualdad ||v||, < ci||v||y, es cierta. Para concluir la prueba
de esta implicacién hagamos ¢ := max {Hf(vk) H k< n} y notemos que si v € V, entonces,

como dijimos antes, existe {ay : k <n} CRcon v =73, _, apvy, y de esta forma:

1F@)]ly =|1f | D axve <Y lawl][ Fon)|[yy < D larle =[[vll, e < cedolly, -

k<n k<n k<n
w
Por el lema 2.9, esto es suficiente para asegurar que f es continua.

Para verificar la implicaciéon reciproca procederemos por contrapuesta. Supongamos
que dim(V) > w y fijemos B, base de Hamel para V. Como |B| > w, podemos extraer un
subconjunto {v; : kK < w} C B que este enumerado sin repeticiones. Ahora, en vista de
que B es lincalmente independiente, 0 ¢ By, por ende, podemos suponer, sin pérdida de
generalidad que [|vg||,, = 1, para cada k < w.

Con lo anterior en mente, definamos f : B — R como sigue

k, siexiste k <w tal quev = vy
fv) =

0, en caso contrario.

Por la proposicién 2.7, existe una unica transformacién lineal F' : V — R tal que f C F.
Observe que si k < w, tenemos que |F(v;)| = k. De esta manera, el lema 2.9 indica que F

no es continua. O

Como hemos mencionado antes, lo que sigue es estudiar a R visto como un Q-espacio
vectorial. Para concluir esta seccion, presentamos el siguiente resultado para Q-espacios

vectoriales en arbitrario.

Lema 2.11. 5i S es un subconjunto no vacio de un Q-espacio vectorial V', entonces |[S’H <

|S] - w.
Demostracion. Para cada n € w \ {0}, consideremos a la funcién ¢, : S x "Q — [S]
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dada por ¢n(z,p) = >y, p(k)z(k). Hagamos ¢ := e, 0y ¥n- Observe que ¢ es una
funcién al ser unién de un sistema compatible de funciones; ademas ¢ tiene como dominio

a Unew o3 ("9 x "Q) y como imagen a [S]. De esta manera:

S<| J sxm@|= > ["Sx"Q= > [8"w= > [Slw=][Sww=|Sw.

new\{0} new\{0} new\{0} new\{0}

Corolario 2.12. R visto como Q-espacio vectorial tiene dimension c.

Demostracion. Sea B una base de Hamel para el Q-espacio vectorial R. Como B es un
subconjunto de R, tenemos la desigualdad |B| < ¢. Por otro lado, se deduce del lema 2.11
que ¢ = |R| = HBH < |B| - w. Por ultimo, la desigualdad ¢ < |B| - w, implica que ¢ < |B|.

O]

2.2 La ecuacién funcional de Cauchy

Definicion 2.13. Una funcién entre F-espacios vectoriales f : V — W es una funcion

aditiva (o satisface la ecuacién funcional de Cauchy) si para cualesquiera u, v € V' se cumple

que f(u+wv) = f(u) + f(v).

En esta seccién mostraremos algunas propiedades del comportamiento de R visto como
Q-espacio vectorial con respecto a las funciones aditivas; ademas construiremos varios ejem-

plos de funciones interesantes.

Lema 2.14. Si I': R — R es aditiva, entonces F' es Q-lineal.

Demostracion. La prueba de este resultado se basa en una serie de afirmaciones. Comence-
mos fijando un z € R.
Afirmacién 1. Sin € w, se satisface F(nx) = nF(x).

Procedemos por induccién sobre n.

Para el caso base, la aditividad de F nos da que F'(0) = F(0+0) = F'(0) + F(0) y, por
ende, F'(0) = 0. Luego, F(0z) = F(0) =0 = 0F(z), como se queria.
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Con respecto al paso inductivo, supongamos que n € w cumple que F(nz) = nF(x)y
notemos que F((n+ 1)z) = F(nx + x) = F(nx) + F(x) =nF(x) + F(z) = (n+ 1)F(x).
Afirmacién 2. Para cualquier n € Z, se cumple que F(nz) = nF(z).

Primero, observemos que de las igualdades 0 = F(0) = F(x —z) = F(x) + F(—x)
se sigue que F(—xz) = —F(z). Luego, si n € Z \ w, tenemos que —n € w y por la obser-
vacién anterior y la afirmacién 1 se deduce que F(nz) = F((—n)(—z)) = (—n)F(—z) =
(=n)(—F(z)) = nF(2). 1

Afirmacién 3. Cuando n € Z \ {0}, se tiene que F’ <$> = —F(z).
n n

Sin € Z\{0}, la afirmacién 2 implica que F(z) = F <na;) =nkF (x) y en consecuen-
n n

T 1
cia, F' <> = —F(x).
n n
Con estas tres afirmaciones, estamos listos para probar el lema, tomemos p € Q y
m
z,y € R. Para p, existen m € Z,n € Z \ {0} tales que p = —. Como consecuencia de la
n

aditividad de F'y de las afirmaciones 2 y 3 obtenemos lo siguiente:

Fpat) = Fpa) 4 £) = F () 4 F) = " F@)+ F) = pF0) + Fp). - ©

Nuestro resultado siguiente no usa el Axioma de Eleccién.

Proposicién 2.15. Sea F : R — R una funcidn aditiva. Se satisface que F es continua

st y solo st F' es R-lineal.

Demostracion. Demos por hecho que F es R-lineal y hagamos a := F(1). Asi, para cada
x € R, se tiene que F(z) = F(z-1) = xF (1) = ax. De este modo, F es claramente continua.

Supongamos ahora que F' es continua. Probaremos que si a € Iy x € R, entonces
F(az) = aF(x). Como Q es infinito numerable, existe g : w — Q biyectiva. Nos
proponemos construir una sucesién en (Q convergente a a. Para esto note que, dado un
n € w, la densidad de Q implica que (a,a + 27") N Q # (); de esta forma, la coleccién
{k <w:a< g(k) <a+27"} no es vacia y posee elemento minimo, digamos h(n). Lo
anterior nos da una funcién h : w — Q de tal manera que 0 < h(n) —a < 27", para
cualquier n < w.

Por la construccién de h se tiene que lim h(n) = a y, por ende, nlggo h(n)x = ax.

n—o0

Luego, la continuidad de F' implica que lim F'(h(n)x) = F(ax). Por otro lado, como F' es
n—oo
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Q-lineal (lema 2.14), para cada n € w\ {0} tenemos que F(h(n)x) = h(n)F(x). Finalmente,

aF(x) = <nll_>ngo h(n)> F(z) = nh_}nolo(h(n)F(a?)) = nh_)ng@ F(h(n)z) = F(ax).

Se concluye que para cualesquiera r,z € R, F(rx) = rF(x). O

Una pregunta natural que surge después de este resultado es jcudl es un ejemplo de
una funcién aditiva discontinua? ;existe alguno? La respuesta es si, el primer ejemplo de
una funcién con estas caracteristicas fue construido por Hamel (ver [7]), utilizando una base
de Hamel para R visto como Q-espacio vectorial. Nosotros no presentaremos este ejemplo
en particular, sin embargo, trataremos de satisfacer la curiosidad de nuestros lectores con
nuestros dos resultados siguientes. Convengamos que, por el resto del capitulo, pensaremos
a R como QQ-espacio vectorial.

El siguiente resultado tiene como consecuencia que hay ¢ conjuntos de Bernstein (ver

definicién 1.8) ajenos por pares.

Teorema 2.16. Eziste una base de Hamel B y una funcion f : B — R tal que f={r} es

un conjunto de Bernstein para cada r € R.

Demostracion.  Primero, note que si f : B — R cumple que para cada r € R y para
cada F € 3 se tiene que F N f~H{r} # (), entonces f tiene la propiedad deseada pues el
complemento de f~!{r} contiene a f~!{r+41}, asi que debe intersectar a cualquier elemento
de H. Esto tdltimo implicaria que cada fibra es un conjunto de Bernstein.

En vista del lema 1.7 podemos fijar {(F¢,7¢) : £ < ¢}, una enumeracién sin repeticiones,
de H x R. Construiremos una sucesién {z¢ : £ < c}, indizada sin repeticiones, que sea
linealmente independiente y tal que, para cada £ < ¢, se tenga la pertenencia x¢ € F¢. Esto
es suficiente para construir a la funcién f en cuestion, puesto que, por la proposicion 2.3, el
conjunto {z¢ : £ < ¢} puede incluirse en una base de Hamel B. En esta situacion, definimos
a f: B — R de la siguiente manera: para cada { < ¢, f(z¢) =r¢ y f(v) = v, siempre que
v € B\ {z¢: £ <c}. Entonces, para r € Ry F € H, existe £ < ¢ tal que (F,r) = (Fg,re).
Luego, f(z¢) =1¢ =1y x¢ € Fg = F; por lo tanto, F N f~1{r} # (. Concentrémonos pues
en construir esta sucesién.

Obtendremos dicha sucesién por recursién transfinita sobre ¢. Supongamos que, para

alguna ¢ < ¢, hemos obtenido {z, : n < £} de tal modo que x, € F;)\ [{z¢ : ( < n}], slempre
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que 1 < £ y hallemos x¢ como sigue.

Si £ = 0, simplemente tomamos xy € Fy. Supongamos entonces que £ > 0. En vista
de los lemas 1.7 y 2.11, tenemos que ’[{mn i< 5}]’ < €] - w < ¢ = |Fg|. De esta manera,
podemos tomar z¢ € F¢ \ [{zy, : n < £}]. Esto completa la recursion.

Lo tnico restante es mencionar que {z¢ : & < ¢} es linealmente independiente en virtud

del lema 2.4. ]

En el cédlculo aparece un famoso resultado conocido como el Teorema del Valor In-
termedio, formulado y probado originalmente por Bernard Bolzano en 1817. Recordando
brevemente, para a,b € R, cona < b,y g : [a,b] — R, decimos que g posee la propiedad del
valor intermedio si para cualesquiera w, z € img(g) y para cualquier y € R con w < y < z,
existe x € [a, b] tal que g(z) = y. El teorema del valor intermedio asegura que las funciones
continuas con dominio un intervalo cerrado siempre tienen esta propiedad.

Uno de los matematicos que mas profundizaron en este tema fue Jean Gaston Darboux.
Mediante un nuevo concepto, llamado actualmente funcion de Darboux, se dedicé a estudiar
a las funciones, no necesariamente continuas, que cumplen con tener la propiedad del valor
intermedio. A continuacién presentamos esta definicién con propiedad y una generalizacién

de las funciones de Darboux.

Definicion 2.17. Una funcién g : R — R es de Darbouz si para cualesquiera nimeros
reales a, b, w, z y y que satisfagan a < b, w,z € g [[a, b]] y w <y < zhay x € [a,b] tal que
g(z) =y

Definicion 2.18. Una funcién g : R — R es fuertemente Darboux si para cualesquiera

a,b € R con a < by para cualquier y € R, existe un z € [a, b] tal que g(z) = v.

Hagamos la observacién de que, como fuerte contraste con la motivacién original para
estudiar la propiedad del valor intermedio, es decir, las funciones continuas, resulta que las
funciones fuertemente Darboux no son continuas en ningin punto de R.

En aras de sustentar lo anterior verifiquemos que, si g : R — R es fuertemente Darboux
y z € R, entonces g no es continua en z. En efecto, tomemos € = 1 y notemos que, para

cualquier ¢ > 0,

gllz = 6,2 = 0] =R € (g(2) — 1,9(2) + 1).
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Para los corolarios siguientes le recordamos a nuestro lector que medible significa

Lebesgue-medible y le sugerimos estar familiarizado con el contenido de la seccion 1.2.

Corolario 2.19. Hay una funcion de R en R que es fuertemente Darboux y aditiva, pero

no es medible.

Demostracion. Por la proposicién 2.7, existe una tnica transformacion lineal F' : R — R
que extiende a la funcién f del teorema 2.16. Observemos que las contenciones f~!{r} C
FYrYyy fFHr+1} C F~Y{r+1} CR\ F~Y{r}, para cada r € R, implican que todas las
fibras de F son conjuntos de Bernstein. En particular (ver lema 1.9), F~1{0} no es medible
y, por ende, F' no es medible.

Por dltimo, tomemos r € Ry a,b € R con a < b. En vista de que [a, b] € H, podemos

fijar t € [a,b] N f~1{r}. De este modo, F(t) = f(t) = r. O

Corolario 2.20. Eziste una base de Hamel B tal que, para cualquier F' € H, se tiene que

|IBNF|=c.

Demostracion. Mostraremos que la base de Hamel B del teorema 2.16 tiene esta propiedad.

En efecto, para F' € H, tenemos la igualdad:

BNF = U (f_l{r}ﬂF);

reR

donde {f~'{r} N F : r € R} es una familia no numerable de conjuntos no vacios y ajenos

por pares. ]

Corolario 2.21. Existe una base de Hamel no medible.

Demostracion. Probaremos que B es un conjunto de Bernstein. Note que, en virtud del
lema 1.9, esto es suficiente para asegurar que B no es medible. Comencemos por tomar
F € H. Entonces, ) # f~1{0} N F C BN F; esto es, B tiene interseccién no vacia con cada
elemento de J{.

Por otro lado, para x € B, el conjunto x + B (recuerde la definicién 1.6) es ajeno con

B, ya que, en caso contrario, existirfan y, z € B tales x +y = z. De esta manera, podriamos
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tomar S C {z,y,z} C B con S linealmente dependiente. Esto tltimo es absurdo puesto
que B es base de Hamel.

Se concluye de lo anterior que z+ B C R\ B. Observemos, ademas, que (—z)+ F € H.

De esta manera, BN ((—z)+F) # 0, y asi (x+B)NF # (). Esto prueba que (R\ B)NF # {.

O

Como contraste con el corolario 2.21 ofrecemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.22. FExiste una base de Hamel medible.

Demostracion. Mencionamos al final de la seccién 1.3 que K, tiene medida cero. A partir
de este hecho y de la subaditividad de la medida de Lebesgue (ver [17, proposition 3, p. 33])
obtenemos que, si S C K, entonces S tiene medida cero y, por ende, S es medible. Con
esto en mente, para mostrar la veracidad de la proposicién basta con encontrar una base
de Hamel contenida en K. Note que, en virtud del lema 2.2, esto iltimo esta garantizado
si logramos mostrar que [K,] = R. Para probar esto fijemos ¢ € R y tomemos ¢ € Q

con gt € [0,1]. De acuerdo al teorema 1.10, hay z,y € K, con gt = = — y, es decir,

t=(1/g)z + (1/q)y € [K.]. O

2.3 El Teorema de Erdds-Kakutani

Uno de los enunciados més famosos y controversiales de las matematicas es la reconocida
Hipétesis del Continuo de Cantor (abreviada cominmente como CH) que afirma que ¢ =
wi. Gracias a los trabajos de Kurt Godel en 1940 y de Paul Cohen en 1963 ya sabemos
que este es un enunciado independiente de ZFC, es decir, tanto la Hipdtesis del Continuo
como su negacién pueden anadirse a los axiomas de la teorfa de conjuntos y la teoria
resultante resultard consistente si y solamente si ZFC es consistente. Para concluir este
capitulo queremos presentar la demostracién del teorema de Erdos-Kakutani, que nos da
una inesperada e impresionante relacién de este enunciado, que es puramente conjuntista,
con el dlgebra lineal y las bases de Hamel. Con esto en mente, presentaremos a continuacién

dos lemas previos, debidos a Erdés y a Hajnal, que nos ayudaran a cumplir nuestro objetivo.

Lema 2.23. Si f : Ax B — w, con |A| = we y |B| = wy, entonces, para cada n < w,

existen Ay € [A]“2 y By € [B]" tales que f|a,xB, €s constante.
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Demostracion. Fijemos n < w.
Afirmacién. Para cualquier a € A, existen B, € [B]" y m, < w tales que f|(q)1xp, es la
funcién constante m,,.

Sea a € A. Hagamos f, : B — w dada por f,(b) := f(a,b). Por el corolario 1.3, existe
ma < w tal que |f, 1 {mg}| = w1. Tomemos B, € [f; {m,}]". Se satisface que B, € [B]"
y, 81 b € By, por definicién de B, se tiene que f(a,b) = fo(b) = my.

Definamos ahora g : A — [B]|" x w mediante g(a) := (Bg, mg). Como |[B]" X w| =

n

w1, el corolario 1.3 asegura que existe (Bg,m) € [B]" x w tal que |g~{(Bo,m)}| = wo.
Pongamos Ag := g~ '{(By,m)} y a continuacién tomemos (a,b) € Ay x By. De la igualdad

g(a) = (Bp, m) se deduce que By = B, y m = mg; en consecuencia, f(a,b) = m. O

Para el resultado siguiente se requiere familiaridad con la definicién 1.6.

Lema 2.24. Supongamos que w1 < ¢. Sea H C R con |H| > wy. Si {H, : n < w} es

w2

una particion de R\ {0} indizada sin repeticiones, entonces existen n < w, Ag € [H|*? y

By € [H)? tales que AgN By =0y Ag+ By C H,.

Demostracién. Sea B’ € [H]*'. Hagamos B := B'U{—b € H : b € B'} y notemos que
B € [H]**. Tomemos ahora A € [H \ B]“2. Observemos que ANB = () y ademéds 0 ¢ A+ B.

La condicién 0 ¢ A + B y nuestra hipétesis sobre {H, : n < w} garantizan que
f i1 Ax B — wdada por f(a,b) = msiy sélosi a+b € Hy, estd bien definida. Por el lema
2.23, para n = 2, existen Ay € [A]“2 y By € [B]? tales que f|a,xp, €s constante; digamos

n. Evidentemente n < w y se cumple que Ag + By C H,,. ]

Equipados con estos dos lemas estamos preparados para enunciar y demostrar el teo-

rema de Erdos-Kakutani.

Teorema 2.25. La Hipotesis del Continuo es equivalente a la existencia de una particion

infinita numerable de R\ {0} en bases de Hamel.

Demostracion. Comencemos verificando la implicacién reciproca. Sea {H, : n < w} una
particién de R\ {0} indizada sin repeticiones con cada H,, base de Hamel y supongamos,
buscando una contradiccién, que w; < ¢. Fijemos H, una base de Hamel para R. Por

el corolario 2.12 sabemos que |H| = ¢ > wo. Asi que, por el lema 2.24, existen n < w,
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Ag € [H*2 y By € [H]? tales que AgN By =0 y Ag+ By C H,,. Tomemos (ag, bo), (a1,b) €
Ag x By con ag # ay y by # b1. Definamos ahora, para cada i, j < 2, z;; := a; +b;. Notemos

que cada x;; € Hy,. Silos x;; fuesen distintos entre si, entonces tendriamos que:

zoo — 10 = (ap + bo) — (a1 + bo) = (ap + b1) — (a1 + b1) = xo1 — 115

esto contradiria la independencia lineal de H,, y finalizaria la prueba de esta implicacion.
Veamos que, en efecto, cada x;; es distinto de los demds. Por ejemplo, la hipétesis by # by
nos da xgg = ag + by # ag + by = xp1. Similarmente se verifica que zgg # x10, To1 # T11 Y
10 # T11- Unicamente falta comprobar que xgg # 11 ¥ To1 # T10- Para esto consideremos

a la funcién f: H — R dada por

a;, siexistei < 2tal quex = a;
flz) =

0, en caso contrario.

Por la proposiciéon 2.7 existe una tunica transformacién lineal F' : R — R tal que f C F.
Entonces, F(zoo) = F(ap+bo) = F(ao) + F(bo) = ap y F(z11) = ai; con lo cual, xgg # x11.
Anélogamente, xg1 # x10.

Concentrémonos ahora en la implicacién directa. Supongamos que w; = ¢ y fijemos
{ve + € < wi}, una base de Hamel para R indizada sin repeticiones. Hagamos, para cada
£ <wi, Le := [{ve 1 ¢ < &}]. Notemos que, si & < 1 < wi, tenemos que Lg C Ly; si & < wy
es un ordinal limite, entonces Lg = |J L, y ademas, L,,, = R. Observemos también que el
conjunto {Ley1 \ Le 1 € <wi}es ungff)articién de R\ Ly =R\ {0}.

Tomemos ahora § < w;. Por el lema 2.11 tenemos que |Leyq\ Le| < |[Legr| < [E+1]-w =
w. Por otro lado, como L¢i 1 \ Le contiene a todos los miltiplos racionales de wvg, se tiene
que w < [Lgq1 \ Le|. Concluimos que |Lgyq \ Le| = w.

Por lo anterior, para cada { < wy, podemos fijar una biyeccion fe @ Leyq \ Le — w.
Hagamos ahora f := §U fe y notemos que f: R\ {0} — w. Para cada n < w, definamos

<wi

H, := f~*{n}. El conjunto {H,, : n < w} es una particién de R\ {0}. Comprobaremos a

continuacién que cada H,, es una base de Hamel.
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Sea n < w. Es facil ver que, para cualquier ¢ < w, se satisface la igualdad:

(Leyr \ Le) N f~H{n} = (Lega \ Le) 0 fe H{n}

y como fe es una biyeccién, el conjunto (Let1\Le)Nf~ {n} consta de un solo punto, digamos
x¢. Notemos ahora que H,, = {x¢ : £ < wi} y ademds, por el lema 2.4, tenemos que el
conjunto {x¢ : £ < wi} es linealmente independiente. Para ver que H,, es base de Hamel
tnicamente falta probar que H,, genera a R. Si logramos verificar que L¢ = [{z,, : < £}]
siempre que { < wi, entonces tendremos que [H,] = [{z¢ : £ < wi}] = L, = R, como
requerimos. Para finalizar la prueba enunciemos esto con propiedad y comprobemos su
veracidad.
Afirmacién. Para cada £ < w; se satisface la igualdad L¢ = [{z,, : n < £}].

Procederemos por induccién transfinita sobre wy. Sea & < w;. Si € = 0, obtenemos que
Lo = [0] = [{zy : n < 0}]. Para verificar el caso limite supongamos que, para todo n < &, se

tiene que L, = [{z¢ : ( < n}]. Podemos deducir que:
Le=J Ly = Ulae: ¢ <ml = [y 10 < €]
n<§ n<g

Con respecto al caso sucesor, supongamos que L¢ = [{x, : n < {}| y comprobemos que

Lepy = [{zy :m < &+ 1}]. Haremos esto por doble contencién. Por un lado, notemos que:

{wet U [{xy in <& ={we} U Le C Leyys

asi que [{z;,; : 1 < £ +1}] C Lgyq. Para la otra inclusién, recordemos que, como x¢ €
Leii \ Le, existen m < w, ¢ € Q{g; : i <m} CQy {w; : i <m} C {x,;:n <&}, con los

w; indizados sin repeticiones, de tal manera que x¢ = que + > gw;. Més atin, ¢ # 0 pues

i<m
xe & Le = [{y : 1 < £}]. De esta manera:
1
ve == |2 = qwi | € {ay:n<&+13;
1 i<m
por lo tanto, {ve} U Le C [{zy, 1 < £+ 1}], asi que Leyy C [{zy i <+ 1} O
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CAPITULO 3: APLICACIONES AL ANALISIS MATEMATICO

En este capitulo trabajaremos con las funciones Darboux y fuertemente Darboux men-
cionadas en el capitulo anterior (ver las definiciones 2.17 y 2.18). Probaremos un par de
resultados acerca de estas funciones y analizaremos las propiedades combinatorias de un
cardinal, A(D), cuya definicién estd intimamente relacionada con las funciones Darboux.
Establezcamos que, de ahora en adelante, D denotars al subconjunto de R conformado por
las funciones Darboux. A su vez, denotaremos por D* al subconjunto de D cuyos elementos
son, precisamente, las funciones fuertemente Darboux. También, utilizaremos el simbolo
J para hablar de la colecciéon de todos los intervalos abiertos no vacios y acotados en R,

{(a,b) a,b e Rya <b}.
3.1 Primeros resultados

Comencemos nuestra discusiéon notando que para cualquier X, subconjunto no vacio de
R, se tiene que ¥R es un espacio vectorial sobre R cuando se le equipa con las operaciones
usuales. Ahora, para f € XRy ¥ C XR, pensaremos en el conjunto f+V := {f+g: g € ¥}
como la traslacion del conjunto W por la funcién f. Esta notacién la utilizaremos en lo que

resta del texto.
Teorema 3.1. Si U C ®R cumple que |¥| < ¢, entonces existe f € RR tal que f +W¥ C D*,

Demostracion. Empecemos por notar que las desigualdades

c=|R| < |TxIxR| < |- R} =c¢

implican que existe {(g¢, I¢,7¢) 1 € < ¢}, una enumeracion sin repeticiones de ¥ x J x R.
Construiremos, por recursién transfinita, una coleccién {x¢ : £ < ¢} de tal modo que la

pertenencia

To € In\{zy :n<a} (3.1)



se dé siempre que o < ¢. Para esto, suponga que £ < ¢ es tal que {x, : < £} ha sido
obtenida para cualquier o < . Ahora note que [{z, : n < &}| < [§] < ¢ = |I¢] y use el
Axioma de Eleccién para hallar z¢ € I¢ \ {x, : n < £}.

Como consecuencia de (3.1) se tiene que {z¢ : £ < ¢} no tiene repeticiones y asi, existe

f € BR de tal forma que

re — ge(we), siexiste & < ctal que x = w¢
flz) =

0, en caso contrario.

esta bien definida.
Para concluir, si g € ¥ y r,a,b € R satisfacen a < b, entonces existe £ < ¢ tal que

(9¢,Ie,me) = (g, (a,b),7). Luego: r = re = f(xe) + ge(we) € (f + ge)lle] = (f + 9)[(a,D)].

Esto dltimo asegura que f + g € D*. O

Lema 3.2. Para cualesquiera f € D* y g € C(R) se satisface que f+ g € D* si y sdlo si

f+geD.

Demostracion.  La implicacién directa es obvia ya que D* C D. Para la implicacion
reciproca supongamos que f + g € D, tomemos ¢,d € R con ¢ < d y consideremos al
intervalo [c,d]. Segin nuestras hipétesis, para algin M € R se satisface la contencién
g [[c, d]] C [-M,M]. Por otro lado, para cada y € R, la pertenencia f € D* produce

a,b € [¢,d] de tal modo que f(a) =y — My f(b) =y + M, esto es,

(f+9)(a) < fla)+ M =y=f(b) =M < (f+9)b)

De esta manera, como f + g € D, existe un = € [min{a, b}, max{a, b}] C [c,d] tal que

+ g)(z) = y. Esto comprueba que (f -+ c,dl| =R or ende, que f + g € D*. O
(f+9)(x) =y p que (f + g) [[c, d]] Y, P ,que f+g

Mostraremos ahora que la suma de una funcién Darboux con una funcién continua
no necesariamente es una funciéon de Darboux. Para ver esto fijemos una enumeracién sin
repeticiones {(I¢,7¢) : £ < ¢} de J x R. Por recursién transfinita sobre ¢ definamos una

sucesion {z¢ : £ < ¢} tal que, para cada & < ¢, z¢ € I¢ \ ({zy : 1 < £} U {r¢}). Denotemos
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por f a la funciéon de R en R dada por

Te, si existe § < ¢ tal que x = x¢

xz + 1, en caso contrario.

Con la intencién de probar que f € D*, fijemos a,b,y € R con a < b. Asi, hay £ < ¢ de
tal modo que ((a,b),y) = (¢, 7¢); luego, ¢ € [a,b] y f(xe) = y.

Ahora notemos que nuestra definicién de f nos da: f(x) # x, siempre que z € R. Por
lo tanto, si g : R — R estd dada por g(z) = —x, entonces g € C(R) y 0 ¢ img(f + g). En
particular, f + g ¢ D* y, de acuerdo al lema 3.2, f + g ¢ D, tal y como se deseaba.

Lo hecho en los parrafos previos muestra que existe f € D* con f+ C(R) € D. Ahora,
en el resultado siguiente (obra de Natkaniec y Kirchheim, [11]) argumentaremos que, en

presencia de CH, es posible hallar f € D* con
(f+{h€C(R):hesnwc})ND=0.

Recomendamos a nuestros lectores estar familiarizados con el contenido de la seccién

1.4.

Teorema 3.3. Si CH es cierta, entonces existe f € D* tal que, para cualquier funcion

continua h € ®R que sea nwc, se verifica que f +h & D.

Demostracién. Probemos primero que, si h € C'(R) es nwc y r € R, entonces el conjunto
h='{r} es denso en ninguna parte (ver [17, p. 212]). Notemos que, como h es continua,
h={r} es cerrado en R. En vista de esto, se tiene la igualdad int (hT{r}) = int (b1 {r}).
Ahora supongamos, buscando una contradiccién, que existe un punto z € int (hT{r}>
Tenemos entonces que x € int (R~ *{r}). Asi, existe ¢ > 0 tal que (z — e,z +¢) C h™{r}.
Es decir, para cualquier z € (z — e,z + €) se cumple que h(z) = r. Esto contradice el hecho
de que h es nwc.

Por el lema 1.12, podemos fijar una enumeracion sin repeticiones {h¢ : £ < ¢} de todas
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las funciones continuas que son nwc. Buscamos, en virtud del lema 3.2, una f € D* tal que
VE<cdre e RVaz € R (f(x) + he(x) # 1e). (3.2)

Con este objetivo en mente, tomemos S, 7 € [¢] con SNT =0y SUT =¢c. A
continuacién, fijemos enumeraciones sin repeticiones {s¢ : £ € S}y {(Ig,te) : £ €T} de Ry
IxR, respectivamente. El plan es construir tres subconjuntos de R, {x¢ : § < ¢}, {ye : £ < ¢}

y {re 1 £ < ¢}, de tal modo que los enunciados siguientes sean satisfechos siempre que £ < c.

(Le) re € R\ {yy + he(zy) < &

(2¢) si & €T, entonces ye = t¢;

(3¢) si & €T, entonces x¢ € I \ ({mn < &FU U{h;l{rn —ye} i < f});

(4¢) si & € S, entonces ¢ = s¢;

(be) si & € Sy existe n < £ tal que x¢ = xy), entonces yg = Yy;

(6¢) si& e Syno existe n < & tal que x¢ = x;, entonces ye € R\ {r,;, — hy(z¢) : n < £}

En aras de comprobar que, efectivamente, esta construccién nos ayuda a concluir la
prueba, notemos lo siguiente. Por (4¢), R = {z¢ : £ € S} C {ze : £ < ¢} C R. En
consecuencia, {z¢ : & < ¢} = R. Hagamos f := {(z¢,y¢) : £ < ¢} y comprobemos que
f € D*. Por lo anterior, evidentemente se cumple que f es una relacién cuyo dominio es
R. Ahora, para ver que f es una funcién, tomemos £ < 7 < ¢ y supongamos que T¢ = .
Enfoquémonos en probar que y¢ = y,. Como consecuencia de (3¢) obtenemos que £ ¢ T
Entonces £ € S y de esta manera (5¢) garantiza que y¢ = y,. Concluimos que f es funcion.

Para ver que f es fuertemente Darboux tomamos ¢,a,b € R con a < b. Existe un £ € T'
con la propiedad (I¢,t¢) = ((a,b),t). Se deduce que x¢ € (a,b) y f(xe) = te.

Para terminar esta parte, inicamente resta demostrar que se cumple (3.2). Tomemos
pues £ < ¢, consideremos al 7¢ correspondiente y sea € R. Existe un n < ¢ tal que x = x,,.

En estas circunstancias estamos buscando que se cumpla que

Yn + he(wy) # e (3.3)
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Nétese que, cuando 1 < &, la condicién (1¢) asegura que (3.3) es cierta. Supongamos
entonces que & < 7). Las propiedades (3,) y (6,) nos implican que, para cualquier ¢ < 7, se
cumple que y, + h¢(xy) # r¢. En particular, (3.3) se cumple.

Por el argumento anterior, para concluir la prueba tnicamente basta con construir los
tres subconjuntos de R mencionados al principio. Procederemos por recursién transfinita
sobre c.

Supongamos que, para un § < ¢, hemos obtenido {z¢ : ¢ <&} {yc: (<& y {re: (<
¢} de tal modo que, para cualquier ¢ < &, se satisfacen (1¢)-(6¢). Construiremos la terna
Tg¢, Ye, Te COMO sigue.

Caso 1. Supongamos que £ € S.

Tomemos r¢ € R\ {y¢ + he(xe) : ¢ < &}, Hagamos x¢ := s¢. Por tltimo, si existe
¢ < ¢ tal que ¢ = x¢ entonces ponemos y¢ = yc. Si esto no sucede, tomamos ye €
R\ {r¢ — he(we) : € < €}

Caso 2. Supongamos que & € T
Tomemos 7¢ segin lo pide (1¢) y hagamos y¢ = t¢. Queremos seleccionar z¢ de acuerdo

a (3¢) y para esto haremos

M = {ay < Uy {ry —yel :n< &

y mostraremos que I \ M # 0.

Lo hecho en el primer pdrrafo de la presente prueba nos dice que cada h; 1{7'77 — ye}
es un subconjunto magro de R. Mads atn, la hipdtesis ¢ = w; nos garantiza que £ es un
ordinal numerable y, en consecuencia, M es magro. Asi, el Teorema de Categoria de Baire
(ver [13, teorema 2.8, p. 14]) nos da lo que queremos: Iz M.

Argumentos rutinarios muestran que los nlimeros x¢, y¢ y 7¢ obtenidos en los casos da-
dos arriba satisfacen (1¢)-(6¢). Esto completa la recursion y, por extensién, la demostracién.

O]

Vale la pena mencionar que la conclusién del teorema 3.3 no es equivalente a CH.
Esencialmente, la misma prueba funciona con un axioma adicional mas débil segtn el cudl

la unién de menos de ¢ magros es magro. Sin embargo, fue probado por Steprans (ver [20])
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que la conclusién del teorema en cuestion es independiente de ZFC.
3.2 El cardinal A(D)
En lo que resta de esta seccién, X denotard a un subconjunto no vacio de R. Las

siguientes definiciones son la piedra angular de este capitulo.

Definicién 3.4. Utilizaremos el simbolo D(X) para denotar al conjunto de las funciones
Darboux con dominio X, es decir, aquellas g € ¥R para las cuales se cumple lo siguiente:
para cualesquiera nimeros reales a, b, w, z y y que satisfagan a,b € X, a < b, w,z € g [[a, b]]

yw <y <zhay x € X Nla,b] tal que g(z) =v.
Observe que se tiene la igualdad D(R) = D.

Definicién 3.5. Para ® C ¥R, diremos que ® tiene la propiedad de Natkaniec si existe

Uy C XR de tal forma que, para cualquier f € XR, se cumple que f + ¥y Z ®.

Presentamos a continuacion un ejemplo, que serd sumamente 1til, de una familia con

esta propiedad.

Lema 3.6. D(X) tiene la propiedad de Natkaniec siempre que | X| > 3.

Demostracién. Sean a,b,c € X tales que a < ¢ < b. Consideremos a la familia XR y
tomemos f € XR. Nuestro objetivo es comprobar que f + ¥R Z D(X), esto es, queremos
construir una funcién g € *R de tal manera que f + g & D(X).

Definimos g : X — R mediante:

fle)=1—= f(a), siz=a
9(x) =< fle)+1— f(z), sizeXn(a,b]

0, size X\ [a,b].
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Se verifica facilmente que

fle)—1, siz=a
(f+9) (@) =1 fle)+1, sizeXn(a,b

f(z), siz e X\ [a,b];

en particular, (f + ¢)(a) < f(c) < (f + g)(b) y, para cualquier z € (a,b), se tiene que
(f +9)(x) # f(c), es decir, f + g &€ D(X). O

Definicién 3.7. Para una familia ® C ¥R con la propiedad de Natkaniec, definimos el
cardinal

A(®) :=min{|¥| : ¥ C*R A Vf e ¥R (f+ V¥ Z ®)}.

Conviene hacer un par de observaciones. Supongamos que ¥ C ® C XR y que ® tiene
la propiedad de Natkaniec. Tomemos ¥ C ¥R de tal manera que, para cualquier f € XR,
f+ VY & & Ahora, como T C &, se cumple que f+ V¥ ¢ Y. Asi, ¥ atestigua que T
tiene la propiedad de Natkaniec y ademés A(T) < A(®). Esto asegura que la propiedad de

Natkaniec es hereditaria y que A(-) es un operador monétono.

Corolario 3.8. ¢ < A(D*) < A(D) < 2°.

Demostracion. Es facil deducir del lema 3.6 que A(D) < 2°. El hecho de que A(D*) < A(D)
se desprende de la monotonia del operador A(-) y de la contencién D* C D. Por tltimo, la

desigualdad ¢ < A(D*) se obtiene del teorema 3.1. O

Definicién 3.9. Una funcién f € BR es casi continua si y sélo si para cualquier abierto
U C R? tal que f C U, existe g € C(R) con g C U. Denotaremos por A a la coleccién de

funciones casi continuas.

Es inmediato de la definicién que C(R) C A. Mostraremos a continuacién que esta
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contencién es propia. Consideremos a la funcién f € BR definida de la siguiente manera:

sen(l/x), sixz#0
fz) =

0, siz=0.

Evidentemente f ¢ C(R) en vista de que f no es continua en 0. Para mostrar que
f € A, tomemos U C R?, abierto con f C U. Como (0,0) € f, existe un ¢ > 0 de tal
manera que, si hacemos B = {(z,y) € R? : 22 4+ y? < £2}, entonces (0,0) € B C U.

1
Ahora, podemos elegir un n € N que satisfaga la desigualdad — < . Deducimos de

1 1
esto dltimo y de la defincién de la funcién f que (—, O) , (, 0) € fNB. Llamémosle
nm nm

1
h = {(z,0) € R?:|z| < }, es decir, h es el segmento de recta que une a los puntos
nm

1 1 1
(, O) y (, O>. Se desprende facilmente de la condicion — < € que h C B. Por
nm nm nm

dltimo, definimos g : R — R como

1 1
h(zx), size€ [—,]
nr’ nw

g(x) =
f(x), en otro caso .

Se sigue que g € C(R) y, ademés, g C U. Esto prueba que f es casi continua.
Nuestro siguiente resultado relaciona a las funciones casi continuas con las funciones

Darboux.

Lema 3.10. A CD.

Demostracién. Procedemos por contrapuesta. Supongamos que f € RR es tal que f & D.
Luego, existen a,b € R con a < b; ademds de w,z € f [[a, b]] vy ¥y € R de tal forma
que w <y < zyyé&rf [[a, b]] Para simplificar un poco, supongamos también que
{f(a), f(b)} = {w,z}. Note que esto produce dos casos: o bien, f(a) = wy f(b) = z
6 f(a) = zy f(b) = w. Aqui tnicamente analizaremos el primero pues el segundo es

enteramente similar.
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Demos por hecho, entonces, que f(a) =w <y < z = f(b). Sea

H = ({a} x [y,50)) U ([a,8] x {y}) U ({b} x (=0, 3]).

Nétese que R? \ H es un abierto que contiene a f. Para concluir, tomemos una funcién
g € BR que cumpla que g € R?\ H. Si logramos probar que g\[a,b] no es continua, tendriamos
entonces que f & A, como queremos. Con esta idea en mente, empecemos por observar que
nuestra eleccién de g garantiza que g(a) < y < g(b); ademds, para cada t € [a,b] se tiene
que (t,y) € H y asi, (t,y) ¢ g. En consecuencia, no existe t € [a,b] con g(t) = y, es decir,

9l{a,p) 1o satisface el Teorema del Valor Intermedio. 0

Una cuestion interesante es si la contencién anterior es en realidad una igualdad.
Stallings responde esta pregunta negativamente en [19] mostrando que A C D.

Nuestros objetivos en esta seccién son demostrar que A(A) = A(D) y que cf(A(A)) > c.
Nos concentraremos primero en probar la igualdad A(A) = A(D). Note usted, apreciable
lector, que el lema 3.10 sumado con la multicitada monotonia de A(-) garantizan que A(A) <

A(D). En lo que sigue prepararemos el camino para probar la otra desigualdad.

Definicién 3.11. Para un nimero cardinal 0 < & < ¢ definimos la familia D(X, k) C ¥R
de funciones k-fuertemente Darboux sobre X mediante la férmula siguiente: f € D(X, k)
si y sélo si para cualquier I € J con extremos en X y para cualquier y € R se cumple que
[0 f~Hy} > k.

En el caso particular en el que X = R, denotaremos por D(k) a la familia D(R, k).

Es importante destacar ciertas cosas. Si 0 < k& < A < ¢, se sigue de la definicién que
D(X,\) € D(X, k). Ademads, para cualquier 0 < x < ¢, se tiene que D(X, k) C D(X) vy,
como la propiedad de Natkaniec es hereditaria, deducimos del lema 3.6 que D(X, k) tiene
la propiedad de Natkaniec cuando | X| > 3.

Los lemas siguientes seran usados posteriormente.

Lema 3.12. A(D(c)) > «¢.

Demostracién. Tomemos una familia ¥ C BR de tamaifio c. Vamos a construir una funcién

f € ER tal que f+ ¥ C D(c).
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Fijemos una enumeracién sin repeticiones {(I¢, y¢,9¢) : € < ¢} de I x R x ¥. Como
hemos mostrado con anterioridad, podemos definir, por recursién transfinita sobre ¢, una
sucesién {x¢ : £ < ¢} de tal forma que, para cada & < ¢, x¢ € I¢ \ {x, : 1 < ¢}. Sea

f R — R dada por

ve — ge(e), siz=a
f(x): 13 g\te 13

0, en caso contrario.

Para concluir, sean g € ¥, a,b € R con a < b, y y € R. Para cualquier ¢ € [a,b), existe un
tnico & < ¢ tal que ((¢,0),y,9) = (e, Ve, ge.)- Asi, {x¢, 1 a < ¢ < b} es un subconjunto

de (a,b) N (f + g)~ "y} que tiene cardinalidad c. O

El lema restante requiere la siguiente definicion.

Definicién 3.13. Para f,g € XR, escribiremos que f =* g si y s6lo si

{z e X: f(z) # g9(2)} <w,

Proposicién 3.14. Para cualquier f € RR, el conjunto {g € *R : g =* f} tiene tamario c.

Demostracion. Tomemos f € ®R y llamémosle E := {g € R : ¢ =* f}. Primero, note
que {(f\{(0,f(0)}) U{(0,y)} : y € R} C E; por lo tanto, ¢ < |E|. Probaremos la otra
desigualdad como sigue. Para cada g € E, hagamos M, := {z € R : g(z) # f(z)}. Sea
¢: E— U{MR: M € [R]¥} definida como ¢(g) := g|n,. Si logramos mostrar que ¢ es

inyectiva, podremos concluir que
E| < ‘U{M]R M e [RI¥Y] =,

como buscamos.
Sean pues g,h € E con g\Mg = h|n;,. De inmediato, obtenemos que My, = M), =: M.
Para comprobar que g = h, seaz € R. Siz € M, laigualdad g|ys = h|as nos da g(x) = h(x).

Si esto tltimo no sucede, x € R\ M, y asi tenemos que g(z) = f(z) = h(z). O
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Retomando nuestra discusién, presentamos el lema que falta.
Lema 3.15. A(D) = A(D(w,)).

Demostracion. Como D(w;) C D, la desigualdad A(D(w;)) < A(D) es cierta. Para probar
la otra desigualdad, hagamos k := A(D(w1)). Se satisface, en virtud del lema 3.12 y la
contencién D(c) C D(w1), que £ = A(D(c)) > «¢.

Mostraremos que x > A(D) de la siguiente manera: tomemos ¥ C ®R que satisfaga
las condiciones |¥| = k y, para cualquier f € *R, f + ¥ ¢ D(w;). Buscamos una familia
U* C RR tal que |U*| = k y que cumpla que f + ¥* € D, para toda f € FR.

Con lo anterior en mente, hagamos ¥* := {h € ®R : 3g € ¥ (h =* g)}. Como k > ¢
y, para cualquier f € R, el conjunto {h € ®R : h =* f} tiene tamaiio ¢ (ver proposicién
3.14), se deduce que |¥*| = k.

Tomemos ahora f € *R. El hecho de que f + ¥ ¢ D(w), asegura que existe g € ¥ tal
que f+ g & D(wi). En consecuencia, existen a,b € R con a < by y € R de tal forma que
|(a,b) N (f +9)"Hy}| < w. Definamos h : R — R mediante:

(
y+1—=f(x), size(ab)y(f+9)(x)=y
y+1—f(b), siz=0b
y—1—f(a), siz=a

g(z), en otro caso.

Evidentemente se cumple que h =* g, esto es, h € U*. También, como (f + h)(a) < y <
(f+h)b)y (f +h)(z) #y para todo x € (a,b), tenemos que f + h & D, como queriamos.
]

Como ultimos preparativos, citamos dos teoremas sin prueba que Natkaniec presenta

en [14].
Teorema 3.16. ¢ < A(A) < 2°.

Teorema 3.17. Existe una familia B de subconjuntos cerrados de R? que satisface las

stguientes propiedades.
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(i) Para cualquier f € *R se cumple que f € A si y sdlo si f N B # ) para cada B € B.

(13) Para todo B € B, la proyeccion de B en el eje x, I1,[B], es un intervalo no degenerado,

esto es, con mds de un punto.
Equipados con todo esto, estamos en condiciones de demostrar la deseada igualdad.

Teorema 3.18. A(A) = A(D).

Demostracién. Ya comprobamos (ver parrafo previo a la definicién 3.11) que A(D) > A(A).
Para probar la otra desigualdad observemos que, en virtud del lema 3.15, es suficiente probar
que A(D(wy)) < A(A).

Hagamos k := A(A). Sabemos, gracias al teorema 3.16, que xk > ¢. Seleccionemos una
familia ¥ C BR de tamafio s que satisface que f + ¥ ¢ A, para toda f € RR.

Por el teorema 3.17, podemos fijar una familia B de subconjuntos cerrados de R? que
cumpla las propiedades (i) y (i¢) de dicho teorema. Por (i) y por lo anterior sabemos que,
para cualquier f € RR, existen g € Uy B € B tales que (f +¢)N B = 0.

Nuestro objetivo es encontrar una familia ¥* C ®R de tamano & tal que, para cualquier
f€BR, f+U* € D(w;). Para lograr esto procedemos de la siguiente manera. Sea B € B

fijo. Para cada z € II,[B], existe T € R con (z,7) € B. Sea hp : R — R dada por:

Z, six € 1l,[B]
hp(z) =

8, en caso contrario.

Note que hp cumple que, para cualquier x € II,[B], la pareja (x,hp(z)) es un elemento
de B. Sea U* := {g —hp : g € Vy B € B}. La igualdad |¥*| = k es consecuencia de
|B] < ¢ < k.

Ahora, para cada Z C R? y B € B, definimos Z — hp := {(z,y — hp(z)) : (z,y) € Z}.
Unicamente falta demostrar que, para cualquier f € RR, f + U* ¢ D(w;). Con esto
en mente, tomemos f € R®R. Sabemos que existen ¢ € ¥ y B € B con la propiedad
(f+g9)NnB=0.

Afirmacién. Se tiene que [f + (g — hp)]|N (B —hp) C[(f +9) N B] - hp = 0.
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Claramente, la igualdad (f + ¢g) N B = ) implica que [(f + g) N B] — hg = 0. Para
probar la contencién tomamos z € [f + (¢ — hp)] N (B — hp). Asi existen z € R tal que
z=(z, f(x)+ g(x) — hp(x)) y w € R tal que z = (w,y — hg(w)) con (w,y) € B. Tenemos
entonces que x = w y f(x) + g(x) = y. De esta manera, como (w,y) € B, se tiene que
(z, f(x) + g(x)) € B. Por lo tanto, z = (z, f(z) + g(x) — hp(x)) € [(f + g) N B] — hp.

Como mencionamos antes, {(z, hp(x)) : x € II,[B]} C By, por ende, II,[B] x {0} C
B — hp. Esto nos permite emplear la afirmacién de arriba para deducir que [f 4+ (¢ —hp)] N
[II,[B] x {0}] = 0. En particular, [f + (¢ — hp)] {0} N1, [B] = (). Evidentemente tenemos
que g — hp € U*. Para terminar, notemos que existe un I € J con I C II,[B] ya que, por
el inciso (ii) del teorema 3.17, II;[B] es un intervalo no degenerado. Podemos concluir que

f+(g—hp) & D(wr) pues [f + (g —hp)] " H{O}NT S [f + (g —hp)] {0} NIL[B] =0. O

Para completar nuestros objetivos de esta seccién nos falta exponer por qué la desigual-

dad cf(A(A)) > ¢ es cierta. Comencemos con un par de lemas.

Lema 3.19. Si k es un cardinal que satisface w < k < ¢ y X es denso en R, entonces
1. A(D(X,k)) < A(D(K)) ¥y
2. cuando R\ X| < w, A(D(r)) < A(D(X,k)).

En particular, A(D(I,k)) = A(D(k)).

Demostracion. Con la idea en mente de comprobar que A(D(X, x)) < A(D(k)), tomemos
U C R tal que, para cualquier f € *R, f +¥ ¢ D(x). Buscamos una familia ¥ C ¥R que
cumpla [¥| < |¥| y f 4+ ¥ € D(X, k), siempre que f € XR.

Proponemos U= {g9|x : g € ¥}. Observe que 0 cumple con estar contenida en XR y,
claramente, se tiene también que |¥| < |¥|.

Sea pues f € *R y hagamos f = f U (R\ X) x {0}). Como f € ER, existen
g€V yahbycRcona < bde tal manera que |(a,b) N (f + g) ' {y}| < x. Ahora, si
ponemos §j ‘= g|x, tenemos que § € ¥; ademds, como f C fy § C g, se satisface que

(f+9) Yy} € (f + 9)Hy}. Para terminar esta parte, utilicemos la densidad de X para
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tomar ¢,d € X tales que c < dy (¢,d) C (a,b) y observemos que

()N (f+9) )| <|@v) n(f+ 97w} < w

Esto prueba que f + W Z D(X, k).

Para verificar la otra desigualdad, supongamos adicionalmente que |[R\ X| < w y
elijamos ¥ C XR tal que, para cualquier f € XR, f + ¥ ¢ D(X, ). Queremos una familia
¥ C RR que cumpla |\il| < ||y f+U g D(k) para toda f e RR.

Proponemos ¥ := {gU ((R\ X) x {0}) : g € U}. Claramente, esta familia de funciones
estd contenida en ®*R y su cardinalidad es, a lo sumo, |¥|.

Tomemos f € R y definamos f := f|X Como f € XR, existen g € U, a,b € X
cona < byy € R de tal forma que |(a,b) N (f + g) "y} < k. Ahora, si hacemos
g:=gU((R\ X)x{0}), tenemos que g € U. Por otro lado, el hacer h:= f+gy h:=f+§
nos da

(a,6) NA~Hy} = ((a,b) N Ay} U ((R\ X) 1 (a,0) N7}

En consecuencia, |(a,b) N (h) ' {y}| < k + w = k; asegurando que f + ¥ € D(k). O

Recordemos que, para A, B C R, decimos que Ay B son orden-isomorfos si y inicamente
si existe una funcién ¢ : A — B, llamada isomorfismo de orden, de tal manera que ¢ es
una biyeccién y ademds, para cualesquiera a,b € A, las condiciones a < by p(a) < ¢(b)

son equivalentes.

Lema 3.20. Si|X| > 3 y tenemos Y C R que es orden-isomorfo a X, entonces A(D(X,k)) =

A(D(Y, k)) siempre que k < c.

Demostracion.  Supongamos que ¢ : X — Y es un isomorfismo de orden. Hagamos
¢ : YR — XR dada por ¢(g) = go . Observe que ¢ definida de esta forma es una

biyeccién con inversa ¢! : ¥R — YR definida como ¢~ !(g) = go oL

Con esto en
mente, comencemos demostrando que A(D(X,x)) < A(D(Y,k)). Tomemos ¥ C YR tal
que, para cualquier f € YR, f+ ¥ ¢ D(Y, k). Buscamos una familia U C XR que cumpla

|\i/| <Py f+U g D(X, k), siempre que feXR.
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Proponemos a ¥ := ¢ [¥]. Observe que ¥ es un subconjunto de XR con |¥| = [¥|. Sea
f € ¥R y hagamos f := qb_l(f). Como f € YR, existen g€ U, a,b€Y cona<byyeR
de tal manera que |(a,b) N (f +g)~Hy}| < k. Note que, si definimos § := ¢(g), ¢ := ¢~ !(a)
y d := o~ 1(b), se verifica que § € UyecdeX.
Afirmacién. Se satisface que (¢, d) N (f +§) My} C ¢! [(a,b) N (f +9)"H{y}].

En efecto, si tomamos un = € (¢,d) N (f + §)~{y}, se cumple que ¢ < = < d, v € X
y (f + g)(x) = y; luego, como ¢ es un isomorfismo de orden y se satisface la igualdad
f+9=(f+g) o, tenemos que a < p(z) < by (f + 9)(p(z)) = y. Esto implica que
o(z) € (a,b) N (f 4+ 9) "y} y, por ende, z € o' [(a,b) N (f + g) ' {y}], como se querfa.

El paso siguiente en la demostracion de nuestro lema es emplear la biyectividad de ¢

y la afirmacion anterior para deducir que

ean(F+a | <o [@on( +9 ]| = [@on G+ o ] <x

de este modo, f + ¥ ¢ D(X, k).
La prueba de la otra desigualdad es enteramente similar tomando a la familia P =

(6™ H)[¥]. -

Con estos dos lemas estamos preparados para el resultado siguiente. Recomendamos a
nuestros lectores estar familiarizados con el material expuesto en la seccién 1.5 del presente

trabajo.

Teorema 3.21. A(D) = A(D(c)).

Demostracion. Del lema 3.15 y la monotonia de A(-) se sigue que A(D) = A(D(wq)) >
A(D(c)). Para probar la otra desigualdad, tomamos ¥ C ER con x := |[¥| < A(D). Es
suficiente hallar f € *R de tal manera que f 4+ ¥ C D(c).

Por la proposicién 1.15, podemos tomar {Se¢ : £ < ¢}, una familia de subconjuntos de
R, de tal modo que, para cualesquiera § < n < ¢, S¢ NS, = 0; S¢ es orden-isomorfo a I y

ademads, para a,b € R con a < b se cumple que ‘{f <c: ’(a,b) ﬁSg} > 2}) =
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Fijemos ¢ < ¢ y apliquemos los lemas 3.19 y 3.20 para obtener:
< A(D) = A(D(w1)) = A(D(ILwi)) = A(D(S¢, w1)).
Ahora hagamos V¢ := {g|s, : g € ¥} para deducir las desigualdades
el < 9] = & < A(D(Se, 1)

y garantizar la existencia de f¢ € SR tal que Je +We C D(Se,wr).

Definamos f € ®R como

f::Ufgu{(x,(]):$€R\U{S£:£<c}}.

£<c

En aras de comprobar que f + ¥ C D(c), tomemos g € ¥y a,b,y € R con a < b.
Entonces, el conjunto M := {£ < ¢ :|(a,b) NSe¢| > 2} tiene cardinalidad ¢. Ahora, por cada
§ € M, elijamos ag,be € (a,b) NSe con ag < be; luego, nuestra elecciéon de fe nos da la

pertenencia (fe + (gls,)) € D(S¢,w1) y asi, se sigue que hay un z¢ € (ag, be) N Sg con

(f +9)(ze) = (fe + (gls)) (we) = v

En resumen, {x, : n € M} C (a,b) N (f + g9) " {y}.
Por otro lado, de las condiciones {S¢ : £ < ¢} es ajena por pares y |M| = ¢ obtenemos

la igualdad |[{z¢ : £ € M}| = c. Por ende, f + g € D(c). O

A continuacién, presentamos el Ultimo cardinal que definiremos en este trabajo:
Definicién 3.22. p:=min{|¥|: WV CRR A VfcBR Igc ¥ (|fNyg| <)}

Como es costumbre, comenzamos con un par de observaciones. Considerando a la
familia ¥ := BR, tomamos f € ¥ y hacemos g := f + 1. Tenemos claramente que fNg = 0;
en particular, |f N g| < ¢. Esto prueba que el cardinal p estd bien definido y, ademés,

p < 2¢ = |FR|. La observacién restante la enunciamos como lema:
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Lema 3.23. Sean A, B un par de subconjuntos de R con |A| = ¢ = |B|. Se cumple la
iqualdad
p=min{|¥|: U C4B A VfedBIgeV ([fng| <c)}

Demostracion.  En vista de que |A| = ¢ = |B|, podemos fijar un par de biyecciones
01 : A — Ry py: B— R. Con esto en mente, hagamos ¢ : 4B — ER definida
mediante o(f) := @20 fo gol_l. Argumentos rutinarios pueden ser empleados para probar
que ! 1 BR — 4B estd dada por ¢ '(g) = w5 o go ;.

Afirmacién. Para cualesquiera f,g € A B las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) [fngl <e

() le(f) Np(g)] < e

En efecto, tomemos f,g € 4B y supongamos primero que |f N g| < ¢. En aras de
verificar que |p(f)N¢(g)] < ¢, tomemos x € R de tal modo que ¢(f)(z) = ¢(g)(z). En estas
circunstancias, podemos emplear que @, es una biyeccién para asegurar que f (gofl(x)) =
967 (@)).

Esto tltimo nos induce una funcién n : ¢(f)Ne(g) — {a € A: f(a) = g(a)} dada por
n(z,y) = gpfl(x). Se desprende de la biyectividad de ¢1 que 17 es una funcién inyectiva.

Por tultimo:

lo(F)Ne(g) <{ae A: f(a)=gla)Y =|fNg| <c.

Para mostrar que (b) implica (a) se utiliza un argumento similar y por esta razén no lo
incluimos.

Regresando al enunciado del lema, tomemos ¥ C 4B con la propiedad de que, para
cualquier f € 4B, existe una g € ¥ de tal manera que lfNngl <ce.

Haciendo ¥ := ¢ [¥], notamos que ¥ est4 contenida en R y, ademss, |¥| = |¥|. Sea
f € BR y tomemos f € “B de tal forma que ¢(f) = f. Para f, existe g € U tal que
|f Ng| < ¢. Definamos ahora § := p(g) € . Empleando la afirmacién se deduce que
| f N g| < ¢. Lo anterior prueba que pu es, a lo més, el minimo que aparece a la derecha de
la igualdad centrada de nuestro lema.

La igualdad restante se verifica empleando argumentos enteramente similares. O
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Nuestros dos siguientes resultados concluyen esta seccion.

Teorema 3.24. A(D(c)) = p.

Demostracion. Para demostrar que A(D(c)) < p, tomemos ¥ C RR de tal forma que
|¥| < A(D(c)). Considerando a la familia ¥ := {—g : g € ¥}, obtenemos que |¥| = |¥] y,
de este modo, existe f € BR tal que, para cualquier g € ¥, f — g € D(c); en particular, se
satisface que |(f — g)*{0}| = ¢ y, por lo tanto, |f N g| = ¢. Esto demuestra que |¥| < p y,
en consecuencia, A(D(c)) < p.

Con respecto a la desigualdad que falta, utilicemos el corolario 1.16 para fijar una
familia {Sg & < cANy € R} C [R]f que cumple lo siguiente para cualesquiera y,z € Ry

&En<c.
1. S¢C I
2. Sg NS} =0 cuando (£, y) # (1, 2).

A continuacién, tomamos ¥ C R tal que |¥| < p. Ahora, fijemos £ < cyy € Ry

definamos la coleccién (aqui, y representa a la funcién constante y con dominio R)

Ve ={(y—g)lsy 1 g € ¥}.

De los hechos |S‘g| =cy \\I/g| = |¥| < p, junto con el lema 3.23, deducimos la existencia

de una funcién fgy : Sg — R de tal forma que, para cada g € ¥, se cumple la igualdad

(Y —9lsyNfe| =

Se sigue de esto que, para cualquier g € VU, |S§/ N (ny + g’sg)—l{y}‘ =c.
Hasta aqui, hemos producido una coleccién de funciones { fg ryeR A <} En

vista de la condicién 2 de arriba, se tiene que

F=Jff iyer A §<c}u{(x,0):xeR\U{sg:yeR A §<c}}
es una funcién de R en R.
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Para concluir la prueba, tomemos ¢ < ¢, y € Ry g € V. Utilizando la condicién 1

obtenemos que:

¢ =ISEN(fE +gls) T Hu < e (F +9)7H{udl:

se sigue de esto tltimo que K < A(D(c)) y, por ende, u < A(D(c)). O

Corolario 3.25. cf(u) > c.

Demostracion. Sea h : ¢ — p. Hagamos § := | Jimg(h). Se cumple evidentemente que
0 < p. Basta con demostrar que § # p para asegurar que h no es cofinal en u y, en
consecuencia, que cf(p) > ¢.

Con esto en mente, utilicemos el lema 1.4 para fijar una familia {L, : a < ¢} C [R]*

que cumple lo siguiente.

1) U La=R.

a<c

(2) Lo N Lg =0 siempre que a < 8 < c.

Por definicién de p, existe una familia {ge : § < p} C RR de tal manera que la siguiente

condicién es cierta
VfERRIE < pu (If Ngel <o) (3.4)

Ahora, si a < ¢, entonces {g¢|r, : & < h(a)} es una familia de funciones de L, en R con
menos de p elementos. Utilizando que |L,| = ¢ en conjunto con el lema 3.23, obtenemos

una funcién f, : Lo — R tal que, para cada & < h(w), la igualdad |fo N (g¢|r,)| = ¢ es

cierta.
Luego, de las condiciones (1) y (2), podemos deducir que f := |J fo es un elemento
a<c
de FR.

Por dltimo, para £ < ¢, existe un a < ¢ tal que { < h(a). Se sigue de todo lo anterior
que:

¢ = | fo N (gel2a)| < |F N ge] -

Podemos concluir entonces que, para cualquier & < §,

fn g,5| = ¢. Este hecho, sumado con

la condicién (3.4), garantizan que § # p. O
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Observe usted, querido lector, que este corolario junto con los teoremas 3.18, 3.21 y
3.24, nos garantizan que cf(A(A)) > ¢, que era nuestro segundo y tultimo objetivo de esta

seccion.
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CAPITULO 4: FORCING Y NOS VAMOS

El objetivo en este, nuestro cuarto y ultimo capitulo, es demostrar el siguiente teorema:
si V' es un modelo transitivo y numerable de ZFC en el cual CH sea cierta, entonces, para
cualquier A € V tal que V | “\ es un cardinal y \* = X\’ existe P € V con V =
“P es una nocién de forcing que preserva cardinales” y 1p |- A(A) = 2° = \.

Nuestra fuente bibliografica para este capitulo serd [12] con una pequena diferencia:
nosotros utilizaremos la letra V' para hablar de modelos transitivos y numerables de ZFC,
mientras que en [12] se utiliza la letra M.

La pregunta que estamos interesados en responder es jcudl es el ordinal a que satisface
que A(A) = X,? Algo inmediato que podemos decir, en vista del corolario 3.25, es que
cf(A(A)) > ¢ > Ny. De esta manera, el ordinal o que estamos buscando satisface la de-
sigualdad o > 2. El resto de este trabajo estd dedicado a demostrar que, practicamente, no
hay restricciones para el tamano del cardinal A(A). Trataremos de sustentar esta afirmacién
en el siguiente parrafo.

Si consideramos a V', un modelo transitivo y numerable de ZFC en el cual la Hipotesis
Generalizada del Continuo sea cierta (note que en particular, V' = CH), entonces, para
cualquier A € V con V E “\ es cardinal”, se cumple que V. E A = X si y sélo si
V | cf(\) > wi. Esto tultimo se deduce facilmente del teorema de Konig (ver [12,
lemma 10.40, p. 34] y [12, lemma 10.42, p. 34]). En vista de esto, podemos utilizar el
teorema mencionado al inicio de este capitulo para asegurar que, si a € V cumple que
V = “a es un ordinal y cf(X,) > w1”, entonces podemos producir una nocién de forcing P

dentro de V de tal forma que 1p |- A(A) = N,.

4.1 Combinatoria Infinita

Comenzamos con las ultimas definiciones béasicas de este trabajo. Una nocidn de forcing

es una terna ordenada (P, <, 1p), en la cual, la pareja (P, <) es un preorden con elemento



méaximo lp. Cuando no haya ambigiiedad con el orden ni con el elemento maximo, los
omitiremos y diremos simplemente que P es una nocioén de forcing.

Para una nocién de forcing P, diremos que p, q € P son compatibles (y lo denotaremos
por p | q) si existe r € P tal que r < p y r < ¢. Naturalmente, diremos que p,q € P son
incompatibles (y lo denotaremos por p L ¢) si no son compatibles. Un subconjunto D C P
es denso en P si para cualquier p € P existe ¢ € D de tal forma que ¢ < p. Por otro lado,
G C P serd llamado un P-filtro (o tnicamente filtro, cuando no haya riesgo de confusién

con la nocién de forcing) si satisface las siguientes condiciones:

(1) cualesquiera p,q € G son compatibles en G, esto es que p y ¢ son compatibles y una

extensién comun de estos es un elemento de G.

(2) para cualesquiera p € G y q € P se tiene que la condicién p < ¢ implica que g € G.

En general, si I y J son un par de conjuntos y k es un cardinal, definimos:
Fn(l,J, k) = {¥J: X € [1]*"}.

Ordenando a Fn(I, J, k) con la contencién inversa (esto es, p < ¢ si y sélo si ¢ C p),
obtenemos que (Fn(7, J, k), <, () es una nocién de forcing. Durante el resto de esta seccidn,
nosotros trabajaremos especificamente con la coleccién Fn(R, R, ¢).

Para alcanzar nuestro objetivo de este ultimo capitulo necesitaremos varios resultados

auxiliares. Comencemos por definir, para cualesquiera ordinales « y 3, el conjunto

P = U{Va ty < B}

Empezamos con el siguiente lema combinatorio:
Lema 4.1. (1) Para cualquier o < wy se satisface que ‘<w1a‘ <
(2) Se wverifica la desigualdad |Fn(R, R, ¢)| < |<%c|.
(8) Si CH es cierta, entonces [Fn(R,R,¢)| < wy.

Demostracion. Para comprobar la veracidad del inciso (1), comenzamos con la siguiente

propiedad.
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Afirmacién. ‘<“1w1‘ =c.

Primero, note que:

| <“twr| = sup{culla| ra<wy ) =i

Luego, como w; < ¢, se sigue que w{ < ¢

= ¢. Por otro lado, como 2 < wj, tenemos que
¢ = 2% < wY. Esto es suficiente para asegurar que ‘<°’1w1‘ =c.

Para concluir este inciso, fijemos a < wo. En estas circunstancias, se cumple que:
‘<w1a‘ < ‘<w1wl‘ = C

En aras de comprobar (2), notemos que Fn(R,R,¢) C [R x R]<%. De esta manera,

tenemos que:

[Fn(R, R, ¢)| < |[R x R<| = |[]<.

Basta con argumentar que |[c]<°| < [<%|. Dada b € [c]<, se cumple que b C ¢y
ademds |b| < ¢. Si fijamos una biyeccién fp, @ [b| — b, tenemos entonces que la funcién
¢t [¢]<¢ — <%c definida mediante ¢(b) := f, es una funcién inyectiva, garantizando que
<] < |<<cl.

Para comprobar (3) y finalizar la prueba, asumamos que CH es cierta. Se desprende

de la afirmacién del inciso (1) junto con el inciso (2) que:
[Fn(®, R, 0] < [<¢| = [l | = ¢ = wy,

O]

Si S es una nocién de forcing, diremos que S es o-cerrada si cualquier sucesién de-
creciente de longitud w en S tiene una cota inferior. Formalmente, S es o-cerrada si para
cualquier {p, : n < w} C S con la propiedad p,4+1 < pp, siempre que n < w, se tiene que
existe p € S tal que, para cualquier n < w, se satisface la desigualdad p < p,.

Por otro lado, si X es un conjunto no vacio y p : X — Fn(R, R, ¢), nos referiremos

al conjunto supp(p) := {x € X : p(x) # 0} como el soporte de p. Con esto en mente,
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definamos, también, a
Xo:={p: X — Fn(R,R,¢) : [supp(p)| < w}.

A continuacién, equipemos a X, con el siguiente orden: para cualesquiera p,q € X, diremos
que p < ¢ si y sélo si, para cualquier z € X, p(z) < ¢(z). Es facil verificar que (X, <,0)
es una nocién de forcing, en donde 0 es la funcién constante vacio con dominio X. Nuestro

siguiente resultado conecta adecuadamente los parrafos anteriores.

Lema 4.2. 5i X es un conjunto no vacio, se satisface que Xo es una nocion de forcing

o-cerrada.

Demostracion. Comencemos verificando que, si {g, : n < w} C Fn(R, R, ¢) es una sucesién
decreciente y hacemos ¢ := |J ¢n, entonces ¢ € Fn(R,R,¢). Es inmediato que ¢ es una
funcién en vista de que la sunc<eosjién {qn} es decreciente. Unicamente resta comprobar que
| dom(q)| < ¢. Recordemos que una consecuencia del lema de Konig (ver [12, corollary 10.41,

p. 34]) es que cf(¢) > w. Podemos emplear este hecho junto con el lema 1.2 para garantizar

que:

‘dom(q)‘ = U dom(gy)| < ¢

n<w
esto es suficiente para asegurar que ¢ € Fn(R, R, ¢).

Concentrémonos ahora en comprobar que X, es o-cerrada. Consideremos {p, : n <
w} C X, de tal forma que p,+1 < pp, siempre que n < w. En estas circunstancias,
observe que {{pp(z) : n < w} : x € X} es una coleccién de sucesiones decrecientes en
Fn(R,R,¢). Podemos emplear lo expuesto al principio de la prueba para garantizar que
p = {(x, Un<w pn(x)) ‘x € X} es una funcién de X en Fn(R,R,c). Con p definida como
antes, es inmediato que p < py, siempre que n < w. Unicamente falta comprobar que
|supp(p)| < w. Para esto, observe que se verifica la contencién supp(p) C |J supp(pn) v,

n<w
por lo tanto:

[supp(p)| < | | supp(pn)| < w.

n<w

63



En general, si S es una nocién de forcing, diremos que A C S es una anticadena si
y s6lo si cualesquiera dos elementos distintos de A son incompatibles. También, diremos
que S tiene la wo-cc si se satisface que toda anticadena en S tiene, a lo més, wy elementos.

Tlustramos esta definicién con el siguiente resultado auxiliar.

Lema 4.3. Bajo CH se cumple que X, tiene la wa-cc para cualquier conjunto no vacio X.

Demostracion.  Supongamos que {p¢ : £ < wa} es un subconjunto de X, indizado sin
repeticiones y enfoquémonos en demostrar que esta coleccién no puede ser una anticadena.
Hagamos, para cada £ < wa, a¢ = supp(pe) y definamos A := {a¢ : £ < wp}. Nuestro
siguiente objetivo es verificar que los cardinales ws y wy junto con el conjunto A satisfacen
las hipétesis del lema del A-sistema (ver [12, theorem 1.6, p. 49]).

Esperamos que los lectores que nos acompanen hasta este momento no tengan ningin
problema en aceptar que lo lnico que necesitamos argumentar es por qué, para cualquier
a < wa, se cumple que ‘<w1a‘ < wy. Este hecho es una consecuencia inmediata del inciso
(1) del lema 4.1 junto con la suposicién de que CH es cierta.

De esta manera, por el lema del A-sistema, existen J € [w9|*? y r C X de tal forma
que, para cualesquiera £, n € J, se tiene que a¢ N a, = r, siempre que § # 1.

De nuevo, empleando nuestra hipétesis de que CH es cierta, podemos utilizar el inciso

(3) del lema 4.1 para asegurar lo siguiente:
|TFH(R7 R, C)’ = |FD(R7 R, c)‘\r\ < |FH(R7 R, c)|w < OJ(f) = w1

Entonces, como {p¢|, : £ € J} es un subconjunto de "Fn(R,R,¢) y ademas |J| = wo,
podemos hacer uso del corolario 1.3 (tome M = J, N = "Fn(R,R,¢) y f(&) = pelr) para
garantizar la existencia de un Jy € [J]“? de tal manera que, para cualesquiera £, n € Jy,
se tiene la igualdad p¢|, = pylr. Se desprende de la propiedad siguiente que el conjunto
{p¢ : € < w2} no es una anticadena.

Afirmacién. p¢ | p,, siempre que &, € Jo.

Fijemos &, € Jy. Buscamos producir una funcién ¢ € X, que satisfaga las desigual-
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dades ¢ < pe ¥ ¢ < py. Definamos ¢ : X — Fn(R, R, ¢) como sigue:

/

pe(x), siz € supp(pe)
q(z) = py(x), siz € supp(py)

0, en otro caso.

Se puede comprobar con un argumento rutinario que ¢ definida como antes satisface las

condiciones deseadas. Esto prueba la afirmacion y, por extension, concluye la prueba. ]

4.2 Extensiones Genéricas

En lo que resta de este trabajo, V' serd un modelo transitivo y numerable de ZFC en el
cual se verifique CH. También, nos reservaremos el simbolo @ para hablar de Fn(R, R, ¢)",
es decir, de la nocién de forcing Fn(R, R, ¢) relativizada al modelo V.

Si S es una nocién de forcing y H C S es un filtro, diremos que H es (V,S)-genérico
si, para cualquier D € V tal que V | “D es denso en S 7, se satisface que H N D # 0.
Si H es como antes, haremos uso del simbolo V[H] para referirnos a la extensiéon genérica
producida por H.

Nuestro siguiente lema es la columna vertebral de este capitulo:

Lema 4.4. Si S € V y V E “S es una nocién de forcing o-cerrada” y H es un filtro

(V,S)-genérico, los siguientes enunciados son ciertos:
1. RV =RVIH]
2. VIHIECHy
3. Q =Fn(R,R, )V,

Demostracion. Lo primero que haremos sers comprobar que RV = RV, La contencién
de izquierda a derecha es evidente. Para la otra contencién tomemos ¢ € RV [H] y, a conti-
nuacién, fijemos A, B C Q de tal manera que V' = “ la pareja (A, B) es una cortadura de
Dedekind y, ademds, (A, B) = t”. En seguida, obtenemos que existe una f € “QNV[H] de

tal forma que:
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() {f@n):n<w}=Ay
() {f@n+1):n<w}=B.

En estas circunstancias, como podemos emplear [9, teorema 3.32, p. 52] para asegurar
que f € V y, por ende, t € V. Nétese que una consecuencia inmediata de este inciso es que
¢V = VI,

Para verificar que V[H] = CH, podemos emplear que V |= CH para garantizar la

igualdad ¢ = wY y, utilizando lo dicho al final del parrafo previo, deducimos que:

V[H V[H
w1[ }<CV[H}:CVZWY<W1[ };

VIH] _ VIH]

esto prueba que w, , como buscabamos.

Las igualdades siguientes se desprenden de lo anterior:

Q=Fo@®R", RV, )NV vy  FnRR, )" =FnRY R, w))NV[H].

Para poder conlcuir este lema, concentrémonos en mostrar que @ = Fn(R, R, ¢)VH].

Observemos que, de nuevo, la contencién de izquierda a derecha es inmediata. Para la
contencién restante, tomemos p € Fn(R, R, c)V[H}. Haciendo B := RY xRY, obtenemos que
B €V y p C B. Por dltimo, en vista de que V[H]| = |p| < w, tenemos que V[H] =3 f :
w—p A img(f) = p. Observando que f € V[H] y que f:w — B, podemos aplicar una

vez mas [9, teorema 3.32, p. 52|, para deducir que f € V' y, por ende, que p € Q. ]

En lo que sigue utlizaremos el simbolo P para hablar de la nocién de forcing ()\O)V,
donde A € V satisface que V' |= “\ es un nimero cardinal y A“* = A\”. Observe que el lema
1.5 implica que V |= “A\ = cf(A) > wy”.

Lo que resta de esta seccién esta dedicado a probar los resultados auxiliares que uti-
lizaremos para culminar este trabajo.

Trabajando en V, el lema 4.2 nos garantiza que w; no es colapsado por P, mientras que
el lema 4.3, [12, lemma 6.9, p. 213] y [12, lemma 5.8, p. 207] implican que P preserva todos

los cardinales mayores o iguales a No. De este modo, P preserva cardinales, tal y como se
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anuncié al principio del capitulo.
En los lemas siguientes, X sera un subconjunto de A que satisface que X € V. También,

haremos Y := A\ X.

Lema 4.5. Si G es un filtro (V,P)-genérico y hacemos Gx := {p|x : p € G}, tenemos que

Gx es un filtro (V, X,)-genérico.

Demostracion. Es claro que Gx definido como antes cumple que Gx C X,. Comencemos
tomando p,q € G y concentrémonos en demostrar que p|x es compatible con ¢|x. Emple-
ando que G es un filtro, podemos producir » € G de tal forma que r < p, q. Asi, obtenemos
que 7|x € Gx y, ademés, r|x < p|x,q|x-

Ahora, tomemos p € G, g € X, y supongamos que p|x < ¢. Definamos r := qU(p|y). Se
comprueba ficilmente que p < r y, por ende, r € G. Por 1ltimo, ndtese que ¢ = r|x € Gx.

Lo tnico que falta verificar es que si D € V es denso en X, se satisface que G x N D # ().
Para esto, hagamos D* := {p € P: p|x € D}. En vista de que de que todos los parametros
involucrados en la definicién de D* son elementos de V, se sigue que D* € V. Mostraremos
a continuacién que D* es denso en P.

Sea g € P. De inmediato tenemos que ¢|x € X, y, como D es denso en X, deducimos
que existe un p € D que hace cierta la desigualdad p < ¢|x. Haciendo p* := p U (¢ly), es
claro que p* € D* y ademds p* < ¢. Esto asegura que D* es, en efecto, denso en P.

Por tltimo, como G es (V,P)-genérico, tenemos que existe r € G N D*. Se desprende

de este hecho que r|x € Gx N D. O

La prueba del siguiente resultado se escapa de los alcances de este trabajo; sin embargo,

lo utilizaremos libremente en la demostracién del lema posterior.

Proposicién 4.6. Si G es un filtro (V,IP)-genérico, entonces Gy = {ply : p € G} es un
filtro (V[Gx], Ys)-genérico y ademdas V|G x]|Gy| = V[G].

Lema 4.7. Si G un filtro (V,P)-genérico y hacemos, para cada oo < A,

Go = {p(a) : p € G},
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se satisface que cada G, es un filtro en Q. Ademds, sia € Y, se tiene que G, es (V[Gx], Q)-

genérico.

Demostracion. Fijemos o < . Es evidente que G, C Q). Para verificar que cualesquiera
dos elementos en G, son compatibles, tomemos z,y € G. De esta manera, existen p,q € G
de tal forma que z = p(a) y y = ¢(a). Como G es un filtro, tenemos que existe r € G tal
que 7 < p, q. En seguida obtenemos que r(a) es un elemento de G, con r(a) < x,y.
Finalmente, tomemos x € G, y y € Q con = < y; enfoquémonos en probar que y € G,,.

Por definicién, hay p € G con x = p(«a) y asi,

q-= (p\ {(a7x)}) U {(avy)}'

es un elemento de P que satisface p < ¢; luego, como p € G, se sigue ¢ € Gy, por ende,
y = q(a) € Gy. Esto prueba que G, es un filtro en @, como queriamos.

Para comprobar la genericidad, supongamos adicionalmente que a € Y y tomemos
D € V[Gx], un conjunto denso en @, y enfoquémonos en probar que D N G, # 0.

Hagamos D* := {p € Y, : p(a) € D}. Tenemos inmediatamente que D* € V.
Mostraremos a continuacién que D* es denso en Y.

Tomemos ¢ € Y,. Como ¢(a) € Q, existe d € D tal que d < ¢(a)). Hagamos ahora
d* = (¢ \ {(a,q(a))}) U{(a,d)}. Es claro que d* € D* y ademds se cumple que d* < q.
Esto asegura que D* es denso en Y.

Ahora podemos emplear la proposicién 4.6 para obtener p € D* N Gy. En particular,
como p € Gy, tenemos que existe p’ € G tal que p'ly = p. Se sigue que p(a) € Dy

p(a) =p'(a) € G,. O

Para nuestro tltimo lema de la seccién requerimos la siguiente definicién: sea S una
nocién de forcing. Sea & un S-nombre. Diremos que Z es un buen S-nombre (en inglés,
nice S-name) para algin subconjunto de & si existe {Ay : ¥ € dom(&)}, una coleccién de
anticadenas en S, de tal modo que 2 = |J{{y} x Ay : ¥ € dom()}.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [12, lemma 5.12, p. 208],

nosotros nos limitaremos a utilizarlo sin miedo en nuestro tltimo resultado de la seccidn.

68



Lema 4.8. Sea S una nocion de forcing. St & y ¢ son un par de S-nombres, existe Z, un

buen S-nombre para algin subconjunto de &, de tal manera que 1g|-(y C & — § = 2).
Lema 4.9. Si G es un filtro (V,IP)-genérico, se satisface que V|G| E 2= \.

Demostracion. En V[G], tenemos (recuerde el lema 4.2 y el inciso (2) del lema 4.4) que
|RR| = 2¢ = 2¥1. Consideremos de nuevo, para cada a < A, a G, = {p(a) : p € G}.
Definamos, también, para cada t € R y para cada a < A a los conjuntos Df* := {p € P :
t € dom(p(a))}. Se comprueba facilmente que estos conjuntos son densos en P. En estas
circunstancias y en presencia del lema 4.7, un argumento rutinario de genericidad verifica
que, si f, = JGq, entonces {f, : o < A} CERNV[G].

Para concluir que V[G] = 2“1 > A, basta con ver que f, # fg siempre que a < § < A.
Esto se comprueba, de nuevo, con un sencillo argumento de genericidad junto con el hecho
de que, si hacemos D := {peP:3teR (p(a)(t) # p(B)(t))}, entonces dichos conjuntos
son densos.

Concentrémonos ahora en ver que V|G| FE 2¢1 < A. Recordemos que una consecuencia
del lema 4.2 es que 0 := w] = wY [ Observemos que, para comprobar que V[G] E 21 < A,
basta con ver que V|G| E |P(0)] < A\. En aras de verificar esto dltimo, emplearemos un
par de afirmaciones. Comencemos por definir el conjunto V¥ como la coleccién de todos los
P-nombres que son elementos del modelo base V.

Afirmacién 1. Para cualquier y € V[G] N P(#), existe 2 € V¥, un buen P-nombre para
algin subconjunto de 6, tal que 2¢ = .

En efecto, tomemos y € V[G] N P(#). De esta manera, existen § € VE y p € G tales
queye =yyplyC 0. Por el lema 4.8, existe un buen P-nombre para algtin subconjunto
de 0, digamos 2 € VF, que satisface que 1p |- (3 € 6 — 5 = 2). Inmediatamente obtenemos
que p |y = 2y, por ende, Zg = v.

Afirmacién 2. En V, la coleccién de buenos P-nombres para algin subconjunto de 6 tiene,
a lo sumo, |A|? elementos, en donde A es la familia de todas las anticadenas en P.

Notemos que, por definicién de 8, dom(f) = {¢& : a < #}; en consecuencia, si # es un

buen P-nombre para un subconjunto de 0, entonces, para cada a < 0, existe Ay € A tal

que 2= |J ({a} x Aa). De esta manera, si definimos f : § — A mediante f(«a) = Aq, se
a<6
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cumple que 2 = |J ({a} x f(«a)). Esto es suficiente para comprobar la afirmacion.

Combinandg <IZS afirmaciones 1 y 2 obtenemos que, para estimar por arriba cuantos
subconjuntos de € posee V|G|, basta con saber cuantas funciones de 6 en A hay en V. Esto se
resume en simbolos diciendo que V[G] F |P(0)| < (JA|?)Y. A continuacién argumentaremos
por qué, en V, se cumple que |A|? < \.

Lo que haremos primero serd mostrar que V' |P| < A. Trabajemos en V. Es claro que
IP| < |U{FQ : E € [\]S¥}|. Por otro lado, como V satisface CH, podemos utilizar el inciso
(3) del lema 4.1 para garantizar que, si tomamos E € [\]S¥; se cumple que | Q| < w¥ = w;.
Por 1ltimo, podemos recurrir al lema 1.5 (tome p = wy) para deducir que [[A]S¥| < \¥ = \.
Se sigue de esto que |P| < A -wy y, por el lema 1.5, w; < cf(A\) < A; en conclusién, |P| < A.

Ahora, en vista de que PP tiene la wo-cc (ver lema 4.3), se sigue que A C [P]S¥1. Asi,

podemos utilizar que en V se satisface la igualdad A\“* = \ para asegurar que:

A] < [ < A% = A,

Se desprende de este hecho que [A]? < A1 = Xy, por ende, que V[G] E2¢1 <A O

Corolario 4.10. Si G es un filtro (V,P)-genérico, se satisface que V|G| E A(A) < A.

Demostracion. En efecto, recordemos que es un resultado de ZFC que A(A) < 2° (ver
teorema 3.16). Luego, podemos emplear el inciso 2 del lema 4.4 y el lema 4.9 para asegurar

que las siguientes relaciones se verifican en V[G]: A(A) < 2° =21 = A\ O

4.3 Prueba del teorema central

Recordemos que, si S y T son nociones de forcing y e : S — T, decimos que e es un

encaje si se satisfacen las condiciones siguientes para cualesquiera p,r € S.
1. p < r implica que e(p) < e(r).
2. e(p) | e(r) implica que p | r.

Una propiedad sencilla que cumplen los encajes es que si A es una anticadena en S,

se satisface que e[A] es una anticadena en T'. Sin embargo, no siempre se cumple que se
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preserve la maximalidad de las anticadenas y, por esto mismo, se extiende la definiciéon de
encaje a encaje completo, es decir, un encaje e : S — T es completo si manda anticadenas
maximales en anticadenas maximales.

Para aquellos lectores que deseen profundizar mas en el atractivo tema de los encajes
entre nociones de forcing, les recomendamos que consulten [1]. Nuestro siguiente resultado

relaciona este concepto con los temas tratados hasta el momento.

Lema 4.11. Si X,Y son conjuntos no vacios y X CY, entonces X, se encaja completa-

mente en Y.

Demostracion. Proponemos a la funcién e : X, — Y, definida mediante

e(p) :==pU (Y \ X) x {0}).

Argumentos rutinarios pueden ser empleados para demostrar que las condiciones 1 y 2 de la
definicién de encaje completo se verifican. Unicamente nos resta argumentar que e manda
anticadenas maximales en anticadenas maximales.

Sea pues A una anticadena maximal en X,,. Tomemos q € Y. Se sigue que ¢q|x € X, v,
como A es anticadena maximal, deducimos que existe a € A de tal manera que a y ¢|x son
compatibles. Luego, podemos tomar r € X, de tal manera que r < a,¢|x. Un argumento
sencillo comprueba que ¢ := r U (q|y\ x) satisface que ¢ € Y, y, ademas, t < e(a),q. Esto
indica que t es un testigo de que e(a) y g son compatibles en Y, y, por ende, que e[A] es

una anticadena maximal. O
A continuacién presentamos el ultimo resultado auxiliar que utilizaremos en este tra-
bajo.

Lema 4.12. Sea G un filtro (V,P)-genérico. Para cualesquiera E € V|G| y F € V, si
E C F, entonces existe E* € V' con E* C X de tal forma que V |= “|E*| < |F|+w” y

E e V[GE*]

Demostracion. Como V|G| E C F,existen p e Gy C € V¥ de tal manera que C; = E

y ol C CF. El siguiente argumento debera entenderse relativizado a V.

71



Empleemos el lema 4.8 para hallar £, un buen P-nombre para algin subconjunto de
F', que satisface 1p |-(C € F — C = E). Deducimos que p|C = E y, como p € G, se
satisface que F = Ca = Fe.

Nuestra eleccién de E garantiza que {A, : £ € F}, una familia de anticadenas en P,
que hace cierta la igualdad F = [ J{{Z} x A, : © € F}. En vista del lema 4.3 tenemos que,
para cualquier z € F, |4,| < w;.

Hagamos E* := supp(p) U |J U{supp(q) : ¢ € A, }. Con esto, es evidente que E* C A.
Luego, utilizando que cada elerfaeeito en P tiene soporte numerable, podemos asegurar que

las siguientes desigualdades son ciertas:
B < w+ || {supp(a) : g € Ac}| - [F| S w+ (w1 -w) - [F| < || + .

El siguiente argumento tiene su demostracion formal utilizando buenos nombres, sin
embargo, optamos por el argumento intuitivo que presentamos para no saturar el contenido
de esta ultima secciéon. En vista de que fuera de E* todas y cada una de las condiciones
que estamos considerando se vuelven la constante vacio, tenemos que dentro de E* estd
comprendida toda la informacién que necesitamos para asegurar que existe EO, un (E*),-
nombre, de tal modo que Val(Eo, Gpx) = FE¢. En consecuencia, E = Val(E(), Gp+) € V[GE+].

O

Teorema 4.13. Si G es un filtro (V,IP)-genérico, entonces V|G] = A(A) = A.

Demostracion.  Se desprende del corolario 4.10 que V|G| F A(A) < A. Mostraremos a
continuacién que V[G] E A(A) > A.

Tomemos ¥ € V[G] tal que V[G] = “¥ C *R y |¥| < \". Fijemos f € ¥. En VI[G],
tomemos f C R x R. Una consecuencia de esto, en vista de que en V[G] se satisface CH,
es que |f| = wi. Por otro lado, podemos utilizar el inciso 1 del lema 4.4 para asegurar que
fCRxR=(RxR) V.

De esta manera, por el lema 4.12 (tome £ = f y F = (R x R)V), existe f* € V con
PN IRXR)Y| 4wy =wr y f € VIGy].

Hagamos X := [J{f* : f € ¥}. Noétese que |X| < |¥| -w; < Ay, ademds, para
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cualquier f € ¥, se cumple que f* C X. A continuacién, fijemos de nuevo f € W. Con
el objetivo en mente de probar que f € V[Gx]|, notemos que, en virtud del lema 4.11,
(f*)o se encaja completamente en X, mediante la funcién e : (f*), — X, dada por
e(p) = pU (X \ %) x {0}).

Afirmacién. Se satisface que G« = e 1[Gx].

Verificaremos esta igualdad por doble contencién. Supongamos primero que p € G+.
Tenemos que existe ¢ € G de tal forma que ¢| s~ = p. Luego, tenemos que e(p) = e(q|s+) =
gl U((X\ f*) x {0}). Nétese ahora que q|x < g|p+U((X\ f*) x {0}) y, como Gx es filtro,
se sigue que gq|p+ U ((X \ f*) x {0}) € Gx o, en otras palabras, que p € e~ }[Gx].

Tomemos ahora p € e ![Gx]. Se sigue que e(p) € Gx y asi, existe ¢ € G tal que
qglx =elp) =pU((X\ f*) x {0}). Entonces, podemos asegurar que g|s~ = p y, por ende,
que p € Gy+.

De esta manera, podemos emplear [1, teorema 2.4, p. 20] junto con la afirmacién
anterior para garantizar que f € V|G| = V[e ' [Gx]] C V[Gx]. Se sigue de esto que
U CV[Gx].

Para concluir esta parte, recordemos que V = |X| < A y empleemos esto para fijar
a € A\ X. En virtud del lema 4.7, tenemos que G, es un filtro (V[Gx], Q)- genérico. Ahora,
utilicemos el lema 1.4 para fijar {L¢ : § < cV} € V, una familia indizada sin repeticiones
y ajena por pares, de tal forma que V = “{L¢ 1 { < ¢} C[R]*y U{Le: §{ <} =R". A

continuacién, definamos, para cada z € RV, f € U y £ < ¢V, a los conjuntos:

D,:={peQ:zedom(p)} y Dj:i={peQ:3tedom(p)n Le (p(t) = f(t))}.

Es inmediato que los conjuntos anteriores son elementos de V[Gx] en vista de que todos los
pardametros involucrados en sus definiciones son elementos de V[Gx]|. Ademds, es rutinario
comprobar que D, es denso en (). Con respecto a la densidad de ch tenemos que si p € @, se
satisface que V' = “|dom(p)| < ¢ = |L¢|”, asi que podemos fijar ¢ € L¢ \ dom(p). Definiendo
(recuerde que RV = RVIC) ¢ := p U {(t, f(t))}, se cumple que ¢ < py q € ch, como
queriamos.

Podemos emplear ahora la genericidad de G, para asegurar que g := |JG, es una
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funcién de RV en RY. Fijemos f € ¥ y mostremos que V[Gx][Go] = “hay una funcién
inyectiva de ¢ en fNg”.

Primeramente, para cada & < ¢" hay pe € chﬁGa y, por ende, existe x¢ € dom(pe)NLg
con f(z¢) = pe(ze) = g(we). El hecho de que {L, : 7 < ¢"} sea ajena por pares nos
da V[Gx][Ga] E “{xy : 1 < ¢V} es equipotente a ¢V”. De esta manera, la contencién
{(xn, f(x5)) :m < "} C f N g nos permite concluir lo enunciado en el péarrafo previo.

Aunque es posible usar un argumento basado en encajes completos de la iteracién Xo*Q

en P para argumentar que
V[GXHGa] g V[G]7 (4'1)

lo omitiremos porque sentimos que dicha explicacién nos desviaria considerablemente de
nuestro tema central. En resumen, daremos por hecho que (4.1) es cierta.
De todo lo anterior se deduce que para cada f € ¥ hay una funcién inyectiva de ¢ en

f N g que es elemento de V[G]. Esto, aunado a V' |= “P es o-cerrada”, nos garantiza que

VG EVfeWw (fngl=c).

Luego, V[G] = A < A(A), tal y como se requeria. O

Al lector interesado en resultados de consistencia similares al presentado en el presente

capitulo le recomendamos que consulte las secciones 6 y 7 del articulo [2].
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