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Introducción

Al combinar dos estructuras categóricas distintas, se puede presentar bas-
tante información para su análisis más profundo, tal es el caso de los grupos
de Lie los cuales son, al mismo tiempo, una variedad diferenciable y un gru-
po. Continuando con estas ideas, se define lo que es el álgebra de Lie del
grupo, en pocas palabras, se puede decir que es el espacio tangente a su
elemento neutro y, bajo un punto de vista más global, se puede ver a dicha
álgebra como el conjunto de campos vectoriales del grupo de Lie que son
invariantes bajo traslaciones, por convención, izquierdas.

Esta nueva estructura de grupo de Lie tiene información compatible con
otras áreas de la geometŕıa diferencial, más espećıficamente, con la geo-
metŕıa Riemanniana. Las métricas sobre grupos de Lie obtienen sentido
cuando se dice que son invariantes bajo las traslaciones izquierdas, dere-
chas o ambas. Los grupos de Lie dotados con una métrica invariante por la
izquierda se les llaman grupos de Lie métricos.

La categoŕıa de variedades Riemannianas clasifica a las variedades basándo-
se en las isometŕıas entre ellas; y, la categoŕıa de los grupos y álgebras cla-
sifica basándose en los isomorfismos entre ellos.
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Al estudiar los grupos de Lie métricos surge de manera natural el buscar si
existe una relación de isomorfismos e isometŕıas entre dos grupos de Lie, es
decir, si el hecho de tener dos grupos isomorfos implica, de alguna u otra
forma, que sean isométricos y viceversa. Para responder esta cuestión, se
utilizan las propiedades de grupo de Lie y de variedad Riemanniana.

El trabajo de John Milnor [10] presenta de manera general un análisis
de los grupos de Lie métricos relacionando sus propiedades geométricas y
algebraicas. Describe la clasificación de los grupos de Lie métricos unimo-
dulares y no unimodulares de tres dimensiones con base a las constantes
de estructura del álgebra de Lie. Los resultados más importantes de Milnor
establecen que existen grupos de Lie no isomorfos que son isométricos.

El art́ıculo de Milnor sirvió de punto de partida para el trabajo de William
Hamilton Meeks y Joaquin Pérez [9], en el cual se completa la clasifica-
ción de los grupos de Lie métricos de tres dimensiones estableciendo más
resultados en dicha clasificación, que son la parte inicial para el estudio de
superficies de curvatura media constante en grupos de Lie métricos.

El objetivo de este trabajo es analizar los grupos de Lie métricos de dimen-
sión 3 y su clasificación; los grupos unimodulares y los no unimodulares.

A lo largo de los caṕıtulos se introducen las herramientas suficientes para
realizar la clasificación de los grupos de Lie métricos unimodulares y no uni-
modulares de dimensión tres. Dicha clasificación se basará principalmente
en las constantes de estructura del grupo de Lie. La tesis está dividida en
cuatro caṕıtulos.

En el primer caṕıtulo titulado Grupos de Lie se desarrolla la teoŕıa nece-
saria de grupos y álgebras de Lie, se incluyen resultados importantes tales
como los conocidos teoremas de Lie, también se presenta una breve intro-
ducción de los productos semi-directos, se presenta su operación de grupo y
se calculan sus constantes de estructura, también se presentan definiciones
equivalentes de grupos de Lie unimodulares.

El segundo caṕıtulo se titula Métricas sobre grupos de Lie, se desarrollan
los conceptos de métricas invariantes por la izquierda y por la derecha, se
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habla sobre la conexión de Levi Civita y sobre métricas canónicas invarian-
tes en grupos de Lie con estructura de producto semi-directo.

En el tercer caṕıtulo, llamado Grupos de Lie métricos unimodulares de tres
dimensiones, se habla sobre la relación que existe entre el corchete de Lie
y el producto cruz, se deduce cómo son las constantes de estructura y,
basándose en los signos de dichas constantes se hace la clasificación de es-
tos grupos de Lie.

El último caṕıtulo se llama Grupos de Lie métricos no unimodulares de
tres dimensiones; se demuestra que todos estos grupos tienen estructura de
producto semi-directo y en base en esta estructura se desarrolla la clasifi-
cación.





Caṕıtulo

1

Grupos de Lie

En este caṕıtulo se presenta la teoŕıa general de grupos y álgebras de Lie,
también se exponen los teoremas más importantes en la teoŕıa de grupos
de Lie, los cuales relacionan y unifican los grupos y las álgebras de Lie.
De manera especial, se introduce la noción de grupo de Lie unimodular y
no unimodular. Estos últimos corresponden a los grupos con estructura de
producto semi-directo.

1.1. Variedad y grupo

Definición 1.1.1 Se dice que un conjunto G es un grupo de Lie si admite
una estructura de variedad suave y además una estructura de grupo tal que
la operación de grupo, vista como aplicación · : G×G→ G, y la aplicación
−1 : G→ G dada por g → g−1 son diferenciables.

Los siguientes son ejemplos de grupos de Lie, más espećıficamente, son gru-
pos de matrices dotados con la operación multiplicación de matrices. Me-
diante el Teorema del valor regular1 se puede comprobar que los siguientes

1 En [3], caṕıtulo 0, sección 4:

5



CAPÍTULO 1. GRUPOS DE LIE 6

grupos admiten una estructura de variedad diferenciable.

Ejemplos:

El grupo especial lineal:

SL(2,R) = {A ∈ GL2(R) | det(A) = 1}.

El grupo especial unitario:

SU(2,C) = {A ∈ GL2(C) | AAt = I, det(A) = 1}.

Los siguientes grupos se analizan con más detalle en la sección de productos
semi-directos.

Ejemplos:

El espacio real de dimensión tres con su operación usual:

(R3,+).

El espacio hiperbólico de dimensión tres o el semiespacio real superior

H3 = {(x, y, z) ∈ R3 | z > 0},

este grupo en particular obtiene su estructura de grupo debido a que
es isomorfo al producto semi-directo R2 oI2 R donde I2 es la matriz
identidad. Se analizará en el capitulo 4.

El cubriente universal del grupo de transformaciones ŕıgidas que pre-
servan la orientación del plano euclidiano:

Ẽ(2).

Definnición Sea F : U ⊂ Rn → Rm un mapeo diferenciable de un conjunto abierto U ⊂.
Un punto p ∈ U es llamado un punto critico de F si la diferencial dFp : Rn → Rm no
es suprayectiva. La imagen F (p) de un punto cŕıtico se conoce como valor cŕıtico de F .
Los puntos a ∈ Rm que no son valores cŕıticos se conocen como los valores regulares de
F . Y si existe un valor regular de F en Rm entonces n ≥ m.
Teorema (Valor regular) Sea F : U ⊂ Rn → Rm un mapeo diferenciable de un
conjunto abierto U ⊂ Rn. Supóngase que a ∈ Rm es un valor regular de F . Entonces la
imagen inversa F−1(a) ⊂ Rn es una superficie regular de dimensión n−m.

1.1. VARIEDAD Y GRUPO
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El grupo Sol3, con la multiplicación de matrices como operación:

Sol3 =

{ ez 0 x
0 e−z y
0 0 1

 ∈ SL(3,R) | x, y, z ∈ R

}
.

El grupo de Heisenberg con la estructura de grupo dada por la mul-
tiplicación de matrices:

Nil3 =

{ 1 x z
0 1 y
0 0 1

 ∈ GL3(R) | x, y, z ∈ R

}
.

1.2. Álgebras de Lie

Con respecto a la notación, de ahora en adelante se denotará la operación
de grupo entre dos elementos x, y ∈ G como xy y al elemento neutro del
grupo se le denotará por e. En general, las operaciones de grupos son no
conmutativas, entonces es necesario introducir la siguiente definición.

Definición 1.2.1 Dado un grupo de Lie G y un elemento del grupo, g ∈ G,
se define la multiplicación por la izquierda y la multiplicación por la derecha
como los siguientes mapeos suaves:

Lg : G→ G Lg(a) = ga (1.1)

Rg : G→ G Rg(a) = ag. (1.2)

Observación:
La composición Lx ◦Ry : G→ G dada por

Lx ◦Ry(a) = xay

también es un mapeo diferenciable para todo x, y ∈ G.

Se denotará al conjunto de campos vectoriales en G como X(G) y al con-
junto de funciones suaves sobre G como D(G). Además, para X ∈ X(G) se
escribe el vector X(a) = Xa para toda a ∈ G. A continuación se define la
noción de un campo vectorial invariante por la izquierda.

1.2. ÁLGEBRAS DE LIE
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Definición 1.2.2 Sea X ∈ X(G) un campo vectorial sobre un grupo de
Lie.

X es un campo vectorial invariante por la izquierda si para todo g ∈ G
Lg ∗X = X, es decir, si, para todo a ∈ G

X(Lg(a)) = d(Lg)a(Xa). (1.3)

X es un campo vectorial invariante por la derecha si para todo g ∈ G
Rg ∗X = X, es decir, si, para todo a ∈ G

X(Rg(a)) = d(Rg)a(Xa). (1.4)

Ahora, considérese un vector tangente a G en e, es decir, Xe ∈ TeG, con este
vector se puede construir un campo vectorial invariante por la izquierda: sea
g un elemento del grupo G y el mapeo multiplicación de g por la izquierda
Lg : G→ G como en la ecuación (1.1). La diferencial de este mapeo sobre
el elemento neutro e está dada por

d(Lg)e : TeG :→ TgG.

De esta manera se obtiene que el campo vectorial definido por

Xg := d(Lg)e(Xe) (1.5)

para todo g ∈ G es invariante por la izquierda.

El siguiente lema es parte fundamental para la construcción del álgebra de
Lie.

Lemma 1.2.1 El corchete de Lie entre dos campos invariantes por la iz-
quierda es un campo invariante por la izquierda.

Demostración. Considérese dos vectores Xe, Ye ∈ TeG tangentes al elemento
neutro del grupo, entonces usando la ecuación (1.5), se puede decir que,
para todo g ∈ G, Xg y Yg definen campos vectoriales invariantes por la
izquierda, dichos campos están dados por

Xg := d(Lg)e(Xe)

Yg := d(Lg)e(Ye).

1.2. ÁLGEBRAS DE LIE
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Ahora, si f ∈ D(G), entonces para todo a, g ∈ G se obtiene que

dLa[X,Y ]g(f) = [X,Y ]g(f ◦ La)
= Xg(Y (f ◦ La))− Yg(X(f ◦ La))
= Xg(dLa(Y ))f − Yg(dLa(X))f

= Xg(Y (f))− Yg(X(f))

= [X,Y ]gf,

es decir, el corchete de Lie entre X y Y es un campo vectorial invariante
por la izquierda. �

Definición 1.2.3 Al conjunto g de campos vectoriales invariantes por la
izquierda de un grupo de Lie G, con la operación [, ] : g × g → g, se le
conoce como el álgebra de Lie del grupo G.

Ejemplos:
En los últimos ejemplos siguientes el corchete de Lie está dado por el con-
mutador de matrices, es decir, [A,B] = AB −BA.

El álgebra de Lie de los números reales tiene al corchete de Lie como
el conmutador de dos números reales, el cual es idénticamente cero
para todo par de elementos del álgebra.

El álgebra de Lie del grupo especial lineal SL(2,R) es

sl(2) = {A ∈M2(C) | trace(A) = 0},

su corchete de Lie está dado por el conmutador de matrices, es decir,
[A,B] = AB −BA.

El álgebra de Lie del grupo especial unitario SU(2,R) es

su(2) = {A ∈M2(C) | At = −A, trace(A) = 0},

de igual forma, su corchete de Lie es el conmutador de matrices.

Observación:
La manera de construir campos vectoriales invariantes por la izquierda
permite dar un isomorfismo entre el álgebra de Lie g y TeG.

1.2. ÁLGEBRAS DE LIE
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Definición 1.2.4 Dada una base {e1, e2, ..., en} del álgebra de Lie g de un
grupo de Lie G se puede escribir al corchete de Lie de el elemento i-ésimo
y el elemento j-ésimo de la base como combinación lineal de los vectores
de la base, esto es:

[ei, ej ] =

n∑
k=1

ckijek (1.6)

donde a los coeficientes ckij se les llama las constantes de estructura del
álgebra de Lie.

Observación:
Si se permutan los elementos ei y ej se obtiene lo siguiente:

[ej , ei] = −[ei, ej ] = −
n∑
k=1

ckijek,

esto es, las constantes de estructura cambian de signo. Entonces, para todos
los indices i, j, k se cumple

ckij = −ckji. (1.7)

1.3. Aplicaciones en grupos de Lie

Definición 1.3.1 Sea (G, ·) un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico
de G es un homomorfismo φ : (R,+) → (G, ·) que cumple φ(0) = e y
φ(r + s) = φ(r) · φ(s) para todo r, s ∈ R.

Observación:
Existe una correspondencia uno a uno entre los subgrupos uniparamétricos
de G y TeG: Dado X ∈ g existe un único subgrupo uniparametrico φX :
(R,+)→ (G, ·) que satisface la ecuación diferencial

φ′X(0) = X. (1.8)

De esta forma se puede dar la siguiente definición.

Definición 1.3.2 Sean X ∈ g y φX : (R,+) → (G, ·) el subgrupo unipa-
ramétrico de G asociado a X. Se define la aplicación exponencial exp : g→
G como

exp(X) = φX(1).

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Mas aún, la aplicación exponencial cumple

exp(tX) = φX(t)

para todo t ∈ R.

Definición 1.3.3 Dados un grupo de Lie G y un elemento cualquiera g ∈
G se define el mapeo ag : G→ G como

ag(h) = ghg−1,

el cual se conoce como el conjugado de h por el elemento g.

Observación:
Dados g, h, u ∈ G se tiene que

agh(u) = (gh)u(gh)−1

= g(huh−1)g−1

= gah(u)g−1

= ag(ah(u))

= (ag ◦ ah)(u).

Además, el mapeo conjugación se puede relacionar con las traslaciones iz-
quierda y derecha de la siguiente manera:

ag(h) = Lg ◦Rg−1(h)

= Rg−1 ◦ Lg(h)

= ghg−1,

lo que implica que el mapeo conjugación ag : G→ G es diferenciable sobre
G para todo g ∈ G y tiene sentido definir lo siguiente:

Definición 1.3.4 Dado el mapeo diferenciable ag : G → G se define el
operador adjunto, o representación adjunta de G, como el homomorfismo
Ad : G→ Aut(g) dado por

Adg := d(ag)e : TeG→ TeG.

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Observación:
Dados g, h ∈ G se tiene que

Ad(gh) = d(agh)e

= d(ag ◦ ah)e

= d(ag)e ◦ d(ah)e

= Ad(g) ◦Ad(h).

Definición 1.3.5 Dada la representación adjunta de G, se define la repre-
sentación adjunta del álgebra de Lie g como el homomorfismo ad : g →
End(g) dado por

adX := d(Ad)e(X) : g→ g.

Estas representaciones adjuntas del grupo de Lie y del álgebra de Lie son
aquellas que hacen conmutar el siguiente diagrama:

g

exp

��

ad // End(g)

exp

��
G

Ad
// Aut(g)

.

Teorema 1.3.1 Para todo par de campos vectoriales X,Y ∈ g se satisface
la siguiente igualdad:

[X,Y ] = adX(Y ). (1.9)

Demostración. Sean g ∈ G y Y ∈ g, entonces se cumple

Adg(Y ) = d(Rg−1 ◦ Lg)e(Y )

= d(Rg−1)Lg(e) ◦ d(Lg)e(Y )

= d(Rg−1)g(Y ).

Ahora sea X ∈ g y su flujo dado por xt = exp(tX) entonces se satisface
que xt ◦ Ly = Ly ◦ xt; en efecto, sea a ∈ G, evaluando se obtiene que

xt ◦ Ly(a) = exp(tX ◦ Ly(a))

= exp(tXya)

= exp(td(Ly)a(Xa))

= y exp(tXa)

= Ly ◦ xt(a).

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Esto implica que

xt(y) = xt(Ly(e))

= Ly(xt(e))

= yxt(e)

= Rxt(e)(y)

y entonces las diferenciales satisfacen la igualdad dxt = dRxt(e). Por lo
tanto, usando la relación2 del corchete de Lie con la derivada del flujo del
campo X sobre el campo Y se tiene lo siguiente:

[X,Y ] = ĺım
t→0

1

t
(dx−t(Y )− Y )

= ĺım
t→0

1

t
(dx−t(Y )− Y )

= ĺım
t→0

1

t
(dRx−t(Y )− Y )

= ĺım
t→0

1

t
(Adxt(Y )− Y )

= adX(Y ).

�
En las siguientes secciones, este teorema jugará un papel muy importante
debido a que deja ver la estructura del corchete de Lie desde otra perspec-
tiva. Algunas de sus aplicaciones se presentarán al momento de construir
la base ortonormal del álgebra de Lie en grupos unimodulares.

1.4. Teoremas fundamentales de Lie

Los teoremas más fundamentales en la teoŕıa de grupos de Lie son los
siguientes.

Teorema 1.4.1 Para cada álgebra de Lie g existe un grupo de Lie G, el
cual no necesariamente es único, tal que el álgebra de Lie de G coincide
con g.

2Teorema Para dos campos vectoriales X,Y ∈ g y para el flujo de X φt : G→ G se
cumple que

[X,Y ]p = ĺım
t→0

1

t

(
dφ−t

(
Yφt(p)

)
− Yp

)
.

1.4. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LIE
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Teorema 1.4.2 Dado un grupo de Lie G con su álgebra de Lie g y un
subgrupo H de G con álgebra de Lie h se tiene que h es subálgebra de g.
Inversamente, para cada subálgebra h del álgebra g existe un único subgrupo
de Lie conexo H de G tal que su álgebra de Lie es h. Más aún, las álgebras
de Lie de los subgrupos normales de G son ideales en g.

Teorema 1.4.3 Sean dos grupos de Lie G1, G2 con álgebras de Lie g1 y g2

respectivamente. Si las álgebras de Lie son isomorfas entonces los grupos
son locamente isomorfos. Además, si los grupos de Lie son simplemente
conexos entonces son isomorfos.

Las demostraciones de estos teoremas se puede encontrar en:

• J. J. Duistermaat and J. A. C. Kolk. Lie Groups. Springer-Verlag,
Berlin, 2000.

• R. Carter and G. Segal & I. Macdonald. Lectures on Lie groups and
Lie Algebras. London Mathematical Society Student Texts. Cambrid-
ge University Press, Vol. 32 1995.

• W. Y. Hsiang. Lectures on Lie Groups. World Scientific. Singapore,
2000.

1.5. Grupos de Lie unimodulares

El objetivo de esta parte es presentar la definición de un grupo de Lie uni-
modular en términos de una medida y dar definiciones equivalentes de un
grupo unimodualr que no estén relacionadas con teoŕıa de la medida y śı
con las caracteŕısticas intŕınsecas a los grupos de Lie, más espećıficamente,
con las representaciones adjuntas del grupo y del álgebra.

Una medida sobre un grupo de Lie G es una aplicación µ : Dc(G) → R
definida como

µ(f) =

∫
G
fdg,

donde Dc(G) es el conjunto de funciones f : G → R diferenciables con so-
porte compacto y dg es una forma diferenciable positiva sobre G. Entonces
podemos definir las medidas invariantes como sigue:

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Definición 1.5.1 Una medida invariante por la izquierda en un grupo de
Lie G es una aplicación µ` : Dc(G)→ R definida como

µ`(f) =

∫
G
fd`(g) (1.10)

donde d` es una 3-forma positiva e invariante por la izquierda de G, es
decir, tal que L∗g(d`) = d` para todo g ∈ G. Esta medida invariante por la
izquierda cumple la relación

µ`(f ◦ Lg) = µ`(f) (1.11)

para todo g ∈ G y toda función f ∈ Dc(G).

Definición 1.5.2 Una medida invariante por la derecha en un grupo de
Lie G es una aplicación µr : Dc(G)→ R definida como

µr(f) =

∫
G
fdr(g)

donde dr es una 3-forma positiva e invariante por la derecha de G, es decir,
tal que R∗g(dr) = dr para todo g ∈ G. Esta medida invariante por la derecha
cumple la relación

µr(f ◦Rg) = µr(f)

para todo g ∈ G y toda función f ∈ Dc(G).

Definición 1.5.3 Se dice que un grupo de Lie G es unimodular si se cum-
ple que cualquier medida invariante por la izquierda µ` : Dc(G) → R tam-
bién es invariante por la derecha, es decir, µ`(f ◦ Rg) = µ`(f) para todo
g ∈ G y para toda función f ∈ Dc(G).

El siguiente teorema establece una caracteŕıstica más del comportamiento
de un grupo de Lie unimodular y sus operadores autoadjuntos.

Teorema 1.5.1 La representación adjunta Ad : G → Aut(g) de G satis-
face que

|det(Adg)| = 1 (1.12)

para todo g ∈ G si y solo si el grupo de Lie G es unimodular.

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Demostración. De manera general, dado un difeomorfismo Φ : M → N que
preserva la orientación entre dos variedades diferenciables de dimensión n
y una n-forma positiva ω en N se cumple que∫

M
fΦ∗ω =

∫
N

(f ◦ Φ−1)ω (1.13)

para toda función f ∈ Dc(M).

Se puede relacionar la 3-forma invariante por la derecha y por la izquierda
mediante la ecuación3

drg = cdet(Adg)d`g (1.14)

para alguna c constante. Más aún, se tiene la ecuación4

d`(gx) = det(Adx−1)d`g, (1.15)

de esta forma se puede escribir la 3-forma invariante por la izquierda como

d`(ygx) = (Ly ◦Rx)∗d`g (1.16)

para todo x, y ∈ G.
Ahora, sea f ∈ Dc(G), entonces se puede escribir lo siguiente:

µ`(f ◦Rx) = µ`((f ◦Rx) ◦ Le)
= µ`(f ◦ (Rx ◦ Le))

=

∫
(f ◦ (Rx ◦ Le))d`g

=

∫
f(Le ◦Rx−1)∗d`g

=

∫
fd`(egx

−1)

=

∫
fd`(gx

−1)

=

∫
f | det(Adx)|d`g

= |det(Adx)|
∫
fd`g

= |det(Adx)|µ`(f).

3En [6], lema 1.2 (pag. 365).
4En [6], corolario 1.3 (pag.366)

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Por lo tanto, G es unimodular si y solo si | det(Adx)| = 1 para todo x ∈ G.
�

La validez de este teorema permite establecer una nueva definición de grupo
de Lie unimodular equivalente a la antes presentada. Esta nueva definición
describe las caracteŕısticas de un grupo de Lie unimodular en términos de
su operador adjunto y su determinante: un grupo de Lie es unimodualr si
(1.12) se cumple. Una consecuencia importante del teorema anterior esta-
blece la caracterización de la propiedad unimodular en términos del opera-
dor adjunto del álgebra de Lie del grupo:

Corolario 1.5.1 El grupo de Lie G es unimodular si y solo si para todo
X ∈ g se cumple que

traza(adX) = 0. (1.17)

Demostración. Dado X ∈ g se cumple la propiedad

Adexp(X) = exp(adX),

entonces por el teorema anterior se obtiene que

1 = | det(Adexp(X))|
= | det(exp(adX))|
= etraza(adX).

Por lo tanto, G es unimodular si y solo si etraza(adX) = 1, es decir

traza(adX) = 0

para todo X ∈ g. �
Con este último resultado se lograron varias definiciones para un grupo de
Lie unimodular. En resumen, se obtuvo:

G es unimodular ⇔ det(Adx) = 1 para todo x ∈ G
⇔ traza(adX) = 0 para todo X ∈ g.

1.6. Productos semi-directos

Los productos semi-directos son una generalización del producto cartesiano
usual entre conjuntos.

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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Definición 1.6.1 Dados dos grupos (G,�) y (H,}) y un homomorfismo
ψ : H → Aut(G), se define el producto semi-directo de G con H mediante
ψ, denotado por G oψ H, como el conjunto de parejas ordenadas (g, h) ∈
G×H dotado con la siguiente operación de grupo:

(a, b)~ (α, β) = (a� ψb(α), b} β).

En nuestro caso consideraremos a (G,�) = (R2,+) y (H,}) = (R,+), de
esta forma se tiene que ψz(α) = ezAα para alguna matriz A ∈ M2(R).
Entonces podemos denotar al producto semi-directo de R2 con R mediante
ψ como R2oAR.Aśı, la operación de grupo entre dos elementos cualesquiera
(x, y, z), (α, β, γ) ∈ R2 oA R está dada por:

(x, y, z)(α, β, γ) =

((
x
y

)
+ ezA

(
α
β

)
, z + γ

)
.

Ejemplos:

Podemos ver al espacio R3 como producto semi-directo: en efecto, si
consideramos a la matriz A ≡ 0 ∈ M2(R) entonces ψz = ez0 = I2 ∈
M2(R), donde la operación de este producto semi-directo coincide con
la operación de grupo usual de R3.

Otro ejemplo interesante aparece al considerar a A = I2, la matriz
identidad. Entonces tenemos que ψz(α, β) = ezI2 = ezI2 y la opera-
ción de grupo está dada por

(x, y, z)(α, β, γ) = ((x, y) + ez(α, β), z + γ).

Este producto semi-directo define la estructura de grupo del espacio
hiperbólico H3.

Si ahora consideramos E =

(
0 −1
1 0

)
mediante el cálculo de la

matriz exponencial se puede ver que

ψz = ezE =

(
cos(z) − sin(z)
sin(z) cos(z)

)
;

se tiene que R2 oE R coincide con el grupo Ẽ(2) con su operación de
grupo

(x, y, z)(α, β, γ) = (x+α cos(z)−β sin(z), y+α sin(z)+β cos(z), z+γ).

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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Ahora sea S =

(
−1 0
0 1

)
, entonces se tiene que

ψz = ezS =

(
e−z 0
0 ez

)
y por lo tanto R2 oS R coincide con el grupo Sol3 con su operación
de grupo dada por

(x, y, z)(α, β, γ) = ((x, y) + e−z(α, β), z + γ).

Por último, si se considera N =

(
0 1
0 0

)
, se obtiene que

ψz = ezN =

(
1 z
0 1

)
,

entonces R2 oN R coincide con el grupo de Heisenberg Nil3 con su
operación usual

(x, y, z)(α, β, γ) = (x+ α+ zβ, y + β, z + γ).

Para estudiar la estructura que posee el álgebra de Lie de un grupo que
tiene estructura de producto semi-directo, se construye una base de campos
invariantes por la izquierda, la cual se denotará por

{E1(x, y, z), E2(x, y, z), E3(x, y, z)}.

Posteriormente se calculan las constantes de estructura del álgebra de Lie.

Primero, dado el producto semi-directo G = R2 oAR se denotará la acción
como la matriz

A =

(
a b
c d

)
y a su matriz exponencial por

ψz = ezA

=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS



CAPÍTULO 1. GRUPOS DE LIE 20

donde

ψz(α, β) = ezA(α, β)

=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)(
α
β

)
.

Ahora, se procede a determinar una base ortonormal del álgebra de Lie. Pa-
ra esto, se toman las coordenadas usuales en R2 y en R, es decir, (x, y) ∈ R2

y z ∈ R. Entonces se puede denotar a la base canónica de los campos vec-
toriales de G como { ∂∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z}.

Sean p1, p2, p3 ∈ G de la forma p1 = (t, 0, 0), p2 = (0, t, 0) y p3 = (0, 0, t)
con t ∈ R. Fijemos un elemento arbitrario g = (x, y, z) ∈ G.

Al multiplicar g con pi por la izquierda se obtiene lo siguiente:

gp1 = (x, y, z)(t, 0, 0) = ((x, y) + ψz(t, 0), z),

gp2 = (x, y, z)(0, t, 0) = ((x, y) + ψz(0, t), z),

gp3 = (x, y, z)(0, 0, t) = ((x, y) + ψz(0, 0), z)

donde en la primara entrada operan elementos de R2 y en la segunda operan
elementos de R. Al usar la definición de ψz(α, β) en el desarrollo queda lo
siguiente:

gp1 = ((x+ ta11(z), y + ta21(z)), z),

gp2 = ((x+ ta12(z), y + ta22(z)), z),

gp3 = ((0, 0), z + t)

Después, al tomar derivadas evaluadas en t = 0 se obtiene la base del
álgebra de Lie g de G en términos de la base canónica:

E1(x, y, z) = a11(z)
∂

∂x
+ a21(z)

∂

∂y
,

E2(x, y, z) = a12(z)
∂

∂x
+ a22(z)

∂

∂y
,

E3(x, y, z) =
∂

∂z
.

Calculando las constantes de estructura del álgebra de Lie generada por la
base {Ei}, se calculará cómo están dados [E1, E2], [E2, E3] y [E3, E1].

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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Primero, se observa que E1(x, y, z) y E2(x, y, z) son los elementos genera-
dores del álgebra de Lie de R2, entonces es una subalgebra conmutativa de
g ya que el grupo (R2,+) es abeliano. Por lo tanto se tiene que el corchete
de Lie entre estos dos campos es idénticamente cero:

[E1(x, y, z), E2(x, y, z)] = 0.

Se denota a la matriz inversa de ezA por

e−zA =

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
.

Mediante un cambio de coordenadas se puede expresar a la base { ∂∂x ,
∂
∂y}

en términos de {E1, E2} como sigue:

∂

∂x
= a11(z)E1 + a21(z)E2 (1.18)

∂

∂y
= a12(z)E1 + a22(z)E2. (1.19)

Dados dos campos X,Y ∈ X(G) se considera la derivada de Lie de Y con
respecto a X

LX(Y ) = [X,Y ]

y se obtiene lo siguiente:

[E3, E1] =

[
∂

∂z
, a11(z)

∂

∂x
+ a21(z)

∂

∂y

]
= L ∂

∂z

(
a11(z)

∂

∂x
+ a21(z)

∂

∂y

)
,

al utilizar las propiedades de la derivada de Lie se obtiene que

[E3, E1] = L ∂
∂z

(
a11(z)

∂

∂x

)
+ L ∂

∂z

(
a21(z)

∂

∂y

)
=

(
∂

∂z
a11(z)

)
∂

∂x
+ a11(z)L ∂

∂z

(
∂

∂x

)
+

(
∂

∂z
a21(z)

)
∂

∂y
+ a21(z)L ∂

∂z

(
∂

∂y

)
= a′11(z)

∂

∂x
+ a′21(z)

∂

∂y
,

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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después de sustituir las ecuaciones (1.18) y (1.19) en el desarrollo anterior
se tiene

[E3, E1] = a′11(z)
(
a11(z)E1 + a21(z)E2

)
+ a′21(z)

(
a12(z)E1 + a22(z)E2

)
=

(
a′11(z)a11 + a′21(z)a12

)
E1 +

(
a′11(z)a21 + a′21(z)a22

)
E2.

Se observa que los coeficientes que acompañan a E1 y E2 corresponden a
los coeficientes de la siguiente matriz

e−zA
d

dz
ezA = e−zAezAA = A =

(
a b
c d

)
.

Entonces el corchete de Lie entre estos dos campos está dado por

[E3(x, y, z), E1(x, y, z)] = aE1(x, y, z) + cE2(x, y, z).

Y, de la misma forma se tiene que

[E3(x, y, z), E2(x, y, z)] = bE1(x, y, z) + dE2(x, y, z).

Por lo tanto, el corchete de Lie del producto semi-directo G = R2 oA R en

la base {E1(x, y, z), E2(x, y, z), E3(x, y, z)}, con A =

(
a b
c d

)
, está dado

por

[E1, E2] = 0

[E3, E1] = aE1 + cE2 (1.20)

[E3, E2] = bE1 + dE2.

Las constantes de estructura buscadas coinciden con las entradas de la ma-
triz A, la cual caracteriza al producto semi-directo G = R2 oA R.

Las relaciones en (1.20) muestran cómo, en un grupo de Lie con esta es-
tructura de producto semi-directo, las constantes de estructura del álgebra
de Lie ayudan a determinar la matriz A y por lo tanto la estructura de
grupo. Inversamente, los coeficientes de la matriz A ayudan a determinar
la estructura del álgebra de Lie.

Este resultado será muy útil para las clasificaciones que se presentan en los
caṕıtulos 3 y 4.

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS



Caṕıtulo

2
Métricas sobre grupos de

Lie

El objetivo de este caṕıtulo es presentar los conceptos básicos de la geo-
metŕıa Riemanniana en grupos de Lie y aśı, trabajar con los grupos de
Lie métricos. Se presentan las definiciones de métricas invariantes por la
izquierda y por la derecha para un grupo de Lie. Con una métrica inva-
riante por la izquierda, se dota al grupo de una conexión Riemanniana y
se calculan las curvaturas. Al final del caṕıtulo, se analizan las métricas in-
variantes por la izquierda en los grupos de Lie con estructura de producto
semi-directo.

2.1. Métricas en grupos de Lie

Se sabe que toda variedad diferenciable admite una métrica, la cual dota a
la variedad de una estructura Riemanniana. Una métrica Riemaniana es la
asignación de un producto interior a cada espacio tangente de G, esto es,

〈·, ·〉g : TgG× TgG→ R

es una forma bilineal, simétrica y definida positiva para todo elemento
g ∈ G. Esta asignación varia diferenciablemente sobre todos los puntos de

23
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la variedad, en efecto, consideremos una parametrización del grupo de Lie
dada por ϕ : U ⊆ R3 → G y ϕ(x1, x2, x3) = p ∈ G, entonces la base
obtenida por ϕ de TpG está dada por { ∂

∂xi
}3i=1 donde ∂

∂xi
(p) = dϕp(ei) y

{ei}3i=1 es la base estándar de R3. Aśı, tenemos que la función

gij(x1, x2, x3) =
〈 ∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p)
〉
p

es diferenciable en U . Más aún, para cualquier par de campos vectoriales
X,Y ∈ X(G) diferenciables en una vecindad V ⊆ G se tiene que la función
〈X,Y 〉 : V ⊆ G→ R es diferenciable.

El
(

0
2

)
tensor G : X(G) × X(G) → D(G) dado por G(X,Y ) = 〈X,Y 〉 se

llama tensor métrico. Sus componentes en el marco { ∂
∂xi
}3i=1 son los coefi-

cientes gij de la métrica Riemanniana en ese sistema de coordenadas.

La métrica también suele representarse por el elemento de ĺınea: con las
coordenadas descritas anteriormente podemos expresar la métrica como

ds2 =
3∑

i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj .

Definición 2.1.1 Sean G y H dos grupos de Lie, ambos dotados con una
métrica Riemanniana. Se dice que un difeomorfismo f : G → H es una
isometŕıa si satisface la relación

〈v, w〉g = 〈dfg(v), dfg(w)〉f(g)

para todo elemento del grupo g ∈ G y para todo par de vectores v, w ∈ TgG.

Se definen las métricas invariantes como sigue:

Definición 2.1.2 Sea G un grupo de Lie, entonces

La métrica es invariante por la izquierda si Lg : G → G es una
isometŕıa para todo g ∈ G.

La métrica es invariante por la derecha si Rg : G → G es una iso-
metŕıa para todo g ∈ G.

Si la métrica es invariante por la izquierda y por la derecha entonces dire-
mos que la métrica es bi-invariante.

Definición 2.1.3 Un grupo de Lie G dotado con una métrica invariante
por la izquierda se conoce como grupo de Lie métrico.

2.1. MÉTRICAS EN GRUPOS DE LIE
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2.2. Conexión de Levi-Civita sobre un grupo de
Lie

Consideremos un grupo de LieG con una métrica invariante por la izquierda
y una base ortonormal {ei}3i=1 de su álgebra de Lie g. Nótese que con esta
métrica se cumple que

X〈Y,Z〉 = 0

para todo X,Y, Z ∈ g, es decir, 〈Y,Z〉 es constante: sea g un elemento
cualquiera del grupo G, entonces para cualesquiera Y, Z ∈ g definidos por
la ecuacion (1.5) se cumple

〈Y,Z〉g = 〈Yg, Zg〉
= 〈d(Lg)e(Ye), d(Lg)e(Ze)〉
= 〈Ye, Ze〉
= 〈Y,Z〉e.

El teorema de Levi-Civita queda expresado como sigue:

Teorema 2.2.1 Existe una única conexión af́ın ∇ que satisface las si-
guientes propiedades para todo campo vectorial invariante por la izquierda
X,Y, Z ∈ g:

Es compatible con la métrica, esto es, se cumple

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

Es simétrica, es decir,

[X,Y ] = ∇XY −∇YX.

Se conoce como la conexión de Levi-Civita o conexión Riemanniana
y está dada por la fórmula de Koszul:

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y,Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉. (2.1)

Si se escribe αijk = 〈[ei, ej ], ek〉, la formula (2.1) queda expresada como
sigue:

2〈∇eiej , ek〉 = 〈[ei, ej ], ek〉 − 〈[ej , ek], ei〉+ 〈[ek, ei], ej〉
= αijk − αjki + αkij .

2.2. CONEXIÓN DE LEVI-CIVITA SOBRE UN GRUPO DE LIE
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Por lo tanto, podemos escribir la conexión entre dos elementos de una base
ortonormal como

∇eiej =
1

2

3∑
k=1

(αijk − αjki + αkij) ek (2.2)

y al sustituir cada αijk se obtiene

∇eiej =
1

2

3∑
k=1

(〈[ei, ej ], ek〉 − 〈[ej , ek], ei〉+ 〈[ek, ei], ej〉) ek. (2.3)

2.3. Curvatura de grupos de Lie

La curvatura de una variedad Riemannniana es una aplicación multilineal
R : X(G)× X(G)× X(G)→ X(G) que está dada de la siguiente manera

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z. (2.4)

Se define el
(

0
4

)
tensor de curvatura de Riemann como la aplicación multi-

lineal R : X(G)× X(G)× X(G)× X(G)→ D(G) dada por

R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉
= 〈∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,W 〉

(2.5)

donde sus componentes en el marco { ∂
∂xi
}3i=1 son los coeficientes

Rijks =
∑
n

Rnijkgns

=
〈
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
,
∂

∂xs

〉
.

Si se considera la traza del tensor de curvatura de Riemann (2.5), se obtiene
el
(

0
2

)
tensor de curvatura de Ricci, el cual se denota por Ric : TpG×TpG→

D(G) y está dado por

Ricp(X,Y ) =

3∑
i=1

〈R(X,Zi)Y, Zi〉 (2.6)

2.3. CURVATURA DE GRUPOS DE LIE
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donde {Zi(p)} es un marco ortonormal de TpG. Aśı, la forma cuadrática de
Ricci está dada por

Ricp(X) = Ricp(X,X)

=

3∑
i=1

〈R(X,Zi)X,Zi〉
(2.7)

y se le conoce como la curvatura de Ricci en la dirección de X sobre TpG.
De ahora en adelante se denotará la curvatura de Ricci en la dirección de
X ∈ g = TeG como Ric(X)

2.4. Métrica canónica invariante por la izquierda
en un grupo de Lie con estructura de pro-
ducto semi-directo

Considérese un grupo de Lie G de dimensión 3 con una métrica invariante
por la izquierda y una base ortonormal {Ei}3i=1 para su álgebra de Lie g.
Dicha base está escrita en términos de una base inducida por una carta fija
{ ∂
∂xi
}3i=1. Denotemos A = M∂(〈, 〉) y A′ = ME(〈, 〉) como las matrices con

las entradas iguales a las componentes del tensor métrico en términos de las
bases { ∂

∂xi
}3i=1 y {Ei}3i=1 respectivamente. Primero, se observa lo siguiente:

Para un grupo de Lie de dimension 3, se sabe por el teorema de cambio de
base, que existe una matriz P ∈ GL3(R) tal que se satisface la igualdad

ME = P TM∂P (2.8)

donde

P = M

({ ∂

∂xi

}
, {Ei}

)
(2.9)

es la matriz de cambio de base que tiene las entradas de los vectores Ei en
términos de la base ∂

∂xi
, M∂ es la matriz que tiene como entradas las com-

ponentes de la métrica en términos de la base { ∂
∂xi
}3i=1 y ME es la matriz

que tiene como entradas a las componentes de la métrica en términos de la
base {Ei}3i=1.

2.4. MÉTRICA CANÓNICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO
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Debido a que {Ei}3i=1 es una base ortonormal, I = ME , despejando de la
ecuación de cambio de base se obtiene que

M∂ = (P T )−1P−1

=

(
MT

({ ∂

∂xi

}
, {Ei}

))−1(
M

({ ∂

∂xi

}
, {Ei}

))−1

.
(2.10)

De esta forma, usando la ecuación anterior, el elemento de linea se puede
escribir como

ds2 =
3∑

i,j=1

[M∂ ]ij dx
i ⊗ dxj (2.11)

donde [M∂ ]ij son las componentes de la métrica escrita en la base ∂
∂xi

, da-
das por el producto de la matriz inversa transpuesta de P y la inversa de
la matriz P en (2.10).

Ahora supóngase que G es un grupo de Lie métrico con estructura de
producto semi-directo G = R2 oA R. En este caso, la base está dada de
manera más espećıfica:

E1(x, y, z) = a11(z)
∂

∂x
+ a21(z)

∂

∂y
,

E2(x, y, z) = a12(z)
∂

∂x
+ a22(z)

∂

∂y
,

E3(x, y, z) =
∂

∂z
,

y aśı se tiene que la matriz de cambio de base está dada por

P = M

({ ∂

∂xi

}
, {Ei}

)

=

 a11(z) a12(z) 0
a21(z) a22(z) 0

0 0 1

 ,

el primer bloque de esta matriz es el automorfismo ψz = ezA, entonces al
aplicar el resultado (2.10) se obtiene que

M∂ =

 (a11)2 + (a21)2 a12a11 + a22a21 0
a12a11 + a22a21 (a12)2 + (a22)2 0

0 0 1

 .

2.4. MÉTRICA CANÓNICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO
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Aśı, se puede escribir al elemento de ĺınea como

ds2 = [(a11(z))2 + (a21(z))2]dx2

+[(a12(z))2 + (a22(z))2]dy2 + dz2

+[a12(z)a11(z) + a22(z)a21(z)](dx⊗ dy + dy ⊗ dx)

= e−2traza(A)z
(

[a2
21(z) + a2

22(z)]dx2 + [a2
11(z) + a2

12(z)]dy2
)

+ dz2

−e−2traza(A)z[a11(z)a21(z) + a12(z)a22(z)](dx⊗ dy + dy ⊗ dx).

2.4. MÉTRICA CANÓNICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO





Caṕıtulo

3
Grupos de Lie métricos

unimodulares de 3 dimen-
siones

En este caṕıtulo se presenta la clasificación de los grupos de Lie métricos
unimodulares de 3 dimensiones. Primero se analizan sus constantes de es-
tructura partiendo de la construcción de un operador lineal que relaciona
el producto cruz entro dos elementos del álgebra con el corchete de Lie del
álgebra entre los mismos elementos. Después, de manera general, se hacen
las construcciones de la conexión, y se determinan los tensores de curvatura
de Riemann y de Ricci. Al final del caṕıtulo se presenta la clasificación de
los grupos en términos de los signos de sus constantes de estructura.

3.1. Preliminares

En el álgebra de Lie g de un grupo de Lie G métrico conexo de dimensión 3
se puede definir el producto cruz de la siguiente manera: dados tres campos
invariantes por la izquierda X,Y, Z ∈ g, la operación producto cruz es tal
que se cumple lo siguiente

〈X × Y, Z〉 = det(X,Y, Z).

31
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Al definir el tensor de permutaciones o tensor de Levi-Civita como

εijk =


1 si (ijk) es permutación par
−1 si (ijk) es permutación impar
0 otro caso

, (3.1)

se puede tomar la expresión tensorial

(X × Y )i =

3∑
j,k=1

εijkxjyk,

xi, yi son las componentes de X y Y respectivamente. Esto permite que el
grupo de Lie G tenga una orientación positiva de tal forma que el conjun-
to {X,Y,X × Y } sea una base orientada de g. Entonces existe un único
endomorfismo L : g→ g tal que

L(X × Y ) = [X,Y ] (3.2)

para todo X,Y ∈ g. En efecto, considérese una base ortonormal de g orien-
tada positivamente, denotada por {e1, e2, e3}, entonces se puede definir el
endomorfismo L : g→ g como sigue

L(e1) := [e2, e3]

L(e2) := [e3, e1]

L(e3) := [e1, e2]

(3.3)

y de esta forma se puede garantizar que se cumple

L(ei × ej) = [ei, ej ]. (3.4)

Por lo tanto, al usar la bilinealidad del producto cruz y del corchete de Lie
se obtiene que

L(X × Y ) = [X,Y ]

para todo X,Y ∈ g. Esto motiva la siguiente proposición.

Proposición 3.1.1 El grupo de Lie G es unimodular si y solo si el opera-
dor L : g→ g, visto como transformación lineal, es autoadjunto1.

1En [4], sección 6.4:

Definición 3.1.1 Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador lineal
en V . T se denomina operador autoadjunto o Hermitiano si T = T ∗. Una matriz A
cuadrada n× n es autoadjunta o Hermitiana si A = A∗.

3.1. PRELIMINARES
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Demostración. Sea G un grupo de Lie donde la base de su álgebra de Lie g
es {e1, e2, e3}. Entonces

L(ei) =
3∑
j=1

αijej ,

evaluando L en cada ei se obtiene

L(e1) =
3∑
j=1

α1jej = [e2, e3] = ade2(e3)

L(e2) =
3∑
j=1

α2jej = [e3, e1] = ade3(e1)

L(e3) =
3∑
j=1

α3jej = [e1, e2] = ade1(e2),

ahora, nótese que

−adei(ej) = −[ei, ej ]

= [ej , ei]

= adej (ei),

entonces se obtiene

−
3∑
j=1

α1jej = −ade2(e3) = ade3(e2)

−
3∑
j=1

α2jej = −ade3(e1) = ade1(e3)

−
3∑
j=1

α3jej = −ade1(e2) = ade2(e1).

Además, se satisface la relación

0 = [ei, ei] = adei(ei).

Reacomodando se obtienen los vectores columna de las matrices adei para
i = 1, 2, 3 en la base {ei};

3.1. PRELIMINARES
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Para ade1 :

ade1(e1) = (0, 0, 0)

ade1(e2) = (α31, α32, α33)

ade1(e3) = −(α21, α22, α23)

luego

ade1 =

 0 α31 −α21

0 α32 −α22

0 α33 −α23

 .

Para ade2 :

ade2(e1) = −(α31, α32, α33)

ade2(e2) = (0, 0, 0)

ade2(e3) = (α11, α12, α13)

luego

ade2 =

 −α31 0 α11

−α32 0 α12

−α33 0 α13

 .

Para ade3 :

ade3(e1) = (α21, α22, α23)

ade3(e2) = −(α11, α12, α13)

ade3(e3) = (0, 0, 0)

luego

ade3 =

 α21 −α11 0
α22 −α12 0
α23 −α13 0

 .

Aśı, se tiene que

traza(ade1) = α32 − α23

traza(ade2) = −α31 + α13

traza(ade3) = α12 − α21.

Por hipótesis G es unimodular y esto se cumple si y solo si traza(adX) = 0
para todo X ∈ g, es decir, G es unimodular si y solo si las componentes

3.1. PRELIMINARES
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fuera de la diagonal en la matriz del operador L cumplen que αij = αji. Por
lo tanto, G es unimodular si y solo si el operador L : g→ g es autoadjunto2.
�

3.2. Constantes de estructura del álgebra de Lie
de un grupo unimodular de 3 dimensiones

La consecuencia más importante de la proposición anterior es que, si el
grupo de Lie es unimodular, existe una base ortonormal {E1, E2, E3} del
álgebra de Lie g formada por vectores propios del operador L : g → g.
Nuevamente, tomando la orientación positiva, se cumple

[E2, E3] = L(E2 × E3) = L(E1) = c1E1

[E3, E1] = L(E3 × E1) = L(E2) = c2E2

[E1, E2] = L(E1 × E2) = L(E3) = c3E3,

es decir, los valores propios {ci}3i=1 son las constantes de estructura del
grupo de Lie métrico unimodular.

Observación:
Las constantes de estructura c1, c2 y c3 son invariantes de la estructura de
grupo de Lie métrico, es decir, a la vez son invariantes de la métrica y de la
estructura de grupo de Lie. Al cambiar la orientación se cambian todos los
signos de las constantes y al cambiar la métrica se cambian las constantes
de estructura.

Considérese a, b, c ∈ R+ entonces se puede definir

Ξ1 = bcE1,

Ξ2 = acE2,

Ξ3 = abE3;

ahora considérese una métrica invariante por la izquierda de G tal
que {Ξ1,Ξ2,Ξ3} sea base ortonormal. De esta forma se puede ver que

2De la definición de operador autoadjunto en [4], se sigue inmediatamente que T es
autoadjunto si y solo si la matriz que representa al operador T, escrita en términos de
una base ortonormal, es autoadjunta.

3.2. CONSTANTES DE ESTRUCTURA DEL ÁLGEBRA DE LIE DE UN GRUPO UNIMODULAR DE 3
DIMENSIONES
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las constantes de estructura cambian:

[Ξ2,Ξ3] = L(Ξ2 × Ξ3)

= a2bcL(E2 × E3)

= a2bcL(E1)

= a2(bc)c1E1

= a2c1Ξ1.

Las nuevas constantes de estructura son:

c̄1 = a2c1,

c̄2 = b2c2,

c̄3 = c2c3.

Estas constantes de estructura cambian con respecto a las anteriores
pero su signo se mantiene, es decir, la estructura de grupo de Lie se
mantiene y se cambia la métrica.

Al cambiar la orientación de la base, se cambia el signo de la permu-
tación de los ı́ndices de dicha base. Se sabe que, con la orientación
positiva (orientación inicial), se cumple la relación

[Ei, Ej ] = εijkckEk

donde εijk es el tensor de Levi-Civita. Al tomar, por ejemplo, la orien-
tación {E2, E1, E3} se obtiene que

[E2, E1] = −c3E3

[E1, E3] = −c2E2

[E3, E2] = −c1E1,

esto es, el signo de las tres constantes de estructura cambió.

3.3. Geometŕıa de los grupos de Lie unimodulares

Ahora se calculará el tensor de curvatura de Ricci. Para esto, primero se
verá cómo está dada la conexión Riemanniana ∇:

Para ∇E1 se tiene lo siguiente:

3.3. GEOMETRÍA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Notése que los términos αijk = 〈[ei, ej ], ek〉 son iguales a cero cuan-
do se repite algún indice, entonces por la fórmula de Koszul (2.3)
∇EiEi = 0 para todo i. En particular

∇E1E1 = 0.

Al desarrollar la expresión (2.3) para ∇E1E2 se obtiene;

2∇E1E2 =

3∑
k=1

(α12k − α2k1 + αk12)Ek

= (α123 − α231 + α312)E3

= (〈[E1, E2], E3〉 − 〈[E2, E3], E1〉+ 〈[E3, E1], E2〉)E3

= (c3 − c1 + c2)E3.

Ahora para ∇E1E3;

2∇E1E3 =
3∑

k=1

(α13k − α3k1 + αk13)Ek

= (α132 − α321 + α213)E3

= (〈[E1, E3], E2〉 − 〈[E3, E2], E1〉+ 〈[E2, E1], E3〉)E2

= −(c3 − c1 + c2)E2.

De manera similar se obtienen las combinaciones restantes. Por lo que las
componentes de la derivada covariante ∇EiEj quedan expresadas de la
siguiente forma:

∇E1E2 =
1

2
(−c1 + c2 + c3)E3,

∇E2E3 =
1

2
(c1 − c2 + c3)E1,

∇E3E1 =
1

2
(c1 + c2 − c3)E2,

∇E1E3 = −1

2
(−c1 + c2 + c3)E2,

∇E2E1 = −1

2
(c1 − c2 + c3)E3,

∇E3E1 = −1

2
(c1 + c2 − c3)E1,

∇EiEi = 0 para todo ı́ndice i.

3.3. GEOMETRÍA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Aśı, se definen las nuevas constantes

µ1 =
1

2
(−c1 + c2 + c3), (3.5)

µ2 =
1

2
(c1 − c2 + c3), (3.6)

µ3 =
1

2
(c1 + c2 − c3). (3.7)

Entonces las componentes de la derivada covariante son:

∇E1E2 = µ1E3

∇E2E3 = µ2E1

∇E3E1 = µ3E2

∇E1E3 = −µ1E2

∇E2E1 = −µ2E3

∇E3E1 = −µ3E1

∇EiEi = 0 para todo ı́ndice i.

Con respecto a la curvatura de Ricci en la dirección de E1, por definición
está dada por

Ric(E1) =
3∑
i=1

〈R(E1, Ei)E1, Ei〉.

El primer término de la suma está dado por

R1111 = R(E1, E1, E1, E1)

= 〈R(E1, E1)E1, E1〉
= 〈∇E1∇E1E1 −∇E1∇E1E1 +∇[E1,E1]E1, E1〉
= 0.

El segundo término de la suma queda expresado como

R1212 = R(E1, E2, E1, E2)

= 〈R(E1, E2)E1, E2〉
= 〈∇E2∇E1E1 −∇E1∇E2E1 +∇[E1,E2]E1, E2〉
= 〈−∇E1∇E2E1 +∇[E1,E2]E1, E2〉
= 〈−µ2∇E1E3 + c3∇E3E1, E2〉
= 〈−µ2µ1E2 + c3µ3E2, E2〉
= −µ2µ1 + c3µ3.

3.3. GEOMETRÍA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Por último, el tercer término de la suma es

R1313 = R(E1, E3, E1, E3)

= 〈R(E1, E3)E1, E3〉
= 〈∇E3∇E1E1 −∇E1∇E3E1 +∇[E1,E3]E1, E3〉
= 〈−∇E1∇E3E1 +∇[E1,E3]E1, E3〉
= 〈−µ3∇E1E2 − c2∇E2E1, E3〉
= 〈−µ3µ1E3 + c2µ2E3, E3〉
= −µ3µ1 + c2µ2.

Luego, se obtiene que

Ric(E1) =

3∑
i=1

〈R(E1, Ei)E1, Ei〉

= 〈R(E1, E1)E1, E1〉+ 〈R(E1, E2)E1, E2〉+ 〈R(E1, E3)E1, E3〉
= 0− µ2µ1 + c3µ3 − µ3µ1 + c2µ2

= −µ1(µ2 + µ3) + c2µ2 + c3µ3

= −1

2
c1µ1 + c2µ2 + c3µ3

=
1

2
(c2

1 − c2
2 − c2

3 + 2c2c3),

por otro lado

2µ2µ3 =
1

2
(c2

1 − c2
2 − c2

3 + 2c2c3),

por lo tanto

Ric(E1) = 2µ2µ3. (3.8)

De forma análoga se encuentra que

Ric(E2) = 2µ1µ3 (3.9)

Ric(E3) = 2µ1µ2. (3.10)

3.4. Clasificación

La clasificación de las estructuras de grupo de los grupos de Lie métricos
unimodulares de tres dimensiones se basa en los signos de las constantes de

3.4. CLASIFICACIÓN
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Signos de c1, c2, c3 Grupo de Lie unimodular

+ + + SU(2,C)

+ + - SL(2,R)

+ + 0 Ẽ(2)

+ - 0 Sol3
+ 0 0 Nil3
0 0 0 R3

Cuadro 3.1: Signos de las constantes de estructura.

estructura, los seis posibles casos se muestran en el Cuadro 3.1 y representan
a seis posibles álgebras de Lie diferentes. Para comprobar esta afirmación
se observará que la signatura de la forma de Killing es diferente.

Definición 3.4.1 A la función B : g× g→ R dada por

B(X,Y ) = traza(adX ◦ adY ) (3.11)

se le conoce como la forma de Killing del álgebra de Lie g. B satisface las
siguientes propiedades:

Es una forma simétrica y bilineal en g.

Es Ad-invariante, es decir, si G es un grupo de Lie con álgebra de
Lie g entonces

B(Adg(X),Adg(Y )) = B(X,Y )

para todo g ∈ G y para todo X,Y ∈ g.

Dado un Z ∈ g se cumple que adZ es anti-simétrica con respecto a la
forma de Killing, esto es

B(adZ(X), Y ) = −B(X, adZ(Y ))

para todo X,Y ∈ g. También se puede escribir como B([X,Z], Y ) =
B(X, [Z, Y ]) para todo X,Y ∈ g.

Las componentes de la forma de Killing están dadas por la relación

Bij = B(Ei, Ej) = traza(adEi ◦ adEj ) (3.12)

3.4. CLASIFICACIÓN
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donde {Ei} es una base invariante por la izquierda del álgebra de Lie g. El
término dentro de la traza se desarrolla de la siguiente forma:

Sea n un ı́ndice tal que [Ej , Ek] = εjkncnjkEn. Entonces como el álgebra
de Lie unimodular es de dimensión tres se puede decir que n 6= j, k y su
elección depende de los valores de j y de k. Entonces se puede escribir

adEi ◦ adEj (Ek) = [Ei, [Ej , Ek]]

= [Ei, ε
jkncnjkEn]

= εjkncnjk[Ei, En].

Después, considérese el ı́ndice m tal que [Ei, En] = εinmcminEm, de igual
forma se puede decir que m 6= i, n y la elección d m depende de los valores
de i y de n. Finalmente se obtiene la expresión:

adEi ◦ adEj (Ek) = εinmεjkncminc
n
jkEm (3.13)

donde cnjk es la constante de estructura n-esima obtenida mediante el con-
mutador de Ej con Ek.

Para obtener las componentes Bij de la forma de Killing primero se calcu-
larán las matrices adEi ◦adEj para todo par de indices i, j = 1, 2, 3 mediante
la ecuación (3.13) y la definición del tensor de Levi-Civita (3.1).

Cuando i = 1, j = 2 tenemos

adE1 ◦ adE2(E1) = c3c2E2

adE1 ◦ adE2(E2) = (0, 0, 0)

adE1 ◦ adE2(E3) = (0, 0, 0).

Cuando i = 1, j = 3 tenemos

adE1 ◦ adE3(E1) = (0, 0, 0)

adE1 ◦ adE3(E2) = c2c3E3

adE1 ◦ adE3(E3) = (0, 0, 0).

Cuando i = 2, j = 3 tenemos

adE2 ◦ adE3(E1) = (0, 0, 0)

adE2 ◦ adE3(E2) = c1c3E3

adE2 ◦ adE3(E3) = (0, 0, 0).

3.4. CLASIFICACIÓN
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Cuando i, j = 1 tenemos

adE1 ◦ adE1(E1) = (0, 0, 0)

adE1 ◦ adE1(E2) = −c3c2E2

adE1 ◦ adE1(E3) = −c3c2E3.

Cuando i, j = 2 tenemos

adE2 ◦ adE2(E1) = −c1c3E1

adE2 ◦ adE2(E2) = (0, 0, 0)

adE2 ◦ adE2(E3) = −c1c3E3.

Cuando i, j = 3 tenemos

adE3 ◦ adE3(E1) = −c2c1E1

adE3 ◦ adE3(E2) = −c2c1E2

adE3 ◦ adE3(E3) = (0, 0, 0).

Obteniendo la traza de cada matriz resultante y usando la simetŕıa de la
forma de Killing obtenemos que las componentes están dadas por

(B)ij =

 −c2c3 0 0
0 −c1c3 0
0 0 −c1c2

 . (3.14)

Definición 3.4.2 Llamaremos signatura de una forma cuadrática Υ, de-
notada por sig(Υ), a la pareja ordenada (σ, ρ) donde σ es el número de
elementos positivos y ρ es el número de elementos negativos de la matriz
diagonal que representa a Υ en una base ortogonal.

La signatura de la forma de Killing solo depende de la estructura de grupo
de Lie. Por lo tanto, la expresión de la forma de Killing (3.14) muestra que
los seis posibles casos del Cuadro 3.1 corresponden a álgebras de Lie que
no son isomorfas.

A continuación se estudian los grupos SU(2,C), SL(2,R), Ẽ(2), Sol3, Nil3
y R3 con el fin de mostrar que cada uno de estos grupos corresponde a cada
uno de los seis casos del Cuadro 3.1. En la última parte de 3.4.4 Sol3, se
hace el cálculo de las matrices adẼi y de sus trazas para comprobar que el
grupo es unimodular.
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3.4.1. SU(2,C)

El grupo especial unitario con entradas complejas es el conjunto de matrices

SU(2,C) = {A ∈ GL2(C) | AAt = I, det(A) = 1}.

Dicho grupo es isomorfo a la esfera de dimensión tres S3 con la estructura
dada por los cuaterniones unitarios

{q = t+ xi+ yj + zk ∈ H | ||q|| = 1},

esto mediante el mapeo ξ : S3 ⊂ H→ SU(2,C) dado por

ξ(q) = ξ(q1 + q2j)

=

(
q1 q2

−q̄2 q̄1

)
,

donde q1, q2 ∈ C. Escrito en coordenadas toma la forma

ξ(q) =

(
t+ xi y + zi
−y + zi t− xi

)
.

La base del álgebra de Lie de SU(2,C), denotada por su(2,C), está dada
por las matrices de Pauli:

σ1 =

(
i 0
0 −i

)
, σ2 =

(
0 1
−1 0

)
, σ3 =

(
0 i
i 0

)
.

Y las relaciones del conmutador, dadas por la multiplicación de matrices,
son:

[σ2, σ3] = 2σ1, [σ3, σ1] = 2σ2 [σ1, σ2] = 2σ3.

es decir, c1 = c2 = c3 = 2 > 0. De esta manera, la forma de Killing de
su(2,C) es

(Bsu(2,C))ij =

 −4 0 0
0 −4 0
0 0 −4


y su signatura es

sig
(
Bsu(2,C)

)
= (0, 3).
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3.4.2. SL(2,R)

El grupo especial lineal con entradas reales es el conjunto de matrices

SL(2,R) = {A ∈ GL2(R) | det(A) = 1}.

Contiene tres familias de subgrupos uniparamétricos disjuntos que se clasi-
fican en términos del discriminante del polinomio caracteŕıstico. Para una
matriz A ∈ SL(2,R) su polinomio caracteŕıstico es

λ2 − traza(A)λ+ det(A)

y como det(A) = 1 entonces los valores propios de la matriz A están dados
por

λ1,2 =
1

2

(
traza(A)±

√
traza2(A)− 4

)
.

Dependiendo de cuál sea el valor de traza(A) se tendrán pares diferentes
de valores propios, a cada par le corresponderá una familia de subgrupos.
En efecto, las tres familias de subgrupos están representadas por los casos
|traza(A)| < 2, |traza(A)| > 2 o |traza(A)| = 2.

Subgrupos eĺıpticos: Corresponden a las matrices A ∈ SL(2,R) con
|traza(A)| < 2, es decir, tienen valores propios complejos. En este
caso A tiene la forma

A = P−1RθP

para alguna P ∈ GL(2,R) y para algún θ ∈ [0, 2π). La familia

(P−1RθP )θ∈[0,2π)

es un subgrupo uniparamétrico eĺıptico.

Subgrupos parabólicos: Considérese una matriz A ∈ SL(2,R) tal que
|traza(A)| = 2, aśı sus valores propios son λ = ±1.

• Si A es diagonalizable, entonces A = ±I.

• Si A no es diagonalizable, entonces

A = ±P−1

(
1 t
0 1

)
P

con P ∈ GL(2,R) y t ∈ R. Esto define un subgrupo unipa-
ramétrico parabólico.
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CAPÍTULO 3. GRUPOS DE LIE MÉTRICOS UNIMODULARES DE 3 DIMENSIONES 45

Subgrupos hiperbólicos: Estos subgrupos corresponden a las matrices
A ∈ SL(2,R) con |traza(A)| > 2. Sus valores propios son reales e
inversos uno del otro. En este caso A tiene la forma

A = P−1

(
λ 0
0 λ−1

)
P

para algún λ 6= 0 y P ∈ GL(2,R). Esto define un subgrupo unipa-
ramétrico hiperbólico.

Para cada familia de subgrupos del grupo SL(2,R) se definen los subgrupos
uniparamétricos como sigue:

φE : R→ SL(2,R) dado por φE(t) =

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
.

φP : R→ SL(2,R) dado por φP (t) =

(
1 et

0 1

)
.

φH : R→ SL(2,R) dado por φH(t) =

(
et 0
0 e−t

)
.

Luego, tomando derivadas y evaluando en t = 0 se obtiene

φ′E(0) =

(
0 −1
1 0

)
φ′P (0) =

(
0 1
0 0

)
φ′H(0) =

(
1 0
0 −1

)
.

De los cuales, sin pérdida de generalidad se escoge E1 = φ′H(0) y E3 =
φ′E(0). Ahora, considerando el producto interior usual de las matrices, se
tiene que 〈φ′E(0), φ′P (0)〉 6= 0, es decir, no son ortogonales. Entonces sea
E2 ∈ sl(2,R)∩W⊥, donde W ⊂ g es el conjunto generado por los elementos
E1 y E3. Aśı, se obtiene que

E1 =

(
1 0
0 −1

)
E2 =

(
0 1
1 0

)
E3 =

(
0 −1
1 0

)
.
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El corchete de Lie está dado por

[E2, E3] = 2E1

[E3, E1] = 2E2

[E1, E2] = −2E3

es decir, las constantes de estructura son c1 = c2 = 2 y c3 = −2. Después,
usando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se obtiene que µ1 = µ2 = −1 y
µ3 = 3 y, usando las formulas de las curvaturas de Ricci (3.8), (3.9) y (3.10)
se obtiene que Ric(E1) = Ric(E2) = −6 y Ric(E3) = 2.

Las componentes de la forma de Killing son

(Bsl(2,R))ij =

 4 0 0
0 4 0
0 0 −4

 ,

por lo tanto, la signatura de la forma de Killing está dada por

sig(Bsl(2,R)) = (2, 1).

3.4.3. Ẽ(2)

El cubriente universal del grupo de transformaciones ŕıgidas que preservan
la orientación del plano euclidiano es un grupo isomorfo al producto semi-

directo R2 oE R donde E =

(
0 −1
1 0

)
. Sea ψ : R → Aut(R2) dada por

ψ(z) = ψz = ezE : R2 → R2. Se sabe que

ψz = ezE =

(
cos(z) − sin(z)
sin(z) cos(z)

)
,

aśı, dos elementos (x, y, z), (α, β, γ) ∈ Ẽ(2) = R2oER operan de la siguiente
manera:

(x, y, z)(α, β, γ) = (x+ α cos(z)− β sin(z), y + α sin(z) + β cos(z), z + γ).
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Con esto se puede generar la base del álgebra de Lie de Ẽ(2) = R2 oE R,
la cual se denotará por e(2):

E1(x, y, z) = cos(z)
∂

∂x
+ sin(z)

∂

∂y

E2(x, y, z) = − sin(z)
∂

∂x
+ cos(z)

∂

∂y

E3(x, y, z) =
∂

∂z

y entonces el corchete de Lie entre los elementos de la base queda expresado
como

[E2, E3] = E1

[E3, E1] = E2

[E1, E2] = 0,

y por lo tanto las constantes de estructura son c1 = c2 = 1 y c3 = 0. En-
tonces por (3.5), (3.6) y (3.7) µ1 = µ2 = 0 y µ3 = 1, luego por (3.8), (3.9)
y (3.10) Ric(E1) = Ric(E2) = Ric(E3) = 0.

Para describir la familia de métricas sobre este grupos se define ahora
{Ẽi}3i=1 donde Ẽi = εiEi con ε1, ε2 ∈ R fijos y ε3 = 1 entonces

[Ẽ2, Ẽ3] =
ε2

ε1
Ẽ1

[Ẽ3, Ẽ1] =
ε1

ε2
Ẽ2

[Ẽ1, Ẽ2] = 0

de donde las nuevas constantes de estructura son c1 = ε2
ε1

, c2 = ε1
ε2

y c3 = 0,

además se cumple que c2 = 1
c1
. Aśı, Ẽ(2) es isométrico e isomorfo al grupo

de Lie R2 oE(c1) R con E(c1) =

(
0 −c1
1
c1

0

)
.

La familia de métricas del grupo Ẽ(2) está parametrizada por la constante
c1 de la matriz E(c1).

Con respecto a la signatura, las componentes de la forma de Killing son

(Be(2))ij =

 0 0 0
0 0 0
0 0 −1

 ,
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entonces, la signatura de la forma de Killing es

sig(Be(2)) = (0, 1).

3.4.4. Sol3

El grupo Sol3 se puede ver como el conjunto de matrices

Sol3 =

{ ez 0 x
0 e−z y
0 0 1

 | x, y, z ∈ R

}
⊂ SL(3,R)

dotado con la operación del producto usual de matrices, el cual es un
subgrupo del grupo especial lineal real. Además, es un grupo isomorfo

al producto semi-directo R2 oS R donde S =

(
−1 0
0 1

)
. Aśı, se define

ψ : R→ Aut(R2) como

ψ(z) = ezS =

(
e−z 0
0 ez

)
: R2 → R2.

Dados dos elementos (x, y, z), (α, β, γ) ∈ Sol3 = R2 oS R, la operación del
producto semi-directo es

(x, y, z)(α, β, γ) = (x+ e−zα, y + ezβ, z + γ).

Sea sol3 el álgebra de Lie del grupo Sol3, entonces, por lo anterior, una
base ortonormal está dada por

E1(x, y, z) = e−z
∂

∂x

E2(x, y, z) = ez
∂

∂y

E3(x, y, z) =
∂

∂z
,

y el corchete de Lie queda expresado como

[E3, E2] = E2

[E3, E1] = −E1

[E1, E2] = 0,
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por lo que las constantes de estructura son c1 = 1, c2 = −1 y c3 = 0. Enton-
ces µ1 = 1, µ2 = 1 y µ3 = 0. Luego Ric(E1) = Ric(E2) = 0 y Ric(E3) = −2.

Ahora, la matriz de cambio de base entre { ∂
∂xi
} y {Ei} es

P =

 e−z 0 0
0 ez 0
0 0 1

 ,

entonces la matriz de la métrica es

M∂(〈, 〉) =

 e2z 0 0
0 e−2z 0
0 0 1

 .

Por lo tanto, el elemento de linea queda expresado como

ds2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2.

De igual forma que en el grupo Ẽ(2), para describir la familia de métricas
se tomará la nueva base del álgebra de Lie:

Ẽ1 = ε1(E1 + E2)

Ẽ2 = ε2(E1 − E2)

Ẽ3 = E3

donde ε1, ε2 son constantes positivas. Entonces el corchete de Lie entre los
vectores de esta nueva base es:

[Ẽ2, Ẽ3] =
ε2

ε1
Ẽ1

[Ẽ3, Ẽ1] = −ε1

ε2
Ẽ2

[Ẽ1, Ẽ2] = 0.

De esta forma, las nuevas constantes de estructura son c1 = ε2
ε1

, c2 = − ε1
ε2

=
−1
c1

y c3 = 0. Ahora, reetiquetando Ẽi por Ei se obtiene que la matriz del
producto semi-directo está dada por

A(c1) =

(
0 c1
−1
c1

0

)
.
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Aśı, la familia de métricas en el grupo Sol3 es descrita por la constante c1.

Por último, las componentes de la forma de Killing están dadas por

(Bsol3)ij =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

aśı, la signatura es

sig(Bsol3) = (1, 0).

Para comprobar que Sol3 es unimodular considérese la base {Ẽi} del álgebra
de Lie sol3 dada por

Ẽ1 = ε1(E1 + E2)

Ẽ2 = ε2(E1 − E2)

Ẽ3 = E3,

donde {Ei} es la base canónica. Dadas las definiciones (3.3) se puede escribir

L(Ẽi) =
3∑
j=1

αijẼj .

Siguiendo la demostración de la Proposición 3.1.1 se obtienen las matrices:

adẼ1
=

 0 α31 −α21

0 α32 −α22

0 α33 −α23



adẼ2
=

 −α31 0 α11

−α32 0 α12

−α33 0 α13



adẼ3
=

 α21 −α11 0
α22 −α12 0
α23 −α13 0

 .

donde αij = 0 cuando i 6= j, α11 = ε2
ε1

, α22 = −ε1
ε2

y α33 = 0. Por lo que las
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matrices son

adẼ1
=

 0 0 0
0 0 −α22

0 α33 0



adẼ2
=

 0 0 α11

0 0
−α33 0 0



adẼ3
=

 0 −α11 0
α22 0 0
0 0 0


las cuales satisfacen la condición traza(adẼi) = 0.

3.4.5. Nil3

El grupo Nilpotente, o grupo de Heisenberg, está dado por el conjunto de
matrices

Nil3 =

{ 1 x z
0 1 y
0 0 1

 ∈ GL3(R) | x, y, z ∈ R

}
.

Dicho grupo, dotado con la multiplicación de matrices, es isomorfo al pro-

ducto semi-directo R2 oN R donde N =

(
0 1
0 0

)
, y se define ψ : R →

Aut(R2) como ψ(z) = ezN =

(
1 z
0 1

)
: R2 → R2. La operación del

producto semi-directo R2 oN R = Nil3 es

(x, y, z)(α, β, γ) = (x+ α+ zβ, y + β, z + γ),

o en términos de matrices queda expresada como 1 x z
0 1 y
0 0 1

 1 α γ
0 1 β
0 0 1

 =

 1 x+ α+ zβ z + γ
0 1 y + β
0 0 1


para todo (x, y, z), (α, β, γ) ∈ R2 oN R = Nil3.
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Ahora, sea nil3 el álgebra de Lie del grupo Nil3, entonces una base queda
dada por

E1(x, y, z) =
∂

∂x

E2(x, y, z) = z
∂

∂x
+

∂

∂y

E3(x, y, z) =
∂

∂z

y el corchete de Lie entre estos elementos queda expresado por

[E2, E3] = −E1

[E3, E1] = 0

[E1, E2] = 0;

entonces c1 = −1 y c2 = c3 = 0. Después, µ1 = 1
2 y µ2 = µ3 = −1

2 . Aśı, la
curvatura de Ricci es Ric(E1) = 1

2 y Ric(E2) = Ric(E3) = −1
2 .

La matriz de cambio de base entre la base {Ei} y la base dada por la carta
es

P =

 1 z 0
0 1 0
0 0 1

 ,

entonces, la métrica es

M∂(〈, 〉) =

 1 −z 0
−z 1 + z2 0
0 0 1


y por lo tanto, el elemento de linea es

ds2 = (dx− zdy)2 + dy2 + dz2.

Para este caso, las componentes de la forma de Killing son idénticamente
cero, esto es

(Bnil3)ij = 0̄,

la matriz con todas las entradas cero, entonces, la signatura es

sig(Bnil3) = (0, 0).
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3.4.6. R3

El espacio real de tres dimensiones R3 es el conjunto de ternas tales que
cada entrada es un número real. R3 tiene estructura de grupo con la ope-
ración suma de vectores. Este grupo es isomorfo al producto semi-directo
R2 o0̄2×2

R donde 0̄2×2 ∈ M2(R) es la matriz con entradas iguales a cero.

Con esta estructura de producto semi-directo, se tiene que ψ : R→ Aut(R2)
está definida como ψz = ez0̄2×2 = I2×2. La operación del producto semi-
directo coincide con la operación usual de R3.

La base del álgebra de Lie de R3 coincide con la base usual salvo un término
que multiplica a los vectores

E1(x, y, z) =
∂

∂x

E2(x, y, z) =
∂

∂y

E3(x, y, z) =
∂

∂z
.

Luego, los corchetes satisfacen la relación [Ei, Ej ] = 0 para todo i, j =
1, 2, 3, aśı, las constantes de estructura son c1 = c2 = c3 = 0. Luego µi = 0
y Ric(Ei) = 0 para toda i = 1, 2, 3. Por lo tanto, el álgebra de Lie del grupo
R3 es conmutativa.

De igual forma, las componentes de la forma de Killing son iguales a cero

(Br3)ij = 0̄,

es decir, la signatura es

sig(Br3) = (0, 0).

3.5. Conclusiones

En la sección 3.2 de este trabajo se establece que, cuando el valor de la
constante de estructura cambia, se cambia la métrica en el grupo de Lie.
Los posibles grupos de Lie unimodulares y los signos de sus constantes de
estructura están descritos en el Cuadro 3.1.

3.5. CONCLUSIONES
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Figura 3.1: Representación de los grupos de Lie métricos unimodulares de
tres dimensiones.

La Figura 3.5 Es la representación pictórica del espacio Moduli de los grupos
de Lie métricos unimodulares. Los conjuntos que le corresponden a cada
grupo son:

• SU(2,C): {(c1, c2, c3)|ci > 0 para i = 1, 2, 3}.

• SL(2,R): {(c1, c2, c3)|c1, c2 > 0 y c3 < 0}.

• Ẽ(2)(2): {(c1, c2, c3)|c1, c2 > 0 y c3 = 0}.

• Sol3: {(c1, c2, c3)|c1 > 0, c2 < 0 y c3 = 0}.

• Nil3: {(c1, c2, c3)|c1 > 0 y c2 = c3 = 0}.

• R3: El origen, (c1, c2, c3) = (0, 0, 0).
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Caṕıtulo

4
Grupos de Lie métricos

no unimodulares de 3 di-
mensiones

En el presente caṕıtulo se exponen resultados importantes acerca de los
grupos de Lie no unimodulares de tres dimensiones. El teorema 4.1.1 esta-
blece que estos grupos de Lie tienen la estructura de producto semi-directo.
El teorema 4.2.1 muestra la relación del determinante de la matriz del pro-
ducto semi-directo y la curvatura del grupo. Como conclusión, el teorema
4.3.1 clasifica los grupos de Lie no unimodualares en términos de cómo es
su matriz de producto semi-directo, si es múltiplo de la matriz identidad
o si es diferente. Finalmente, el teorema de Milnor 4.3.2 establece condi-
ciones necesarias y suficientes para que los grupos de Lie no unimodulares
admitan una métrica invariante por la izquierda con signaturas espećıficas
en la forma cuadrática de Ricci y se establece bajo qué condiciones existen
métricas invariantes de curvatura constante. En particular, se concluye que
existen grupos de Lie métricos no isomorfos que son isométricos.
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4.1. Caracterización de los grupos de Lie métricos
no unimodulares

Definición 4.1.1 Sea m un álgebra de Lie y n ⊂ m un subespacio vectorial
de m.

• n es una subálgebra de Lie de m si [X,Y ] ∈ n para todo par X,Y ∈ n

• Se dice que n es un ideal de m si se cumple que [X,Y ] ∈ n para todo
Y ∈ n y X ∈ m.

Proposición 4.1.1 La aplicación lineal ϕ : g→ R dada por

ϕ(X) = traza(adX) (4.1)

es un homomorfismo entre álgebras de Lie. Y al conjunto

ker(ϕ) = {X ∈ g | ϕ(X) = traza(adX) = 0}

se le conoce como el kernel unimodular, se denota por u = ker(ϕ). Más
aún, u es un ideal de g

Demostración. Primero, como G es no unimodular, entonces, por el Coro-
lario 1.5.1, existe un campo vectorial invariante por la izquierda X ∈ g tal
que no satisface la ecuación (1.17), es decir, traza(adX) 6= 0, entonces la
aplicación ϕ 6= 0. Ahora, debido a que ad es una representación, para todo
par de campos invariantes por la izquierda X,Y ∈ g se satisface la relación

ad[X,Y ] = adX ◦ adY − adY ◦ adX , (4.2)

entonces

traza(ad[X,Y ]) = traza(adX ◦ adY )− traza(adY ◦ adX) = 0.

De esta forma se tiene que ϕ es un homomorfismo de álgebras de Lie. Más
aún, la relación anterior implica que [X,Y ] ∈ u para todo X,Y ∈ g. Y en
particular u es un ideal de g. �
Observación:
El kernel unimodular u ⊂ g de un grupo de Lie métrico no unimodular
de dimensión 3 es de dimensión 2: Al ser ϕ : g → R un homomorfismo
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entre álgebras de Lie se tiene que su imagen es Im(ϕ) = R, entonces por el
teorema de la dimensión de espacios vectoriales1 se tiene:

dim(g) = dim(Im(ϕ)) + dim(ker(ϕ))

por lo que dim(ker(ϕ)) = dim(u) = 2.

El siguiente teorema presenta la estructura que todo grupo no unimodular
posee.

Teorema 4.1.1 (Caracterización) Todo grupo de Lie métrico, simple-
mente conexo, 3-dimensional, no unimodular es isomorfo e isométrico a
un producto semi-directro R2 oA R con su métrica canónica. Donde A =(
α β
γ δ

)
determina la relación de los corchetes de Lie

[E3, E1] = αE1 + γE2

[E3, E2] = βE1 + δE2
(4.3)

con traza(A) = α+ δ 6= 0.

Demostración. Considérese un grupo de Lie métrico G con álgebra de Lie g
generada por una base ortonormal de campos vectoriales {Ei(x, y, z)}3i=1.
Como el kernel unimodular es de dimensión 2, se puede suponer, sin pérdi-
da de generalidad, que E1, E2 ∈ u y E3 ∈ u⊥.

Con respecto al corchete de Lie, se sabe que [X,Y ] ∈ u para todo X,Y ∈ g,
en particular, se tiene que [E1, E2], [E2, E3], [E3, E1] ∈ u, y entonces se
cumple que

[E1, E2], [E2, E3], [E3, E1] ⊥ E3.

1Teorema (Dimensión de espacios vectoriales) Sean dos espacios vectoriales V
y W , considérese una transformación lineal T : V → W . Si V es dimensionalmente
finito, entones

dim(Im(T )) + dim(ker(T )) = dim(V ).
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Por otro lado, como E1, E2 ∈ u se cumple que

0 = traza(adE1)

=
3∑
i=1

〈adE1(Ei), Ei〉

=

3∑
i=1

〈[E1, Ei], Ei〉

= 〈[E1, E1], E1〉+ 〈[E1, E2], E2〉+ 〈[E1, E3], E3〉
= 〈[E1, E2], E2〉,

de igual forma

0 = traza(adE2)

=
3∑
i=1

〈adE2(Ei), Ei〉

=
3∑
i=1

〈[E2, Ei], Ei〉

= 〈[E2, E1], E1〉+ 〈[E2, E2], E2〉+ 〈[E2, E3], E3〉
= 〈[E2, E1], E1〉.

En resumen, se tiene que

〈[E1, E2], E1〉 = 〈[E1, E2], E2〉 = 〈[E1, E2], E3〉 = 0

por lo tanto
[E1, E2] = 0,

es decir, la subalgebra de Lie u ⊂ g es conmutativa. Por los teoremas fun-
damentales de Lie2 el ideal conmutativo u ⊂ g es isomorfo al álgebra del
grupo R2 y además le corresponde un único subgrupo de Lie abeliano y
conexo H ⊂ G el cual es isomorfo al grupo R2. De igual forma se tiene que
el subgrupo F ⊂ G asociado a la subalgebra de Lie u⊥ es isomorfo a R.

Finalmente, como [E3, E1], [E3, E2] ∈ u y son no nulos, se pueden escribir
en términos de E1 y E2:

[E3, E1] = αE1 + γE2

[E3, E2] = βE1 + δE2

2 Teoremas 1.4.0.1, 1.4.0.2 y 1.4.0.3
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donde α, β, γ, δ ∈ R. Notese que

0 6= traza(adE3)

=

3∑
i=1

〈adE3(Ei), Ei〉

=

3∑
i=1

〈[E3, Ei], Ei〉

= 〈[E3, E1], E1〉+ 〈[E3, E2], E2〉+ 〈[E3, E3], E3〉
= 〈αE1 + γE2, E1〉+ 〈βE1 + δE2, E2〉
= α+ δ.

De esta forma, la matriz

A =

(
α β
γ δ

)
,

con traza(A) = α+δ 6= 0, determina el grupo de Lie métrico no unimodular,
es decir,

G = R2 oA R.

�

Ahora, al ser el grupo G no unimodular, los corchetes de Lie entre los
elementos de la base del álgebra de Lie tienen conmutadores más generales
que en el caso unimodular. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 4.1.2 Las constantes de estructura de un grupo de Lie G de
dimensión n están dadas por la fórmula

[Ei, Ej ] =

n∑
k=1

ckijEk (4.4)

para cualesquiera 1 ≤ i, j ≤ n. En el caso de los grupos de Lie no unimo-
dulares de tres dimensiones se tiene la ecuación

[Ei, Ej ] =

2∑
k=1

ckijEk (4.5)

donde c1
31 = α, c2

31 = γ, c1
32 = β, c2

32 = δ y ckij = 0 en otro caso.
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La siguiente definición3 y la siguiente proposición4 son herramientas para el
análisis de la geometŕıa Riemanniana de los grupos de Lie no unimodulares.

Definición 4.1.3 Se define el operador lineal L : u→ u por

L(X) = adE3(X) = [E3, X] (4.6)

y su parte autoadjunta S por

S(X) =
1

2
(L+ L∗)(X) (4.7)

donde L∗ es la transformación adjunta de L.

Proposición 4.1.2 Sea G un grupo de Lie métrico, donde su álgebra de
Lie g es tal que contiene un ideal u de dimensión 2 que es asociado a
un subgrupo normal U ⊂ G. Considérese en U la métrica inducida de
G y sea b ∈ u⊥ tal que L(u) = [b, u] para cada u ∈ g. Si ∇ denota la
conexión Riemanniana de G y ∇ denota la conexión Riemanniana de U
con la métrica inducida, entonces:

El operador ∇b satisface las igualdades

∇bb = 0 (4.8)

∇bu =
1

2
(L− L∗)(u) (4.9)

para cada u ∈ u.

De igual forma, el operador ∇u satisface las igualdades

∇ub = −S(u) (4.10)

∇uv = ∇uv + 〈S(u), v〉b (4.11)

para cada u, v ∈ u.

3En [10], pagina 311
4La demostración de esta proposición se hace con un cálculo directo. El resumen de

dicha demostración está en [10] pagina 312.
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4.2. Clasificación de los grupos de Lie métricos no
unimodulares

Antes de avanzar en la clasificación de estos grupos, primero se estable-
cen los invariantes que esta categoŕıa satisface. El siguiente lema muestra
que la traza y el determinante de la matriz del producto semi-directo son
invariantes bajo isomorfismos de álgebras de Lie.

Lemma 4.2.1 La traza y el determinante de la matriz asociada al pro-
ducto semi-directo de un grupo de Lie no unimodular son invariantes bajo
isomorfismos de álgebras de Lie.

Demostración. Sean dos grupos de Lie no unimodulares G = R2 oA R y
H = R2 oB R con álgebras de Lie g y h. Considérese un isomorfismo de
álgebras de Lie f : g→ h; dicho isomorfismo satisface la siguiente condición
entre corchetes:

[f(X), f(Y )]h = f([X,Y ]g) (4.12)

para todo X,Y ∈ g.
Debido a la estructura de producto semi-directo del grupo de Lie G, se
puede calcular el corchete de Lie entre f(E3) y f(E1) en el álgebra de Lie
de H mediante las ecuaciones (4.3)

[f(E3), f(E1)]h = f([E3, E1]g)

= f(αE1 + γE2)

= αf(E1) + γf(E2).

Realizando el mismo procedimiento se tiene que el corchete de Lie entre
f(E3) y f(E2) tiene la expresión:

[f(E3), f(E2)]h = βf(E1) + δf(E2),

entonces las matrices de los grupos G = R2 oA R y H = R2 oB R que
representan al producto semi-directo, son las mismas, es decir A = B. Por
lo tanto det(A) = det(B) y traza(A) = traza(B). �

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para determinar a los
grupos de Lie no unimodulares.

Teorema 4.2.1 La traza y el determinante de la matriz A del producto
semi-directo, son suficientes para determinar el álgebra de Lie y al grupo
no unimodular.
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CAPÍTULO 4. GRUPOS DE LIE MÉTRICOS NO UNIMODULARES DE 3 DIMENSIONES 62

Demostración. Considérese el operador lineal L : u → u dado por L(X) =
[E3, X]. Considérese el caso no trivial A 6= αI. Entonces si e1 ∈ u está dado
por e1 = aE1 + bE2 con a, b ∈ R, existe e2 ∈ u tal que el conjunto {e1, e2}
es linealmente independiente. En efecto, sea e2 = L(e1), entonces

e2 = L(e1)

= [E3, e1]

= [E3, aE1 + bE2]

= (aα+ bβ)E1 + (aγ + bδ)E2;

como β, γ 6= 0 y α, δ 6= 1 se da la independencia lineal entre e1 y e2 = L(e1)
y por lo tanto {e1, e2} es una base de u.
En cuanto al operador lineal L, su matriz en la base {ei} está dada de la
siguiente forma:

Para la primera columna, se tiene que

L(e1) = 0e1 + e2.

Para la segunda columna, se desarrolla

L(e2) = [E3, (aα+ bβ)E1 + (aγ + bδ)E2]

= (aα+ bβ)[E3, E1] + (aγ + bδ)[E3, E2]

= (aα+ bβ)(αE1 + γE2) + (aγ + bδ)(βE1 + δE2).

Desarrollando los paréntesis y factorizando se obtiene

L(e2) = (aα2 + bβα+ aγβ + bδβ)E1

+(aαγ + bβγ + aγδ + bδ2)E2

= [(α+ δ)(aα+ bβ)− (aαδ − aβγ)]E1

+[(α+ δ)(aγ + bδ)− (bαδ − bβγ)]E2

= −(aαδ − aβγ)E1 − (bαδ − bβγ)E2

+(α+ δ)(aα+ bβ)E1 + (α+ δ)(aγ + bδ)E2

= −(αδ − βγ)(aE1 + bE2)

+(α+ δ)[(aα+ bβ)E1 + (aγ + bδ)E2]

= −(αδ − βγ)e1 + (α+ δ)e2,

es decir
L(e2) = −De1 + Te2 (4.13)

donde T = traza(A) y D = det(A).
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Entonces, la matriz del operador L en la nueva base es

[L]{ei} =

(
0 −D
1 T

)
. (4.14)

Se demostró que las constantes T y D son suficientes para determinar al
álgebra de Lie y, por los teoremas fundamentales de Lie5, dichas constantes
también son suficientes para determinar al grupo G. Lo anterior se logra
bajo un isomorfismo de álgebras de Lie o un isomorfismo de grupos de Lie.
La ecuación (4.14) describe la matriz del producto semi-directo R2 o[L]ei

R
isomorfo y con álgebra de Lie isomorfa al producto semi-directo R2 oA R.
�

4.2.1. Caso 1. A = αI2

En el caso de los grupos de Lie no unimodulares donde su matriz del pro-
ducto semi-directo sea múltiplo de la matriz identidad se tiene que las
constantes de estructura son δ = β = 0 y γ = α. En este caso, por la rela-
ción de corchetes en productos semi-directos el corchete de Lie del álgebra
g queda dado por la relación (4.3)

[E3, Ei] = αEi

para i = 1, 2.

Por otra parte, al considerar en la definición 4.1.3 del operador lineal L :
u→ u en (4.6), la imagen por L de cualquier elemento de la base que genera
a u se escribe como múltiplo de śı mismo

L(Ei) = αEi. (4.15)

Más aún, el operador lineal L es autoadjunto, en efecto, cumple lo siguiente
para i, j indices que toman valores iguales a 1 y 2:

〈Ei, L(Ej)〉 = 〈Ei, αEj〉
= 〈αEi, Ej〉
= 〈L(Ei), Ej〉,

de esta forma
L = L∗. (4.16)

5 Teoremas 1.4.0.1, 1.4.0.2 y 1.4.0.3
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Luego

S =
1

2
(L+ L∗) = L. (4.17)

Determinación de la conexión Riemanniana

Con base en la Proposición 4.1.2, la conexión Riemanniana del grupo de
Lie métrico se puede expresar como sigue:

Con respecto al operador ∇E3 , por la ecuación (4.9) y debido a que
L = L∗, se tiene que

∇E3Ei =
1

2
(L− L∗)(Ei)

= 0

para i = 1, 2, por lo tanto, usando la linealidad de la conexión Rie-
manniana, se cumple que

∇b = 0 (4.18)

para todo b ∈ u⊥.

De igual forma, para i = 1, 2, el operador ∇u cumple lo siguiente para
algún z̄ =

∑3
j=1 zjEj ∈ g:

∇uz̄ = ∇u
3∑
j=1

zjEj

= z3∇uE3 + z2∇uE2 + z1∇uE1.
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Usando las ecuaciones (4.10),(4.11) y (4.17) se tiene:

〈∇uz̄, E3〉 =
〈
− z3S(u) + z2

(
∇uE2 + 〈S(u), E2〉b

)
+z1

(
∇uE1 + 〈S(u), E1〉E3

)
, E3

〉
=

〈
− z3L(u) + z2

(
∇uE2 + 〈L(u), E2〉b

)
+z1

(
∇uE1 + 〈L(u), E1〉b

)
, E3

〉
=

〈
− z3L(u) + z2〈L(u), E2〉b+ z1〈L(u), E1〉b, E3

〉
〈
z2∇uE2 + z1∇uE1, E3

〉
.

Notése que, con la métrica inducida en u, 〈∇uEj , E3〉 = 0 para todo
ı́ndice j con valores iguales a 1 y 2 ya que Ej ∈ u y E3 ∈ u⊥. Entonces
se tiene

∇uz̄ = −z3L(u) + z2〈L(u), E2〉b+ z1〈L(u), E1〉b.

Escribiendo u ∈ u como combinación lineal de E1 y E2, usando la
linealidad de L = adb con b = b3E3, se puede escribir

L(u) = [b, u]

=
[
b3E3,

2∑
i=1

uiEi

]
= b3

2∑
i=1

ui[E3Ei]

= αb3

2∑
i=1

uiEi

= αb3u.

Entonces:
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∇uz̄ = −z3αb3u+ z2〈αb3u,E2〉E3 + z1〈αb3u,E1〉E3

= α
(
− z3b3u+ z2〈u,E2〉b+ z1〈u,E1〉b

)
= α

(
b〈u, z1E1 + z2E2〉 − b3u〈E3, z3E3〉

)
= α

(
b〈u, z1E1 + z2E2〉 − u〈b, z3E3〉

)
.

Debido a que E1, E2 ∈ u se cumple que 〈Ei, E3〉 = 0 para i = 1, 2, se
puede escribir lo siguiente:

∇uz̄ = α
(
b〈u, z1E2 + z2E2 + z3E3〉

−u〈b, z1E2 + z2E2 + z3E3〉
)

= α
(
b〈u, z̄〉 − u〈b, z̄〉

)
.

Por lo tanto
∇uz̄ = α

(
b〈u, z̄〉 − u〈b, z̄〉

)
(4.19)

para u ∈ u y b ∈ u⊥ tales que L(u) = [b, u] y z̄ ∈ g.

Determinación de la Curvatura

Sea x̄ ∈ g, entonces x̄ = x+x⊥ donde x = x1E1 +x2E2 ∈ u y x⊥ = x3E3 ∈
u⊥. Aśı, el tensor de curvatura se puede calcular de la siguiente forma:

R(x̄, ȳ)z̄ = ∇ȳ∇x̄z̄ −∇x̄∇ȳ z̄ +∇[x̄,ȳ]z̄

= ∇y+y⊥∇x+x⊥ z̄ −∇x+x⊥∇y+y⊥ z̄ +∇[x+x⊥,y+y⊥]z̄.

Por las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.16) el operador ∇ satisface

∇b = 0 (4.20)

para b ∈ u⊥ Ahora, dado un elemento x̄ ∈ g se puede escribir como x̄ =
x+ x⊥ con x ∈ u y x⊥ ∈ u⊥, de esta forma se tiene que x = x1E1 + x2E2

y x⊥ = x3E3. En particular, por la ecuación (4.20) se tiene que

∇x⊥ = ∇y⊥ = 0. (4.21)
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Entonces, usando la expresión (4.19) de ∇uz̄:

R(x̄, ȳ)z̄ = ∇y∇xz̄ −∇x∇y z̄ +∇[x,y⊥]+[x⊥,y]z̄

= ∇yα(E3〈x, z̄〉 − x〈E3, z̄〉)−∇xα(E3〈y, x̄〉 − y〈E3, z̄〉)
+∇[x,y⊥]+[x⊥,y]z̄

El ultimo término de la ecuación anterior se puede escribir de la siguiente
manera:

∇[x,y⊥]+[x⊥,y]z̄ = ∇[x,y⊥]z̄ +∇[x⊥,y]z̄

= ∇[x1E1+x2E2, y3E3]z̄ +∇[x3E3, y1E1+y2E2]z̄

= −∇y3x1[E3,E1]+y3x2[E3,E2]z̄

+∇x3y1[E3,E1]+x3y2[E3,E2]z̄

= −α∇y3(x1E1+x2E2)z̄ + α∇x3(y1E1+y2E2)z̄

= −α∇y3xz̄ + α∇x3y z̄,

entonces se puede escribir la curvatura como

R(x̄, ȳ)z̄ = ∇yα(E3〈x, z̄〉 − x〈E3, z̄〉)−∇xα(E3〈y, x̄〉 − y〈E3, z̄〉)
−α∇y3xz̄ + α∇x3y z̄,

y usando la ecuación (4.19) se tiene

R(x̄, ȳ)z̄ = α[〈x, z̄〉∇yE3 − 〈E3, z̄〉∇yx− 〈y, z̄〉∇xE3 + 〈E3, z̄〉∇xy
−αy3(E3〈x, z̄〉 − x〈E3, z̄〉) + αx3(E3〈y, z̄〉 − y〈E3, z̄〉)].

La conexión Riemanniana satisface ∇xy − ∇yx = [x, y] y además x y y
están escritos como combinación lineal de E1 y E2 por lo que la suma del
segundo y cuarto término es cero, es decir,

−〈E3, z̄〉∇yx+ 〈E3, z̄〉∇xy = 〈E3, z̄〉(∇xy −∇yx)

= 〈E3, z̄〉[x, y]

= 0.

Por lo tanto, usando nuevamente la ecuación (4.19) se obtiene:

R(x̄, ȳ)z̄ = α[〈x, z̄〉∇yE3 − 〈y, z̄〉∇xE3 − αy3(E3〈x, z̄〉
−x〈E3, z̄〉) + αx3(E3〈y, z̄〉 − y〈E3, z̄〉)]

= α2[〈x, z̄〉(E3〈y,E3〉 − y〈E3, E3〉)− 〈y, z̄〉(E3〈x,E3〉 − x〈E3, E3〉)
−y3(E3〈x, z̄〉 − x〈E3, z̄〉) + x3(E3〈y, z̄〉 − y〈E3, z̄〉)]

= α2[−〈x, z̄〉y + 〈y, z̄〉x− y3E3〈x, z̄〉
+y3x〈E3, z̄〉+ x3E3〈y, z̄〉 − x3y〈E3, z̄〉].
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Usando la bilinealidad del tensor métrico, se obtiene la expresión final del
operador de curvatura:

R(x̄, ȳ)z̄ = α2(x̄〈ȳ, z̄〉 − ȳ〈x̄, z̄〉). (4.22)

Con respecto a la curvatura seccional, se obtiene la ecuación:

K(x̄, ȳ) = 〈R(x̄, ȳ)x̄, ȳ〉
= α2〈x̄〈ȳ, x̄〉 − ȳ〈x̄, x̄〉, ȳ〉
= α2

(
〈x̄, ȳ〉2 − 〈x̄, x̄〉〈ȳ, ȳ〉

)
.

(4.23)

Finalmente, considerando la base ortonormal {Ei} :

K(Ei, Ej) = Kij

= α2(g2
ij − giigjj)

= α2(δ2
ij − δiiδjj)

= −α2

para todo par de ı́ndices distintos que toman los valores i, j = 1, 2, 3.

De esta forma se concluye que, en el caso A = αI2 con α = 1, el grupo de
Lie es el espacio hiperbólico dimensión 3

H3 = R2 oA R.

4.2.2. Caso 2. A no es múltiplo de I2

Considere A =

(
α β
γ δ

)
, se denota la traza y el determinante de A por

T y D respectivamente:

T = α+ δ, D = αδ − βγ. (4.24)

Teorema 4.2.2 Dado un grupo de Lie métrico no unimodular, con es-
tructura de producto semi-directo, si D es el determinante de la matriz del
producto semi-directo entonces se cumple lo siguiente:

Si D < 0 entonces toda métrica invariante por la izquierda produce
una forma cuadrática de Ricci con signatura (+,-,-).
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Si D ≥ 0 la signatura (0,-,-) es posible para la forma cuadrática de
Ricci.

Si D > 0 la forma cuadrática de Ricci puede tener signatura (-,-,-).
De hecho, para D > 0 existe una métrica invariante por la izquierda
de curvatura seccional estrictamente negativa. Y para D > 1 existe
una métrica invariante por la izquierda de curvatura negativa cons-
tante.

En todos los casos la curvatura escalar es estrictamente negativa.

Antes de proceder a la demostración de este teorema, se determinará la
conexión Riemanniana y la curvatura de Ricci.

Determinación de la Conexión

Para el caso A 6= αI podemos describir la conexión Riemanniana de la
siguiente forma:

Para i, j = 1, 2 se tiene:

∇EiEj =
1

2

3∑
k=1

(αijk − αjki + αkij)Ek

=
1

2

3∑
k=1

(〈[Ei, Ej ], Ek〉 − 〈[Ej , Ek], Ei〉+ 〈[Ek, Ei], Ej〉)Ek.

Para todo i, j con valores iguales a 1 y 2 se cumple [Ei, Ej ] = 0,
también, para k = 1, 2, [Ej , Ek] = [Ei, Ek] = 0 lo que implica:

∇EiEj =
1

2

3∑
k=1

(−〈[Ej , Ek], Ei〉+ 〈[Ek, Ei], Ej〉)Ek

=
1

2
(−〈[Ej , E3], Ei〉+ 〈[E3, Ei], Ej〉)E3.

Por lo tanto, en términos de las constantes de estructura, se obtiene
la ecuación:

∇EiEj =
1

2
(−cij3 + cj3i)E3, (4.25)

para i, j = 1, 2 distintos.
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En el caso i = j se tiene la ecuación:

∇EiEi = ci3iE3. (4.26)

Para i = 1, 2,

∇EiE3 =
1

2

3∑
k=1

(αi3k − α3ki + αki3)Ek

=
1

2

3∑
k=1

(〈[Ei, E3], Ek〉 − 〈[E3, Ek], Ei〉+ 〈[Ek, Ei], E3〉)Ek.

Notése que 〈[Ek, Ei], E3〉 = 0 para todo k y que los otros dos términos
de la suma se anulan para k = 3. Por lo tanto se deduce de lo anterior
que

∇EiE3 =
1

2

2∑
k=1

(〈[Ei, E3], Ek〉 − 〈[E3, Ek], Ei〉)Ek.

El operador ∇Ei , evaluado en E3, satisface la ecuación:

∇EiE3 =
1

2

2∑
k=1

(cki3 − ci3k)Ek. (4.27)

Para E3 ∈ u⊥ se cumple

∇E3E3 = 0. (4.28)

Por último, cuando j = 1, 2,

∇E3Ej =
1

2

3∑
k=1

(α3jk − αjk3 + αk3j)Ek

=
1

2

3∑
k=1

(〈[E3, Ej ], Ek〉 − 〈[Ej , Ek], E3〉+ 〈[Ek, E3], Ej〉)Ek.

Los términos 〈[E3, Ej ], Ek〉 y 〈[Ek, E3], Ej〉 se anulan cuando k = 3 y
el segundo término de la suma se anula para todo k, lo que implica

∇E3Ej =
1

2

2∑
k=1

(〈[E3, Ej ], Ek〉+ 〈[Ek, E3], Ej〉)Ek.
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En términos de las constantes de estructura se obtiene

∇E3Ej =
1

2

2∑
k=1

(ck3j + cjk3)Ek. (4.29)

Determinación de la Curvatura de Ricci

Ahora, la base ortonormal de g diagonaliza al tensor de curvatura de Ricci.
En efecto, de manera general, las componentes del tensor de curvatura de
Ricci están dadas por:

Ric(Ei, Ej) =
3∑

k=1

R(Ei, Ek, Ej , Ek)

=
3∑

k=1

〈∇Ek∇EiEj −∇Ei∇EkEj +∇[Ei,Ek]Ej , Ek〉.

El tensor de Ricci en la dirección de Ej ∈ g esta dado por:

Ric(Ej) = Ric(Ej , Ej)

=
3∑
i=1

〈R(Ej , Ei)Ej , Ei〉

=

3∑
i=1

〈∇Ei∇EjEj −∇Ej∇EiEj +∇[Ej ,Ei]Ej , Ei〉.

(4.30)

Para j = 1, 2 se tiene:

Ric(Ej) =
3∑
i=1

〈∇Ei∇EjEj −∇Ej∇EiEj +∇[Ej ,Ei]Ej , Ei〉

= 〈∇E1∇EjEj −∇Ej∇E1Ej +∇[Ej ,E1]Ej , E1〉
+〈∇E2∇EjEj −∇Ej∇E2Ej +∇[Ej ,E2]Ej , E2〉
+〈∇E3∇EjEj −∇Ej∇E3Ej +∇[Ej ,E3]Ej , E3〉.

Los corchetes de Lie [Ej , E1] y [Ej , E2] se anulan para j = 1, 2. En-
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conces, desarrollando las conexiones se obtiene:

Ric(Ej) =
〈
∇E1c

j
3jE3 −∇Ej

1

2
(−c1

j3 + cj31)E3, E1

〉
+
〈
∇E2c

j
3jE3 −∇Ej

1

2
(−c2

j3 + cj32)E3, E2

〉
+
〈
∇E3c

j
3jE3 −∇Ej

1

2

2∑
k=1

(ck3j + cjk3)Ek

−∇∑2
k=1 c

k
3jEk

Ej , E3

〉
.

Se cumple ∇E3E3 = 0, entonces

Ric(Ej) =
〈
cj3j∇E1E3 −

1

2
(−c1

j3 + cj31)∇EjE3, E1

〉
+
〈
cj3j∇E2E3 −

1

2
(−c2

j3 + cj32)∇EjE3, E2

〉
+
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ck3j + cjk3)∇EjEk −
2∑

k=1

ck3j∇EkEj , E3

〉
.

Desarrollando los últimos operadores de la conexión, se obtiene

Ric(Ej) =
〈
cj3j

1

2

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)Ek, E1

〉
−
〈1

4
(−c1

j3 + cj31)

2∑
k=1

(ckj3 − c
j
3k)Ek, E1

〉
+
〈
cj3j

1

2

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)Ek, E2

〉
−
〈1

2
(−c2

j3 + cj32)
1

2

2∑
k=1

(ckj3 − c
j
3k)Ek, E2

〉
−
〈1

2

2∑
k=1

(ck3j + cjk3)
1

2
(−cjk3 + ck3j)E3, E3

〉
−
〈 2∑
r=1

cr3j
1

2
(−crj3 + cj3r)E3, E3

〉
.
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Al desarrollar las sumas y operar los productos interiores se obtiene
lo siguiente:

Ric(Ej) =
1

2

(
cj3j(c

1
13 − c1

31)− 1

2
(−c1

j3 + cj31)(c1
j3 − c

j
31)

+cj3j(c
2
23 − c2

32)− 1

2
(−c2

j3 + cj32)(c2
j3 − c

j
32)

−1

2

2∑
k=1

(ck3j + cjk3)(−cjk3 + ck3j)−
2∑
r=1

cr3j(−crj3 + cj3r)
)
.

Notése que, por la ecuación (4.5), cmn = −cnm para todo par de
ı́ndices m,n. Entonces al reacomodar se obtiene:

Ric(Ej) =
1

2

(
2cj3j(c

1
13 + c2

23) +
1

2
(c1
j3 − c

j
31)2 +

1

2
(c2
j3 − c

j
32)2

− 1

2

2∑
k=1

[(ck3j)
2 − (cj3k)

2]−
2∑
r=1

cr3j(−crj3 + cj3r)
)
.

(4.31)

• Cuando j = 1:

Ric(E1) =
1

2

(
2c1

31(c1
13 + c2

23) +
1

2
(−c1

31 − c1
31)2 +

1

2
(c2

13 − c1
32)2

−1

2
[(c1

31)2 − (c1
31)2 + (c2

31)2 − (c1
32)2]

−c1
31(−c1

13 + c1
31)− c2

31(−c2
13 + c1

32)
)
.

Por las ecuaciones (4.3) y (4.5) c1
31 = α, c2

31 = γ, c1
32 = β, c2

32 = δ
entonces

Ric(E1) =
1

2

(
2α(−α− δ) +

1

2
(−α− α)2 +

1

2
(−γ − β)2

− 1

2
[α2 − α2 + γ2 − β2]− α(α+ α)− γ(γ + β)

)
= −α(α+ δ) +

1

2

(
β2 − γ2

)
.

(4.32)

• Cuando j = 2:

Ric(E2) =
1

2

(
2c2

32(c1
13 + c2

23) +
1

2
(c1

23 − c2
31)2 +

1

2
(c2

23 − c2
32)2

−1

2
[(c1

32)2 − (c2
31)2 + (c2

32)2 − (c2
32)2]

−c1
32(−c1

23 + c2
31)− c2

32(−c2
23 + c2

32)
)

;
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nuevamente, por las ecuaciones (4.3) y (4.5) c1
31 = α, c2

31 = γ,
c1

32 = β, c2
32 = δ entonces

Ric(E2) =
1

2

(
2δ(−α− δ) +

1

2
(−β − γ)2 +

1

2
(−δ − δ)2

− 1

2
[β2 − γ2 + δ2 − δ2]− β(β + γ)− δ(δ + δ)

)
= −δ(α+ δ) +

1

2

(
γ2 − β2

)
.

(4.33)

Para j = 3:

Ric(E3) = 〈∇E1∇E3E3 −∇E3∇E1E3 +∇[E3,E1]E3, E1〉
+〈∇E2∇E3E3 −∇E3∇E2E3 +∇[E3,E2]E3, E2〉
+〈∇E3∇E3E3 −∇E3∇E3E3 +∇[E3,E3]E3, E3〉.

Debido a la propiedad de la conexión∇E3E3 = 0, dada por la ecuación
(4.8), el último término de la suma se anula, aśı como los primeros
sumandos de cada producto interior,

Ric(E3) = 〈−∇E3∇E1E3 +∇[E3,E1]E3, E1〉
+〈−∇E3∇E2E3 +∇[E3,E2]E3, E2〉

=
〈
−∇E3

1

2

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)Ek +∇∑2

r=1 c
r
31Er

E3, E1

〉
+
〈
−∇E3

1

2

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)Ek +∇∑2

r=1 c
r
32Er

E3, E2

〉
,

luego, desarrollando los operadores de la conexión Riemanniana, se
obtiene:

Ric(E3) =
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)∇E3Ek +

2∑
r=1

cr31∇ErE3, E1

〉
+
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)∇E3Ek +

2∑
r=1

cr32∇ErE3, E2

〉
.
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Al desarrollar los últimos operadores de conexión se tiene que

Ric(E3) =
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)

1

2

2∑
µ=1

(cµ3k + ckµ3)Eµ, E1

〉

+
〈 2∑
r=1

cr31

1

2

2∑
ν=1

(cνr3 − cr3ν)Eν , E1

〉
+
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)

2∑
µ=1

(cµ3k + ckµ3)Eµ, E2

〉

+
〈 2∑
r=1

cr32

1

2

2∑
ν=1

(cνr3 − cr3ν)Eν , E2

〉
.

De los primeros dos términos, se anulan los sumandos cuando µ =
ν = 2 y, inversamente, de los últimos dos términos, se anulan los
sumandos cuando µ = ν = 1. Se deduce que

Ric(E3) = −1

4

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)(c

1
3k + ck13) +

1

2

2∑
r=1

cr31(c1
r3 − cr31)

−1

4

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)(c

2
3k + ck23) +

1

2

2∑
r=1

cr32(c2
r3 − cr32).

Al desarrollar las sumas se obtiene

Ric(E3) = −1

4
[(c1

13 − c1
31)(c1

31 + c1
13) + (c2

13 − c1
32)(c1

32 + c2
12)]

+
1

2
[c1

31(c1
13 − c1

31) + c2
31(c1

23 − c2
31)]

−1

4
[(c1

23 − c2
31)(c2

31 + c1
23) + (c2

23 − c2
32)(c2

32 + c2
23)]

+
1

2
[c1

32(c2
13 − c1

32) + c2
32(c2

23 − c2
32)].

Después, por las ecuaciones (4.3) y (4.5) c1
31 = α, c2

31 = γ, c1
32 = β,
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c2
32 = δ y al sustituirlos se obtiene:

Ric(E3) = −1

4
(−γ − β)(β − γ) +

1

2
[α(−α− α) + γ(−β − γ)]

− 1

4
(−β − γ)(γ − β) +

1

2
[β(−γ − β) + δ(−δ − δ)]

= −(α2 + δ2)− 1

2

(
γ + β

)2
.

(4.34)

Para terminar de verificar que la forma cuadrática de Ricci sea diagonal
basta ver que se cumple Ric(E3, E1) = Ric(E3, E2) = Ric(E1, E2) = 0 .

Para desarrollar las componentes Ric(E3, E1) y Ric(E3, E2) sea j =
1, 2, entones:

Ric(E3, Ej) =
3∑

k=1

R(E3, Ek, Ej , Ek)

=

3∑
k=1

〈∇Ek∇E3Ej −∇E3∇EkEj +∇[E3,Ek]Ej , Ek〉,

sustituyendo las expresiones (4.5), (4.25), (4.26) y (4.29) en los térmi-
nos adecuados se obtiene

2Ric(E3, Ej) =
3∑

k=1

〈 2∑
n=1

(cn3j + cjn3)∇EkEn, ek
〉

−
2∑

k=1

(−ckj3 + cj3k)〈∇E3E3, Ek〉

−
2∑

n=1

(cn3j + cjn3)〈∇E3En, E3〉

+

3∑
k=1

2∑
r=1

cr3k(−crj3 + cj3r)〈E3, Ek〉.

Usando las ecuaciones (4.25), (4.26), (4.28) y (4.29) el término ∇E3E3

se anula, del último sumando se elimina el término k = 3. Al desa-
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rrollar la primera suma sobre k se obtiene lo siguiente:

2Ric(E3, Ej) =
1

2

2∑
k=1

〈 2∑
n=1

(cn3j + cjn3)(−ckn3 + cn3k)E3, Ek

〉
+
〈 2∑
n=1

1

2

2∑
m=1

(cm3n + cnm3)Em, E3

〉
−

2∑
n=1

(cn3j + cjn3)
〈1

2

2∑
m=1

(cm3n + cnm3)Em, E3

〉
+

2∑
k=1

2∑
r=1

cr3k(−crj3 + cj3r)〈E3, Ek〉.

Finalmente, como la base {Ei} es ortonormal la componente se anula,
esto es Ric(E3, Ej) = 0 para j que toma valores iguales a 1,2.

Por último, la componente Ric(E1, E2) es:

Ric(E1, E2) =

3∑
k=1

R(E1, Ek, E2, Ek)

=
3∑

k=1

〈∇Ek∇E1E2 −∇E1∇EkE2 +∇[E1,Ek]E2, Ek〉,

las expresiones (4.26) y (4.29) se sustituyen en el desarrollo, entonces:

2Ric(E1, E2) = (−c1
23 + c2

31)

3∑
k=1

〈∇EkE3, Ek〉

−
2∑

k=1

(−ck23 + c2
3k)〈∇E1E3, Ek〉

−
2∑

n=1

(cn32 + c2
n3)〈∇E1En, E3〉

+

3∑
k=1

2∑
r=1

cr13(−cr23 + c2
3r)〈E3, Ek〉.

En la primera suma, el término con k = 3 se anula y en la ultima
suma se anulan los términos con k = 1 y k = 2. Se sustituyen las
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expresiones (4.25) y (4.27), entonces se obtiene:

Ric(E1, E2) =
1

4
(−c1

23 + c2
31)

3∑
k=1

〈 2∑
n=1

(cnk3 − ck3n)En, Ek

〉
−1

4

2∑
k=1

(−ck23 + c2
3k)
〈 2∑
n=1

(cn13 − c1
3n)En, Ek

〉
−1

4

2∑
n=1

(cn32 + c2
n3)〈(−c1

n3 + cn31)E3, E3〉

+
1

2

2∑
r=1

cr13(−cr23 + c2
3r)〈E3, E3〉.

Los primeros dos sumandos son distintos de cero cuando n = k. Al
desarrollar la métrica se obtiene:

Ric(E1, E2) =
1

4
(−c1

23 + c2
31)

3∑
k=1

(ckk3 − ck3k)

−1

4

2∑
k=1

(−ck23 + c2
3k)(c

k
13 − c1

3k)

−1

4

2∑
n=1

(cn32 + c2
n3)(−c1

n3 + cn31)

+
1

2

2∑
r=1

cr13(−cr23 + c2
3r).

Al desarrollar las sumas y sustituir las constantes de estructura c1
31 =

α, c2
31 = γ, c1

32 = β y c2
32 = δ se obtiene:

Ric(E1, E2) =
1

4
(β + γ)(−α− δ) +

1

2
α(β + γ)− 1

2
δ(−γ − β)

−1

2
α(β − γ)− 1

2
α(β + γ)− γδ

= −(αβ + γδ),

al hacer la normalización de la métrica tal que αβ+γδ = 0 se obtiene
que Ric(E1, E2) = 0 y por lo tanto, la forma cuadrática de Ricci está
diagonalizada.
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Determinación de la Curvatura seccional

Con respecto a la curvatura seccional, considérese la base ortonormal {Ei}3i=1.
Entonces por la antisimetŕıa del tensor de Riemann,

K(Ei, Ej) = K(Ej , Ei) (4.35)

para todo Ei, Ej ∈ g distintos. Entonces, las únicas componentes indepen-
dientes son K12, K31 y K32.

La primera componente es:

K(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E1, E2〉
= 〈∇E2∇E1E1 −∇E1∇E2E1 +∇[E1,E2]E1, E2〉

=
〈
∇E2c

1
31E3 −∇E1

1

2
(−c2

13 + c1
32)E3, E2

〉
=

〈
c1

31∇E2E3 −
1

2
(−c2

13 + c1
32)∇E1E3, E2

〉
=

〈
c1

31

1

2

2∑
k=1

(ck23 − c2
3k)Ek, E2

〉
−
〈1

2
(−c2

13 + c1
32)

1

2

2∑
k=1

(ck13 − c1
3k)Ek, E2

〉
.

Al desarrollar los productos interiores se tiene lo siguiente:

K(E1, E2) =
1

2
c1

31(c2
23 − c2

32)− 1

4
(−c2

13 + c1
32)(c2

13 − c1
32)

= −αδ +
1

4
(γ + β)2.

(4.36)
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Las otras componentes de la curvatura seccional son:

K(E3, Ej) = 〈∇Ej∇E3E3 −∇E3∇EjE3 +∇[E3,Ej ]E3, Ej〉
= 〈−∇E3∇EjE3 +∇[E3,Ej ]E3, Ej〉

=
〈
− 1

2

2∑
k=1

(ckj3 − c
j
3k)∇E3Ek +

2∑
r=1

cr3j∇ErE3, Ej

〉
=

〈
− 1

2

2∑
k=1

(ckj3 − c
j
3k)

1

2

2∑
µ=1

(cµ3k + ckµ3)Eµ, Ej

〉

+
〈1

2

2∑
r=1

cr3j

2∑
ν=1

(cνr3 − cr3ν)Eν , Ej

〉
,

entonces, se otiene que

K(E3, Ej) = −1

4

2∑
k=1

(ckj3 − c
j
3k)(c

j
3k + ckj3) +

1

2

2∑
r=1

cr3j(c
j
r3 − c

r
3j). (4.37)

Luego, las curvaturas seccionales son:

K(E3, E1) = −2α2 +
1

4
(γ2 − β2)− γ(β + γ) (4.38)

K(E3, E2) = −1

4

(
(β + γ)2 + 4δ2

)
− 1

2

(
β(γ + β) + 2δ2

)
(4.39)

Resultados geométricos

En resumen, se obtuvieron los siguientes resultados:
Conexión Riemanniana:

∇EiEj =
1

2
(−cij3 + cj3i) para i, j = 1, 2 distintos

∇EiEi = ci3iE3 para i = 1, 2

∇EiE3 =
1

2

2∑
k=1

(Cki3 − ci3k)Ek para i = 1, 2

∇E3E3 = 0

∇E3Ej =

3∑
k=i

(ckej + cjke)Ek para j = 1, 2.
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Curvatura de Ricci:

Ric(E1) = −α(α+ δ) +
1

2
(β2 − γ2)

Ric(E2) = −δ(α+ δ) +
1

2
(γ2 − β2)

Ric(E3) = −(α2 + δ2)− 1

2
(γ + β)2

Componentes fuera de la diagonal de la curvatura de Ricci:

Ric(E3, E1) = 0

Ric(E3, E2) = 0

Ric(E1, E2) = −(αβ + γδ).

Curvatura seccional:

K(E1, E2) = −αδ +
1

4
(γ + β)2

K(E3, E1) = −2α2 +
1

4
(γ2 − β2)− γ(β + γ)

K(E3, E2) = −1

4

(
(β + γ)2 + 4δ2

)
− 1

2

(
β(γ + β) + 2δ2

)
.

Reescribiendo la curvatura

Ahora, las ecuaciones de la curvatura de Ricci (4.32), (4.33) y (4.34), y de la
curvatura seccional (4.36), (4.38) y (4.39) se pueden simplificar de tal forma
que se quede en términos del determinante D de la matriz del producto
semi-directo, dicho determinante se le conoce como el invariante de Milnor.
A partir de las cuatro entradas de la matriz A de R2 oA R se definirán 3
nuevas constantes para que los análisis de curvatura se simplifiquen. En
efecto, al normalizar la métrica se puede asumir que

α+ δ = T > 0 (4.40)

αβ + γδ = 0 (4.41)

entonces, de (4.41)
β

δ
=
−γ
α
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CAPÍTULO 4. GRUPOS DE LIE MÉTRICOS NO UNIMODULARES DE 3 DIMENSIONES 82

y como α+ δ = T , luego δ = −(α− T ) y aśı se obtiene que

β

α− T
=
γ

α
.

De esta forma se definen

a = α− 1

2
T y b =


β

α−T = γ
α , si α 6= 0, T

−β
T , si α = 0
γ
T , si α = T

. (4.42)

Reescribiendo a α, β, γ y δ en términos de las nuevas constantes:

α =
1

2
T + a (4.43)

β = b(α− T ) = −b
(

1

2
T − a

)
(4.44)

γ = bα = b

(
1

2
T + a

)
(4.45)

δ =
1

2
T − a. (4.46)

Se obtiene que la matriz del producto semi-directo toma la forma:

A =

(
1
2T + a −

(
1
2T − a

)
b(

1
2T + a

)
b 1

2T − a

)
. (4.47)

En particular, si α ≥ δ entonces, de las definiciones (4.43) y (4.46) se obtiene
que

a ≥ 1

2
T,

entonces a ≥ 0. Por otra parte, si γ ≥ β entonces(
1

2
T + a

)
b ≥ −

(
1

2
T − a

)
b

de donde se obtiene que b ≥ 0 ya que T > 0.

Por otra parte, dada la expresión (4.47) de la matriz A se tiene que su
determinante está dado por la relación

D =
(

1 + b2
)(1

4
T 2 − a2

)
. (4.48)
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CAPÍTULO 4. GRUPOS DE LIE MÉTRICOS NO UNIMODULARES DE 3 DIMENSIONES 83

Entonces def́ınase la función real a : [m(D),∞)→ R como

a(b) =

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
(4.49)

donde

m(D) =

{ √
D − 1 si D > 1

0 si D ≤ 1 y D 6= 0
. (4.50)

Entonces, en la expresión (4.47) se pueden sustituir la ecuación (4.49) para
reescribir la matriz del producto semi-directo en términos del invariante de
Milnor:

A(D, b) =

 1
2T +

√
1
4T

2 − D
1+b2

−
(

1
2T −

√
1
4T

2 − D
1+b2

)
b(

1
2T +

√
1
4T

2 − D
1+b2

)
b 1

2T −
√

1
4T

2 − D
1+b2

 .

(4.51)
De este modo, si se considera que la matriz del producto semi-directo está
dada por la expresión (4.51) de A(D, b), entonces las nuevas constantes de
estructura son:

c1
31 =

1

2
T +

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
(4.52)

c2
31 =

(
1

2
T +

√
1

4
T 2 − D

1 + b2

)
b (4.53)

c1
32 = −

(
1

2
T −

√
1

4
T 2 − D

1 + b2

)
b (4.54)

c2
32 =

1

2
T −

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
. (4.55)

Finalmente, se puede reescribir la forma cuadrática de Ricci de la siguiente
forma:

Ric(E1) = −T

(
1

2
T + (b2 + 1)

√
1

4
T 2 − D

1 + b2

)

Ric(E2) = −T

(
1

2
T − (b2 + 1)

√
1

4
T 2 − D

1 + b2

)
(4.56)

Ric(E3) = −2

(
1

2
T + (b2 + 1)

(
1

4
T 2 − D

1 + b2

) )
,
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además, se obtiene que las componentes de la curvatura seccional están
dadas por:

K(E1, E2) =
1

4
T 2b2 −D (4.57)

K(E3, E1) =
2

T
Ric(E1)

(
1

2
T +

√
1

4
T 2 − D

1 + b2

)

+
b2

2

(
1

2
T 2 − D

1 + b2

)
K(E3, E2) = −1

2
T

(
b2
√

1

4
T 2 − D

1 + b2
− 1

)

−(2b2 + 1)

(
1

4
T 2 − D

1 + b2

)
.

Con el desarrollo anterior, la demostración del Teorema 4.2.1 se puede
llevar acabo.

Demostración.Teorema 4.2.1

Si D < 0, el término

− D

1 + b2

se vuelve positivo. Además, se tiene por las ecuaciones (4.48) y (4.49)
del determinante

1

2
T <

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
;

entonces, por (4.56) sig(Ric) = (1, 2) para todo b ∈ [m(D),∞) con
m(D) = 0.

Si D = 0, nuevamente por las ecuaciones (4.48) y (4.49) se tiene que

1

2
T =

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
;

y por (4.56) la forma cuadrática de Ricci en la dirección de E2 satis-
face la relación

Ric(E2)
∣∣∣
b=0

= 0

luego su signatura es sig(Ric) = (0, 2) para el valor b = 0.
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Si D > 0, por (4.48) y (4.49) se cumple

1

2
T >

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
.

Por las ecuaciones (4.56), sig(Ric) = (0, 3) cuando b2 + 1 es muy
pequeño y satisfaga la desigualdad

1

2
T > (1 + b2)

√
1

4
T 2 − D

1 + b2
.

Ahora, si además se pide que D < 1 y 0 < T < 1 entonces las ex-
presiones (4.57) de la curvatura seccional son estrictamente negativas
para el valor b = 0.

Si D > 1 y a = 0 entonces por (4.48) y (4.49) se tiene√
1

4
T 2 − D

1 + b2
= 0

y luego, por (4.56)

Ric(E1) = Ric(E2) =
T

2
Ric(E3) < 0;

más aún, si T = 2 se cumple que

Ric(E1) = Ric(E2) = Ric(E3) < 0.

Observación:
Dado el invariante de Milnor D y T = 2, el mapeo [m(D),∞) → R3 dado
por

b→ (Ric(E1),Ric(E2),Ric(E3))

es inyectivo; para todo b1, b2 ∈ [m(D),∞) distintos se tienen ternas de
curvaturas distintas, es decir, para valores distintos de b se obtienen grupos
de Lie con la misma estructura de grupo pero con métricas invariantes por
la izquierda no isométricas.

�
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4.3. Conclusiones

El análisis expuesto anteriormente sobre los grupos de Lie no unimodulares
y sus matrices de producto semi-directo permite concluir con los siguientes
teoremas:

Teorema 4.3.1 Sea A ∈M2(R) una matriz de la forma(
1
2T + a −(1

2T − a)b
(1

2T + a)b 1
2T − a

)
con a, b ≥ 0 y sea D = det(A) y T > 0 fija. Entonces:

Si A = I2, G = R2 oA R es isomorfo a H3 y solo hay una métrica
invariante por la izquierda en G, la estándar con curvatura seccional
constante igual a -1. En el caso general, A = αI2 se obtienen grupos
de curvatura seccional constante K = −1

4T
2.

Si A 6= I2, la familia de métricas invariantes por la izquierda en
G = R2 oA R es parametrizada por los valores b ∈ [m(D),∞), por
medio de la métrica canónica en R2 oA(D,b) R con

A(D, b) =

 1
2T +

√
1
2T −

D
1+b2

−
(

1
2T −

√
1
2T −

D
1+b2

)
b(

1
2T +

√
1
2T −

D
1+b2

)
b 1

2T −
√

1
2T −

D
1+b2

 .

Además, la estructura de grupo de G está determinada por el inva-
riante de Milnor, es decir, matrices diferentes con el mismo invarian-
te de Milnor producen grupos de Lie isomorfos.

Teorema 4.3.2 (Milnor) Una condición necesaria y suficiente para que
un grupo de Lie no unimodular de dimensión 3 admita una métrica inva-
riante por la izquierda con curvatura constante negativa es que G = H3 o
el invariante de Milnor cumpla D > 1. En particular, existen grupos de Lie
métricos no isomorfos que son isométricos.
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