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Introduccion

Al combinar dos estructuras categéricas distintas, se puede presentar bas-
tante informacién para su analisis mas profundo, tal es el caso de los grupos
de Lie los cuales son, al mismo tiempo, una variedad diferenciable y un gru-
po. Continuando con estas ideas, se define lo que es el dlgebra de Lie del
grupo, en pocas palabras, se puede decir que es el espacio tangente a su
elemento neutro y, bajo un punto de vista mas global, se puede ver a dicha
algebra como el conjunto de campos vectoriales del grupo de Lie que son
invariantes bajo traslaciones, por convencién, izquierdas.

Esta nueva estructura de grupo de Lie tiene informacion compatible con
otras areas de la geometria diferencial, mas especificamente, con la geo-
metria Riemanniana. Las métricas sobre grupos de Lie obtienen sentido
cuando se dice que son invariantes bajo las traslaciones izquierdas, dere-
chas o ambas. Los grupos de Lie dotados con una métrica invariante por la
izquierda se les llaman grupos de Lie métricos.

La categoria de variedades Riemannianas clasifica a las variedades basando-
se en las isometrias entre ellas; y, la categoria de los grupos y &lgebras cla-
sifica basdndose en los isomorfismos entre ellos.



Al estudiar los grupos de Lie métricos surge de manera natural el buscar si
existe una relacién de isomorfismos e isometrias entre dos grupos de Lie, es
decir, si el hecho de tener dos grupos isomorfos implica, de alguna u otra
forma, que sean isométricos y viceversa. Para responder esta cuestion, se
utilizan las propiedades de grupo de Lie y de variedad Riemanniana.

El trabajo de John Milnor [10] presenta de manera general un andlisis
de los grupos de Lie métricos relacionando sus propiedades geométricas y
algebraicas. Describe la clasificaciéon de los grupos de Lie métricos unimo-
dulares y no unimodulares de tres dimensiones con base a las constantes
de estructura del algebra de Lie. Los resultados més importantes de Milnor
establecen que existen grupos de Lie no isomorfos que son isométricos.

El articulo de Milnor sirvié de punto de partida para el trabajo de William
Hamilton Meeks y Joaquin Pérez [9], en el cual se completa la clasifica-
cién de los grupos de Lie métricos de tres dimensiones estableciendo mas
resultados en dicha clasificacién, que son la parte inicial para el estudio de
superficies de curvatura media constante en grupos de Lie métricos.

El objetivo de este trabajo es analizar los grupos de Lie métricos de dimen-
sion 3 y su clasificacién; los grupos unimodulares y los no unimodulares.

A lo largo de los capitulos se introducen las herramientas suficientes para
realizar la clasificacion de los grupos de Lie métricos unimodulares y no uni-
modulares de dimensién tres. Dicha clasificacion se basard principalmente
en las constantes de estructura del grupo de Lie. La tesis estd dividida en
cuatro capitulos.

En el primer capitulo titulado Grupos de Lie se desarrolla la teoria nece-
saria de grupos y algebras de Lie, se incluyen resultados importantes tales
como los conocidos teoremas de Lie, también se presenta una breve intro-
duccién de los productos semi-directos, se presenta su operacién de grupo y
se calculan sus constantes de estructura, también se presentan definiciones
equivalentes de grupos de Lie unimodulares.

El segundo capitulo se titula Métricas sobre grupos de Lie, se desarrollan
los conceptos de métricas invariantes por la izquierda y por la derecha, se




habla sobre la conexién de Levi Civita y sobre métricas candnicas invarian-
tes en grupos de Lie con estructura de producto semi-directo.

En el tercer capitulo, llamado Grupos de Lie métricos unimodulares de tres
dimensiones, se habla sobre la relacién que existe entre el corchete de Lie
y el producto cruz, se deduce cémo son las constantes de estructura y,
basandose en los signos de dichas constantes se hace la clasificacién de es-
tos grupos de Lie.

El ultimo capitulo se llama Grupos de Lie métricos no unimodulares de
tres dimensiones; se demuestra que todos estos grupos tienen estructura de
producto semi-directo y en base en esta estructura se desarrolla la clasifi-
cacion.







CAPITULO

1

Grupos de Lie

En este capitulo se presenta la teoria general de grupos y dlgebras de Lie,
también se exponen los teoremas mas importantes en la teoria de grupos
de Lie, los cuales relacionan y unifican los grupos y las dlgebras de Lie.
De manera especial, se introduce la nociéon de grupo de Lie unimodular y
no unimodular. Estos tltimos corresponden a los grupos con estructura de
producto semi-directo.

1.1. Variedad y grupo

Definicion 1.1.1 Se dice que un conjunto G es un grupo de Lie si admite
una estructura de variedad suave y ademds una estructura de grupo tal que
la operacion de grupo, vista como aplicacion - : G X G — G, y la aplicacion
“1. G = G dada por g — g~ son diferenciables.

Los siguientes son ejemplos de grupos de Lie, mas especificamente, son gru-
pos de matrices dotados con la operacién multiplicacion de matrices. Me-
diante el Teorema del valor reqular! se puede comprobar que los siguientes

! En [3], capitulo 0, seccién 4:
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grupos admiten una estructura de variedad diferenciable.

Ejemplos:

= El grupo especial lineal:
SL(2,R) ={A € GLy(R) | det(A) = 1}.
= El grupo especial unitario:

SU(2,C) = {A € GLy(C) | AA" = I,det(A) = 1}.

Los siguientes grupos se analizan con mas detalle en la seccién de productos
semi-directos.

Ejemplos:

= El espacio real de dimension tres con su operacién usual:
(R3, +).
= El espacio hiperbdlico de dimensién tres o el semiespacio real superior
H3 = {(z,y,2) € R3 | z > 0},

este grupo en particular obtiene su estructura de grupo debido a que
es isomorfo al producto semi-directo R? x;, R donde I es la matriz
identidad. Se analizara en el capitulo 4.

= El cubriente universal del grupo de transformaciones rigidas que pre-
servan la orientacién del plano euclidiano:

E(2).

Definnicién Sea F : U C R™ — R™ un mapeo diferenciable de un conjunto abierto U C.
Un punto p € U es llamado un punto critico de F' si la diferencial dF, : R™ — R™ no
es suprayectiva. La imagen F(p) de un punto critico se conoce como valor critico de F.
Los puntos a € R™ que no son valores criticos se conocen como los valores requlares de
F. Y si existe un valor regular de F' en R™ entonces n > m.

Teorema (Valor regular) Sea F : U C R®™ — R™ un mapeo diferenciable de un
congunto abierto U C R™. Supdngase que a € R™ es un valor reqular de F. Entonces la
imagen inversa F~'(a) C R™ es una superficie reqular de dimension n —m.

1.1. VARIEDAD Y GRUPO
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= Kl grupo Sols, con la multiplicacién de matrices como operacién:

e 0 =z
Solz = { 0 e* y | € SLB3,R) | z,y,z € R}.
0 0 1

= El grupo de Heisenberg con la estructura de grupo dada por la mul-
tiplicacién de matrices:

1 =z =z
Nilgz{ 0 1 y | € GL3(R) |x,y,z€R}.
0 0 1

1.2. Algebras de Lie

Con respecto a la notacion, de ahora en adelante se denotara la operacién
de grupo entre dos elementos x,y € G como xy y al elemento neutro del
grupo se le denotard por e. En general, las operaciones de grupos son no
conmutativas, entonces es necesario introducir la siguiente definicién.

Definicion 1.2.1 Dado un grupo de Lie G y un elemento del grupo, g € G,
se define la multiplicacion por la izquierda y la multiplicacion por la derecha
como los siguientes mapeos suaves:

Ly:G— G Lg(a) =ga (1.1)

R, : G — G Ry(a) = ay. (1.2)
Observacion:
La composicién L, o R, : G — G dada por

L, o Ry(a) = zay

también es un mapeo diferenciable para todo z,y € G.

Se denotard al conjunto de campos vectoriales en G como X(G) y al con-
junto de funciones suaves sobre G como D(G). Ademds, para X € X(G) se
escribe el vector X (a) = X, para toda a € G. A continuacién se define la
nocion de un campo vectorial invariante por la izquierda.

1.2. ALGEBRAS DE LIE
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Definicién 1.2.2 Sea X € X(G) un campo vectorial sobre un grupo de
Lie.

= X es un campo vectorial invariante por la izquierda si para todo g € G
Ly «X = X, es decir, si, para todo a € G

X(Ly(a)) = d(Ly)a(Xa). (13)

= X es un campo vectorial invariante por la derecha si para todo g € G
R, « X = X, es decir, si, para todo a € G

X(Rg(a)) = d(Rg)a(Xa)- (1-4)

Ahora, considérese un vector tangente a G en e, es decir, X, € T.G, con este
vector se puede construir un campo vectorial invariante por la izquierda: sea
g un elemento del grupo G y el mapeo multiplicacién de g por la izquierda
Ly : G — G como en la ecuacién (1.1). La diferencial de este mapeo sobre
el elemento neutro e estd dada por

d(Lg)e : T.G :— T,G.
De esta manera se obtiene que el campo vectorial definido por
X, = d(Lg)e(X.) (1.5)
para todo g € G es invariante por la izquierda.

El siguiente lema es parte fundamental para la construccién del algebra de
Lie.

Lemma 1.2.1 El corchete de Lie entre dos campos invariantes por la iz-
quierda es un campo invariante por la izquierda.

Demostracion. Considérese dos vectores X, Y, € T.G tangentes al elemento
neutro del grupo, entonces usando la ecuacién (1.5), se puede decir que,
para todo g € G, X, y Y, definen campos vectoriales invariantes por la
izquierda, dichos campos estan dados por

Xy = d(Lg)e(Xe)
Yy = d(Lg)e(Ye).

1.2. ALGEBRAS DE LIE
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Ahora, si f € D(G), entonces para todo a,g € G se obtiene que

dLa[X’Y]g(f) = [ ](f L)
Xg(Y(f o La)) = Yg(X(f o La))
Xg(dLa(Y))f — Yg(dLa(X)) f

Xg(Y([)) = Yo(X(/))
= [X,Ylf,

es decir, el corchete de Lie entre X y Y es un campo vectorial invariante
por la izquierda. O

Definicion 1.2.3 Al conjunto g de campos vectoriales invariantes por la
izquierda de un grupo de Lie G, con la operacion [,] : g x g — g, se le
conoce como el dlgebra de Lie del grupo G.

Ejemplos:
En los ultimos ejemplos siguientes el corchete de Lie estd dado por el con-
mutador de matrices, es decir, [A, B] = AB — BA.

» Kl 4lgebra de Lie de los ntimeros reales tiene al corchete de Lie como
el conmutador de dos nimeros reales, el cual es idénticamente cero
para todo par de elementos del algebra.

» El dlgebra de Lie del grupo especial lineal SL(2,R) es
sl(2) = {A € M»(C) | trace(A) = 0},

su corchete de Lie estd dado por el conmutador de matrices, es decir,
[A, B] = AB — BA.

» El dlgebra de Lie del grupo especial unitario SU(2,R) es
su(2) = {A € My(C) | A" = — A, trace(A) = 0},
de igual forma, su corchete de Lie es el conmutador de matrices.
Observacion:

La manera de construir campos vectoriales invariantes por la izquierda
permite dar un isomorfismo entre el algebra de Lie g y T.G.

1.2. ALGEBRAS DE LIE
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Definicién 1.2.4 Dada una base {e1, e, ...,e,} del dlgebra de Lie g de un
grupo de Lie G se puede escribir al corchete de Lie de el elemento i-ésimo
y el elemento j-ésimo de la base como combinacion lineal de los vectores
de la base, esto es:

lei, ej] = chjek (1.6)

donde a los coeficientes cfj se les llama las constantes de estructura del
algebra de Lie.

Observacion:
Si se permutan los elementos e; y e; se obtiene lo siguiente:

[ej7ei] = e’L?e] Zczjek7

esto es, las constantes de estructura cambian de signo. Entonces, para todos
los indices i, j, k se cumple
ek = ¢k (1.7)

1.3. Aplicaciones en grupos de Lie

Definicién 1.3.1 Sea (G, -) un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico
de G es un homomorfismo ¢ : (R,+) — (G,-) que cumple ¢(0) = e y
o(r+s) = o(r) - ¢(s) para todo r,s € R.

Observacion:

Existe una correspondencia uno a uno entre los subgrupos uniparamétricos
de G y T.G: Dado X € g existe un tinico subgrupo uniparametrico ¢x :
(R,+) — (G, -) que satisface la ecuacién diferencial

¢x(0) = X. (1.8)

De esta forma se puede dar la siguiente definicion.

Definicién 1.3.2 Sean X € g y ¢x : (R,+) — (G, -) el subgrupo unipa-
ramétrico de G asociado a X. Se define la aplicacion exponencial exp : g —
G como

exp(X) = ¢x(1).

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Mas atn, la aplicacion exponencial cumple
exp(tX) = ox(t)

para todo t € R.

Definicion 1.3.3 Dados un grupo de Lie G y un elemento cualquiera g €
G se define el mapeo ay : G — G como

ag(h) = ghg_17

el cual se conoce como el conjugado de h por el elemento g.

Observacion:
Dados g, h,u € G se tiene que

agh(u) = (gh)u(gh)™"
g(huh™)g™!
gan(u)g ™"
ag(an(u))
= (agoap)(u).

Ademids, el mapeo conjugacion se puede relacionar con las traslaciones iz-
quierda y derecha de la siguiente manera:
ag(h) = Lgo Ry -1(h)
= Rg10Lg(h)
= ghg™",

lo que implica que el mapeo conjugacién a, : G — G es diferenciable sobre
G para todo g € G y tiene sentido definir lo siguiente:

Definicién 1.3.4 Dado el mapeo diferenciable a, : G — G se define el

operador adjunto, o representacion adjunta de G, como el homomorfismo
Ad : G — Aut(g) dado por

Adg = d(ag)e : T.G — T.G.

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Observacion:
Dados g, h € G se tiene que

Ad(gh) = d(agn)e
d(ag o ap)e
d(ag)e od(an)e
= Ad(g) o Ad(h).

Definicion 1.3.5 Dada la representacion adjunta de G, se define la repre-
sentacion adjunta del dlgebra de Lie g como el homomorfismo ad : g —
End(g) dado por

adx = d(Ad)e(X): 9 — g

Estas representaciones adjuntas del grupo de Lie y del algebra de Lie son
aquellas que hacen conmutar el siguiente diagrama:

ad
g —— End(g) .

exp i l exp

Teorema 1.3.1 Para todo par de campos vectoriales X, Y € g se satisface
la siguiente igualdad:

(X, Y] =adx(Y). (1.9)
Demostracion. Sean g € G y Y € g, entonces se cumple
Ady(Y) = d(Rg—10Lg)e(Y)
= d(Ry1) () © d(Lg)e(Y)
= d(Rg—l)g(Y)-

Ahora sea X € g y su flujo dado por z; = exp(tX) entonces se satisface
que x; o Ly, = Ly o 4; en efecto, sea a € G, evaluando se obtiene que

0 Ly(a) = exp(tX oLy(a))
= exp(tXyq)
= exp(td(Ly)a(Xa))
= yexp(tX,)
= Lyouxy(a).

1.3. APLICACIONES EN GRUPOS DE LIE
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Esto implica que

zi(y) = x(Ly(e))
= Ly(z(e))
= ymzi(e)
= Ry 0(y)

y entonces las diferenciales satisfacen la igualdad dz; = dR,,(). Por lo
tanto, usando la relacién® del corchete de Lie con la derivada del flujo del
campo X sobre el campo Y se tiene lo siguiente:

X,Y] = h’m%(d:n_t(Y) _v)

t—0

t—0

~ lim %(dx_t(Y) _v)

= lim l(de,t (Y)-Y)

t—0 ¢

o1
= lim > (Ady,(¥) - V)

= adx(Y).
O

En las siguientes secciones, este teorema jugara un papel muy importante
debido a que deja ver la estructura del corchete de Lie desde otra perspec-
tiva. Algunas de sus aplicaciones se presentardn al momento de construir
la base ortonormal del algebra de Lie en grupos unimodulares.

1.4. Teoremas fundamentales de Lie

Los teoremas més fundamentales en la teoria de grupos de Lie son los
siguientes.

Teorema 1.4.1 Para cada dlgebra de Lie g existe un grupo de Lie G, el
cual no necesariamente es unico, tal que el dlgebra de Lie de G coincide
con g.

2Teorema Para dos campos vectoriales X,Y € gy para el flujo de X ¢¢ : G — G se
cumple que

1
(X, Y]y = lim = (do—t (Yo, ) = Vi) -

1.4. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LIE
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Teorema 1.4.2 Dado un grupo de Lie G con su dlgebra de Lie g y un
subgrupo H de G con dlgebra de Lie by se tiene que by es subdlgebra de g.
Inversamente, para cada subdlgebra by del dlgebra g existe un unico subgrupo
de Lie conexo H de G tal que su dlgebra de Lie es h. Mds aun, las dlgebras
de Lie de los subgrupos normales de G son ideales en g.

Teorema 1.4.3 Sean dos grupos de Lie G1,G2 con dlgebras de Lie g1 y go
respectivamente. Si las dlgebras de Lie son isomorfas entonces los grupos
son locamente isomorfos. Ademds, si los grupos de Lie son simplemente
conexos entonces son isomorfos.

Las demostraciones de estos teoremas se puede encontrar en:

e J. J. Duistermaat and J. A. C. Kolk. Lie Groups. Springer-Verlag,
Berlin, 2000.

e R. Carter and G. Segal & I. Macdonald. Lectures on Lie groups and
Lie Algebras. London Mathematical Society Student Texts. Cambrid-
ge University Press, Vol. 32 1995.

e W. Y. Hsiang. Lectures on Lie Groups. World Scientific. Singapore,
2000.

1.5. Grupos de Lie unimodulares

El objetivo de esta parte es presentar la definicién de un grupo de Lie uni-
modular en términos de una medida y dar definiciones equivalentes de un
grupo unimodualr que no estén relacionadas con teoria de la medida y si
con las caracteristicas intrinsecas a los grupos de Lie, més especificamente,
con las representaciones adjuntas del grupo y del algebra.

Una medida sobre un grupo de Lie G es una aplicacién u : D.(G) — R
definida como

u(f) = /Gfdg,

donde D.(G) es el conjunto de funciones f : G — R diferenciables con so-
porte compacto y dg es una forma diferenciable positiva sobre G. Entonces
podemos definir las medidas invariantes como sigue:

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Definicion 1.5.1 Una medida invariante por la izquierda en un grupo de
Lie G es una aplicacion py : De(G) — R definida como

w(f) = /G fde(g) (1.10)

donde dy es una 3-forma positiva e invariante por la izquierda de G, es
decir, tal que L;(dg) = dy para todo g € G. Esta medida invariante por la
izquierda cumple la relacion

pe(f o Lg) = pe(f) (1.11)

para todo g € G y toda funcion f € D.(G).

Definicion 1.5.2 Una medida invariante por la derecha en un grupo de
Lie G es una aplicacion p, : D.(G) — R definida como

() = /G fdy(g)

donde d, es una 3-forma positiva e invariante por la derecha de G, es decir,
tal que RZ(dT) =d, para todo g € G. Esta medida invariante por la derecha
cumple la relacion

:UJT(f © Rg) = ,ur(f)
para todo g € G y toda funcion f € D.(Q).

Definicion 1.5.3 Se dice que un grupo de Lie G es unimodular si se cum-
ple que cualquier medida invariante por la izquierda py : Do(G) — R tam-
bién es invariante por la derecha, es decir, pi(f o Ry) = pe(f) para todo
g € G y para toda funcion f € D.(QG).

El siguiente teorema establece una caracteristica mas del comportamiento
de un grupo de Lie unimodular y sus operadores autoadjuntos.

Teorema 1.5.1 La representacion adjunta Ad : G — Aut(g) de G satis-
face que
| det(Ady)| =1 (1.12)

para todo g € G si y solo si el grupo de Lie G es unimodular.

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Demostracion. De manera general, dado un difeomorfismo ¢ : M — N que
preserva la orientacién entre dos variedades diferenciables de dimension n
y una n-forma positiva w en N se cumple que

/M f@*w:/N(fo@—l)w (1.13)

para toda funcién f € D.(M).

Se puede relacionar la 3-forma invariante por la derecha y por la izquierda
mediante la ecuacién®

drg = cdet(Adg)deg (1.14)

para alguna ¢ constante. Més ain, se tiene la ecuacién®

dy(gx) = det(Ad,-1)dyg, (1.15)
de esta forma se puede escribir la 3-forma invariante por la izquierda como

de(ygz) = (Ly o Ry)"deg (1.16)

para todo z,y € G.
Ahora, sea f € D.(G), entonces se puede escribir lo siguiente:

pe(foRy) = pe((foRy)oLe)
= we(fo(RzoLe))

- / (f o (Ra 0 Le))dyg

- / £] det(Ad,)|deg

= |det(A ]/fdgg
= [det(Ady)|pe(f

3En [6], lema 1.2(pag. 365).
“En [6], corolario 1.8(pag.366)

1.5. GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Por lo tanto, G es unimodular si y solo si |det(Ad,)| = 1 para todo x € G.
U

La validez de este teorema permite establecer una nueva definicién de grupo
de Lie unimodular equivalente a la antes presentada. Esta nueva definicién
describe las caracteristicas de un grupo de Lie unimodular en términos de
su operador adjunto y su determinante: un grupo de Lie es unimodualr si
(1.12) se cumple. Una consecuencia importante del teorema anterior esta-
blece la caracterizacion de la propiedad unimodular en términos del opera-
dor adjunto del algebra de Lie del grupo:

Corolario 1.5.1 FEl grupo de Lie G es unimodular si y solo si para todo
X € g se cumple que
traza(ady) = 0. (1.17)

Demostracion. Dado X € g se cumple la propiedad
Adexp(X) = exp(adX>7

entonces por el teorema anterior se obtiene que

1 = ‘ det(Adexp(X))‘
= |det(exp(adx))|
etraza(adx) ]
Por lo tanto, G es unimodular si y solo si e®222(adx) = 1  es decir
traza(adyx) =0
para todo X € g. O

Con este ultimo resultado se lograron varias definiciones para un grupo de
Lie unimodular. En resumen, se obtuvo:

G es unimodular < det(Ad,) = 1 para todo z € G
< traza(ady) = 0 para todo X € g.
1.6. Productos semi-directos

Los productos semi-directos son una generalizacién del producto cartesiano
usual entre conjuntos.

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS



CAPITULO 1. GRUPOS DE LIE 18

Definicién 1.6.1 Dados dos grupos (G,®) y (H,®) y un homomorfismo
Y H — Aut(QG), se define el producto semi-directo de G con H mediante
Y, denotado por G Xy H, como el conjunto de parejas ordenadas (g,h) €
G x H dotado con la siguiente operacion de grupo:

(a,0) ® (o, B) = (a © ¢p(a),b@ B).

En nuestro caso consideraremos a (G,®) = (R?,+) y (H,®) = (R, +), de
esta forma se tiene que 1,(a) = e*a para alguna matriz A € My(R).
Entonces podemos denotar al producto semi-directo de R? con R mediante
1 como R? x 4R.Asf, la operacién de grupo entre dos elementos cualesquiera
(7,9, 2), (a,B,7) € R? x4 R estd dada por:

m%@@@w=<(§)mw(g>x+0.

Ejemplos:

= Podemos ver al espacio R? como producto semi-directo: en efecto, si
consideramos a la matriz A = 0 € Ma(R) entonces 1, = ¢ = I €
M5(R), donde la operacién de este producto semi-directo coincide con
la operacién de grupo usual de R3.

= Otro ejemplo interesante aparece al considerar a A = I, la matriz
identidad. Entonces tenemos que 9, («, 3) = e*2 = ¢%], y la opera-
cion de grupo esta dada por

(z,y,2) (e, B,7) = ((z,y) + (e, B), 2 + 7).
Este producto semi-directo define la estructura de grupo del espacio
hiperbélico H?.
0 -1

1 0
matriz exponencial se puede ver que

¢f%m:<®W)—m@);

sin(z)  cos(z)

s Si ahora consideramos E = ( ) mediante el cdlculo de la

se tiene que R? x g R coincide con el grupo E(Q) con su operacién de
grupo

(z,y,2)(c, B8,7) = (x4acos(z)—fFsin(z), y+asin(z)+ 5 cos(z), z+7).

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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—1

» Ahora sea S = ( 0

0 .
1 >, entonces se tiene que

25 e ? 0
ve=e _< 0 ez)

y por lo tanto R? xg R coincide con el grupo Sols con su operacién
de grupo dada por

(CC,y, Z)(Ot,ﬁ,’y) = ((l‘ay) + e_z(a’ﬁ)’z +7)'

0 1
0 0

_ ZN __ ]. yA
¢z—e _<0 1 ’

entonces R? xn R coincide con el grupo de Heisenberg Nils con su
operacion usual

= Por dltimo, si se considera N = ( ), se obtiene que

(z,y,2)(a, B,7) = (x +a+ 28,y + 8,2 + 7).

Para estudiar la estructura que posee el algebra de Lie de un grupo que
tiene estructura de producto semi-directo, se construye una base de campos
invariantes por la izquierda, la cual se denotara por

{El(iﬂ,y, Z), EQ('ra Y, Z)a Eg(:lf,y, Z)}

Posteriormente se calculan las constantes de estructura del algebra de Lie.

Primero, dado el producto semi-directo G = R? x 4 R se denotard la accién

como la matriz
a b
a=(0a)

y a su matriz exponencial por
wz = QZA
_ (an(z) alg(z))
as (z) ag(z)

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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donde

¢z(a7/3> - €ZA(CV75)
_ ( a11(z) ai2(z) > < a )
a21(z)  az(2) B )
Ahora, se procede a determinar una base ortonormal del dlgebra de Lie. Pa-
ra esto, se toman las coordenadas usuales en R? y en R, es decir, (z,y) € R?

y z € R. Entonces se puede denotar a la base canénica de los campos vec-

toriales de G como {8%, a%, % )

Sean D1,DP2,P3 € G de la forma b1 = (t7070)7 b2 = (07t7 0) y p3 = (O7O7t)
con t € R. Fijemos un elemento arbitrario g = (z,y, z) € G.

Al multiplicar g con p; por la izquierda se obtiene lo siguiente:

gpr = (az,y,z)(t,0,0) = (($’y)+wz(t7 )72)7
gp2 = (m,y,z)(O,t,O) = ((%3/)"‘7/12(0775),2’),
gps = (2,9,2)(0,0,7) = ((z,y) + ¢2:(0,0),2)
donde en la primara entrada operan elementos de R? y en la segunda operan

elementos de R. Al usar la definicién de ¥, (v, 5) en el desarrollo queda lo
siguiente:

gp1 = ((z +tan(z),y + taai(2)), 2),
g2 = ((z +taia(z),y + ta(2)), 2),
gps = ((07 0),Z—|—t)

Después, al tomar derivadas evaluadas en ¢ = 0 se obtiene la base del
algebra de Lie g de G en términos de la base candnica:

0 0
Ei(z,y,2) = all(z)%+a2l(z)@v
0 0
Ey(z,y,2) = a12(2)%+a22(2)6*y,
0
E?)(mvyuz) = &

Calculando las constantes de estructura del dlgebra de Lie generada por la
base {E;}, se calculard como estan dados [E1, Es|, [Ee, Es] y [Es, E1).

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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Primero, se observa que Fi(z,y,z) y E2(x,y,2) son los elementos genera-
dores del 4lgebra de Lie de R?, entonces es una subalgebra conmutativa de
g ya que el grupo (R? +) es abeliano. Por lo tanto se tiene que el corchete
de Lie entre estos dos campos es idénticamente cero:

[El(xv Y, Z)7 Eg(]}’ Y, Z)] =0.

Se denota a la matriz inversa de e*4 por

oA < Z“(Z) le(z) >

Mediante un cambio de coordenadas se puede expresar a la base {%, a%
en términos de {Eq, Fa} como sigue:

0
9 a'(2)Ey + a®(2) By (1.18)
('98@/ = a'?(2)Ey + a**(2)Es. (1.19)

Dados dos campos X,Y € X(G) se considera la derivada de Lie de Y con
respecto a X

y se obtiene lo siguiente:
0 0 0
(B3, ] = 95 011(2)% + a21(z)0y]

al utilizar las propiedades de la derivada de Lie se obtiene que
[Es,E1] = Lo |a (z)2 +Las (a (z)g
s b1l = Lo {anlz) oo 2 | a2 oy

- <§Za11(z)> a% Fan(2)Ly (i)

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS
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después de sustituir las ecuaciones (1.18) y (1.19) en el desarrollo anterior
se tiene

[Es, E1] = di(2) (au(z)El + a21(z)E2) + aby (2) (am(z)El + GQQ(Z)EQ)
= (@@ a(2a™) By + (dy (2)a”) + ay (2)a®) B

Se observa que los coeficientes que acompanan a Fq y Es corresponden a
los coeficientes de la siguiente matriz

d a b
—zA zA _ —2A _zA — —_
e —dze e A=A < e d > .

Entonces el corchete de Lie entre estos dos campos estd dado por
[Es(z,y,2), E1(x,y,2)] = aFy(2,y, 2) + cEa(x,y, 2).
Y, de la misma forma se tiene que
[Es(z,y, 2), Ea(2,y, 2)] = bE1(2,y,2) + dE>(x, y, 2).

Por lo tanto, el corchete de Lie del producto semi-directo G = R? x4 R en

la base {F1(z,y,2), E2(x,y, 2), E3(x,y,2)}, con A = ( Z Z > , estd dado

por

[E1,Es] = 0
[Eg, El] = aF1+ cEy (1.20)
(B3, Es] = bE, +dE.

Las constantes de estructura buscadas coinciden con las entradas de la ma-
triz A, la cual caracteriza al producto semi-directo G = R? x4 R.

Las relaciones en (1.20) muestran c6mo, en un grupo de Lie con esta es-
tructura de producto semi-directo, las constantes de estructura del algebra
de Lie ayudan a determinar la matriz A y por lo tanto la estructura de
grupo. Inversamente, los coeficientes de la matriz A ayudan a determinar
la estructura del algebra de Lie.

Este resultado serd muy ttil para las clasificaciones que se presentan en los
capitulos 3 y 4.

1.6. PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS



CAPITULO

2

Meétricas sobre grupos de
Lie

El objetivo de este capitulo es presentar los conceptos basicos de la geo-
metria Riemanniana en grupos de Lie y asi, trabajar con los grupos de
Lie métricos. Se presentan las definiciones de métricas invariantes por la
izquierda y por la derecha para un grupo de Lie. Con una métrica inva-
riante por la izquierda, se dota al grupo de una conexién Riemanniana y
se calculan las curvaturas. Al final del capitulo, se analizan las métricas in-
variantes por la izquierda en los grupos de Lie con estructura de producto
semi-directo.

2.1. Meétricas en grupos de Lie

Se sabe que toda variedad diferenciable admite una métrica, la cual dota a
la variedad de una estructura Riemanniana. Una métrica Riemaniana es la
asignacién de un producto interior a cada espacio tangente de G, esto es,

(g : T,GxT,G =R

es una forma bilineal, simétrica y definida positiva para todo elemento
g € (. Esta asignacion varia diferenciablemente sobre todos los puntos de

23
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la variedad, en efecto, consideremos una parametrizacién del grupo de Lie

dada por o : U C R® = G y o(x1,22,23) = p € G, entonces la base

obtenida por ¢ de T,G esta dada por {8%,- 3_, donde 8%1-@) = dpp(ei) vy

{e;}2_, es la base estdndar de R3. Asi, tenemos que la funcién

gij (21, w2, 73) = <ES;(P)=6S;(P)>p

es diferenciable en U. Méas aun, para cualquier par de campos vectoriales
X,Y € X(G) diferenciables en una vecindad V' C G se tiene que la funcién
(X,Y):V C G — R es diferenciable.

El (g) tensor G : X(G) x X(G) — D(G) dado por G(X,Y) = (X,Y) se
llama tensor métrico. Sus componentes en el marco {a%l}f’zl son los coefi-

cientes g;; de la métrica Riemanniana en ese sistema de coordenadas.

La métrica también suele representarse por el elemento de linea: con las
coordenadas descritas anteriormente podemos expresar la métrica como

3
ds® = Z gijdxi ® da’.
i,j=1
Definicion 2.1.1 Sean G y H dos grupos de Lie, ambos dotados con una

métrica Riemanniana. Se dice que un difeomorfismo f : G — H es una
isometria si satisface la relacion

(v, w>g = <dfg(v)a dfg(w)>f(g)
para todo elemento del grupo g € G y para todo par de vectores v,w € T,G.

Se definen las métricas invariantes como sigue:

Definicién 2.1.2 Sea G un grupo de Lie, entonces

» La métrica es invariante por la izquierda si Ly : G — G es una
isometria para todo g € G.

» La métrica es invariante por la derecha si Ry : G — G es una iso-
metria para todo g € G.

Si la métrica es invariante por la izquierda y por la derecha entonces dire-
mos que la métrica es bi-invariante.

Definicion 2.1.3 Un grupo de Lie G dotado con una métrica invariante
por la izquierda se conoce como grupo de Lie métrico.

2.1. METRICAS EN GRUPOS DE LIE
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2.2. Conexiéon de Levi-Civita sobre un grupo de
Lie

Consideremos un grupo de Lie G con una métrica invariante por la izquierda
y una base ortonormal {e;}?_; de su dlgebra de Lie g. Nétese que con esta

métrica se cumple que
X{Y,Z)=0

para todo X,Y,Z € g, es decir, (Y,Z) es constante: sea g un elemento
cualquiera del grupo G, entonces para cualesquiera Y, Z € g definidos por
la ecuacion (1.5) se cumple

Y, Z)g = (Yg,2y)

Yy,

(d(Lg)e(Ye), d(Lg)e(Ze))
= <Y;?72>

(Y, Z)e.

El teorema de Levi-Civita queda expresado como sigue:

Teorema 2.2.1 FEziste una unica conexion afin V que satisface las si-
guientes propiedades para todo campo vectorial invariante por la izquierda

X, Y. Z eg:
» Es compatible con la métrica, esto es, se cumple

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ).

= Fs simétrica, es decir,

Se conoce como la conexion de Levi-Civita o conexion Riemanniana
y estd dada por la formula de Koszul:

2AVxY,Zy =([X,Y],Z) = (Y, Z],X) + ([Z, X],Y). (2.1)

Si se escribe ;i = ([ei, €], ex), la formula (2.1) queda expresada como
sigue:

2<v€iejvek’> = <[€@',€j],€k> - <[€j,€k],€i> + <[€k,€i],€j>
= Qujk — Qg + Q-

2.2. CONEXION DE LEVI-CIVITA SOBRE UN GRUPO DE LIE
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Por lo tanto, podemos escribir la conexién entre dos elementos de una base
ortonormal como

Ve =5 (Oéz'jk — Qg + am‘j) ek (2.2)

DN | =
(]

k=1

y al sustituir cada «;j) se obtiene

—_

3
Veiei =5 (e esl ex) — (lejy exl ) + ([ers e, €5)) e (2.3)
k=1

\V)

2.3. Curvatura de grupos de Lie

La curvatura de una variedad Riemannniana es una aplicacion multilineal

R:X(G) x X(Q) x X(G) — X(G) que esta dada de la siguiente manera
R(X, Y)Z =VyVxZ -VxVyZ + V[ij]Z. (2.4)

Se define el (2) tensor de curvatura de Riemann como la aplicacion multi-
lineal R : X(G) x X(G) x X(G) x X(G) — D(G) dada por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

2.5
=(VyVxZ - VxVyZ+VxyZ,W) (25)

donde sus componentes en el marco {% ?:1 son los coeficientes
7
Rijks = E R%kgns
n

0 0 0 0
= (75 ) ooy e

Si se considera la traza del tensor de curvatura de Riemann (2.5), se obtiene
el (g) tensor de curvatura de Ricci, el cual se denota por Ric : T,G x T,G —
D(G) y estd dado por

3
Ricy(X,Y) =Y (R(X,Z)Y, Z;) (2.6)
=1

2.3. CURVATURA DE GRUPOS DE LIE
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donde {Z;(p)} es un marco ortonormal de T,,G. Asi, la forma cuadrdtica de
Ricci estd dada por

Ric,(X) = Ric,y (X, X)

3
Z (X,Z)X, Z) 27

y se le conoce como la curvatura de Ricci en la direccion de X sobre T),G.
De ahora en adelante se denotara la curvatura de Ricci en la direccién de
X € g =T.G como Ric(X)

2.4. Meétrica canodnica invariante por la izquierda
en un grupo de Lie con estructura de pro-
ducto semi-directo

Considérese un grupo de Lie G de dimension 3 con una métrica invariante
por la izquierda y una base ortonormal {Ei};?’:l para su algebra de Lie g.
Dicha base estd escrita en términos de una base inducida por una carta fija
{az 3_,. Denotemos A = My((,)) y A’ = Mg((,)) como las matrices con
las entradas iguales a las componentes del tensor métrico en términos de las
bases { 82 3 v {Ei}3_ respectivamente. Primero, se observa lo siguiente:

Para un grupo de Lie de dimension 3, se sabe por el teorema de cambio de
base, que existe una matriz P € GL3(R) tal que se satisface la igualdad

Mg = PTMyP (2.8)

P=M ({ai} {Ei}> (2.9)

es la matriz de cambio de base que tiene las entradas de los vectores E; en
términos de la base 8 -, My es la matriz que tiene como entradas las com-

donde

ponentes de la métrica en términos de la base {-2-}3_, y Mg es la matriz
Oz; Ji=1
que tiene como entradas a las componentes de la métrica en términos de la

base {E;}?_;.

2.4. METRICA CANONICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO
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Debido a que {Ei}?zl es una base ortonormal, I = Mg, despejando de la
ecuacién de cambio de base se obtiene que

My = (PT)~1 P!

(v (b)) (o (b))

De esta forma, usando la ecuacién anterior, el elemento de linea se puede
escribir como

3
s’ =) [Myl;; da’ ® da? (2.11)

,j=1

donde [Mpl;; son las componentes de la métrica escrita en la base %, da-
das por el producto de la matriz inversa transpuesta de P y la inversa de
la matriz P en (2.10).

Ahora supdngase que G es un grupo de Lie métrico con estructura de
producto semi-directo G = R? x4 R. En este caso, la base estd dada de
manera mas especifica:

0 0
Ei(z,y,2) = an(z)%*-am(z)afy,
0 0
Ey(z,y,2) = a12(2)%+a22(2)87y’
0
E3($7yvz) = &a

y asi se tiene que la matriz de cambio de base estd dada por

- (i)

an(z) alg(z) 0
= agl(z) agg(z) 0 s
0 0 1

el primer bloque de esta matriz es el automorfismo v, = e*4

aplicar el resultado (2.10) se obtiene que

, entonces al

(a11)2 + (CL21)2 CL126L11 +a22a21 0
MB — a12a11 + a22a21 (a12)2 + (a22)2 0
0 0 1

2.4. METRICA CANONICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO
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Asi, se puede escribir al elemento de linea como

ds* = [(a'(2))* + (a® ( ))?]da?
O+ PP 4
+a?(2)a' (2) + a®(2)a® (2)](dx @ dy + dy @ dz)
= 72“%&(14)'2([@21( ) + a3y (2)ldz? + [af, (2) + a%Q(z)]dy2> +dz”

_672traza(A)z[an(z)a21(z) + a12(2)age(2)]|(dx ® dy + dy ® dx).

2.4. METRICA CANONICA INVARIANTE POR LA IZQUIERDA EN UN GRUPO DE LIE CON
ESTRUCTURA DE PRODUCTO SEMI-DIRECTO






crivo (Grupos de Lie métricos
3 . ;
unimodulares de 3 dimen-
siones

En este capitulo se presenta la clasificacién de los grupos de Lie métricos
unimodulares de 3 dimensiones. Primero se analizan sus constantes de es-
tructura partiendo de la construccién de un operador lineal que relaciona
el producto cruz entro dos elementos del algebra con el corchete de Lie del
algebra entre los mismos elementos. Después, de manera general, se hacen
las construcciones de la conexién, y se determinan los tensores de curvatura
de Riemann y de Ricci. Al final del capitulo se presenta la clasificacion de
los grupos en términos de los signos de sus constantes de estructura.

3.1. Preliminares
En el dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G métrico conexo de dimensién 3
se puede definir el producto cruz de la siguiente manera: dados tres campos

invariantes por la izquierda X,Y, Z € g, la operacién producto cruz es tal
que se cumple lo siguiente

(X xY,Z) =det(X,Y, Z).

31
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Al definir el tensor de permutaciones o tensor de Levi-Civita como

- 1 si(ijk) es permutacién par
gk = 1 4 (ijk) es permutacién impar (3.1)
0  otro caso

se puede tomar la expresion tensorial

3
(X X Y)Z = Z 6ijk$jyk,
jk=1

xi,y; son las componentes de X y Y respectivamente. Esto permite que el
grupo de Lie G tenga una orientacién positiva de tal forma que el conjun-
to {X,Y, X x Y} sea una base orientada de g. Entonces existe un tunico
endomorfismo £ : g — g tal que

X xY) = [X,Y] (3.2)

para todo X, Y € g. En efecto, considérese una base ortonormal de g orien-
tada positivamente, denotada por {e1,es, es}, entonces se puede definir el
endomorfismo £ : g — g como sigue

£(e1) := [ea, €3]
L(e2) = [es, e1] (3.3)
2(63) = [61,62]
y de esta forma se puede garantizar que se cumple
2(62‘ X ej) = [62‘,6]']. (34)

Por lo tanto, al usar la bilinealidad del producto cruz y del corchete de Lie
se obtiene que
L(X xY)=[X,Y]

para todo X,Y € g. Esto motiva la siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.1.1 El grupo de Lie G es unimodular si y solo si el opera-
dor £ : g — g, visto como transformacion lineal, es autoadjunto®.

'En [4], seccién 6.4:

Definicién 3.1.1 Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador lineal
en V. T se denomina operador autoadjunto o Hermitiano si T = T*. Una matriz A
cuadrada n X n es autoadjunta o Hermitiana si A = A*.

3.1. PRELIMINARES
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Demostracion. Sea G un grupo de Lie donde la base de su algebra de Lie g
es {e1, e, e3}. Entonces

3
Ller) =Y aigej,
j=1

evaluando £ en cada e; se obtiene

3
,8(61) = Zaljej = [62,63] = ade2 (63)
j=1
3
,‘3(62) = Zagjej = [63,61] = ade3(€1)
j=1
3
£(es3) = Zagjej = [e1,e2] = ade, (e2),
j=1

ahora, nétese que
—ade; (ej) = —leis ¢
= [ejv ei]

= adej (ei)a

entonces se obtiene

3
- Zaljej = —ade,(e3) = ade,(e2)
j=1
3
- Zagjej = —ades(e1) = ade, (e3)
j=1

3
— Zagjej = —ade, (e2) = ade,(e1).
J=1

Ademas, se satisface la relacién
0 = [ei, ei] = ade, (e;).

Reacomodando se obtienen los vectores columna de las matrices ad.; para
i =1,2,3 en la base {¢;};

3.1. PRELIMINARES
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= Para ade,:

ade, (e1) = (0,0,0)
ade, (e2) = (a31, 32, 33)
ade, (e3) = —(a21,a22,a23)
luego

0 asi —an
ade; = [ 0 a3zx —a

0 ass —ags

= Para ade,:

ade,(e1) = —(as1,a32,a33)
ade,(e2) = (0,0,0)
ade,(e3) = (ou1,a12,013)

luego
—az; 0 an
ad62 = —Q32 O 192
—agz 0 a3

= Para ade,:

—
~—

ade, (e (a1, a2, 23)
adey(e2) = —(oq1, 012, a13)
ade;(e3) = (0,0,0)

o
)

luego
agy —aip 0
ade; = | a2 —a12 0
a9z —ayz 0

Asi, se tiene que

traza(ade,) = 32 — o3
traza(ade,) = —ag1+ a3
traza(ade,) = 12 — aa.

Por hipétesis G es unimodular y esto se cumple si y solo si traza(adyx) = 0
para todo X € g, es decir, G es unimodular si y solo si las componentes

3.1. PRELIMINARES
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fuera de la diagonal en la matriz del operador £ cumplen que a;; = ;. Por

lo tanto, G es unimodular si y solo si el operador £ : g — g es autoadjunto?.
O

3.2. Constantes de estructura del algebra de Lie
de un grupo unimodular de 3 dimensiones

La consecuencia mas importante de la proposicién anterior es que, si el
grupo de Lie es unimodular, existe una base ortonormal {E1, Ey, E5} del
algebra de Lie g formada por vectores propios del operador £ : g — g.
Nuevamente, tomando la orientacién positiva, se cumple

[EQ, Eg] = 2<E2 X Eg) = E(El) = 01E1
[Eg, El] = S(Eg X El) = £(E2) = 02E2
[El, E2] = S(El X Eg) = S(E:g) = 03E3,

es decir, los valores propios {ci}§:1 son las constantes de estructura del
grupo de Lie métrico unimodular.

Observacion:
Las constantes de estructura c1,co y c3 son invariantes de la estructura de
grupo de Lie métrico, es decir, a la vez son invariantes de la métrica y de la
estructura de grupo de Lie. Al cambiar la orientacién se cambian todos los
signos de las constantes y al cambiar la métrica se cambian las constantes
de estructura.

» Considérese a,b,c € RT entonces se puede definir

El bCE1 ;
=0 = acks,
=3 = abFs;

ahora considérese una métrica invariante por la izquierda de G tal
que {Z1, Z2, E3} sea base ortonormal. De esta forma se puede ver que

2De la definicién de operador autoadjunto en [4], se sigue inmediatamente que T es
autoadjunto si y solo si la matriz que representa al operador T, escrita en términos de
una base ortonormal, es autoadjunta.

3.2. CONSTANTES DE ESTRUCTURA DEL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO UNIMODULAR DE 3
DIMENSIONES
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las constantes de estructura cambian:
[EQ, 53] = S(EQ X Eg)
= CLZbCS(EQ X Eg)
= a’bcg(Ey)
= a*(bc)e By

= a20151.

Las nuevas constantes de estructura son:

cp = a’ cy,
Cy = b202,
c3 = ? c3.

Estas constantes de estructura cambian con respecto a las anteriores
pero su signo se mantiene, es decir, la estructura de grupo de Lie se
mantiene y se cambia la métrica.

= Al cambiar la orientacién de la base, se cambia el signo de la permu-
tacién de los indices de dicha base. Se sabe que, con la orientacién
positiva (orientacién inicial), se cumple la relacién

[E;, Ej] = 7%, By,

donde €% es el tensor de Levi-Civita. Al tomar, por ejemplo, la orien-
tacion {E9, E1, E3} se obtiene que

[E2, 1] = —c3E3
[E1, B3] = —c2FE»
[E31E2] = _CIE17

esto es, el signo de las tres constantes de estructura cambid.

3.3. Geometria de los grupos de Lie unimodulares

Ahora se calculard el tensor de curvatura de Ricci. Para esto, primero se
verd como estd dada la conexién Riemanniana V:

Para Vg, se tiene lo siguiente:

3.3. GEOMETRIA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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= Notése que los términos i, = ([e;, e;], ex) son iguales a cero cuan-

do se repite algin indice, entonces por la férmula de Koszul (2.

Vg, E; = 0 para todo ¢. En particular

» Al desarrollar la expresion (2.3) para Vg, Ea se obtiene;

2V i, By

Vg, B =0.

3
= E a2k — g1 + oi2) B

Q123 — (31 + a312) E3

c3 —C1+ 62)E3.

» Ahora para Vg, E3;

2V 1, E3

3
= E (oask — asgr + akiz) Ex

k=
(04132 — as321 + a213) E3
(

{

[E
= (63 —c1+ CQ)EQ

k=
(

= (([B1, B2], E3) — ([E2, B3], Er) + ([E3, 1], E2)) E3
(

1, B3], Eo) — ([Es, Bal, Ev) + ([B2, En], E3)) B2

3)

De manera similar se obtienen las combinaciones restantes. Por lo que las
componentes de la derivada covariante Vg, IJ; quedan expresadas de la

siguiente forma:

Ve By = 5(—61 + c2 + ¢c3) B3,
Ve,Es = %(cl — ¢+ c3)En,
Ve,Er = %(61 + c2 — ¢3) B,
Ve E3 = —%(_Cl +co + c3)Ea,
Ve, B = —%(61 —ca + c3) B3,
Ve,El = —%(61 +c2 —c3)
Vg, E; = 0 para todo indice i.

3.8. GEOMETRIA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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Asi, se definen las nuevas constantes

Entonces las componentes de la derivada covariante son:

Con respecto a la curvatura de

esta dada por

1

pr = 5(—01+62+C3),
1

py = 5(01—62+C3),
1

p3z = §(CI+CQ_C3)-

Ve Ey = ks
Ve, E3s = pky
Ve Ehw = psks

vEl Es = —uks
Ve, Er = —u2ks
Ve E1r = —uskr
Vg, E; = 0 para todo indice i.

3
Ric(E1) = > (R(E1, Ei)Ey, Ey).

i=1

= El primer término de la suma estd dado por

Ri111

= El segundo término de la suma queda expresado como

Ri212

R(Eh E17 E17 El)
(R(E1, E1)Eq, Ey)
(

= 0.

R(E1, Es, E1, E»)
R(Eh, Eq)E1, Eo)

~Ve,VE,E1+ Vg, g, F1, E2)
—12V g, B3+ c3Vg, By, Ea)
—p2p1 Ba + cauz B, Ea)

= —ugu1 + c3us.

o~ o~~~ ——

Ve Ve Bl — Vi Ve EL+ Vg g E, Er)

Ve, Ve E1— Vi Vi EL+ Vg g, F1, Ea)

Ricci en la direccién de Fq, por definicién

3.3. GEOMETRIA DE LOS GRUPOS DE LIE UNIMODULARES
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= Por dltimo, el tercer término de la suma es

Riziz = R(E4, Es, Eq, E3)
R(E, Es)E1, E3)

(
(
(—
(—=u3Vp, Ey — coVE,Ey, E3)
(—p3p1 E3 + copa B3, Es3)

= —p3p1 + cap2.

Luego, se obtiene que

3
Ric(E1) = Y (R(Ey, E)E, E;)
=1

VE,VE B —VEVEE + Vg 5B, E3)
Ve VEE1L+ Vg g F1, E3)

= (R(E1, E1)EL, Er) + (R(Eh, E2)Er, E2) + (R(Eh, E3)Eq, E3)

= 0 — popr + c3p3 — p3p1 + cop2
= —p1(p2 + p3) + capz + c3p3

1
= —501,u1 + copo + C3u3
1
= S(dd— & — 3+ 2cc3),

2

por otro lado

1
2pop3 = 5(6% — ¢ — 3 + 2cac3),

por lo tanto
RlC(El) == 2#2#3.

De forma andloga se encuentra que

RiC(EQ) = 2#1”3
RiC(E3) = 2#1#2.

3.4. Clasificacion

(3.9)
(3.10)

La clasificacion de las estructuras de grupo de los grupos de Lie métricos
unimodulares de tres dimensiones se basa en los signos de las constantes de

3.4. CLASIFICACION
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’ Signos de ¢, ¢9, c3 \ Grupo de Lie unimodular

++ + SU(2,C)
++ - SL(2,R)
++0 E(2)
+-0 Solg
+00 Nils
000 R3

Cuadro 3.1: Signos de las constantes de estructura.

estructura, los seis posibles casos se muestran en el Cuadro 3.1 y representan
a seis posibles dlgebras de Lie diferentes. Para comprobar esta afirmacién
se observara que la signatura de la forma de Killing es diferente.

Definicién 3.4.1 A la funciéon B: g x g = R dada por
B(X,Y) = traza(ad x o ady) (3.11)

se le conoce como la forma de Killing del dalgebra de Lie g. B satisface las
siguientes propiedades:

= FEs una forma simétrica y bilineal en g.

= Fs Ad-invariante, es decir, si G es un grupo de Lie con dlgebra de
Lie g entonces

B(Ad,(X),Ady(Y)) = B(X,Y)
para todo g € G y para todo X,Y € g.

= Dado un Z € g se cumple que ady es anti-simétrica con respecto a la
forma de Killing, esto es

Badz(X),Y) = —B(X,adz(Y))

para todo X,Y € g. También se puede escribir como B([X, Z],Y) =
B(X,[Z,Y]) para todo X,Y € g.

Las componentes de la forma de Killing estan dadas por la relacion

Bij = B(E;, Ej) = traza(adg, o adg,) (3.12)

3.4. CLASIFICACION
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donde {F;} es una base invariante por la izquierda del algebra de Lie g. El
término dentro de la traza se desarrolla de la siguiente forma:

Sea n un indice tal que [Ej, Ej] = 5jk”c?kEn. Entonces como el algebra
de Lie unimodular es de dimensién tres se puede decir que n # j,k y su
eleccion depende de los valores de j y de k. Entonces se puede escribir

adg, oadg; (Ey) = [Ei [Ej, Ex]
= [B;, e By
= B, By
Despusés, considérese el indice m tal que [E;, E,] = ™" E,,, de igual

forma se puede decir que m # i,n y la elecciéon d m depende de los valores
de 7 y de n. Finalmente se obtiene la expresién:

adg, o adg, (Ey) = ™" e & (3.13)

donde c;?k es la constante de estructura n-esima obtenida mediante el con-
mutador de £ con Ej.

Para obtener las componentes B;; de la forma de Killing primero se calcu-
lardn las matrices ad g, oadg; para todo par de indices 7, j = 1, 2, 3 mediante
la ecuacién (3.13) y la definicién del tensor de Levi-Civita (3.1).

= Cuando ¢ = 1,5 = 2 tenemos

adEl o adE2 (El) = CgCgEQ
adEl o adE2 (Ez) (0,0,0)
adEl o adE2 (Eg) == (0,0,0).

= Cuando ¢ = 1,j = 3 tenemos
adg, ocadg,(F1) = (0,0,0)
adEl o adE3 (Eg)
adEl o adE3 (Eg) = (0,0,0).

cocg3 B3

= Cuando i = 2,5 = 3 tenemos
adpg, oadg, (F1) = (0,0,0)
adg, o adg, (E2)
adE2 o adE3 (Eg) == (0, 0, 0).

6103E3

3.4. CLASIFICACION
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= Cuando 7,j = 1 tenemos

adE1 OadE1 (El) = (0,0,0)
adEl o adEl (EQ) = —C3CQE2
adEl o adEl (Eg) = —CgCgEg.

= Cuando ,j = 2 tenemos

adE2 o adE2 (El) = —ClcgEl
adg, oadg,(F2) = (0,0,0)
adE2 o adE2 (Eg) = —ClcgEg.

= Cuando ¢,j = 3 tenemos

ELC]E3 o) adE3 (El) = —CQClEl
adE3 o) adE3 (EQ) = —6201E2
adE3 OadES(Eg) = (0,0,0).

Obteniendo la traza de cada matriz resultante y usando la simetria de la
forma de Killing obtenemos que las componentes estan dadas por

—C2C3 0 0
(B)Z‘j = 0 —C1C3 0 . (3.14)
0 0 —C1C2

Definicion 3.4.2 Llamaremos signatura de una forma cuadrdtica Y, de-
notada por sig(Y), a la pareja ordenada (o,p) donde o es el nimero de
elementos positivos y p es el numero de elementos negativos de la matriz
diagonal que representa a T en una base ortogonal.

La signatura de la forma de Killing solo depende de la estructura de grupo
de Lie. Por lo tanto, la expresién de la forma de Killing (3.14) muestra que
los seis posibles casos del Cuadro 3.1 corresponden a algebras de Lie que
no son isomorfas.

A continuacién se estudian los grupos SU(2,C), SL(2,R), E(?), Sols, Nilg
y R3 con el fin de mostrar que cada uno de estos grupos corresponde a cada
uno de los seis casos del Cuadro 3.1. En la ultima parte de 3.4.4 Sols, se
hace el cédlculo de las matrices ad Y de sus trazas para comprobar que el
grupo es unimodular.

3.4. CLASIFICACION
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3.4.1. SU(2,C)
El grupo especial unitario con entradas complejas es el conjunto de matrices
SU(2,C) = {A € GLy(C) | AA" = I,det(A) = 1}.

Dicho grupo es isomorfo a la esfera de dimensién tres S? con la estructura
dada por los cuaterniones unitarios

{g=t+aityj+zken] gl =1}

esto mediante el mapeo ¢ : S? C $ — SU(2,C) dado por

) = &a+q2))
( q1 Q2>
@ q )’

donde g1, g2 € C. Escrito en coordenadas toma la forma

_ t+xi  y+zi
§a) = < —y+zi t—umi )

La base del algebra de Lie de SU(2,C), denotada por su(2,C), estd dada
por las matrices de Pauli:

Y las relaciones del conmutador, dadas por la multiplicacién de matrices,
son:
[02, 03] = 201, [03,01] =202 [01,02] = 203.

es decir, ¢c; = co = c3 = 2 > 0. De esta manera, la forma de Killing de
su(2,C) es

-4 0 0
(Bac)ii=| 0 -4 0
0 0 -4

y su signatura es
sig (Bsu(2,(C)) = (0,3).

3.4. CLASIFICACION
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3.4.2. SL(2,R)

El grupo especial lineal con entradas reales es el conjunto de matrices
SL(2,R) ={A € GLy(R) | det(A) = 1}.

Contiene tres familias de subgrupos uniparamétricos disjuntos que se clasi-
fican en términos del discriminante del polinomio caracteristico. Para una
matriz A € SL(2,R) su polinomio caracteristico es

A — traza(A)\ + det(A)

y como det(A) = 1 entonces los valores propios de la matriz A estan dados

por
1
A2 = 3 (traza(A) +4/traza?(A) — 4) .

Dependiendo de cuédl sea el valor de traza(A) se tendran pares diferentes
de valores propios, a cada par le corresponderd una familia de subgrupos.
En efecto, las tres familias de subgrupos estan representadas por los casos
[traza(A)| < 2, [traza(A)| > 2 o |traza(A)| = 2.

= Subgrupos elipticos: Corresponden a las matrices A € SL(2,R) con
[traza(A)| < 2, es decir, tienen valores propios complejos. En este
caso A tiene la forma
A=P 'RyP

para alguna P € GL(2,R) y para algtin 6 € [0,27). La familia
(P_lRap)ee[o,zw)
es un subgrupo uniparamétrico eliptico.

= Subgrupos parabdlicos: Considérese una matriz A € SL(2,R) tal que
|traza(A)| = 2, asi sus valores propios son A = +1.

e Si A es diagonalizable, entonces A = +1.

e Si A no es diagonalizable, entonces

(1t
darr (1)

con P € GL(2,R) y t € R. Esto define un subgrupo unipa-
ramétrico parabdlico.
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= Subgrupos hiperbdlicos: Estos subgrupos corresponden a las matrices
A € SL(2,R) con |traza(A)| > 2. Sus valores propios son reales e
inversos uno del otro. En este caso A tiene la forma

A:P‘1<3 A(,)l )P

para algin A # 0y P € GL(2,R). Esto define un subgrupo unipa-
ramétrico hiperbdlico.

Para cada familia de subgrupos del grupo SL(2,R) se definen los subgrupos
uniparamétricos como sigue:

¢ o R o SL2.B) dado o g0 = ( 20 0 )

e

» ¢op:R— SL(2,R) dado por ¢p(t) = < (1) 1t )

» ¢y :R— SL(2,R) dado por ¢y (t) = < %t eg >

Luego, tomando derivadas y evaluando en ¢t = 0 se obtiene
w0 = (13
o0 = (o )
oo = (5 %)

De los cuales, sin pérdida de generalidad se escoge Ey = ¢/;(0) y E3 =
¢’z(0). Ahora, considerando el producto interior usual de las matrices, se
tiene que (¢’5(0),¢’(0)) # 0, es decir, no son ortogonales. Entonces sea
Fy € 51(2,R)NW, donde W C g es el conjunto generado por los elementos
FEq y E3. Asi, se obtiene que

1 0
o= (o h)

01
= (V)

0 —1
oo (03
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El corchete de Lie estd dado por

[Es, B3] = 2E
[Es,E1] = 2F»
[Er, Eo] = —2FE3
es decir, las constantes de estructura son ¢; = co = 2 y cg3 = —2. Después,

usando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se obtiene que g = o = -1y
ps = 3y, usando las formulas de las curvaturas de Ricci (3.8), (3.9) y (3.10)
se obtiene que Ric(F;) = Ric(F2) = —6 y Ric(E3) = 2.

Las componentes de la forma de Killing son
0
(Bsi2,r))ij = 0

S O =

0
4
0 —4

por lo tanto, la signatura de la forma de Killing esta dada por

sig(Bsr) = (2,1).

3.4.3. E(2)
El cubriente universal del grupo de transformaciones rigidas que preservan

la orientacion del plano euclidiano es un grupo isomorfo al producto semi-

directo R? xz R donde E = ( (1] _01 ) Sea 1 : R — Aut(R?) dada por

Y(2) =, = e*F : R?2 — R2. Se sabe que

b e ( cos(z) —sin(2) ) |

sin(z)  cos(z)

ast, dos elementos (z,y, 2), (o, 3,7) € E(2) = R2x gR operan de la siguiente
manera:

(z,y,2)(a, B,7) = (x + acos(z) — Bsin(z), y + asin(z) + Bcos(z), z+ 7).
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Con esto se puede generar la base del dlgebra de Lie de E(Q) = R?

la cual se denotara por e(2):

NE'Ra

9 | .
El(ﬂ?,y,z) = COS(Z)a—x —|—51n(z)aiy
. 0 o
EQ(xyyaz) - _SIH(Z)% +COS(Z) ay
0
ES(%?/; Z) = %

y entonces el corchete de Lie entre los elementos de la base queda expresado
como

(B, B3] = E4
[E3a El] = E2
[Ela EZ] = 07

y por lo tanto las constantes de estructura son ¢y = co =1y c3 = 0. En-
tonces por (3.5), (3.6) y (3.7) 1 = p2 =0y ps = 1, luego por (3.8), (3.9)
y (3.10) Ric(E1) = Ric(E2) = Ric(E3) = 0.

Para describir la familia de métricas sobre este grupos se define ahora
{Ei}§:1 donde E; = ¢;E; con €1,e9 € R fijos y €3 = 1 entonces

~ o~ £9 ~
[Ey, B3] = 2K
€1
~ o~ £1 ~
(B3, B1] = —By
€2
By, Es] = 0

de donde las nuevas constantes de estructura son ¢; = Z—f, cy = Z—; y cg3 =0,

ademas se cumple que ¢y = % Asi, F(2) es isométrico e isomorfo al grupo

de Lie R? X g(.,) R con E(c1) = < g —001 )

Cc1

La familia de métricas del grupo E (2) estd parametrizada por la constante
c1 de la matriz E(cy).

Con respecto a la signatura, las componentes de la forma de Killing son

0 0 O
(Beay)ij=1 0 0 0 |,
00 -1
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entonces, la signatura de la forma de Killing es
sig(Buay) = (0,1).

3.4.4. Soly

El grupo Sols se puede ver como el conjunto de matrices

e 0 =x
Solz = { 0 e”* vy | z,y,2z € R} C SL(3,R)
0o 0 1

dotado con la operacién del producto usual de matrices, el cual es un
subgrupo del grupo especial lineal real. Ademas, es un grupo isomorfo

-0 ) Asi, se define

al producto semi-directo R? xg R donde S = ( 0 1

¥ : R — Aut(R?) como
_oes_ (e 0 no 2
P(z)=e —< 0 ez)'R — R

Dados dos elementos (z,y, 2), (o, 3,7) € Sols = R? x5 R, la operacién del
producto semi-directo es

(z,y,2)(a, B,7) = (x + e P, y+ €6, 2 47).

Sea sols el algebra de Lie del grupo Sols, entonces, por lo anterior, una
base ortonormal estd dada por

0
Ei(x,y,z) = e_z%
E2(x>yaz) = ezay
0
Eg(l‘,y,Z) = &7

y el corchete de Lie queda expresado como

[E3,Ey] = Es
(B3, E1] = —E
[E17 EZ] - 07
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por lo que las constantes de estructura son ¢c; = 1, cg = —1 y ¢3 = 0. Enton-
ces 1 = 1, ug = 1y ug = 0. Luego Ric(E;) = Ric(E3) = 0y Ric(F3) = —2.

Ahora, la matriz de cambio de base entre {%} y {E;} es

e 0 0
P= 0 e 0 ],
0 0 1

e 0 0
M3(<7>) = 0 6_22 0
0 0 1

Por lo tanto, el elemento de linea queda expresado como

ds® = e**da® 4+ e **dy* + dz*.

De igual forma que en el grupo E (2), para describir la familia de métricas
se tomard la nueva base del dlgebra de Lie:

E, = & (B +Ey)
e2(Ey — E»)
FE3 = FEj3

St
|

donde €1, €5 son constantes positivas. Entonces el corchete de Lie entre los
vectores de esta nueva base es:

~ o~ €9 ~
[Eo, B3] = —E
€1
~ o~ €1 ~
(B3, E] = ——F>
€2
[E1, Ey] = 0.
De esta forma, las nuevas constantes de estructura son ¢; = %, Cco = —% =

;—1 y ¢3 = 0. Ahora, reetiquetando E; por E; se obtiene que la matriz del
1
producto semi-directo estd dada por

- (8 5)
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Asi, la familia de métricas en el grupo Sols es descrita por la constante c;.

Por tdltimo, las componentes de la forma de Killing estan dadas por

(Bsols)ij =

o O O
o O O

0
0],
1

asi, la signatura es

s19(Bsory) = (1,0).

Para comprobar que Sols es unimodular considérese la base { E;} del dlgebra
de Lie sol3 dada por

E1 = El(El + Eg)
Ey, = ey(E1 — E»)
E; = Ej,

donde {E;} es la base canénica. Dadas las definiciones (3.3) se puede escribir
~ 3 ~
2<E2) = Z CkijEj.
j=1

Siguiendo la demostracién de la Proposicién 3.1.1 se obtienen las matrices:

0 az1r —ag
adEl = 0 32 —099
0 a3z —as3

—agzr 0 anp
adE2 = —Q32 0 19
—a3zz3 0 a3

a1 —aqr 0
adE3 = Qoo —Q19 0
agz —aqz 0

donde aj; = 0 cuando i # j, a1 = i—f, g9 = ;—21 y agz = 0. Por lo que las
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matrices son

0 O 0
aLdE1 = 0 0 —a9
0 as33 0
0 0 a1
adE2 = 0 0
—az3 0 O
0 —Q11 0
adES = a929 0 0
0 0 0

las cuales satisfacen la condicién traza(adg ) = 0.

3.4.5. Nils

El grupo Nilpotente, o grupo de Heisenberg, estd dado por el conjunto de
matrices

1 = =z
Nilg = { 01 y € GL3(R) | x,y,zER}.
0 0 1

Dicho grupo, dotado con la multiplicacion de matrices, es isomorfo al pro-

ducto semi-directo Ry xny R donde N = < 8 (1) >, y se define ¥ : R —
Aut(R?) como (z) = e*V = < (1) i ) : R? — R2. La operacién del

producto semi-directo Ry xny R = Nil3 es

o en términos de matrices queda expresada como

1 = =z 1 a v 1 z4+a+28 247y
01 y 01 g |=10 1 y+ 8
0 0 1 0 0 1 0 0 1

para todo (x7y7 Z)7 (Oé,ﬂ,’}’) € Ro xny R = Nils.
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Ahora, sea nilg el algebra de Lie del grupo Nils, entonces una base queda
dada por

0
E = —
1 (ZL‘, Y, Z) o
0 0
E = z—+—
2(%9,2) Z(’?x + ay
0
E = —
3(.%', Y, Z) Oz
y el corchete de Lie entre estos elementos queda expresado por
[E27 E3] = _El
[Es,Er] = 0
[Eh EQ] = Oa
entonces ¢y = —1 y ¢ca = c3 = 0. Después, 1 = % y Ho = 3 = _71 Asi, la

curvatura de Ricci es Ric(E1) = 1 y Ric(E») = Ric(E3) = 5.

La matriz de cambio de base entre la base {E;} y la base dada por la carta
es

1
P=10
0

[eni

0

0 [,
1
entonces, la métrica es

1 —z 0
M8<<7>) = -z 1+Z2 0
0 0 1

y por lo tanto, el elemento de linea es

ds® = (dx — zdy)? + dy? + d2>.

Para este caso, las componentes de la forma de Killing son idénticamente
cero, esto es

(Buits )ij = 0,

la matriz con todas las entradas cero, entonces, la signatura es

S’L'g(Bni[3) = (0, 0)
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3.4.6. R3

El espacio real de tres dimensiones R? es el conjunto de ternas tales que
cada entrada es un niimero real. R? tiene estructura de grupo con la ope-
racion suma de vectores. Este grupo es isomorfo al producto semi-directo
R? Xg,,, R donde Ozx2 € M3(R) es la matriz con entradas iguales a cero.
Con esta estructura de producto semi-directo, se tiene que ¢ : R — Aut(R?)
esta definida como 1, = e?92x2 = [5,,. La operacién del producto semi-
directo coincide con la operacién usual de R3.

La base del dlgebra de Lie de R? coincide con la base usual salvo un término
que multiplica a los vectores

0
E = —
1 (.’E, Y, Z) or
0
E2 (.’E, Y, Z) = 873/
0
E = 2.
3(.’E, Y, Z) 9z
Luego, los corchetes satisfacen la relacién [E;, E;] = 0 para todo i,j =

1,2, 3, asi, las constantes de estructura son ¢; = co = ¢3 = 0. Luego pu; =0
y Ric(F;) = 0 para toda ¢ = 1,2, 3. Por lo tanto, el dlgebra de Lie del grupo
R3 es conmutativa.

De igual forma, las componentes de la forma de Killing son iguales a cero
(Be)ij = 0,
es decir, la signatura es
sig(Bes) = (0,0).
3.5. Conclusiones

En la seccion 3.2 de este trabajo se establece que, cuando el valor de la
constante de estructura cambia, se cambia la métrica en el grupo de Lie.
Los posibles grupos de Lie unimodulares y los signos de sus constantes de
estructura estan descritos en el Cuadro 3.1.

8.5. CONCLUSIONES
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Nzl
(+,0,0)
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SL(2,R)

| * T |
\ . N )

Figura 3.1: Representacion de los grupos de Lie métricos unimodulares de
tres dimensiones.

La Figura 3.5 Es la representacién pictérica del espacio Moduli de los grupos
de Lie métricos unimodulares. Los conjuntos que le corresponden a cada
grupo son:

o SU(2,C): {(c1,c2,¢3)|c; > 0 para i =1,2,3}.
e SL(2,R): {(c1,c2,¢3)|c1,c2 >0y 3 < 0}.

° E(Z)(Q): {(61,62,03)|61,62 >0 y c3 = 0}

SOng {(61,02,03)‘01 > 0, co <0 y c3 = 0}.

Nils: {(c1,c2,¢3)|c1 >0y ca =c3 =0}

R3: El origen, (c1,ca,c3) = (0,0,0).

3.5. CONCLUSIONES
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En el presente capitulo se exponen resultados importantes acerca de los
grupos de Lie no unimodulares de tres dimensiones. El teorema 4.1.1 esta-
blece que estos grupos de Lie tienen la estructura de producto semi-directo.
El teorema 4.2.1 muestra la relacién del determinante de la matriz del pro-
ducto semi-directo y la curvatura del grupo. Como conclusién, el teorema
4.3.1 clasifica los grupos de Lie no unimodualares en términos de céomo es
su matriz de producto semi-directo, si es multiplo de la matriz identidad
o si es diferente. Finalmente, el teorema de Milnor 4.3.2 establece condi-
ciones necesarias y suficientes para que los grupos de Lie no unimodulares
admitan una métrica invariante por la izquierda con signaturas especificas
en la forma cuadratica de Ricci y se establece bajo qué condiciones existen
métricas invariantes de curvatura constante. En particular, se concluye que
existen grupos de Lie métricos no isomorfos que son isométricos.
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4.1. Caracterizacion de los grupos de Lie métricos
no unimodulares

Definicion 4.1.1 Sea m un dlgebra de Lie y n C m un subespacio vectorial
de m.

e 1 es una subdlgebra de Lie de m si [X, Y] € n para todo par X,Y € n

e Se dice que n es un ideal de m si se cumple que [X,Y] € n para todo
Yeny X em.

Proposiciéon 4.1.1 La aplicacion lineal ¢ : g — R dada por
o(X) = traza(ady) (4.1)
es un homomorfismo entre dlgebras de Lie. Y al conjunto
ker(¢) ={X € g | ¢(X) = traza(adx) = 0}

se le conoce como el kernel unimodular, se denota por u = ker(p). Mds
aiun, u es un ideal de g

Demostracion. Primero, como G es no unimodular, entonces, por el Coro-
lario 1.5.1, existe un campo vectorial invariante por la izquierda X € g tal
que no satisface la ecuacién (1.17), es decir, traza(adx) # 0, entonces la
aplicacién ¢ # 0. Ahora, debido a que ad es una representacion, para todo
par de campos invariantes por la izquierda X,Y € g se satisface la relacion

ad[ij] = adX (e} ady — ady o adX, (4.2)

entonces
traza(ad|x y)) = traza(adx o ady) — traza(ady o adx) = 0.

De esta forma se tiene que ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie. Més
aun, la relacién anterior implica que [X,Y] € u para todo X,Y € g. Y en
particular u es un ideal de g. O
Observacion:

El kernel unimodular u C g de un grupo de Lie métrico no unimodular
de dimensién 3 es de dimensién 2: Al ser ¢ : g — R un homomorfismo
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entre dlgebras de Lie se tiene que su imagen es Im(yp) = R, entonces por el
teorema de la dimensién de espacios vectoriales! se tiene:

dim(g) = dim(Im(p)) + dim(ker(p))

por lo que dim(ker(¢)) = dim(u) = 2.
El siguiente teorema presenta la estructura que todo grupo no unimodular
posee.

Teorema 4.1.1 (Caracterizacién) Todo grupo de Lie métrico, simple-
mente conexo, 3-dimensional, no unimodular es isomorfo e isométrico a
un producto semi-directro R? x4 R con su métrica candnica. Donde A =

< : ? > determina la relacion de los corchetes de Lie

[E3, Bl = aFy +vE
[E3, B3] = BE1 +0Ey

con traza(A) = a+ 9 # 0.

Demostracion. Considérese un grupo de Lie métrico G con algebra de Lie g
generada por una base ortonormal de campos vectoriales {E;(z,y,2)}3_;.
Como el kernel unimodular es de dimensién 2, se puede suponer, sin pérdi-
da de generalidad, que Eq, F> € uy E3 € ut.

Con respecto al corchete de Lie, se sabe que [X,Y] € u para todo X,Y € g,
en particular, se tiene que [E1, Es|, [F2, Es], [Es, E1] € u, y entonces se
cumple que

[E17E2]7 [E25E3]5 [E3)El] J—-E‘3

!Teorema (Dimensién de espacios vectoriales) Sean dos espacios vectoriales V
y W, considérese una transformacion lineal T : V. — W. Si V es dimensionalmente
finito, entones

dim(Im(T)) + dim(ker(T)) = dim(V').
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Por otro lado, como E7, E5 € u se cumple que

0 =

de igual forma

0 =

traza(adg, )

3
> {adp, (E:), Ei)
i=1

3

Z<[E1,E~]7Ei>
By, B, By) +
<[E17E2] Ey),

traza(adg,)

3
> ladp,(E;), E;)
=1

3
> (B2, B Ey)
i=1
<[E27 El]v E1> +
(B2, Enl, En).

En resumen, se tiene que

([E1, Br, En) =

por lo tanto

([E1, B, E) =

[Eh E2] — 07

([En, Bol, Eo) +

([Ba, B2, E2) +

([En, B3], E3)

([E2, B3], E3)

([E1, E], E3) =0

es decir, la subalgebra de Lie u C g es conmutativa. Por los teoremas fun-
damentales de Lie? el ideal conmutativo u C g es isomorfo al dlgebra del
grupo R? y ademds le corresponde un tnico subgrupo de Lie abeliano y
conexo H C G el cual es isomorfo al grupo R2. De igual forma se tiene que

el subgrupo F C G asociado a la subalgebra de Lie u’ es isomorfo a R.

Finalmente, como [E3, E1], [E3, E2] € u 'y son no nulos, se pueden escribir
en términos de F; y Fo:

(B3, E1] =
(B3, Ea] =

2 Teoremas 1.4.0.1, 1.4.0.2 y 1.4.0.3

aFEy +vE;
BE1 4 6Ey
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donde a, 3,7, € R. Notese que

0 # traza(adg,)
3

= D (adg,(E), Ey)
i1
3

= ) (B3, E), E)
=1
= ([B3, B1], 1) + ([E3, B, E2) + ([E3, E3], E3)
(aE1 + vEs, E1) + (BEL + 0B, E3)
= a+o.

De esta forma, la matriz

a f
AZ(W 5)’

con traza(A) = a+0 # 0, determina el grupo de Lie métrico no unimodular,
es decir,

G=R%x4R.
O

Ahora, al ser el grupo G no unimodular, los corchetes de Lie entre los
elementos de la base del algebra de Lie tienen conmutadores mas generales
que en el caso unimodular. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 4.1.2 Las constantes de estructura de un grupo de Lie G de
dimension n estdn dadas por la formula

|E;, E] ch]Ek (4.4)

para cualesquiera 1 < 4,5 < n. En el caso de los grupos de Lie no unimo-
dulares de tres dimensiones se tiene la ecuacion

|E;, E] Zc,]Ek (4.5)

donde cél = q, 031 =7, 052 =0, c§2 =0y cfj =0 en otro caso.
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La siguiente definicién® y la siguiente proposicién® son herramientas para el

analisis de la geometria Riemanniana de los grupos de Lie no unimodulares.

Definicion 4.1.3 Se define el operador lineal L : u — u por
L(X) = adpy(X) = [Fs, X] (4.6)
y su parte autoadjunta S por
S(X) = %(L + L) (X) (4.7)
donde L* es la transformacion adjunta de L.

Proposicién 4.1.2 Sea G un grupo de Lie métrico, donde su dlgebra de
Lie g es tal que contiene un ideal u de dimension 2 que es asociado a
un subgrupo normal U C G. Considérese en U la métrica inducida de
G y sea b € ut tal que L(u) = [b,u] para cada v € g. Si V denota la
conexién Riemanniana de G y V denota la conexién Riemanniana de U
con la métrica inducida, entonces:

= El operador Vy satisface las igualdades

Vb = 0 (4.8
1
Vyu = i(L — L") (u) (4.9)
para cada u € u.
= De igual forma, el operador V,, satisface las igualdades
Vub = —S(u) (4.10)
Vwo = Vyu+ (S(u),v)b (4.11)

para cada w,v € L.

3En [10], pagina 311
4La demostracién de esta proposicién se hace con un célculo directo. El resumen de
dicha demostracién estd en [10] pagina 312.
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4.2. Clasificacion de los grupos de Lie métricos no
unimodulares

Antes de avanzar en la clasificacién de estos grupos, primero se estable-
cen los invariantes que esta categoria satisface. El siguiente lema muestra
que la traza y el determinante de la matriz del producto semi-directo son
invariantes bajo isomorfismos de algebras de Lie.

Lemma 4.2.1 La traza y el determinante de la matriz asociada al pro-
ducto semi-directo de un grupo de Lie no unimodular son invariantes bajo
isomorfismos de dlgebras de Lie.

Demostracion. Sean dos grupos de Lie no unimodulares G = R? x4 R y
H = R? xp R con &lgebras de Lie g y h. Considérese un isomorfismo de
algebras de Lie f : g — b; dicho isomorfismo satisface la siguiente condicién
entre corchetes:

F(X), F(Y)]y = f(IX, Yg) (4.12)

para todo X, Y € g.

Debido a la estructura de producto semi-directo del grupo de Lie G, se
puede calcular el corchete de Lie entre f(E3) y f(E1) en el dlgebra de Lie
de H mediante las ecuaciones (4.3)

[f(Es), f(EV)ly = f([E3, Erlg)
= f(aE1+vE»)
= af(B) +f(E2).

Realizando el mismo procedimiento se tiene que el corchete de Lie entre
f(Es) y f(FE2) tiene la expresion:

[f(E3), f(E2)ly = Bf(E1) + 0f(E2),

entonces las matrices de los grupos G = R2 x4 Ry H = R? xg R que
representan al producto semi-directo, son las mismas, es decir A = B. Por
lo tanto det(A) = det(B) y traza(A) = traza(B). O

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para determinar a los
grupos de Lie no unimodulares.

Teorema 4.2.1 La traza y el determinante de la matriz A del producto
semi-directo, son suficientes para determinar el dlgebra de Lie y al grupo
no unimodular.
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Demostracion. Considérese el operador lineal L : u — u dado por L(X) =
[E3, X]. Considérese el caso no trivial A # . Entonces si e; € u esta dado
por e; = aFEy + bE> con a,b € R, existe ey € u tal que el conjunto {e1, ez}
es linealmente independiente. En efecto, sea e = L(ej), entonces
ea = Le)

= [Es, e

= [E3,aFE; + bEs)

= (ac+bB)Er + (ay + bd) Es;
como 3,7 # 0y «,d # 1 se da la independencia lineal entre e; y e2 = L(e1)
y por lo tanto {e, ea} es una base de u.

En cuanto al operador lineal L, su matriz en la base {e;} estd dada de la
siguiente forma:

= Para la primera columna, se tiene que

L(el) = 0ey + ea.

= Para la segunda columna, se desarrolla

L(ez) = [Es,(ac+bB)Ey + (ay + bd)Es)]
(aa + bﬁ)[Eg, El] + (a7 + b(S)[Eg;, Eg]
= (aa + bﬁ)(O&El + ’}/EQ) + (a’y + b&)(ﬁEl + (SEQ)

Desarrollando los paréntesis y factorizando se obtiene

L(es) = (aa® +bBa+ aypB + b3B)E;
+(aay + bBy + ayd + bd?) E,
= [(a+d)(aa+bB) — (acd — afv)|E;
+[(a+ 9)(ay + bd) — (bad — bB7)]|Eq
—(aad — afy)Ey — (bad — bBy)Es
+(a+9)(aa + bB)E1 + (o + 0)(ay + bd) B
= —(ad — fBvy)(aE1 + bE?)
(
—(

_l’_

a+0)[(aa + bB)Er + (ay + b)) Eo]
ad — py)er + (a+ d)ea,

es decir
L(eg) = —Dey +Teo (413)

donde T' = traza(A) y D = det(A).
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Entonces, la matriz del operador L en la nueva base es

[Llfe;y = (? }P > (4.14)

Se demostré que las constantes T' y D son suficientes para determinar al
algebra de Lie y, por los teoremas fundamentales de Lie®, dichas constantes
también son suficientes para determinar al grupo G. Lo anterior se logra
bajo un isomorfismo de algebras de Lie o un isomorfismo de grupos de Lie.
La ecuacién (4.14) describe la matriz del producto semi-directo R? Mg, R
isomorfo y con algebra de Lie isomorfa al producto semi-directo R? x4 R.

0

4.2.1. Caso 1. A= al,

En el caso de los grupos de Lie no unimodulares donde su matriz del pro-
ducto semi-directo sea multiplo de la matriz identidad se tiene que las
constantes de estructura son 6 = 8 =0y v = «a. En este caso, por la rela-
cién de corchetes en productos semi-directos el corchete de Lie del algebra
g queda dado por la relacién (4.3)

(B3, Bi] = aE;
para ¢t =1,2.
Por otra parte, al considerar en la definicién 4.1.3 del operador lineal L :

u — uen (4.6), la imagen por L de cualquier elemento de la base que genera
a u se escribe como multiplo de si mismo

Mas atn, el operador lineal L es autoadjunto, en efecto, cumple lo siguiente
para i, j indices que toman valores iguales a 1 y 2:

(Ei, L(Ej)) = (Ei,aEj)
= (aE;, Ej)
= (L(E:), Ej),

de esta forma
L=1L" (4.16)

5 Teoremas 1.4.0.1, 1.4.0.2 y 1.4.0.3
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Luego

S= %(L LI =L (4.17)

Determinacién de la conexién Riemanniana

Con base en la Proposicion 4.1.2, la conexion Riemanniana del grupo de
Lie métrico se puede expresar como sigue:

= Con respecto al operador Vg,, por la ecuacién (4.9) y debido a que
L = L*, se tiene que

1
Ve,Ei = §(L — L*)(E;)
= 0

para ¢ = 1,2, por lo tanto, usando la linealidad de la conexién Rie-
manniana, se cumple que

Vy =0 (4.18)

para todo b € ut.

= De igual forma, para i = 1, 2, el operador V,, cumple lo siguiente para
algiin z = 25:1 zjF; € g:

3
Vu2 = Vu Z ZjEj
7j=1

= 23VuFE3+ 29V FEs + 21V F1.
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Usando las ecuaciones (4.10),(4.11) y (4.17) se tiene:

(Vi B) = (= 25S(u)+ 22 (VuBs + (S(u), Ea)b)
+21 (VuEr + (S(u), E1)Es) , E3>
- <*2’3L 2 (VB2 + (L(u), E2)b)
+21 (Vur + (L(u), E1)b) , By )

- < — 23 L(w) + 20 (L (1), E2)b + 21 (L(w), E1)b, E3>

<22qu2 + Zlqula E3>.

Notése que, con la métrica inducida en u, (quj, Es3) = 0 para todo
indice j con valores igualesa 1y 2 yaque E; c uy F3 € u’. Entonces
se tiene

VuZ = —23L(u) + 290(L(u), E2)b+ z1(L(u), E1)b.

Escribiendo v € u como combinacién lineal de F; y FEs, usando la
linealidad de L = ady con b = b3 FE3, se puede escribir

L) = [bu]
2

= |:b3E3, Z U’LEZ]
=1

2
= b3 ulE3E)]
i=1

2
= Oébg Z uiE,
i=1

= absu.

Entonces:
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VuzZ = —zgabsu+ 2o <Oéb3u, E2>E3 + 21 <Oéb3u, E1>E3
= a< — z3bsu + 22<’LL, E2>b + 21 <u, E1>b)

= a(b(u, 2B+ 22E2> — b3u<E3, 23E3>>

= a(b(u, z1E1 + 22E2> — u(b, 23E3>> .

Debido a que Ej, Ea € u se cumple que (E;, E3) = 0 para i = 1,2, se
puede escribir lo siguiente:

ViuzZ = a(b(u, 21E9 + 29FE9 + z3F3)
—u(b, z1 By + 29F5 + 25E3>)
- a(b(u, 2) — ulb, z>>.

Por lo tanto
V.Z = a(b(u, 2) — u(b, 2>> (4.19)

para v € uy b € ul tales que L(u) = [b,u] y Z € g.

Determinacién de la Curvatura

Sea T € g, entonces T = r+ 2zt donde x = 21 F1 +a9FE2 € u y zt =x3F5 €
ut. Asi, el tensor de curvatura se puede calcular de la siguiente forma:

R(z,9)2 = VyVzz —ViVyz+ Vg g2
= Vy+yva+z¢2 — VerziveryL? + V[z+xL’y+yL]2.

Por las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.16) el operador V satisface
V, =0 (4.20)

para b € ut Ahora, dado un elemento Z € g se puede escribir como z =
r+axtconzeu y zt e uJ-, de esta forma se tiene que x = z1E1 + z9F>
y o+ = x3F5. En particular, por la ecuacién (4.20) se tiene que

V,1.=V,1=0. (4.21)

Y
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Entonces, usando la expresién (4.19) de V,,z:

R(z,9)z2 = VyVoZ—=VyVyZ+ Vi, 0wt y?

= Vya(Es(z,z) — x(E3, 7)) — Voa(Es(y, ) — y(E3, 7))
HV ey et ) ?
El ultimo término de la ecuacién anterior se puede escribir de la siguiente
manera:
View et 1?2 = VigytZ+ Vigty)Z

= VigEitasEs, ysEs)Z T V(esEs, y1E1+yaFa]?
= =Vysa1 By, Bl +yswa|Es, B2 2

TV ey [Bs, B ) +asya | Es, E2)F
= _O‘Vy?,(zlEl—i-anEg)Z + avm(ylEﬁwEﬂz
= —aVyz+aVy,,z,

entonces se puede escribir la curvatura como
R(z,9)z = Vya(Es(z,z) —2(E3,2)) — Voo (E3(y, 7) — y(E3, 2))
—aVy,:Z2 + oV, 2,
y usando la ecuacién (4.19) se tiene
R(jv g)é = Oé[<$, 2>vyE3 - <E37 Z>Vyx - <.% 2>V$E3 + <E3a 2>vry
—oys(E3(z, 2) — x(E3, 2)) + aws(Es(y, 2) — y(E3, 2))].

La conexién Riemanniana satisface V,y — Vya = [z,y] y ademés =z y y
estan escritos como combinacién lineal de E; y Fs por lo que la suma del
segundo y cuarto término es cero, es decir,

—(E3,Z)Vyx + (E3,2)Vyy = (E3,2)(Vey — Vyx)
= (B3,2)[z,y]
= 0.
Por lo tanto, usando nuevamente la ecuacién (4.19) se obtiene:
R(z,9)z2 = ol(z,Z2)VyEs — (y,Z2)VyE3 — ays(Es(x, Z)
—x(E3, 2)) + ars(E3(y, 2) — y(E3, 2))]
= [z, 2)(Es(y, E3) — y(Es3, E3)) — (y, 2)(Es(w, Es) — 2(E3, E3))
—y3(Es(z, 2) — ©(E3, 2)) + 23(E3(y, 2) — y(E3, 2))]
= o’[~(x,2)y + (y,2)x — y3E3(z, 2)
+ysx(Es, z) + v3E3(y, Z) — z3y(Fs, 2)].
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Usando la bilinealidad del tensor métrico, se obtiene la expresién final del
operador de curvatura:

R(z,9)z = o*(2{y, 2) — 5(z, 2)). (4.22)

Con respecto a la curvatura seccional, se obtiene la ecuacién:
= o (z(y,z) — y(2,7),9) (4.23)
« 2 (T

Finalmente, considerando la base ortonormal {E;} :
K(E;,E;) = Kij

= (g5 — 9ii9j;)

012((51-23» - (5“(5]])

= —a2

para todo par de indices distintos que toman los valores ¢,j = 1,2, 3.

De esta forma se concluye que, en el caso A = aly con o = 1, el grupo de
Lie es el espacio hiperbdlico dimension 3

H? = R? x4 R.

4.2.2. Caso 2. A no es miiltiplo de I,

Considere A = < a B
v 4

T y D respectivamente:

), se denota la traza y el determinante de A por

T =o+4, D = ad — . (4.24)

Teorema 4.2.2 Dado un grupo de Lie métrico no unimodular, con es-
tructura de producto semi-directo, si D es el determinante de la matriz del
producto semi-directo entonces se cumple lo siguiente:

= 51 D < 0 entonces toda métrica invariante por la izquierda produce
una forma cuadrdtica de Ricci con signatura (+,-,-).
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» Si D >0 la signatura (0,-,-) es posible para la forma cuadrdtica de
Ricca.

» Si D >0 la forma cuadrdtica de Ricci puede tener signatura (-,-,-).
De hecho, para D > 0 existe una métrica invariante por la izquierda
de curvatura seccional estrictamente negativa. Y para D > 1 existe
una métrica invariante por la izquierda de curvatura negativa cons-
tante.

En todos los casos la curvatura escalar es estrictamente negativa.

Antes de proceder a la demostracion de este teorema, se determinard la
conexién Riemanniana y la curvatura de Ricci.

Determinacién de la Conexién

Para el caso A # ol podemos describir la conexiéon Riemanniana de la
siguiente forma:

= Para i,j = 1,2 se tiene:

3
1
VeE; = 5 > (i = ki + ij) Ex
k=1
13
= 5 ) _U[Ei, Ejl, Ex) — ([Ej, Ex], Ei) + ([Ek, Ei], Ej)) Ej.
2
k=1
Para todo ¢,j con valores iguales a 1 y 2 se cumple [E;, Ej] = 0,

también, para k = 1,2, [Ej, Ey| = [E;, Ex] = 0 lo que implica:

VE,

(3

E;

Por lo tanto, en términos de las constantes de estructura, se obtiene
la ecuacion:

1. ,
Ve Ej = 5(=cjs + c3;) Es, (4.25)

para i,j = 1, 2 distintos.
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= En el caso ¢ = j se tiene la ecuacion:

Vg E; = ¢k, Es. (4.26)
= Parai=1,2,
1 3
Vg b3 = 3 Z(Oéisk — a3k + ois) B
k=1
1 3
= 3 (([Es, B3], Ex) — ([E3, Ex|, Es) + ([Ex, Ei], E3)) Ej.
=1

Notése que ([Ey, E;], E3) = 0 para todo k y que los otros dos términos
de la suma se anulan para k = 3. Por lo tanto se deduce de lo anterior
que

2
Vg Es = %Z(([Ei,E:J)],Ew—([E:’,,EkLEi))Ek-
k=1

El operador Vg, evaluado en Ej3, satisface la ecuacion:

2
1 .
Vi By = 5 S (ch — ch) B (4.27)
k=1
» Para B3 € u' se cumple
Vi B3 =0. (4.28)

= Por ultimo, cuando j =1, 2,

Vi, Ej (azjp — aji3 + agsj) Eg

N | =
B

w \\Mw
—

(([E3, Ej], Ex) — ([Ej, Ex], E3) + ([Ex, B3], Ej)) Ej.

N | =
=~
Il
_

Los términos ([E3, E;], Ex) y ([Ek, E3], Ej) se anulan cuando k =3 y
el segundo término de la suma se anula para todo k, lo que implica

2
1
Ve, Ej = E ([Es3, E + ([Ex, Es], Ej))E}.
k=1

[\
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En términos de las constantes de estructura se obtiene

2
1 .
Vi Ej =5 (c5;+ cly)Er. (4.29)

2
k=1

Determinacién de la Curvatura de Ricci

Ahora, la base ortonormal de g diagonaliza al tensor de curvatura de Ricci.
En efecto, de manera general, las componentes del tensor de curvatura de
Ricci estan dadas por:

RiC(EZ',Ej) = R(Ei,EkanaEk)

Eond
w || w
—

= <VEkinEj _inkaEj+V[E¢,Ek]EjaEk>-
k=

—_

El tensor de Ricci en la direccion de E; € g esta dado por:

RiC(Ej) = RiC(Ej, E])
3
(R(Ej, Ei)Ej, E)

=1 (430)
3
= (VeVe,Ej = Vi, VE,E;+ Vg, 51E) Ei).
i=1
= Para j = 1,2 se tiene:
3
RiC(Ej) = Z(szvE]EJ — VEjinEj + V[Ej7Ei]Ejin>
i=1

= (Vg Vg Ej — Vi, VE Ej + Vg, 5 Ej, E1)
+<VE2VE].EJ‘ — VEjVE2Ej + V[Ej,Eg]Eja Es)
+<VEngjEj — ijvE3Ej + V[Ej,Eg,]Ejv E3>.

Los corchetes de Lie [Ej, E1] y [Ej, E»] se anulan para j = 1,2. En-
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conces, desarrollando las conexiones se obtiene:
. . 1 4
Ric(Ej) = <VE10§jE3 — Vg, 5(—0}3 + c3) B, E1>

, 1 .
+<VEQC‘§]~E3 - VEji(—C?g + cly)Es, E2>
2

. 1 .
+<VE3C§J-E3 — VE].§ Z(C’gj + C‘L )Ex,
k=1

Ve o 5B E3>.

Se cumple Vg, E3 = 0, entonces
) , 1 A
RIC(E]‘) = <C‘§jvE1E3 — 5(—6}3 + C‘él)ijEg, E1>

A 1 .
+<C’éjvE2E3 — 5(—6?3 + Cg;,g)ijEg, E2>
1 2 ' 2
‘|‘< - 5 Z(Clgj + C’i:;))VEJEk — Z ClngEkEj, E3>
k=1 k=1

Desarrollando los 1ltimos operadores de la conexién, se obtiene
12
Ric(E)) = (ch5 > (cls — ch)Ew, Br)

k=1

2
1 . .
—<Z(—Cg1‘3 +c3) 2(0?3 — chy.) Ex, E1>
k

=1

2
1
6:7335 2(0153 - C%k)Ekv E2>

b
Il
—

2
1 o1 ;
—\3 E (ch; +C£3)5(_Cljcs+c§j)E3’E3

~_—

(
(et )t Yok~ ) )

(

(

2
1 .
— Z C§j§(—0§3 + C;T)E;g, E3>

4.2. CLASIFICACION DE LOS GRUPOS DE LIE METRICOS NO UNIMODULARES



73

CAPITULO 4. GRUPOS DE LIE METRICOS NO UNIMODULARES DE 3 DIMENSIONES

Al desarrollar las sumas y operar los productos interiores se obtiene

lo siguiente:

. Ly
Ric(Ej) = 5(‘7;,]‘(0%3 —c31) — 5(—

Notése que, por la ecuacién (4.5), ¢mn = —cpm para todo par de

indices m,n. Entonces al reacomodar se obtiene:

. 1 ; 1 : 1 ;
RME»ZQQ%@E+£Q+§@yﬂ%V+5@y%$F
12 2 (4.31)
k
) Z[(c?m Zc 3j(=Cj3 + 37~))
k=1 r=1

e Cuando j = 1:

. Lioq 2 1 12, 1,9 142

Ric(Er) = B (2031(013 + ¢33) + 5(_031 —c31)° + 5(013 — C39)

_%[(Czln)z — (e31)? + (c31)? — (e32)7]

—cgy(—cly +c31) — A1 (—cis + 0:1),2)>-
Por las ecuaciones (4.3) y (4.5) cky = a, ¢ =v,cky = 8,3, =0
entonces
. 1 1 9 1 2
Ric(Ey) = 5 (20(-a = 8) + 5(—a — ) + 5(=7 = )
1
—5la?—a? 442 = %) — ala+ ) = (v + 5)
1
—a(a+0) + 5 (52 - 72).
(4.32)
e Cuando j = 2:
: 1 1 1
Ric(Ey) = 5 (2ch(cls + ) + 5(chs — 4% + 5(chs — o)’
1
—5[(01132)2 —(31)? + (32)? = (32)7]
—caa(—chy + 1) — Ba(—cB3 + C%Q))S
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nuevamente por las ecuaciones (4.3) y (4.5) ¢}, = o, 3, = 7,
ciy = B, ¢35 = § entonces

Ric(Ez) = 5 (20(~0 — 8) + (= —7)° + 5(~5 6)?

—S[B =0 8 = = BB+ 7) — 85 +4)) (4.33)

- —6(a+6)+§(’y2—52).
= Para j = 3:

RiC(Eg) = <VE1VE3E3 — VESVEIEg + V[E3,E1}E37 E1>
+(VE,VEEs — Vi, VE,Es + Vg, g, E3, E2)
(Ve VE B3 — VE,VE B3 + Vg, £, E3, E3).

Debido a la propiedad de la conexién Vg, E3 = 0, dada por la ecuaciéon
(4.8), el dltimo término de la suma se anula, asi como los primeros
sumandos de cada producto interior,

Ric(E3) = (~Vg; Ve Es+ Vg, g)Es, E1)
=V, VE, B3+ Vg, 5,3, E2)

2
1 k
~ (T Yk B VB )
=1
1 2
k
=1

luego, desarrollando los operadores de la conexién Riemanniana, se
obtiene:

2 2
. 1
RlC(Eg = < 5 Z C13 C3k’ VE3E]<; + Z C3lvErE37 E1>
k=1 r=1
1 2
< 5 Z 023 C3k VESEk + Z C3QVETE37 E2>
k=1 r=1
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Al desarrollar los dltimos operadores de conexién se tiene que

2 2
. 1 1
Rie(Bs) = (=5 (cls —ch)g 2o (ch + cha) B B )

k=1 p=1
2 12
+< ZC§1§ Z(Cﬁs C3V)EV7E1>
r=1 v=1
L m b o Sk
+< ~3 2(023 — Cip) Z(Cgk + Cus)Eu>E2>
k=1 pn=1
2 12
(D g ol — ) B, Ba ).
r=1 v=1

De los primeros dos términos, se anulan los sumandos cuando p =
v = 2y, inversamente, de los ultimos dos términos, se anulan los
sumandos cuando p = v = 1. Se deduce que

2 2
: 1 k k 1

Ric(E3) = 1 2(013 — exp) (e, + o) + B Z ch1(crs — S51)

k=1 r=1

12 12
ko 232 k 2

1 (c33 — c33.)(c3p + c33) + B Z cha(Crg — ).

k=1 r=1

Al desarrollar las sumas se obtiene

. 1
Ric(FE3) = _Z[(C%s — c31)(c31 + c13) + (cF3 — c3p)(chy + )]
1

+§[c§1(c%3 — c31) + 31 (caz — c31)]

1
—Z[(Ciﬁ, — c31)(c3) + ci3) + (33 — c32)(c3y + €33)]

Loy

+§[C32(C%3 - CéQ) + 0:2’,2(0%3 - 032)]-

Después, por las ecuaciones (4.3) y (4.5) ¢k} = a, &3, =7, ¢}y = 3,
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c2, = & y al sustituirlos se obtiene:

. 1 1
Ric(B3) = —7(=7 = A)(B =) + gla(-a —a) +7(=F = )]
1 1
1B =N =B+ 5By =B +d(=6-3)] (439
1 2
(2 st
=@+ - 3(v+5) .
Para terminar de verificar que la forma cuadratica de Ricci sea diagonal
basta ver que se cumple Ric(Es3, E1) = Ric(E3, F2) = Ric(E1, E2) =0 .
» Para desarrollar las componentes Ric(Es, F1) y Ric(Es, Fy) sea j =

1,2, entones:

Ric(E3, E;) = R(E3, Ey, Ej, Ey,)

Ed
w || w
—

— <VEkVE3Ej _vEngkEj+V[E3,Ek]Ej7Ek>7

e
Il
—

sustituyendo las expresiones (4.5), (4.25), (4.26) y (4.29) en los térmi-
nos adecuados se obtiene

3
QRIC Eg, Z < Z 03] 3)kaEn7 ek>

k=1 n=1

_Z J3+ 3k NV E3, Ex)

2

= (e + L) (Vi En, Es)
n=1

+ch3k ¢} )(E3, Ey).
k=1 r=1

Usando las ecuaciones (4.25), (4.26), (4.28) y (4.29) el término Vg, E3
se anula, del ultimo sumando se elimina el término k = 3. Al desa-
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rrollar la primera suma sobre k se obtiene lo siguiente:

:1< 1
2 2
> 5 D (i + chs) B, B

n=1 m=1

2
1
(CSj CJ <§ Z c3n + Cm3 Em7E3>
m=1

(5 + chy)(—chs + i) B3, By, )

NE

2RiC(E3, EJ) =

DN | =
>~
(]

S
Il

+
N | =

<

Mw

n=1

2
+ 30 (s + ¢, ) (Es, Ei).
k=1r=1

v

Finalmente, como la base { E;} es ortonormal la componente se anula,
esto es Ric(F3, Ej) = 0 para j que toma valores iguales a 1,2.

» Por ultimo, la componente Ric(Ey, E3) es

RiC(El,EQ) = R<E1;Ek7E27Ek)

bl
w | w
=

= (Ve VE E2 — Vg VE B+ Vg g Ea, Ek),

B
Il
—

las expresiones (4.26) y (4.29) se sustituyen en el desarrollo, entonces:
3
2Ric(Ey, By) = (—ch3+c3) Y (Vi Es, Ep)
k=1

(—cbs + 3,)(VE, Es, Ey,)

Mwimw

(632 + Cn3)<VE1 En, E3>

3
w |l
_

2
Z (—chs + c30) (B3, By).

En la primera suma, el término con k£ = 3 se anula y en la ultima
suma se anulan los términos con K = 1 y k = 2. Se sustituyen las
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expresiones (4.25) y (4.27), entonces se obtiene:

3 2
Ric(Ey, Ba) = (—chy+ ) > (3 (cly = o) B, Bi)
k=1 n=1
1 2 2
~1 Z(—ng’, + <Z o3 — 3, EmEk>
k=1 n=1
1 2
1 Z(ng + chg){((—cng + ¢51) B3, Es)
n=1
1 2
*3 > cia(—chs + ¢3,)(Es, Es).

ﬁ
Il
—

Los primeros dos sumandos son distintos de cero cuando n = k. Al
desarrollar la métrica se obtiene:

3
. 1
Ric(Ey, By) = S(—cg3+c3 Z cha — by
k=1
12
k
1 Z —cis + ci1.) (s — i)
k=1

|
NG
]

(chy + c23)(—cps + &)
1

3
Il

NE

2
+ ci3(—chs +c3,).

DN | =

ﬁ
Il
—_

Al desarrollar las sumas y sustituir las constantes de estructura ci; =
Q, 62251 =7 Cég =By C§2 = ¢ se obtiene:

Ric(E1, E2) = i(ﬁ +9)(—a —68) + %a(,@ +7) — %5(_7 —B)

—sa(f =) = za(B+7) — 8
= —(af +19),

al hacer la normalizacion de la métrica tal que a8 +~vd = 0 se obtiene

que Ric(E1, E2) = 0y por lo tanto, la forma cuadrética de Ricci esta
diagonalizada.
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Determinacion de la Curvatura seccional

Con respecto a la curvatura seccional, considérese la base ortonormal {Ez}f’:1
Entonces por la antisimetria del tensor de Riemann,

K(E:, Ej) = K(Ej, E) (4.35)

para todo Fj;, E; € g distintos. Entonces, las tnicas componentes indepen-
dientes son Kio, K31 v K3o.

La primera componente es:

K(Fy,Ey) =

—

R(Eq, E2)E1, Es)
Ve,V B1—VEVE L+ Vg g,)E1, E2)

—

1
Ve B3 — vEli(_C%S + C%z)Esa E2>

1
= <CélvE2E3 - 7(_6%3 + Ci1’>2)vE1E3a E2>

2
1 2
= 0:1),15 (C§S—C§k)Ek7E2>
k=1
1 1S
—(5(=cts+ cha)5 D (el — chi) B, B2 ).

Al desarrollar los productos interiores se tiene lo siguiente:

1 1
K(FE1, E») = 50%)1(0%3 — c3y) — Z(_C%i’) + clp) (cts — c39) (436)

=—ad + %(’y—i—ﬁ)?
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Las otras componentes de la curvatura seccional son:

K(Es, E;) =

K(Es, Ey)

K(FE3, E»)

(VE;VEEs — Vg,V B3+ Vg, 5, Es, Ej)
Vi VEEs + Vg, 5, Es, Ej)
2

(-
< - % (05?3 - Cgk)VEgEk + chjvErE37Ej>
r=1

) (4.38)

— (B +
% (B(y+ B) +26%)  (4.39)

Resultados geométricos

En resumen, se obtuvieron los siguientes resultados:
Conexién Riemanniana:

Vi Ej
Vi E;

Vg, Es3
Ve, E3

Vi, E

1 ; j
— 5(-@}3 + cg)n) para 7,j = 1,2 distintos
= cgiEg para i = 1,2
— Z — ¢4 )Ey para i = 1,2
=0

3

= Z(cfj +cl )Ey, para j = 1,2.

k=i
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Curvatura de Riceci:

[u—

Ric(E1) = —a(a+d)+ (8" =)
Ric(Ey) = —6(a+6)+ %( 2_ g2
Rie(Es) = —(a®+8%)— (v + )’

Componentes fuera de la diagonal de la curvatura de Ricci:

RiC(Eg,El) = 0
Ric(E3, Ey) = 0

Ric(Ey, Ey) = —(afB+76).
Curvatura seccional:
K(E,Ey) = —ad+ i(v + B)?
K(Bs, By) = ~20*+1(¢* %) — (8 +7)
K(E3, By) = % ((B+7)* +40%) — % (B(y+ B) +26%) .

Reescribiendo la curvatura

Ahora, las ecuaciones de la curvatura de Ricci (4.32), (4.33) y (4.34), y de la
curvatura seccional (4.36), (4.38) y (4.39) se pueden simplificar de tal forma
que se quede en términos del determinante D de la matriz del producto
semi-directo, dicho determinante se le conoce como el invariante de Milnor.
A partir de las cuatro entradas de la matriz A de R? x4 R se definirdn 3
nuevas constantes para que los andlisis de curvatura se simplifiquen. En
efecto, al normalizar la métrica se puede asumir que

a+d = T>0 (4.40)
af+v = 0 (4.41)
entonces, de (4.41)
F_
0 «
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y como a+ 0 =T, luego § = —(av — T') y asi se obtiene que

De esta forma se definen

1 %:%, sia#0,T
a:a—iT y b= _Tﬁ’ sia=0 . (4.42)
+ sia=T

)

Reescribiendo a a, 8,7 y § en términos de las nuevas constantes:

o = %T ta (4.43)
B = bla—=T)=—b (;T - a) (4.44)
v = ba=b <;T + a> (4.45)
5 = %T —a (4.46)

Se obtiene que la matriz del producto semi-directo toma la forma:

1714 —(lT—a)b
_ 2 2
A= ( (% a)b % " > (4.47)

En particular, si o« > 6 entonces, de las definiciones (4.43) y (4.46) se obtiene
que

1
> =T
a> 51
entonces a > 0. Por otra parte, si 7 > [ entonces
1 1
=T b>—|(=T- b
(37 e)r2-(37-0)
de donde se obtiene que b > 0 ya que T' > 0.

Por otra parte, dada la expresién (4.47) de la matriz A se tiene que su
determinante estd dado por la relacién

D= (1 + 62) <1T2 - a2> . (4.48)
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Entonces definase la funcién real a : [m(D),c0) — R como

1 D

donde
D—1 siD>1
m(D)_{ 0 siD<1yD#0 (4.50)

Entonces, en la expresién (4.47) se pueden sustituir la ecuacién (4.49) para
reescribir la matriz del producto semi-directo en términos del invariante de
Milnor:

o= ST (i )
) - (%T-l— 1T2 1+b2 )b lT_
(4.51)

De este modo, si se considera que la matriz del producto semi-directo estéd
dada por la expresion (4.51) de A(D, b), entonces las nuevas constantes de

estructura son:
= ,/ 1+b2 (4.52)
3 = < ,/ 1+b2 )b (4.53)
cly = ( ,/ 1+ T ¢ )b (4.54)
Gy = fT—\/ 1+b2 (4.55)

Finalmente, se puede reescribir la forma cuadratica de Ricci de la siguiente
forma:

. - 1 9 1, D

Ric(Ey) = T(2T+(b +1) 4T e >
. B 1, i, D

Ric(Ey) = -T <2T— (b*+1) 4T SR > (4.56)
. B 1 ) 1,, D

Ric(E3) = 2<2T+(b +1) <4T 1+b2>)7
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ademads, se obtiene que las componentes de la curvatura seccional estan
dadas por:

1
K(E\, Ey) = ZT2b2—D (4.57)
2 1 1 D

K(Es3,B)) = =Ric(BEy) | =T+ /-T2 -
(Es, 1) 7Rie(F) (2 V1 1+b2>
v /1 D
Y ety
3 (2 1+b2>
1 1 D
K(F3,EBy) = —=T[b*/=-T2— —1
(Es, E2) 2 < 4 1+ b2 )
D

(912 Lo
(2b +1)<4T o)

Con el desarrollo anterior, la demostraciéon del Teorema 4.2.1 se puede
llevar acabo.
Demostracion.Teorema 4.2.1

= Si D <0, el término
D

C1+p?

se vuelve positivo. Ademds, se tiene por las ecuaciones (4.48) y (4.49)

del determinante
1 /1 D
-7 2 2
2 < 4 1+ 02’

entonces, por (4.56) sig(Ric) = (1,2) para todo b € [m(D),oc0) con
m(D) = 0.

» Si D =0, nuevamente por las ecuaciones (4.48) y (4.49) se tiene que

1 1 D
IT = 4272 — .
2 4 1+ b2’

y por (4.56) la forma cuadratica de Ricci en la direccién de Eo satis-
face la relacién

Ric(Eg)’b —0

luego su signatura es sig(Ric) = (0,2) para el valor b = 0.
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= Si D >0, por (4.48) y (4.49) se cumple

1 1 D

iy A el By

2 4 1+ b2
Por las ecuaciones (4.56), sig(Ric) = (0,3) cuando b? + 1 es muy
pequeno y satisfaga la desigualdad

1 1 D
lrsaew /i 2
o7 > (403 T° =15

Ahora, si ademas se pide que D < 1y 0 < T < 1 entonces las ex-
presiones (4.57) de la curvatura seccional son estrictamente negativas
para el valor b = 0.

» Si D >1ya=0 entonces por (4.48) y (4.49) se tiene

D

=0
1+ b2

1
72
4
y luego, por (4.56)
. . T,
Ric(E) = Ric(Es) = §R1(:(E3) <0

mas aun, si T' = 2 se cumple que

Ric(E7) = Ric(F2) = Ric(E3) < 0.

Observacion:
Dado el invariante de Milnor D y T = 2, el mapeo [m(D), c0) — R3 dado
por

b — (Ric(E1), Ric(Es), Ric(E3))

es inyectivo; para todo bi,by € [m(D),00) distintos se tienen ternas de
curvaturas distintas, es decir, para valores distintos de b se obtienen grupos
de Lie con la misma estructura de grupo pero con métricas invariantes por
la izquierda no isométricas.

O
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4.3. Conclusiones

El analisis expuesto anteriormente sobre los grupos de Lie no unimodulares
y sus matrices de producto semi-directo permite concluir con los siguientes
teoremas:

Teorema 4.3.1 Sea A € My(R) una matriz de la forma

iT+a AT —-a)b
<(§T+a)b %ZT—a >

con a,b >0y sea D =det(A) y T >0 fija. Entonces:

n SiA=1,, G=R?x4R es isomorfo a H? y solo hay una métrica
invariante por la izquierda en G, la estandar con curvatura seccional
constante igual a -1. En el caso general, A = aly se obtienen grupos
de curvatura seccional constante K = —iTQ.

w 51 A # Iy, la familia de métricas invariantes por la izquierda en
G = R? x4 R es parametrizada por los valores b € [m(D), ), por
medio de la métrica candnica en R? Xap,p) R con

1 /1 D 1 1 D
1T /1T D lT 1T D

Ademds, la estructura de grupo de G estd determinada por el inva-
riante de Milnor, es decir, matrices diferentes con el mismo invarian-
te de Milnor producen grupos de Lie isomorfos.

A(D,b) =

Teorema 4.3.2 (Milnor) Una condicién necesaria y suficiente para que
un grupo de Lie no unimodular de dimension 8 admita una métrica inva-
riante por la izquierda con curvatura constante negativa es que G = H? o
el invariante de Milnor cumpla D > 1. En particular, existen grupos de Lie
métricos no isomorfos que son iSOmELTICOS.

4.3. CONCLUSIONES
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