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Clasificación de Estructuras Elementales Mediante el Orden de Keisler
por

Luis Felipe Benítez Lluis

Resumen

En esta tesis se abordan las ideas necesarias para definir el Orden de Keisler, propuesto por
Jerome Keisler en 1967. Este orden es construido para medir la complejidad de una teoría de
primer orden, de forma que las teorías más complejas estén en un nivel superior en el orden.
Se pretende medir la complejidad de una teoría a partir de qué tan difícil pueda ser saturar la
ultrapotencia de cualquier modelo de ésta sobre un ultrafiltro regular arbitrario.

El presente escrito desarrolla los temas requeridos para poder plantear la definición del
orden de Keisler. Se prueba que si un elemento es mínimo en el orden de Keisler, entonces éste
debe de carecer de la propiedad de la cobertura finita, además de probar que todo modelo que
satisfaga una fórmula versátil es máximo en este orden.

La tesis se divide en cuatro capítulos, el primero de los cuales describe todas las ideas básicas
acerca del lenguaje. El segundo capítulo desarrolla las nociones de ultrafiltros numerablemen-
te incompletos, así como los regulares, para enseguida definir formalmente el ultraproducto
y la ultrapotencia. El tercer capítulo plantea la definición de un n-tipo y, con ayuda de dicha
definición, desarrolla la noción de la saturación. Luego, se aplican estas ideas con la de ultrapro-
ducto y se enuncian algunas propiedades inmediatas que surgen, probando que, con un lenguaje
numerable y un ultrafiltro numerablemente incompleto, toda estructura es ℵ1-saturada.

Finalmente, el cuarto capítulo comienza desarrollando los ultrafiltros buenos con el fin de
probar que con un ultrafiltro bueno, la ultrapotencia de cualquier estructura es saturada. A
continuación, se introduce el orden de Keisler y se concluye probando los resultados sobre
minimalidad y maximalidad antes mencionados.
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Clasificación de Estructuras Elementales Mediante el Orden de Keisler
by

Luis Felipe Benítez Lluis

Abstract

In the following thesis we present the necessary ideas to define Keisler’s Order, developed by
Jerome Keisler in 1967. This order aims to measure the complexity of a first order theory, so
the more complex theories are, the higher in the order they lie. The procedure to measure a
theory relies on the difficulty to saturate the ultrapower of any model over an arbitrary regular
ultrafilter.

In this text, we develop all the ideas required for defining Keisler’s order. We show that
all the minimul theories in this order cannot satisfy the finite cover property. Additionally, we
prove that every model that satisfies a versatile formula is maximum within the order.

This thesis is divided into four chapters, the first of which sets all the basic ideas relating
to languages. The second chapter defines the notion of countably incomplete as well as regular
ultrafilters, which are straight away used to formally define the ultraproduct and ultrapower.
The third chapter defines an n-type and, with this definition, develops the notion of saturation.
Next, we apply these ideas to ultraproducts and show some immediate results. We prove that
with a countable language and a countably incomplete ultrafiter every ultraproduct is ℵ1-
saturated.

Finally, the fourth chapter starts by developing the concept of good ultrafilters with the
purpose of showing that every ultrapower of any structure is saturated, provided that we have
a good ultrafilter. This is followed by introducing Keisler’s Order, and we conclude by proving
the results regarding minimality and maximality previously mentioned.
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Introducción

La Lógica es una rama del conocimiento sumamente antigua, y es fundamental en cualquier

ámbito científico y formal. Ésta ha sido estudiada desde la antigüedad, por ejemplo, con los

trabajos de Aristóteles sobre silogismos en el Siglo IV a.C., los cuales tomaban a los argumentos

lógicos como objetos de estudio por sí mismos más que por su significado.

La motivación para estudiar la Lógica provino por un largo tiempo del carácter filosófico de

ésta. El paradigma con el que se estudió la Lógica evolucionó gradualmente para enfocarse en

los aspectos sintácticos de la misma, como se puede ver en los trabajos de los Escolásticos del

Siglo XII al XV. Esta tendencia de desarrollar un lenguaje formal para estudiar la Lógica fue

retomada por varios personajes como Gottfried Leibniz, George Boole y Augustus De Morgan.

Fue a finales del Siglo XIX cuando Gottlob Frege sentó las bases de lo que actualmente es la

Lógica de primer orden. A partir de este punto, la Lógica Matemática fue estudiada enfocándose

en su aspecto sintáctico, como se puede ver en los trabajos de Kurt Gödel, Giuseppe Peano,

David Hilbert, entre otros. No obstante, el aspecto semántico continuó siendo estudiado por

algunos matemáticos como Leopold Löwenheim y Alfred Tarski.

El Teorema de Löwenheim de 1915, complementado por Skolem en 1920, seguido del Teore-

ma de Correctud-Completud de Gödel en 1930, fungen como los primeros resultados importantes

en el estudio semántico de la Lógica Matemática. Fue con la definición de satisfacción de Tarski

en 1933 que se terminaron de plantar los cimientos de la Teoría de Modelos actual, la cual

fue descrita en [Chang y Keisler, 1990] como la suma del Álgebra Universal y la Lógica. Poco

después se fueron agregando resultados, como el Teorema de Categoricidad de Morley en 1964.
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El Teorema de Categoricidad de Morley resolvió una pregunta formulada por Jerzy Łoś

en 1954, y atrajo el interés de diversos matemáticos como Jerome Keisler y Saharon Shelah,

para estudiar la clasificación de teorías de primer orden. Shelah propuso clasificar las teorías

en sencillas y complejas, basándose en la cantidad de tipos que éstas tengan, como parte de

su Programa de Clasificación. Le llamó estables a aquellas teorías que tuviesen relativamente

pocos tipos e inestables al resto. El orden de Keisler intenta mostrar una gama más fina en las

teorías, ordenándolas según su complejidad.

El orden de Keisler, introducido en el artículo Ultraproducts which are not saturated, en

1967, propone medir la complejidad de una teoría según la dificultad de saturar las ultrapoten-

cias de sus modelos. En un sentido intuitivo, podemos establecer el orden de Keisler como: a

mayor dificultad de saturar la ultrapotencia de un modelo de una teoría, más alto en el orden

se encuentra la teoría. Se puede verificar que esta definición es un preorden para las teorías

numerables, esto es, aquellas cuyo lenguaje es numerable.

El orden de Keisler resultó relevante en la clasificación de estructuras, pues los elementos

minimales en el orden resultan ser estables. Además, el orden de Keisler ha ofrecido resultados

sobre teorías inestables. De forma inesperada, este orden probó ser particularmente útil para

verificar si la igualdad entre los cardinales p y t era demostrable desde ZFC. Este problema de

más de 50 años de antigüedad fue resuelto en 2013 por Maryanthe Malliaris y Saharon Shelah en

su artículo General Topology Meets Model Theory, on P and T, tras buscar una caracterización

de la clase minimal en el orden de Keisler.

El objetivo de esta tesis es presentar un estudio detallado sobre el orden de Keisler a cualquier

estudiante de licenciatura en matemáticas. Para esto se desarrollarán todas las herramientas

básicas para poder definirlo, además de probar algunos resultados conocidos sobre él.

Se supondrá que el lector tiene conocimientos básicos de Lógica Matemática, sobre todo

en Lógica de primer orden, así como conocimientos en Teoría de Conjuntos, particularmente

en ordinales y cardinales. El siguiente escrito se encuentra en el paradigma de la teoría de

conjuntos bajo los axiomas ZFC y consta de cuatro capítulos en los que se desarrolla cada una

de las herramientas necesarias para definir el orden de Keisler.
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El primer capítulo aborda las ideas preliminares, repasando los conceptos necesarios para

definir el lenguaje de primer orden y, entre otras cosas, convenir la notación, además de enunciar

algunos teoremas importantes.

El segundo capítulo inicia estudiando el concepto de ultrafiltro, tomando particular interés

en los ultrafiltros no principales, numerablemente incompletos y regulares, así como las relacio-

nes entre éstos. Consecuentemente, se define el ultraproducto de una familia de estructuras de

primer orden sobre un ultrafiltro y un caso particular de éste, es la ultrapotencia, la cual es clave

para definir el orden de Keisler. Se enuncia y demuestra el Teorema de Łoś para ultraproductos

el cual tendrá relevancia por lo que resta del escrito.

El tercer capítulo se adentra en la noción de n-tipo, con la cual desarrolla el concepto

de saturación. Seguidamente, se emplean estas ideas en el ultraproducto de una familia de

estructuras. El qué tan fácilmente de saturar sea la ultrapotencia de una estructura mediante

ultrafiltros regulares arbitrarios será la noción de complejidad utilizada en el orden Keisler.

Finalmente, el cuarto capítulo define a los ultrafiltros buenos y prueba que cualquier ul-

traproducto de una familia de estructuras sobre filtros de esta naturaleza es saturado. Poste-

riormente, se enuncia una definición formal del orden de Keisler y se prueba que estructuras

elementalmente equivalentes son equivalentes en el orden. Se usa una sección del capítulo para

definir la propiedad de la cobertura finita y se prueba que estructuras mínimas en el orden

carecen de esta propiedad. Se concluye probando que estructuras que satisfagan una fórmula

versátil son máximas en el orden.
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Capítulo 1

Preliminares

Para abordar el Orden de Keisler debemos hacer un recuento de los elementos básicos de la

Teoría de Modelos, misma que se inscribe en la Lógica Matemática. En particular, nos interesan

los modelos de primer orden o elementales, para los que se definirán lenguajes apropiados y se

provee de interpretación. En esta sección se definirán todos los conceptos básicos, así como

todas las convenciones sobre la notación.

1.1. Lenguajes de Primer Orden

Todo lenguaje se construye a partir de sucesiones finitas de símbolos, con la intención de codi-

ficar frases declarativas posiblemente cuantificadas acerca de un universo en las que se puedan

interpretar. Dividiremos a los símbolos en: relacionales, funcionales, de constante, de variable,

lógicos, cuantificadores, de igualdad y auxiliares. Se esperará que quien lea este escrito ya maneje

las nociones de Lógica Matemática, por lo que en esta sección se procederá sin ejemplos.

Definición 1.1.1. Se define un tipo de semejanza ρ como la unión de tres conjuntos de símbolos:

relacionales, funcionales y de constante, denotados por R, F y C, respectivamente.

Se convendrá que R :=
⋃
m∈Z+ Rm, donde Rm := {Rmi | i ∈ N } y que Rmi es un símbolo

relacional de aridad m 1. De forma semejante, F :=
⋃
n∈Z+ Fn donde Fn := { fnj | j ∈ N } y fnj

1Intuitivamente hablando, la aridad de una relación es la cantidad de argumentos que la relación tiene. De
forma semejante, la aridad de una función es la cantidad de parámetros que recibe.
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es un símbolo funcional de aridad n. Finalmente, C := { ci | i ∈ I } con I un conjunto. De esta

manera queda definido ρ := R∪ F ∪ C.

Notación 1.1.2. Cuando se quiera referir a una clase de símbolos en un tipo de semejanza

ρ = R ∪ F ∪ C, se denotará por Rel ρ := R, Func ρ := F y Cons ρ := C. De forma análoga, se

convendrá que Relm ρ := Rm y Funcn ρ := Fn.

Definición 1.1.3.

1. Se define el conjunto de símbolos de variable como VAR := {xi | i ∈ N }.

2. En conjunto con los símbolos lógicos y auxiliares se define el alfabeto del lenguaje con tipo

de semejanza ρ como:

Lρ := ρ ∪VAR∪{=} ∪ {∧,¬} ∪ {∀} ∪ { ) , , , ( }.

Proseguimos definiendo los términos de un lenguaje de primer orden, los cuales fungen como

la representación en símbolos de todos los posibles nombres de elementos del universo modelado.

Por ejemplo, en N, 4, 2 + 2, 2 • 2, 3 + 1 son todos nombres distintos de un mismo elemento.

Nótese que para algunas representaciones del elemento es necesario que haya operadores como

+ ó •.

Definición 1.1.4. Se define TRM ρ el conjunto de términos de alfabeto Lρ recursivamente

como 2:

1. Para cualquier c ∈ Cons ρ y cualquier x ∈ VAR se tiene que las sucesiones de un sólo

símbolo c y x pertenecen a TRM ρ.

2. Si τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ y f ∈ Funcn ρ, entonces f(τ1, . . . , τn) pertenece a TRM ρ.

Ahora bien, definamos las fórmulas de nuestro lenguaje que básicamente representarán las

afirmaciones, o frases declarativas o enunciativas.
2Se entiende que TRMρ es la clase más pequeña de expresiones que definida con las reglas 1 y 2, esto es, los

términos únicamente se pueden construir con una cantidad finita de aplicaciones de las reglas 1 y 2.
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Definición 1.1.5. Se define Lρ el conjunto de fórmulas de forma recursiva de la siguiente

manera 3:

1. Para cualesquiera τ1, τ2 ∈ TRM ρ, se tiene que (τ1 = τ2) pertenece a Lρ.

2. Si τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ y R ∈ Relm ρ, entonces R(τ1, . . . , τm) ∈ Lρ.

3. Si ϕ, ψ ∈ Lρ, y x ∈ VAR, entonces ¬ψ , (ψ ∧ ϕ) y ∀xψ pertenecen a Lρ.

A continuación, se trabajará con la noción de variable libre en una fórmula. Intuitivamente

no se puede saber si una fórmula con este tipo de variables es verdadera o falsa en tanto no se

tenga un valor específico que asignarle a la variable. Por ejemplo x < 1, es una afirmación para

la cual no podemos confirmar su veracidad hasta que tengamos un valor que otorgar a x.

Definición 1.1.6. Construyamos las siguientes funciones para poder definir con ellas la noción

de variable libre en una fórmula.

1. Definimos de forma recursiva sobre la construcción de términos la función Oc : TRM ρ→

P(VAR), que a cada término le asigna las variables que aparecen en él:

a) Para toda c ∈ Cons y x ∈ VAR se define Oc(c) = ∅ y Oc(x) = {x}.

b) Si f ∈ Funcn ρ y τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ, entonces Oc(f(τ1, . . . , τn)) =
⋃n
i=1 Oc(τı).

2. Definimos las función OcL : Lρ −→ P(VAR) de manera recursiva sobre la construcción

de fórmulas como sigue:

a) Si τ1, τ2 ∈ TRM ρ, entonces OcL(τ1 = τ2) = Oc(τ1) ∪Oc(τ2)

b) Si τ1, · · · , τm ∈ TRM ρ y R ∈ Relm ρ, entonces OcL(R(τ1, · · · , τm)) =
⋃m
j=1 Oc(τj)

c) Si ϕ,ψ ∈ Lρ y x ∈ VAR, entonces:

1) OcL((ϕ ∧ ψ)) = OcL(ϕ) ∪OcL(ψ)

2) OcL(¬ϕ) = OcL(ϕ)

3) OcL(∀xϕ) = OcL(ϕ)\{x}

Decimos que x ∈ VAR ocurre libre en ϕ si x ∈ OcL(ϕ).
3Igual que con TRMρ, las fórmulas son la clase más pequeña que se puede construir con las reglas 1, 2 y 3.
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3. Finalmente, para cualquier n ∈ Z+ definimos L n
ρ := {ϕ ∈ Lρ | |OcL(ϕ)| = n}. Asímis-

mo, se define el conjunto de enunciados como: L 0
ρ := {ϕ ∈ Lρ | OcL(ϕ) = ∅}.

Notación 1.1.7.

Sea τ ∈ TRM ρ y v1, . . . , vn ∈ VAR, se escribirá τ(v1, . . . , vn) cuando sea el caso de que

Oc(τ) = {v1, . . . , vn}. Análogamente, si ϕ ∈ L n
ρ , se escribirá ϕ(v1, . . . , vn) cuando se

requiera dejar claro que OcL(ϕ) = {v1, . . . , vn}.

Sean ϕ,ψ ∈ Lρ y x ∈ VAR. Abreviamos al cuantificador existencial ∃ y los conectivos

lógicos binarios, ∨, → y ↔ mediante las siguientes fórmulas:

(ϕ ∨ ψ)� ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ)

(ϕ→ ψ)� ¬(ϕ ∧ ¬ψ)

(ϕ↔ ψ)� (¬(ϕ ∧ ¬ψ) ∧ ¬(ψ ∧ ¬ϕ))

∃xϕ(x)� ¬∀x¬ϕ(x)

1.2. Estructuras y Satisfacibilidad

Una vez definidos los lenguajes de primer orden, procedamos a definir la materia prima más

importante para el estudio de modelos, que son las estructuras. Estas serán los universos o

mundos de los cuales nuestro lenguaje hablará. Estos mundos pueden ser, por ejemplo, en

Álgebra, los campos, grupos o anillos.

Definición 1.2.1.

1. Si A es un conjunto no vacío, definimos una interpretación de ρ en A como una función

I : ρ −→ P
(
A<ω

)
∪A en la cual:

Para toda R ∈ Relm ρ se tiene I(R) ⊆ Am.

Para cualquier f ∈ Funcn ρ tenemos que I(f) : An −→ A.

Para todas las c ∈ Cons ρ se cumple que I(c) ∈ A.
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2. Dada una interpretación I de ρ en A, se define una estructura o modelo A de tipo ρ con

soporte o universo en A como: A := 〈A, I〉.

Denotaremos también a I(y) por yA para cualquier y ∈ ρ.

Notación 1.2.2.

Denotaremos a la clase de todas las estructuras de tipo ρ como Vρ := {A := 〈A, I〉 | A 6=

∅ e I es una interpretación de ρ en A}

Se convendrá que si una letra gótica denota una estructura, esta misma letra en redonda

denota su soporte o universo. Es decir, si A es una estructura de tipo ρ, entonces tendrá

como soporte a A. De forma análoga, B y C serán los soportes para las estructuras B y C,

respectivamente. Esta notación se preserva para índices; por ejemplo, Ai0 tendrá soporte

Ai0 , Bj2 tendrá soporte Bj2 , etcétera.

Cuando no se quiera escribir explícitamente la interpretación, esta se podrá definir escri-

biendo sencillamente sus constantes, funciones y relaciones y entendiéndose que hay sím-

bolos respectivos que se interpretan como los escritos. Por ejemplo, la estructura (Q, <)

se refiere al conjunto de los racionales con su única relación de orden usual.

Como se ha mencionado antes, a fórmulas con variables libres no se les puede determinar

su veracidad hasta que se asigne un valor para la variable.

Definición 1.2.3. Sea A ∈ Vρ.

1. Se define una asignación sobre A como una función s : VAR −→ A.

2. Se define la extensión de una asignación, s̄ : TRM ρ −→ A, recursivamente sobre la

construcción de términos como:

a) Para toda x ∈ VAR, se tiene s̄(x) = s(x).

b) Para cualquier c ∈ Cons ρ, se define s̄(c) = cA.

c) Si τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ y f ∈ Funcn ρ, entonces s̄
(
f(τ1, . . . , τn)

)
= fA

(
s̄(τ1), . . . , s̄(τn)

)
.
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3. Sean y ∈ VAR, a ∈ A y s una asignación. Se define la asignación sustituir y por a como

una asignación que se denotará por s(y/a) : VAR −→ A y se comporta de la siguiente

manera:

s(y/a)(x) =


a si x = y;

s(x) en otro caso.

Para múltiples asignaciones simultáneas escribiremos s
(
x1/a1, . . . , xn/an

)
en lugar de la

asignación s
(
x1/a1

)
· · ·
(
xn/an

)
.

Ahora discutiremos el significado de “una estructura haga verdad a una fórmula”.

Definición 1.2.4 (Definición de satisfacción de Tarski). Sea A ∈ Vρ. Definimos por recursión

sobre la construcción de fórmulas, lo que significa que una fórmula ϕ sea satisfecha o se modele

por A bajo una asignación s; en símbolos A |= ϕ[s].

1. Si τ1 y τ2 ∈ TRM ρ, sucede que A |= (τ1 = τ2)[s] si y sólo si s̄(τ1) = s̄(τ2).

2. Si τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ y R ∈ Relm ρ, tenemos que A |= R(τ1, . . . , τm)[s] si y sólo si

(s̄(τ1), . . . , s̄(τm)) ∈ RA.

3. Si x ∈ VAR y además ϕ,ψ ∈ Lρ,

a) A |= ¬ϕ[s] si y sólo si no es cierto que A |= ϕ[s].

b) A |= (ϕ ∧ ψ)[s] si y sólo si A |= ϕ[s] y además A |= ψ[s].

c) A |= ∀xϕ(x)[s] si y sólo si para cualquier a ∈ A es cierto que A |= ϕ[s(x/a)].

Lema 1.2.5. Sea τ ∈ TRM ρ. Si s1 y s2 son asignaciones tales que s1(x) = s2(x) para cualquier

x ∈ Oc(τ), entonces se cumple que s̄1(τ) = s̄2(τ).

Demostración. Por inducción sobre la construcción de términos.

1. Para x ∈ VAR, tenemos que Oc(x) = {x}, y así s̄1(x) = s1(x) hip= s2(x) = s̄2(x).

2. Si c ∈ Cons ρ, sucede que s̄1(c) = cA = s̄2(c).
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3. Supongamos que el resultado se cumple para τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ. Sea f ∈ Funcn ρ; te-

nemos que
(
s̄1(τ1), . . . , s̄1(τn)

)
=
(
s̄2(τ1), . . . , s̄2(τn)

)
y por hipótesis inductiva sucede que

fA(s̄1(τ1), . . . , s̄1(τn)) = fA
(
s̄1(τ1), . . . , s̄1(τn)

)
, gracias a que fA es función, esto último

implica que s̄1
(
f(τ1, . . . , τn)

)
= s̄2

(
f(τ1, . . . , τn)

)
.

QED

Proposición 1.2.6. Sean A ∈ Vρ y ϕ ∈ Lρ. Si s1 y s2 son dos asignaciones tales que s1(x) =

s2(x) para cualquier x ∈ OcL(ϕ), entonces se cumple que A |= ϕ[s1] si y sólo si A |= ϕ[s2].

Demostración.

1. Sean τ1, τ2 ∈ TRM ρ, entonces

A |= (τ1 = τ2)[s1] si y sólo si s̄1(τ1) = s̄1(τ2),

si y sólo si s̄2(τ1) = s̄2(τ2), (Lema 1.2.5)

si y sólo si A |= (τ1 = τ2)[s2].

2. Si τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ y R ∈ Relm ρ, como OcL(R(τ1, . . . , τm)) =
⋃m
i=1 Oc(τi), tenemos

que:

A |= R(τ1, . . . , τm)[s1] si y sólo si (s̄1(τ1), . . . , s̄1(τm)) ∈ RA,

si y sólo si (s̄2(τ1), . . . , s̄2(τm)) ∈ RA, (Lema 1.2.5)

si y sólo si A |=R(τ1, . . . , τm)[s2].

3. Supongamos que el resultado se cumple para ϕ y ψ.

a) Para la negación, tenemos que A |= ¬ϕ[s1] si y sólo si A 2 ϕ[s1]. Nuestra hipótesis

inductiva nos garantiza que esto último equivale a A 2 ϕ[s2], que equivale a su vez a

A |= ¬ϕ[s2].
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b) Para la conjunción, tenemos que

A |= (ϕ ∧ ψ)[s1] si y sólo si A |= ϕ[s1] y A |= ψ[s1],

si y sólo si A |= ϕ[s2] y A |= ψ[s2],

si y sólo si A |= (ϕ ∧ ψ)[s2].

c) Finalmente, para la cuantificación universal se tiene que A |= ∀xϕ[s1] si y sólo si

para cualquier a ∈ A ocurre que A |= ϕ[s1(x/a)]. Esto último equivale a que para

toda a ∈ A suceda que A |= ϕ[s2(x/a)] pues s1(x/a) y s2(x/a) coinciden en las

variables libres de ϕ. Así lo anterior es equivalente a que A |= ∀xϕ[s2].

QED

Corolario 1.2.7. Sea A ∈ Vρ. Para cualquier ϕ ∈ L 0
ρ se cumple una y sólo una de las

siguientes:

1. Para toda asignación s se tiene que A |= ϕ [s].

2. Para toda asignación s se tiene que A 2 ϕ [s].

Notación 1.2.8.

Sean A ∈ Vρ, τ ∈ TRM ρ, s una asignación y a1, . . . , an ∈ A. Escribiremos τ(a1, . . . , an)

para abreviar τ(x1, . . . , xn)
[
s(x1/a1, . . . , xn/an)

]
. De forma muy similar, si ϕ(x1, . . . , xn) ∈

L n
ρ , entonces ϕ(a1, . . . , an) denota ϕ(x1, . . . , xn)

[
s(x1/a1, . . . , xn/an)

]
. Así podemos afirmar

que A |= ϕ(a1, . . . , an) si y sólo si A |= ϕ(x1, . . . , xn)
[
s(x1/a1, . . . , xn/an)

]
.

Observemos que por la Proposición 1.2.6 realmente no tiene relevancia qué asignación to-

memos pues en las únicas variables en las que la satisfacción de la fórmula podría diferir son

aquellas en las que se obliga a tomar el valor ai correspondiente.

Definición 1.2.9. Decimos que ϕ ∈ Lρ es satisfacible si y sólo si existen A ∈ Vρ y una

asignación s tales que A |= ϕ[s]. Diremos que ϕ insatisfacible en caso contrario.
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Observación 1.2.10. Gracias al Corolario 1.2.7, el que un enunciado sea satisfacible se reduce a

que haya una estructura que lo satisfaga.

Definición 1.2.11. Sean A ∈ Vρ y ϕ ∈ Lρ.

1. Decimos que A hace verdadera o modela a ϕ si y sólo si para cualquier s asignación

A |= ϕ[s]. Esto se denotará por A |= ϕ.

2. Decimos que A hace falsa a ϕ si y sólo si A |= ¬ϕ.

3. Decimos que ϕ es universalmente válida si y sólo si para cualquier A ∈ Vρ se cumple que

A |= ϕ y se denotará por |= ϕ.

4. Decimos que ϕ es universalmente falsa si y sólo si |= ¬ϕ.

Es importante notar que gracias al Corolario 1.2.7, si ϕ es un enunciado y A |= ϕ[s] para

alguna asignación s, entonces A |= ϕ. Así, si ϕ es satisfacible, entonces hay un modelo en el

cual es verdad.

Definición 1.2.12. Sean Γ ⊆ L 0
ρ y A ∈ Vρ.

Diremos que A satisface a Γ, en símbolos A |= Γ, si y sólo si para cualquier γ ∈ Γ se tiene

A |= γ. De forma similar, diremos que Γ es satisfacible o consistente si existe A ∈ Vρ tal que A

satisface a Γ. A los conjuntos satisfacibles de enunciados también se les conoce como teorías y

es más común utilizar T para denotarlas.

Nota 1.2.13. La inconsistencia de un conjunto de fórmulas es un concepto sintáctico que refiere

a que el conjunto traiga consigo contradicciones lógicas, es decir, que de las fórmulas de este

conjunto se pueda inferir lógicamente algo contradictorio. Esto se plantea verificando si el

conjunto deduce alguna fórmula de la forma p∧¬p. Para hacer esto se requiere trabajar con las

nociones de un sistema formal y deducción, entre otros conceptos, los cuales omitiremos pues no

son fundamentales en el estudio del orden de Keisler. Cabe mencionar que gracias al Teorema

de Completud de Gödel (1930) resultan equivalentes la satisfacibilidad y la consistencia. En lo

que sigue en este escrito satifacibilidad y consistencia se tomarán como sinónimos, a sabiendas

de que hay todo un desarrollo que distingue estas nociones.
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Definición 1.2.14. Sea T ⊆ L 0
ρ ; definimos los modelos de T como la siguiente clase:

Mod(T ) := {A ∈ Vρ | para cualquier ϕ ∈ T se cumple A |= ϕ}.

Definición 1.2.15. Sea A ∈ Vρ. Definimos la teoría de un modelo como todos los enunciados

que son verdaderos por el modelo. Esto es, Teo(A) := {ϕ ∈ L 0
ρ | A |= ϕ }.

Definición 1.2.16. Sean A y B ∈ Vρ. Decimos que A es elementalmente equivalente a B, en

símbolos A ≡ B si y sólo si para cualquier ϕ ∈ L 0
ρ se cumple que A |= ϕ si y sólo si B |= ϕ

(equivalentemente si Teo(A) = Teo(B)).

1.3. Subestructuras y Morfismos

Prosigamos a estudiar cómo obtener estructuras a partir de estructuras dadas, y revisar las

distintas formas de relacionarlas. Establecer estas relaciones será útil para estudiar el ultrapro-

ducto, estructura construida a partir de una familia de estructuras dada.

Definición 1.3.1. Sean A y B ∈ Vρ con soportes A y B, respectivamente. Decimos que A es

una subestructura de B, en símbolos A ⊆ B, si y sólo si:

1. A ⊆ B.

2. Para cualquier c ∈ Cons ρ, cA = cB.

3. Para cualquier f ∈ Funcn ρ, fA = fB |An .

4. Para cualquier R ∈ Relm ρ, RA = RB ∩Am.

Observación 1.3.2. No es difícil ver que ⊆ es una orden parcial en Vρ.

Ya teniendo claro lo que es una subestructura, definamos aquellas subestructuras que sa-

tisfacen los mismos enunciados que las estructuras ⊆-mayores y que preservan a elementos

distinguidos. Esto significa que los elementos que satisfagan fórmulas en la subestructura, tam-

bién lo harán en la superestructura. A estas subestructuras se les conoce como subestructuras

elementales.
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Definición 1.3.3. Sean A y B ∈ Vρ. Decimos que A es una subestructura elemental de B o

bien B es una superestructura elemental de A, en símbolos A � B, si y sólo si A ⊆ B, y para

cualquier ϕ ∈ L n
ρ y cualesquiera a1, . . . , an ∈ A, se cumple que:

A |= ϕ(a1, . . . , an) si y sólo si B |= ϕ(a1, . . . , an).

Definición 1.3.4. Sean A y B ∈ Vρ. Un morfismo de A en B es una función M : A −→ B tal

que:

1. Para cualquier constante c ∈ Cons ρ, sucede M(cA) = cB.

2. Si f ∈ Funcn ρ y a1, . . . , an ∈ A, entonces

M
(
fA(a1, . . . , an)

)
= fB

(
M(a1), . . . ,M(an)

)
.

3. Si tomamos R ∈ Relm ρ y a1, . . . , am ∈ A, sucede que

(
a1, . . . , am

)
∈ RA si y sólo si

(
M(a1), . . . ,M(am)

)
∈ RB.

A los morfismos inyectivos de A en B se les llamará encajes, y diremos que A se encaja en B,

en símbolos A ↪→ B. Se dice que A y B son isomorfos si y sólo si existe un morfismo biyectivo

entre ellos, y esto se denotará por A ∼= B.

Teorema 1.3.5 (Test de Tarski-Vaught).

Sean A,B ∈ Vρ tales que A ⊆ B. Tenemos que A � B si y sólo si para cualquier ϕ ∈ L n+1
ρ

y cualesquiera a1 . . . an ∈ A, si B |= ∃xϕ(x, a1 . . . , an), entonces tenemos que existe a0 ∈ A tal

que B |= ϕ(a0, a1, . . . , an). �

Proposición 1.3.6. Si A ∼= B entonces A ≡ B. �
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1.4. Teoremas Importantes, Consistencia y Completud

Continuaremos enunciando el Teorema de Compacidad y los Teoremas de Löwenheim-Skolem

ascendente y descendente, que son tres de los teoremas más importantes de la Lógica Mate-

mática. Para estos teoremas se omitirá la prueba, pues queda fuera de los propósitos de este

trabajo.

Definición 1.4.1. Decimos que Γ ⊆ L 0
ρ es completo si y sólo si en la clase {∆ ⊆ Lρ |

∆ satisfacible}, Γ es ⊆-maximal.

Definición 1.4.2. Decimos que Γ ⊆ L 0
ρ es ∈-completo si y sólo si para cualquier ϕ ∈ L 0

ρ se

tiene que ϕ ∈ Γ, o bien, ¬ϕ ∈ Γ.

Teorema 1.4.3. Sea Γ ⊆ L 0
ρ satisfacible.

Γ es completo si y sólo si Γ es ∈-completo. �

Definición 1.4.4. Decimos que Γ es finitamente satisfacible si y sólo si cualquier subconjunto

finito de Γ es satisfacible.

Teorema 1.4.5 (Compacidad). Sea Γ ⊆ L 0
ρ .

Γ es satisfacible y sólo si Γ es finitamente satisfacible. �

Teorema 1.4.6 (Lindenbaum).

Todo conjunto satisfacible de enunciados se puede extender a un conjunto completo de enun-

ciados. �

Teorema 1.4.7 (Löwenheim-Skolem Descendente).

Si Γ ⊆ L 0
ρ consistente, entonces existe un modelo de A ∈ Vρ tal que |A| ≤ |Lρ| �

Teorema 1.4.8 (Löwenheim-Skolem Ascendente).

Si Γ ⊆ L 0
ρ tiene un modelo infinito, entonces tiene modelos de tamaño κ, para cualquier κ

cardinal tal que κ ≥ |Lρ|. �
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Capítulo 2

Filtros y Ultraproductos

En este capítulo se trabajará la construcción, a partir de un conjunto de estructuras de tipo ρ, de

la estructura denominada ultraproducto. El orden de Keisler se define a partir de la ultrapotencia

de una estructura, que es un caso particular del ultraproducto. Se requerirá la noción de filtro

para definir el ultraproducto, por lo que se comenzará por definirlo.

2.1. Filtros y Ultrafiltros

Intuitivamente hablando, un filtro es una familia de conjuntos “grandes”. Se puede pensar que,

dado un universo, las colecciones “grandes” serán conjuntos que ocupen casi todo el universo.

Debido a esto, resulta intuitivo pensar que la intersección de cosas grandes será grande. De forma

semejante, se puede pensar que superconjuntos de conjuntos grandes serán también grandes.

Conjuntando lo anterior tiene lugar la siguiente definición.

Definición 2.1.1. Un filtro F sobre un conjunto no vacío I es una familia de subconjuntos de

I que cumplen lo siguiente:

1. ∅ /∈ F y I ∈ F .

2. Para cualesquiera F1, F2 ∈ F , se tiene que F1 ∩ F2 ∈ F .

3. Si F ∈ F y X es un subconjunto de I que cumple que F ⊆ X, entonces X ∈ F .
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Ejemplo 2.1.2. Para el conjunto Q y a ∈ Q, consideramos el filtro {F ⊆ Q | a ∈ F}.

Ejemplo 2.1.3. Para un conjunto infinito I, consideramos el filtro {F ⊆ I | I\F es finito} (a

este filtro se le conoce como el filtro de Frechet).

Ejemplo 2.1.4. Para el conjunto R, consideremos el filtro

{F ⊆ R | existe ε > 0 tal que (−ε, ε) ⊆ F}.

Resulta de suma importancia estudiar los filtros grandes, es decir los que tengan la mayor

cantidad de elementos. La construcción de filtros grandes se hará extendiendo los filtros dados

previamente. Esta extensión tiene que hacerse con cuidado, pues si agregamos elementos de más,

podemos hacer que haya dos conjuntos ajenos en nuestra extensión. Por ejemplo, si tenemos

un conjunto y tratamos de agregar su complemento relativo, caeremos en este problema. La

siguiente clase de filtros está definida precisamente para que esto no ocurra.

Definición 2.1.5. Un ultrafiltro U sobre I es un filtro que cumple que para cualquier subcon-

junto X de I, o X ∈ U , o bien , I\X ∈ U .

Notación 2.1.6. Si λ es un cardinal y A un conjunto, denotamos por [A]λ a la familia de

subconjuntos de A de tamaño λ. De forma semejante, denotamos a [A]<λ a la familia de sub-

conjuntos de tamaño menor que λ, y, finalmente, denotamos por [A]≤λ a [A]λ ∪ [A]<λ.

Cabe mencionar que una familia de subconjuntos de un conjunto no vacío I se puede ex-

tender a un filtro, y más aún, a un ultrafiltro, siempre y cuando cumplan con la siguiente

propiedad.

Definición 2.1.7. Sea I un conjunto no vacío. Decimos que A ⊆ P(I) es una familia centrada

o que tiene la propiedad de la intersección finita (PIF) si y sólo si para cualquier A0 ∈ [A]<ω

no vacío se tiene que
⋂
A0 6= ∅.

Un ultrafiltro también se suele definir como un filtro ⊆-maximal, y la razón es que estas

definiciones son equivalentes. Para probar esto requeriremos el siguiente lema.
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Lema 2.1.8. Si A ⊆ P(I) tiene la PIF, entonces existe un filtro F sobre I tal que A ⊆ F .

Demostración. Consideremos a F =
{
B ⊆ I | existe A0 ∈ [A]<ω no vacío tal que

⋂
A0 ⊆ B

}
y probemos que es filtro:

1. Para mostrar que I ∈ F , sea A1 ∈ A. Entonces
⋂
{A1} = A1 ⊆ I. Asimismo ∅ /∈ F , pues

de ser así habría A0 finito tal que
⋂
A0 ⊆ ∅ lo cual es una contradicción con el hecho de

que A es una familia centrada.

2. Si F0, F1 ∈ F , entonces existenA0,A1 ∈ [A]<ω no vacíos tales que
⋂
A0 ⊆ F0 y

⋂
A1 ⊆ F1.

Por lo que
⋂
A0∩

⋂
A1 =

⋂
(A0∪A1) ⊆ F0∩F1 y claramente A0∪A1 es finito, por tanto

F0 ∩ F1 ∈ F .

3. Si F0 ∈ F y F0 ⊆ F1 ⊆ I, entonces existe A0 ∈ [A]<ω tal que
⋂
A0 ⊆ F0 ⊆ F1 y por tanto

F1 ∈ F .

QED

Proposición 2.1.9. Sea U un filtro sobre un conjunto no vacío I. Las siguientes son equiva-

lentes:

1. U es un ultrafiltro sobre I.

2. U es ⊆-maximal, esto es, si hay F ⊆ P(I) filtro sobre I que cumpla que U ⊆ F , entonces

U = F .

Demostración. (1)→(2) Supongamos que U no es maximal, entonces existe V tal que U  V.

Tenemos que existe A ∈ V y A /∈ U , y, debido a que este último es ultrafiltro, entonces se

tiene que I\A ∈ U  V. Por lo tanto, A ∈ V y I\A ∈ V, así A ∩ I\A = ∅ ∈ V lo que es una

contradicción con el hecho de que V es filtro.

(2)→(1) Por contrapositiva. Supongamos que U es un filtro pero no ultrafiltro. Veamos que

no es maximal. Tenemos que al no ser ultrafiltro existe A ⊆ I tal que A /∈ U y I\A /∈ U .

Observemos que U ∪ {A} tiene la PIF. Es claro que U tiene la PIF por ser filtro, por lo que

basta corroborar que si U1, . . . , Un ∈ U , entonces A ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un 6= ∅.
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Si fuera el caso de que A ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un = ∅, entonces U1 ∩ · · · ∩ Un ⊆ I\A, por tanto

I\A ∈ U por ser filtro, lo cual es una contradicción. Así, U ∪ {A} tiene la PIF y por el Lema

2.1.8 se tiene que hay un filtro F tal que F ⊇ U ∪ {A}, y dado que A ∈ F\U tenemos que U

no es ⊆-maximal. QED

Veamos ahora cómo extender familias centradas a ultrafiltros. Gracias al Lema 2.1.8 po-

demos extender familias centradas a filtros. Basta entonces establecer cómo extender filtros a

ultrafiltros. El siguiente lema da detalle de cómo realizar esta extensión.

Lema 2.1.10. Si α > 0 es algún ordinal y {Fβ}β<α es una familia de filtros de manera de que

Fβ1 ⊆ Fβ2 siempre que β1 < β2, entonces tenemos que
⋃
β<αFβ es un filtro.

Demostración.

1. Para cualquier β < α tenemos que I ∈ Fβ, así I ∈
⋃
β<αFβ.

2. Si F1, F2 ∈
⋃
β<αFβ, entonces hay β1, β2 tales que F1 ∈ Fβ1 y F2 ∈ Fβ2 . De esta manera

F1, F2 ∈ Fmáx{β1,β2}, por lo que podemos concluir que F1 ∩ F2 ∈ Fmáx{β1,β2}. Con esto es

claro que F1 ∩ F2 ∈
⋃
β<αFβ.

3. Consideremos F ∈
⋃
β<αFβ con G ⊇ F , entonces hay β < α tal que F ∈ Fβ. Así, G ∈ Fβ

y por tanto G ∈
⋃
β<αFβ.

QED

Con este lema, la construcción de un ultrafiltro a partir de una familia centrada resulta muy

sencilla.

Proposición 2.1.11. Sea I un conjunto no vacío. Si A ⊆ P(I) es una familia centrada,

entonces existe un ultrafiltro U sobre I que cumple que A ⊆ U .

Demostración. Por el Lema 2.1.8, existe F filtro tal que A ⊆ F . Consideremos la clase F∗ :=

{U ⊆ P(I) | U es un filtro sobre I y U ⊇ F}, que es claramente no vacía.
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Por el Lema 2.1.10, cualquier cadena en la clase F∗ está superiormente acotada, y por

el Lema de Zorn 1 hay un elemento maximal, digamos UA. Por la Proposición 2.1.9, UA es

ultrafiltro. QED

Definición 2.1.12. Sea F un filtro sobre I.

1. Decimos que F es principal si existe a ∈ I de manera que F = {F ⊆ I | a ∈ F}.

2. Diremos que F es centrado si existe A ⊆ I (llamado centro) tal que F = {F ⊆ I | A ⊆ F}.

Observación 2.1.13. Es fácil verificar que si un filtro es principal, entonces es centrado. Más

aún, todo ultrafiltro centrado es principal, pues si tuviera un centro de más de un elemento,

podríamos tomar uno de estos elementos y considerar a su singulete. Ni el singulete, ni su

complemento, formarían parte del filtro pues no contendrían al centro.

Proposición 2.1.14. Sean F = {F ⊆ I | I\F es finito} el filtro de Frechet y U un ultrafiltro

sobre I. Si U es no centrado, entonces F ⊆ U .

Demostración. Procedamos por contrapuesta. Si F * U , entonces habría F0 ∈ F\U . Tenemos

que por ser U ultrafiltro es cierto que I\F0 ∈ U donde I\F0 es finito.

Consideremos la familia A0 := {
(
I\F0

)
∩ U | U ∈ U}, para la cual es claro que A0 ⊆ U .

Debido a que A0 ⊆ P(I\F0), se tiene que A0 es finito y por tanto posee un elemento ⊆-minimal.

Sea B un elemento ⊆-minimal en A0 y veamos que es mínimo.

Supongamos que A ∈ A0 y demostremos B ⊆ A. Tenemos que B,A ∈ U y por tanto

B ∩ A ∈ U ; más aún, B ∩ A ∈ A0. Debido a que B ∩ A ⊆ B y B es ⊆-minimal, deducimos

que B ∩ A = B. Ahora bien, como B ∩ A ⊆ A, concluimos que B ⊆ A, que es lo que se quería

mostrar.

Siendo así si U ∈ U , entonces
(
I\F0

)
∩ U ∈ A0, y así B ⊆ I\F0 ∩ U ⊆ U , es decir, B ⊆ U .

Entonces U = {U ⊆ I | B ⊆ U }, y por tanto U es centrado. QED

1El Lema de Zorn establece que un orden parcial que cumpla que cualquier cadena esté superiormenete
acotada tiene un elemento máximal.
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En la siguiente sección se verá que los ultrafiltros principales trivializan el ultraproducto

debido a que los ultrafiltros principales están anclados en el elemento del cual se generan.

Esto permite que un conjunto como el unitario del elemento generador sea considerado grande.

Debido a esto, es deseable que un filtro se reparta homogéneamente sobre su soporte. Esta idea

se trata de construir con las siguientes nociones de filtro.

Definición 2.1.15. Decimos que un filtro F es numerablemente incompleto si existe A ⊆ F

numerable tal que
⋂
A = ∅.

Proposición 2.1.16. Si F es numerablemente incompleto, entonces existe una cadena descen-

dente F0 ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇ · · · tal que
⋂
n∈ω Fn = ∅

Demostración. Como F es numerablemente incompleto existen A0, A1, A2, . . . elementos de

F tales que
⋂
n∈ω An = ∅. Definamos recursivamente los siguientes conjuntos: F0 := A0, y

Fn+1 := Fn ∩An+1.

Es claro que para cualquier n ∈ ω sucede que Fn ∈ F y Fn ⊆ An, además de que F0, F1, · · ·

es una cadena descendente. Con esto tenemos que
⋂
n∈ω Fn ⊆

⋂
n∈ω An = ∅. QED

Continuemos estudiando la relación entre los filtros no centrados y los numerablemente

incompletos.

Proposición 2.1.17. Todos los filtros numerablemente incompletos son no centrados.

Demostración. Probemos este hecho por contrapuesta. Sea F un filtro centrado sobre un con-

junto I y veamos que que no puede ser numerablemente incompleto. Por ser centrado existe

B ⊆ I no vacío tal que F = {F ⊆ I | B ⊆ F }. Por otro lado, tomemos F1, F2, . . ., una familia

numerable cualquiera de elementos de F . Observemos que B ⊆ Fn para cualquier n ∈ ω, y por

tanto B ⊆
⋂
n∈ω Fn. Esto implica que

⋂
n∈ω Fn 6= ∅, pues B 6= ∅. QED

Podemos ver que las nociones de ser un filtro numerablemente incompleto y ser un filtro no

centrado coinciden cuando el soporte del filtro es numerable.

Teorema 2.1.18. Si U es un ultrafiltro no principal sobre un conjunto numerable I, entonces

es numerablemente incompleto.
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Demostración. Digamos que I = {an | n ∈ ω }. Definimos An = I\{an} para cualquier n ∈ ω.

Por la Proposición 2.1.14 es claro que An ∈ U para cualquier n ∈ ω. Sucede que
⋂
n∈ω An = ∅,

pues para cualquier n ∈ ω se tiene an /∈ An. QED

La noción de ultrafiltros numerablemente incompletos es bastante útil para modelar filtros

que estén repartidos, sin embargo, se requerirá desarrollar una idea aún más fuerte. Los ultrafil-

tros regulares serán los filtros sobre los cuales se trabajará la saturación de la ultrapotencia de

una estructura y los definiremos enseguida. Cabe mencionar que existen unos filtros más fuertes

que los regulares, a los que les llamamos buenos. Estos filtros son tan poderosos que garantizan

la saturación de la ultrapotencia de cualquier estructura y serán trabajados a principio del

cuarto capítulo.

Definición 2.1.19. Sea F un filtro sobre un conjunto I y sea κ un cardinal. Decimos que F es

κ-regular si existe una familia {Fα | α < κ } ⊆ F (a la cual llamamos familia regularizadora)

tal que para toda i ∈ I se tiene que {α < κ | i ∈ Fα } es finito. Dicho en otras palabras, para

cualquier A0 ⊆ {Fα | α < κ } infinito sucede que
⋂
A0 = ∅. Diremos que F es regular si es

|I|-regular.

Proposición 2.1.20. Si un filtro es κ-regular, entonces es λ-regular para toda λ ≤ κ.

Demostración. Esto es claro, ya que si se tiene una familia regularizadora de tamaño κ, extrae-

mos un conjunto de tamaño λ, y esta será una familia regularizadora. QED

De hecho, la intención es estudiar los ultrafiltros κ-regulares con κ lo más grande posible.

Proposición 2.1.21. Todo filtro ω-regular es numerablemente incompleto.

Demostración. Sea F un filtro ω-regular. Entonces existe A ⊆ F familia regularizadora nu-

merable. Es decir, para cualquier A0 ⊆ A infinito se tiene que
⋂
A0 = ∅. Notemos que, en

particular, A cumple esto, por lo que A es una familia numerable con intersección vacía. Por lo

tanto, F es numerablemente incompleto. QED
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Teorema 2.1.22. Para cualquier conjunto infinito I, existe un ultrafiltro regular.

Demostración. Como I es infinito entonces existe una función biyectiva H : I −→ [I]<ω. Consi-

deremos j ∈ I y definimos Kj := { i ∈ I | j ∈ H(i) }. Veamos que la familia R := {Kj | j ∈ I }

es regularizadora. Observemos que i ∈ Kj si y sólo si j ∈ H(i). De esta manera, la cantidad de

elementos en R a los cuales i pertenece es finita, pues H(i) es finito. Por lo tanto, tenemos que

R es una familia regularizadora. Procedamos a demostrar que R es una familia con la propiedad

de la intersección finita.

Sea i ∈ I de forma que H(i) = {j1, . . . , jn}. Si Kj1 , . . . ,Kjn ∈ R, entonces para cualquier

k ∈ {1, . . . , n} sucede i ∈ Kjk pues jk ∈ {j1, . . . , jn} = H(i). Por lo tanto, para toda i ∈ Kjk

pasa que i ∈
⋂n
k=1Kjk . Siendo así, por la Proposición 2.1.11 hay un ultrafiltro U tal que

R ⊆ U . QED

La forma en que se relacionan los tipos de filtros anteriores se puede resumir en la siguiente

figura. La existencia de filtros κ-regulares garantizan la existencia de filtros numerablemente

incompletos y no principales.

κ-regulares

ω-regulares

...

Numerablemente
incompletos

No principales

Podemos notar que gracias al Teorema 2.1.22 garantizamos la existencia de ultrafiltros

regulares y por tanto numerablemente incompletos y no centrados. La utilidad de estos filtros es

crear una clase de subconjuntos grandes de un conjunto de índices de manera que se encuentren

repartidos sobre el mismo. Esto cobrará mayor sentido en el siguiente capítulo, cuando se trabaje

con la saturación de estructuras, más precisamente, con la saturación de ultraproductos.
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2.2. Ultraproductos y Ultrapotencias

En esta sección se abordará el ultraproducto, el cual es un cociente del producto de una familia

indizada de estructuras módulo un ultrafiltro. Para esto se necesitará definir el producto de

estructuras cuyo soporte, de forma muy semejante al producto directo de grupos o al producto

topológico de espacios, será conjunto de funciones del conjunto de índices de la familia sobre

la unión de los soportes. Estas funciones se pueden pensar como tuplas de tantos elementos

como el conjunto de índices, y que se constituyen de elementos de los soportes en cada estruc-

tura. Verificar la satisfacibilidad de una fórmula en el producto se traducirá en comprobar su

satisfacción en cada factor o miembro de la familia de estructuras.

Definición 2.2.1. Sea I un conjunto y sea {Ai | i ∈ I } una clase de conjuntos no vacíos

indizados sobre I. Definimos el producto cartesiano como:

∏
{Ai | i ∈ I } =

∏
i∈I

Ai :=
{
h : I −→

⋃
i∈I

Ai
∣∣∣h(i) ∈ Ai

}
.

Definición 2.2.2. Sea I un conjunto y Ai ∈ Vρ para cada i ∈ I. Definimos el producto de

estructuras como ∏
i∈I

Ai :=
〈∏
i∈I

Ai, I
〉
,

donde:

1. Para cada c ∈ Cons ρ,

I(c) : I −→
⋃
i∈I

Ai

i 7→ cAi .
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2. Para cada f ∈ Funcn ρ y cualesquiera h1, . . . , hn ∈
∏
i∈I Ai,

I(f) :
(∏
i∈I

Ai
)n
−→

∏
i∈I

Ai

(h1, . . . , hn) 7→ I(f)(h1, . . . , hn) : I −→
⋃
i∈I

Ai

i 7→ fAi
(
h1(i), . . . , hn(i)

)
.

3. Para cualquier R ∈ Relm ρ y cualesquiera h1 . . . , hm ∈
∏
i∈I Ai,

(
h1, . . . , hm

)
∈ I(R) si y sólo si para toda i ∈ I se tiene

(
h1(i), . . . , hm(i)

)
∈ RAi .

El producto es una estructura bastante refinada, ya que si una fórmula es satisfacible en cada

factor, lo será en el ultraproducto, sin embargo, en general no es fácil determinar la veracidad de

las fórmulas. Resulta relevante proponer una estructura un poco menos restrictiva en el sentido

de la satisfacibilidad de fórmulas. El ultraproducto tiene la cualidad de que no necesita que se

satisfaga una fórmula en absolutamente todos los factores para que ésta se satisfaga. Basta sólo

que la fórmula se satisfaga en una cantidad grande de miembros de la familia para considerarse

satisfecha por el ultraproducto. La noción de conjunto grande de miembros se traduce en que el

conjunto de índices donde se satisface es grande, lo que a su vez se traduce en que este conjunto

sea miembro de un ultrafiltro.

Definición 2.2.3. Sea I un conjunto no vacío y F ⊆ P(I). Definimos la relación ∼F sobre∏
i∈I Ai como:

h ∼F g si y sólo si { i ∈ I | h(i) = g(i) } ∈ F .

Lema 2.2.4. Si F es un filtro sobre I, entonces ∼F es una relación de equivalencia en
∏
i∈I Ai

Demostración.

Reflexividad: Para cualquier h ∈
∏
i∈I Ai se tiene { i ∈ I | h(i) = h(i) } = I ∈ F .
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Simetría: Notemos que

si h ∼F g, entonces { i ∈ I | h(i) = g(i) } ∈ F ,

entonces { i ∈ I | g(i) = h(i) } ∈ F ,

entonces g ∼F h.

Transitividad: Supongamos que h ∼F g y g ∼F k; tenemos que:

{ i ∈ I | h(i) = g(i) } ∈ F y { i ∈ I | g(i) = k(i) } ∈ F , entonces

{ i ∈ I | h(i) = g(i) } ∩ { i ∈ I | g(i) = k(i) } ∈ F .

Dándonos cuenta de que { i ∈ I | h(i) = g(i) } ∩ { i ∈ I | g(i) = k(i) } ⊆ { i ∈ I | h(i) = k(i) },

concluimos que { i ∈ I | h(i) = k(i) } ∈ F . Por lo tanto, h ∼F k. QED

La relación de equivalencia dice intuitivamente que dos I-tuplas son equivalentes si el con-

junto de entradas donde coinciden es grande.

Definición 2.2.5. Sean I un conjunto, {Ai | i ∈ I } una clase de conjuntos no vacíos y

F ⊆ P(I) un filtro sobre I. Definimos el producto reducido de conjuntos como:

∏{
Ai
∣∣ i ∈ I }/F =

∏
i∈I

Ai/F :=
{
h/F

∣∣∣h ∈∏
i∈I

Ai
}
,

donde h/F es la clase de equivalencia de h módulo ∼F .

Lema 2.2.6. Consideremos a F un filtro sobre un conjunto no vacío I y tomemos una familia

{Ai | i ∈ I}. Sean h1, . . . , hn ∈
∏
i∈I Ai y g1, . . . , gn ∈

∏
i∈I Ai.

1. Definamos f como

f :
(∏
i∈I

Ai
)n
−→

∏
i∈I

Ai

(h1, . . . , hn) 7→ fi(h1, . . . , hn),
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donde fi(h1, . . . , hn)(i) = fi
(
d1(i), . . . , dn(i)

)
. Si hk ∼F gk para cada 1 ≤ k ≤ n, entonces

f
(
h1, . . . , hn

)
∼F f

(
g1, . . . , gn

)
.

2. Tomemos Ri ⊆ Ani para cada I. Si hk ∼F gk para cada 1 ≤ k ≤ n, entonces
{
i ∈ I |(

h1(i), . . . , hm(i)
)
∈ Ri

}
∈ F si y sólo si

{
i ∈ I |

(
g1(i), . . . , gm(i)

)
∈ Ri

}
∈ F .

Demostración.

1. Sea Uk :=
{
i ∈ I | hk(i) = gk(i)

}
para toda 0 ≤ k ≤ n. Es claro que Uk ∈ F , más aún,

tenemos que
⋂n
k=1 Uk =

{
i ∈ I | h1(i) = g1(i), . . . , hn(i) = gn(i)

}
∈ F . Por otro lado,

como fi es función para toda i ∈ I se cumple que

n⋂
k=1

Uk ⊆
{
i ∈ I | fi

(
h1(i), . . . , hn(i)

)
= fi

(
g1(i), . . . , gn(i)

)}
,

y así,
{
i ∈ I | fi

(
h1(i), . . . , hn(i)

)
= fi

(
g1(i), . . . , gn(i)

)}
∈ F .

Debido a que
{
i ∈ I | fi

(
h1(i), . . . , hn(i)

)
= fi

(
g1(i), . . . , gn(i)

)}
es igual a

{
i ∈

I | fi
(
h1, . . . , hn

)
(i) = fi

(
g1, . . . , gn

)
(i)
}
, tenemos demostrado que f

(
h1, . . . , hn

)
∼F

f
(
g1, . . . , gn

)
.

2. Sea Uk definido igual que el inciso anterior. De nuevo
⋂n
k=1 Uk ∈ F . Nombremos también

V0 :=
{
i ∈ I |

(
h1(i), . . . , hm(i)

)
=
(
g1(i), . . . , gm(i)

)}
, y observemos que

⋂n
k=1 Uk ⊆ V .

Así sucede que V0 ∈ F . Supongamos que V1 :=
{
i ∈ I |

(
h1(i), . . . , hm(i)

)
∈ Ri

}
∈ F . Se

tiene que V0 ∩ V1 ∈ F , además de que V0 ∩ V1 ⊆
{
i ∈ I |

(
g1(i), . . . , gm(i)

)
∈ Ri

}
∈ F .

El regreso es completamente análogo, por tanto
{
i ∈ I |

(
h1(i), . . . , hm(i)

)
∈ Ri

}
∈ F si y

sólo si
{
i ∈ I |

(
g1(i), . . . , gm(i)

)
∈ Ri

}
∈ F .

QED

Definición 2.2.7. Sean I un conjunto no vacío y F un filtro sobre I. Sea Ai ∈ Vρ para cada

i ∈ I. Definimos el producto reducido de estructuras como:

∏
i∈I

Ai/F :=
〈∏
i∈I

Ai/F , I
〉
.
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Nombremos
∏
i∈I Ai por A y a

∏
i∈I Ai por A. Establezcamos el comportamiento de I mediante

lo siguiente;

1. Para cualquier c ∈ Cons ρ escribimos I(c) = cA/F .

2. Para cualquier f ∈ Funcn ρ y cualesquiera h1, . . . , hn ∈ A definimos

I(f)(h1/F , . . . , hn/F) = fA(h1, . . . , hn)/F .

3. Para cualquier R ∈ Relm ρ y cualesquiera h1, . . . , hn ∈ A,

(
h1/F , . . . , hm/F

)
∈ I(R) si y sólo si

{
i ∈ I

∣∣∣ (h1(i), . . . , hm(i)
)
∈ RAi

}
∈ F .

En el caso de que F sea un ultrafiltro, al producto reducido se le denominará ultraproducto de

estructuras.

Observación 2.2.8. Notemos que gracias al Lema 2.2.6 la interpretación de los símbolos funcio-

nales y los símbolos relacionales están bien definidas, esto es, la definición del ultraproducto

está bien planteada.

Enseguida probaremos un Teorema de Jerzy Łoś (ver [Łoś, 1955]) que resulta de alta re-

levancia para los resultados consecuentes. Este teorema da una herramienta para verificar si

fórmulas en un ultraproducto son satisfacibles observando únicamente la satisfacibilidad de

éstas en los factores del ultraproducto.

Para un planteamiento más sencillo del teorema será necesario describir cómo se interpretan

los términos del lenguaje en los que aparecen variables al darles valores específicos a estás.

Notación 2.2.9. Sean A ∈ Vρ, a1, . . . , an ∈ A, τ ∈ TRM ρ, v1, . . . , vn ∈ VAR de forma

que Oc(τ) = {v1, . . . , vn} y s una asignación. Escribiremos τA(a1, . . . , an) para denotar a

s
(
v1/a1, . . . , vn/an

)
(τ), la interpretación de τ bajo cualquier sucesión en la que las variables

v1, . . . , vn son interpretadas por a1, . . . , an respectivamente.
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Observemos que la asignación tomada no forma parte de la notación. Esto es porque gracias

al Lema 1.2.5, al darle valores específicos a las variables que ocurren en el término cualquier

asignación, da el mismo resultado.

Teorema 2.2.10 (Łoś). Sea U un ultrafiltro sobre I y sean Ai ∈ Vρ para cualquier i ∈ I.

Escribamos B =
∏
i∈I Ai y A =

∏
i∈I Ai/U y tomemos n ∈ N.

1. Para cualesquiera τ ∈ TRM ρ, i ∈ I y h1, . . . , hn ∈ B sucede que

τA(h1/U , . . . , hn/U) =
(
τAi
(
h1(i), . . . , hn(i)

))
i∈I

/
U .

2. Para cualesquiera ϕ ∈ L n
ρ y h1, . . . , hn ∈

∏
i∈I Ai se tiene que

∏
i∈I

Ai/U |= ϕ
(
h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si

{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Demostración.

(1) Observemos que por definición τA(h1/U , . . . , hn/U) = τB
(
h1, . . . , hn

)/
U , por lo que basta

demostrar que τB
(
h1, . . . , hn

)
(i) = τAi

(
h1(i), . . . , hn(i)

)
para cualquier i ∈ I, lo cual probaremos

por inducción sobre la construcción de términos.

Para c ∈ Cons ρ se tiene que cB(i) = cAi .

Para x ∈ VAR tenemos que xB
(
h1)(i) = h1(i) = xAi

(
h1(i)

)
.

Supongamos que τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ tal que τBk
(
h1, . . . , hn

)
(i) = τAi

k

(
h1(i), . . . , hn(i)

)
con

1 ≤ k ≤ m y tomemos f ∈ Funcm ρ. Observemos que

[
f
(
τ1, . . . , τm

)]B(
h1, . . . , hn

)
(i) = fB

(
τB1
(
h1, . . . , hn

)
, . . . , τBm

(
h1, . . . , hn

))
(i)

= fAi

(
τB1
(
h1, . . . , hn

)
(i), . . . , τBm

(
h1, . . . , hn

)
(i)
)

= fAi

(
τAi

1
(
h1(i), . . . , hn(i)

)
, . . . , τAi

m

(
h1(i), . . . , hn(i)

))
(HI)

=
[
f
(
τ1, . . . , τm

)]Ai(
h1(i), . . . , hn(i)

)
.
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(2) Procederemos esta prueba por inducción sobre la construcción de fórmulas.

Sean h1, . . . , hn ∈ B y τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ. Para igualdad de términos tenemos que:

A |=
(
τ1 = τ2

)(
h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si τA1

(
h1/U , . . . , hn/U

)
= τA2

(
h1/U , . . . , hn/U

)
,

si y sólo si τB1
(
h1, . . . , hn

)/
U = τB2

(
h1, . . . , hn

)/
U ,

si y sólo si τB1
(
h1, . . . , hn

)
∼U τB2

(
h1, . . . , hn

)
, (Por (1))

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣ τAi1
(
h1(i), . . . , hn(i)

)
= τAi2

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣Ai |= (
τ1 = τ2

)(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Consideremos R ∈ Relm ρ y probemos para el resto de las atómicas:

A |=R
(
τ1, . . . , τm

)(
h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si

(
τA1
(
h1/U , . . . , hn/U

)
, . . . , τAm

(
h1/U , . . . , hn/U

))
∈ RA,

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣ (τB1 (h1, . . . , hn
)
(i), . . . , τBm

(
h1, . . . , hn

)
(i)
)
∈ RAi

}
∈ U , (Por (1))

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣ (τAi1
(
h1(i), . . . , hn(i)

)
, . . . , τAim

(
h1(i), . . . , hn(i)

))
∈ RAi

}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣Ai |= R
(
τ1, . . . , τm

)(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Supongamos que el resultado se cumple para ϕ,ψ ∈ Lρ y demostremos que se cumple en lo

siguiente.

Primero tenemos que, para la negación:

A |= ¬ϕ
(
h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si A 2 ϕ

(
h1/U , . . . , hn/U

)
,

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
/∈ U , (HI)

si y sólo si I\
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai 2 ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai |= ¬ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .
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Para la conjunción:

A |=
(
ϕ ∧ ψ

)(
h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si A |= ϕ

(
h1/U , . . . , hn/U

)
y A |= ψ

(
h1/U , . . . , hn/U

)
,

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U y{

i ∈ I | Ai |= ψ
(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U , (HI)

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∩
{
i ∈ I | Ai |= ψ

(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I | Ai |=

(
ϕ ∧ ψ

)(
h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Por último, para las cuantificaciones, podemos equivalentemente resolver para el existencial.

Tenemos que:

A |=∃xϕ
(
x;h1/U , . . . , hn/U

)
si y sólo si existe g ∈ B tal que A |= ϕ

(
g/U , h1/U , . . . , hn/U

)
,

si y sólo si existe g ∈ B tal que
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Veamos que esta última es equivalente a que
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ(x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Para la ida, tomemos g ∈ B tal que
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)
} ∈ U y proce-

damos a demostrar que
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U . Si i0 ∈

{
i ∈ I | Ai |=

ϕ
(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)
} ∈ U , entonces

Ai0 |=ϕ
(
g(i0), h1(i0), . . . , hn(i0)

)
,

entonces, g(i0) es el testigo con el cual Ai0 |= ∃xϕ
(
x;h1(i0), . . . , hn(io)

)
,

y por tanto i0 ∈
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
.

En resumen, probamos que { i ∈ I | Ai |= ϕ(h(i)) } ⊆
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
.

Así, hemos probado que
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U , pues teníamos que{

i ∈ I | Ai |= ϕ
(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .
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Ahora, para la conversa, supongamos que J :=
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U .

Veamos que existe g ∈ B de manera que
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U . Para

cualquier i ∈ J se tiene que Ai |= ∃xϕ
(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)
; dicho en otras palabras, existe

ai ∈ Ai tal que Ai |= ϕ
(
ai, h1(i), . . . , hn(i)

)
.

Construyamos mediante el Axioma de Elección, una función g0 ∈ B de forma que g0(i) = ai

si i ∈ J y que g0(i) ∈ Ai si i ∈ I\J . Por construcción
{
i ∈ I | Ai |= ∃xϕ

(
x;h1(i), . . . , hn(i)

)}
={

i ∈ I | Ai |= ϕ
(
g0(i), h1(i), . . . , hn(i)

)
}.

Así queda demostrado que
{
i ∈ I | Ai |= ϕ

(
g(i), h1(i), . . . , hn(i)

)}
∈ U . QED

Intuitivamente, el Teorema de Łoś nos dice que el ultraproducto se comporta de manera

similar a una democracia en el sentido de que las fórmulas que se satisfacen son aquellas satisfe-

chas por una mayoría. El qué entendamos por una mayoría depende fuertemente del ultrafiltro,

por lo que será de suma importancia tomar un filtro adecuado.

El caso más particular del ultraproducto de una sola estructura repetida tantas veces como

haya elementos en el conjunto de índices será denominado ultrapotencia, la cual será el cimiento

principal del orden de Keisler.

Definición 2.2.11. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto I y A ∈ Vρ. Definimos la ultrapo-

tencia de A como:

AI/U :=
∏
i∈I

Ai/U dónde para cada i ∈ I se tiene Ai = A.

Corolario 2.2.12 (Principio de transferencia). Si I es un conjunto no vacío, U es un ultrafiltro

sobre I y A ∈ Vρ entonces AI/U ≡ A.

Veamos ahora que podemos dar un encaje elemental de una estructura en su ultrapotencia.

Proposición 2.2.13. Sea A ∈ Vρ y U un ultrafiltro sobre un conjunto no vacío I. La función

M : A −→ AI/U definida como a 7→ ha/U es un morfismo, de donde ha : I −→ A denota la

función constante con valor a.
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Demostración. Escribamos B := AI/U y mostremos que M es morfismo.

1. Sea c ∈ Cons ρ. Observemos que M
(
cA
)

= hcA/U . Por otro lado, es claro por la definición

de interpretación de constantes en el ultraproducto que hcA/U = cB, y por tanto hcA/U =

cB.

2. Sean f ∈ Funcn ρ y a1, . . . , an ∈ A.

Demostremos que M
(
fA(a1, . . . , an)

)
= fB

(
ha1/U , . . . , han/U

)
. Denotemos por b a

fA(a1, . . . , an) y recordemos que fB
(
ha1/U , . . . , han/U

)
= fA

I (
ha1 , . . . , han

)/
U .

Observemos que para toda i ∈ I

fA
(
ha1(i), . . . , han(i)

)
= fA

(
a1, . . . , an

)
= b = hb(i),

por lo que {
i ∈ I

∣∣∣ fA(ha1(i), . . . , han(i)
)

= hb(i)
}

= I.

Es decir, tenemos que

{
i ∈ I

∣∣∣ fA(ha1(i), . . . , han(i)
)

= hb(i)
}
∈ U ,

y por tanto, fAI
(
ha1 , . . . , han

)
∼U hb.De lo anterior concluimos que fAI

(
ha1 , . . . , han

)
/U =

hb/U , y esto es equivalente a lo que deseamos mostrar.

3. Sean R ∈ Relm ρ y a1, . . . , am ∈ A.

Demostremos que
(
a1, . . . , am

)
∈ RA si y sólo si

(
M(a1) . . . ,M(am)

)
∈ RB. Tenemos que

(
a1, . . . , am

)
∈ RB si y sólo si

{
i ∈ I

∣∣∣ (a1, . . . , am
)
∈ RA

}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣ (ha1(i), . . . , ham(i)
)
∈ RA

}
∈ U ,

si y sólo si
(
ha1/U , . . . , ham/U

)
∈ RB,

si y sólo si
(
M(a1) . . . ,M(am)

)
∈ RB.
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Podemos observar que M es inyectiva, pues si M(a) = M(b), entonces ha/U = hb/U , es

decir, ha ∼U hb y por tanto, {i ∈ I | ha(i) = hb(i)} = {i ∈ I | a = b} ∈ U . Así, por ser filtro se

tiene a = b. QED

Como se ha mencionado previamente, la elección del ultrafiltro es absolutamente relevante

para entender comportamiento del ultraproducto. Si tomáramos un ultrafiltro “repartido” en

el conjunto de índices, el ultraproducto se parece más a una democracia. Por el contratrio, si

tomásemos un ultrafiltro acumulado en un punto, el ultraproducto se comporta más como una

autocracia alrededor de este punto. Este es el caso cuando el ultrafiltro es principal.

Proposición 2.2.14. Sea I un conjunto no vacío, U un ultrafiltro principal sobre I y A ∈ Vρ.

Entonces se cumple que AI/U ∼= A.

Demostración. Sea i0 de forma que {i0} ∈ U . Consideremos el encaje M como se define en la

Proposición 2.2.13. Observemos que en el caso en que el filtro sea principal, el encaje se vuelve

suprayectivo. La razón es por que el conjunto {ha | a ∈ A se convierte en un conjunto completo

de representantes de clases y así M [A] = {ha/U | a ∈ A} = AI/U . Si g ∈ AI y consideramos

el elemento b := g(i0), tenemos que hb(i0) = g(i0), y así {i0} ⊆ {i ∈ I | hb(i) = g(i)}. Como

{i0} ∈ U , entonces {i ∈ I | hb(i) = g(i)} ∈ U y así hb/U = g/U . De esta manera queda claro

que M(b) = g, por lo que M resulta un isomorfismo. QED
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Capítulo 3

Saturación y n-tipos

En este capítulo se abordarán los n-tipos y con ellos se planteará la definición de saturación.

Se estudiará la saturación para el caso específico de la ultrapotencia, lo que será fundamental

para definir el orden de Keisler.

3.1. Satisfacibilidad y Completud en Fórmulas con Variables

Libres

Los n-tipos son conjuntos de fórmulas con las mismas variables libres y en los cuales nece-

sitaremos trabajar con nociones como satisfacibilidad y completud. En el primer capítulo se

abordaron todas estas nociones, pero se limitaron a conjuntos de enunciados; en esta sección

las extenderemos para que sean compatibles a fórmulas que no sean enunciados.

La Definición 1.2.9 establece las condiciones para que una fórmula con o sin variables libres

sea satisfecha. El primer ajuste que tenemos que hacer es cuando tengamos un conjunto de

fórmulas. Intuitivamente, se desea que para que sean satisfacibles conjuntos de fórmulas, exis-

ta una estructura que las modele simultáneamente a todas. Debido a que nos enfrentamos a

fórmulas con variables libres, tenemos que pedir que haya una estructura y una asignación que

las satisfaga a todas. Para librarnos de problemas, solicitaremos que las fórmulas coincidan en

variables libres y convendremos la siguiente notación para no tener que estar aclarando esto.
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Notación 3.1.1. Sean Γ ⊆ Lρ y x1, . . . , xn ∈ VAR. Si para cualquier γ ∈ Γ sucede que

OcL(γ) = {x1, . . . , xn }, se escribirá Γ (x1, . . . xn).

Definición 3.1.2. Sea Γ(x1, . . . , xn) ⊆ Lρ. Decimos que Γ es satisfacible si y sólo si existe

A ∈ Vρ y una asignación s tal que para cualquier γ ∈ Γ se tiene que A |= γ(x1, . . . , xn)[s], y

esto se denotará por A |= Γ(x1, . . . , xn)[s]

Observación 3.1.3. Podemos notar que el que una fórmula ϕ(x1, . . . , xn) sea satisfacible es

equivalente a que exista una estructura A y existan a1, . . . , an ∈ A tales que A |= ϕ(a1, . . . , an).

Análogamente, si encontráramos una estructura y elementos tales que para Γ(x1, . . . , xn) ⊆ L n
ρ

tuviéramos que A |= Γ(a1, . . . , an), podríamos concluir que Γ es satisfacible.

Nota 3.1.4. De forma semejante a la Nota 1.2.13 utilizaremos la palabra “consistencia” como

sinónimo de “satisfacibilidad” en los términos de la Definición 3.1.2.

Definición 3.1.5. Sea Γ(x1, . . . , xn) ⊆ Lρ. Decimos que Γ es completo si y sólo si en el conjunto

{∆(x1, . . . , xn) ⊆ L n
ρ | ∆ consistente}, Γ es ⊆-maximal.

Definición 3.1.6. Sea Γ(x1, . . . , xn) ⊆ Lρ. Decimos que Γ es ∈-completo si y sólo si para

cualquier ϕ ∈ L n
ρ tal que OcL(ϕ) = {x1, . . . , xn} se tiene que ϕ ∈ Γ, o bien ¬ϕ ∈ Γ.

Teorema 3.1.7. Sea Γ(x1, . . . , xn) ⊆ Lρ consistente. Γ es completo si y sólo si Γ es ∈-completo.

Demostración.

Para la ida supongamos que hay ϕ(x1, . . . , xn) ∈ L n
ρ tal que ϕ /∈ Γ y ¬ϕ /∈ Γ. Como Γ

es consistente, entonces existe A ∈ Vρ y s asignación tal que A |= Γ(x1, . . . , xn)[s]. Es claro

que A |= ϕ(x1, . . . , xn) ∨ ¬ϕ(x1, . . . , xn)[s]. Así, tendríamos que ya sea Γ ∪ {ϕ(x1, . . . , xn)} es

consistente, o bien Γ ∪ {¬ϕ(x1, . . . , xn)}.

Sea cual fuere el caso, habríamos encontrado un conjunto de fórmulas consistente que posee

a Γ como subconjunto propio, lo que es una contradicción con el hecho de que Γ es completo.

Para la conversa, supongamos lo contrario. Sabemos que habría Γ1(x1, . . . , xn) consistente

tal que Γ  Γ1. Así, hay ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Γ1\Γ. Tenemos que ¬ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Γ por ser ∈-

completo. Por lo tanto, tenemos que ¬ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Γ1, lo cual es una contradicción con el
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hecho de que Γ1 es consistente, pues no hay una estructura y una asignación que satisfagan

simultáneamente ϕ y ¬ϕ.

QED

3.2. Expansiones del Lenguaje

Otra base que nos será útil es la expansión de un lenguaje por constantes, la cual describiremos

en breve.

Definición 3.2.1. Sea A ∈ Vρ con soporte A y sea X ⊆ A. Consideremos a { ca | a ∈ X }, un

conjunto de constantes que no aparezcan en ρ con tantas constantes como elementos en X. Se

define la expansión de ρ con X como el tipo ρ(X) de forma que:

ρ(X) := ρ ∪ { ca | a ∈ X }, donde Cons ρ(X) := Cons ρ ∪ { ca | a ∈ X }.

Asimismo, Lρ(X) denota al lenguaje construido con el tipo ρ(X).

Una vez establecido esto, resulta útil construir estructuras con tipo de semejanza ρ(X) a

partir de estructuras de tipo de semejanza ρ.

Definición 3.2.2. Sea A ∈ Vρ de manera que A = 〈A, I〉, y sea X ⊆ A. Definimos la expansión

de A con X, denotada por AX ∈ Vρ(X), como AX := 〈A, IX〉, donde IX es la interpretación de

ρ(X) en A que se comporta de la siguiente manera:

Si y ∈ ρ entonces IX(y) = I(y) y para elementos de {ca | a ∈ X}, se define IX(ca) = a.

En ocasiones resultará conveniente mencionar las constantes del lenguaje expandido que

figuren en una fórmula ϕ. Esta clarificación será utilizada para cuando requiramos la constante,

el lugar donde figura o el elemento del soporte al cual se le asignó dicha constante.

Notación 3.2.3. Si X es un conjunto, a1, . . . , an ∈ X, ca1 , . . . , can ∈ Cons ρ(X) y ϕ ∈ Lρ(X),

escribiremos ϕ
(
; ca1 , . . . , can

)
cuando queramos decir que ca1 , . . . , can son las constantes que

figuran en ϕ.
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Si fuera el caso de que OcL(ϕ) = {v1, . . . , vm}, podemos escribir ϕ
(
v1, . . . , vm; ca1 , . . . , can

)
.

Más aún, cuando no nos sea relevante saber exactamente qué elementos simbolizan las constan-

tes, podremos omitir escribirlos. Es decir, podemos escribir sencillamente ϕ
(
v1, . . . , vm; c1, . . . , cn

)
con ck ∈ Cons ρ(X) para 1 ≤ k ≤ n. Podemos también reunir todas las contantes c1, . . . , cn que

figuren en ϕ en un conjunto c̄ ∈ [Cons ρ(X)]<ω y escribir ϕ
(
v1, . . . , vm; c̄

)
,o incluso ϕ

(
v̄; c̄
)
con

v̄ ∈ [VAR]<ω.

Finalmente, si tuviésemos bk ∈ A con k ∈ N, cuando escribamos ϕ
(
v̄; b1, . . . , bn

)
nos referire-

mos a la fórmula ϕ
(
v̄; c1, . . . , cn

)
al interpretar la constante ck por bk con 1 ≤ k ≤ n. De forma

análoga, si b̄ ∈ [B]<ω escribiremos ϕ(v̄; b̄
)
para denotar la interpretación de todas las apariciones

de constantes de c̄ por elementos respectivos de b̄. Esto último se hará a sabiendas de que c̄ y

b̄ tienen la misma cantidad de elementos y hay una manera adecuada de hacer la sustitución.

Estaremos en este caso particularmente cuando b̄ sea el conjunto de elementos del soporte que

son simbolizados por c̄, es decir, las constantes en c̄ se interpretan como los elementos en b̄.

Podemos observar que los modelos expandidos son compatibles con su estructura base. Esto

es, los modelos expandidos no agregan más estructura, sencillamente facilitan la expresión de

ciertas propiedades. Este hecho queda planteado en la siguiente proposición.

Proposición 3.2.4. Si A ∈ Vρ y X1, X2 ⊆ A tal que X1 ⊆ X2, entonces se cumplen las

siguientes:

1. TRM ρ(X1) ⊆ TRM ρ(X2).

2. Lρ(X1) ⊆ Lρ(X2).

3. Si ϕ ∈ Lρ(X1) y s es una asignación, entonces AX1 |= ϕ[s] si y sólo si AX2 |= ϕ[s].

Demostración. Todas las pruebas se hacen por inducción.

(1) Si c ∈ Cons ρ(X1) hay dos casos. Si c ∈ Cons ρ, se tiene claramente que c ∈ TRM ρ(X2).

Si c ∈ {ca | a ∈ X1}, entonces c ∈ {ca | a ∈ X2} y, por tanto, c ∈ TRM ρ(X2). Es evidente que

el resultado se sostiene para variables. Si suponemos el resultado para τ1, . . . , τn y tomamos

f(τ1, . . . , τn) ∈ TRM ρ(X1) con f ∈ Funcn ρ(X1) = Funcn ρ = Funcn ρ(X2), tenemos entonces
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que τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ(X1), y por nuestra hipótesis inductiva τ1, . . . , τn ∈ TRM ρ(X2). Así es

claro que f(τ1, . . . , τn) ∈ TRM ρ(X2).

(2) Si (τ1 = τ2) ∈ Lρ(X1), entonces τ1, τ2 ∈ TRM ρ(X1) ⊆ TRM ρ(X2) por (1), por lo tanto

(τ1 = τ2) ∈ Lρ(X2). Si R(τ1, . . . , τm) ∈ Lρ(X1) con R ∈ Relm ρ(X1) = Relm ρ = Relm ρ(X2),

entonces τ1, . . . , τm ∈ TRM ρ(X1) ⊆ TRM ρ(X2) por (1). Por tanto, R(τ1, . . . , τm) ∈ Lρ(X2).

Si suponemos el resultado para ϕ y ψ, y tomamos ϕ ∧ ψ, ∀xϕ, ¬ϕ ∈ Lρ(X1), tenemos que

ϕ, ψ ∈ Lρ(X1). Nuestra hipótesis inductiva nos garantiza que ϕ, ψ ∈ Lρ(X2), por lo que queda

claro que ϕ ∧ ψ, ∀xϕ, ¬ϕ ∈ Lρ(X2), respectivamente.

(3) Para igualdad de términos tenemos que

AX1 |= (τ1 = τ2)[s] si y sólo si s̄(τ1) = s̄(τ2), si y sólo si AX2 |= (τ1 = τ2)[s].

Para relacionales aplicadas a términos tenemos que

AX1 |= R
(
τ1, . . . , τm

)
[s] si y sólo si

(
s̄(τ1), . . . , s̄(τm)

)
RAX1 ,

si y sólo si
(
s̄(τ1), . . . , s̄(τm)

)
RAX2 ,

si y sólo si AX2 |= R
(
τ1, . . . , τm

)
[s].

Si suponemos el resultado para ϕ y ψ tenemos lo siguiente:

AX1 |= ϕ ∧ ψ[s] si y sólo si AX1 |= ¬ϕ[s] si y sólo si

AX1 |= ϕ[s] y AX1 |= ψ[s], si y sólo si AX1 2 ϕ[s], si y solo si

AX2 |= ϕ[s] y AX2 |= ψ[s], si y sólo si AX2 2 ϕ[s], si y solo si

AX2 |= ϕ ∧ ψ[s]. AX2 |= ¬ϕ[s].

Finalmente, AX1 |= ∀xϕ[s] si y sólo si para cualquier a ∈ A pasa que AX1 |= ϕ[s(x/a)]. Esto

sucede si y sólo si para cualquier a ∈ A pasa que AX2 |= ϕ[s(x/a)], y esto último ocurre si y

sólo si AX2 |= ∀xϕ[s]. QED
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Lema 3.2.5. Sean A ≡ B y X ⊆ A, entonces:

1. Si ϕ ∈ L 0
ρ(X) tal que AX |= ϕ, entonces existe Y ⊆ B finito tal que BY |= ϕ.

2. Si Σ = {σ1 . . . , σn} ⊆ L 0
ρ(X) tal que A |= Σ, entonces existe Y ⊆ B finito tal que BY |= Σ;

más aún |X| ≥ |Y |.

Demostración. (1) Escribamos ϕ
 ϕ(; c1, . . . , cn) con c1, . . . , cn ∈ Cons ρ(X). Sean y1, . . . , yn

variables que no figuren en ϕ y definamos ϕ′ 
 ∃y1 · · · ∃yn ϕ(; y1, . . . , yn). Claramente, ϕ′ ∈

L 0
ρ y además A |= ϕ′. Debido a que A ≡ B, tenemos que B |= ϕ′ y por lo tanto existen

b1, . . . , bn ∈ B elementos que satisfacen a ϕ′. Si definimos Y = {b1, . . . , bn} e interpretamos

las constantes c1, . . . , cn en B por los elementos b1, . . . , bn, respectivamente, llegamos a que

BY |= ϕ(; c1, . . . , cn), que es lo que se quería demostrar.

(2) Si tomamos ϕ =
∧n
t=1 σt, por (1) se tiene el resultado. QED

Probemos ahora la versión para fórmulas con variables libres del teorema de compacidad.

Hacemos esta prueba aplicando las expansiones del lenguaje.

Teorema 3.2.6 (Compacidad). Sea Γ ⊆ Lm
ρ con m > 0.

Γ es finitamente satisfacible si y sólo si Γ es satisfacible.

Demostración. El regreso es evidente, pues si todas las fórmulas de Γ son satisfechas por una

estructura, en particular, cualquier subconjunto finito de este lo será.

Para la ida, enumeremos Γ = {γi | i ∈ I}. Tenemos que para cualquier u ∈ [I]<ω existe

un modelo A ∈ Vρ y s una asignación tal que A |=
∧
i∈u γi[s]. Escribamos an = s(xn) para

n ∈ ω y consideremos al conjunto X := {an | n ∈ ω} y a las constantes can con n ∈ ω.

Definamos las fórmulas γ′i resultado de sustituir a can por todas las apariciones libres de xn,

siempre que xn ∈ OcL(γi). Podemos notar que γ′i ∈ L 0
ρ(X) para cualquier i ∈ I. Más aún,

para u ∈ [I]<ω hemos encontrado un modelo AX de modo que AX |=
∧
i∈u γ

′
i. Por lo tanto,

el conjunto Γ′ := {γ′i | i ∈ I} es un conjunto de enunciados finitamente satifacible y, por el

Teorema de Compacidad 1.4.5, Γ′ es satisfacible y así Γ también lo es.

QED
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3.3. Realización de n-tipos

Los n-tipos son conjuntos de fórmulas que tienen exactamente las mismas n variables libres y se

pueden pensar como sistemas de ecuaciones lógicas o, en otras palabras, sistemas de condiciones

para n-tuplas. A estas condiciones no se les ponen restricciones salvo que no traigan consigo

contradicciones, es decir, que sean consistentes. Gracias al Teorema de Compacidad 3.2.6 basta

pedirles que sean finitamente satisfacibles.

Definición 3.3.1. Sean A ∈ Vρ con soporte A y X ⊆ A. Consideremos el lenguaje extendido

Lρ(X) y la expansión AX . Decimos que Γ (x1, . . . , xn) ⊆ Lρ(X) es un n-tipo sobre X en A si

y sólo si para cualquier subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ se cumple que existen a1, . . . , an ∈ A de

manera que cualquier γ ∈ Γ0 es satisfecho por AX . Equivalentemente, para cualquier Γ0 ⊆ Γ

finito sucede que:

AX |= ∃x1 · · · ∃xn
∧
γ∈Γ0

γ(x1 . . . , xn).

En general podemos enumerar un n-tipo Γ sobre un conjunto X como Γ(x1, . . . , xn) ={
γt(x1, . . . , xn; c̄t) | t ∈ J y c̄t ∈ [Cons ρ(X)]<ω

}
, o bien, Γ(x1, . . . , xn) =

{
γt(x1, . . . , xn) | t ∈

J
}
cuando no nos sea relevante especificar las constantes que figuren, donde J es un conjunto.

Más adelante, cuando se estudien los n-tipos de un ultraproducto, se verá que podemos utilizar

al conjunto base del ultrafiltro para enumerar al tipo, lo que tendrá consecuencias interesantes.

En la definición anterior se pide que haya elementos en el universo que satisfagan simultá-

neamente una cantidad finita de fórmulas del n-tipo. Es decir, que se satisfagan una cantidad

finita de condiciones o que se resuelvan una cantidad finita de ecuaciones lógicas. La definición

de que un n-tipo se realice es una generalización de este hecho.

Definición 3.3.2. Sean A ∈ Vρ, X ⊆ A y sea Γ(x1, . . . , xn) un n tipo. Decimos que Γ se realiza

en A sobre X, o, de forma más sencilla, que se realiza en AX si y sólo si existen a1, . . . , an ∈ A

tales que para cualquier γ ∈ Γ se tiene que AX |= γ(a1, . . . , an). Esto lo denotaremos como

AX |= Γ(a1, . . . , an).
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La noción de n-tipo es complicada, pues involucra varios conceptos. La notación AX |=

Γ(a1, . . . , an) trae consigo bastante información. Una forma sencilla en que se pueden ver a los

n-tipos puede ser la siguiente.

Consideremos una prisión con sus respectivos presos, a los cuales se le asigna un perfil.

El perfil contiene información de los presos como apariencia, talla, perfil psicológico, crimen

cometido, etcétera. Podemos pensar a cada una de estas piezas de información como propiedades

del preso.

Por ejemplo, consideremos al preso G, un hombre austrohúngaro de 25 años de ojos azules

que padece de paranoias obsesivas acompañadas de toxicofobias, acusado de destruir el Progra-

ma Formalista de Hilbert. Podemos hacer “ser austrohúngaro” como la fórmula de una variable

libre AH(x). Análogamente, creamos una fórmula con los demás datos del preso G, así tenemos:

AH(x), E25(x), OA(x), POAT (x), DPHil(x), para las cuales es claro que pasa que AH(G),

OA(G), DPHil(G), etcétera. Podemos considerar al perfil de G como un tipo (en este caso

sería 1-tipo, pues sólo son las propiedades de un objeto). Podemos observar que DPHil(x) va a

requerir tener a Hilbert como una constante en nuestro universo para poder expresar la fórmula

de forma correcta. Como es posible que Hilbert no tenga una constante asignada en nuestro

modelo, tendríamos que agregar una constante para referirnos a él; por esta razón se trabaja

en la expansión AX en lugar de sencillamente trabajar en el modelo A.

En lo anterior tenemos un perfil gracias a la existencia de un preso. Ahora pensemos en lo

recíproco; ¿podríamos tener un preso por cada posible perfil? Primero tenemos que asegurarnos

de que el perfil que demos no sea contradictorio en sí mismo, es decir, si tuviéramos un perfil

que dijera “joven barbero de 97 años acusado de rasurar a todos aquellos que no se rasuren a sí

mismos”, podemos notar que el perfil anterior jamás tendrá alguien que lo posea por el simple

hecho de que no existen jóvenes de 97 años.

Precisamente, a todo 1-tipo lo podemos entender como un posible perfil consistente. Ahora

bien, si para el perfil: “hombre de 59 años que padece de depresión crónica y ataques de ansiedad

acusado de trabajar con el infinito” sucede que haya algún preso C que cumpla con este perfil,

podemos decir que el perfil se realiza (el 1-tipo se realiza).
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Los perfiles más interesantes son aquellos que posean toda la información de algún preso

que no tenga consigo contradicciones, es decir, los completos. Siendo así, podemos formalizar

esta idea de perfil completo considerando a los n-tipos completos.

Notación 3.3.3. Sean A ∈ Vρ, X ⊆ A y n ∈ N. Denotamos al conjunto de n-tipos sobre X

como Sn(X). De forma semejante Sn(X) denota al conjunto de n-tipos completos sobre X.

Proposición 3.3.4. Todo n-tipo se puede extender a un n-tipo completo.

Demostración. Sea Γ(x1, . . . , xn) ⊆ L n
ρ(X) un n-tipo. Veamos que existe Γ(x1, . . . , xn) ⊆ L n

ρ(X)

un n-tipo completo tal que Γ ⊆ Γ. Escribamos
{
ϕ ∈ L n

ρ(X) | OcL(ϕ) = {x1, . . . , xn}
}

={
ϕβ | β < α

}
, con α un cardinal.

Definamos Γβ recursivamente sobre α como Γ0 := Γ y para β < α definimos:

Γβ+1 :=


Γβ ∪ {ϕβ} si Γβ ∪ {ϕβ} es consistente,

Γβ en otro caso,

que está bien definido por 3.1.7. Finalmente, para δ ordinal límite definimos:

Γδ :=
⋃
β<δ

Γβ.

Así, definimos la extensión de Γ como sigue:

Γ :=
⋃
β<α

Γβ.

Probemos por inducción que Γ es consistente. Sea α0 ≤ α para el cual supongamos que todo

Γβ es consistente para β < α0. Mostremos que esto implica que Γα0 es consistente. Basta mostrar

que Γα0 es finitamente satisfacible. Tomemos ∆0 ⊆ Γ finito y, sin pérdida de generalidad, tene-

mos que ∆0 = {ϕβ1 , . . . , ϕβn} con βm < α0 para 1 ≤ m ≤ n. Definamos β0 := máx{β1, . . . , βn}

y entonces β0 < α0 y por lo tanto ∆0 ⊆ Γβ0 . Esto último nos garantiza ∆0 es consistente, y por

tanto, Γα0 es satisfacible.
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Ahora veamos que es Γ es completo. Sea ∆1(x1, . . . , xn) ⊆ L n
ρ(X) tal que Γ  ∆1. Así,

debe existir un ϕβ ∈ ∆1\Γ. Como ϕβ /∈ Γ, entonces Γβ ∪ {ϕβ} es inconsistente. Pero dado que

Γβ ⊆ Γ ⊆ ∆1, tendríamos entonces que Γβ∪{ϕβ} ⊆ ∆1. Así concluimos que ∆1 es inconsistente

pues contiene un subconjunto inconsistente.

QED

Intuitivamente, cuando se plantea un n-tipo, no todas las fórmulas en éste ocupan absoluta-

mente todas las variables disponibles. Por ejemplo, en la estructura
(
N,+, ·, >, {0, 1}

)
podemos

escribir el 2-tipo Γ(x1, x2) =
{
∃y1∃y2(y1x1 + y2x2 = 1), x1 > 0, x2 > 0

}
. Si observamos, en las

fórmulas x1 > 0, x2 > 0 no ocurren todas las variables del tipo. Es muy sencillo arreglar esto

reescribiendo las fórmulas como (x1 > 0)∧ (x2 = x2) y (x2 > 0)∧ (x1 = x1). Es evidente que si

conjuntamos las fórmulas en (x1 > 0)∧ (x2 > 0) también se soluciona el problema, pero el pro-

cedimiento anterior es muy fácil de generalizar a conjuntos de fórmulas posiblemente infinitos,

por lo que se opta por esta solución. Se va a sobreentender que las fórmulas llevan este proceso

de corrección cuando se propone un tipo.

3.4. Saturación

Si recapitulamos la analogía anterior, podemos pensar en todos los perfiles completos posibles

de presos. ¿Qué sucedería si para cualquier perfil haya un preso que lo tenga? A esto es lo que

se le conoce como que el modelo sea saturado. Si se observa detenidamente, la condición de

saturación es bastante fuerte y garantiza la existencia de elementos del modelo siempre que

éstos se puedan representar completamente por un tipo. Esto nos habla de la complejidad de

la estructura, o, en términos de la analogía, nos habla de la “diversidad” en la prisión.

Definición 3.4.1. Sean A ∈ Vρ y κ un cardinal. Decimos que A es κ-saturado si y sólo si para

cualquier X ⊆ A de forma que |X| < κ, y cualquier Γ ∈ S1(X), se tiene que Γ se realiza en A

sobre X. Diremos que A es saturado cuando sea |A|-saturado.
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Ejemplo 3.4.2. Si A es un conjunto numerable y consideramos la estructura (A,=) con sólo la

igualdad, tenemos que ésta es saturada.

Consideramos X ⊆ A un conjunto finito cualquiera y Γ(x) un 1-tipo sobre el lenguaje

extendido sobre X. Es sencillo observar que al existir sólo el símbolo relacional de la igualdad,

el 1-tipo necesariamente afirma que x es igual a alguno de los elementos en X, o x es distinto

a todos o alguna variación intermedia de éstas que no genere contradicciones. Sea cual fuere el

caso, es sencillo proponer a un elemento que satisfaga todas las fórmulas simultáneamente.

Ejemplo 3.4.3.
(
Z+, ·

)
no es saturado.

Si consideramos el conjunto {2} podemos usar c2 para simbolizar el natural 2 y así definimos

las fórmulas ϕn(x) � ∃y (cn2 · y = x), donde cn2 representa la expresión c2 · c2 · . . . · c2 n-veces.

Definiendo el 1-tipo Γ(x) =
{
ϕn(x) | n ∈ Z+} es claro que cualquier subconjunto Γ0 finito es

satisfacible, pues si consideramos m = máx{n ∈ ω | ϕn ∈ Γ0}, entonces sucede que 2m es el

elemento que realiza Γ0(2m). Sin embargo, no hay un número que sea divisible por todas las

potencias de 2, por lo que Γ no es realizable.

Ejemplo 3.4.4. (Q, <) es saturado.

Intuitivamente, si consideramos X ⊆ Q finito y tomamos a Γ(x) un 1-tipo, podemos ob-

servar que el 1-tipo puede afirmar que x es, menor, mayor o igual a algún elemento de X o

alguna combinación consistente de éstas. Es decir, lo anterior se reduce a que x pertenezca a

la intersección de una cantidad finita de intervalos, los cuales están propiamente acomodados

gracias a la suposición de la consistencia. Gracias a la densidad de Q se pude garantizar la

existencia de un elemento que realice el tipo.

Ejemplo 3.4.5. (R, <) no es saturado.

Consideremos a N ⊆ R y representamos a cualquier natural n por cn para definir al tipo

Γ(x) = {x > cn | n ∈ ω}. Estableciendo Γ0 ⊆ Γ finito, tomemos a m como el máximo de los

naturales tales que x > cn ∈ Γ0. Así, m+ 1 es el elemento que realiza Γ0. Sin embargo, por el

Principio Arquimediano, no hay un número real que sea mayor a todos los naturales. Debido a

esto podemos afirmar que el 1-tipo no se realiza.
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Ejemplo 3.4.6. (Q, <) no es ℵ1-saturado.

A pesar de que (Q, <) sea ℵ0-saturado, podemos definir un 1-tipo no realizable considerando

una cantidad numerable de constantes. De manera muy semejante al ejemplo anterior, represen-

temos a cualquier número natural n por cn y definamos idénticamente Γ(x) = {x > cn | n ∈ ω}.

Vemos que Γ no se realiza por exactamente la misma razón que en el ejemplo anterior.

Podemos notar que la definición de saturación sólo exige la realización de 1-tipos en lugar

de n-tipos. Esto se debe a que basta con que todo 1-tipo se realice para que para que cualquier

n-tipo también lo haga.

Proposición 3.4.7. Sean A ∈ Vρ, κ un cardinal y X ⊆ A tales que |X| < κ. Si A es κ-saturado,

entonces todo n-tipo se realiza en A sobre X ∪ Y con Y ∈ [A]<ω.

Demostración. Procedamos por inducción sobre n. El caso base es inmediato, ya que por hipó-

tesis todos los 1-tipos se realizan.

Supongamos que el resultado se tiene para n; veamos que el resultado se sostiene pa-

ra n + 1. Sea Γ(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Sn+1(X). Consideremos el conjunto Γ1(x1, . . . , xn) :=

{∃xn+1
∧
γ∈∆ γ

(
x1, . . . , xn, xn+1

)
| ∆ ∈ [Γ]<ω}, que es claramente consistente. Más aún, Γ1

es un n-tipo el cual se realiza por hipótesis de inducción. Es decir, hay a1, . . . , an ∈ A tal que

AX |= ∃xn+1
∧
γ∈∆ γ

(
a1, . . . , an, xn+1

)
para toda ∆ ∈ [Γ]<ω.

Sea Γ2(xn+1) := {γ(ca1 , . . . , can , xn+1) | γ ∈ Γ} que es claramente consistente pues Γ lo es,

y veamos que es un 1-tipo. Sea ∆ ∈ [Γ]<ω, es claro que AX |= ∃xn+1
∧
γ∈∆ γ

(
a1, . . . , an, xn+1

)
,

por lo que sucede que AX∪Y |= ∃xn+1
∧
γ∈∆ γ

(
ca1 , . . . , can , xn+1

)
donde Y := {a1, . . . , an}. Esto

último prueba que Γ2 es un 1-tipo. Por hipótesis Γ2 se realiza y así, existe an+1 ∈ A tal que

AX∪Y |= γ(ca1 , . . . , can ; an+1) para cualquier γ ∈ Γ.

De esta manera tenemos que
(
a1, . . . , an, an+1

)
realiza a Γ en X. Es decir, tenemos que

AX |= Γ(a1, . . . , an+1). QED

Ahora bien, enunciemos un par de resultados respecto a la saturación.
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Proposición 3.4.8. Si A es κ-saturado, entonces A es λ-saturado para cualquier λ < κ.

Demostración. Sea X ⊆ A, tal que |X| < λ, así |X| < κ, y así claramente cualquier 1-tipo

respecto a X se realiza. QED

Proposición 3.4.9. Si A es |A|+-saturado, entonces es κ-saturado para cualquier κ cardinal.

Demostración. Sea κ un cardinal. Si tomamos X ⊆ A tal que |X| < κ, y debido a X ⊆ A

tenemos que |X| ≤ |A|, es decir, |X| < |A|+. Así, cualquier 1-tipo respecto aX se realiza. QED

Corolario 3.4.10.

1. Si A no es κ-saturado, entonces para cualquier λ ≥ κ se tiene que A no es λ-saturado.

2. Si A no es κ-saturado para alguna κ, entonces no es λ-saturado para cualquier λ ≥ |A|+.

Debido a lo anterior, la saturación de una estructura sólo resulta interesante estudiar en

cardinalidades menores o iguales al sucesor de la cardinalidad del soporte de la estructura.

3.5. Saturación de Ultraproductos

Veamos un resultado interesante para construir modelos saturados. Esta construcción se hace

mediante el ultraproducto de una familia de estructuras, y por tanto combina todas las nociones

trabajadas en este capítulo y en el pasado.

Notemos que un ultraproducto A :=
∏
i∈I Ai/U es saturado si cualquier 1-tipo Γ(x) se realiza

en AX para cualquier X ⊆
∏
i∈I Ai/U . El conjunto Γ está en el lenguaje Lρ(X), que no es nada

más que el lenguaje Lρ en el que algunas fórmulas pueden contener constantes cb con b ∈ X.

Queremos que A |= γ(x) para cualquier γ ∈ Γ, y si aplicamos el Teorema de Łoś significaría

que para cualquier γ ∈ Γ

{i ∈ I | AiX |= γ(x) } ∈ U .

El problema con esto es que AiX no tiene sentido, pues X no es un subconjunto del soporte

de Ai. Si hacemos un pequeño ajuste tendremos una versión del Teorema de Łoś para estructuras

expandidas.
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Notación 3.5.1. Sea X ∈
[∏

i∈I Ai/U
]κ y escribamos X = {hµ/U | µ < κ}, de forma que

hµ1 �U hµ2 si µ1 6= µ2. Para i ∈ I definamos el conjunto Xi := {hµ(i) | µ < κ} con i ∈ I y

denotemos a AiXi por AXi .

Teorema 3.5.2 (Łoś para lenguajes expandidos). Sea U un ultrafiltro sobre I y sean Ai ∈ Vρ

para cualquier i ∈ I. Escribamos B =
∏
i∈I Ai y A =

∏
i∈I Ai/U y sea X ⊆ A y Xi definidos

como se ha mencionado previamente. Tomemos n,m ∈ N .

1. Para cualesquiera τ ∈ TRM ρ, i ∈ I, h1, . . . , hn ∈ B y g1/U , . . . , gm/U ∈ X sucede que

τAX
(
h1/U , . . . , hn/U ; cg1/U , . . . , cgm/U

)
=(

τAXi
(
h1(i), . . . , hn(i) ; cg1(i), . . . , cgm(i)

))
i∈I

/
U .

2. Para cualesquiera ϕ ∈ L n
ρ , h1, . . . , hn ∈

∏
i∈I Ai y g1/U , . . . , gm/U ∈ X se tiene que

AX |= ϕ
(
h1/U , . . . , hn/U ; cg1/U , . . . , cgm/U

)
si y sólo si{

i ∈ I
∣∣∣AXi |= ϕ

(
h1(i), . . . , hn(i) ; cg1(i), . . . , cgm(i)

)}
∈ U .

Demostración. La prueba de este teorema es completamente análoga a la prueba del Teorema

de Łoś 2.2.10. QED

Ahora veamos cómo construir ultraproductos saturados a partir de una familia de estruc-

turas en un lenguaje numerable.

Teorema 3.5.3. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto I, y sean Ai ∈ Vρ para toda i ∈ I. Si

U es numerablemente incompleto, entonces
∏
i∈I Ai/U es ℵ1-saturado.

Demostración. Escribamos A :=
∏
i∈I AXi/U , A :=

∏
i∈I Ai/U y sean X ⊆ A numerable y

Γ(x) ∈ S1(X). Veamos que Γ se realiza en A sobre X.

Como ρ y X son numerables, entonces Lρ(X) es numerable y por tanto Γ lo es. Enumeremos

a Γ como:

Γ(x) :=
{
γn(x) | n ∈ Z+}.
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Por el Teorema de Łoś 3.5.2, Γ se realiza en A sobre X si y sólo si existe h ∈
∏
i∈I Ai tal

que se cumpla que
{
i ∈ I | AXi |= γn(h(i))

}
∈ U para cualquier n ∈ Z+.

Por otro lado, como Γ es un 1-tipo, cualquier subconjunto finito se realiza. Por lo que

AX |= ∃x
(

n∧
k=1

γk(x)
)
,

y esto implica que para cualquier n ∈ Z+ se tiene
{
i ∈ I | AXi |= ∃x

(∧n
k=1 γk(x)

) }
∈ U .

Definimos para toda n ∈ Z+ el conjunto Yn :=
{
i ∈ I | AXi |= ∃x

(∧n
k=1 γk(x)

) }
.

Por otro lado, al ser U numerablemente incompleto, por la Proposición 2.1.16 existe una

cadena descendente I = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · · tal que
⋂
n∈ω In = ∅. Definamos U0 = I y

Un = In ∩ Yn, por tanto Un ∈ U , y observemos que U0 ⊇ U1 ⊇ · · · y
⋂
n∈ω Un = ∅.

Tenemos que para cualquier i ∈ I existe n ∈ ω tal que i /∈ Un. Más aún existe un número

máximo con la propiedad de que i ∈ Un, ya que de no ser así, para cualquier n ∈ ω habría un

m > n de forma que i ∈ Um. Debido a que Um ⊆ Un cuando m > n, tendríamos que i ∈ Un

para cualquier n ∈ ω, lo cual es una contradicción con el hecho de que
⋂
n∈ω Un = ∅.

Definamos ni := máx{n ∈ ω | i ∈ Un} y observemos que si ni > 0 entonces i ∈ Uni lo

que implica que AXi |= ∃x
(∧ni

k=1 γk(x)
)
. Es decir, hay un ai ∈ Ai tal que AXi |= γn(ai) para

cualquier 0 < n ≤ ni.

Procedamos a definir la función h : I −→ A como h(i) = ai si ni > 0 y para el caso en que

ni = 0, elijamos un punto arbitrario de Ai (utilizando el Axioma de Elección si es necesario).

Demostremos que h es tal que
{
i ∈ I | AXi |= γn(h(i))

}
∈ U para cualquier n ∈ Z+.

Sea n > 0. Podemos observar que Un ∈ U , asimismo, si i ∈ Un, entonces n ≤ ni por

definición. Así, queda claro que Un ⊆ {i ∈ I | n ≤ ni}.

Ahora bien, si i ∈ I es tal que n ≤ ni, entonces mediante h(i) se tiene AXi |=
∧ni
k=1 γk(h(i))

pues 0 < n ≤ ni. Esto implica que AXi |= γn(h(i)), y por tanto se prueba que {i ∈ I |

n ≤ ni} ⊆ {i ∈ I | AXi |= γn(h(i))}.
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Reuniendo todo lo previo hemos probado que:

{i ∈ I | AXi |= γn(h(i))} ⊇ {i ∈ I | n ≤ ni} ⊇ Un ∈ U .

Así, por ser U un filtro, concluimos que {i ∈ I | AXi |= γn(h(i))} ∈ U y por lo tanto

AX |= Γ(h/U), lo que concluye la prueba. QED

Corolario 3.5.4. Sean U un ultrafiltro sobre un conjunto I y A ∈ Vρ. Si U es numerablemente

incompleto entonces AI/U es ℵ1-saturado.

Corolario 3.5.5. Sea U es un ultrafiltro no principal sobre ω. Se cumplen las siguientes:

1. Si Ai ∈ Vρ, entonces
∏
i∈ω Ai/U es ℵ1-saturado.

2. Si A ∈ Vρ, entonces Aω/U es ℵ1-saturado.
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Capítulo 4

Orden de Keisler

En este capítulo se comenzará por estudiar los filtros buenos y su relación con la saturación de

un ultraproducto. Posteriormente definiremos el orden de Keisler para teorías de primer orden,

el cual será nuestra herramienta principal de clasificación. En las dos últimas secciones del

capítulo se probará que todas las teorías que carezcan de la propiedad de la cobertura finita son

minimales y que toda teoría que posea una fórmula versátil es máxima en el orden de Keisler.

Este capítulo se abordan muchos conceptos que se pueden encontrar en [Keisler, 1967].

4.1. Distribuciones y Ultrafiltros Buenos

Determinar cuándo un ultraproducto es saturado depende mucho de la naturaleza del ultrafil-

tro que se utilice. En busca de encontrar un ultrafiltro que saturara la ultrapotencia de todo

ultraproducto, Keisler definió los ultrafiltros buenos (ver [Keisler, 1961, 1964]).

Aplicando el Teorema de Łoś a un tipo del ultraproducto, se tiene que, para cualquier

subconjunto finito del tipo, el conjunto de factores en los que este conjunto finito se satiface,

pertenece al filtro. Así, si el tipo está enumerado por el conjunto de índices I, mismo que es

base del ultrafiltro, resulta natural mapear los subconjuntos finitos de I en el elemento del

ultrafiltro donde se satisfacen los miembros respectivos del tipo. Se puede observar que estos

mapeos, llamados distribuciones, son monótonos decrecientes respecto a ⊆.
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Definición 4.1.1. Keisler [1964] Una función de distribución sobre un conjunto de índices I

es una función d : [I]<ω −→ P(I).

Las distribuciones que más nos interesa estudiar son aquellas que tienen como imagen un

subconjunto del filtro. Es decir, d : [I]<ω → F . A esto se le llama una distribución sobre filtro F .

Definición 4.1.2. Sean d, e distribuciones sobre un conjunto de índices I.

1. Se dice que e es refinamiento de d si para todo u ∈ [I]<ω sucede que e(u) ⊆ d(u).

2. Se dice que d es monótona si para cualesquiera u,w ∈ [I]<ω tales que u ⊆ w, se tiene que

d(u) ⊇ d(w).

3. Se dice que d es aditiva si para cualesquiera u,w ∈ [I]<ω se cumple que d(u ∪ w) =

d(u) ∩ d(w).

Observemos que la monotonía invierte la contención, en la definición anterior. Además la

aditividad convierte las uniones en intersecciones. Esto es así para que las distribuciones sean

compatibles con la estructura de filtro. Dicho de otra forma, las distribuciones son funciones

decrecientes respecto a la contención en el filtro.

Ejemplo 4.1.3. Si A := {At | t ∈ I} es una familia de subconjuntos de I indizada por el mismo

conjunto I, podemos definir la distribución d(u) =
⋂
t∈uAt para toda u ∈ [I]<ω.

Podemos observar que d es monótona, pues si u ⊆ w tenemos que d(u) =
⋂
t∈uAt ⊇⋂

t∈w At = d(w). Más aún, si fuera el caso de que A ⊆ F , d tiene contradominio F y es

monótona.

Lema 4.1.4. Toda distribución aditiva es monótona.

Demostración. Sea d : [I]<ω −→ P(I) aditiva y sean u,w ∈ [I]<ω de forma que u ⊆ w. Por esto

último es claro que u∪w = w y así d(w) = d(u∪w) = d(u)∩d(w) y por tanto d(u) ⊇ d(w). QED

Si Γ es un tipo indizado por I como Γ =
{
γi(x) | i ∈ I

}
, y tomamos u,w ⊆ I finitos,

entonces podemos garantizar la existencia de testigos en el ultraproducto para
∧
i∈u γi(x) y

para
∧
i∈w γi(x). Sin embargo, estos testigos no necesariamente son iguales, por lo que un testigo
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para
∧
i∈u∪w γi(x) no está en términos de los testigos para u y w. Para el caso en que el refina-

miento sea aditivo, podremos garantizar la existencia de un testigo en común para
∧
i∈u γi(x)

y
∧
i∈w γi(x) en el ultraproducto. Tener testigos en común para subconjuntos del tipo nos lle-

vará a su realización. Siendo así, tiene sentido solicitar refinamientos aditivos para saturar el

ultraproducto.

Definición 4.1.5. [Keisler, 1964] Sea F un filtro sobre un conjunto I. Decimos que F es λ-

bueno si para cualquier κ < λ y cualquier J ∈ [I]κ, toda distribución monótona d : [J ]<ω −→ F

tiene un refinamiento e : [J ]<ω −→ F aditivo. Diremos que F es bueno si es |I|+-bueno.

Observación 4.1.6. Dada una distribución d : [I]<ω −→ P(I), podemos construir la función d∗ :

[I]<ω −→ P(I) definida como d∗(u) :=
⋂
w⊆u d(w), donde notamos que d∗ es una distribución

monótona y además es refinamiento de d. Más aún, si d es una distribución sobre el filtro F ,

d∗ también lo será, pues si d(w) ∈ F , entonces
⋂
w⊆u d(w) ∈ F , debido a que la cantidad de

subconjuntos de u es finita al u ser finito.

Semejante a los filtros regulares, los filtros κ-buenos son “hereditarios”, es decir, resultan

λ-buenos para cualquier λ < κ. De igual forma, para cardinales superiores a la cardinalidad del

índice del filtro, ser bueno deja de tomar relevancia. Lo anterior queda descrito en la siguiente

proposición.

Proposición 4.1.7. Sea F un filtro sobre I.

1. Si F es λ-bueno, entonces es κ-bueno para cualquier κ < λ.

2. Si F es bueno, entonces es κ-bueno para cualquier κ.

Demostración. (1) Sea κ0 < λ. Por definición, tenemos que para cualquier κ < λ, cualquier

distribución monótona tiene un refinamiento aditivo. Esto se cumple en particular para cualquier

κ < κ0.

(2) Sea κ un cardinal. Si κ ≤ |I|+ , el resultado ya se tiene por el inciso anterior. Si κ > |I|+,

veamos que se cumple que toda distribución monótona tiene un refinamiento aditivo.
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Si β < κ hay dos casos: β ≤ |I| o bien β > |I|. La hipótesis garantiza que se cumple el

primer caso. Para el segundo caso se tiene [I]β = ∅ y por vacuidad se tiene el resultado.

QED

Keisler, asumiendo la Hipótesis Generalizada del Continuo, probó la existencia de ultrafiltros nu-

merablemente incompletos y buenos sobre conjuntos de cualquier cardinalidad ([Keisler, 1964]).

Poco después, Kunen logró llegar a este mismo resultado desde ZFC [Kunen, 1972].

Muy semejante a la forma en que los ultrafiltros numerablemente incompletos garantiza-

ban la ℵ1-saturación (Teorema 3.5.3), los ultrafiltros buenos garantizarán la saturación de los

ultraproductos que sean construidos con estos filtros.

Los ultrafiltros buenos están relacionados con los ultrafiltros regulares y numerablemente

incompletos de la forma descrita en la siguiente proposición.

Proposición 4.1.8. Si F es un filtro κ+-bueno y numerablemente incompleto, entonces es

κ-regular.

Demostración. Sea Fn ∈ F una cadena numerable descendente de forma que
⋂
n∈ω Fn = ∅ (ver

2.1.16). Sea J ∈ [I]κ (donde I es la base del filtro), y consideremos la distribución d : [J ]<ω −→

F definida como d(u) = F|u|.

Consideremos a u,w ∈ [J ]<ω tales que u ⊆ w y veamos que d es monótona. Observemos

que

|u| ≤ |w| ⇒ F|u| ⊇ F|w| ⇒ d(u) ⊇ d(w).

Sea e : [J ]<ω −→ F un refinamiento aditivo de d. Propongamos a
{
e
(
{a}

)
| a ∈ J

}
como la

familia regularizadora y probemos este hecho. Supongamos que existe i ∈ J tal que i ∈ e
(
{a}

)
para una infinidad de a ∈ J . Para cada n ∈ N tomemos Yn ∈

[{
a ∈ J | i ∈ e

(
{a}

)}]n
de manera

que a ∈ Yn sólo si i ∈ e
(
{a}

)
. Es decir, para cualquier n tenemos que i ∈

⋂
a∈Yn e

(
{a}

)
, pero,

dado que e es aditiva, tenemos que

i ∈
⋂
a∈Yn

e
(
{a}

)
= e

( ⋃
a∈Yn
{a}

)
= e

(
Yn
)
⊆ d

(
Yn
)

= Fn.
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Es decir, para cualquier n ∈ ω se tiene que i ∈ Fn y por tanto i ∈
⋂
n∈ω Fn, lo que

contradice la selección de los Fn. La contradicción provino de suponer que había un índice que

fuera elemento de una infinidad de conjuntos en nuestra familia
{
e
(
{a}

)
| a ∈ J

}
, por lo que

queda probado que esta familia es regularizadora.

Es claro que la familia regularizadora tiene κ elementos, por lo que queda demostrado que

F es κ-regular. QED

Observación 4.1.9. Si un filtro es bueno y numerablemente incompleto, entonces es regular.

Recordemos que nuestro objetivo es trabajar la saturación del ultraproducto de una estruc-

tura. Esto es, que todo 1-tipo del ultraproducto se realice.

Sean A ∈ Vρ y U un ultrafiltro sobre I un conjunto infinito de índices de cardinalidad λ.

Definamos B =
∏
i∈I Ai/U con soporte B y consideremos a X ∈ [B]≤λ. Para que B sea λ+-

saturado necesitamos que todo 1-tipo se realice sobre BX . Si tomamos a Γ ∈ S1(X) un 1-tipo

cualquiera, como ρ es numerable, tenemos que |Lρ(X)| = |Lρ(X)| = |X|+ℵ0 ≤ λ+ℵ0 = λ. Así,

|Γ| ≤ λ, y por tanto podemos usar a I para enumerar a Γ. En otras palabras, podemos escribir:

Γ(x) =
{
ϕt(x; c̄t) | t ∈ I

}
, donde c̄t ∈ [Cons ρ(X)]<ω para cada t ∈ I.

Dado que Γ es un 1-tipo, podemos garantizar la existencia de un testigo que satisfaga simultá-

neamente una cantidad finita de fórmulas de Γ.

Es decir, si u ∈ [I]<ω, tenemos que BX |= ∃x
∧
t∈u ϕt(x; c̄t), y aplicando el Teorema de Łoś,

tenemos que { i ∈ I | AXi |= ∃x
∧
t∈u ϕt(x; c̄t(i)) } ∈ U .

Si definimos d : [I]<ω −→ U como d(u) := { i ∈ I | AXi |= ∃x
∧
t∈u ϕt(x; c̄t(i)) }, tenemos

una distribución sobre U que además es monótona.

Notación 4.1.10. Al conjunto { i ∈ I | AXi |= ∃x
∧
t∈u ϕt(x; c̄t(i)) } lo llamamos mapeo de Łoś

de Γ respecto a u y lo denotamos por ML(Γ, u).

Observación 4.1.11. La distribución definida como d(u) := ML(Γ, u) es monótona y además

tiene imagen en el ultrafiltro.
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Ahora bien, para poder estudiar una distribución de un tipo con la cual podamos determinar

cuándo éste se realice, necesitamos pedir que sea más que un refinamiento del mapeo de Łoś.

Definición 4.1.12. Sean U un ultrafiltro regular sobre un conjunto I, d una distribución sobre

U y Γ un tipo. Decimos que d es una distribución de Γ si:

1. d es monótona.

2. Para cualquier u ∈ [I]<ω se tiene que d(u) ⊆ ML(Γ, u).

3. El conjunto
{
d(u) | u ∈ [I]<ω

}
es una familia regularizadora.

Lema 4.1.13. Sean I un conjunto de cardinalidad λ infinita, U un ultrafiltro regular sobre

I y A ∈ Vρ. Escribamos B =
∏
i∈I Ai/U y tomemos X ∈ [B]≤λ, entonces para todo 1-tipo

Γ ∈ S1(X) existe una distribución.

Demostración. Sea {Ut | t ∈ I } una familia regularizadora. Definamos d : [I]<ω −→ U para

u ∈ [I]<ω como:

d(u) := ML(Γ, u) ∩
⋂
t∈u

Ut

Es claro que d es un refinamiento del Mapeo de Łoś por construcción. Más aún, si u ⊆ w,

entonces sucede tanto ML(Γ, u) ⊇ ML(Γ, w) como que
⋂
t∈u Ut ⊇

⋂
t∈w Ut, y por tanto d(u) ⊇

d(w), es decir, se cumple monotonía.

Para ver que la imagen de d es una familia regularizadora, basta ver que todo subconjunto

infinito interseca vacío. Si fuera el caso de que
{
d(u) | u ∈ [I]<ω

}
fuera finito, el resultado se

cumple por vacuidad. Para el caso de que sea infinito, tomemos D ⊆
{
d(u) | u ∈ [I]<ω

}
infinito

y veamos que interseca vacío. Podemos observar que E :=
{
u ∈ [I]<ω | d(u) ∈ D

}
es infinito y

así tenemos que

⋂
D =

⋂
u∈E

d(u) =
⋂
u∈E

(
ML(Γ, u) ∩

⋂
t∈u

Ut
)
⊆
⋂
u∈E

⋂
t∈u

Ut = ∅,

pues estamos intersecando una cantidad infinita de miembros de la familia regularizadora.

QED
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Estudiar la realización de tipos enfocándose en sus distribuciones será factible gracias al

siguiente teorema.

Teorema 4.1.14. Sea I un conjunto de cardinalidad λ infinita y U un ultrafiltro regular sobre

I. Sea B =
∏
i∈I Ai/U y X ∈ [B]≤λ. Consideremos Γ ∈ S1(X) y d una distribución de Γ. Si d

tiene un refinamiento aditivo, entonces Γ se realiza en B sobre X.

Demostración. Sea e : [I]<ω −→ U refinamiento aditivo de d y escribamos Γ(x) =
{
ϕt
(
x; c̄t

)
|

t ∈ I
}
donde c̄t ∈ [Cons ρ(X)]<ω. Basta mostrar un b/U ∈ B de forma que para toda t ∈ I se

cumpla que
{
i ∈ I | AXi |= ϕt

(
b(i); c̄t(i)

)}
∈ U .

Debido a que para toda j ∈ I,
{
d(u) | u ∈ [I]<ω

}
es una familia regularizadora, tenemos que{

d(u) | j ∈ d(u)
}
es finito. Es decir,

{
u ∈ [I]<ω | j ∈ e(u)

}
es también finito. Definamos para

j ∈ I a u(j) como el elemento de cardinalidad máxima de
{
u ∈ [I]<ω | j ∈ e(u)

}
(que existe por

ser finito). Podemos ver que la aditividad de e nos garantiza que u(j) esté bien definida pues si

fuera el caso de que u,w ∈ [I]<ω fueran tales que j ∈ e(u), j ∈ e(w) y |u| = |w| de cardinalidad

máxima, tendríamos que j ∈ e(u) ∩ e(w) = e(u ∪ w) y entonces |u ∪ w| ≤ |u|, lo que sólo pasa

cuando u = w.

Observemos que j ∈ e(u(j)) ⊆ d(u(j)) ⊆ ML
(
Γ, u(j)

)
, por tanto, j ∈

{
i ∈ I

∣∣AXi |=
∃x
∧
t∈u(j) ϕt

(
x; c̄(i)

)}
, es decir

AXj |= ∃x
∧

t∈u(j)
ϕt
(
x; c̄(i)

)
. (1)

Definamos a b(j) como cualquier testigo de este hecho y probemos que b/U realiza Γ. Sea t0 ∈

I y veamos que BX |= ϕt0
(
b/U ; c̄t0

)
, es decir, probemos que

{
i ∈ I | AXi |= ϕt0

(
b(i); c̄t0(i)

)}
∈

U . Demostremos que e
(
{t0}

)
⊆
{
i ∈ I | AXi |= ϕt0

(
b(i); c̄t0(i)

)}
.

Tomemos a un j ∈ e
(
{t0}

)
arbitrario. Debido a que e

(
{t0}

)
⊆ d

(
{t0}

)
⊆ ML

(
Γ, {t0}

)
,

tenemos que j ∈
{
i ∈ I | AXi |= ∃xϕt0

(
x : c̄t0(i)

)}
, es decir

AXj |= ∃xϕt0
(
x; c̄t0(j)

)
. (2)
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Por otro lado, recordemos que j ∈ u(j), lo que hace que se cumpla (1). De ésta manera, podemos

garantizar que existan testigos para las ecuaciones (1) y (2). En general, no es necesario que

estos testigos sean el mismo para ambas ecuaciones, pero el hecho de tener un refinamiento

aditivo justamente nos garantizará que lo son en al menos un conjunto grande de índices.

El que las ecuaciones (1) y (2) compartan testigo es equivalente a que t0 ∈ u(j). Como

j ∈ e
(
u(j)

)
y j ∈ e

(
{t0}

)
, entonces j ∈ e

(
u(j)

)
∩ e
(
{t0}

)
= e

(
u(j) ∪ {t0}

)
. Dado que u(j) lo

tomamos de cardinalidad máxima, tenemos que |u(j)∪{t0}| ≤ |u(j)|, lo que sólo ocurre cuando

t0 ∈ u(j).

Por la elección de b(j) se cumple que AXj |=
∧
t∈u(j) ϕt

(
b(j); c̄t(j)

)
, y en particular para t0

se tiene que AXj |= ϕt0
(
b(j); c̄t0(j)

)
, por lo que j ∈

{
i ∈ I | AXi |= ϕt0

(
b(j); c̄t0(j)

)}
.

Siendo así, hemos probado que
{
i ∈ I | AXi |= ϕt0

(
b(j); c̄t0(j)

)}
⊇ e

(
{t0}

)
∈ U , es decir,

BX |= ϕt0
(
b/U ; c̄t0

)
para toda t0 ∈ I, lo que concluye la prueba. QED

Teorema 4.1.15. [Keisler, 1964] Sean I un conjunto de cardinalidad λ infinita y A ∈ Vρ.

Si U es un ultrafiltro bueno y numerablemente incompleto sobre I, entonces
∏
i∈I A/U es λ+-

saturado.

Demostración. Por la Proposición 4.1.8 tenemos que U es regular, y así, por el Lema 4.1.13

cualquier 1-tipo sobre un conjunto de cardinalidad a lo más λ tiene una distribución. Debido

a que el ultrafiltro es bueno, cualquier distribución de un 1-tipo tiene un refinamiento aditivo.

Finalmente, por el Teorema 4.1.14, todo 1-tipo se realiza y así
∏
i∈I Ai/U es λ+-saturada. QED

Teorema 4.1.16. Si I es un conjunto infinito, entonces existe un ultrafiltro bueno y numera-

blemente incompleto sobre I. �

La prueba del Teorema 4.1.15 se debe a Keisler y también se puede encontrar en [Chang

y Keisler, 1990]. Por otro lado, para el Teorema 4.1.16 se requieren varias construcciones y se

puede encontrar la prueba en [Kunen, 1972] la cual no supone la Hipótesis Generalizada del

Continuo.
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4.2. Definición del Orden de Keisler

Los lenguajes de primer orden han mostrado ser una herramienta poderosa y eficaz para el

estudio de estructuras matemáticas, pues los presupuestos lógicos que requieren son mínimos

y explícitos. Cabe mencionar que estudiar a las estructuras matemáticas con un lenguaje de

primer orden tiene sus limitantes, por ejemplo, cualidades como tener modelos de sólo una

cardinalidad infinita específica resultan inexpresables en lenguajes de primer orden debido los

Teoremas de Löwenheim-Skolem. No obstante, nos será útil entender una estructura matemática

desde el paradigma de los lenguajes de primer orden. Esto se hace considerando al conjunto de

los enunciados que son verdaderos en dicha estructura, a saber, su teoría. La clasificación de

estructuras se ha hecho desde esta heurística.

El gran Teorema de Categoricidad de Morley de 1960 (ver [Morley, 1965; Chang y Keisler,

1990]), puede reconocerse como el primer gran teorema en la clasificiación de la Teoría de Mo-

delos. Éste afirma que una teoría puede ser sólo una de tres cosas: totalmente categórica (todos

los modelos de cardinalidad κ son isomorfos para toda κ infinita), contablemente categórica (to-

dos los modelos de cardinalidad κ son isomorfos si y sólo si κ es numerable) e incontablemente

categórica (todos los modelos de cardinalidad κ son isomorfos si y sólo si κ es no-numerable).

Este último teorema fue retomado y extendido por Shelah, lo que eventualmente derivó

en su Programa de Clasificación de Teorías, como se puede ver en [Kojman y Shelah, 1992] y

[Malliaris y Shelah, 2013]. Es en este programa que se propone la noción de estabilidad.

La estabilidad de un modelo se define observando cuántos tipos tiene un modelo expandido

por constantes en un conjunto determinado. Más precisamente, un modelo A es λ-estable si

para cualquier X ∈ [A]≤λ, sucede que |S(X)| ≤ λ. Una teoría es estable si existe una λ tal

que todo sus modelos sean λ-estables. Esto divide a las teorías en dos grupos: las estables y las

inestables. Mucho del trabajo de Shelah se enfocó a las teorías estables utilizó y la noción de

estabilidad como una medida de complejidad para las teorías.

Por otro lado, Keisler aportó otro enfoque para clasificar a las teorías, considerando a las

teorías simples como aquellas para las cuales fuera “fácil” saturar su ultraproducto respecto
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a otras teorías, definiendo así una relación de orden que “compara complejidad”. Este orden

resultó compatible con la idea estabilidad que propuso Shelah, en el sentido de que las teorías

mínimales en el orden de Keisler son, a su vez, estables (ver [Malliaris y Shelah, 2013]).

Un ejemplo de la compatibilidad entre estas ideas se puede ver en las teorías de campos

algebraicamente cerrados de característica cero. Estas teorías tienen la cualidad de que todos

sus modelos son saturados. Esto se debe a que todo tipo se traduce en un sistema de ecuaciones

consistente sobre el campo, el cual se va a solucionar en el mismo campo. Siendo así, es claro que

su ultraproducto es también saturado, mostrando su simplicidad en términos de la saturación

de su ultraproducto. Por otro lado, se puede ver en [Malliaris y Shelah, 2013] que la teoría de

un campo algebraicamente cerrado es estable, siendo simple en términos de estabilidad.

En el extremo opuesto, las teorías de ordenes lineales densos resultan altamente complejas

por la cantidad de tipos que éstas tienen, ya que hay al menos un tipo por cada cortadura de

Dedekind. Las teorías de órdenes totales densos son inestables por la gran cantidad de tipos

que tienen, además de que sus ultraproductos son difíciles de saturar.

El orden de Keisler intenta proveer de una herramienta para clasificar todas las teorías y

dar una gama más refinada para clasificar teorías en términos de su complejidad. Debido a

que es más factible que la ultrapotencia de una estructura sea saturada a que la estructura

en sí lo sea, este orden se plantea sobre ultrapotencias. Como se ha visto antes, la saturación

del ultraproducto de una familia de estructuras depende fuertemente del ultrafiltro que se

tome, a tal grado que de no tomarse un ultrafiltro suficientemente repartido, habrá factores del

ultraproducto que tengan más peso, como sucede cuando el ultrafiltro es principal. Por esta

razón, es conveniente tomar ultrafiltros “repartidos”, esto es, ultrafiltros regulares.

Se dirá que A es menor que B en el orden de Keisler si la ultrapotencia de B es tanto o

más difícil de saturar que la ultrapotencia de A. En otras palabras, A E B si para cualquier

ultrafiltro regular U sobre I, un conjunto de cardinalidad λ sucede que

BI/U es λ+-saturado ⇒ AI/U es λ+-saturado.
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Definición 4.2.1 (Orden de Keisler). [Keisler, 1967] Sean T1 y T2 teorías en el mismo lenguaje.

1. Decimos que T1 Eλ T2 si y sólo si para cualesquiera A ∈ Mod(T1) y B ∈ Mod(T2), y

cualquier ultrafiltro regular U sobre un conjunto I de cardinalidad λ, se tiene que:

BI/U es λ+-saturado ⇒ AI/U es λ+-saturado.

2. Decimos que T1 E T2 si T1 Eλ T2 para cualquier cardinal infinito λ.

3. T1 y T2 son Eλ-equivalentes (E-equivalentes) si y sólo si T1 Eλ T2 Eλ T1 (T1 E T2 E T1).

Proposición 4.2.2. Las relaciones Eλ y E son reflexivas y transitivas.

Demostración. Basta probar el resultado para Eλ y se sigue para E. Sea U un ultrafiltro regular

sobre un conjunto I de cardinalidad λ.

1. Sean T1 una teoría cualquiera y A ∈ Mod(T1), entonces es claro que

AI/U es κ+-saturado ⇒ AI/U es κ+-saturado. Por lo tanto, T1 Eκ T1.

2. Supongamos que T1 Eλ T2 y T2 Eλ T3. Si A ∈ Mod(T1), B ∈ Mod(T2) y C ∈ Mod(T3).

Por hipótesis, tendríamos que

BI/U es λ+-saturado⇒ AI/U es λ+-saturado y

CI/U es λ+-saturado⇒ BI/U es λ+-saturado.

Por lo tanto, si CI/U es λ+-saturado, entonces AI/U es λ+-saturado y así T1 Eλ T2.

QED
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Teorema 4.2.3. Sea U un ultrafiltro λ-regular sobre un conjunto infinito I y supongamos que

Ai ≡ Bi para todo i ∈ I, y también nombremos A :=
∏
i∈I Ai/U y B :=

∏
Bi/U con soportes A

y B, respectivamente. Tenemos entonces que B es λ+-saturado si y sólo si A es λ+-saturado.

Demostración. Notemos que será suficiente con probar una sola implicación. Supongamos en-

tonces que B es λ+ saturado y procedamos a demostrar que A lo es. La idea de la prueba será

tomar un tipo Γ en A sobre un subconjunto de A de cardinalidad λ y elegir adecuadamente

un subconjunto Y de B, e interpretar adecuadamente las constantes que figuren en fórmulas

de Γ de tal manera que Γ sea también tipo de B sobre Y . La saturación de B nos garantizará

la existencia de g/U elemento de B que realice Γ, el cual utilizaremos para definir el elemento

h/U de A que realice a Γ en A. Segmentaremos la prueba en los siguientes puntos.

1. Definiremos los conjuntos de fórmulas Γi y Σi, los cuales serán finitos.

2. Construiremos adecuadamente los conjuntos Yi ⊆ Bi sobre los cuales se expandirá el

lenguaje de Ai. De esta manera podremos definir el conjunto Y ⊆ B para expandir la

estructura B y que así el tipo tomado en A lo sea también en B.

3. Demostraremos la propiedad de que una fórmula de Σi es satisfacible en AXi si y sólo si

lo es en BYi (ver Notación 3.5.1).

4. Probaremos que para cada ϕ ∈ Γ, el conjunto de índices i ∈ I tales que ϕ ∈ Σi es grande,

esto es, para ϕ ∈ Γ sucede que {i ∈ I | ϕ ∈ Σi} ∈ U . Esto servirá para probar que el tipo

Γ lo es también en BY .

5. Sabiendo que Γ es un tipo en BY , tomaremos al elemento que lo realiza y lo traduciremos

en un elemento de AX , y probaremos que realiza a Γ en AX .

Podemos suponer que λ es infinito, pues el Teorema 3.5.3 nos garantiza el resultado para

casos finitos. Tomemos X ∈ [A]λ, Γ ∈ S1(X) un tipo en A y F ⊆ U una familia regularizadora

de tamaño λ.
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Podemos observar que |Γ| ≤
∣∣L 1

ρ(X)
∣∣ ≤ |X|+ ℵ0 ≤ λ, y así podemos enumerar a Γ, F y X

con λ. Así, escribimos F = {Fµ | µ < λ} y X = {aµ/U | µ < λ}.

(1) Como |Γ| ≤ λ podemos enumerar a Γ como Γ(x) = {γµ(x; c̄µ) | µ < λ}, donde c̄µ ∈

[Cons ρ(X)]<ω. Siendo así, definamos para cada i ∈ I los conjuntos:

u(i) =
{
µ < λ

∣∣ i ∈ Fµ},
Γi =

{
γµ
(
x; c̄µ(i)

) ∣∣ µ ∈ u(i)
}
y

Fi =
{
Fµ
∣∣ µ ∈ u(i)

}
.

De esta manera tenemos que |Γi| = |Fi| = |u(i)| finitos pues U es λ-regular. Definamos

también, para i ∈ I, el conjunto de enunciados Σi =
{
∃x
∧
µ∈w γµ

(
x; c̄µ(i)

) ∣∣∣w ⊆ u(i)
}
, el cual

es claramente finito.

(2) Procedamos a construir un subconjunto Y ⊆ B, esto es, requerimos definir Yi ⊆ Bi

para cada i ∈ I. Recordemos que podemos enumerar el conjunto Xi como Xi = {aµ(i) | µ <

λ}(ver 3.5.1), así como Cons ρ(Xi) = {caµ(i) | µ < λ}. Tomemos al conjunto de enunciados de

Ti = Σi ∩Teo(AXi) y consideremos al conjunto X0
i como el conjunto de las interpretaciones de

constantes que figuren en fórmulas en Ti, el cual es finito.

Es claro que AX0
i
|= Ti, y como Ai ≡ Bi por hipótesis, el Lema 3.2.5(2) garantiza que existe

Y 0
i ⊆ Bi tal que BY 0

i
|= Ti para cada i ∈ I. Escribamos Y 0

i = {biµ ∈ Bi | aµ(i) ∈ X0
i }, es

decir, biµ es el elemento de Bi en el cual vamos a interpretar la constante caµ(i) de forma que

BY 0
i
|= Ti. Así, hemos construido los conjuntos Y 0

i tales que si σ ∈ Σi, entonces

AX0
i
|= σ ⇔ BY 0

i
|= σ, es decir, (i)

Σi ∩ Teo(AX0
i
) = Σi ∩ Teo(BY 0

i
).

Siendo así, definamos las funciones bµ : I −→
⋃
i∈I Bi para µ < λ como bµ(i) = biµ si aµ(i) ∈ X0

i

y como un elemento arbitrario en caso contrario. Definiendo Y := {bµ/U | µ < λ}, tenemos el

conjunto con el cual expandir B.
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(3) Probemos que (i) se sostiene para Xi y Yi, esto es, AXi |= σ si y sólo si BYi |= σ.

Para probar esto, observemos que Yi ⊃ Y 0
i para cualquier i ∈ I. En efecto, si σ ∈ Σi, gracias

a la Proposición 3.2.4(3), tenemos que AXi |= σ si y sólo si AX0
i
|= σ, que a su vez equivale a

BY 0
i
|= σ, y esto último es equivalente a que BYi |= σ.

(4) Veamos que el tipo Γ de A sobre X es también un tipo de B sobre Y . Tomemos

u ∈ [λ]<ω y sea ϕ = ∃x
∧
µ∈u γµ

(
x; c̄µ

)
, y probemos que ϕ se satisface en BY . Definamos

ϕi = ∃x
∧
µ∈u γµ

(
x; c̄µ(i)

)
y probemos que

{i ∈ I | ϕi ∈ Σi} ∈ U . (ii)

En efecto, como u es finito ocurre que

{i ∈ I | ϕi ∈ Σi} ⊇ {i ∈ I | γµ ∈ Γi, µ ∈ u} ⊇ {i ∈ I | i ∈ Fµ, µ ∈ u}

⊇
⋂
µ∈u
{ i ∈ I | i ∈ Fµ } ⊇

⋂
µ∈u

Fµ ∈ U

Procedamos a mostrar que BY |= ϕ. Como Γ es un tipo, pasa que AX |= ϕ, y así tenemos:

Si AX |= ϕ entonces
{
i ∈ I | AXi |= ϕi

}
∈ U ,

entonces
{
i ∈ I | AXi |= ϕi

}
∩
{
i ∈ I | ϕi ∈ Σi

}
∈ U , (Por ii)

entonces
{
i ∈ I | AXi |= ϕi, ϕi ∈ Σi

}
∈ U ,

entonces
{
i ∈ I | BYi |= ϕi, ϕi ∈ Σi

}
∈ U , (Por i)

entonces
{
i ∈ I | BYi |= ϕi

}
∈ U , (Por ii)

entonces BY |= ϕ.

(5) Por hipótesis B es λ+-saturado, por lo que Γ se realiza en BY por un elemento, digamos

g/U . Definamos para cada i ∈ I el conjunto w(i) =
{
µ < λ | BYi |= γµ

(
g(i); c̄µ(i)

)
, γµ ∈ Γi

}
,

y la fórmula ψi = ∃x
∧
µ∈w(i) γµ

(
x; c̄µ(i)

)
.

66



Podemos observar que w(i) ⊆ u(i), por lo que es finito y así ψi está bien definida. Mas aún,

hemos construido la fórmula ψi de forma que BYi |= ψi, por lo que claramente ψi ∈ Σi. Así,

por (3), tenemos que AXi |= ψi, y por tanto, existe h(i) ∈ Ai un testigo de la satisfacción de

ψi. Siendo así, definimos la función h : I −→
⋃
i∈I Ai de forma que i 7→ h(i), y probemos que

h/U es un elemento de A que realiza Γ.

Sea γµ ∈ Γ y demostremos que h/U satisface γµ en AX . Para γµ, podemos observar que

{i ∈ I | γµ
(
x; c̄µ(i)

)
∈ Γi} ⊇ Fµ ∈ U . Por otro lado. tenemos que BY |= γµ

(
g/U ; c̄µ

)
, por lo que{

i ∈ I | BYi |= γµ
(
g(i); c̄µ(i)

)}
∈ U . Así, tenemos que:

Si
{
i ∈ I | BYi |= γµ

(
g(i); c̄µ(i)

)}
∩
{
i ∈ I | γµ

(
x; c̄µ(i)

)
∈ Γi

}
∈ U ,

entonces
{
i ∈ I | µ ∈ w(i)

}
∈ U ,

entonces
{
i ∈ I | AXi |= γµ

(
h(i); c̄µ(i)

)}
∈ U ,

entonces AX |= γµ
(
h/U ; c̄µ

)
.

Por lo que Γ se realiza en A sobre X, lo que finaliza la prueba. QED

4.3. E-Minimalidad

Ejemplos de teorías E-mínimas en el orden son las de campos algebraicamente cerrados de

característica fija. Cabe mencionar que si tenemos dos de estos campos con característica dis-

tinta, sus teorías serán distintas, sin embargo, ambas teorías son E-mínimas. Esto muestra que

el orden de Keisler es un un preorden en la clase de teorías de primer orden. Dedicaremos esta

sección a mostrar una cualidad sintáctica que todos las teorías E-minimales poseen, a saber,

todas carecen de la propiedad de la cobertura finita. Para llevar a cabo esto requeriremos definir

en general la propiedad de la λ-cobertura.

Proposición 4.3.1. Sean A ∈ Vρ y U un ultrafiltro regular sobre un conjunto I de cardinalidad

λ. Si AI/U no es κ+-saturado para κ ≤ λ, entonces A no es Eλ-minimal.
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Demostración. Observemos que el que A no sea Eλ-minimal equivale a que para cualquier

ultrafiltro regular U sobre I de cardinalidad λ, suceda que exista B ∈ Vρ de forma que B Eλ A.

Sea B ∈ Vρ cualquiera. Equivalentemente se tiene que satisfacer AI/U es λ+-saturado⇒ BI/U

es λ+-saturado. Esta implicación se satisface ya que es falso que AI/U sea λ+-saturado porque

por hipótesis AI/U no es κ+-saturado y κ ≤ λ. QED

Para establecer un criterio que identifique teorías E-mínimas se desarrollará la noción de co-

bertura. Intuitivamente hablando, una cobertura puede pensarse como un conjunto de fórmulas

que “cubren” todas la posibilidades semejante a {ϕ,¬ϕ}.

Definición 4.3.2. [Keisler, 1967] Sea A ∈ Vρ y λ un cardinal.

1. Si X ∈ [A]λ y ϕ ∈ L p+1
ρ , definimos las instancias de ϕ como

{
ϕ
(
x; c0, . . . , cp−1

)
|

c0, . . . , cp−1 ∈ Cons ρ(X)
}
⊆ L p+1

ρ(X).

2. Si X ∈ [A]λ, decimos que Σ es una (ϕ, λ)-cobertura de AX si Σ es un subconjunto de las

instancias de ϕ de cardinalidad λ de forma que cualquier subconjunto propio es satisfacible

en AX , pero Σ no es satisfacible en AX .

3. Decimos que A tiene la propiedad de la λ-cobertura si existe X ∈ [A]λ y una (ϕ, λ)-

cobertura para alguna ϕ ∈ L p+1
ρ(X).

4. Decimos que A tiene la propiedad de la cobertura finita si existe X ∈ [A]≤ω y ϕ ∈ L p+1
ρ(X)

tal que para cualquier n ∈ ω hay una (ϕ,m)-cobertura con n ≤ m.

5. Una teoría tiene la propiedad de la cobertura finita (λ-cobertura) si cualquiera de sus

modelos tiene la propiedad de la cobertura finita (λ-cobertura).

Veamos que la propiedad de la cobertura finita se puede establecer en términos de la sa-

tisfacibilidad, es decir, verificando la satisfacibilidad de un conjunto de fórmulas del lenguaje

(cada fórmula de este conjunto funge como traducción al lenguaje de la cobertura). Más aún,

todas estas fórmulas las podremos escribir en el lenguaje Lρ en lugar de escribirlas en una

expansión. Esto será útil para mostrar que la propiedad de la cobertura finita se preserva bajo

la equivalencia elemental.
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Proposición 4.3.3. Sea A ∈ Vρ. Se tiene que A tiene la propiedad de la cobertura finita si y

sólo si existe ϕ ∈ L p+1
ρ de forma que para toda n0 ∈ ω existe n > n0 tal que

A |= ∃ȳ0 · · · ∃ȳn−1

[(
¬∃x

∧
m<n

ϕ
(
x; ȳm

))
∧
∧
d n

(
∃x

∧
m∈d

ϕ(x; ȳm)
)]
,

donde ȳm = (y0,m, . . . , yp−1,m) y ∃ȳm denota ∃y0,m · · · ∃yp−1,m para toda m < n.

Demostración. Para la ida, tomemos n0 ∈ ω. Debido a que A tiene la propiedad de la cobertura

finita, existen X ∈ [A]≤ω, ϕ ∈ L 1
ρ(X) y n > n0 de forma que hay Σn una (ϕ, n)-cobertura de

AX . Sin pérdida de generalidad, ϕ = ϕ
(
x; c0, . . . , cp−1

)
, donde c0, . . . , cp−1 ∈ Cons ρ(X). Al ser

Σn un subconjunto de las instancias de ϕ de tamaño n, enumerémoslo como Σn =
{
ϕ
(
x; c̄m

)
|

m < n y c̄m = (c0,m, . . . , cp−1,m)
}
. Como Σn es cobertura, sucede que no se satisface en AX y,

por tanto, AX |= ¬∃x
∧
m<n ϕ

(
x; c̄m

)
, pero cualquier subconjunto propio sí se satisface, por lo

que AX |=
∧
d n

(
∃x
∧
m∈d ϕ

(
x; c̄m

))
. Por lo tanto, tenemos que

AX |=
(
¬∃x

∧
m<n

ϕ
(
x; c̄m

))
∧
∧
d n

(
∃x

∧
m∈d

ϕ
(
x; c̄m

))
.

Siendo así, es claro que AX |= σn, donde

σn = ∃ȳ0 · · · ∃ȳn−1

[(
¬∃x

∧
m<n

ϕ
(
x; ȳm

))
∧
∧
d n

(
∃x

∧
m∈d

ϕ(x; ȳm)
)]
. (1)

Observemos que en σn no figuran constantes de Cons ρ(X), por lo que en virtud de la Proposición

3.2.4(3), sucede que A |= σn.

Para probar la conversa, sea ϕ ∈ L p+1
ρ tal que para cada n0 ∈ ω existe n > n0 de forma que

A |= σn, donde σn está definido igual que en (1). Mostremos que existe X ∈ [A]<ω para la cual

hay una (ϕ, n)-cobertura. Como A |= σn, tenemos que existen a0,0, . . . , ap−1,0, a0,1 . . . , ap−1,n−1 ∈

A testigos de la satisfacibilidad de σn. Definamos Xn = {ak,m | m < n y k < p} e interpre-

tamos la constante ck,m por ak,m para m < n y k < p. Definiendo Σn =
{
ϕ
(
x; c̄m

)
| m <

n y c̄m = (c0,m, . . . , cp−1,m)
}
, es evidente que la satisfacción de σn en A nos garantiza que Σn

es una (ϕ, n)-cobertura de AXn . Tomando X :=
⋃
n∈ωXn, y gracias a la Proposición 3.2.4(3),
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concluimos que Σn es una (ϕ, n)-cobertura de AX , lo que prueba que A tiene la propiedad de

la cobertura finita. QED

Corolario 4.3.4. Si A tiene la propiedad de la cobertura finita y A ≡ B, entonces B tiene la

propiedad de la cobertura finita.

El estudio de las coberturas es relevante en la búsqueda de modelos no saturados pues por

sí mismas son un tipo y, debido a que no son satisfacibles en el modelo, tenemos que son un

tipo omitido.

Lema 4.3.5. Si λ es infinito y A tiene la propiedad de λ-cobertura, entonces A no es λ+-

saturado.

Demostración. Demostremos que hay un 1-tipo que no se realiza en AX para algún X ∈ [A]λ.

Por hipótesis, tenemos que existen X ∈ [A]<ω y Σ una (ϕ, λ)-cobertura para alguna ϕ ∈ L p+1
ρ(X)

con p ≥ 0. Como Σ es un subconjunto de las instancias de ϕ, es claro que Σ ⊆ L 1
ρ(X), por lo

que Σ es un buen candidato a ser un 1-tipo no realizable en AX .

Veamos ahora que Σ es un 1-tipo. Tenemos que probar que cualquier subconjunto finito es

realizable en AX . Esto es evidente, pues si Σ0 ⊆ Σ es finito tendríamos que Σ0  Σ por ser

finito. Así, por hipótesis A |= ∃x
∧
σ∈Σ0 σ(x; c̄) y, por tanto, Σ0 se realiza en AX , mostrando así

que Σ es consistente, es decir, es un 1-tipo. Recordando que |Σ| = λ, concluimos que A no es

λ+-saturado. QED

Veremos ahora que la propiedad de la cobertura finita impide que las ultrapotencias de

un modelo de una teoría con esta propiedad sean todas saturadas. Esto es, si una teoría tiene

la propiedad de la cobertura finita, existirá un cardinal κ y un ultrafiltro regular tales que la

ultrapotencia de un modelo de esta teoría no es κ-saturada. Siendo así, por la Proposición 4.3.1,

esta teoría no será E-minimal.

Teorema 4.3.6. [Keisler, 1967] Sea U un ultrafiltro numerablemente incompleto sobre un con-

junto I de cardinalidad λ. Si A tiene la propiedad de la cobertura finita, entonces B := AI/U

no es κ-saturado para alguna κ ≤ 2λ.
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Demostración. Consideremos una cadena descendente I = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · , de forma

que Im ∈ U para m ∈ ω y
⋂
m∈ω Im = ∅(ver 2.1.16). Para cada i ∈ I definamos el natural

m(i) = mı́n
{
m ∈ ω | i /∈ Im

}
.

Teniendo en cuenta la Proposición 4.3.3, al tener A la propiedad de la cobertura finita, existe

ϕ ∈ L p+1
ρ (para alguna p ∈ ω) de forma que para cualquier i ∈ I existe un natural n(i) ≥ m(i)

para el cual existe Σ(n(i)), una (ϕ, n(i))-cobertura de A.

Por la Proposición 4.3.3, para i ∈ I podemos enumerar la cobertura Σ(n(i)) como:

Σ(n(i)) =
{
ϕ
(
x; ȳm

)
| m < n(i) y ȳm = (y0,m, . . . , yp−1,m)

}
,

y para toda i ∈ I sucede que

A |= ∃ȳ0 · · · ∃ȳn(i)−1

[(
¬∃x

∧
m<n(i)

ϕ
(
x; ȳm

))
∧

∧
d n(i)

(
∃x

∧
m∈d

ϕ(x; ȳm)
)]

(1)

Por lo tanto, existen testigos de (1), digamos ak,m(n(i)) ∈ A con k < p y m < n(i), de forma

que
(
a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)
es una p-tupla que satisface (1) en ȳm.

Consideremos un conjunto de funciones con dominio I y contradominio {ak,m(n(i)) | k <

p y m < n(i)}, para que usando estas funciones como parámetros de instancias de ϕ, podamos

definir un tipo en B. Tomemos
∏
i∈I n(i)/U =

{
h/U | h : I −→

⋃
i∈I n(i), h(i) ∈ n(i)

}
.

Tomemos a S un conjunto de funciones representantes de los elementos de
∏
i∈I n(i)/U , es decir

para cualesquiera r, s ∈ S distintas, tenemos que r �U s, y para toda h ∈
∏
i∈I n(i) existe s ∈ S

de forma que h ∼U s.

Observemos que S es infinito, existen i ∈ I que hacen a n(i) arbitrariamente grande. Más

aún, si |S| = κ entonces κ ≤
∣∣∏

i∈I n(i)/U
∣∣ ≤ ∣∣∏i∈I n(i)

∣∣ ≤ ∣∣ωλ∣∣ ≤ ωλ ≤ 2λ.

Habiendo planteado todo lo anterior, procedamos a definir un conjunto Y ⊆ B y un tipo Γ

sobre Y de forma que Γ no se realice en BY . Definamos las funciones hsk : I −→ A para k < p

y s ∈ S de forma que hsk(i) = ak,s(i)(n(i)). Tomando Y :=
{
hsk/U | k < p, s ∈ S

}
, es claro que

Y tiene cardinalidad menor o igual a κ, pues S es un conjunto de representantes. Sin pérdida

de generalidad, enumeremos las constantes de Cons ρ(Y ) = {ck,s | k < p, s ∈ S} de forma que

ck,s se interprete en B como hsk/U .
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Finalmente, tomando la fórmula ϕ, definamos Γ :=
{
ϕ
(
x; c0,s, . . . , cp−1,s

)
| s ∈ S

}
, y probe-

mos que es un tipo que no se realiza sobre BY . Mostremos que Γ es tipo. Tomemos S0 ∈ [S]<ω

y veamos que BY |= ∃x
∧
s∈S0 ϕ

(
x; c0,s, . . . , cp−1,s

)
. Definiendo S0(i) :=

{
s(i) | s ∈ S0

}
, por el

Teorema de Łoś basta probar que:

{
i ∈ I

∣∣∣A |= ∃x ∧
s∈S0

ϕ
(
x;hs0(i), . . . , hsp−1(i)

)}
∈ U es decir,

{
i ∈ I

∣∣∣A |= ∃x ∧
m∈S0(i)

ϕ
(
x; a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)}
∈ U

Para probar lo anterior, observemos que para cualquier k ∈ ω, si i ∈ Ik, entonces m(i) > k por

la definición de Im. De ésta manera sucede que n(i) > k, lo que muestra que:

{
i ∈ I | n(i) > k

}
⊇ Im ∈ U (2)

Siendo así, podemos observar que S0 ⊆ n(i) para cada i ∈ I. Tomando en (2) k = |S0|,

concluimos que:

K1 :=
{
i ∈ I | S0(i)  n(i)

}
∈ U .

Notemos que A |= ∃x
∧
m∈S0(i) ϕ

(
x; a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)
, pues, por (1), para cada i ∈

K1 sucede que S0 ! n(i).

Definiendo g : I −→ A de forma que g(i) sea el elemento que existe para i ∈ K1 y un

elemento arbitrario en otro caso, es evidente que:

{
i ∈ I

∣∣∣A |= ∧
m∈S0(i)

ϕ
(
g(i); a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)}
⊇ K1 ∈ U ,

y por lo tanto BY |=
∧
s∈S0 ϕ

(
g/U ; c0,s, . . . , cp−1,s

)
.

Veamos ahora que Γ no se realiza en BY . Basta mostrar que para cualquier g/U hay un

s ∈ S de forma que BY 2 ϕ
(
g/U ; c0,s, . . . , cp−1,s

)
. Para cualquier i ∈ I, por (1) sucede que

A |= ¬∃x
∧
m<n(i) ϕ

(
x; a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)
. Siendo así, debe de existir un m < n(i) de

forma que A 2 ϕ
(
g(i); a0,m(n(i)), . . . , ap−1,m(n(i))

)
.
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Definiendo r ∈
∏
i∈I n(i) de forma que r(i) sea exactamente este valor m, es claro que si

s ∈ S es tal que s ∼U r, tenemos que

{
i ∈ I

∣∣∣A 2 ϕ(g(i); a0,s(i)(n(i)), . . . , ap−1,s(i)(n(i))
)}
⊇
{
i ∈ I

∣∣∣ s(i) = r(i)
}
∈ U .

Esto último implica que BY 2 ϕ
(
g/U ; c0,s, . . . , cp−1,s

)
, lo que concluye la prueba. QED

Finalmente, como consecuencia de 4.3.1, tenemos el siguiente resultado que establece una

condición necesaria para la minimalidad en el orden de Keisler.

Teorema 4.3.7. [Keisler, 1967] Si A es E-mínima, entonces carece de la propiedad de la

cobertura finita.

Demostración. Demostremos este hecho por contrapuesta. Sea A ∈ Vρ y supongamos que posee

la propiedad de la cobertura finita, y además su soporte es de cardinalidad λ. Sea U un ultrafiltro

regular sobre un conjunto I de cardinalidad λ. Por 4.3.6, tenemos que AI/U no es (2λ)+-

saturado. Por 4.3.1, A no es E(2λ)+-minimal, y así A no es E-minimal. Esto último implica que

A no es E-mínima. QED

4.4. E-Maximalidad

Veamos ahora una condición suficiente para que una teoría sea máxima en el orden de Keisler.

Para ello a continuación se desarrollará la noción de fórmula versátil y se probará que toda

estructura que satisfaga una fórmula de este estilo tendrá la cualidad de ser máxima en el orden

de Keisler.

Las fórmulas versátiles son de alto interés, pues ayudan a construir un 1-tipo en la ultra-

potencia de una estructura A a partir del mismo tipo en otra estructura B. Este puente nos

es particularmente útil, ya que si tenemos que la ultrapotencia de la estructura A es saturada,

podremos construir un 1-tipo de ésta a partir de un 1-tipo de la ultrapotencia de la estructura

B y así tener un camino para probar su saturación de ésta. Comencemos definiendo la noción

de un ideal débil.
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Definición 4.4.1. Sea n un natural. Un ideal débil sobre n es un conjunto D ⊆ P(n)\{∅} de

forma que si d ∈ D y s ⊆ d con s 6= ∅, entonces s ∈ D.

Se les llama débiles pues, a pesar de tener la propiedad dual de cerradura bajo supercon-

juntos, carecen de la propiedad dual de cerradura bajo intersecciones finitas. Estos ideales son

necesarios para la definición de fórmula versátil propuesta por Keisler en [Keisler, 1967], y que

a continuación enunciamos.

Definición 4.4.2. Sea p un natural. Decimos que una fórmula ϕ ∈ L p+1
ρ es versátil en una

estructura A si para cualquier n > 0 y cualquier D ideal débil sobre n se cumple:

A |= ∃ȳ0 · · · ∃ȳn−1

[ ∧
d∈D
∃x
( ∧
m∈d

ϕ
(
x, ȳm

))
∧
∧
d/∈D
¬∃x

( ∧
m∈d

ϕ
(
x, ȳm

))]
,

donde ȳm = (y0,m, . . . , yp−1,m) es una p-tupla de variables que ocurren en ϕ para m < n.

Una vez teniendo esto, podemos establecer una condición suficiente para ser máximo en el

orden de Keisler.

Teorema 4.4.3. [Keisler, 1967] Si A satisface una fórmula versátil, entonces es E-máximo.

Demostración.

Sea U un ultrafiltro λ-regular sobre un conjunto I. Observemos que para que A sea má-

ximo, tiene que suceder que si para cualquier B, si AI/U es λ+-saturado, entonces BI/U es

λ+-saturado. Siendo así, supongamos que AI/U es λ+-saturado, tomemos B una estructura

cualquiera y mostremos que BI/U es λ+-saturado.

Sea Y ∈ [BI/U ]λ y consideremos a Γ ∈ S1(Y ) un 1-tipo. Procedamos a demostrar que Γ se

realiza en BI/UY . La idea será definir X ∈ [AI/U ]≤λ y construir un 1-tipo Σ sobre AI/UX a

partir de Γ, de manera que la realización de uno dependa del otro. Dado que el ultraporducto

de A es saturado, tendremos que Σ se realiza en AI/U y por tanto Γ lo hará en AI/U .
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Sea F = {Fµ | µ < λ} ⊆ U una familia regularizadora. Es claro que |Γ| ≤ λ por lo que,

podemos enumerar Γ =
{
γµ
(
x; c̄(i)

)
| µ < λ

}
e igual que en la prueba de 4.2.3 podemos definir

los conjuntos:

Γ(i) = {γµ ∈ Γ | i ∈ fµ} y el natural

n(i) =
∣∣Γ(i)

∣∣.

Esto lo podemos hacer dado que Γ(i) es finito para cualquier i ∈ I, ya que F es una familia

regularizadora. Más aún, podemos escribir Γ(i) =
{
γ0
(
x; c̄

)
, . . . , γn(i)−1

(
x; c̄

)}
, y si fuera el caso

de que σ ∈ Γ(i), podemos definir el natural m(σ, i) < n(i) de forma que γm(σ,i) = σ.

Para cada i ∈ I, definamos D(i) =
{
d ⊆ n(i) | d 6= ∅ y BYi |= ∃x

∧
m∈d γm

(
x; c̄(i)

)}
, el cual

es un ideal débil sobre n(i). Por hipótesis, tenemos que existe una fórmula versátil ϕ ∈ L p+1
ρ

de forma que para toda i ∈ I

A |= ∃ȳ0 · · · ∃ȳn(i)−1

[ ∧
d∈D(i)

∃x
( ∧
m∈d

ϕ
(
x, ȳm

))
∧

∧
d/∈D(i)

¬∃x
( ∧
m∈d

ϕ
(
x, ȳm

))]
. (1)

Por lo tanto, existen elementos ak,m(i) ∈ A para k < p y m < n(i) de forma que a0,m(i), . . . ,

ap−1,m(i) son testigos de la satisfacción de (1) en (y0,m, . . . , yp−1,m) = ȳm.

Procedamos a definir X ∈ [AI/U ]≤λ conjunto sobre el cual se hará la expansión de AI/U .

Para cada γ ∈ Γ y cada k < p, definamos la función hγk : I −→ A de forma que hγk(i) = ak,m(i)

con m = m(γ, i) para el caso en que γ ∈ Γ(i), y como un elemento arbitrario de A en otro caso.

Definamos X :=
{
hγk/U | γ ∈ Γ y k < p

}
el cual cumple que |X| ≤ |Γ× p| ≤ p · λ ≤ λ.

Ahora bien, enumeremos las constantes expandidas en Cons ρ(X) como ck,γ con k < p y

γ ∈ Γ de forma que cada ck,γ se interpreta como hγk/U en AI/U . Siendo así, escribamos ϕγ para

la fórmula ϕ
(
x; c0,γ , . . . , cp−1,γ

)
. Definamos Σ :=

{
ϕγ | γ ∈ Γ

}
y probemos que es un 1-tipo en

AI/U sobre X. Notemos que para toda i ∈ I y para cualquier d ⊆ n(i),
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si BYi |= ∃x
∧
m∈d

γm
(
x; c̄(i)

)
, entonces d ∈ D(i),

entonces A |= ∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x; a0,m(i), . . . , ap−1,m(i)

)
,

entonces A |= ∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x;hγm0 (i), . . . , hγmp−1(i)

)
,

entonces AXi |= ∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x; c0,γm(i), . . . , cp−1,γm(i)

)
,

entonces AXi |= ∃x
∧
m∈d

ϕγm

De forma muy semejante a la anterior, tomando d ⊆ n(i)

si BYi 2 ∃x
∧
m∈d

γm
(
x; c̄(i)

)
, entonces d /∈ D(i),

entonces A |= ¬∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x; a0,m(i), . . . , ap−1,m(i)

)
, (Por 1)

entonces A |= ¬∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x;hγm0 (i), . . . , hγmp−1(i)

)
,

entonces AXi |= ¬∃x
∧
m∈d

ϕ
(
x; c0,γm(i), . . . , cp−1,γm(i)

)
,

entonces AXi 2 ∃x
∧
m∈d

ϕγm

Conjuntando lo anterior para d ⊆ n(i), hemos mostrado que:

BYi |= ∃x
∧
m∈d

γm
(
x; c̄(i)

)
si y sólo si AXi |= ∃x

∧
m∈d

ϕγm . (2)

Definamos así un 1-tipo en AI/U como Σ := {ϕγ(x) | γ ∈ Γ} y procedamos a ver que cumple

que cualquier subconjunto finito es satisfacible en AI/U . Por la definición de Σ, esto se reduce

a que para cualquier Γ0 ∈ [Γ]<ω, el conjunto
{
ϕγ | γ ∈ Γ0

}
es satisfacible. Recordemos que para

µ < λ, si i ∈ Fµ entonces γµ ∈ Γ(i). Siendo así, para cualquier Γ0 ∈ [Γ]<ω se tiene que

{
i ∈ I | Γ0 ⊆ Γ(i)

}
⊇
⋂{

Fµ | γµ ∈ Γ0
}
∈ U . (3)
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Esto último ocurre pues si i ∈
⋂{

Fµ | γµ ∈ Γ0
}
, entonces para cualquier γµ ∈ Γ0 se cumple

que i ∈ Fµ. Esto último implica a su vez que para cualquier γµ ∈ Γ0 se cumple γµ ∈ Γ(i), lo

que verifica que Γ0 ⊆ Γ(i).

Al Γ ser un 1-tipo, tenemos que cualquier subconjunto finito Γ0 de fórmulas es satisfacible

en BI/U , lo que significa que:

BI/UY |= ∃x
∧
γ∈Γ0

γ
(
x; c̄

)
si y sólo si

{
i ∈ I

∣∣∣BYi |= ∃x
∧
γ∈Γ0

γ
(
x; c̄(i)

)}
∈ U ,

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣BYi |= ∃x
∧
γ∈Γ0

γ
(
x; c̄(i)

)
y Γ0 ⊆ Γ(i)

}
∈ U , (Por 3)

si y sólo si
{
i ∈ I

∣∣∣AXi |= ∃x ∧
γ∈Γ0

ϕγ
}
∈ U , (Por 2)

si y sólo si AI/UX |= ∃x
∧
γ∈Γ0

ϕγ .

Debido a que AI/U es λ-saturado se tiene que existe un elemento g/U que realiza a Σ. Esto

significa que AI/UX |= ϕγ
(
g/U

)
para cualquier γ ∈ Γ. En otras palabras, para cualquier γ ∈ Γ

sucede que: {
i ∈ I | AXi |= ϕγ

(
g(i)

)}
∈ U . (4)

Por otro lado, si definimos T (i) :=
{
γ ∈ Γ | γ ∈ Γ(i) y AXi |= ϕγ

(
g(i)

)}
, entonces todas las

fórmulas de T (i) son satisfacibles enBYi por (2) y, por tanto, tienen un testigo en común. Siendo

así, definamos la función h : I −→ A de forma que h(i) es testigo de BYi |= ∃x
∧
γ∈T (i) γ

(
x; c̄(i)

)
cuando T (i) 6= ∅, y como un elemento cualquiera de A en otro caso. Veamos que h/U realiza

Γ en AI/U sobre X. Sea γµ ∈ Γ. Podemos observar que

{
i ∈ I

∣∣∣BYi |= γµ
(
h(i); c̄(i)

)}
⊇
{
i ∈ I

∣∣∣AXi |= ϕγµ
(
g(i)

)
y γµ ∈ Γ(i)

}
(Por 2)

=
{
i ∈ I

∣∣∣AXi |= ϕγµ
(
g(i)

)}
∩ Fµ ∈ U . (Por 4)

Esto último equivale a que BI/UY |= γ
(
h/U ; c̄(i)

)
, por tanto BI/U es λ-saturado, lo que

finaliza la prueba. QED
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