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Resumen

La formalizacién de la termodindamica en equilibrio, es decir, de todas las herramientas
matematicas con las que explicamos, reproducimos y predecimos tanto a los sistemas ter-
modindmicos como a sus procesos cuasiestaticos, se da a través de la geometria de con-
tacto [3, 6, 12]. En particular, la introduccién de una variedad de contacto, el espacio fase
termodinamico, en donde se encuentra encajado el espacio de equilibrio del sistema ter-
modindmico, permite entender las distintas representaciones termodindmicas (entrépica,
energética, entalpica, etc.) como expresiones de la misma teoria termodindmica en distin-
tas coordenadas. En particular, la forma diferencial de la primera ley de la termodinamica
aparece naturalmente al pedir que el espacio de equilibrio sea una subvariedad del espacio
fase termodindmico, donde su estructura de contacto se anule (subvariedad legendriana)
6, 12].

Utilizando como base este marco geométrico, desde el 2007 se ha venido desarrollando la
llamada geometrotermodindmica (abreviada como GTD) [30, 35, 38] que, como propuesta
formal, introduce de manera natural una métrica sobre el espacio de equilibrio. Métrica que
sigue los pasos de las llamadas métricas hessianas utilizadas desde 1975 [5, 7, 15], pero que
tiene la virtud de ser invariante ante los cambios de representacion del sistema. Entre los
aciertos de la GTD, que motivan a pensar en ella como una probable teoria completa de la
termodinamica, estd la identificacién en algunos sistemas del concepto de interaccion termo-
dindmica con el de curvatura, y el de singularidades con transiciones de fase [45, 37, 36, 39].

Una propuesta que hace la GTD es la de introducir un principio variacional a partir del
cual se puedan deducir las ecuaciones de estado de los sistemas termodindmicos [38]. Dicho
principio, a pesar de haber encontrado ecuaciones de estado para el universo en el dmbito
de los modelos cosmoldgicos [40], en general es bastante complicado de aplicar, compu-
tacionalmente hablando, y ha ofrecido pocas soluciones generales hasta el momento.

La presente investigacién pretende encontrar un método alternativo para determinar ecua-
ciones de estado, que sea compatible con la GTD, y en esta tesis se dan los primeros pasos
para ello, tomando como lugar de trabajo el haz cotangente del espacio de equilibrio ter-
modinamico. Esto implica pasar de una descripcién geométrica basada en una estructura
de contacto a una descripcién geométrica basada en una estructura simpléctica. Para esto
se introduce el concepto de la contactificacién de una variedad simpléctica exacta [20, 33].

Trabajando en el haz cotangente del espacio de equilibrio, se encuentra que un sistema
termodinamico puede describirse como una subvariedad especial en donde se anula la es-
tructura simpléctica (subvariedad lagrangiana), y donde la ecuacién fundamental puede
obtenerse resolviendo una ecuacién que recuerda a la ecuacion de Hamilton-Jacobi, cons-
truida a partir de una funcién del tipo hamiltoniana. Al respecto, uno de las principales
resultados de este trabajo es que abre la posibilidad de asociar, a ciertos sistemas termo-
dindmicos, un sistema hamiltoniano, tal como se entiende en |8, 29].



Notacion y estructura de la tesis

A lo largo de la tesis aparecen conceptos de geometria que se introducen sin antes definirlos
apropiadamente. Esto es asi porque dichos conceptos son considerados basicos para el tema
de esta investigacién y conocidos en buena medida por los interesados en la geometria dife-
rencial. Referencias al respecto son numerosas, abarcando distintos grados de abstraccion.
Las utilizadas por mi parte son, principalmente, [22, 21] (conceptos més especificos son
debidamente citados en el texto).

Entre los conceptos considerados basicos, se encuentra el de variedad diferencial, repre-
sentadas a lo largo del texto por medio de letras del alfabeto latino con estilo caligrafico
“Lucida New Math” (A, B, M, etc.), campos vectoriales (en letras latinas mayusculas) y
formas diferenciales (en letras griegas mintsculas), asi como las aplicaciones pushforward
y pullback asociadas a cada mapeo diferenciable (representados por letras latinas y grie-
gas, tanto maytusculas como minusculas, con distintas fuentes, pero siempre bien definidas
para evitar cualquier confusién), denotadas por el uso de un asterisco * como subindice y
superindice, respectivamente.

Otros conceptos empleados son el de operadores sobre formas diferenciales (como la deri-
vada exterior d, la derivada interior i y la derivada de Lie .£) y campos vectoriales (como
el corchete de Lie [,]), asi como las operaciones del producto exterior (A) y del producto
tensorial (®), y los conjuntos C*(A) y AP(A), denotando, respectivamente, a todos los
mapeos suaves de la variedad A a R y a todas las p-formas sobre la variedad A.

En cuanto a la estructura de esta tesis, en las primeras dos partes se presentan elementos
de la geometria simpléctica y de contacto que se utilizaran para plantear la estructura
hamiltoniana en la GTD, durante la tercera parte, que es donde se obtienen los resultados
de esta tesis.

II



Parte 1

Geometria simpléctica



1 Espacios vectoriales simplécticos

Sea (V, R, +) un espacio vectorial, de dimensién finita dimV = n, con campo R y operacién
de suma representada por +. Sea 2 : V x V — R un mapeo bilineal y antisimétrico,

Va,beR, v,w,uecV, Qv,w) = —=Q(w, V).

(1.1)
Qlav + bw,u) = aQ(v,u) + bQ(w,u).

Para cada mapeo (1.1) existe una base particular, que llamaremos su base canénica [29],
en la cual adopta la siguiente forma estdndar en su representacién matriciall:

Orxt Okxm  Okxm

Omxk _Im><m Omxm
donde 0. representa la matriz cero (cuyas entradas son todas ellas 0 € R) de f filas por
¢ columnas, asi como I, representa la identidad ¢ X g.
Proposicién 1. Para todo mapeo bilineal y antisimétrico (1.1), existe una base vectorial

(ay, ..., ug, €1, ...,en, f1, ... £,) en V, en general no unica, tal que

Vv e V Q(ei,ej) = Q(fz,fj) = Q(ui,v) = 0.
(1.3)
Q(ei,fj) = 57Lj7

donde i, =1,2,....,m y &;; es la delta de Kronecker®.

La demostracién por induccién de la proposicion anterior es una version del método de
Gram-Schmidt, y es desarrollada completamente en [29]. |

Con respecto a la nulidad del mapeo bilineal y antisimétrico en V, k = dimker (2, es

bastante claro que no depende de la base escogida para trabajar sobre V, por lo que es un
invariante de la estructura (V, ), lo mismo que el llamado rango de 2 [29]:

2m = n—k. (1.4)

!Cuando, elegida una base vectorial (ej,es,...,e,) de V, asociamos cada elemento con una matriz
columna de 1 x n linealmente independiente, y cada mapeo bilineal con una matriz cuadrada de entradas
reales ;; = Q(e;, €;).

1. 1=

251']' = . ] .

0. i# ]



Ahora, en un espacio vectorial V, cualquier mapeo bilineal de la forma G : V XV — R nos
define una manera de relacionar, geometricamente, los elementos de dicho espacio vectorial
con los elementos de su espacio dual V*, llamado el mapeo bemol asociado a G®:

Gy: v eV = Gy(v) = G(v,e) € V™. (1.5)

En otras palabras, G,(v) se define como el covector que actiia sobre cualquier vector w
evaluando el par (v, w) en el mapeo G,

Vv,w €V, (Gy(v)) (W) = G(v,w).

Proposicion 2. El mapeo bemol asociado a un mapeo bilineal G sobre un espacio vectorial
V es un isomorfismo natural al espacio dual V* si, y solo si, G es no degenerado.

A lo que nos referimos con isomorfismo natural es que G, identifica cada vector en V
con uno (y sélo uno) de los covectores en V*, haciéndolo de manera geométrica’. Ahora, el
hecho de que G sea no degenerado,

V. vev, G(z,v) =0 = z = 0, (1.6)

equivale a pedir que el kernel del mapeo bemol sea {0}. En efecto, por definicién ker G, es
el conjunto de todos los vectores tales que al evaluarse en G, nos arrojan el covector cero:

kerG, ={z € V: Vv eV, (Gy(2z))(v) = 0},

pero la evaluacion (G,(z)) (v) no es otra cosa mas que la evaluacion G(z,v), por lo tanto
si z € ker (5, entonces se trata del inico vector que al evaluarse con cualquier otro vector
en GG nos arroja el escalar cero: z = 0y ker G, = {0}. Si ahora utilizamos el teorema de
rango-nulidad [16] aplicado a Gy, nos daremos cuenta que su imagen es un subespacio de
V* con dimensién dim 'V,

dim (ImG,) = dimV — dim (kerG,) = dim 'V,

3En el caso particular en que G es una métrica, el mapeo G, es conocido como mapeo plano (flat
mapping) o mapeo de descenso (lowering map), y, aunque menos popular, aplicacién bemol [21]. Inspirado
en este ultimo nombre es que llamamos a G}, para G arbitrario, mapeo bemol.

4Sin necesidad de emplear una base vectorial para definir una base covectorial y asf relacionar vectores
y covectores, con el problema consecuente de que la asociacion univoca se rompe al cambiar a otra base
vectorial.



pero como todo espacio vectorial tiene la misma dimensién que su dual y todo subespacio
de dimensién maxima es un subespacio propio [21], entonces Im G, = V*, demostrando de
esta manera que G, es un isomorfismo natural siempre que G sea no degenerado.

Conversamente, si GG, es un isomorfismo natural, entonces ker G, = {0}, que, como hemos
visto, resulta equivalente a la propiedad de no degeneracién de G (1.6). |

En particular si el mapeo bilineal® Q) es antisimétrico y su mapeo bemol €, resulta ser
un isomorfismo natural, se dice que se trata de un mapeo simpléctico, y el par (V,Q)
se conoce como un espacio vectorial con estructura simpléctica, o simplemente un
espacio vectorial simpléctico [29].

Gracias a los resultados arrojados en la proposicién 2 podemos dar una definicién al-
ternativa de qué es un mapeo simpléctico, como un mapeo bilineal, antisimétrico y no
degenerado, asi como obtener varias propiedades interesantes en los espacios vectoriales
simplécticos.

Proposicién 3. En un espacio vectorial simpléctico (V,€Q)) se cumple:

. 2 es no degenerado.
1. La dimension de 'V es par, dim'V = 2m.

iii. Existe una base canonica (ey, ...,en, f1, ..., £,) donde Q tiene la representacion matri-
cial

Q~Q - ( Oxm Lmscm ) (1.7)

_Ime 0m><m

(i) Directamente de la proposicion 2 se sigue que, siendo €2, un isomorfismo natural, entonces
2 es no degenerado. (ii) Siendo §2 no degenerado, su rango (1.4) coincide con la dimensién
del espacio vectorial V, lo que quiere decir que la dimension de todo espacio vectorial
simpléctico es par®. (iii) Finalmente, al tomar en cuenta la proposicién 1, como k = 0,
la base candnica de la que ahi se habla se reduce a la base canénica (eq, ..., e, 1, ..., £,)
donde (1.2) se reduce a (1.7). |

Como ejemplo prototipico de espacio vectorial simpléctico tenemos a (R*™ Qq) con Qg
tal que su base canodnica es la base estandar formada por los vectores u; que tienen
un unico 1 en la i-ésima posicién de la terna de ntmeros, siendo todos los demas cero,
u, = (0,0,...,0,1,0,...,0), es decir,

€ = u, fi = u,p. (1-8)

5De ahora en adelante limitaremos el uso de € para referirnos sélo a mapeos simplécticos: bilineales,
antisimétricos y no degenerados

60tra forma de percatarse de esto es tomar en cuenta que no puede existir un mapeo bilineal y an-
tisimétrico no degenerado en un espacio vectorial de dimensién impar 2m + 1, al igual que no puede
existir una matriz cuadrada antisimétrica y no degenerada en R?™*! [16]: det Q = det QT = det (—Q) =
(—1)?mFldet Q = —det Q2 — det Q = 0.



1.1 Complemento simpléctico

Sea (V, ) un espacio vectorial simpléctico, definimos el complemento simpléctico del
subespacio W C V como el conjunto W* formado por todos los vectores en V que,
evaluados junto a cualquier vector de W en el mapeo simpléctico €2 dan como resultado el
cero [29]:

W ={veV:VweW, Qvw) =0} (1.9)

Por supuesto, como era de esperarse, para cualquier subespacio vectorial W de V, su
complemento simpléctico también es un subespacio vectorial de V.

Proposicion 4. El complemento simpléctico de cualquier subespacio en un espacio simpléctico,
es un subespacio de dicho espacio simpléctico.

En efecto, dada la bilinealidad de €2 en el espacio simpléctico (V, ), resulta trivial mostrar
que la adicion de elementos del complemento, asi como su multiplicacion por escalares
reales, da como resultado otro elemento del complemento,

Va € R, \V/V1,V2 € WQ, Vw €¢ W
Q(vi+ve,w) = Q(vi,w) +Q(ve,w) =0+0 =0 — Vi + vy, € W

avy € WQ

!

Qavy,w) = aQ(vy,w) = a(0) =0

Por otra parte, como §2(0, ) siempre es el covector cero, tenemos que 0 € W, comple-
tando con esto la demostracién. ]

También es facil darse cuenta que la dimensién del complemento simpléctico de cualquier
subespacio es complementaria, en V, a la dimensién del subespacio en cuestion.

Proposicién 5. Para todo W C 'V se satisface la relacion

dimW + dim W = dim V. (1.10)

Para demostrar esta proposicion resulta conveniente considerar el mapeo dado por la res-
triccién de €2, (1.5) a W, que identificamos como

Qly:veEV —  Qv,e)|, € W (1.11)



En particular hemos elegido este mapeo porque su kernel no es otra cosa més que el com-
plemento simpléctico W, es decir, el subespacio de todos los vectores v.€ W tales que

Q(v,e) ‘w = 0 € W*. Si tomamos en cuenta ademds que (1.11) es una transformacién
lineal entre los subespacios vectoriales V.y W*, donde W* tiene la misma dimension que
W, el teorema de rango-nulidad nos arroja precisamente la identidad (1.10):

dimV = dim (ker Q, ‘W) + dim (Im Q, ‘W) = dim (WQ) + dim W.
[ |

Como consecuencia de esta tultima proposicion, se puede demostrar también la identidad
)
(W) =W,

Proposiciéon 6. El complemento ortogonal del complemento ortogonal de cualquier subes-
pacio W C 'V es W mismo.

Sea z un vector en W y sea v cualquier vector en W, entonces se cumple” (z,v) = 0,y
por lo tanto W C (W), Por otra parte, siendo W* en si mismo un subespacio vectorial
de V| satisface junto a su complemento simpléctico la relacién (1.10),

dimW? + dim (W?)" = V = dim W + dim W,

de donde deducimos que dim W = dim (WQ)Q, y por lo tanto la inclusién W C (W)
que habiamos encontrado anteriormente puede convertirse en la igualdad buscada: W =
(W), m

Una caracteristica interesante del complemento simpléctico es que, a diferencia del comple-
mento ortogonal generado a partir de una métrica®, los complementos no tienen por qué ser
transversales [29], es decir, su interseccién no tiene por qué constar unicamente del vector
cero. De hecho, cuando esto pasa, se da un caso muy particular donde el complemento
simpléctico es a su vez un espacio simpléctico al limitar €.

Proposicién 7. Una condicion necesaria y suficiente para que un subespacio W C 'V sea
simpléctico bajo la restriccion del mapeo simpléctico de V-.a W, es decir, que Qw no sea
degenerado, es que se cumpla W N'W* = {0}.

Comencemos considerando a (W, Q|w) como un espacio simpléctico, es decir, Qw # 0.
Sea ahora z un vector cualquiera en la interseccion W N W, es decir, z es un vector
tanto en W como en su complemento simpléctico. Por estar en el complemento simpléctico
tenemos

z € W9 = V v € W, Qz,v) = 0,

"Pues precisamente v € W* significa que para cualquier vector en W, como z, se tiene Qv,z) =
—Q(z,v) = 0.

8Sea G : V x V — R un mapeo bilineal, simétrico y no degenerado, decimos que el complemento
ortogonalde W C Ves Wt = {v € V:Vw € W, G(v,w) = 0}.

6



mientras que el hecho de que esté en W nos indica que z debe ser necesariamente el vector
cero:

z €W, Qze)w =0 = z =0,

siendo por lo tanto la interseccion W N W* = {0} siempre que Q|w # 0. Conversamente,
si la interseccién soélo incluye al vector cero no puedo existir elemento en W que juegue el
papel de vector degenerado de Q|w, cumpliéndose la equivalencia

(W, Q|w) es simpléctico = W N W = {0}
[

Como consecuencia de este resultado es facil ver que, si (W, Qw) es un subespacio simpléctico,
entonces (W*, Qwe) también lo es. En efecto, como la interseccién de W con su com-
plemento simpléctico es

wW?n (WH? = W nw = {0},

pues (W, Qw) es un subespacio simpléctico, entonces (W, Qwe) tiene que serlo también.
Ademads, por la forma en que se construye W, en este caso es facil ver que este par de
subespacios forman una particiéon ortogonalmente simpléctica del espacio simpléctico
completo V,

V =WagW% (1.12)

Por otra parte, si el subespacio en cuestion no es simpléctico puede ser isotrépico cuando
W Cc W9 (Qlw = 0) y coisotrépico cuando W C W [29]. Analicemos un par de
propiedades de estos dos tipos de subespacios.

Proposicion 8. La dimension de todo subespacio isotropico de V es siempre menor o iqual
que (dim V) /2.

Supongamos por el contrario que la dimensiéon de W isotrépico es mayor que (dim V) /2.
Por la relacién (1.10) vemos entonces que la dimensién de su complemento simpléctico
es, por el contrario, menor que dim V/2, lo cual es una clara contradiccién si tenemos en
cuenta que W C W, pues ningiin subespacio vectorial puede tener dimensién mayor al
espacio vectorial en el que esta contenido [16], demostrando con esto que

dimV
dimW < H; : (W isotrépico) (1.13)




Proposicién 9. Todo subespacio W C 'V de codimension 1, es decir, tal que dim W =
dimV —1 = 2n — 1, es un subespacio coisotropico.

Supongamos por el contrario que, siendo W un subespacio de codimensién 1, tenemos
W ¢ W, es decir, hay vectores en W* que no se encuentran en W. De la relacién (1.10)
sabemos que en este caso dim W% = 1, de tal manera que para fines practicos podemos
hablar de que el tinico elemento de la base de W no se encuentra en W, por lo tanto se
tiene sélo al vector cero en su interseccion: W N'W® = {0}, pero por el resultado de la
proposicién (7) esto significa que (W, 2|w) es un espacio simpléctico, cosa que no puede
ser cierta porque el mapeo Q|w no puede ser no degenerado al vivir en un subespacio de
dimensién impar, como ya lo vimos anteriormente. Por lo tanto, en vista de la contradiccién
que se obtiene al suponer W ¢ W, llegamos a la conclusién esperada:

vV WcCV, dmW =dmV-1, =  W?cW. (1.14)
|

Finalmente, analicemos una clase muy especial de subespacio llamado subespacio la-
grangiano, que se trata de un subespacio caracterizado por ser idéntico a su complemento
simpléctico: W = W*. Como consecuencia de esta propiedad, existen otras caracterizacio-
nes equivalentes de los subespacios lagrangianos, que veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 10. Sea W C 'V, entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes.
(i) W es lagrangiano.
(i1) La dimension de W es exactamente (dim V) /2.

(i1i) W es isotrdpico y coisotrdopico a la vez.

Si W = W9, por tratarse de un subespacio lagrangiano, el hecho de que todo subespacio
y su complemento simpléctico tengan dimensiones complementarias en V (1.10) nos arroja
la implicacién de (i) a (ii),

1
dmW + dimW% = 2dimW = dimV — dimW = 5cumv.

Por otra parte, si suponemos (ii) pero al mismo tiempo pensamos que W ¢ W, es
decir, que W no es isotrépico, entonces debe existir cuando menos un elemento de la
base de W que no se encuentre en la base de W, por lo tanto debe tenerse dim W <
dimW = (dim V)/2, pero entonces las dimensiones de W y W< no son complementarias,
llegando a una contradiccién que nos indica que W debe ser isotrépico (W C W*) cuando
su dimension es exactamente la mitad de la dimension de V. Bajo el mismo argumento
probamos que suponiendo (ii) forzosamente tenemos W C W coisotrépico, demostrando
la relacién de (ii) a (iii):

1
dimW = 3 dim V - W isotrdpico y coisotropico.



Finalmente, para terminar de demostrar la secuencia de equivalencias, basta mostrar la
relacién (iii) a (i), la cual resulta trivial tomando en cuenta que una doble inclusién, como
la que ocurre con un subespacio y su complemento simpléctico cuando dicho subespacio es
isotrépico y coisotrépico a la vez, W C W@y W C W, no es més que la igualdad de
conjuntos, W = W%, que en este caso nos indica que W es lagrangiano. [ |

1.2 Transformaciones lineales simplécticas

Una transformacién lineal ¢ : V. — V' entre dos espacios vectoriales simplécticos, (V)
y (V',€)), se dice simpléctica si satisface la condicién [29]

Vx,y €V, Q(p(x),0(y)) = Qxy). (1.15)

Proposicién 11. Toda transformacion lineal ¢ : V. — V' que satisfaga (1.15) es un
mapeo nyectivo.

En efecto, si ¢(x) = 0 € V’, sélo tenemos que evaluar el par (¢(x), ¢(y)) en ' y tomar
en cuenta que, para todoy € V, el resultado serd cero, lo que significa que x = 0 (porque
2 es no degenerada):

Vy € V, 0= Q(0,0(y) = Q(px),9(y) = Qx,y),

es decir, si p(x) = 0 entonces x = 0, por lo tanto ker¢o = {0} y la transformacién
simpléctica es un mapeo inyectivo [16]. [

En particular si los espacios vectoriales simplécticos tienen la misma dimensién, entonces
el mapeo simpléctico es ademds subyectivo y por lo tanto una biyeccién®. Se dice enton-
ces que los espacios vectoriales simplécticos de la misma dimension que estan relacionados
mediante una transformacion lineal simpléctica son simplectomdérficos [29].

Proposicién 12. La relacion (V,Q) es simplectomérfico a (V',)) es una relacion de
equivalencia entre espacios vectoriales de dimension par, V ~ V',

En efecto, la identidad en cualquier espacio vectorial es trivialmente un mapeo simpléctico,
asi que todo espacio simpléctico es simplectomoérfico a si mismo (propiedad reflexiva). En
cuanto a la propiedad de simetria sabemos que si V ~ V' via la biyeccién ¢, entonces o1
es un mapeo que satisface

VX y € Vo LX), o y') €V,

Qe (x), 07 () = (el (X)), 07! (¥))) = ¥ (X, Y"),

9Por el teorema de rango-nulidad, tenemos que la imagen de ¢ es un subespacio de V’ con dimensién
dim(Imp) = dimV = dimV’, es decir, Imp = V.



siendo por lo tanto ¢! un mapeo simpléctico de (V', Q) a (V,Q), V/ =~ V. Finalmente
la identidad transitiva se obtiene tomando en cuenta que, si V ~ V' por medio de ¢ y
V' ~ V" con ¢/, entonces ¢’ o p establece V ~ V”:

Vo x,y € V,p(x),0(y) € V'

Q" (¢ o p(x),¢" 0 p(y)) = U (p(x),0(y)) = QUx,y).

|
2 Variedades simplécticas
Consideremos ahora una variedad suave M de dimension dim M = n. Sea T*M su haz
cotangente, es decir, un haz fibrado vectorial sobre M, con proyecciéon natural 7:
m: T"M — M, (2.1)

tal que la fibra sobre el punto x € M es isomorfa al espacio cotangente a dicha variedad
en dicho punto [22]:

7Y z) ~ TIM. (2.2)
M
o (2) T*M
™
X
M

Figura 1: Diagrama de un haz cotangente T M.
Las 1-formas sobre M, a € A'(M), se definen entonces en T* M como secciones trans-
versales que, para cada punto x € M arrojan un covector sobre el espacio tangente de

vectores a M [22],
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a: M — T°M, alz) : T,M — R. (mroa=I1d: M — M). (2.3)

T M

/\\/\ a(M)

M

Figura 2: Gréfica de una 1-forma sobre M.

Existe una trivializacion local estandar, es decir, una eleccion local de coordenadas bas-
tante natural en el haz cotangente, que se basa en las coordenadas locales de M. Si la
n-eada (q',¢? ...,q") € R" parametriza al punto * € M, entonces las derivaciones'®
(0q*,0q?, ...,0¢") forman una base vectorial en T, M, y su base dual de covectores o dife-
renciales (dq',dq?, ..., dq") forma una base en la fibra T M [22], donde las 1-formas en z
se expresan como

a(z) = ) pilx)dg'(v), (2.4)
i=1
siendo p;(x) su i-ésima componente. Asi el conjunto natural de coordenadas locales para

T*M es la 2n- eada de ntimeros reales a(z) = (¢'(x), ..., ¢"(x), p1(x), ..., pa(z)) € R*". Al
respecto, la proyeccién natural del haz (2.1) se ve en estas coordenadas como

m(a(@) = 7 (¢'(@), -, " (@), p1(2), o, Pa(@)) = (¢'(2), ., ¢" (7)) -

Consideremos ahora una 2-forma w sobre la variedad M, w € A?(M), es decir, un campo
que a cada punto z € M le asocia un mapeo bilineal y antisimétrico de la forma

w(x): TyMx T,M— R,

1094i = ot
q
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Decimos que en particular una 2-forma €2 es simpléctica si es una 2-forma cerrada y, en
cada punto de la variedad, es un mapeo simpléctico:

Vo e M, Y(z),Z(x) € TuM, Qa)(Z2,Y) =0 =  Z(x) = 0.

(dQ)(z) = 0,
(2.5)

y el par (M, Q) es una variedad dotada de una estructura simpléctica, o simple-
mente, una variedad simpléctica. Otra forma de pensar en una variedad simpléctica
es como una variedad cuyos espacios tangentes son espacios vectoriales simplécticos con
mapeos simplécticos que no son otra cosa mas que evaluaciones puntuales de una 2-forma
cerrada. Es por esta razén que varias de las propiedades de espacios vectoriales simplécticos
discutidas anteriormente se aplican a las variedades simplécticas. En particular esta el he-
cho de que la dimension de toda variedad simpléctica es par: dim M = 2n.

El ejemplo prototipico de una variedad simpléctica es el espacio vectorial R?", tomado
como una variedad diferenciable de topologia trivial, dotado de la 2-forma €2y que, en la
base inducida por las coordenadas globales cartesianas (z',...,2™ 3!, ..., "), es decir, en
términos de las 1-formas (dz?, ..., dx"™, dy', ..., dy™), adopta la forma

Qp = Z da® A dy”. (2.6)
k=1
De manera general, si (o', ..., 6*") es una base de 1-formas para los espacios cotangentes de

M, entonces la 2-forma simpléctica 2 se puede expresar en términos de sus componentes
Q;(x) = Q(z) (e, €j), donde (ey, ..., €2,) son la base dual de campos vectoriales, como

Q(z) = % > Qi) o' (x) Aol (x). (2.7)

1,j=1

Alrespecto de estas componentes, sabemos que localmente como Q(x) es un mapeo simpléctico,
entonces siempre existe una base vectorial'! (e; = ol ...;e, = o7, f; = 0'}, I . O'}L)
donde las componentes adquieren la forma dada en el teorema (1)

_Inxn 0n><n

Qz) = Zai/\a} ~ ( Onsn Lnsn )
i=1

Sobre estas bases especiales, (ey, ..., e,, 1, ..., f,) el teorema (1) no nos dice nada con res-
pecto a su naturaleza, es decir, no nos dice nada sobre sus relaciones de conmutacion:
le;, e, [e:, £;] v [fi, £;], las cuales son importantes porque nos dicen si localmente sus curvas

HEn este caso, de covectores.
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integrales pueden o no tomarse como curvas coordenadas [22]. El siguiente teorema hace
exactamente esto mismo, y es que siempre podemos encontrar coordenadas locales, que
llamaremos coordenadas de Darboux y que representaremos exactamente igual que las

coordenadas naturales de los haces cotangentes, (¢',...,q", p1, ..., pn), tales que e; = dq' y

Teorema 1 (Darboux). Sea (M, Q) una variedad simpléctica. Para cada x € M, existe
cuando menos una carta (U, ¢), conx € U y ¢(x) = (¢*,...,¢", p1, ---, Pn) tal que en la base
inducida en los espacios cotangentes a U, (dq*, ...,dq", dpy, ..., dp,), la 2-forma simpléctica
se presenta como'?

d OTLXTL In><n
Quy =Y dg" Adp" ~ ( ) (2.8)
=1

_Ian 0n><n

Otra forma de expresar el teorema de Darboux es decir que, localmente, existen sistemas
de coordenadas donde (M, Q) se ve exactamente como (R?", Q) (2.6). Més adelante regre-
saremos a este punto. Por el momento notemos que decir que una variedad es simpléctica
es decir mucho acerca de la variedad, en el sentido de que como estructura matematica la
estructura simpléctica es bastante rica. Al respecto, a continuaciéon desarrollamos algunas
propiedades topoldgicas de (M, ).

Proposiciéon 13. La 2-forma simpléctica €2 brinda una orientacion natural en M.

Sabemos que una variedad estd orientada si y sélo si tiene una forma de volumen [22],
es decir, una top-forma no degenerada en ella. En este caso dicha top-forma se da por la
n-ésima potencia exterior de la 2-forma simpléctica:

0" = QAL AQAQ. (2.9)

n—veces

Esto lo sabemos porque, de manera completamente general, se tiene que {2 es una 2-forma
no degenerada si y solo si 2" es una top-forma no degenerada. En efecto, supongamos
que 2 en realidad es degenerada, es decir, que existe cuando menos un campo vectorial
Z sobre M tal que, para cualquier otro campo vectorial X, tengamos Q(X,Z) = 0. Sin
perder generalidad, siempre podemos elegir una base de campos vectoriales (Vi, ..., Va,)
para TM con Vi = Z. Ahora al evaluar Q" sobre el paralelepipedo (Vi,...,V5,) obten-
dremos una sumatoria de términos en donde siempre habra una evaluacion de la forma
QW V) = QZ,V;) = 0 (j = 2,...,2n), obteniendo por lo tanto Q"(V1,...,V2,) = 0,
llegando a la contradiccion de que gracias a que w es degenerada, la top-forma Q" que
suponiamos no degenerada en realidad si lo es. En otras palabras, si 2" es no degenerada
entonces {2 también debe ser no degenerada.

Conversamente, si €2 es no degenerada entonces, para cada x € M, podemos imponer
coordenadas de Darboux y expresar {2 en la respectiva base inducida de 1-formas para
obtener

12T,a demostracién puede encontrarse en [29].
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Q" = nldg" Adpy A ... ANdg" A dpy, (2.10)

la cual se observa mediante el calculo directo que es una top-forma no degenerada. |

A la top-forma que hemos definido en (2.10), salvo una constante multiplicativa, se le
conoce como el volumen de Liouville [29], que especificamente se expresa en la base de
Darboux como

= Q" =dg' A Adg" Ndpy A ... A dp,,. (2.11)

Si la 2-forma simpléctica €2 es exacta, {2 = da, entonces se dice que la variedad simpléctica
es exacta [29]. En este caso (0" también se trata de una forma exacta, tal como lo muestra
el siguiente calculo:

dla A" = (da) ANQ" —aAd(Q") = QAQ = Q. (2.12)

Veamos ahora que no existen variedades cerradas (compactas sin frontera) con estructura
simpléctica exacta.

Proposicién 14. Si (M, ) es una variedad simpléctica compacta y sin frontera (OM =
), entonces 2 no puede ser exacta.

Dado que el hecho de que €2 sea exacta implica que 2" también debe serlo, podemos reescri-
bir la proposicién como: “no existe una forma de volumen exacta en una variedad cerrada”.
En efecto, de haberla, por el teorema de Stokes [22] y el resultado (2.12), tendriamos la
contradiccion de que el volumen de todo M es cero:

/Q”:/d(a/\Q”_l) = /a/\Q”_lz/a/\Q”_lz().
M M

oM 0
n

Como consecuencia de este hecho, podemos ver que una variedad simpléctica cerrada tiene
un grupo de cohomologia de de Rham'® de segundo orden H?(M) no trivial. En efecto,
como §) es cerrada pero no exacta, su clase de cohomologia no es trivial, [2] # [e], luego
H?(M) tiene cuando menos dos clases, la trivial [e] y [].

2.1 El haz cotangente como variedad simpléctica

Para cerrar esta seccién consideremos ahora un ejemplo muy particular de variedades
simplécticas, relacionado con los haces cotangentes. Consideremos las variedades M = T*Q

13Para la definicién exacta asi como mayor informacién, constiltese [22].
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(siendo por su parte Q son variedades suave). Comencemos por ver que, en efecto, estas
variedades tienen una estructura simpléctica natural dada a través de la llamada 1-forma
tautolégica* § € AY(T*Q),

0: T°Q — T*(T*Q),

definida en cada punto (x,a(x)) € T*Q como [20]

V(z,a(x)) € T*Q, O(z,a(z)) = (7" a) (x,a(z)) . (2.13)

En otras palabras, la 1-forma tautolégica (2.13) es aquella 1-forma sobre el haz cotangente
tal que, en cada uno de sus puntos, evalia sus vectores tangentes X € Tiya@)(77Q),
proyectandolos con la diferencial 7,, en el covector correspondiente al punto de tangencia,
pues recordemos que

VX € Tou@)(T°Q),  6(z,a(@)(X) = () (,a(2))(X) = ale)(r.X).

T* M

TN |

Figura 3: Diagrama del pushforward 7, en un haz cotangente T M.

Utilizando las coordenadas naturales que dimos anteriormente para los haces cotangentes,
asf como la base de 1-formas inducida sobre T*Q, (dq¢,...,dq", dp, ..., dp,), la 1-forma
tautoldgica se ve como'®

4 También conocida como 1-forma canénica o 1-forma de accién [20].

15Dicho de otra manera: z € Q y a(x) € TrQ.

16 Aunque 6(z, a(z)) se ve exactamente como a(z) en la base coordenada, es importante recordar que
mientras que la segunda es una 1-forma sobre Q, la primera es una 1-forma sobre T* Q. Dicho de otra forma,
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O(x,a(z)) = Z pi(z)dq' (). (2.14)

Proposicién 15. El negativo (por convencion) de la derivada exterior de (2.13) define
entonces una 2-forma simpléctica natural en el haz cotangente: (2 = —df.

Trivialmente la 2-forma —df es cerrada por ser exacta. Por otra parte, como localmente
se reduce a la 1-forma prototipica de R?"), resulta facil ver que es no degenerada en todo
Q. |

Tal como lo comentamos, las coordenadas naturales del haz cotangente resultan ser un
sistema de coordenadas de Darboux donde la forma simpléctica natural —df tiene compo-
nentes constantes:

Q= —do=-> dp;Ndg =) dq Adp;. (2.15)
=1 1=1

Proposiciéon 16. Sea p : Q — T*Q una seccion transversal del haz cotangente de Q,
es decir, una de sus 1-formas p € AY(Q). La I-forma tautoldgica 0 satisface la llamada
propiedad de reproduccion [20]

Ve e Q, (1 0) (x) = p(x). (2.16)

La propiedad (2.16) se obtiene por un cdlculo directo tomando en cuenta que g es una
seccién transversal de T*Q, y por lo tanto la composicion 7 o i1 no es mas que la identidad
sobre Q [22]:

(1°0) (x) = p(a)" (7" (u(x))) = (u"om™) (u(x)) = (wop)" (u(z)) = Id*(u(z)) = p(=).

3 Simplectomorfismos y campos hamiltonianos

Un simplectomorfismo entre dos variedades simplécticas (M, Q) y (M’, Q) es un mapeo
diferenciable ¢ : M — M’ tal que en cada punto x € M, su diferencial o pushforward
o)y : ToM = Ty M’ es un mapeo simpléctico [29]. Como por definicion,

en la base inducida por las coordenadas (¢, ...,q", p1, ..., pn) la 1-forma tautolégica tiene componentes p;
asociadas a dq* y 0 asociadas a dp;.
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Ve e M, X,Y € TbM, Qp).X,0@).Y) = (p2) ) (X,Y) = QX,Y),

una forma alternativa de pensar un simplectomorfismo es la de un mapeo diferenciable tal
que su pullback en cada punto de la variedad dominio mande €' a :

e Q= Q. (3.1)

Cuando esto ocurre, es decir, cuando existe un simplectomorfismo de (M, Q) a (M’, '), se
dice que las variedades son simplectomorficas. En particular, cuando nos limitamos a va-
riedades con la misma dimension, la existencia de simplectomorfismos implica una relacion
de equivalencia, como es facil verificar tomando en cuenta que sus respectivos espacios tan-
gentes son simplectomérficos entre si.

En este sentido se dice que un simplectomorfismo definido como un difeomorfismo de
una variedad simpléctica (M, Q) en si misma, ¢ € Diff(M), preserva la estructura
simpléctica de la variedad [29]: ¢*Q = Q. Por supuesto, de entre todos los difeomor-
fismos sobre la variedad, aquellos que son simplectomorfismos forman un subgrupo de Lie
bajo la operacién de composicién, conocido como el grupo simpléctico Sp(n, M, ) [29, 20].

Como consecuencia de que los elementos en Sp(n, M, (1) preserven la estructura simpléctica,
tenemos algunas propiedades interesantes de los simplectomorfismos.

Proposiciéon 17. Los simplectomorfismos sobre M preservan la forma de volumen de
Liouwille.

La demostracién de este hecho es un célculo directo del pullback de ¢ € Sp(n, M, ) en
0" recordando que dicha aplicacién distribuye con respecto al producto exterior [22]:

QA" =" = (AN AQ) = (PN LA(PTR) = QALAQ =Q" = QN

Proposicién 18. Un difeomorfismo ¢ es un simplectomorfismo sobre M si y sdlo si, para
cada x € M, dada la carta de Darboux (U, (q",p;)) en una vecindad de ¢(x), la carta
(0" U), (q" o p,pi o)) también es una carta de Darboux en una vecindad de x [29)].

Que (071 (U), (¢" o, p; 0 ¢)) sea una carta de Darboux quiere decir que, en cualquier punto
de la vecindad (o~ *(U), la 2-forma simpléctica de M puede expresarse en la base cotangente
inducida por las coordenadas como

3

Q= dg"op)Ad(pro ),
k=1
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pero las composiciones ¢* o ¢ y pr © » no son més que los pullbacks de ¢ aplicados a las
0-formas ¢* y p, respectivamente, ©*¢* y ¢*p,. Si tomamos en cuenta que el pullback
conmuta con la derivada exterior, entonces la expresion anterior se puede ver como

3

n

Q=) dgd"op)Adprow) =Y dlp*d") Adlepr) = Y ¢ (dd") A ™ (dpk)
k=1 k=

3

H
i
I

n

3

©* (dg" Ndpy) = ¢* ( dq"* /\dpk> = " Q,

k=1 k=1

lo cual nos indica que ¢ es un simplectomorfismo. Conversamente, siendo ¢ € Sp(n, M, Q),
podemos generar la igualdad anterior demostrando que (g‘ o ¢, p; o ¢) son coordenadas de
Darboux. [

En términos précticos lo que el resultado anterior nos dice es que un simplectomorfismo
preserva las coordenadas de Darboux.

Ahora veamos una propiedad que le compete a los haces cotangentes como variedades
simplécticas, y es que cualquier difeomorfismo sobre Q se puede levantar a un simplecto-
morfismo, con respecto a la 2-forma natural —d#f, sobre su haz cotangente T*Q.

Proposicién 19. Sea f € Diff(Q, Q') un difeomorfismo cualquiera de la variedad Q hacia
la variedad Q’,

fra e f(x) =y,

el mapeo

f:7°Q - T*Q,
(3.2)

fo(@al@) = (y.((f)a) (),

es un difeomorfismo de la variedad simpléctica (T*Q, —df) hacia la variedad simpléctica
(T*Q', —db'), que conserva las 1-formas candnicas:

7o =0 (3.3)

Notemos que, por la definicién (3.2), mientras f actta sobre los espacios bases Q y Q’, f
actia sobre las fibras por encima de ellos. De esta manera, si7w: 7°Q — Qy 7' : T*Q' — O’
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son las proyecciones naturales de los haces cotangentes, entonces se satisface (véase Fig. 4)

mof = form.

Figura 4: Diagrama 7’ o f: fom.

Considerando esto, la demostracién de que fconserva las 1-formas tautoldgicas se deduce
utilizando las propiedades del pullback:

Vo (z,a(x)) € T*Q,
() @.a(@) = (ForF) (@a@) = (< o F) F) w.a@) =((f om)" ) (2,0(2))
= (7o F) (@a@) = (v (£f(z.a()) ) (@) = (= (0 f ) (@)

= (@ (f o f)a)(z) = (v*oldga) (x) = (r*a) () = O (z,a(z)).
|

Como consecuencia directa de la propiedad (3.3), es facil ver que (3.3) es un simplecto-

morfismo definido de (7%Q, —df) a (T*Q', —df'):

f(—do') = —f*d0' = —d (f*e’) — —dh.

Por supuesto, la propiedad de que 2 sea una 2-forma no degenerada (localmente un mapeo
simpléctico) se puede expresar en términos de la biyeccién de los mapeos €2,(x) que hemos
definido en (1.5). Hablando de ellos, podemos pensar en un campo de mapeos musi-
cales (), que nos permite, por medio de €2, realizar un isomorfismo natural entre campos
vectoriales y 1-formas sobre M [29]:

Ve e M, X(z) € TM,  Q)(X) = ixQx) = Q)(X,0) € T":M.  (3.4)

19



Para simplificar la notacién, de ahora en adelante limitaremos el uso de la evaluacién
del mapeo musical y simplemente diremos que el campo vectorial X es el gradiente
simpléctico'” de la 1-forma « si se satisface

En particular, si a es una 1-forma exacta, es decir, se trata de la derivada exterior de una
O-forma H € C*(M), que llamaremos funcién hamiltoniana (o simplemente hamilto-
nianal®), el gradiente simpléctico de o = dH se conoce como el campo hamiltoniano de
H y se denotard por Xy, siendo aquél que satisface [8]

dH = ix, Q. (3.6)

Los campos hamiltonianos son de especial interés por las caracteristicas que tienen. Anali-
cemos algunas de ellas a continuacién.

Proposicion 20. El campo hamiltoniano de una combinacion lineal de hamiltonianas es
la combinacion lineal de los campos hamiltonianos individuales.

Consideremos la combinacién lineal de hamiltonianas a H; + b Hs, a,b € Ry Hy, Hy €
C>°(M), que por si misma es una funcién hamiltoniana. Su campo vectorial hamiltoniano
es, por definicién (3.6), X,m, +om, tal que

d(CLHl + bHQ) = Q(XaHl—i-ng,.)'

Utilizando simplemente la linealidad, tanto del operador de derivada exterior como de la
2-forma simpléctica, la expresion anterior se transforma en

CLdHl +de2 = O,Q(XH“.) —+ bQ(XH2,.) = Q(CLXHl _'_bXHQ,.) = Q<XaH1+bH27.)7

y dado que €2 es no degenerada, o dicho de otro modo, {2, es una biyeccién, la tltima
igualdad sugiere el resultado esperado:

I7E] término gradiente simpléctico se utiliza en relacién al gradiente métrico que define un tensor métrico
G, relacionando de manera similar un campo vectorial con una 1-forma diferencial: & = G(X, o) [22].

BDe nuevo, la nomenclatura estd inspirada en la fisica, particularmente en la formulacién hamiltoniana de
la mecénica clasica que, como veremos, tiene una clara descripcién en términos de la geometria simpléctica
[8].
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Q(GXHl + bXHza .) - Q<XCLH1+bH27 .) = Q(GXHl + bXHz - XaH1+bH27 .) =0

4

Xom 4o, = aXpy, +bXpg,.
|

Proposicion 21. El campo hamiltoniano asociado al producto de dos 0-formas hamilto-
nianas, F G € C>®(M), es la combinacion lineal de los campos hamiltonianos individuales
GXr + FXg.

Si F'G es la hamiltoniana asociada al campo X g, entonces ambas cantidades deben satis-
facer la expresién d(FG) = ix,. 2, cuyo miembro izquierdo puede desarrollarse como

iXFGQ = d(FG) == GdF+FdG == GiXFQ + FiXGQ == iGXF+FXGQa

donde hemos empleado la linealidad en ). Tomando en cuenta también que es no degene-
rada, llegamos a la conclusion

Q(XFG'—GXF—FXg,.) =0 — Xpg = GXF+FXG

Sea X un campo vectorial sobre una variedad suave M. Sabemos que su flujo asociado X
se define como el mapeo

e RxM — M, (3.7)

que para, cada t € R, genera un difeomorfismo de la forma o~ (¢t,e) = ¢X : M — M, y
para cada r € M se transforma en la curva integral del campo X que pasa, precisamente,
por el punto z en t = 0 [22]:

X (t, ) = 7.(1), thx » = X(z). (3.8)

Las siguientes propiedades de los campos hamiltonianos Xy se refieren a sus flujos (6.8).

Proposiciéon 22. El flujo generado por un campo hamiltoniano deja invariante la forma
simpléctica.

En particular si Xy es el campo hamiltoniano de H, veamos que el pullback de la 2-
forma simpléctica a través de las curvas (3.8) es constante. Para ver esto recordemos que el
cambio de dicho pullback equivale a la derivada de Lie Zx,, 2 [22], la cual puede reescribirse
utilizando la formula mdgica de Cartdn [22] como
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Lxy Q= ix, (dQ) +d(ix,Q) = d(dH) = d*H = 0,

donde hemos utilizado el hecho de que € es cerrada (dQ = 0) y que d* = 0 para cualquier
p-forma en M. [ |

Proposicién 23. El flujo generado por un campo hamiltoniano deja invariante a su ha-
mailtoniana.

En este caso basta utilizar la definicién de la derivada de Lie de una O-forma con respecto
al flujo de un campo vectorial, asi como la antisimetria de la forma simpléctica €2

4 Subvariedades lagrangianas

Una subvariedad lagrangiana de una variedad simpléctica (M,Q), L C M, es un
encajamiento suave!”

t: L — M, (4.1)

tal que, para todo punto z € L, sus espacios tangentes, vistos como subespacios vectoriales
del espacio tangente a «(z) = © € M, son subespacios vectoriales lagrangianos tal como
los definimos anteriormente [29]:

V 2eLcM, TgM= (TumM)™™. (4.2)

A partir de las propiedades que ya analizamos en los subespacios vectoriales lagrangianos,
las subvariedades lagrangianas también tienen propiedades particulares que vale la pena
analizar. La mas simple es que L tiene por dimension % dim M?°. Por otra parte como T, L
es, para cada x* € L, un subespacio isotrépico (2|, = 0), entonces una caracterizacion
alternativa de una subvariedad lagrangiana (en una variedad simpléctica de dimensién 2n)
es el de una subvariedad de dimensién n con inmersién (4.1) tal que [29]

Q= 0. (4.3)

19Es decir, un mapeo ¢ : L < M cuyo diferencial, o pushforward ¢,, es un mapeo inyectivo, tal que
t(L) es homeomorfo a M y, por lo tanto, puede identificarse autenticamente como un trozo o subespacio
topolégico de la variedad M [29].

20Dado que la dimensién de sus espacios tangentes es un medio de la dimensién de los espacios tangentes
de M (todo punto en L estd en M), y la dimensién de un espacio tangente siempre es la dimensién de su
variedad correspondiente, se sigue que dim L = (dim M)/2.
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Podemos pensar todo este asunto de una manera diferente si nos enfocamos en L como
una variedad encajada en el ambiente simpléctico de M. En este sentido (4.1) es s6lo un
mapeo que toma cada punto z en L y lo identifica con el mismo punto pero ahora como
elemento de M. Lo interesante de esta vision es que todo vector tangente a L se identifica
con si mismo, pero visto como vector tangente a M [29]:

Vo e L, X(z) € T,L,

)=z € M, (1. X)(z) = X(u(z)) = X(z) € T, M.

Analicemos ahora algunas propiedades menos obvias acerca de las subvariedades lagran-
gianas.

Proposicién 24. Sea (M, da) una variedad simpléctica exacta, entonces la restriccion de
a en cualquier subvariedad lagrangiana L C M, 1*a € A'(L), es una 1-forma cerrada.

Recordando que podemos conmutar la derivada exterior con los pullback, este resultado se
deduce a partir de la propiedad (4.3) que caracteriza a las subvariedades lagrangianas:

0 = ("(da) = d(t*a).
[

Proposicién 25. Sea M una variedad simpléctica, L una subvariedad lagrangiana y H €
C®(M) una funcion hamiltoniana. H es constante en L, si y sdlo si su campo hamiltoniano
sobre M es tangente a L.

Supongamos que H es constante en todo L, es decir t«*H = H o1 = H|;, = cte. Para
mostrar que Xy es un campo tangente a L, utilizaremos el hecho de que para cada z € L
tenemos que el espacio tangente es igual a su complemento simpléctico bajo Q(z) (4.2), de
tal manera que mostraremos que Xy estda en el complemento simpléctico y por lo tanto
Xy estéd en el espacio tangente. Para esto veamos que si H|;, = cte, entonces su derivada
exterior es cero:

d(H[p) = d(e"H) = *(dH) = (dH)|, = 0,

lo que significa precisamente que su campo hamiltoniano asociado, evaluado junto a cual-
quier campo tangente a L en €2, es cero:

V €L, X(z)e€T,L,

0= (ixe"(dH)) (z) = (ixt"(ix4 Q) () = Qe(2))(Xn, 1. X) = Q2)(Xu, X),
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siendo por lo tanto Xy un campo vectorial que pertenece al complemento simpléctico, es
decir, Xy es un campo tangente a L.

Conversamente, si Xz es un campo vectorial tangente a L entonces podemos invertir todo
el procedimiento anterior para mostrar que (dH)|;, = 0y, por lo tanto, H|;, = cte. |

Por supuesto, otra forma de entender la proposicién anterior es pensando que, siempre
que Xpg sea tangente a una subvariedad lagrangiana L, el flujo generado por cualquier
campo vectorial tangente X : L — T'L C T M mantendra constante a la funcién H:

VeeLc M, (ZH) ()= (X>H)(x) = dH(@)(X) = Q) (X, X) = 0.

Volvamos al caso particular en que la variedad simpléctica es T*Q, con su 2-forma natural
—df, para ver algunos ejemplos interesantes de variedades lagrangianas.

Proposiciéon 26. La imagen de la seccion transversal en T*Q, generada a partir de cual-
quier 1-forma cerrada sobre Q,

L, ={(z,u(x)) €e T"Q: Vo € Q, (du)(z) =0 € T,;9}, (4.4)

es una subvariedad lagrangiana.

Tomando en cuenta que la imagen de una seccién transversal efectivamente se trata de un
encajamiento de la variedad Q en su haz cotangente 7*Q, L, como el lugar geométrico
definido en (4.4) es una subvariedad de dimensién n = dim(7*Q)/2 [29]. Para ver que en
particular se trata de una subvariedad lagrangiana, debemos demostrar que el pullback de
—df bajo la inclusién ¢ es la 2-forma nula sobre L,: t*(—df) = 0.

Para hacer esto vale la pena notar que existe un difeomorfismo inducido naturalmente
entre L, y Q dado por la composicién mo¢: L, — Q. La inversa de dicho difeomorfismo
esta relacionado con la seccion transversal p a partir de la composicién con la inclusion ¢

(véase el diagrama 5): p = ¢ o (mou)~ "t

Q9

L

y//\@\ 1(Q)
Tl | |w
\s/

Q

mTOolL

Figura 5: Diagrama para definir g = vo (m o)7L
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Ahora solamente hace falta utilizar la propiedad de reproduccién (2.16) junto con la ex-
presiéon anterior,

WO = = dp = d0) = (d0) = (vo(mo) ™) (dh) = ((mor)”)" (17(dF).

pues siendo p una 1-forma cerrada, entonces du = 0y por lo tanto ((m o ¢)™1)" (+*(df)) = 0.
Como ademés (7 o ¢) es un difeomorfismo, su pullback es inyectivo [22] y por lo tanto

(mo)™) (F(d0) =0 =  (d) = 0.
|

Trivialmente?! un caso particular de subvariedad lagrangiana, segin el resultado anterior,
es el de la imagen (4.4) de la seccién nula a = 0. Otros casos particulares son lo de las
graficas de 1-formas exactas y = dF’, siendo F' una 0-forma sobre Q que es conocida como
la funcién generadora de la subvariedad lagrangiana [20].

Otro ejemplo distinto de subvariedades lagrangianas aparece al estudiar las construccio-
nes geométricas conocidas como haces conormales. De manera completamente general,
apartandonos un momento de la geometria simpléctica, sea U cualquier subvariedad k
dimensional de la variedad n dimensional M, su espacio conormal al punto x € U,
denotado por N U, se define como el conjunto de todos los covectores en T M tales que
el espacio tagente T, U es parte de su kernel [29]:

NU = {azx) e TIM: ¥V X(z) € T.U, «olx)(X) = 0} (4.5)

De esta manera, asociado a U tenemos el haz conormal N* U definido como el haz fibrado
vectorial cuyo espacio base es U, con fibras dadas por sus espacios conormales y proyeccion
natural [29]

T

™w: NU — U, T (r) ~ NIU. (4.6)

Veamos ahora algunas propiedades interesantes de los haces conormales.

Proposicién 27. Para cualquier subvariedad k dimensional U de la variedad n dimensional
M, su haz conormal N*U es una subvariedad n dimensional del haz cotangente T* M.

Siendo U una subvariedad de M, para cada vecindad (en M) de un punto xz € (U),
podemos encontrar un sistema de coordenadas locales (z!, 22, ..., 2™) tal que la interseccién
de dicha vecindad con U satisfaga?? Ft1 = 282 = . = 2" = 0 [29].

21La seccién nula es una 1-forma cerrada: da = d(0) = 0.
22Dicho de otra manera, siempre existe un sistema de coordenadas en donde ((U) = U se expresa como
la interseccién de los planos 2* =0 (i = k+ 1,k + 2,...,n).
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De esta manera, una base para los espacios tangentes a U es la base inducida por coorde-
nadas (9/0x',0/022, ...,0/0z"), subconjunto de la base (0/dx!,...,0/0x™) de los espacios
tangentes a M. Al respecto, la base dual de los espacios cotangentes en M es (dx!, ..., da™).
Por lo tanto, los covectores en N;U no pueden tener componentes y; relacionados a los
primeros k covectores dx’ (i = 1,2, ..., k)

0
oxt

V xel, plx)e NJU = u(x)( € Txu) =y =0,

siendo asi que todo covector en N U estd generado por unicamente los n — k covectores
dr' (i = k+1,k+2,...,n), siendo por lo tanto la dimensién de los espacios conormales
dim NJU = n — k. De esta manera, como las fibras de N*U tienen dimensiéon n — k y el
espacio base es k dimensional, obtenemos efectivamente dim N*U = (n—k) + k = n. B

Proposicién 28. El haz conormal de todo M es la seccion nula de su haz cotangente
T* M, mientras que el haz conormal de la subvariedad 0-dimensional formado por un punto

{z € M} corresponde a la fibra T} M.

En el primer caso, el del haz conormal N* M, las fibras NM se componen de los co-
vectores que se anulan con todo vector tangente a M. Sélo existe un covector con estas
caracteristicas que es, por definicién, el covector cero, y precisamente la 1-forma cuyo valor
en todo punto es el covector cero se trata de la seccién nula.

En el segundo caso, N*{x € M} tiene una sola fibra, la cual se compone de todos los
covectores que se anulan en el vector cero, es decir, de todos los covectores en T M, por
lo tanto, trivialmente: N*{z} = T M. |

Regresando al tema de las subvariedades lagrangianas, veamos ahora la razén por la que
hemos introducido estos haces vectoriales.

Proposicion 29. Sea U cualquier subvariedad de M, su haz conormal N*U es una sub-
variedad lagrangiana del haz cotangente T* M.

Hace un par de proposiciones vimos que N*U efectivamente se trata de una subvariedad
del haz cotangente de dimensién n = (dim .M)/2, de tal manera que tnicamente debemos
probar que se satisface la condicién (4.3) para mostrar que dicha subvariedad es lagran-
giana, o equivalentemente, probar que el pullback de la 1-forma tautoldgica es una 1-forma
cerrada sobre N*U.

Sea ¢ la inclusién candnica del haz conormal en el haz cotangente, y sea (x,a(x)) cual-

quier punto en N*U, es decir, x € U y a(x) € NiU, entonces para cualquier vector
tangente X tenemos??

V y=(z,a(x) € N'U, X(y) € T, (N*U),

(0) (W)(X) = 0(u(y)) (1. X) = 6(y)(X) = (7"a) (¥)(X) = a(z)(m.X),

ZTomamos en cuenta que t(y) = y, es decir, ¢(z,a(z)) = (z,a(z)) € T*"M,y 1.X = X € T(T*M).
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donde debemos tomar en cuenta que la proyeccion 7 : T* M — M toma el punto y =
(x,a(r)) y lo manda a x, y por lo tanto su diferencial 7, toma cualquier vector tangente
a (x,a(r)) lo manda a un vector tangente a z?*. Como «a(z) € N;U, por definicién, se
anula con cualquier vector tangente a %°, y (m,.X)(z) es un vector tangente a x, a(z) debe
anularse con (m,X)(x):

("0) (z, (2))(X) = a(z)(m.X) =0,

demostrando de esta manera que ¢*0 = 0 y, por lo tanto, .*(—df) = 0. [ |

Como consecuencia directa del resultado anterior, vemos que las fibras de cualquier
haz cotangente son subvariedades lagrangianas [29]. Por otra otra parte, tomando en
cuenta que cualquier campo vectorial hamiltoniano genera un flujo bajo el cual la 2-forma
simpléctica —df es invariante, y que las subvariedades lagrangianas se definen en términos
de la forma simpléctica, resulta claro que, aunque en general una fibra 7 Q no se mapea
bajo dichos flujos en otra fibra, si se mapea en una nueva subvariedad lagrangiana. Invir-
tiendo el analisis, también es cierto que toda fibra del haz cotangente puede verse como la
imagen del flujo hamiltoniano de una subvariedad lagrangiana.

En mecanica clasica podemos identificar al espacio de configuraciones y momentos como
un haz cotangente, de tal forma que una fibra puede pensarse como el conjunto de todos
los posibles momentos que puede tener el sistema en determinada configuracion, y donde
la dindmica de los sistemas se rige por el flujo de un campo hamiltoniano particular [§].
De esta forma, estudiar las subvariedades lagrangianas resulta equivalente a estudiar el
conjunto de todas las posibles configuraciones y momentos que, tras un tiempo fisico ade-
cuado, fluyen dinamicamente hacia cierta configuracién y momento particular (cierta fibra),
o equivalentemente, todas las posibilidades de configuraciéon y momento a las que puede
llegar un sistema a partir de ciertas condiciones iniciales [20, §].

24Particularmente si X (y) es un vector tangente a y de tipo vertical, es decir, sobre la fibra TyM,
entonces es proyectado al vector cero y trivialmente se sigue que a(z)(m.X) = a(x)(0) = 0.

25Giendo estrictos, a(z) se anula con cualquier vector tangente a x en U, pero como U estd encajada en
M, la relacién entre los vectores tangentes a un punto x en U y los vectores tangentes al mismo punto
x pero ahora tomado como elemento de M, es una relacién inyectiva, por lo tanto si a(z) como 1-forma
sobre U se anula con el vector X sobre M, a(x) como la misma 1-forma pero sobre M debe anularse sobre
el mismo vector X pero sobreM [29].
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Parte 11

Geometria de contacto
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5 Aspectos basicos

Sea B una variedad suave de dimensién dim B = n. Definamos sobre ella un campo suave I1
de hiperespacios tangentes a B, es decir, un mapeo que, a cada punto x € B de la variedad,
le asigna de manera suave el subespacio vectorial II(z) (de dimensién n — 1) en T8 [20]:

II:2 € B~ Ix) C T,B. (5.1)

A los objetos (5.1) se les denomina distribuciones de co-dimensién 1 sobre TB (de
ahora en adelante, simplemente distribuciones) y al par (B,1I) se le identifica como una
variedad con una estructura de contacto, o simplemente, una variedad de contacto
[33]. Para entender a qué nos referimos cuando mencionamos que II es suave, vale la pena
pensar las cosas desde el punto de vista de campos vectoriales sobre B. Sabemos que un
campo vectorial suave es una seccién transversal sobre el haz tangente [22], es decir, un
mapeo X : B — TB, donde la suavidad se interpreta como continuidad [22]. Ahora,
escoger un hiperespacio II(x) tangente a I en el punto z, equivale a elegir n — 1 vectores
linealmente independientes de T,B. Si resulta que dichos vectores son valores de campos
vectoriales linealmente independientes,

span (X1 (), ..., X,—1(x)) = [I(z),

esperamos que para cualquier otro punto ' # = € B, el hiperplano II(z’) sea generado
por los vectores asociados a los mismos campos vectoriales al evaluarlos en ’:

II(z") = span (Xy(2'),..., X,_1(2")),

siendo esta la manera en que generamos Il de manera suave: span(Xy,..., X, 1) = IL
Pensar en la distribucién como una eleccion de n — 1 campos vectoriales, linealmente inde-
pendientes, nos permite plantearla en términos de las llamadas 1-formas de contacto [33],
es decir, elementos de una familia de 1-formas sobre B cuyo kernel es precisamente dicha
distribucion:

[a] = {a € AY(B): kera = II}. (5.2)

Los detalles formales sobre cuando dichas 1-formas de contacto existen, local y globalmente,
en una variedad de contacto, se pueden revisar en [33, 29].

Un detalle importante que debemos notar es que la famila (5.2) se trata de una clase
de equivalencia donde la relacién estd dada por la multiplicacion conforme por una 0-forma
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sobre B que nunca se anula, C3°(B)?%%" [33]:

V «a, o € q, an~a = 3 f e C(B), a= fd.

Esto es asi porque sabemos que el kernel de una 1-forma no cambia al hacerle una trans-
formacion conforme, siempre que el factor conforme no se anule. Asi que cuando digamos «
es la 1-forma que genera la distribucion, en realidad nos referiremos a que elegimos como
representante de la clase de equivalencia de 1-formas de contacto a a.

5.1 Distribuciones maximamente no integrables

En particular, el tipo de variedades de contacto que estudiaremos son variedades de di-
mension impar, dimB = 2n + 1, dotadas de una estructura de contacto maximamente no
integrable (para una revisién de los conceptos relacionados a la integrabilidad de distribu-
ciones, remitase a [33]). Formalmente decimos que una distribucién es maximamente no

integrable cuando las 1-formas de contacto satisfacen la condicion maxima de no integra-
bilidad [33]:

aA(da)" = a ANda Ada A...N\ da A do # 0. (5.3)

n—veces

En consecuencia, la variedad de contacto se dice méximamente no integrable (en adelante,
a menos que se especifique lo contrario, supondremos que este es el caso siempre). Veamos,
geometricamente, algunas consecuencias que trae consigo este tipo de estructura a las
variedades sobre las que se impone.

Proposicién 30. Cada 1-forma de contacto sobre (B,11) le proporciona una orientacion.

Para cualquier 1-forma de contacto particular € [a], notemos que V,, = aA (da)” es una
top-forma sobre B, V,, € A*t1(B). En particular esta 2n + 1-forma, por definicién de una
estructura de contacto maximamente no integrable (5.3), es no degenerada, siendo por lo
tanto una forma de volumen que impone una orientacién particular sobre B [22]. n

Notemos que, si la 1-forma de contacto a genera la forma de volumen V,, entonces la

forma de contacto fa (f € Ci°(B)) genera la forma de volumen V},, relacionada con la
primera por medio del factor conforme f**1:

Via = (fa) A(d(fa))" = (fo) Adf Ao+ fda)" = (fa) A(f"(da)") = f*H1Va # 0.

26¢°(B) es como denotaremos al conjunto de todos los mapeos suaves, de B a R — {0}.

27La multiplicacién conforme por mapeos f como lo descritos es, efectivamente, una relacién de equiva-
lencia. Esto es facil de ver notando que todo elemento es la multiplicacién conforme de si mismo por la
funcién f = 1, mientras que las propiedades simétricas y transitivas se deducen facilmente porque dado los
factores conformes f y g, podemos construir lo factores conformes f~! y f g, que también satisfacen nunca
anularse en todo B.
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Aunque se sigue manteniendo la invarianza ante transformaciones conformes, en el sentido
de que la orientacién de B siempre se obtiene como consecuencia de que II exista (a través
de cualquiera de sus 1-forma de contacto), notamos que sélo en el caso en que n = (dim3—
1)/2 es un nimero impar, la orientacién proviene naturalmente de IT y no depende de la
parametrizacion f a que elijamos de la 1-forma de contacto. Dicho de otra manera, para
variedades donde n es par, tendremos orientaciones positivas y negativas®® segtin la eleccién
que hagamos de f en f «, pero para variedades con n impar sélo tendremos una orientacién
independientemente de la f escogida.

Proposicion 31. La derivada exterior de una 1-forma de contacto o es una 2-forma no
degenerada cuando se limita a II.

La condicién (5.3) nos dice que « es, para cada z € B, una 1-forma no degenerada en el
complemento tangente de la distribucién mientras que (da))™ es una 2n-forma no degenerada
para todos los elementos de II(z). En efecto, sea (X7, ..., Xo,, R) una lista de 2n+ 1 campos
vectoriales sobre B, linealmente independientes?, tale que los primero 2n campo generen II.

El volumen de contacto V,, del paralelepipedo (X7, ..., Xs,, R) da lugar a una serie de 2n+1
términos donde tinicamente sobrevive®® el término de la forma a(R) (da)™ (X1, ..., Xo,),
dando lugar a la expresion

V(X1 ..., Xon, R) = a(R) (da)"(X1, ..., Xon) # 0 — (da)™ |, # 0.

Ahora, basta recordar que una 2-forma es no degenerada si y solo si su n-ésima potencia
exterior es una top-forma no degenerada, tal como lo vimos en la proposicién (13):

(da)”‘nyéo = da‘H#O.
|

Como resultado de esta proposicion podemos decir que, para cada = € B, el espacio
vectorial (II(z), (da)(x)) es un espacio vectorial simpléctico, con todo lo que esto implica.
Por este motivo llamaremos a la 2-forma da € A%(B), una 2-forma pre-simpléctica. En
particular, podemos hablar de que existe una base simpléctica de campos vectoriales para
I1, donde da adquiere la forma (2.8) del teorema de Darboux. De hecho, existe un teorema
similar que nos permite expresar toda forma de contacto de una manera estandar.

Teorema 2 (Darboux II). Sea (B,Il) una variedad de contacto. Para cada © € By
cada 1-forma de contacto o € |a], existe cuando menos una carta (U,¢), con x € U C
By éx) = (1,4" ..., q" p1, ..., pn) € R tal que en la base inducida en los espacios
cotangentes a U, (d7,dq", ...,dq", dp, ...,dp,), la 1-forma de contacto se presenta como!

28Con respecto a una eleccién arbitraria, o respetando las orientaciones externas que pueda tener la
variedad debidas, por ejemplo, a que tienen definidas una estructura riemanniana.

2En otra palabras, tales que para cada x € B los vectores (Xi(z),..., Xa,(z), R(x)) son linealmente
independientes.

30Salvo el término al que hacemos referencia, todos los demds contienen el factor a(X;) = 0, pues
X; € I =kero.

31La demostracién puede encontrarse en [33, 29].
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a =dr — Zpidqi. (5.4)
i=1

Por inspeccién directa notamos que las coordenadas de Darboux, sobre abiertos de B, para
la 1-forma de contacto «, inducen a su vez una base simpléctica sobre ker a:

=1

da = d <d7’ — ipiqu) = En:dqi A dpj,
i=1

6 Contactomorfismos

Un contactomorfismo de la variedad de contacto (B,II) a otra variedad de contacto
(B, 1I'), con dim B’ = 2n’ +1 > dim B, es un mapeo diferenciable ¢ : B — B’ tal que su
pullback ¢* : T*B" — T*B es un mapeo que manda cualquier 1-forma de contacto o/ sobre
B’, a una 1-forma de contacto v sobre B (médulo f € C§°(B)):

o = fa. (6.1)

En términos geométricos un contactomorfismo es un mapeo cuya diferencial, o pushforward,
mapea la distribucién maximamente no integrable de B, kera = 1II, en la distribucién
maximamente no integrable de B', ker o/ = II":

V X € I =kera, 0=fa(X)=¢d(X)=d(p.X) = p.X €lIl' = kerd.

En particular, cuando las variedades de contacto tienen la misma dimension, resulta claro
que el contactomorfismo mapea Il en II" de forma biunivoca, siendo por lo tanto ¢, un ma-
peo biyectivo. Es esto lo que nos permite definir el grupo de contacto sobre (B,1I) como
el grupo de Lie formado por el subconjunto Cont(B,1I) C Diff(B), con la composicién de
mapeos como la operacién producto del grupo [33].

Como consecuencia de que los difeomorfismos en Cont(B,1I) preserven la estructura de
contacto, existen algunas propiedades interesantes que vale la pena mencionar acerca de
los contactomorfismos.

Proposicién 32. Los contactomorfismos sobre B preservan (salvo una multiplicacion con-
forme f**1) la forma de volumen de contacto.
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La demostracion se reduce a un calculo directo al utilizar las propiedades del pullback de
¢ € Cont(B,1II) en V,, siendo que este distribuye con respecto al producto cufia y conmuta
con la derivada exterior [22]:

Vo = @" (@A (da)") = (¢"a) A (p*(da)") = (p"a) A (d(e*a))"

= (fa)A(d(fo))" = f"an(da)" = [PV,
|

En particular, decimos que un contactomorfismo ¢ sobre (B,1I) es estricto si satisface la
condicién (6.1) con f =1 en todo el dominio de ¢ [33]. Particularmente el mapeo identidad
es un contactomorfismo estricto, y tomando en cuenta ademas que el mapeo inverso de todo
contractomorfismo estricto debe ser también estricto, resulta facil ver que el subconjunto
de contactomorfismos estrictos es un subgrupo Conty(B,11) C Cont(B,II).

De la proposicién anterior es claro que los elementos de Conto(B,II) conservan el volu-
men de contacto, ademas de tener otras caracteristicas que los vuelen interesantes. La
siguiente proposicion nos brinda una condicion necesaria y suficiente para saber cudndo un
mapeo es un contractomorfismo estricto en términos de coordenadas locales.

Proposicién 33. El mapeo diferenciable ¢ es un contactomorfismo estricto sobre B si y
sdlo si, para cada x € B, dada la carta de Darbouz (U, (7,q",p;)) en una vecindad de ¢(z),
la carta (=1 (U), (T 0 p,q" o p,p; o p)) también es una carta de Darbour en una vecindad
de x.

La demostracion de esta proposicion es muy similar a la demostracién de la proposicién
(18): que (¢ (U), Top, g'op, p;op) sea una carta de Darboux significa que, localmente, la 1-
forma de contacto de B puede expresarse en la base cotangente inducida por las coordenadas
como

n

a=d(toyp)— Z(pz o @)d(q" o ),

=1

pero las composiciones 7 o, ¢* 0 ¢ v p; 0 p no son més que los pullbacks de ¢ aplicados a
las O-formas 7, ¢' y p;, por lo tanto llegamos a la conclusién de que ¢ satisface (6.1) para

f=1

n n

a=drop) =Y (piop)dd op) = dp™1) = > (¢"pi)d(e"q)

i=1 i=1

n

= p*(dr) — ng*(pidqi) = " (dT - Zpiqu) = ¢ a,
i=1

=1

demostrando que ¢ efectivamente es un contractomorfismo estricto. Conversamente, si sa-
bemos que ¢ es un contractomorfismo estricto podemos revertir sin problemas cada uno
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de los pasos para mostrar que las coordenadas (7 o ¢, q" o ¢, p; o ) son coordenadas de
Darboux en ¢~ }(U). |

Proposicién 34. Todo contactomorfismo estricto sobre (B,1I1) es un “simplectomorfismo”
de la forma presimpléctica do, entendiendo esto como

vV ¢ € Conty(B,1I), " (da) = dov. (6.2)

Tomemos como punto de partida un contactomorfismo completamente general ¢ y calcule-
mos la derivada exterior en la expresion (6.1), conmutando nuevamente el pullback ¢* con
la derivada exterior:

d(¢*a) = d(f a) = ¢ (da) = df Na+ fda.

Resulta facil ver que, en el caso particular en que f = 1, es decir, cuando ¢ es estricto,
df = 0y obtenemos de la expresién anterior el resultado (6.2). n

Asociado con cada 1-forma de contacto « tenemos un campo vectorial muy particular,
llamado el campo vectorial de Reeb de «, definido completamente a partir de las con-
diciones

Il
e

(i) ir,do = da(Ry,e)
(6.3)
(ii) ir,a = a(R,) = 1.

En efecto, como da es una 2-forma en una variedad de dimensién impar (la variedad de
contacto) debe ser una 2-forma degenerada [29]. Pero al mismo tiempo, como la variedad
de contacto es maximamente no integrable, da| # 0. Esto significa que su kernel es unidi-
mensional (el complemento de II en los espacios tangentes). Estamos eligiendo entonces el
campo de Reeb como el tinico elemento de dicho kernel que esta normalizado con respecto

a Oé32

Retomando lo comentado en el parrafo anterior, el subespacio vectorial tangente a cada
x € B, que genera R,(x), es un espacio unidimensional que coincide con el kernel de la
2-forma presimpléctica asociada,

V oz € B, span (Rq(z)) = ker (da(x)) ,

siendo por lo tanto el complemento vectorial a II(x) en T,.B:

32Gabemos que |kerda 7 0 pues, de serlo, tendrfamos a = 0 en todo espacio tangente de B, o, equi-
valentemente, tendriamos R, € II y como ig_ da = 0, entonces realmente da no seria una 2-forma no
degenerada sobre II.
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vV x e B, T.B = I(x) @ span (R, (z)) . (6.4)

Es asi que nos damos cuenta que definir un campo vectorial de Reeb equivale a definir un
complemento vectorial de la distribucién I en todo el haz tangente T'B de la variedad de
contacto. Por supuesto esta eleccion de complemento no es tinica y se relaciona a la eleccién
particular de una 1-forma de contacto en [«]. En el momento en que elegimos trabajar con
una 1-forma de contacto particular, «, tal que ker & = II, hemos definido un complemento
vectorial particular para trabajar. De esta manera, aunque resulta irrelevante la eleccion
del elemento en la clase de equivalencia [«], para describir la distribucion II, nos genera
resultados distintos en cuanto a su complemento vectorial..

Siguiendo con la idea de que, eligiendo « tenemos una particién natural (6.4) del espa-
cio tangente, podemos construir una base de campos vectoriales también muy natural,
utilizando el campo de Reeb R, de ker da y una base cualquiera (Q1, ..., Qp, P1, ..., P,) en
II. En términos de la base vectorial inducida por las coordenadas de Darboux, una eleccion
es

) . ) ) o
Ra - _7_7 Q’L - api’ Pl - an‘ +pza7_‘ (Z_ 1,27...,71) (65>

Lo interesante de utilizar la base (6.5) es que, como utilizamos el campo de Reeb como
elemento de la base, resulta que la 1-forma de contacto o también se utiliza como elemento
de la base de 1-formas dual a (6.5)3:

a = dr — Zpidqi, 022 = dp;, ol = dqg'. (6.6)
i=1

Resulta interesante comentar que la base (6.5) no es inducida por sistema local de coor-
denadas alguno, tal como podemos constatar al calcular los corchetes de Lie entre sus
elementos,

[Qi, Ro] = [P, Ra] = [Qi,Q;] = [P, P] = 0, [Qi, Pj] = dij Ra. (6.7)

Veamos ahora algunas propiedades interesante de los campos de Reeb R, comenzando por
identificar su flujo como una familia de contactomorfismos.

Proposicién 35. El flujo generado por el campo vectorial de Reeb de una 1-forma de
contacto la deja invariante (mddulo f #0).

Para demostrar este hecho basta calcular la derivada de Lie de « con respecto a R,,
utilizando para esto la féormula magica de Cartén asi como las condiciones (6.3):

Ba(Ra) = 05(Qi) = 0p(P;) = 1, y cero en cualquier otra evaluacion.
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Zr,a = (dig, + ig,d)a = d(ig,a) + ig,do = d(1) = 0.

@

Podemos dar una descripcion local del campo de Reeb de una 1-forma de contacto « si
utilizamos coordenadas candnicas de Darboux, siendo el flujo asociado a R, = 9; el mapeo
exponencial, pfe(t,z) = ¢ (t,x) = exp (td;), que localmente puede interpretarse como
una traslacién en direccién de la coordenada 7 [22]:

(pRa(t7T7 q17 "'7qn7p17 7pn) = (T + taqla '-'7qn7p17 7pn) (68>

A diferencia de otros aspectos de la teoria de variedades de contacto que se definen en
términos o como consecuencia de la distribucién maximamente no integrable sobre la va-
riedad, remarcamos que el campo vectorial de Reeb estd intimamente relacionado con la
1-forma de contacto a y no con II. Esto quiere decir que R,, siendo el campo de Reeb de
a, en general no es el campo de Reeb de f a. En particular el flujo de R, no deja invariante
a fa, amenos f por si misma sea constante a través del flujo de R, es decir,

Lr(fa) = Lr.(f)a+ [fLr, (o) = (Ra>f) a =0 — R, f=0.
En términos de las coordenadas locales de Darboux, esto se entiende como que f sea inde-

pendiente de 7: R, > f = 0 f/0T = 0.

Una clase de campos vectoriales mds generales sobre la variedad de contacto (B,II) son
los llamados campos de contacto X, definidos como todos aquellos que, con respecto
a cualquier campo vectorial Y, en II son involutivos , es decir, que su bracket de Lie con
cualquier campo tangente a la distribucién es un campo tangente a la distribucién [33]:

V Y el [X,Y] € IL (6.9)

Si recordamos que para campos vectoriales X y Y, la derivada de Lie .ZxY coincide con
[X,Y], podemos ver que realmente lo que nos dice (6.9) es que un vector tangente a la
distribucién se mantiene, a través del flujo del campo de contacto, tangente a la distribucién
II:

V Y el [X,Y] = ZY € 1L (6.10)

Veamos a continuacion algunas propiedades interesantes de estos campos, entre la que
destaca su papel como generador de contactomorfismos.
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Proposicién 36. Ningin campo de contacto es tangente a la distribucion de la variedad
de contacto.

Sea X el campo de contacto en cuestion, entonces por definicién para cualquier campo Y
con imagen en II, tenemos [X,Y] € II = ker a. Supongamos que X también es tangente.
Como da es no degenerada en I1, entonces (da)(X,Y) # 0, pero por el contrario sabemos

que

(d)(X,Y) = —a([X,Y]) = 0,

de tal forma que pensar que un campo de contacto X puede ser también un campo tan-
gente a la distribucion da lugar a contradicciones sobre la no degeneracién de da dicha
distribucion. [ |

Proposicion 37. El conmutador de dos campos vectoriales de contacto también es un
campo vectorial de contacto.

Sean X y Y dos campos vectoriales de contacto en (B, II), y sea Z cualquier campo tangente
en ker v = II, de tal manera que [X, 7] = Z' € lly [V, Z] = Z"” € II. Aqui s6lo tenemos
que utilizar la identidad de Jacobi, que satisface el conmutador [22], para demostrar que
[X,Y] también es un campo de contacto:

Z,[X,Y]] = [[Z, X],Y]+ [X,[Z,)Y]] = [Z/,)Y]+ [X,Z"] € 1L
|

Como consecuencia de la proposicién anterior, vemos que el conjunto de todos los campos de
contacto en (B, «) dotado del corchete de Lie es un algebra de Lie. La siguiente proposicién
nos muestra precisamente que dicha dlgebra de Lie corresponde a cont(B,1II), es decir, el
algebra de Lie asociado al grupo de contacto Cont(5,1I).

Proposicién 38. Una condicion necesaria y suficiente para que un campo vectorial X
sobre B sea un campo de contacto, es que se satisfaga la condicion

dg € C*(B), Lxa = ga. (6.11)

Sea X un campo de contacto y sea Y cualquier campo en II = ker o, calculemos la derivada
de Lie de la cantidad a(Y) = 0 con respecto al flujo generado por X,

0= D%X (OZ(Y)) = ,,%Xiyoé = (fxiy —iyfx) o + Z'YD%XOé = Z'[X7y]0é + iijoé,

31En general, (da)(X,Y) = X > a(Y) — Y > a(X) — o[X,Y]) [22], pero como en particular estamos
tomando X, Y € II = kera, o(X) = a(Y) =0.
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donde hemos utilizado la propiedad ijxy] = ZLxiy — iy-Lx [22]. Ahora, como [X,Y] €
IT = ker a, entonces la expresién anterior nos indica que Y se encuentra en ker £y o y por
lo tanto tenemos la inclusiéon ker a C ker Zx «, pero como Zx a debe ser una 1-forma, su
kernel tiene la misma dimension que el kernel de « y por lo tanto la inclusién se convierte en
igualdad: ker @ = ker Zx a. Para que esto ocurra, a y Zx a deben diferir inicamente en
un factor conforme g € C*(B)3, de donde obtenemos el resultado esperado, Lx a = fa.

Conversamente, si ¢~, el flujo del campo X, es un contactomorfismo de o, ¢**a =
f(f) a8, entonces por la definicién de la derivada de Lie,

d | . d df (t)
Zeo = 4 (#%0) |y = 5 000 |y = (G2)] o= sa
donde hemos definido sin problemas g = (df/dt)|;=o. Nuevamente, como puede darse el
caso que (df /dt)|—o = 0, no imponemos la condicién g # 0. [

Algo interesante respecto a los campos de contacto es que sus flujos son contactomor-
fismos para toda eleccién de « en la clase de equivalencia [a], es decir, son verdaderas
transformaciones geométricas sobre la distribucion II. En efecto, si Zxa = ga, entonces
para cualquier f # 0, se sigue cumpliendo

Zx(fa)=Xv fat+ fga=(X>f+ fga=4a g =Xof+fg

Como caso particular de esta proposicién vemos que los campos vectoriales de Reeb son
campos de contacto. En efecto, como vimos anteriormente, el campo de Reeb R, deja
invariante a «, es decir, satisface (6.11) con g = 0, y por lo tanto es un campo de contacto.

Proposicién 39. Los campos de Reeb generan contactomorfismos estrictos.

Ahora, como para todo flujo se satisface que el producto de dos elementos es igual al
elemento etiquetado con la suma de sus parametros reales, es decir, ¢, = 1 0@y, vemos
que el pullback del flujo de R, se mantiene constante para toda t € R,

d Ld .
- (@) | oy, = vig (Gie) |y = ¢l (Lhaa) =0,

lo que quiere decir que pf o = pja = Ildga = Idrpa = a, lo que demuestra que el flujo
generado por el campo de Reeb, como campo de contacto, es un contactomorfismo estricto.

Existen muchas otra propiedades interesantes en los campos de contacto, entre la que

35Notemos que si ker Zx a € ker a, la tnica alternativa es que .%x o sea la 1-forma nula 0, cuyo caso
también estd contemplado al no imponer como condicién que g # 0.
36Para cada t, f(t) € C5°(B).
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destaca la identificacién de cada uno de ellos con una O-forma sobre la variedad de con-
tacto, llamada la funcién hamiltoniana asociada al campo de contacto (o simplemente
hamiltoniana de contacto). Este aspecto, asi como la existencia de un dlgebra de Poisson
de contacto, se exploran en [33].

7 Subvariedades legendrianas

Una subvariedad legendriana de una variedad 2n + 1 dimensional de contacto (B, II),
Le C B, es un variedad suave n dimensional que esta encajada mediante el mapeo

p: Le — B, (7.1)

tal que, para todo punto x € Le, sus espacios tangentes, vistos como subespacios vectoriales
del espacio tangente a p(z) = x € B, son subespacios vectoriales contenidos completamente
en el hiperespacio I1(x) [33]:

V x € Le C B, TywyB C I (p(x)) . (7.2)

La condicién (7.2) es, en el ambito de la geometria de contacto, la definicién de una sub-
variedad isotrépica [33], y puede expresarse de forma mas simple como la condicién

pra = 0. (7.3)

En este sentido una subvariedad legendriana no es més que una subvariedad isotropica de
dimensién maxima [33].

Proposicién 40. Sea (B,1II) una variedad de contacto 2n + 1 dimensional, y A C B una
subvariedad, encajada mediante un mapeo p : A — B, isotrépica. Entonces su dimension
no puede ser mayor a n.

Para demostrar que dim. A < n, s6lo hace falta mostrar que, siendo A una subvariedad
isotrépica de B, sus espacios tangentes son subesespacios vectoriales isotrépicos (en el sen-
tido de la geometria simpléctica) del espacio vectorial simpléctico®” (II, da|r). En efecto,
en tal caso sélo hace falta emplear el resultado (8) de la primera parte:

1
V € A, dimA = dim7T,A < EdimH = n.

Como ¢*a = 0, o dicho de otra manera, todo vector tangente a A es mapeado en un vector
tangente a II segin (7.2),

37TRecordemos que do, con kera = II, es una 2-forma presimpléctica, particularmente no degenerada
sobre II, razén por la cual da|r en efecto se trata de una 2-forma simpléctica sobre la variedad trivial II.
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V 2e€ A X e T,A, 0. X € I (p(x)),

trivialmente ¢*(da) = d(¢*a) = 0, por lo que los vectores en T,.A también son enviados
a su complemento simpléctico, bajo dor(e()),

V T E .A7 X7Y G TQJA)

da(p(x)) (9 X, 0.Y) = (¢*(da)) (X,Y) =0 = T,A C T,A%nee.

demostrando de esta manera que los espacios tangentes son subespacios vectoriales isotrépicos
del espacio vectorial simpléctico (I, dayr), terminando asi con esta demostracion. [ |

El hecho de que el espacio tangente a todo punto de la subvariedad legendriana se en-
cuentre inmerso en la distribucién II, nos dice que cualquier 1-forma de contacto sobre B
se anula al traerse, mediante el pullback p*, a Le, siendo otra forma de caracterizar a dicha
subvariedad la condicién

dimB —1
dim Le = HHT = n, pra = al. = 0. (7.4)

Ademas, como consecuencia del planteamiento que utilizamos en la proposiciéon anterior,
podemos pensar en las subvariedades legendrianas simplemente como en subvariedades
lagrangianas del espacio vectorial simpléctico (II, dalr), con todas las consecuencias que
esto trae consigo, consecuencias que estudiamos anteriormente en la primera parte.

8 Hipervariedades simplécticas en variedades de con-
tacto

En esta secciéon analizaremos un resultado importante de la geometria simpléctica, que
nos dice que en toda variedad de contacto (co-orientable y méximamente no integrable),
podemos encontrar hipervariedades dotadas de una estructura simpléctica [33, 20].

Proposicién 41. Sea (B,I1) una variedad de contacto, y sea Z € cont(B,1I) cualquier
campo de contacto sobre ella. Toda hipervariedad suave M C B, encajada mediante el
mapeo £ : M — B, transversal’® a Z, estd dotada de una estructura simpléctica.

La demostracién de este resultado se basa en la idea que ya hemos repetido varias veces,
sobre el hecho de que una distribucion maximamente no integrable Il define 1-formas de
contacto, cuyas derivadas exteriores son 2-formas presimplécticas, es decir, son 2-formas ce-
rradas y no degeneradas sobre la distribucién. El kernel de estas 2-formas presimplécticas
se trata de una coleccion de espacios vectoriales, tangentes a B, unidimensionales, que

38Es decir, que el campo vectorial Z nunca se encuentra en los espacios tangentes a M.
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son elecciones de complementos vectoriales para la distribucion. En efecto, dado cada
Z € cont(B,1I), basta elegir correctamente o € [a]* para que dicho campo de con-
tacto sea el campo de Reeb Z = R,,, y la discusién se reduce a la que ya tuvimos cuando
introdujimos este elemento geométrico (6.3).

Ahora, dado que M es una hipervariedad encajada en B, que es transversal a R,, en
cada punto de M inmerso trivialmente en la variedad de contacto, ¢(z) = x € B, se nos
presenta también la separacion del espacio tangente

V e M C B, T,B = T,M & span (R,(x)) .

Tomando en cuenta todo lo dicho anteriormente, resulta claro que la 2-forma sobre M,
definida via el pullback ¢*(da) = da|r, am, es una 2-forma no degenerada y exacta, y por lo
tanto (M, £*(da)) es, efectivamente, una variedad simpléctica. |

Més aun, como el pullback conmuta® con la derivada exterior, la 2-forma simpléctica
*(da) = d(f*«) es exacta, y por lo tanto (M, £*(da)) es una variedad simpléctica exacta
con potenciales simplécticos de la forma (*a + 3, con B € A'(M) cerrada. Esto resulta
importante dado que, como vimos en la proposicién (14), no existen variedades simplécticas
exactas que sean cerradas, de tal manera que una condicion extra que debemos pedir es
que M no sea cerrada. A las hipervariedades (M, d(¢*«)) que satisfacen estos criterios se
les conoce como hipervariedades de tipo simpléctico [33].

Sin perder generalidad, siempre podemos tomar un sistema de coordenadas locales de Dar-
boux (7,4, ...,q", p1,...,pn) € R¥ ! en cualquier vecindad del punto {(x € M) = x € B.
En las vecindades de z, por otra lado, las coordenadas las podemos elegir entonces como
los pullback ¢*¢' = ¢ ol = Q' y l*p; = p;ol = Pi: (Q',...,Q", P,,..., P,) € R*". De esta
manera, bajo estas coordenadas, la parametrizacién de la hipervariedad M se da por medio
de la funcién suave 7ol = K, € C®(M)*:

(@Y., Q" Pry s Py) = (1ol =K(Q,P),Q",....Q" Pi,... ). (8.1)

Proposicién 42. Siempre que (7,4, ...,q4", p1,...,pn) sea un sistema local de coordena-
das de Darboux para B (en el sentido de la geometria de contacto 5.4), las coordenadas
Q' = t*¢",...,Q" = 1*¢", P, = (*py, ..., P, = *p,)) son un sistema local de coordenadas de
Darboux para M (en el sentido de la geometria simpléctica 2.8).

39Gi se trabaja con una 1-forma de contacto particular o/, basicamente basta elegir la 1-forma de contacto
relacionada o = (o/(Z)) "'’ para que Z sea R,.

40En este caso la derivada exterior que aparece en la expresién £*(da) se refiere al operador que manda
p-formas sobre B a p+ 1-formas sobre B, d : AP(B) — APT1(B), mientras que la derivada exterior en d(¢*)
es el operador que manda p formas sobre M a p + 1-formas sobre M, d : AP(M) — APTI(M), de tal
manera que decir que £* y d conmutan es mas un abuso del lenguaje.

41En efecto, tomemos en cuenta que la expresién en coordenadas del mapeo ¢ se da través de las com-
posiciones ¢‘ o £ = (*q' = Q*, p;ol = {*p; = P,y Tol = K, [22].
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Esta demostracion se da por el calculo directo, empleando el teorema de Darboux de
contacto, asi como las propiedades del pullback y, por supuesto, el teorema de Darboux
simpléctico, mostrando que £*(da) en las coordenadas (Q*, ..., Q", Py, ..., B,) tiene la forma
(2.8):

n n

0*(det) = 0¥ (Zn: dq' /\dpi> =) (Cdg )N dp) = > d(* g )N (L p;) = id@i/\dpi.

i=1 i=1
|

Un detalle que no debe pasarse por alto en la construccién de una hipervariedad de tipo
simpléctico es que, aunque como encajamiento £(M) es transversal a los campos de contacto
de IT en B, la distribucién II no es su colecciéon de espacios tangentes. En otra palabras,
aunque los espacios tangentes de M y los hiperespacios de Il son ambos transversales a
cualquier campo de contacto, esto no son iguales de manera general. Y esto es porque,
precisamente, II es una distribucién maximamente no integrable que no admite ser el haz
tangente de una subvariedad suave [33]. Una forma facil de clarificar esta situacién es por
medio del sistema de coordenada natural que acabamos de definir.

Sean X; = (,.0gi y Y; = (.0p, los pushforward de los elementos de la base tangente in-
ducida por dichas coordenadas, no es dificil ver que en la base tangente inducida por las
coordenada de Darboux, dichos campos vectoriales tienen la forma?*?

0K, 0 0
V e M, X;(l(x)) = (1) — + — ,
(£(x)) an( ) 5 " B |y
(8.2)
0K, 0 0
Y; (¢ = — + :
D =G5 5|0 3

Es facil apreciar que, en general, ni X; ni Y; son campos tangentes a IT1(£(M)):
0K
0Q¢

a(U(x)) (V) = ?f]i (1) # 0.

0K,

a(l(2))(X) = =

(x) —piol(x) =

(z) — Pi(x) #0,

9 Contactificacion

Asi como a una variedad de contacto (maximamente no integrable) le pudimos asociar
variedades simplécticas como se vio en la seccion anterior, a toda variedad simpléctica
(exacta) le podemos asociar también variedades de contacto mediante el proceso llamado

42Para calcular las componentes en, por ejemplo, d;, basta emplear la dualidad pushforward-pullback:

dr(X;) = dr(.9g:) = d(£°7)(9)) = dK,(9g:) = K, 0Q.
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contactificacién [20].

Sea (M, dp) una variedad simpléctica exacta con potencial simpléctico p dentro de la clase
de cohomologia [i]. Asociada a esta variedad siempre podemos construir el haz fibrado
lineal, y trivial: R x M, con proyeccién natural

o Rx M — M, (9.1)

y fibras difeomorfas a la recta real, ;' (z € M) ~ R. Para dar una descripcién local de
R x M siempre podemos tomar cualquier sistema de coordenadas locales (z!, 22, ..., 2°") €
R?" en M y completarlo con el pardmetro z de las fibras R para tener el sistema de
coordenadas (z,z!,...,2*") € R**! sobre R x M. En dichas coordenadas la proyeccién

trivial (9.1) se ve simplemente como

Ademas, en la base tangente inducida por estas coordenadas, los campos vectoriales verti-
cales de R x M son miiltiplos escalares del campo 0,. Si también tomamos en cuenta que
el haz lineal es trivial, podemos hacer la separacién de sus espacios tangentes como

V o (z,2) € Rx M, T(Zyx)RxMzspan(g

z

) T, M, (9.2
(2,7)

siendo por lo tanto la diferencial de la proyeccién canénica wey|r,m = Idp v v ker mos =
span (0,).

En R x M el grupo de accién es R con la operacién de adicién, el cual es un grupo
abeliano, y la accion por la izquierda propiamente dicha se limita a una traslaciéon a lo
largo de la direccién de las fibras [22], 0.:

7 e R, x: Rx (Rx M) - R x M, 2 x(z,x) = (24 2, 2). (9.3)

El otro ingrediente importante en la construccion que estamos haciendo es la 1-forma
a e AR x M)

a=dz — mLp, (9.4)

la cual tiene por kernel a una distribucién maximamente no integrable [20], convirtiendo
al par (R x M, «a) una variedad de contacto, conocida como la contactificaciéon de M.
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Proposicién 43. El kernel de la 1-forma (9.4), I = kera, define una distribucion
mdadzrimamente no integrable sobre R x M.

Para hacer esta demostracién primero consideremos que, dada la separacién natural (9.2)
de los campos vectoriales tangentes a R x M, siempre podemos expresar cualquier elemento
del kernel de la 1-forma « como la suma

vV X' el X = p(X)— + X, (X € TM), (9.5)

pues, en efecto,

a(X') = d=(X') = (mep)(X') = p(X) — plre,X') = p(X) = p(X) = 0.

Tomando esto en cuenta, podemos mostrar que la derivada exterior da = —dnipu =
—n(dp) es no degenerada en II, pues basicamente da limitada a la distribucién se trata
de la 2-forma simpléctica dyu. Pues, en efecto, si

vV X' e ll,

0 = da(X",Y") = — (n2(dp)) (X', Y") = —(d) (w0 X', me.Y") = —(dp) (X, V),

entonces Y = 0 (porque du es no degenerada), lo que equivale a Y = 5(0) + 0 = 0. En
otra palabras, el tnico elemento en el kernel de da es el campo nulo, por lo tanto da es no
degenerada en la distribucién II, siendo entonces una distribucién maximamente no inte-

grable. [ ]

Una cuestién importante que no hemos discutido es que la contactificacion de una va-
riedad simpléctica exacta no es tnica, en el sentido de que dada (M, du) podemos generar
distintas estructuras de contacto sobre R x M dependiendo del potencial simpléctico ele-
gido en la clase cohomologia [u] [20]. En efecto, las formas de contacto o = dz — wju
y o = dz — wip, tales que du = dy/, definen distribuciones (en general) distintas. No
obstante, esto realmente no es un problem,a pues es facil mostrar que siempre que dos
potenciales simplécticos difieran en la diferencial exacta de una funciéon de M a los reales,
las respectivas contactizaciones son contactomérficas entre si [20].

Proposicion 44. Sean pu y y' dos potenciales simplécticos de la variedad (M, dp), tales
que p' = p+dF, con F € C®(M). El difeomorfismo ® de la variedad de contacto (R x
M, dz" — wip') a la variedad de contacto (R x M,dz — w&pu), es un contactomorfismo
estricto:

Op: (z,2) — (T+ Fomg,x). (9.6)
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La demostracién de este resultado se da por el calculo directo de @}, o/, tomando en cuenta

que ®r es basicamente una traslacion sobre las fibras y por lo tanto ¢ o @p = m¢ (véase
Fig. 6):

Lo = Phd — Ppnpp =d(z+ Forng) — mpp

=dz+d(n F) —me«(pp+ dF) = dz + 75(dF) — nip — nE(dF) = dz — whp = o

R

R x M

e

Se

M

Figura 6: Diagrama g o ®p = me.

|
Consideremos ahora las secciones transversales sobre la contactificacion de M, que no son
mas que encajamientos de M en R x M de la forma ¢ : M — R x M. En términos de
¢ siempre podemos inducir simplectomorfismos en (M, df3) a partir de contactomorfismos
estrictos sobre (R x M, dz — w},u), como veremos en seguida.

Proposicién 45. Sea ¢ € Conto(R x M,dz — n5p) un contactomorfismo estricto de la
contactificacion de (M, du). El mapeo (Fig. 45)

fo=mcodol, (9.7)

donde £ : M — R x M, es un simplectomorfismo de du.
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Rx M— R xM

Figura 7: Definicién de fy.

Calculemos el pullback f; de la forma simpléctica du, tomando en cuenta las propiedades
del calculo de Cartan que ya hemos utilizado anteriormente,

fildp) = (me oo l) (du) = € o ¢" (n5p(dp)) = €7 o Y™ d(mgp) = £ d (Y™ (mop)).

Ahora, tomando en cuenta que 1 es un contactomorfismo estricto de «, ¥*a = «, podemos
sustituir el término d (¢* (7&u)) por mf (du),

Va=d@z) =Y (mop) =a = da=—d(rep) = =7 (dp) = —d("(Tep)),

de tal manera que obtenemos, efectivamente, f; (dp) = du:

foldp) = °d (P*(mep)) = € o mp(dp) = (me o €)*(dp) = 1dy,(dp) = dp.
]

Otro aspecto importante relacionado con el encajamiento de M en R x M es que toda
subvariedad legendriana de la contactificacién es, a la vez, una subvariedad lagrangiana de

(M, dp) [20].

Proposicién 46. Sea A una subvariedad legendriana de (R x M,dz — w&u) bajo el enca-
jamiento & : A — R x M, entonces A también es una subvariedad lagrangiana de (M, dpu)
bajo el encajamiento tco& : A — M.

Dado que A es una subvariedad legendriana de R x M, es decir, una subvariedad n dimen-
sional (dim (R x M) = 2n + 1) tal que

Fa=0 =  dro =¢omhp=(tcod)

entonces el mapeo 7 o £ satisface la propiedad
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(mc 0&)" (du) = d((rc0&)'n) = d*(ro&) =0,

siendo por lo tanto, A una subvariedad n dimensional de M, tal que (m¢ 0 &)*(du) = 0. Es
decir, una subvariedad lagrangiana. [ |
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Parte 111

Geometrotermodinamica
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10 Aspectos basicos de la termodinaica

La termodinamica con la que trataremos en este trabajo se limita solo a los sistemas en
equlibrio termodinamico, entendiendo por sistema termodinamico a cualquier porcion
macroscopica del universo que se aisla para analizar sus propiedades, y por equilibrio
termodinamico al régimen en el cual dicha propiedades se vuelven cantidades globales,
es decir, que sus mediciones no dependen de la localizacién, en el sistema, en la que se
realizan [10].

En un sistema en equilibrio termodindmico la medicién de una de sus propiedades*?, en
cualquier punto del sistema, siempre arroja el mismo valor. De esta manera, conociendo
las mediciones globales de las distintas propiedades del sistema podemos caracterizar su
estado termodinamico, sin necesidad de realizar un analisis minucioso de la naturaleza
constitutiva del sistema**. Ejemplifiquemos esto con un sistema termodindmico simple: un
gas contenido en un cilindro rigido, con un pistén movible como tapa (véase Fig. 8).

Figura 8: Gas (en gris) encerrado en un cilindro (blanco) con un pistén (negro) como tapa.

El sistema es el gas, especificamente, la enorme cantidad de particulas que habitan los
limites de las paredes internas del cilindro y del pistén, de manera que, en principio, la
region del universo que estamos tomando como sistema no tiene una frontera fija. En este
caso la imagen de uno de sus estados de equilibrio es, como en cualquier otro sistema, bas-
tante aburrida, pues es la del gas contenido en el cilindro con el piston fijo. En términos de
la descripcién que hemos dado, dos cantidades fisicas que describen este estado de equilibrio
son el volumen ocupado por el gas y su energfa interna®. Similarmente, en vez de utilizar
la energia interna podriamos pensar en utilizar la entropia para describir los estados de
equilibrio.

De esta manera, la termodinamica que nos interesa estudia soélo los sistemas donde sus
propiedades ya se encuentran bien definidas, sin tener en cuenta nada de su historia: si dos
sistemas, que se describen por medio de las mismas cantidades fisicas, arrojan las mismas
mediciones, entonces ambos sistemas describen el mismo estado termodinamico de equi-
librio, sin importar cudl era su estado inicial en cierto instante ni qué procesos tuvieron

43Esto aplica para cualquier propiedad de interés en el sistema.

44Desde un punto de vista mecanico, no es necesario caracterizar la dindmica de cada una de las particulas
del sistema durante el intervalo en el que se realiza la medicién [10].

45La energfa cinética promedio de sus particulas [10].
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que atravezar para alcanzar en el equilibrio, ni mucho menos cuanto tiempo les tom6 para
hacerlo?®.

Un sistema termodindmico en equilibrio, que se identifica mediante n propiedades inde-
pendientes, se dice que tiene n grados de libertad. Como parte del estudio de estos sis-
temas, en la termodinamica consideramos el conjunto de todos los posibles estados de
equilibrio como una variedad suave n dimensional, denominada espacio de equilibrio
termodindmico’” £ [10]. De esta manera una descripcién de un estado de equilibrio par-
ticular se puede pensar como una descripcién local de un punto x € & por medio de la
n-eada real (E', E? ..., E") € R". En este sentido, las n propiedades que describen un
sistema en equilibrio son coordenadas sobre &, identificadas comtinmente como variables
termodinamicas naturales.

Experimentalmente se sabe que, asociada a cada variable natural E?, existe una canti-
dad fisica que también caracteriza al sistema. Esta evidencia empirica es considerada como
esencial en el estudio de la termodinamica.

Teorema 3 (Primera ley de la termodindmica). En cada sistema termodindmico con n
grados de libertad, con estados de equilibrio descritos mediante las n variables naturales
(E',...,E™), existe un mapeo ¢ € C*(E) tal que define las variables termodindmicas con-
Jugadas

0¢ :
I, = [[(F) = — =1,2,.. 10.1
? Z( ) (9El’ (Z )y < an) ( O )
las cuales satisfacen la propiedad transitiva [10]
Vo oz,y,z €€, Ii(z) = Li(y), L(y)=1L(z) = L(x)=1Lz). (10.2)

Al mapeo ¢ descrito en (3), denominado como el potencial termodindmico del sistema, al
ser expresado como funcién de las variables (E!, ..., E"), se le conoce como la ecuacién
fundamental ¢ = ¢(FE), mientras que las n expresiones (10.1) de las variables conjugadas,
en términos de (E', ..., E™), son las ecuaciones de estado del sistema [10].

En el caso del gas atrapado en un cilindro, cuando podemos suponer que se trata de
un gas ideal?® y utilizamos la entropia como potencial termodindmico ¢ = S, la ecuacién
fundamental se expresa como (U = E', V = E?)

S(U.V) = Nk (cv In (%) +In (%)) | (10.3)

461,as propiedades del sistema no dependen explicitamente del espacio fisico que este ocupa, ni del tiempo.

4TFormalmente, espacio de equilibrio de Gibbs, o0 GEM (Gibbs equilibrium manifold) [10].

48Cuando las interacciones entre las particulas del gas se pueden modelar como interacciones de corto
alcance (canicas rebotando una contra otra, y contra las paredes del contenedor) [10].
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donde N es el numero fijo de particulas que constituyen el gas, Cy es el calor especifico
a volumen constante, kg la constante de Boltzmann y tanto Uy como Vy son mediciones
de referencia de la energia interna y el volumen, respectivamente [10]. En este caso las
variables termodinamicas conjugadas se relacionan con la presién y temperatura del gas
ideal, siendo las ecuaciones de estado del sistema

1 dS  NksC, P 0S  Nkp

T oUu U T vV

. (10.4)

En cuanto a la propiedad transitiva (10.2), aplicada al caso del gas ideal, lo que nos dice es
que los indicadores de que el sistema se encuentra en equilibrio termodinamico es que no
existen gradientes de presién ni temperatura [10].

La ecuacién fundamental también describe bajo qué condiciones un sistema termodinamico
(sin ahondar en el proceso en si, ni en sus tiempos) puede pasar de un estado de equilibrio,
a otro [10]. Esto por medio de su derivada exterior, que es la forma diferencial de la primera
ley (10.1)

n 8@5 - n .
do = 3 Sl = 2 I,(E)dE". (10.5)

Como podemos ver en (10.5), las ecuaciones de estado [;(EF) establecen relaciones muy
precisas entre los posibles valores de las variables termodinamicas de un sistema, cuando
estos se encuentran en equilibrio. Ademads de estas condiciones de equilibrio (10.1), también
se postula en general la existencia de la entropia (y su variable conjugada, la temperatura)
como una cantidad especial en la termodindmica que juega el papel de potencial termo-
dindmico, y determina la ecuacién fundamental del sistema, presentando una condicién
extra para que un sistema pueda pasar de un estado de equilibrio a otro [10]. Es decir,
mientras que algunas propiedades macroscopicas pueden resultar mas importantes para
describir un sistema u otro, el par entropia y temperatura siempre juega un papel funda-
mental, intrinseco al concepto de termodinamica.

Teorema 4 (Segunda ley de la termodindmica). En todo sistema termodindmico la entropia
del sistema nunca decrece.

Existe una gran cantidad de interpretaciones y formas de enunciar el principio anterior,
conocido como la segunda ley de la termodinamica [10, 14, 18, 26]. Aqui presentamos esta
version que nos indica que sélo los procesos en los cuales la entropia aumente o se mantenga
constante (que S evaluado en el estado posterior no sea menor que S en el estado anterior)
son fisicamente posibles®’.

Pensando en términos del espacio de equilibrio termodinamico &£, podemos identificar un

49No estamos tomando en cuenta procesos realizados en subsistemas o sistemas no aislados, donde la
entropia si puede disminuir en un proceso fisicamente posible, pero aumentando la entropia del entorno
[14].

51



proceso termodindmico, una sucesién suave de estados de equilibrio®, como una curva
suave en esta variedad®. En este sentido, la segunda ley (4) expresa que S es una funcién
monotonamente creciente a lo largo de dichas curvas [10].

10.1 Transformadas de Legendre y potenciales termodinamicos

Como vimos anteriormente, las variables naturales son cantidades fisicas, independientes
entre si, que determinan el estado de equilibrio termodindmico de un sistema, y juntas con
la ecuacién fundamental determinan otras cantidades que también son de interés fisico, co-
nocidas como variables conjugadas y sirven como parametros para caracterizar cuando un
sistema se encuentra en equilibrio. En el ejemplo del gas ideal las variables termodinamicas
son la energia interna y el volumen, mientras que la ecuaciéon fundamental se expresa en
términos de la entropia (10.3) y las variables conjugadas son, bdsicamente, la temperatura
y la presion.

Cuando se estudia experimentalmente un sistema termodinamico en un laboratorio, no
obstante, es usual que las variables que sean mas faciles de controlar y medir sean las con-
jugadas®®, no las variables termodindmicas [10] (temperatura y presién, en el ejemplo del
gas ideal).

Es posible realizar un cambio en la descripcion del espacio de equilibrio termodinamico
&, haciendo que una o varias variables conjugadas ocupen el lugar de sus respectivas va-
riables naturales para caracterizar los estados de equilibrio del sistema, pero esto no debe
confundirse con un simple cambio de coordenadas, pues para lograr hacer esto y seguir
respetando la estructura de la termodinamica, impuesta por sus leyes, es necesario cambiar
también la ecuacién fundamental del sistema introduciendo un nuevo potencial termo-
dindmico, y como consecuencia, considerar nuevas ecuaciones de estado [10]. Esto se hace
empleando como herramienta matematica a las transformadas discretas de Legendre
L;, que para cada valor 7 entre 1 y n, toma el potencial termodinamico ¢ y regresa el
potencial termodinamico

Li(g) = ¢ =¢— > B, .., (10.6)

k=1

que permite formular la termodinamica sobre £ utilizando como nuevas variables naturales a
(Iy, ..., I;, E*"1 ..., E™). La transformada £; es una extensién de la transformada de Legendre
unidimensional, que se basa en la equivalencia que existe entre una curva convexa sobre el
plano y la envolvente de la familia de rectas tangentes a dicha curva [20]. Al respecto, es
importante notar que, para que podamos expresar cada E* como funcién de las variables
It (k en el intervalo 1,...,7) es necesario que el potencial termodindmico a transformar (o
su negativo) sea convexo, es decir, que su determinante hessiano sea no negativo [10]:

S0Especificamente, hablamos de procesos cuasiestdticos [10].

51El pardmetro de estas curvas no debe confundirse con el tiempo.

52Incluso, puede que no existan instrumentos capaces de controlar y medir variables termodindmicas
como la energia interna y la entropia (cuando se adopta la representacién energética y S pasa a ser una
variable termodindmica, ocupando U su lugar como potencial termodindmico) [10].

52



26 0% 8%

o a(E'? OE'E? T QEEn
OE'ORY P P P
OE"El QE"E® T 9(En)

También resulta importante aclarar que emplear la transformada de Legendre para pasar de
un potencial termodinamico a otro resulta, méas que nada, un tipo de astucia matematica,
ya que sOlo cambia la descripcion formal del sistema termodinamico, pero no obedece
realmente a ninguna razon fisica, sélo a la conveniencia de quien estudia el sistema ter-
modinamico®5* [10]. Es decir, tanto desde el punto de vista experimental como tedrico,
algunos experimentos y problemas resultan considerablemente maés sencillos de trabajar en
una representacion termodinamica u otra.

Lo dicho anteriormente no debe confundirse con que los potenciales transformados no ten-
gan un sentido fisico bien claro, y ayuden a apreciar la segunda ley como una competicién
entre maximizar alguna propiedad (por ejemplo, entropia), minimizando otras (por ejem-
plo, la energia interna). Un ejemplo claro de esto es la entalpia, potencial termodindmico
obtenido a partir de la energia interna en sistemas que se pueden estudiar por medio de su
entropia y volumen, entre otras posibles variables naturales, U = U(V, S, ...), al intercam-

biar su dependencia en el volumen por su variable conjugada, la presién®®:

H=L,U)=U— (-P)V = U+ PV. (10.8)

Este potencial es especialmente 1itil cuando existen procesos isobéricos y adiabaticos, como
algunas reacciones quimicas®®, donde dP = TdS = 0, ya que en dicho caso (sin perder
generalidad, suponemos que el sistema sélo depende de B! = Sy E? = Py E3 = N,
siendo N el nimero de particulas) la forma diferencial de la primera ley (10.5) establece
que los procesos deben ajustarse acorde a lo que dicte el potencial quimico p [26]:

dH = dU +VdP + PdV = TdS + VdP + udN = udN.

53 «Jt is, perhaps, superfluous at this point to stress again that thermodynamics is logically complete
and self-contained within either the entropy or the energy representations and that the introduction of the
transformed representations is purely a matter of convenience. This is, admittedly, a convenience without
wich thermodynamics would be almost unusably awkward, but in principle it is still only a luzury rather
than a logical necessity.” (Callen [10], p.p. 138).

54En cierto sentido es similar al cambio que se hace de la formulacién lagrangiana a la formulacién
hamiltoniana, también a través de una transformada de Legendre. Una formulacién no es méas exacta o
precisa, o agrega algo més que la otra, simplemente son dos formulaciones distintas que contienen la misma
informacién, pero algunos problemas se vuelven mas sencillos cuando se considera una u otra.

55En realidad, el negativo de la presién.

56El intervalo en el que se llevan a cabo algunas reacciones quimicas es lo suficientemente réapido como
para ignorar cualquier intercambio de calor [26].
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10.2 El espacio fase y la estructura de contacto termodinamica

Desde los primeros trabajos de Gibbs se puede apreciar un intento por aplicar el formalismo
de la geometria diferencial a la termodindmica [1], idea que se fue reforzando con el paso de
los anios [3, 6, 12] hasta culminar con la introduccién de una variedad de contacto asociada
al espacio de equilibrio termodinamico, llamada el espacio fase termodinamico [30]:

(B,10), (10.9)

donde B es una variedad suave 2n + 1 dimensional (tomamos £ n dimensional), y II es
la estructura de contacto en cuestiéon, co-orientable y maximamente no integrable. Este
espacio fase aparece naturalmente al darle un significado geométrico a la primera ley de
la termodinamica, pidiendo que las distintas representaciones termodindmicas no sean mas
que expresiones de esta ley en distintas coordenadas. Para que esto ocurra es necesario
promover las transformadas de Legendre £; a diffeomorfismos, y esto se hace definiendo
sus transformaciones de Legendre asociadas, que representaremos igualmente como £; [38]:

Li:(r,q,p) — ('=70Li,¢ =qoLy,p =poL). (i=1,2,..,n) (10.10)

Explicitamente, las coordenadas primadas son las funciones de las coordenadas sin primar

7
/ — k
T =7'—§ q Pk,
k=1

¢k = (10.11)
+q*, i <k <n.

p/k =
+Pk, 1 < k < n.

Proposicién 47. Las transformaciones de Legendre son transformaciones de coordenadas
sobre B para todo valor de 1.

Para demostrar que cada £; (10.10) es una transformacién de coordenadas, basta calcular
su determinante jacobiano y observar que nunca se anula® [22]:

575 = n —i. p; es la matriz 4 x 1 cuyas entradas son las primeras i coordenadas p, similarmente g’
es la matriz ¢ x 1 con entradas dadas por las primeras i coordendas g. Las matrices 0p,x, v I;xq son,
respectivamente, la matriz cero de p X ¢ y la matriz identidad cuadada, ¢ x q.

o4



1 —p! 01; —q" Oy
0z'><1 0i><i Oixj Ii><i 0i><j

or',q,p
det (W = det 0j><1 0j><i Ij><j 0j><i Oij =1 7é 0.
T Oixi —Lixi Oixj Oixi 04y
0jx1 Ojxi  Ojxj Ojxi Ly

Otra caracteristica importante de las trasformaciones de Legendre es que, todas de ellas,
sean totales (i = n) o parciales (i < n), son contactomorfismos estrictos de la estructura
de contacto del espacio fase termodinamico.

Proposicién 48. Para todo valor de i entre 1 y n, los mapeos (10.10) son contactomor-
fismos estrictos de la distribucion I1 del espacio fase termodindmico.

Para obtener este resultado, comencemos calculando el pullback, bajo £;, de la 1-forma dr,
y a partir de este completar (en el miembro derecho) para obtener la 1-forma de contacto
« en la expresion,

Li(dr) = d(roL;) =d (T -3 q'“pk> =dr =) pdg" = qtdp;
k=1 k=1 k=1

% n n %
=dr =Y pdg" = Y pedgd®+ > prdg® = gtdpy.
k=1 k=i+1 k=i+1 k=1

= a+ Y pedgd® =) q"dps.
k=1

k=i+1

Ahora, tomando en cuenta (10.11), basta manipular un poco la ecuacién anterior para
llegar al resultado esperado:

7

(Lipe)d (Lid") = a + L} (Zpkqu)

k=1

Li(dr) = a+ > (Lip)d(Lid") +
k=i+1 k=1

4

L (dT— Zpkqu> = Lla = a.
k=1
|

Para conectar (B,1I) con el espacio de equilibrio termodindmico, donde est4 la fisica (en &€
se llevan a cabo los procesos cuasiestaticos gobernados por los potenciales termodinamicos
via la ecuacién fundamental), se pide que £ sea una subvariedad suave de B, que pueda
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encajarse®® mediante un mapeo 1) : £ — B legendriano. Es decir, si v es una de las 1-formas
de contacto sobre B, ker o = II, entonces 1) satisface la condicién (7.3):

Vo oa € o, Yra = 0. (10.12)

Al imponer esta relacién entre £ y (B,1I), ale = ¥*a = 0 se transforma en la forma
diferencial de la primera ley de la termodindmica. Veamos esto con mayor detalle. Utilizando
las coordenadas de Darboux (5.4) sobre B podemos definir las O-formas sobre &,

p=y0'T =T09Y: & — R,
(10.13)
I =¢*p; = piot: € — R,

y con el resto poner coordenadas locales sobre &, es decir, definir variables termodinamicas
naturales en el sistema:

(g, .. " q") = (¢ o, ....,q" o) = (E*, ..., E") € R". (10.14)

En términos de dichos mapeos, tomando ¢ como el potencial termodindmico, (10.12) efec-
tivamente se transforma en (10.5):

n

Yo =d(roy) = > (piow)d(g o) = dp — > LdE = 0. (10.15)
=1

=1

De esta manera, en vez de tener una variedad suave £ dotada de un mapeo hacia los reales
(un potencial termodindmico) que dicta la dindmica de los procesos termodindmicos me-
diante una ecuacién diferencial particular®, para cada representacién distinta (para cada
potencial termodindmico distinto), podemos tomar al par (£,1) como una tnica variedad
dotada de una tunica ecuacion diferencial, ¢*a = 0. Bajo esta optica cada representacién
distinta debido a un potencial termodinamico se expresa sélo como un cambio de coorde-
nadas sobre la variedad B.

Siguiendo con el ejemplo del gas ideal presentado en la seccion anterior, ya habiamos
identificado su espacio de equilibrio como una variedad bidimensional £. Su espacio fase
asociado es entonces la variedad B de dimension 5, con la estructura de contacto descrita
mediante 1-formas

584) como un difeomorfismo de &€ a B, tal que su pushforward sea inyectivo, ker v, = {0}.

59Como vimos anteriormente, para un sistema simple con dos grados de libertad, en una representacion
energética la ecuacion termodinamica es dU = T'dS — PdV , mientras que en una representacién equivalente
como la entdlpica, la ecuacién se ve completamente distinta: dH = TdS + VdP.
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2
o =dr = qp;
a=1

siendo (7, ¢',¢* p1,p2) coordenadas de Darboux. Cuando trabajamos e la representacion
energética, con las variables naturales E! = V y E? = S, podemos identificar el mapeo
legendriano como

ovsy o (= (Y vepo U U (10.16)
Y S\ Vv T T Gy VT NEgCy ) ‘

siendo la primera ley de la termodinamica, en su forma diferencial,

UdsS udv

‘o = dU — TdS + PdV = dU — _
Vo + NkgCv OV

0.

En este caso es facil ver que U, como potencial termodinamico, cumple la condicién de
convexidad (10.7),

02U (NkpgCy)?  NkpC2ZV U\
— —+ >

 NkgCZV — C2V2

de tal manera que se nos permite realizar transformadas de Legendre para cambiar de
representacion, pero esto lo haremos de forma geométrica realizando la transformacion
correspondiente de Legendre £, sobre B,

El: (T7q17q27p17p2) = (T_q1p17p17q27_q17p2)7

con la cual vemos que el mapeo 1 ahora reproduce sobre £ la formulaciéon entédlpica. En
efecto, identificando

roi = (r—q'p)or = U+ PV = H,
qgloy =p oy = —P,

pho=—q otp=-V,

el mapeo (10.16) se expresa en coordenadas como (5 =1+ Cy)
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=

- _ B (eypeie)_pgy = CUH . H
b i (=P,S) (H—C—V<CVP6 ) SRSV =ty ’T_BNkB>' (10.17)

10.3 Geometrotermodinamica

La implementacion del espacio fase como estructura de contacto en la termodinamica se
trata, mas que otra cosa, del intento por completar la formulacion matematica detras de
una gran cantidad de hechos experimentales, y como tal no agrega nada nuevo al aspecto
fisico. Como mucho es una garantia para justificar el uso personal de una u otra represen-
tacion de un sistema termodinamico, sabiendo que desde el punto de vista de la geometria
diferencial todo encaja. No obstante, este elemento no es la tinica aplicacion geométrica al
estudio de la termodiamica.

A partir del ano 1975, con el trabajo del fisico Frank A. Weinhold [5], aunado a las in-
vestigaciones del también fisico George Ruppeiner [7], se comenzé a estudiar el uso de un
tipo particular de métricas sobre el espacio de equlibrio, las llamadas métricas hessianas
de Weinhold y Ruppeiner, asociadas respectivamente, a la metriz hessiana de la energia
interna y a la matriz hessiana del negativo de la entropia del sistema:

U ; ;
V=N _dE'®dE
g 2 poE ©d
(10.18)
9%S .
=N — —dE' ®dE.
g 2 Smiog @ d

Es claro que, mientras U y S sean mapeos sobre £ que respeten la condicion de convexidad
(10.7), las métricas (10.18) se encuentra bien definidas (son simétricas y no degeneradas),
siendo en particular métricas hessianas.

Este tipo de métricas, asi como otras generalizaciones empleando las matrices hessianas
de distintos potenciales termodinamicos, han resultado de gran interés en la fisica, par-
tiendo desde su relacién con la teoria de fluctuaciones termodindmicas [15, 45]. Esto es,
si ¢ es el potencial termodinamico en cuestién, en las vecindades de cualquier estado de
equilibrio, o punto z € &, donde ¢ alcanza un valor extremo segin la segunda ley de la
termodindamica®, entonces la métrica hessiana g® gobierna el estado final del sistema [45],
al pasar por una perturbacién a segundo orden en la direccién X (z) € T,E5162

d(r+eX(x)) = ¢(x) + edop(z)(X) + %62 ¢°(2)(X, X) ~ %3 ¢°(2)(X, X). (10.19)

60 Aunque enunciamos (4) en términos especificos de la entropia S, una expresién mas general se obtiene
indicando que en equilibrio el potencial termodindmico se encuentra siempre en un valor extremo [10].

61Sin perder generalidad podemos tomar ¢(z) = 0.

62En efecto, en coordenadas, donde X es la componente de X en la direccién Op::
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Por otra parte, también parece haber una importante conexion de este tipo de métricas con
la fisica estadistica y la teorfa de la informacién [13, 42], pero en particular debe destacarse
la interpretacion que se le ha dado a su curvatura, y a sus puntos singulares en el espacio
de equlibrio, como indicadores de la existencia de interaccién termodinamica y cambios de
fase, respectivamete [45, 30].

No obstante, una cuestién problematica referente a estas métricas es que no son invariantes
ante la aplicacién de trasformadas de Legendre [42, 45, 30, 38]%, haciendo que la eleccién
de la representacion empleada para estudiar las propiedades geométricas, que prentenden
estar relacionadas con las propiedades termodinamicas de un sistema, no sea arbitraria,
es decir, no sea solo cosa de conveniencia. Dependiendo qué potencial termodindmico se
utiliza, en general se encuentran uno u otros resultados, razén por la cual historicamente
para ciertas cuestiones se ha empleado la métrica de Weinhold [30, 9, 11, 24, 27] y para
otras tantas la métrica de Ruppeiner [30, 23, 25, 28].

Como solucién a este inconveniente, desde 2007 se ha propuesto un formalismo distinto
basado en imponer una métrica sobre el espacio fase termodinamico B que sea invariante
ante transformaciones de Legendre, es decir, un tensor métrico G sobre (B,II) tal que
satisfaga la condicion

LG = G. (i=1,2,...,n) (10.20)

Dicho formalismo es conocido como geometrotermodinamica, o simplemente GTD, y
tiene la ventaja de que induce, de manera natural, una métrica sobre el espacio de equilibrio
(€,1) via el pullback de G bajo el mapeo legendriano, g = ¥*G [30, 38]. De este modo en la
GTD se nos presenta una tnica métrica que puede utilizarse bajo cualquier representacion
termodinamica.

En términos de las coordenadas locales de Darboux, asi como de la base cotangente indu-
cida por las mismas, (dr, dq, ..., dq", dp;, ..., dp,), sobre B, la métrica invariante de Legendre
mas general que se ha encontrado es

G=axa+A Z (¢'p)** ™ dq' @ dp;, (10.21)

=1

donde k es un nimero natural cualquiera, « es la 1-forma de contacto para la cual elegimos
las coordenadas de Darboux, y A € C*®(B) es una 0-forma cualquiera sobre B, invariante
de Legendre:

X(z)) ~ 1o~ 0%
9z +eX(x)) = d(a) + ;e Z: S5

X'x7

63Una muestra clara de esto es que g" y g son, de hecho, métricas conformes bajo el factor 1/72. [42].
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vV y e B, Ao Li(y) = Aly). (10.22)

Proposicién 49. La métrica (10.21) definida sobre B es invariante ante cualquier trans-
formacion de Legendre.

La demostracion de este hecho se da por el calculo directo, aplicando todas las propiedades
que ya hemos visto del pullback, y recordando que toda transformacion de Legendre es un
contactomorfismo estricto de la 1-forma de contacto a:

LiG = (Lra) @ (Lia) + (LFA) D Li(q"pa)™ T (Lidg") @ (L}dp,)

a=1

%

= a®@a+ (Ao L) | (—pag®) ™ (dp.) @ (—dg™) + Y (¢"pa)™ ' dq" ® dpa

a=1 a=1+1

=a®a+A> (¢°p)* " (dg" @ dp.) = G.

a=1

De manera general para cualquier sistema termodinamico con n grados de libertad, la
métrica impuesta por la invarianza de Legendre, en el espacio de equilibrio termodinamico
&, se ve como la métrica

n ' a¢ 2k+1 82¢ ' .
— ¥ _ i i '
g =G =(Aow) (E 8Ei> g E © dE (10.23)

ij=1

Como podemos ver a través de (10.23), tipicamente las componentes de la métrica de
la GTD dependen explicitamente de las primeras y las segundas derivadas del potencial
termodinamico, asi como posiblemente de ¢ directamente, a través de la eleccion que se

haga del mapeo A [30, 38|,
9 = 9(¢,00,0%9). (10.24)

Como caso particular para ejemplificar lo que hemos estado diciendo, tomemos nuevamente
el gas ideal, utilizando la representacion entropica en la cual la ecuacién fundamental del
sistema es (10.3), dando lugar al mapeo legendriano®*

. B I NksCy P Nkg
v (U, V) — (S_NkB(Cvln(U)Jrln(V)),U,V,T— T = ) (10.25)

64Sin perder generalidad, tomamos U y V adimensionales.
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El encajamiento anterior da lugar a la métrica sobre &:

(10.26)

2(k+1) dU@dU dV @dV
U2 V2 '

g = *G = —(Nkp)** ) (Ao ) (CV +

Mediante un cambio oportuno de coordenadas, pasando de las variables termodinamicas
(U,V) a las coordenadas locales (7, &), definidas como

(U,V) = (n=(NkgCy)*"'In(U),§ = (Nkp)*'In(V)),

la métrica se muestra como conformemente plana (W = Ao (n,§))

g =-W (dn®dn+ d§®dE). (10.27)

Como se comentd anteriormente, varios resultados asociados a las métricas hessianas dan
indicios de una relacion entre la curvatura de dichas métricas y el concepto de interaccion
termodinamica. En particular la métrica de Weinhold del gas ideal no tiene curvatura,
mientras que la curvatura de la métrica del gas de Van der Waals es proporcional al llamado
pardmetro de interaccién [30]. Esto nos lleva a pensar que la eleccién més simple que
se puede hacer sobre la funcién arbitraria A es la de mantenerla como una constante
negativa, en particular A = —1, con lo cual (10.27) se transforma en la métrica euclidiana
bidimensional.

10.4 Principio variacional de la GTD

En el enfoque de la GTD el espacio fase termodinamico es una variedad de contacto,
co-orientable y maximamente no integrable, dotada de una métrica compatible con dicha
estructura de contacto, es decir, una métrica invariante ante transformaciones de Legendre:

(B,11, Q). (10.28)

Por otra parte al espacio de equilibrio £ ahora se le incluye el encajamiento legendriano v,
y se promueve a variedad métrica por medio de la métrica inducida ¢*G,

(€, ¥G). (10.29)

Es asf que dado cada encajamiento 1), tal que ¢(€) es una subvariedad legendriana (¢*« =
0), ¥ define un sistema termodindmico en equilibrio. En este sentido lo importante es

61



determinar 1, pues a partir de ella podemos obtener la ecuacién fundamental del sis-
tema termodindmico en cualquier representacion que se elija (en cualquier potencial ter-
modindmico).

La tarea de analizar los sistemas termodinamicos y obtener sus ecuaciones fundamentales
(equivalentemente, sus ecuaciones de estad) historicamente ha recaido en los experimentos
fisicos y quimicos [10], asi como en el empleo de generalizaciones de modelos més simples
y expansiones en series de potencias [10, 18, 26]. No obstante, para sistemas cuyas condi-
ciones fisicas son dificiles o, hasta la fecha, imposibles de replicar en el laboratorio (objetos
astronémicos), o se separan de lo usual (sistemas cudnticos o relativistas)m la necesidad
de un enfoque formal para determinar potenciales termodinamicos ha empujado la investi-
gacion en materia de fisica estadistica para proponer modelos microscopicos [14, 18, 26].

En GTD se propone un método para encontrar los mapeos legedrianos ¢ utilizando un
principio variacional, imponiendo la condicién de que estos mapeos sean arménicos [35, 38].
Esto quiere decir que, si representamos de manera general las coordenadas sobre la variedad
B como Z4, con A=1,2,...,2n + 1, entonces dada la accién

, Y AV
I(g) = /d Eldetgl > > 0" 55 Gan (10.30)
&

donde ¢g® son las componentes del tensor métrico inverso g~* = (*G)~!, entonces v es
tal que las coordenadas Z4 satisfacen las ecuaciones diferenciales que se obtienen de su
variacion, es decir, las ecuaciones

51(g) 19 OZA\ . 074070,
_ = @ F - g% =
72 \/!det(g)\aEb( [detlole™ 5 sgm ope? ~

(10.31)

donde T, son los sfmbolos de Christoffel construidos a partir de la métrica G [35, 38].
La postulaciéon de que ¥ es un mapeo armonico tiene relacion con principios basicos de
la termodinamica, como el hecho de que el espacio de equilibrio debe ser una subvariedad
extremal para 1 para satisfacer la segunda ley de la termodindmica [35]. No obstante su
aplicacion se ha visto limitada por la complejidad computacional del sistema de ecuaciones
(10.31), aunque soluciones generales se han probado para sistemas de laboratorio como el
gas ideal [38], y han encontrado aplicacién en dreas més amplias como la cosmologia [40].

11 Espacio fase termodinamico y contactificacién

En la primera parte de este documento vimos que el haz cotangente, de toda variedad suave
n dimensional, se trata de una variedad suave 2n dimensional, dotada de una estructura
simpléctica natural y exacta (2.1). En la segunda parte indagamos sobre la construccién de
un haz fibrado lineal, asociado a toda variedad simpléctica exacta, que carga una estructura
de contacto, también natural (9). Ahora emplearemos dichos conceptos para construir la
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contactificacion del haz cotangente del espacio de equilibrio termodinamico,
como la variedad de contacto

(Boc =R x T*E, e = ker (dz — nj0)) . (11.1)

Notamos que la variedad de contacto (Bg, o) comparte las mismas propiedades que el
espacio fase termodindmico (B,1I), es decir, se trata de una variedad 2n + 1 dimensional,
con una estructura de contacto co-orientable y maximamente no integrable, pero tiene la
ventaja de estar directamente relacionado con el haz cotangente de &£, y por ende con su
estructura simpléctica inherente.

Por supuesto, sabemos que localmente siempre podemos definir para cada vecindad de
Bc un contactomorfismo hacia B%. En particular, en el resto del trabajo exploraremos la
hipotesis de que existen sistemas termodinamicos cuyo espacio fase termodinamico es glo-
balmente contactomérfico a (Bg, 1), observando que, como consecuencia de este hecho,
es posible asignarles a dichos sistemas termodinamicos un sistema hamiltoniano.

Hipétesis: Las variedades de contacto (B,II) y (Be,Il¢), la dltima definida en (11.1),
son contactomérficas bajo el mapeo g : Bo — B:

i = Aag = A(dz — 750) (A € C*(Be)). (11.2)

Existe una manera alternativa de pensar en la hipdtesis anterior, que resulta conveniente
tomando en cuenta que, hasta la fecha, la investigacion sobre la naturaleza del espacio fase
termodinamico como variedad diferenciable y espacio topoldgico, ha sido poca en el ambito
de la GTD.

Proposicién 50. Si existe alguna hipervariedad M, de tipo simpléctica (41) en B, que sea
simplectomorfica a T*E, entonces (B,11) y (Be,l¢) son variedades contactomorficas.

Sea (M, d(¢*«)) la hipervariedad de tipo simpléctica, 2n dimensional encajada en el espacio
fase termodinamico por medio del mapeo

(M — B,

que es simplectomorfica al haz cotangente del espacio de equilibrio termodinamico, me-
diante Fg:

Fe:T°€ — M, Fi(d(ta)) = d((LoFe) a) = —df. (11.3)

65Esto no es més que una formulacién equivalente del teorema de Darboux 5.4, donde se explica que,
localmente, toda variedad de contacto es idéntica a R?"*! con la distribucién canénica [33].
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Veamos que, en términos de (11.3), podemos construir el contactomorfismo (11.2) mediante
la composicién

xe = loFeomg: B — B. (11.4)

En efecto, empleando la definicién (11.3) observamos que el pullback de o bajo £ o Fg es
—0+ B, con § € AYT*E) como una 1-forma cerrada,

d((loFe) a) +df = d((LoFe) a+60) =0 — (loFe) a+0 =,

por lo tanto

Xsao = (Lo Feome) a =75 ((loFe) a) = n5(B—0) = 758 — m5b.

Como f es una l-forma cerrada sobre T*E, w3 también es una 1-forma cerrada sobre
Bc%, y como, localmente, siempre podemos definirla como la diferecial de una funcién de
Be a R [22], 7t = dz, obtenemos entonces el resultado esperado:

Xeew = 3 — ol = dz — 5l = ac.
|
En cuanto a la posibilidad de que en realidad exista una hipervariedad de tipo simpléctica,
simplectomérfica a 7€, una condicién necesaria es encontrar una fibracién lagrangiana en
M, parametrizada por una variedad n-dimensional. En tal caso podriamos tomar dicha va-

riedad como £ (también serfa una hipervariedad n dimensional de B) y propiamente dicho,
estarfamos tratando de mostrar que M es directamente el haz cotangente asociado [2].

Consideremos entonces un sistema termodindmico de la GTD (€,4,9*G) que satisfaga
nuestra hipdtesis de trabajo, y asociado a dicho sistema tomemos su contactificacién

(BCaHCaXZG)' (115)

Lo primero que notamos es que el encajamiento legendriano ¢ ahora puede construirse
como la composicién de un encajamiento de £ en su haz cotangente, y posteriormente de
un encajamiento de T*E en su contactificacion, es decir,

p=xegolowy,: E — B (11.6)

66d(7réﬂ) =7n5(dB) =75(0) = 0.
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Veamos ahora que, dado que el encajamiento (11.6) es un mapeo legendriano, entonces wy,
es un encajamiento lagrangiano de £ en T*&.

Proposicién 51. Si v, definido en (11.6), se trata de un mapeo legendriano para (B,11),
es decir, si Y*a = 0, entonces wy es un mapeo lagrangiano para (T*E,—df), es decir

wy(—df) = 0.

A partir del calculo directo del pullback ¥*a = 0, al tomar en cuenta que, para cualquier
seccion transversal ¢ sobre la contactificacién del haz cotangente, se tiene mo o £ = Idpg,
y empleando ademés la propiedad w*f = w vélida para cualquier 1-forma sobre &£ [22],
obtenemos la expresién

Pra = (xeolowy)'a = wyjol*(xia) = wy ol A(dz — m;0)
= (Aolowy) (d(zolowy) —w(meol)) = (Aolowy) (d(zolowy)—wil)

= (Aolowy) (d(zolowy) —wy) = 0,

que nos indica que wy, es una 1-forma exacta (en general (Ao ¢ ow,) # 0), y, por lo tanto,
el pullback wy,(—df) se anula:

wi(—df) = —d(wjl) = —dwy = —d*(z0lowy) = 0.
[

Este resultado quiere decir que, al mismo tiempo que un sistema termodinamico en equi-
librio se expresa como una subvariedad legendriana del espacio fase termodindmico, un
sistema termodinamico en equilibrio también puede pensarse como una subvariedad la-
grangiana de la proyeccién (el haz cotangente) de una variedad similar al espacio fase
termodindamico (la contactificacién del haz cotangente):

(&, 0,9"G) — (&, wy, V*G). (11.7)

Para completar la equivalencia entre £ como subvariedad lagrangiana y £ como subvariedad
legendriana, analicemos bajo qué condiciones, si wy, es un encajamiento lagrangiano en el
haz cotangente, 1 es un mapeo legendriano hacia el espacio fase termodinamico.

Proposicién 52. Sea (. T*E — Be una seccion transversal sobre la contactificacion de
E, ysea K € C®(T*E) el mapeo definido mediante el pullback de ¢ sobre la coordenada z
de las fibras de la contactificacion,

K=0"z2=2z20l:T¢ — R (11.8)
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Si wy es la I-forma cerrada wy = dW, con W € C>(&), tal que satisface la ecuacion
diferencial

KodW = W + H,, (11.9)

con Hy como una constante, entonces 1 = xg o £ o w, es un mapeo legendriano para B:

Vo = 0. (11.10)

Notemos que al tratarse de una 1-forma cerrada, trivialmente w,, = dW es un encajamiento
lagrangiano de £ en T*&, tal como el resultado (26) nos lo indica. Ahora, notemos que en
efecto el pullback de a bajo la composiciéon ¢ es cero, siempre que W sea solucién de la
ecuacién diferencial (11.9):

Vo = (Lowy)*N(dz —mgl) = (Aolowy) (d(zolowy)—w(meol) 0

= d(K owy) — wy = d(K odW) — dW = d(K odW — W) = dH, = 0.
n

La proposicion anterior nos da la condicion necesaria para que un mapeo lagrangiano genere
un mapeo legendriano sobre B. Esto se da mediante las soluciones de la ecuacién diferencial
(11.9), que tiene una estructura similar a una ecuacién del tipo Hamilton-Jacobi, lo cual se
aprecia mejor al incluir coordenadas locales (E*, ..., E™) (10.14) para W y las coordenadas
locales (E', ..., E", Py, ..., P,), con P; como las coordenadas duales del haz cotangente, para
K:

KodW — W = H, — K(El,..E”a—W W

. 1 ny _
y ’aEl"”’aEn> W(E',..,E") = H,.

(11.11)
Sin perder generalidad podemos definir una O-forma H € C®(T*E) a partir de K y el W,

H=K-7mW, (11.12)

tal que la ecuacién (11.11) se exprese, efectivamente, como una ecuacién de tipo Hamilton-
Jacobi,

oW oW
1 n ~ " - —
J2, (E o B s n) H. (11.13)



Decimos que H es una hamiltoniana, no en el sentido fisico, al que estamos acostumbrados,
de un sistema mecanico®, si no en el sentido que planteamos en la primera parte de esta
tesis al definir las hamiltonianas y sus respectivos campos hamiltonianos asociados. En
particular, H es una funcién que permanece constante en dW(E€) C T*E, y como tal, su
campo hamiltoniano asociado es completamente tangente al espacio de equilibrio termo-
dindmico [41].

Con lo dicho anteriormente, podemos completar la equivalencia (11.7), asociando a cada
sistema termodindmico un sistema hamiltoniano, en el sentido presentado en [8]:

(£, = xg 0 Lo dW, G

0

(£, dW,*G) (11.14)

0

(T*E,—dO,H = "z — "W).

Finalmente, en cuanto a las transformaciones de Legendre £; sobre el espacio fase termo-
dindmico, estas se transforman en contactomorfismos sobre (B¢, o),

ﬁCi = Xgl of;o Xe - BC — Bc. (1115)

Proposicién 53. Los difeomorfismos (11.15) son contactomorfismos sobre (Be,1l¢).

Directamente, calculando el pullback de a¢ bajo L ; obtenemos, efectivamente, a (médulo
un factor conforme):

Lyoc = (xg' o Lioxe) ac = xzoLio (xg') ac

= (@] . —_— = _—_— = —_— .
Xe ‘ ongla Xe ongloﬁia AO£C,-aC
[ |

Como consecuencia de este resultado, recordando que todo contactomorfismo estricto sobre
una contactificacién de cierta variedad define un simplectomorfismo en dicha variedad (9.7),
en el caso particular en que A = 1 (el contactomorfismo yg también sea estricto), las
transformaciones de Legendre definen los simplectomorfismos, sobre el haz cotangente del
espacio de equilibrio,

87Por supuesto no se puede pensar en H como una hamiltoniana que describe un sistema fisico en &,
pues 1o se construyé a partir de una lagrangiana [8].
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feoi = meoLei ol (11.16)

11.1 Ejemplo 1: el gas ideal

Consideremos el sistema termodinamico mas sencillo que se puede encontrar, el de un gas
ideal compuesto por N particulas, descrito por su energia interna y su volumen (E!' = U,
E? = V) mediante la ecuacién fundamental® [10]

¢ = NCykIn(U)+ Nk In(V), (11.17)

donde C), es el calor especifico a volumen constante, k es la constante de Boltzmann y ¢
se puede interpretar como la entropia del gas. Comencemos por considerar como contacto-
morfismo entre B v B al mapeo més sencillo de todos, el que identifica z con 7, E* con ¢!
y P; con p;,

Xe: (2, B P) — (Toxe =2,¢ oxe=E"pioxe=DP). (11.18)

En este caso particular ¢ se reduce, para fines practicos, localmente a ¢ owy, y por lo tanto
la funciéon tipo Hamilton-Jacobi W no es mas que la ecuacién fundamental,

W =zolowy,=To1=¢. (11.19)

Teniendo esto en mente podemos construir la ecuacién diferencial que satisface ¢, obte-
niendo con esto la ecuacién de tipo Hamilton-Jacobi (11.13):

o (00N\° (09"
U(%)”(W)

donde identificando Hy = (Nk)*(C% +1)/2 y tomando P, = Py y P, = Py, encontramos
la hamiltoniana

9 NCk GV 9

1 PR
ou - U U ev 2 = gWRAC, 1),

2

HU,V,Py,Py) = = (U*P; +V*P2). (11.20)

N | —

El campo hamiltoniano asociado a (11.20), en la base tangente inducida por las coordenadas
(U, V, PU, Pv), es

68 Tomamos U y V adimensionales, por comodidad.
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0 0 0 d
Xy = UPy — P, — —UP?*— - VP2 — 11.21
n = Ul g+ Vv a7 = UPigp- = Vv g (11.21)

mientras que sus curvas integrales se encuentran facilmente resolviendo las ecuaciones de
Hamilton%?

U=uPr, V=VP, Pyj=-UP?: P,=-VP?
es decir,

NEC Nk
'y(t) = <U0 eNkat’ ‘/()Gth, Tve_NkCVt7 Te_th) ’ (1122)
0 0

donde hemos dispuesto como condicién inicial H o v(0) = H(Uy, Vo, Py,, Py,) = Ho (véase
Fig. 9). Resulta interesante notar que, a lo largo de la proyeccién de la curva integral (11.22)
enE et € I — &, laentropia del sistema es monotonamente creciente:

$oe(t) = NOykIn(Up) + NkIn(Vy) + (NK)? (C2 + 1) t = ¢ + 2Hot, (11.23)

por lo que dichas curvas integrales pueden considerarse como procesos cuasiestaticos.

U

g ——

e V

Figura 9: Curvas 7y(t) (11.22) proyectadas en el plano U — V para Cy = 3/2.

59En este caso el punto sobre las variables, indica su derivacién con respecto a un pardmetro real ¢ (no
confundir con un tiempo fisico, la descripcién termodindmica se sigue dando en el equilibrio).
“OLa curva cuyo campo vectorial tangente se identifica con 7. X .
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11.2 Ejemplo 2: la banda elastica

Estudiemos ahora un modelo simple de una banda eldstica, unidimensional, como sistema
termodindmico, descrito por su energfa interna U y su longitud L (E' = U, E? = L), por
medio de la ecuacién fundamental [10]

¢ =cln(U) — %bLQ, (11.24)

con ¢y b como constantes de proporcionalidad adecuadas, de tal modo que (11.24) pueda
interpretarse como la entropia. Volvamos a utilizar el contactomorfismo (11.18), con el
cual la funcién de tipo Hamilton-Jacobi se reduce a ¢ (11.19). En este caso la ecuacién
diferencial que podemos construir para dicha ecuacién fundamental es

06\° 1 (09> 1
U2 (%> +ﬁ(8_L>] 25(62—1-1)2),

donde identificando Hy = (b* + ¢?)/2 y tomando P, = Py y P, = Py, identificamos como
la hamiltoniana al mapeo

9 _c 09 _

_ — L
ou U or " —

1
2

1 1
H(U,L,Py,P) = 3 (U2P5 + ﬁP§> : (11.25)

En este caso el campo hamiltoniano asociado a (11.25) resulta ser

o P, o o P2 o
Xy = UPy— + —=— —UP? —L
n=Ulanrt o ~Uiap, t ian,

(11.26)

con sus curvas integrales asociadas

. . P . ) P2
U = U?Py, L = T3 Py = ~UPZ, P, = L—g

4

~(t) = (U[)Gd, \/2bt + L3, Uioe_d, by/ 20t + L%) , (11.27)

donde nuevamente tomamos la condicién inicial H oy(0) = H (Uy, Lo, Py,, Pr,) = Ho (véase
Fig. 10).
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\\\

U

Figura 10: Curvas 7(t) (11.27) proyectadas en el plano U — L para c =2y b = 1.

En este caso la entropia, a lo largo de las curvas proyectadas ~¢, es monotonamente creciente
siempre que se cumpla la condicién ¢ > b,:

1
poe(t) = cln(Up) — §bLg + At — bt = ¢o + (¢ — V)t (11.28)

11.3 Ejemplo 3: radiacion electromagnética

Como tultimo ejemplo consideremos una cavidad de volumen V' que contiene radiacién
electromagnética en equilibrio térmico, descrita por su energia interna U y el volumen de
dicha cavidad (E' = U, E? = V). En este caso un modelo sencillo de ecuacién fundamental
es

¢ == UV, (11.29)

W W~

con b, nuevamente, como una constante de proporcionalidad, y (11.29) como la entropia. En
este caso resulta conveniente proponer otro contactomorfismo distinto de Bo a B, definido
por medio de una 0-forma mondétona sobre B¢, R = R(z) con R'(z) = dR/dz # 0:

Xe = (2, B, P) — (Toxe=R(2),q oxe = E',p;oxe = R(2)P). (11.30)

Resulta facil mostrar que (11.30) es un contactomorfismo, aunque no estricto:
xea = d(R(z)) = Y _ R/(2)PdE' = R/(z) (dz— ZPidEi> = R'(2)ac.  (11.31)
i=1 i=1

En este caso la relacion entre la ecuacién fundamental y la funcién tipo Hamilton-Jacobi
se da gracias a la composicién con R,



¢ = P17 = (xeolowy) T = (fowy) Toxe = wyRozol = RoKowy = RoW. (11.32)

Para este ejemplo podemos tomar R = e* y

4 3 1
W = log (§b1/4> + Zlog(U) + Zlog(V), (11.33)

de tal manera que, siguiendo el procedimiento descrito en los dos tltimos ejemplos, podemos
encontrar la ecuacion diferencial

oW\ 2 oW\ 2
2 e 2 e
() +v (o)

de donde identificamos Hy = 5/16 y, nuevamente, (11.20) como hamiltoniana:

_ 5

1
2 16’

H = % (UP; +V?PY).

Como ya analizamos en su momento, las curvas integrales del campo hamiltoniano (11.21)
son, para los parametros de este sistema,

1 1
V(t) = <U0€t/47V0€t/2,4—%€_t/472—%€_t/2)- (11.34)

En este caso la entropia sigue siendo una funcion creciente a lo largo de las curvas integrales
e

Wo

4
Wone(t) = Wy — log <§b1/4) + Hot = pone(t) = eo eflot  (11.35)

4[)1/4

S = S(M,J) = 2r(M? + VM*— J2)

M? 2M S
Sy =4rM(1 + =
m = AmM( m) M= 2
2
g, =21
M4_J2
Fee 2
M4_J2
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Conclusiones

Al respecto de la hipdtesis de trabajo expuesta en la tercera parte de este documento, es
necesario aclarar que hasta el momento, en el ambito de la GTD, no hay trabajos que explo-
ren la topologia y naturaleza del espacio fase termodinamico como variedad diferenciable,
mas alla de la necesidad de que tenga una dimensién 2n + 1 y una estructura de contacto
particular (co-orientable y maximamente no integrable), siendo esta una linea abierta de
investigacion.

En el mejor de los casos podemos suponer la existencia de sistemas termodinamicos donde
nuestra hipdtesis resulta ser cierta, esto al menos hasta profundizar en el analisis topologico
de la variedad de contacto, al que nos referimos en el parrafo anterior, lo cual se pretende
hacer como continuacién de esta investigacion.

A los elementos que hay que anadir como trabajo pendiente se suman la cuestion de qué
papel juega la métrica riemanniana de la GTD en los sistemas hamiltonianos asociados, y
cémo determinar de manera natural, para cada sistema, todos los mapeos que fueron intro-
ducidos en la tercera parte, en particular el contactomorfismo ye y la seccién transversal
(. De momento, la libertad en su eleccién ha resultado benéfica para poder plantear ecua-
ciones del tipo de Hamilton-Jacobi en sistemas simples, pero su existencia no nos permite
formalizar realmente un principio variacional basado en los sistemas hamiltonianos que sea
de utilidad en la GTD, por el momento.

Retomando los resultados arrojados por los tres sistemas termodinamicos simples que se
analizaron al final, resulta interesante que en todos los casos las curvas integrales de los
campos hamiltonianos puedan interpretarse como procesos cuasiestaticos, planteando la
interrogante de cudl es la fisica detras de los mapeos H.
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