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1.2 Transformaciones lineales simplécticas . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3 Simplectomorfismos y campos hamiltonianos . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4 Subvariedades lagrangianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Resumen

La formalización de la termodinámica en equilibrio, es decir, de todas las herramientas
matemáticas con las que explicamos, reproducimos y predecimos tanto a los sistemas ter-
modinámicos como a sus procesos cuasiestáticos, se da a través de la geometŕıa de con-
tacto [3, 6, 12]. En particular, la introducción de una variedad de contacto, el espacio fase
termodinámico, en donde se encuentra encajado el espacio de equilibrio del sistema ter-
modinámico, permite entender las distintas representaciones termodinámicas (entrópica,
energética, entálpica, etc.) como expresiones de la misma teoŕıa termodinámica en distin-
tas coordenadas. En particular, la forma diferencial de la primera ley de la termodinámica
aparece naturalmente al pedir que el espacio de equilibrio sea una subvariedad del espacio
fase termodinámico, donde su estructura de contacto se anule (subvariedad legendriana)
[6, 12].

Utilizando como base este marco geométrico, desde el 2007 se ha venido desarrollando la
llamada geometrotermodinámica (abreviada como GTD) [30, 35, 38] que, como propuesta
formal, introduce de manera natural una métrica sobre el espacio de equilibrio. Métrica que
sigue los pasos de las llamadas métricas hessianas utilizadas desde 1975 [5, 7, 15], pero que
tiene la virtud de ser invariante ante los cambios de representación del sistema. Entre los
aciertos de la GTD, que motivan a pensar en ella como una probable teoŕıa completa de la
termodinámica, está la identificación en algunos sistemas del concepto de interacción termo-
dinámica con el de curvatura, y el de singularidades con transiciones de fase [45, 37, 36, 39].

Una propuesta que hace la GTD es la de introducir un principio variacional a partir del
cual se puedan deducir las ecuaciones de estado de los sistemas termodinámicos [38]. Dicho
principio, a pesar de haber encontrado ecuaciones de estado para el universo en el ámbito
de los modelos cosmológicos [40], en general es bastante complicado de aplicar, compu-
tacionalmente hablando, y ha ofrecido pocas soluciones generales hasta el momento.

La presente investigación pretende encontrar un método alternativo para determinar ecua-
ciones de estado, que sea compatible con la GTD, y en esta tesis se dan los primeros pasos
para ello, tomando como lugar de trabajo el haz cotangente del espacio de equilibrio ter-
modinámico. Esto implica pasar de una descripción geométrica basada en una estructura
de contacto a una descripción geométrica basada en una estructura simpléctica. Para esto
se introduce el concepto de la contactificación de una variedad simpléctica exacta [20, 33].

Trabajando en el haz cotangente del espacio de equilibrio, se encuentra que un sistema
termodinámico puede describirse como una subvariedad especial en donde se anula la es-
tructura simpléctica (subvariedad lagrangiana), y donde la ecuación fundamental puede
obtenerse resolviendo una ecuación que recuerda a la ecuación de Hamilton-Jacobi, cons-
truida a partir de una función del tipo hamiltoniana. Al respecto, uno de las principales
resultados de este trabajo es que abre la posibilidad de asociar, a ciertos sistemas termo-
dinámicos, un sistema hamiltoniano, tal como se entiende en [8, 29].
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Notación y estructura de la tesis

A lo largo de la tesis aparecen conceptos de geometŕıa que se introducen sin antes definirlos
apropiadamente. Esto es aśı porque dichos conceptos son considerados básicos para el tema
de esta investigación y conocidos en buena medida por los interesados en la geometŕıa dife-
rencial. Referencias al respecto son numerosas, abarcando distintos grados de abstracción.
Las utilizadas por mi parte son, principalmente, [22, 21] (conceptos más espećıficos son
debidamente citados en el texto).

Entre los conceptos considerados básicos, se encuentra el de variedad diferencial, repre-
sentadas a lo largo del texto por medio de letras del alfabeto latino con estilo caligráfico
“Lucida New Math” (A, B, M, etc.), campos vectoriales (en letras latinas mayúsculas) y
formas diferenciales (en letras griegas minúsculas), aśı como las aplicaciones pushforward
y pullback asociadas a cada mapeo diferenciable (representados por letras latinas y grie-
gas, tanto mayúsculas como minúsculas, con distintas fuentes, pero siempre bien definidas
para evitar cualquier confusión), denotadas por el uso de un asterisco ∗ como sub́ındice y
supeŕındice, respectivamente.

Otros conceptos empleados son el de operadores sobre formas diferenciales (como la deri-
vada exterior d, la derivada interior i y la derivada de Lie L ) y campos vectoriales (como
el corchete de Lie [, ]), aśı como las operaciones del producto exterior (∧) y del producto
tensorial (⊗), y los conjuntos C∞(A) y Λp(A), denotando, respectivamente, a todos los
mapeos suaves de la variedad A a R y a todas las p-formas sobre la variedad A.

En cuanto a la estructura de esta tesis, en las primeras dos partes se presentan elementos
de la geometŕıa simpléctica y de contacto que se utilizarán para plantear la estructura
hamiltoniana en la GTD, durante la tercera parte, que es donde se obtienen los resultados
de esta tesis.
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Parte I

Geometŕıa simpléctica
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1 Espacios vectoriales simplécticos

Sea (V,R,+) un espacio vectorial, de dimensión finita dimV ≡ n, con campo R y operación
de suma representada por +. Sea Ω : V ×V→ R un mapeo bilineal y antisimétrico,

∀ a, b ∈ R, v, w, u ∈ V, Ω(v,w) = −Ω(w,v).

Ω(av + bw,u) = aΩ(v,u) + bΩ(w,u).
(1.1)

Para cada mapeo (1.1) existe una base particular, que llamaremos su base canónica [29],
en la cual adopta la siguiente forma estándar en su representación matricial1:

Ω ' Ω =

 0k×k 0k×m 0k×m
0m×k 0m×m Im×m
0m×k −Im×m 0m×m

 , (k ≡ n− 2m) (1.2)

donde 0f×c representa la matriz cero (cuyas entradas son todas ellas 0 ∈ R) de f filas por
c columnas, aśı como Iq×q representa la identidad q × q.

Proposición 1. Para todo mapeo bilineal y antisimétrico (1.1), existe una base vectorial
(u1, ...,uk, e1, ..., em, f1, ..., fm) en V, en general no única, tal que

∀v ∈ V Ω(ei, ej) = Ω(fi, fj) = Ω(ui,v) = 0.

Ω(ei, fj) = δij,
(1.3)

donde i, j = 1, 2, ...,m y δij es la delta de Kronecker2.

La demostración por inducción de la proposición anterior es una versión del método de
Gram-Schmidt, y es desarrollada completamente en [29]. �

Con respecto a la nulidad del mapeo bilineal y antisimétrico en V, k = dim ker Ω, es
bastante claro que no depende de la base escogida para trabajar sobre V, por lo que es un
invariante de la estructura (V,Ω), lo mismo que el llamado rango de Ω [29]:

2m = n− k. (1.4)

1Cuando, elegida una base vectorial (e1, e2, ..., en) de V, asociamos cada elemento con una matriz
columna de 1× n linealmente independiente, y cada mapeo bilineal con una matriz cuadrada de entradas
reales Ωij ≡ Ω(ei, ej).

2δij ≡
{

1. i = j
0. i 6= j

.
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Ahora, en un espacio vectorial V, cualquier mapeo bilineal de la forma G : V×V→ R nos
define una manera de relacionar, geometricamente, los elementos de dicho espacio vectorial
con los elementos de su espacio dual V∗, llamado el mapeo bemol asociado a G3:

G[ : v ∈ V 7→ G[(v) ≡ G(v, •) ∈ V∗. (1.5)

En otras palabras, G[(v) se define como el covector que actúa sobre cualquier vector w
evaluando el par (v,w) en el mapeo G,

∀v, w ∈ V, (G[(v)) (w) ≡ G(v,w).

Proposición 2. El mapeo bemol asociado a un mapeo bilineal G sobre un espacio vectorial
V es un isomorfismo natural al espacio dual V∗ si, y sólo si, G es no degenerado.

A lo que nos referimos con isomorfismo natural es que G[ identifica cada vector en V
con uno (y sólo uno) de los covectores en V∗, haciéndolo de manera geométrica4. Ahora, el
hecho de que G sea no degenerado,

∀ v ∈ V, G(z,v) = 0 =⇒ z = 0, (1.6)

equivale a pedir que el kernel del mapeo bemol sea {0}. En efecto, por definición kerG[ es
el conjunto de todos los vectores tales que al evaluarse en G[ nos arrojan el covector cero:

kerG[ ≡ {z ∈ V : ∀ v ∈ V, (G[(z)) (v) = 0},

pero la evaluación (G[(z)) (v) no es otra cosa más que la evaluación G(z,v), por lo tanto
si z ∈ kerG[, entonces se trata del único vector que al evaluarse con cualquier otro vector
en G nos arroja el escalar cero: z = 0 y kerG[ = {0}. Si ahora utilizamos el teorema de
rango-nulidad [16] aplicado a G[, nos daremos cuenta que su imagen es un subespacio de
V∗ con dimensión dim V,

dim (ImG[) = dim V − dim (kerG[) = dim V,

3En el caso particular en que G es una métrica, el mapeo G[ es conocido como mapeo plano (flat
mapping) o mapeo de descenso (lowering map), y, aunque menos popular, aplicación bemol [21]. Inspirado
en este último nombre es que llamamos a G[, para G arbitrario, mapeo bemol.

4Sin necesidad de emplear una base vectorial para definir una base covectorial y aśı relacionar vectores
y covectores, con el problema consecuente de que la asociación uńıvoca se rompe al cambiar a otra base
vectorial.
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pero como todo espacio vectorial tiene la misma dimensión que su dual y todo subespacio
de dimensión máxima es un subespacio propio [21], entonces ImG[ = V∗, demostrando de
esta manera que G[ es un isomorfismo natural siempre que G sea no degenerado.

Conversamente, si G[ es un isomorfismo natural, entonces kerG[ = {0}, que, como hemos
visto, resulta equivalente a la propiedad de no degeneración de G (1.6). �

En particular si el mapeo bilineal5 Ω es antisimétrico y su mapeo bemol Ω[ resulta ser
un isomorfismo natural, se dice que se trata de un mapeo simpléctico, y el par (V,Ω)
se conoce como un espacio vectorial con estructura simpléctica, o simplemente un
espacio vectorial simpléctico [29].

Gracias a los resultados arrojados en la proposición 2 podemos dar una definición al-
ternativa de qué es un mapeo simpléctico, como un mapeo bilineal, antisimétrico y no
degenerado, aśı como obtener varias propiedades interesantes en los espacios vectoriales
simplécticos.

Proposición 3. En un espacio vectorial simpléctico (V,Ω) se cumple:

i. Ω es no degenerado.

ii. La dimensión de V es par, dim V = 2m.

iii. Existe una base canónica (e1, ..., em, f1, ..., fm) donde Ω tiene la representación matri-
cial

Ω ' Ω =

(
0m×m Im×m
−Im×m 0m×m

)
. (1.7)

(i) Directamente de la proposición 2 se sigue que, siendo Ω[ un isomorfismo natural, entonces
Ω es no degenerado. (ii) Siendo Ω no degenerado, su rango (1.4) coincide con la dimensión
del espacio vectorial V, lo que quiere decir que la dimensión de todo espacio vectorial
simpléctico es par6. (iii) Finalmente, al tomar en cuenta la proposición 1, como k = 0,
la base canónica de la que ah́ı se habla se reduce a la base canónica (e1, ..., em, f1, ..., fm)
donde (1.2) se reduce a (1.7). �

Como ejemplo protot́ıpico de espacio vectorial simpléctico tenemos a (R2m,Ω0) con Ω0

tal que su base canónica es la base estándar formada por los vectores ui que tienen
un único 1 en la i-ésima posición de la terna de números, siendo todos los demás cero,
ui = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), es decir,

ei = ui, fi = un+i. (1.8)

5De ahora en adelante limitaremos el uso de Ω para referirnos sólo a mapeos simplécticos: bilineales,
antisimétricos y no degenerados

6Otra forma de percatarse de esto es tomar en cuenta que no puede existir un mapeo bilineal y an-
tisimétrico no degenerado en un espacio vectorial de dimensión impar 2m + 1, al igual que no puede
existir una matriz cuadrada antisimétrica y no degenerada en R2m+1 [16]: det Ω = det ΩT = det (−Ω) =
(−1)2m+1det Ω = −det Ω→ det Ω = 0.

4



1.1 Complemento simpléctico

Sea (V,Ω) un espacio vectorial simpléctico, definimos el complemento simpléctico del
subespacio W ⊂ V como el conjunto WΩ formado por todos los vectores en V que,
evaluados junto a cualquier vector de W en el mapeo simpléctico Ω dan como resultado el
cero [29]:

WΩ = {v ∈ V : ∀ w ∈ W, Ω(v,w) = 0}. (1.9)

Por supuesto, como era de esperarse, para cualquier subespacio vectorial W de V, su
complemento simpléctico también es un subespacio vectorial de V.

Proposición 4. El complemento simpléctico de cualquier subespacio en un espacio simpléctico,
es un subespacio de dicho espacio simpléctico.

En efecto, dada la bilinealidad de Ω en el espacio simpléctico (V,Ω), resulta trivial mostrar
que la adición de elementos del complemento, aśı como su multiplicación por escalares
reales, da como resultado otro elemento del complemento,

∀α ∈ R, ∀v1,v2 ∈ WΩ, ∀w ∈ W

Ω(v1 + v2,w) = Ω(v1,w) + Ω(v2,w) = 0 + 0 = 0 =⇒ v1 + v2 ∈WΩ.

Ω(αv1,w) = αΩ(v1,w) = α (0) = 0 =⇒ αv1 ∈ WΩ.

Por otra parte, como Ω(0, •) siempre es el covector cero, tenemos que 0 ∈ WΩ, comple-
tando con esto la demostración. �

También es fácil darse cuenta que la dimensión del complemento simpléctico de cualquier
subespacio es complementaria, en V, a la dimensión del subespacio en cuestión.

Proposición 5. Para todo W ⊂ V se satisface la relación

dim W + dim WΩ = dim V. (1.10)

Para demostrar esta proposición resulta conveniente considerar el mapeo dado por la res-
tricción de Ω[ (1.5) a W, que identificamos como

Ω[ W
: v ∈ V 7−→ Ω(v, •)

W
∈ W∗. (1.11)

5



En particular hemos elegido este mapeo porque su kernel no es otra cosa más que el com-
plemento simpléctico WΩ, es decir, el subespacio de todos los vectores v ∈ W tales que
Ω(v, •)

W
= 0 ∈ W∗. Si tomamos en cuenta además que (1.11) es una transformación

lineal entre los subespacios vectoriales V y W∗, donde W∗ tiene la misma dimensión que
W, el teorema de rango-nulidad nos arroja precisamente la identidad (1.10):

dim V = dim
(
ker Ω[ W

)
+ dim

(
Im Ω[ W

)
= dim

(
WΩ

)
+ dim W.

�

Como consecuencia de esta última proposición, se puede demostrar también la identidad(
WΩ

)Ω
= W.

Proposición 6. El complemento ortogonal del complemento ortogonal de cualquier subes-
pacio W ⊂ V es W mismo.

Sea z un vector en W y sea v cualquier vector en WΩ, entonces se cumple7 Ω(z,v) = 0, y
por lo tanto W ⊂ (WΩ)Ω. Por otra parte, siendo WΩ en si mismo un subespacio vectorial
de V, satisface junto a su complemento simpléctico la relación (1.10),

dim WΩ + dim
(
WΩ

)Ω
= V = dim W + dim WΩ,

de donde deducimos que dim W = dim
(
WΩ

)Ω
, y por lo tanto la inclusión W ⊂ (WΩ)Ω

que hab́ıamos encontrado anteriormente puede convertirse en la igualdad buscada: W =(
WΩ

)Ω
. �

Una caracteŕıstica interesante del complemento simpléctico es que, a diferencia del comple-
mento ortogonal generado a partir de una métrica8, los complementos no tienen por qué ser
transversales [29], es decir, su intersección no tiene por qué constar únicamente del vector
cero. De hecho, cuando esto pasa, se da un caso muy particular donde el complemento
simpléctico es a su vez un espacio simpléctico al limitar Ω.

Proposición 7. Una condición necesaria y suficiente para que un subespacio W ⊂ V sea
simpléctico bajo la restricción del mapeo simpléctico de V a W, es decir, que Ω|W no sea
degenerado, es que se cumpla W ∩WΩ = {0}.

Comencemos considerando a (W,Ω|W) como un espacio simpléctico, es decir, Ω|W 6= 0.
Sea ahora z un vector cualquiera en la intersección W ∩WΩ, es decir, z es un vector
tanto en W como en su complemento simpléctico. Por estar en el complemento simpléctico
tenemos

z ∈ WΩ =⇒ ∀ v ∈ W, Ω(z,v) = 0,

7Pues precisamente v ∈ WΩ significa que para cualquier vector en W, como z, se tiene Ω(v, z) =
−Ω(z,v) = 0.

8Sea G : V × V → R un mapeo bilineal, simétrico y no degenerado, decimos que el complemento
ortogonal de W ⊂ V es W⊥ ≡ {v ∈ V : ∀w ∈ W, G(v,w) = 0}.

6



mientras que el hecho de que esté en W nos indica que z debe ser necesariamente el vector
cero:

z ∈ W, Ω(z, •)|W = 0 =⇒ z = 0,

siendo por lo tanto la intersección W ∩WΩ = {0} siempre que Ω|W 6= 0. Conversamente,
si la intersección sólo incluye al vector cero no puedo existir elemento en W que juegue el
papel de vector degenerado de Ω|W, cumpliéndose la equivalencia

(W,Ω|W) es simpléctico ⇐⇒ W ∩WΩ = {0}.

�

Como consecuencia de este resultado es fácil ver que, si (W,Ω|W) es un subespacio simpléctico,
entonces (WΩ,Ω|WΩ) también lo es. En efecto, como la intersección de WΩ con su com-
plemento simpléctico es

WΩ ∩ (WΩ)Ω = WΩ ∩ W = {0},

pues (W,Ω|W) es un subespacio simpléctico, entonces (WΩ,Ω|WΩ) tiene que serlo también.
Además, por la forma en que se construye WΩ, en este caso es fácil ver que este par de
subespacios forman una partición ortogonalmente simpléctica del espacio simpléctico
completo V,

V = W ⊕WΩ. (1.12)

Por otra parte, si el subespacio en cuestión no es simpléctico puede ser isotrópico cuando
W ⊂ WΩ (Ω|W = 0) y coisotrópico cuando WΩ ⊂ W [29]. Analicemos un par de
propiedades de estos dos tipos de subespacios.

Proposición 8. La dimensión de todo subespacio isotrópico de V es siempre menor o igual
que (dim V)/2.

Supongamos por el contrario que la dimensión de W isotrópico es mayor que (dim V)/2.
Por la relación (1.10) vemos entonces que la dimensión de su complemento simpléctico
es, por el contrario, menor que dim V/2, lo cual es una clara contradicción si tenemos en
cuenta que W ⊂ WΩ, pues ningún subespacio vectorial puede tener dimensión mayor al
espacio vectorial en el que está contenido [16], demostrando con esto que

dim W ≤ dim V

2
. (W isotrópico) (1.13)

�
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Proposición 9. Todo subespacio W ⊂ V de codimensión 1, es decir, tal que dim W =
dim V − 1 = 2n− 1, es un subespacio coisotrópico.

Supongamos por el contrario que, siendo W un subespacio de codimensión 1, tenemos
WΩ 6⊂ W, es decir, hay vectores en WΩ que no se encuentran en W. De la relación (1.10)
sabemos que en este caso dim WΩ = 1, de tal manera que para fines prácticos podemos
hablar de que el único elemento de la base de WΩ no se encuentra en W, por lo tanto se
tiene sólo al vector cero en su intersección: W ∩WΩ = {0}, pero por el resultado de la
proposición (7) esto significa que (W,Ω|W) es un espacio simpléctico, cosa que no puede
ser cierta porque el mapeo Ω|W no puede ser no degenerado al vivir en un subespacio de
dimensión impar, como ya lo vimos anteriormente. Por lo tanto, en vista de la contradicción
que se obtiene al suponer WΩ 6⊂ W, llegamos a la conclusión esperada:

∀ W ⊂ V, dim W = dim V − 1, =⇒ WΩ ⊂ W. (1.14)

�

Finalmente, analicemos una clase muy especial de subespacio llamado subespacio la-
grangiano, que se trata de un subespacio caracterizado por ser idéntico a su complemento
simpléctico: W = WΩ. Como consecuencia de esta propiedad, existen otras caracterizacio-
nes equivalentes de los subespacios lagrangianos, que veremos en la siguiente proposición.

Proposición 10. Sea W ⊂ V, entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes.

(i) W es lagrangiano.

(ii) La dimensión de W es exactamente (dim V)/2.

(iii) W es isotrópico y coisotrópico a la vez.

Si W = WΩ, por tratarse de un subespacio lagrangiano, el hecho de que todo subespacio
y su complemento simpléctico tengan dimensiones complementarias en V (1.10) nos arroja
la implicación de (i) a (ii),

dim W + dim WΩ = 2 dim W = dim V =⇒ dim W =
1

2
dim V.

Por otra parte, si suponemos (ii) pero al mismo tiempo pensamos que W 6⊂ WΩ, es
decir, que W no es isotrópico, entonces debe existir cuando menos un elemento de la
base de W que no se encuentre en la base de WΩ, por lo tanto debe tenerse dim WΩ <
dim W = (dim V)/2, pero entonces las dimensiones de W y WΩ no son complementarias,
llegando a una contradicción que nos indica que W debe ser isotrópico (W ⊂WΩ) cuando
su dimensión es exactamente la mitad de la dimensión de V. Bajo el mismo argumento
probamos que suponiendo (ii) forzosamente tenemos WΩ ⊂ W coisotrópico, demostrando
la relación de (ii) a (iii):

dim W =
1

2
dim V =⇒ W isotrópico y coisotrópico.
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Finalmente, para terminar de demostrar la secuencia de equivalencias, basta mostrar la
relación (iii) a (i), la cual resulta trivial tomando en cuenta que una doble inclusión, como
la que ocurre con un subespacio y su complemento simpléctico cuando dicho subespacio es
isotrópico y coisotrópico a la vez, W ⊂ WΩ y WΩ ⊂ W, no es más que la igualdad de
conjuntos, W = WΩ, que en este caso nos indica que W es lagrangiano. �

1.2 Transformaciones lineales simplécticas

Una transformación lineal ϕ : V → V′ entre dos espacios vectoriales simplécticos, (V,Ω)
y (V′,Ω′), se dice simpléctica si satisface la condición [29]

∀x, y ∈ V, Ω′ (ϕ(x), ϕ(y)) = Ω(x,y). (1.15)

Proposición 11. Toda transformación lineal ϕ : V → V′ que satisfaga (1.15) es un
mapeo inyectivo.

En efecto, si ϕ(x) = 0 ∈ V′, sólo tenemos que evaluar el par (ϕ(x), ϕ(y)) en Ω′ y tomar
en cuenta que, para todo y ∈ V, el resultado será cero, lo que significa que x = 0 (porque
Ω es no degenerada):

∀y ∈ V, 0 = Ω′ (0, ϕ(y)) = Ω′ (ϕ(x), ϕ(y)) = Ω(x,y),

es decir, si ϕ(x) = 0 entonces x = 0, por lo tanto kerϕ = {0} y la transformación
simpléctica es un mapeo inyectivo [16]. �

En particular si los espacios vectoriales simplécticos tienen la misma dimensión, entonces
el mapeo simpléctico es además subyectivo y por lo tanto una biyección9. Se dice enton-
ces que los espacios vectoriales simplécticos de la misma dimensión que están relacionados
mediante una transformación lineal simpléctica son simplectomórficos [29].

Proposición 12. La relación (V,Ω) es simplectomórfico a (V′,Ω′) es una relación de
equivalencia entre espacios vectoriales de dimensión par, V ' V′.

En efecto, la identidad en cualquier espacio vectorial es trivialmente un mapeo simpléctico,
aśı que todo espacio simpléctico es simplectomórfico a śı mismo (propiedad reflexiva). En
cuanto a la propiedad de simetŕıa sabemos que si V ' V′ v́ıa la biyección ϕ, entonces ϕ−1

es un mapeo que satisface

∀x′,y′ ∈ V′, ϕ−1(x′), ϕ−1(y′) ∈ V,

Ω (ϕ−1(x′), ϕ−1(y′)) = Ω′ (ϕ(ϕ−1(x′)), ϕ(ϕ−1(y′))) = Ω′(x′,y′),

9Por el teorema de rango-nulidad, tenemos que la imagen de ϕ es un subespacio de V′ con dimensión
dim(Imϕ) = dimV = dimV′, es decir, Imϕ = V′.
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siendo por lo tanto ϕ−1 un mapeo simpléctico de (V′,Ω′) a (V,Ω), V′ ' V. Finalmente
la identidad transitiva se obtiene tomando en cuenta que, si V ' V′ por medio de ϕ y
V′ ' V′′ con ϕ′, entonces ϕ′ ◦ ϕ establece V ' V′′:

∀ x,y ∈ V, ϕ(x), ϕ(y) ∈ V′

Ω′′ (ϕ′ ◦ ϕ(x), ϕ′ ◦ ϕ(y)) = Ω′ (ϕ(x), ϕ(y)) = Ω(x,y).

�

2 Variedades simplécticas

Consideremos ahora una variedad suave M de dimensión dimM ≡ n. Sea T ∗M su haz
cotangente, es decir, un haz fibrado vectorial sobre M, con proyección natural π:

π : T ∗M → M, (2.1)

tal que la fibra sobre el punto x ∈ M es isomorfa al espacio cotangente a dicha variedad
en dicho punto [22]:

π−1(x) ∼ T ∗xM. (2.2)

M
•x

T ∗M

T ∗xM

• α(x)

π

Figura 1: Diagrama de un haz cotangente T ∗M.

Las 1-formas sobre M, α ∈ Λ1(M), se definen entonces en T ∗M como secciones trans-
versales que, para cada punto x ∈ M arrojan un covector sobre el espacio tangente de
vectores a M [22],
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α : M → T ∗M, α(x) : TxM → R. (π ◦ α = Id : M → M) . (2.3)

T ∗M

α(M)

α

M

Figura 2: Gráfica de una 1-forma sobre M.

Existe una trivialización local estándar, es decir, una elección local de coordenadas bas-
tante natural en el haz cotangente, que se basa en las coordenadas locales de M. Si la
n-eada (q1, q2, ..., qn) ∈ Rn parametriza al punto x ∈ M, entonces las derivaciones10

(∂q1, ∂q2, ..., ∂qn) forman una base vectorial en TxM, y su base dual de covectores o dife-
renciales (dq1, dq2, ..., dqn) forma una base en la fibra T ∗xM [22], donde las 1-formas en x
se expresan como

α(x) =
n∑
i=1

pi(x) dqi(x), (2.4)

siendo pi(x) su i-ésima componente. Aśı el conjunto natural de coordenadas locales para
T ∗M es la 2n- eada de números reales α(x) = (q1(x), ..., qn(x), p1(x), ..., pn(x)) ∈ R2n. Al
respecto, la proyección natural del haz (2.1) se ve en estas coordenadas como

π(α(x)) = π
(
q1(x), ..., qn(x), p1(x), ..., pn(x)

)
=
(
q1(x), ..., qn(x)

)
.

Consideremos ahora una 2-forma ω sobre la variedadM, ω ∈ Λ2(M), es decir, un campo
que a cada punto x ∈ M le asocia un mapeo bilineal y antisimétrico de la forma

ω(x) : TxM× TxM→ R.

10∂qi ≡ ∂

∂qi
.
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Decimos que en particular una 2-forma Ω es simpléctica si es una 2-forma cerrada y, en
cada punto de la variedad, es un mapeo simpléctico:

∀x ∈ M, Y (x), Z(x) ∈ TxM, Ω(x)(Z, Y ) = 0 =⇒ Z(x) = 0.

(dΩ)(x) = 0,
(2.5)

y el par (M,Ω) es una variedad dotada de una estructura simpléctica, o simple-
mente, una variedad simpléctica. Otra forma de pensar en una variedad simpléctica
es como una variedad cuyos espacios tangentes son espacios vectoriales simplécticos con
mapeos simplécticos que no son otra cosa más que evaluaciones puntuales de una 2-forma
cerrada. Es por esta razón que varias de las propiedades de espacios vectoriales simplécticos
discutidas anteriormente se aplican a las variedades simplécticas. En particular está el he-
cho de que la dimensión de toda variedad simpléctica es par: dimM = 2n.

El ejemplo protot́ıpico de una variedad simpléctica es el espacio vectorial R2n, tomado
como una variedad diferenciable de topoloǵıa trivial, dotado de la 2-forma Ω0 que, en la
base inducida por las coordenadas globales cartesianas (x1, ..., xn, y1, ..., yn), es decir, en
términos de las 1-formas (dx1, ..., dxn, dy1, ..., dyn), adopta la forma

Ω0 =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk. (2.6)

De manera general, si (σ1, ...,σ2n) es una base de 1-formas para los espacios cotangentes de
M, entonces la 2-forma simpléctica Ω se puede expresar en términos de sus componentes
Ωij(x) ≡ Ω(x)(ei, ej), donde (e1, ..., e2n) son la base dual de campos vectoriales, como

Ω(x) =
1

2

2n∑
i,j=1

Ωij(x)σi(x) ∧ σj(x). (2.7)

Al respecto de estas componentes, sabemos que localmente como Ω(x) es un mapeo simpléctico,
entonces siempre existe una base vectorial11 (e1 ≡ σ1

e, ..., en ≡ σn
e , f1 ≡ σ1

f , ..., fn ≡ σn
f )

donde las componentes adquieren la forma dada en el teorema (1)

Ω(x)
∗
=

n∑
i=1

σi
e ∧ σi

f '
(

0n×n In×n
−In×n 0n×n

)
.

Sobre estas bases especiales, (e1, ..., en, f1, ..., fn) el teorema (1) no nos dice nada con res-
pecto a su naturaleza, es decir, no nos dice nada sobre sus relaciones de conmutación:
[ei, ej], [ei, fj] y [fi, fj], las cuales son importantes porque nos dicen si localmente sus curvas

11En este caso, de covectores.
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integrales pueden o no tomarse como curvas coordenadas [22]. El siguiente teorema hace
exactamente esto mismo, y es que siempre podemos encontrar coordenadas locales, que
llamaremos coordenadas de Darboux y que representaremos exactamente igual que las
coordenadas naturales de los haces cotangentes, (q1, ..., qn, p1, ..., pn), tales que ei ≡ dqi y
fi ≡ dpi.

Teorema 1 (Darboux). Sea (M,Ω) una variedad simpléctica. Para cada x ∈ M, existe
cuando menos una carta (U, φ), con x ∈ U y φ(x) = (q1, ..., qn, p1, ..., pn) tal que en la base
inducida en los espacios cotangentes a U , (dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn), la 2-forma simpléctica
se presenta como12

Ω|U =
n∑
i=1

dqn ∧ dpn '
(

0n×n In×n
−In×n 0n×n

)
. (2.8)

Otra forma de expresar el teorema de Darboux es decir que, localmente, existen sistemas
de coordenadas donde (M,Ω) se ve exactamente como (R2n,Ω0) (2.6). Más adelante regre-
saremos a este punto. Por el momento notemos que decir que una variedad es simpléctica
es decir mucho acerca de la variedad, en el sentido de que como estructura matemática la
estructura simpléctica es bastante rica. Al respecto, a continuación desarrollamos algunas
propiedades topológicas de (M,Ω).

Proposición 13. La 2-forma simpléctica Ω brinda una orientación natural en M.

Sabemos que una variedad está orientada si y sólo si tiene una forma de volumen [22],
es decir, una top-forma no degenerada en ella. En este caso dicha top-forma se da por la
n-ésima potencia exterior de la 2-forma simpléctica:

Ωn = Ω ∧ Ω... ∧ Ω ∧ Ω︸ ︷︷ ︸
n−veces

. (2.9)

Esto lo sabemos porque, de manera completamente general, se tiene que Ω es una 2-forma
no degenerada si y sólo si Ωn es una top-forma no degenerada. En efecto, supongamos
que Ω en realidad es degenerada, es decir, que existe cuando menos un campo vectorial
Z sobre M tal que, para cualquier otro campo vectorial X, tengamos Ω(X,Z) = 0. Sin
perder generalidad, siempre podemos elegir una base de campos vectoriales (V1, ..., V2n)
para TM con V1 ≡ Z. Ahora al evaluar Ωn sobre el paraleleṕıpedo (V1, ..., V2n) obten-
dremos una sumatoria de términos en donde siempre habrá una evaluación de la forma
Ω(V1, Vj) = Ω(Z, Vj) = 0 (j = 2, ..., 2n), obteniendo por lo tanto Ωn(V1, ..., V2n) = 0,
llegando a la contradicción de que gracias a que ω es degenerada, la top-forma Ωn que
supońıamos no degenerada en realidad śı lo es. En otras palabras, si Ωn es no degenerada
entonces Ω también debe ser no degenerada.

Conversamente, si Ω es no degenerada entonces, para cada x ∈ M, podemos imponer
coordenadas de Darboux y expresar Ω en la respectiva base inducida de 1-formas para
obtener

12La demostración puede encontrarse en [29].
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Ωn = n! dq1 ∧ dp1 ∧ ... ∧ dqn ∧ dpn, (2.10)

la cual se observa mediante el cálculo directo que es una top-forma no degenerada. �

A la top-forma que hemos definido en (2.10), salvo una constante multiplicativa, se le
conoce como el volumen de Liouville [29], que espećıficamente se expresa en la base de
Darboux como

VΩ ≡
(−1)

n(n−1)
2

n!
Ωn = dq1 ∧ ... ∧ dqn ∧ dp1 ∧ ... ∧ dpn. (2.11)

Si la 2-forma simpléctica Ω es exacta, Ω = dα, entonces se dice que la variedad simpléctica
es exacta [29]. En este caso Ωn también se trata de una forma exacta, tal como lo muestra
el siguiente cálculo:

d(α ∧ Ωn−1) = (dα) ∧ Ωn−1 − α ∧ d(Ωn−1) = Ω ∧ Ωn−1 = Ωn. (2.12)

Veamos ahora que no existen variedades cerradas (compactas sin frontera) con estructura
simpléctica exacta.

Proposición 14. Si (M,Ω) es una variedad simpléctica compacta y sin frontera (∂M =
∅), entonces Ω no puede ser exacta.

Dado que el hecho de que Ω sea exacta implica que Ωn también debe serlo, podemos reescri-
bir la proposición como: “no existe una forma de volumen exacta en una variedad cerrada”.
En efecto, de haberla, por el teorema de Stokes [22] y el resultado (2.12), tendŕıamos la
contradicción de que el volumen de todo M es cero:

∫
M

Ωn =

∫
M

d
(
α ∧ Ωn−1

)
=

∫
∂M

α ∧ Ωn−1 =

∫
∅

α ∧ Ωn−1 = 0.

�

Como consecuencia de este hecho, podemos ver que una variedad simpléctica cerrada tiene
un grupo de cohomoloǵıa de de Rham13 de segundo orden H2(M) no trivial. En efecto,
como Ω es cerrada pero no exacta, su clase de cohomoloǵıa no es trivial, [Ω] 6= [e], luego
H2(M) tiene cuando menos dos clases, la trivial [e] y [Ω].

2.1 El haz cotangente como variedad simpléctica

Para cerrar esta sección consideremos ahora un ejemplo muy particular de variedades
simplécticas, relacionado con los haces cotangentes. Consideremos las variedadesM = T ∗Q

13Para la definición exacta aśı como mayor información, consúltese [22].
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(siendo por su parte Q son variedades suave). Comencemos por ver que, en efecto, estas
variedades tienen una estructura simpléctica natural dada a través de la llamada 1-forma
tautológica14 θ ∈ Λ1(T ∗Q),

θ : T ∗Q → T ∗ (T ∗Q) ,

definida en cada punto (x, α(x)) ∈ T ∗Q15 como [20]

∀ (x, α(x)) ∈ T ∗Q, θ(x, α(x)) ≡ (π∗ α) (x, α(x)) . (2.13)

En otras palabras, la 1-forma tautológica (2.13) es aquella 1-forma sobre el haz cotangente
tal que, en cada uno de sus puntos, evalúa sus vectores tangentes X ∈ T(x,α(x))(T

∗Q),
proyectándolos con la diferencial π∗, en el covector correspondiente al punto de tangencia,
pues recordemos que

∀X ∈ T(x,α(x))(T
∗Q), θ(x, α(x))(X) = (π∗α) (x, α(x))(X) ≡ α(x)(π∗X).

M
•x

T ∗M

T ∗xM

• α(x)

π

(π∗X)(x)

X(x, α(x))

π∗

Figura 3: Diagrama del pushforward π∗ en un haz cotangente T ∗M.

Utilizando las coordenadas naturales que dimos anteriormente para los haces cotangentes,
aśı como la base de 1-formas inducida sobre T ∗Q, (dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn), la 1-forma
tautológica se ve como16

14También conocida como 1-forma canónica o 1-forma de acción [20].
15Dicho de otra manera: x ∈ Q y α(x) ∈ T ∗xQ.
16Aunque θ(x, α(x)) se ve exactamente como α(x) en la base coordenada, es importante recordar que

mientras que la segunda es una 1-forma sobre Q, la primera es una 1-forma sobre T ∗Q. Dicho de otra forma,
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θ(x, α(x)) =
n∑
i=1

pi(x)dqi(x). (2.14)

Proposición 15. El negativo (por convención) de la derivada exterior de (2.13) define
entonces una 2-forma simpléctica natural en el haz cotangente: Ω ≡ −dθ.

Trivialmente la 2-forma −dθ es cerrada por ser exacta. Por otra parte, como localmente
se reduce a la 1-forma protot́ıpica de R2n), resulta fácil ver que es no degenerada en todo
T ∗Q. �

Tal como lo comentamos, las coordenadas naturales del haz cotangente resultan ser un
sistema de coordenadas de Darboux donde la forma simpléctica natural −dθ tiene compo-
nentes constantes:

Ω ≡ − dθ = −
n∑
i=1

dpi ∧ dqi =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi. (2.15)

Proposición 16. Sea µ : Q → T ∗Q una sección transversal del haz cotangente de Q,
es decir, una de sus 1-formas µ ∈ Λ1(Q). La 1-forma tautológica θ satisface la llamada
propiedad de reproducción [20]

∀x ∈ Q, (µ∗θ) (x) = µ(x). (2.16)

La propiedad (2.16) se obtiene por un cálculo directo tomando en cuenta que µ es una
sección transversal de T ∗Q, y por lo tanto la composición π ◦ µ no es más que la identidad
sobre Q [22]:

(µ∗θ) (x) = µ(x)∗ (π∗(µ(x))) = (µ∗ ◦ π∗) (µ(x)) = (π ◦ µ)∗ (µ(x)) = Id∗(µ(x)) = µ(x).

�

3 Simplectomorfismos y campos hamiltonianos

Un simplectomorfismo entre dos variedades simplécticas (M,Ω) y (M′,Ω′) es un mapeo
diferenciable ϕ : M → M′ tal que en cada punto x ∈ M, su diferencial o pushforward
ϕ(x)∗ : TxM→ Tϕ(x)M′ es un mapeo simpléctico [29]. Como por definición,

en la base inducida por las coordenadas (q1, ..., qn, p1, ..., pn) la 1-forma tautológica tiene componentes pi
asociadas a dqi y 0 asociadas a dpi.
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∀x ∈ M, X, Y ∈ TxM, Ω′(ϕ(x)∗X,ϕ(x)∗Y ) = (ϕ(x)∗Ω′) (X, Y ) = Ω(X, Y ),

una forma alternativa de pensar un simplectomorfismo es la de un mapeo diferenciable tal
que su pullback en cada punto de la variedad dominio mande Ω′ a Ω:

ϕ∗Ω′ = Ω. (3.1)

Cuando esto ocurre, es decir, cuando existe un simplectomorfismo de (M,Ω) a (M′,Ω′), se
dice que las variedades son simplectomórficas. En particular, cuando nos limitamos a va-
riedades con la misma dimensión, la existencia de simplectomorfismos implica una relación
de equivalencia, como es fácil verificar tomando en cuenta que sus respectivos espacios tan-
gentes son simplectomórficos entre śı.

En este sentido se dice que un simplectomorfismo definido como un difeomorfismo de
una variedad simpléctica (M,Ω) en śı misma, ϕ ∈ Diff(M), preserva la estructura
simpléctica de la variedad [29]: ϕ∗Ω = Ω. Por supuesto, de entre todos los difeomor-
fismos sobre la variedad, aquellos que son simplectomorfismos forman un subgrupo de Lie
bajo la operación de composición, conocido como el grupo simpléctico Sp(n,M,Ω) [29, 20].

Como consecuencia de que los elementos en Sp(n,M,Ω) preserven la estructura simpléctica,
tenemos algunas propiedades interesantes de los simplectomorfismos.

Proposición 17. Los simplectomorfismos sobre M preservan la forma de volumen de
Liouville.

La demostración de este hecho es un cálculo directo del pullback de ϕ ∈ Sp(n,M,Ω) en
Ωn, recordando que dicha aplicación distribuye con respecto al producto exterior [22]:

ϕ∗Ωn = ϕ∗Ωn = ϕ(Ω ∧ ... ∧ Ω) = (ϕ∗Ω) ∧ ... ∧ (ϕ∗Ω) = Ω ∧ ... ∧ Ω = Ωn = Ωn.

�

Proposición 18. Un difeomorfismo ϕ es un simplectomorfismo sobre M si y sólo si, para
cada x ∈ M, dada la carta de Darboux (U, (qi, pi)) en una vecindad de ϕ(x), la carta
(ϕ−1(U), (qi ◦ ϕ, pi ◦ ϕ)) también es una carta de Darboux en una vecindad de x [29].

Que (ϕ−1(U), (qi ◦ ϕ, pi ◦ ϕ)) sea una carta de Darboux quiere decir que, en cualquier punto
de la vecindad (ϕ−1(U), la 2-forma simpléctica deM puede expresarse en la base cotangente
inducida por las coordenadas como

Ω =
n∑
k=1

d(qk ◦ ϕ) ∧ d(pk ◦ ϕ),
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pero las composiciones qk ◦ ϕ y pk ◦ ϕ no son más que los pullbacks de ϕ aplicados a las
0-formas qk y pk, respectivamente, ϕ∗qk y ϕ∗pk. Si tomamos en cuenta que el pullback
conmuta con la derivada exterior, entonces la expresión anterior se puede ver como

Ω =
n∑
k=1

d(qk ◦ ϕ) ∧ d(pk ◦ ϕ) =
n∑
k=1

d(ϕ∗qk) ∧ d(ϕ∗pk) =
n∑
k=1

ϕ∗(dqk) ∧ ϕ∗(dpk)

=
n∑
k=1

ϕ∗
(
dqk ∧ dpk

)
= ϕ∗

(
n∑
k=1

dqk ∧ dpk

)
= ϕ∗Ω,

lo cual nos indica que ϕ es un simplectomorfismo. Conversamente, siendo ϕ ∈ Sp(n,M,Ω),
podemos generar la igualdad anterior demostrando que (qi ◦ ϕ, pi ◦ ϕ) son coordenadas de
Darboux. �

En términos prácticos lo que el resultado anterior nos dice es que un simplectomorfismo
preserva las coordenadas de Darboux.

Ahora veamos una propiedad que le compete a los haces cotangentes como variedades
simplécticas, y es que cualquier difeomorfismo sobre Q se puede levantar a un simplecto-
morfismo, con respecto a la 2-forma natural −dθ, sobre su haz cotangente T ∗Q.

Proposición 19. Sea f ∈ Diff(Q,Q′) un difeomorfismo cualquiera de la variedad Q hacia
la variedad Q′,

f : x 7→ f(x) ≡ y,

el mapeo

f̃ : T ∗Q → T ∗Q′,

f̃ : (x, α(x)) 7→ (y, ((f−1)∗α) (y)) ,

(3.2)

es un difeomorfismo de la variedad simpléctica (T ∗Q,−dθ) hacia la variedad simpléctica
(T ∗Q′,−dθ′), que conserva las 1-formas canónicas:

f̃ ∗ θ′ = θ. (3.3)

Notemos que, por la definición (3.2), mientras f actúa sobre los espacios bases Q y Q’, f̃
actúa sobre las fibras por encima de ellos. De esta manera, si π : T ∗Q → Q y π′ : T ∗Q′ → Q′
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son las proyecciones naturales de los haces cotangentes, entonces se satisface (véase Fig. 4)

π′ ◦ f̃ = f ◦ π.

Q
• x

T ∗xQ

•α(x)

π

Q′
•

f(x)

T ∗f(x)Q′

• f̃(α(x))

π′

f

f̃

Figura 4: Diagrama π′ ◦ f̃ = f ◦ π.

Considerando esto, la demostración de que f̃ conserva las 1-formas tautológicas se deduce
utilizando las propiedades del pullback:

∀ (x, α(x)) ∈ T ∗Q,(
f̃ ∗θ′

)
(x, α(x)) =

(
f̃ ∗ ◦ π′∗f̃

)
(x, α(x)) =

((
π
′ ◦ f̃

)∗
f̃
)

(x, α(x)) =
(

(f ◦ π)∗ f̃
)

(x, α(x))

=
(
π∗ ◦ f ∗f̃

)
(x, α(x)) =

(
π∗
(
f ∗f̃(x, α(x))

))
(x) =(π∗ (f ∗ ◦ f−1∗α))(x)

= (π∗(f−1 ◦ f)∗α) (x) =
(
π∗ ◦ Id∗Qα

)
(x) = (π∗α) (x) = θ (x, α(x)) .

�

Como consecuencia directa de la propiedad (3.3), es fácil ver que (3.3) es un simplecto-
morfismo definido de (T ∗Q,−dθ) a (T ∗Q′,−dθ′):

f̃ ∗(−dθ′) = −f̃ ∗dθ′ = −d
(
f̃ ∗θ′

)
= −dθ.

Por supuesto, la propiedad de que Ω sea una 2-forma no degenerada (localmente un mapeo
simpléctico) se puede expresar en términos de la biyección de los mapeos Ω[(x) que hemos
definido en (1.5). Hablando de ellos, podemos pensar en un campo de mapeos musi-
cales Ω[ que nos permite, por medio de Ω, realizar un isomorfismo natural entre campos
vectoriales y 1-formas sobre M [29]:

∀x ∈ M, X(x) ∈ TxM, Ω[(x)(X) ≡ iXΩ(x) = Ω(x)(X, •) ∈ T ∗xM. (3.4)
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Para simplificar la notación, de ahora en adelante limitaremos el uso de la evaluación
del mapeo musical y simplemente diremos que el campo vectorial X es el gradiente
simpléctico17 de la 1-forma α si se satisface

α = iXΩ. (3.5)

En particular, si α es una 1-forma exacta, es decir, se trata de la derivada exterior de una
0-forma H ∈ C∞(M), que llamaremos función hamiltoniana (o simplemente hamilto-
niana18), el gradiente simpléctico de α = dH se conoce como el campo hamiltoniano de
H y se denotará por XH , siendo aquél que satisface [8]

dH = iXHΩ. (3.6)

Los campos hamiltonianos son de especial interés por las caracteŕısticas que tienen. Anali-
cemos algunas de ellas a continuación.

Proposición 20. El campo hamiltoniano de una combinación lineal de hamiltonianas es
la combinación lineal de los campos hamiltonianos individuales.

Consideremos la combinación lineal de hamiltonianas aH1 + bH2, a, b ∈ R y H1, H2 ∈
C∞(M), que por si misma es una función hamiltoniana. Su campo vectorial hamiltoniano
es, por definición (3.6), XaH1+bH2 tal que

d(aH1 + bH2) = Ω(XaH1 + bH2 , •).

Utilizando simplemente la linealidad, tanto del operador de derivada exterior como de la
2-forma simpléctica, la expresión anterior se transforma en

adH1 + bdH2 = aΩ(XH1 , •) + bΩ(XH2 , •) = Ω(aXH1 + bXH2 , •) = Ω(XaH1+bH2 , •),

y dado que Ω es no degenerada, o dicho de otro modo, Ω[ es una biyección, la última
igualdad sugiere el resultado esperado:

17El término gradiente simpléctico se utiliza en relación al gradiente métrico que define un tensor métrico
G, relacionando de manera similar un campo vectorial con una 1-forma diferencial: α = G(X, •) [22].

18De nuevo, la nomenclatura está inspirada en la f́ısica, particularmente en la formulación hamiltoniana de
la mecánica clásica que, como veremos, tiene una clara descripción en términos de la geometŕıa simpléctica
[8].
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Ω(aXH1 + bXH2 , •) − Ω(XaH1+bH2 , •) = Ω(aXH1 + bXH2 −XaH1+bH2 , •) = 0

⇓

XaH1+bH2 = aXH1 + bXH2 .

�

Proposición 21. El campo hamiltoniano asociado al producto de dos 0-formas hamilto-
nianas, F G ∈ C∞(M), es la combinación lineal de los campos hamiltonianos individuales
GXF + F XG.

Si FG es la hamiltoniana asociada al campo XFG, entonces ambas cantidades deben satis-
facer la expresión d(FG) = iXFGΩ, cuyo miembro izquierdo puede desarrollarse como

iXFGΩ = d(FG) = GdF + FdG = G iXFΩ + F iXGΩ = iGXF+FXGΩ,

donde hemos empleado la linealidad en Ω. Tomando en cuenta también que es no degene-
rada, llegamos a la conclusión

Ω(XFG −GXF − FXG, •) = 0 =⇒ XFG = GXF + FXG.

�

Sea X un campo vectorial sobre una variedad suaveM. Sabemos que su flujo asociado ϕX

se define como el mapeo

ϕX : R×M −→ M, (3.7)

que para, cada t ∈ R, genera un difeomorfismo de la forma ϕX(t, •) ≡ ϕXt : M →M, y
para cada x ∈ M se transforma en la curva integral del campo X que pasa, precisamente,
por el punto x en t = 0 [22]:

ϕX(t, x) ≡ γx(t),
dγx
dt t=0

= X(x). (3.8)

Las siguientes propiedades de los campos hamiltonianos XH se refieren a sus flujos (6.8).

Proposición 22. El flujo generado por un campo hamiltoniano deja invariante la forma
simpléctica.

En particular si XH es el campo hamiltoniano de H, veamos que el pullback de la 2-
forma simpléctica a través de las curvas (3.8) es constante. Para ver esto recordemos que el
cambio de dicho pullback equivale a la derivada de Lie LXH Ω [22], la cual puede reescribirse
utilizando la fórmula mágica de Cartán [22] como
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LXH Ω = iXH (dΩ) + d (iXHΩ) = d (dH) = d2H = 0,

donde hemos utilizado el hecho de que Ω es cerrada (dΩ = 0) y que d2 = 0 para cualquier
p-forma en M. �

Proposición 23. El flujo generado por un campo hamiltoniano deja invariante a su ha-
miltoniana.

En este caso basta utilizar la definición de la derivada de Lie de una 0-forma con respecto
al flujo de un campo vectorial, aśı como la antisimetŕıa de la forma simpléctica Ω:

LXHH = XH . H = dH(XH) = (iXHΩ)(XH) = Ω(XH , XH) = 0.

�

4 Subvariedades lagrangianas

Una subvariedad lagrangiana de una variedad simpléctica (M,Ω), L ⊂ M, es un
encajamiento suave19

ι : L ↪→M, (4.1)

tal que, para todo punto x ∈ L, sus espacios tangentes, vistos como subespacios vectoriales
del espacio tangente a ι(x) = x ∈ M, son subespacios vectoriales lagrangianos tal como
los definimos anteriormente [29]:

∀ x ∈ L ⊂ M, Tι(x)M =
(
Tι(x)M

)Ω(x)
. (4.2)

A partir de las propiedades que ya analizamos en los subespacios vectoriales lagrangianos,
las subvariedades lagrangianas también tienen propiedades particulares que vale la pena
analizar. La más simple es que L tiene por dimensión 1

2
dimM20. Por otra parte como TxL

es, para cada x ∈ L, un subespacio isotrópico (Ω|L = 0), entonces una caracterización
alternativa de una subvariedad lagrangiana (en una variedad simpléctica de dimensión 2n)
es el de una subvariedad de dimensión n con inmersión (4.1) tal que [29]

ι∗Ω = 0. (4.3)

19Es decir, un mapeo ι : L ↪→ M cuyo diferencial, o pushforward ι∗, es un mapeo inyectivo, tal que
ι(L) es homeomorfo a M y, por lo tanto, puede identificarse autenticamente como un trozo o subespacio
topológico de la variedad M [29].

20Dado que la dimensión de sus espacios tangentes es un medio de la dimensión de los espacios tangentes
de M (todo punto en L está en M), y la dimensión de un espacio tangente siempre es la dimensión de su
variedad correspondiente, se sigue que dimL = (dimM)/2.
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Podemos pensar todo este asunto de una manera diferente si nos enfocamos en L como
una variedad encajada en el ambiente simpléctico de M. En este sentido (4.1) es sólo un
mapeo que toma cada punto x en L y lo identifica con el mismo punto pero ahora como
elemento deM. Lo interesante de esta visión es que todo vector tangente a L se identifica
con si mismo, pero visto como vector tangente a M [29]:

∀x ∈ L, X(x) ∈ TxL,

ι(x) = x ∈ M, (ι∗X)(x) = X(ι(x)) = X(x) ∈ TxM.

Analicemos ahora algunas propiedades menos obvias acerca de las subvariedades lagran-
gianas.

Proposición 24. Sea (M, dα) una variedad simpléctica exacta, entonces la restricción de
α en cualquier subvariedad lagrangiana L ⊂ M, ι∗α ∈ Λ1(L), es una 1-forma cerrada.

Recordando que podemos conmutar la derivada exterior con los pullback, este resultado se
deduce a partir de la propiedad (4.3) que caracteriza a las subvariedades lagrangianas:

0 = ι∗(dα) = d(ι∗α).

�

Proposición 25. Sea M una variedad simpléctica, L una subvariedad lagrangiana y H ∈
C∞(M) una función hamiltoniana. H es constante en L, si y sólo si su campo hamiltoniano
sobre M es tangente a L.

Supongamos que H es constante en todo L, es decir ι∗H = H ◦ ι = H|L = cte. Para
mostrar que XH es un campo tangente a L, utilizaremos el hecho de que para cada x ∈ L
tenemos que el espacio tangente es igual a su complemento simpléctico bajo Ω(x) (4.2), de
tal manera que mostraremos que XH está en el complemento simpléctico y por lo tanto
XH está en el espacio tangente. Para esto veamos que si H|L = cte, entonces su derivada
exterior es cero:

d(H|L) = d(ι∗H) = ι∗(dH) = (dH)|L = 0,

lo que significa precisamente que su campo hamiltoniano asociado, evaluado junto a cual-
quier campo tangente a L en Ω, es cero:

∀ x ∈ L, X(x) ∈ TxL,

0 = (iXι
∗(dH)) (x) = (iXι

∗(iXHΩ)) (x) = Ω(ι(x))(XH , ι∗X) = Ω(x)(XH , X),
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siendo por lo tanto XH un campo vectorial que pertenece al complemento simpléctico, es
decir, XH es un campo tangente a L.

Conversamente, si XH es un campo vectorial tangente a L entonces podemos invertir todo
el procedimiento anterior para mostrar que (dH)|L = 0 y, por lo tanto, H|L = cte. �

Por supuesto, otra forma de entender la proposición anterior es pensando que, siempre
que XH sea tangente a una subvariedad lagrangiana L, el flujo generado por cualquier
campo vectorial tangente X : L→ TL ⊂ TM mantendrá constante a la función H:

∀x ∈ L ⊂ M, (LX H) (x) = (X . H) (x) = dH(x)(X) = Ω(x)(XH , X) = 0.

Volvamos al caso particular en que la variedad simpléctica es T ∗Q, con su 2-forma natural
−dθ, para ver algunos ejemplos interesantes de variedades lagrangianas.

Proposición 26. La imagen de la sección transversal en T ∗Q, generada a partir de cual-
quier 1-forma cerrada sobre Q,

Lµ ≡ {(x, µ(x)) ∈ T ∗Q : ∀x ∈ Q, (dµ)(x) = 0 ∈ T ∗xQ} , (4.4)

es una subvariedad lagrangiana.

Tomando en cuenta que la imagen de una sección transversal efectivamente se trata de un
encajamiento de la variedad Q en su haz cotangente T ∗Q, Lµ como el lugar geométrico
definido en (4.4) es una subvariedad de dimensión n = dim(T ∗Q)/2 [29]. Para ver que en
particular se trata de una subvariedad lagrangiana, debemos demostrar que el pullback de
−dθ bajo la inclusión ι es la 2-forma nula sobre Lµ: ι∗(−dθ) = 0.

Para hacer esto vale la pena notar que existe un difeomorfismo inducido naturalmente
entre Lµ y Q dado por la composición π ◦ ι : Lµ → Q. La inversa de dicho difeomorfismo
está relacionado con la sección transversal µ a partir de la composición con la inclusión ι
(véase el diagrama 5): µ = ι ◦ (π ◦ ι)−1.

Lµ

Q
π ◦ ι

x
•

y•

ι

T ∗Q

µ(Q)

µπ

• µ(x)

Figura 5: Diagrama para definir µ = ι ◦ (π ◦ ι)−1.
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Ahora solamente hace falta utilizar la propiedad de reproducción (2.16) junto con la ex-
presión anterior,

µ∗ θ = µ =⇒ dµ = d(µ∗θ) = µ∗(dθ) =
(
ι ◦ (π ◦ ι)−1

)∗
(dθ) =

(
(π ◦ ι)−1

)∗
(ι∗(dθ)) ,

pues siendo µ una 1-forma cerrada, entonces dµ = 0 y por lo tanto ((π ◦ ι)−1)
∗

(ι∗(dθ)) = 0.
Como además (π ◦ ι) es un difeomorfismo, su pullback es inyectivo [22] y por lo tanto

(
(π ◦ ι)−1

)∗
(ι∗(dθ)) = 0 =⇒ ι∗(dθ) = 0.

�

Trivialmente21 un caso particular de subvariedad lagrangiana, según el resultado anterior,
es el de la imagen (4.4) de la sección nula α = 0. Otros casos particulares son lo de las
gráficas de 1-formas exactas µ = dF , siendo F una 0-forma sobre Q que es conocida como
la función generadora de la subvariedad lagrangiana [20].

Otro ejemplo distinto de subvariedades lagrangianas aparece al estudiar las construccio-
nes geométricas conocidas como haces conormales. De manera completamente general,
apartándonos un momento de la geometŕıa simpléctica, sea U cualquier subvariedad k
dimensional de la variedad n dimensional M, su espacio conormal al punto x ∈ U ,
denotado por N∗xU , se define como el conjunto de todos los covectores en T ∗xM tales que
el espacio tagente Tx U es parte de su kernel [29]:

N∗xU ≡ {α(x) ∈ T ∗xM : ∀ X(x) ∈ TxU , α(x)(X) = 0}. (4.5)

De esta manera, asociado a U tenemos el haz conormal N∗ U definido como el haz fibrado
vectorial cuyo espacio base es U , con fibras dadas por sus espacios conormales y proyección
natural [29]

πN : N∗U −→ U , π−1
N (x) ∼ N∗x U . (4.6)

Veamos ahora algunas propiedades interesantes de los haces conormales.

Proposición 27. Para cualquier subvariedad k dimensional U de la variedad n dimensional
M, su haz conormal N∗U es una subvariedad n dimensional del haz cotangente T ∗M.

Siendo U una subvariedad de M, para cada vecindad (en M) de un punto x ∈ ι(U),
podemos encontrar un sistema de coordenadas locales (x1, x2, ..., xn) tal que la intersección
de dicha vecindad con U satisfaga22 xk+1 = xk+2 = ... = xn = 0 [29].

21La sección nula es una 1-forma cerrada: dα = d(0) = 0.
22Dicho de otra manera, siempre existe un sistema de coordenadas en donde ι(U) = U se expresa como

la intersección de los planos xi = 0 (i = k + 1, k + 2, ..., n).
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De esta manera, una base para los espacios tangentes a U es la base inducida por coorde-
nadas (∂/∂x1, ∂/∂x2, ..., ∂/∂xk), subconjunto de la base (∂/∂x1, ..., ∂/∂xn) de los espacios
tangentes aM. Al respecto, la base dual de los espacios cotangentes enM es (dx1, ..., dxn).
Por lo tanto, los covectores en N∗x U no pueden tener componentes yi relacionados a los
primeros k covectores dxi (i = 1, 2, ..., k)

∀ x ∈ U , µ(x) ∈ N∗x U =⇒ µ(x)

(
∂

∂xi
∈ TxU

)
= yi = 0,

siendo aśı que todo covector en N∗x U está generado por únicamente los n − k covectores
dxi (i = k + 1, k + 2, ..., n), siendo por lo tanto la dimensión de los espacios conormales
dimN∗x U = n − k. De esta manera, como las fibras de N∗ U tienen dimensión n − k y el
espacio base es k dimensional, obtenemos efectivamente dimN∗ U = (n− k) + k = n. �

Proposición 28. El haz conormal de todo M es la sección nula de su haz cotangente
T ∗M, mientras que el haz conormal de la subvariedad 0-dimensional formado por un punto
{x ∈ M} corresponde a la fibra T ∗xM.

En el primer caso, el del haz conormal N∗M, las fibras N∗xM se componen de los co-
vectores que se anulan con todo vector tangente a M. Sólo existe un covector con estas
caracteŕısticas que es, por definición, el covector cero, y precisamente la 1-forma cuyo valor
en todo punto es el covector cero se trata de la sección nula.

En el segundo caso, N∗ {x ∈ M} tiene una sola fibra, la cual se compone de todos los
covectores que se anulan en el vector cero, es decir, de todos los covectores en T ∗xM, por
lo tanto, trivialmente: N∗{x} = T ∗xM. �

Regresando al tema de las subvariedades lagrangianas, veamos ahora la razón por la que
hemos introducido estos haces vectoriales.

Proposición 29. Sea U cualquier subvariedad de M, su haz conormal N∗ U es una sub-
variedad lagrangiana del haz cotangente T ∗M.

Hace un par de proposiciones vimos que N∗ U efectivamente se trata de una subvariedad
del haz cotangente de dimensión n = (dimM)/2, de tal manera que únicamente debemos
probar que se satisface la condición (4.3) para mostrar que dicha subvariedad es lagran-
giana, o equivalentemente, probar que el pullback de la 1-forma tautológica es una 1-forma
cerrada sobre N∗ U .

Sea ι la inclusión canónica del haz conormal en el haz cotangente, y sea (x, α(x)) cual-
quier punto en N∗ U , es decir, x ∈ U y α(x) ∈ N∗x U , entonces para cualquier vector
tangente X tenemos23

∀ y ≡ (x, α(x)) ∈ N∗U , X(y) ∈ Ty (N∗U) ,

(ι∗ θ) (y)(X) = θ (ι(y)) (ι∗X) = θ(y)(X) = (π∗α) (y)(X) = α(x)(π∗X),

23Tomamos en cuenta que ι(y) = y, es decir, ι(x, α(x)) = (x, α(x)) ∈ T ∗M, y ι∗X = X ∈ T (T ∗M).
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donde debemos tomar en cuenta que la proyección π : T ∗M → M toma el punto y =
(x, α(x)) y lo manda a x, y por lo tanto su diferencial π∗ toma cualquier vector tangente
a (x, α(x)) lo manda a un vector tangente a x24. Como α(x) ∈ N∗x U , por definición, se
anula con cualquier vector tangente a x25, y (π∗X)(x) es un vector tangente a x, α(x) debe
anularse con (π∗X)(x):

(ι∗ θ) (x, α(x))(X) = α(x)(π∗X) = 0,

demostrando de esta manera que ι∗θ = 0 y, por lo tanto, ι∗(−dθ) = 0. �

Como consecuencia directa del resultado anterior, vemos que las fibras de cualquier
haz cotangente son subvariedades lagrangianas [29]. Por otra otra parte, tomando en
cuenta que cualquier campo vectorial hamiltoniano genera un flujo bajo el cual la 2-forma
simpléctica −dθ es invariante, y que las subvariedades lagrangianas se definen en términos
de la forma simpléctica, resulta claro que, aunque en general una fibra T ∗xQ no se mapea
bajo dichos flujos en otra fibra, śı se mapea en una nueva subvariedad lagrangiana. Invir-
tiendo el análisis, también es cierto que toda fibra del haz cotangente puede verse como la
imagen del flujo hamiltoniano de una subvariedad lagrangiana.

En mecánica clásica podemos identificar al espacio de configuraciones y momentos como
un haz cotangente, de tal forma que una fibra puede pensarse como el conjunto de todos
los posibles momentos que puede tener el sistema en determinada configuración, y donde
la dinámica de los sistemas se rige por el flujo de un campo hamiltoniano particular [8].
De esta forma, estudiar las subvariedades lagrangianas resulta equivalente a estudiar el
conjunto de todas las posibles configuraciones y momentos que, tras un tiempo f́ısico ade-
cuado, fluyen dinamicamente hacia cierta configuración y momento particular (cierta fibra),
o equivalentemente, todas las posibilidades de configuración y momento a las que puede
llegar un sistema a partir de ciertas condiciones iniciales [20, 8].

24Particularmente si X(y) es un vector tangente a y de tipo vertical, es decir, sobre la fibra T ∗yM,
entonces es proyectado al vector cero y trivialmente se sigue que α(x)(π∗X) = α(x)(0) = 0.

25Siendo estrictos, α(x) se anula con cualquier vector tangente a x en U , pero como U está encajada en
M, la relación entre los vectores tangentes a un punto x en U y los vectores tangentes al mismo punto
x pero ahora tomado como elemento de M, es una relación inyectiva, por lo tanto si α(x) como 1-forma
sobre U se anula con el vector X sobreM, α(x) como la misma 1-forma pero sobreM debe anularse sobre
el mismo vector X pero sobreM [29].

27



Parte II

Geometŕıa de contacto
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5 Aspectos básicos

Sea B una variedad suave de dimensión dimB = n. Definamos sobre ella un campo suave Π
de hiperespacios tangentes a B, es decir, un mapeo que, a cada punto x ∈ B de la variedad,
le asigna de manera suave el subespacio vectorial Π(x) (de dimensión n− 1) en TxB [20]:

Π : x ∈ B 7→ Π(x) ⊂ TxB. (5.1)

A los objetos (5.1) se les denomina distribuciones de co-dimensión 1 sobre TB (de
ahora en adelante, simplemente distribuciones) y al par (B,Π) se le identifica como una
variedad con una estructura de contacto, o simplemente, una variedad de contacto
[33]. Para entender a qué nos referimos cuando mencionamos que Π es suave, vale la pena
pensar las cosas desde el punto de vista de campos vectoriales sobre B. Sabemos que un
campo vectorial suave es una sección transversal sobre el haz tangente [22], es decir, un
mapeo X : B → TB, donde la suavidad se interpreta como continuidad [22]. Ahora,
escoger un hiperespacio Π(x) tangente a B en el punto x, equivale a elegir n − 1 vectores
linealmente independientes de TxB. Si resulta que dichos vectores son valores de campos
vectoriales linealmente independientes,

span (X1(x), ..., Xn−1(x)) = Π(x),

esperamos que para cualquier otro punto x′ 6= x ∈ B, el hiperplano Π(x′) sea generado
por los vectores asociados a los mismos campos vectoriales al evaluarlos en x′:

Π(x′) = span (X1(x′), ..., Xn−1(x′)) ,

siendo esta la manera en que generamos Π de manera suave: span(X1, ..., Xn−1) = Π.
Pensar en la distribución como una elección de n− 1 campos vectoriales, linealmente inde-
pendientes, nos permite plantearla en términos de las llamadas 1-formas de contacto [33],
es decir, elementos de una familia de 1-formas sobre B cuyo kernel es precisamente dicha
distribución:

[α] = {α ∈ Λ1(B) : kerα = Π}. (5.2)

Los detalles formales sobre cuándo dichas 1-formas de contacto existen, local y globalmente,
en una variedad de contacto, se pueden revisar en [33, 29].

Un detalle importante que debemos notar es que la famila (5.2) se trata de una clase
de equivalencia donde la relación está dada por la multiplicación conforme por una 0-forma
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sobre B que nunca se anula, C∞0 (B)2627 [33]:

∀ α, α′ ∈ [α], α ∼ α′ ⇐⇒ ∃ f ∈ C∞0 (B), α = f α′.

Esto es aśı porque sabemos que el kernel de una 1-forma no cambia al hacerle una trans-
formación conforme, siempre que el factor conforme no se anule. Aśı que cuando digamos α
es la 1-forma que genera la distribución, en realidad nos referiremos a que elegimos como
representante de la clase de equivalencia de 1-formas de contacto a α.

5.1 Distribuciones máximamente no integrables

En particular, el tipo de variedades de contacto que estudiaremos son variedades de di-
mensión impar, dimB = 2n + 1, dotadas de una estructura de contacto máximamente no
integrable (para una revisión de los conceptos relacionados a la integrabilidad de distribu-
ciones, remı́tase a [33]). Formalmente decimos que una distribución es máximamente no
integrable cuando las 1-formas de contacto satisfacen la condición máxima de no integra-
bilidad [33]:

α ∧ (dα)n ≡ α ∧ dα ∧ dα ∧ ... ∧ dα ∧ dα︸ ︷︷ ︸
n−veces

6= 0. (5.3)

En consecuencia, la variedad de contacto se dice máximamente no integrable (en adelante,
a menos que se especifique lo contrario, supondremos que este es el caso siempre). Veamos,
geometricamente, algunas consecuencias que trae consigo este tipo de estructura a las
variedades sobre las que se impone.

Proposición 30. Cada 1-forma de contacto sobre (B,Π) le proporciona una orientación.

Para cualquier 1-forma de contacto particular α ∈ [α], notemos que Vα ≡ α∧ (dα)n es una
top-forma sobre B, Vα ∈ Λ2n+1(B). En particular esta 2n+ 1-forma, por definición de una
estructura de contacto máximamente no integrable (5.3), es no degenerada, siendo por lo
tanto una forma de volumen que impone una orientación particular sobre B [22]. �

Notemos que, si la 1-forma de contacto α genera la forma de volumen Vα, entonces la
forma de contacto f α (f ∈ C∞0 (B)) genera la forma de volumen Vfα, relacionada con la
primera por medio del factor conforme fn+1:

Vfα = (fα) ∧ (d(fα))n = (fα) ∧ (df ∧ α + fdα)n = (fα) ∧ (fn(dα)n) = fn+1Vα 6= 0.

26C∞0 (B) es como denotaremos al conjunto de todos los mapeos suaves, de B a R− {0}.
27La multiplicación conforme por mapeos f como lo descritos es, efectivamente, una relación de equiva-

lencia. Esto es fácil de ver notando que todo elemento es la multiplicación conforme de si mismo por la
función f = 1, mientras que las propiedades simétricas y transitivas se deducen fácilmente porque dado los
factores conformes f y g, podemos construir lo factores conformes f−1 y f g, que también satisfacen nunca
anularse en todo B.
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Aunque se sigue manteniendo la invarianza ante transformaciones conformes, en el sentido
de que la orientación de B siempre se obtiene como consecuencia de que Π exista (a través
de cualquiera de sus 1-forma de contacto), notamos que sólo en el caso en que n = (dimB−
1)/2 es un número impar, la orientación proviene naturalmente de Π y no depende de la
parametrización f α que elijamos de la 1-forma de contacto. Dicho de otra manera, para
variedades donde n es par, tendremos orientaciones positivas y negativas28 según la elección
que hagamos de f en f α, pero para variedades con n impar sólo tendremos una orientación
independientemente de la f escogida.

Proposición 31. La derivada exterior de una 1-forma de contacto α es una 2-forma no
degenerada cuando se limita a Π.

La condición (5.3) nos dice que α es, para cada x ∈ B, una 1-forma no degenerada en el
complemento tangente de la distribución mientras que (dα)n es una 2n-forma no degenerada
para todos los elementos de Π(x). En efecto, sea (X1, ..., X2n, R) una lista de 2n+1 campos
vectoriales sobre B, linealmente independientes29, tale que los primero 2n campo generen Π.

El volumen de contacto Vα del paraleleṕıpedo (X1, ..., X2n, R) da lugar a una serie de 2n+1
términos donde únicamente sobrevive30 el término de la forma α(R) (dα)n(X1, ..., X2n),
dando lugar a la expresión

V (X1, ..., X2n, R) = α(R) (dα)n(X1, ..., X2n) 6= 0 =⇒ (dα)n
Π
6= 0.

Ahora, basta recordar que una 2-forma es no degenerada si y sólo si su n-ésima potencia
exterior es una top-forma no degenerada, tal como lo vimos en la proposición (13):

(dα)n
Π
6= 0 =⇒ dα

Π
6= 0.

�

Como resultado de esta proposición podemos decir que, para cada x ∈ B, el espacio
vectorial (Π(x), (dα)(x)) es un espacio vectorial simpléctico, con todo lo que esto implica.
Por este motivo llamaremos a la 2-forma dα ∈ Λ2(B), una 2-forma pre-simpléctica. En
particular, podemos hablar de que existe una base simpléctica de campos vectoriales para
Π, donde dα adquiere la forma (2.8) del teorema de Darboux. De hecho, existe un teorema
similar que nos permite expresar toda forma de contacto de una manera estándar.

Teorema 2 (Darboux II). Sea (B,Π) una variedad de contacto. Para cada x ∈ B y
cada 1-forma de contacto α ∈ [α], existe cuando menos una carta (U, φ), con x ∈ U ⊂
B y φ(x) = (τ, q1, ..., qn, p1, ..., pn) ∈ R2n+1, tal que en la base inducida en los espacios
cotangentes a U , (dτ, dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn), la 1-forma de contacto se presenta como31

28Con respecto a una elección arbitraria, o respetando las orientaciones externas que pueda tener la
variedad debidas, por ejemplo, a que tienen definidas una estructura riemanniana.

29En otra palabras, tales que para cada x ∈ B los vectores (X1(x), ..., X2n(x), R(x)) son linealmente
independientes.

30Salvo el término al que hacemos referencia, todos los demás contienen el factor α(Xj) = 0, pues
Xj ∈ Π = kerα.

31La demostración puede encontrarse en [33, 29].
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α = dτ −
n∑
i=1

pidq
i. (5.4)

Por inspección directa notamos que las coordenadas de Darboux, sobre abiertos de B, para
la 1-forma de contacto α, inducen a su vez una base simpléctica sobre kerα:

dα = d

(
dτ −

n∑
i=1

pidq
i

)
=

n∑
i=1

dqi ∧ dpi,

6 Contactomorfismos

Un contactomorfismo de la variedad de contacto (B,Π) a otra variedad de contacto
(B′,Π′), con dimB′ = 2n′ + 1 ≥ dimB, es un mapeo diferenciable ϕ : B → B′ tal que su
pullback ϕ∗ : T ∗B′ → T ∗B es un mapeo que manda cualquier 1-forma de contacto α′ sobre
B’, a una 1-forma de contacto α sobre B (módulo f ∈ C∞0 (B)):

ϕ∗α′ = f α. (6.1)

En términos geométricos un contactomorfismo es un mapeo cuya diferencial, o pushforward,
mapea la distribución máximamente no integrable de B, kerα = Π, en la distribución
máximamente no integrable de B′, kerα′ = Π′:

∀ X ∈ Π = kerα, 0 = fα(X) = ϕ∗α′(X) = α′(ϕ∗X) =⇒ ϕ∗X ∈ Π′ = kerα′.

En particular, cuando las variedades de contacto tienen la misma dimensión, resulta claro
que el contactomorfismo mapea Π en Π′ de forma biuńıvoca, siendo por lo tanto ϕ∗ un ma-
peo biyectivo. Es esto lo que nos permite definir el grupo de contacto sobre (B,Π) como
el grupo de Lie formado por el subconjunto Cont(B,Π) ⊂ Diff(B), con la composición de
mapeos como la operación producto del grupo [33].

Como consecuencia de que los difeomorfismos en Cont(B,Π) preserven la estructura de
contacto, existen algunas propiedades interesantes que vale la pena mencionar acerca de
los contactomorfismos.

Proposición 32. Los contactomorfismos sobre B preservan (salvo una multiplicación con-
forme fn+1) la forma de volumen de contacto.
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La demostración se reduce a un cálculo directo al utilizar las propiedades del pullback de
ϕ ∈ Cont(B,Π) en Vα, siendo que este distribuye con respecto al producto cuña y conmuta
con la derivada exterior [22]:

ϕ∗Vα = ϕ∗ (α ∧ (dα)n) = (ϕ∗α) ∧ (ϕ∗(dα)n) = (ϕ∗α) ∧ (d(ϕ∗α))n

= (f α) ∧ (d(fα))n = fn+1 α ∧ (dα)n = fn+1 Vα.

�

En particular, decimos que un contactomorfismo ϕ sobre (B,Π) es estricto si satisface la
condición (6.1) con f = 1 en todo el dominio de ϕ [33]. Particularmente el mapeo identidad
es un contactomorfismo estricto, y tomando en cuenta además que el mapeo inverso de todo
contractomorfismo estricto debe ser también estricto, resulta fácil ver que el subconjunto
de contactomorfismos estrictos es un subgrupo Cont0(B,Π) ⊂ Cont(B,Π).

De la proposición anterior es claro que los elementos de Cont0(B,Π) conservan el volu-
men de contacto, además de tener otras caracteŕısticas que los vuelen interesantes. La
siguiente proposición nos brinda una condición necesaria y suficiente para saber cuándo un
mapeo es un contractomorfismo estricto en términos de coordenadas locales.

Proposición 33. El mapeo diferenciable ϕ es un contactomorfismo estricto sobre B si y
sólo si, para cada x ∈ B, dada la carta de Darboux (U, (τ, qi, pi)) en una vecindad de ϕ(x),
la carta (ϕ−1(U), (τ ◦ ϕ, qi ◦ ϕ, pi ◦ ϕ)) también es una carta de Darboux en una vecindad
de x.

La demostración de esta proposición es muy similar a la demostración de la proposición
(18): que (ϕ−1(U), τ◦ϕ, qi◦ϕ, pi◦ϕ) sea una carta de Darboux significa que, localmente, la 1-
forma de contacto de B puede expresarse en la base cotangente inducida por las coordenadas
como

α = d(τ ◦ ϕ)−
n∑
i=1

(pi ◦ ϕ)d(qi ◦ ϕ),

pero las composiciones τ ◦ ϕ, qi ◦ ϕ y pi ◦ ϕ no son más que los pullbacks de ϕ aplicados a
las 0-formas τ , qi y pi, por lo tanto llegamos a la conclusión de que ϕ satisface (6.1) para
f = 1,

α = d(τ ◦ ϕ)−
n∑
i=1

(pi ◦ ϕ)d(qi ◦ ϕ) = d(ϕ∗τ)−
n∑
i=1

(ϕ∗pi)d(ϕ∗qi)

= ϕ∗(dτ)−
n∑
i=1

ϕ∗(pidq
i) = ϕ∗

(
dτ −

n∑
i=1

pidq
i

)
= ϕ∗α,

demostrando que ϕ efectivamente es un contractomorfismo estricto. Conversamente, si sa-
bemos que ϕ es un contractomorfismo estricto podemos revertir sin problemas cada uno
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de los pasos para mostrar que las coordenadas (τ ◦ ϕ, qi ◦ ϕ, pi ◦ ϕ) son coordenadas de
Darboux en ϕ−1(U). �

Proposición 34. Todo contactomorfismo estricto sobre (B,Π) es un “simplectomorfismo”
de la forma presimpléctica dα, entendiendo esto como

∀ ϕ ∈ Cont0(B,Π), ϕ∗(dα) = dα. (6.2)

Tomemos como punto de partida un contactomorfismo completamente general ϕ y calcule-
mos la derivada exterior en la expresión (6.1), conmutando nuevamente el pullback ϕ∗ con
la derivada exterior:

d (ϕ∗α) = d(f α) =⇒ ϕ∗ (dα) = df ∧ α + fdα.

Resulta fácil ver que, en el caso particular en que f = 1, es decir, cuando ϕ es estricto,
df = 0 y obtenemos de la expresión anterior el resultado (6.2). �

Asociado con cada 1-forma de contacto α tenemos un campo vectorial muy particular,
llamado el campo vectorial de Reeb de α, definido completamente a partir de las con-
diciones

(i) iRαdα = dα(Rα, •) ≡ 0.

(ii) iRαα = α(Rα) = 1.
(6.3)

En efecto, como dα es una 2-forma en una variedad de dimensión impar (la variedad de
contacto) debe ser una 2-forma degenerada [29]. Pero al mismo tiempo, como la variedad
de contacto es máximamente no integrable, dα|Π 6= 0. Esto significa que su kernel es unidi-
mensional (el complemento de Π en los espacios tangentes). Estamos eligiendo entonces el
campo de Reeb como el único elemento de dicho kernel que está normalizado con respecto
a α32

Retomando lo comentado en el párrafo anterior, el subespacio vectorial tangente a cada
x ∈ B, que genera Rα(x), es un espacio unidimensional que coincide con el kernel de la
2-forma presimpléctica asociada,

∀ x ∈ B, span (Rα(x)) = ker (dα(x)) ,

siendo por lo tanto el complemento vectorial a Π(x) en TxB:

32Sabemos que α|ker dα 6= 0 pues, de serlo, tendŕıamos α = 0 en todo espacio tangente de B, o, equi-
valentemente, tendŕıamos Rα ∈ Π y como iRαdα = 0, entonces realmente dα no seŕıa una 2-forma no
degenerada sobre Π.
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∀ x ∈ B, TxB = Π(x)⊕ span (Rα(x)) . (6.4)

Es aśı que nos damos cuenta que definir un campo vectorial de Reeb equivale a definir un
complemento vectorial de la distribución Π en todo el haz tangente TB de la variedad de
contacto. Por supuesto esta elección de complemento no es única y se relaciona a la elección
particular de una 1-forma de contacto en [α]. En el momento en que elegimos trabajar con
una 1-forma de contacto particular, α, tal que kerα = Π, hemos definido un complemento
vectorial particular para trabajar. De esta manera, aunque resulta irrelevante la elección
del elemento en la clase de equivalencia [α], para describir la distribución Π, nos genera
resultados distintos en cuanto a su complemento vectorial..

Siguiendo con la idea de que, eligiendo α tenemos una partición natural (6.4) del espa-
cio tangente, podemos construir una base de campos vectoriales también muy natural,
utilizando el campo de Reeb Rα de ker dα y una base cualquiera (Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn) en
Π. En términos de la base vectorial inducida por las coordenadas de Darboux, una elección
es

Rα ≡
∂

∂τ
, Qi ≡

∂

∂pi
, Pi ≡

∂

∂qi
+ pi

∂

∂τ
. (i = 1, 2, ..., n) (6.5)

Lo interesante de utilizar la base (6.5) es que, como utilizamos el campo de Reeb como
elemento de la base, resulta que la 1-forma de contacto α también se utiliza como elemento
de la base de 1-formas dual a (6.5)33:

α = dτ −
n∑
i=1

pidq
i, σiQ = dpi, σiP = dqi. (6.6)

Resulta interesante comentar que la base (6.5) no es inducida por sistema local de coor-
denadas alguno, tal como podemos constatar al calcular los corchetes de Lie entre sus
elementos,

[Qi, Rα] = [Pi, Rα] = [Qi, Qj] = [Pi, Pj] = 0, [Qi, Pj] = δij Rα. (6.7)

Veamos ahora algunas propiedades interesante de los campos de Reeb Rα, comenzando por
identificar su flujo como una familia de contactomorfismos.

Proposición 35. El flujo generado por el campo vectorial de Reeb de una 1-forma de
contacto la deja invariante (módulo f 6= 0).

Para demostrar este hecho basta calcular la derivada de Lie de α con respecto a Rα,
utilizando para esto la fórmula mágica de Cartán aśı como las condiciones (6.3):

33α(Rα) = σiQ(Qi) = σiP (Pi) = 1, y cero en cualquier otra evaluación.
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LRα α = (d iRα + iRα d)α = d(iRαα) + iRαdα = d(1) = 0.

�

Podemos dar una descripción local del campo de Reeb de una 1-forma de contacto α si
utilizamos coordenadas canónicas de Darboux, siendo el flujo asociado a Rα = ∂τ el mapeo
exponencial, ϕRα(t, x) = ϕ∂τ (t, x) = exp (t∂τ ), que localmente puede interpretarse como
una traslación en dirección de la coordenada τ [22]:

ϕRα(t, τ, q1, ..., qn, p1, ..., pn) = (τ + t, q1, ..., qn, p1, ..., pn). (6.8)

A diferencia de otros aspectos de la teoŕıa de variedades de contacto que se definen en
términos o como consecuencia de la distribución máximamente no integrable sobre la va-
riedad, remarcamos que el campo vectorial de Reeb está ı́ntimamente relacionado con la
1-forma de contacto α y no con Π. Esto quiere decir que Rα, siendo el campo de Reeb de
α, en general no es el campo de Reeb de f α. En particular el flujo de Rα no deja invariante
a f α, a menos f por si misma sea constante a través del flujo de Rα, es decir,

LRα(f α) = LRα(f)α + f LRα(α) = (Rα . f) α = 0 =⇒ Rα . f = 0.

En términos de las coordenadas locales de Darboux, esto se entiende como que f sea inde-
pendiente de τ : Rα . f = ∂ f/∂ τ = 0.

Una clase de campos vectoriales más generales sobre la variedad de contacto (B,Π) son
los llamados campos de contacto X, definidos como todos aquellos que, con respecto
a cualquier campo vectorial Y , en Π son involutivos , es decir, que su bracket de Lie con
cualquier campo tangente a la distribución es un campo tangente a la distribución [33]:

∀ Y ∈ Π, [X, Y ] ∈ Π. (6.9)

Si recordamos que para campos vectoriales X y Y , la derivada de Lie LXY coincide con
[X, Y ], podemos ver que realmente lo que nos dice (6.9) es que un vector tangente a la
distribución se mantiene, a través del flujo del campo de contacto, tangente a la distribución
Π:

∀ Y ∈ Π, [X, Y ] = LXY ∈ Π. (6.10)

Veamos a continuación algunas propiedades interesantes de estos campos, entre la que
destaca su papel como generador de contactomorfismos.
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Proposición 36. Ningún campo de contacto es tangente a la distribución de la variedad
de contacto.

Sea X el campo de contacto en cuestión, entonces por definición para cualquier campo Y
con imagen en Π, tenemos [X, Y ] ∈ Π = kerα. Supongamos que X también es tangente.
Como dα es no degenerada en Π, entonces (dα)(X, Y ) 6= 0, pero por el contrario sabemos
que34

(dα)(X, Y ) = −α([X, Y ]) = 0,

de tal forma que pensar que un campo de contacto X puede ser también un campo tan-
gente a la distribución da lugar a contradicciones sobre la no degeneración de dα dicha
distribución. �

Proposición 37. El conmutador de dos campos vectoriales de contacto también es un
campo vectorial de contacto.

Sean X y Y dos campos vectoriales de contacto en (B,Π), y sea Z cualquier campo tangente
en kerα = Π, de tal manera que [X,Z] ≡ Z ′ ∈ Π y [Y, Z] ≡ Z ′′ ∈ Π. Aqúı sólo tenemos
que utilizar la identidad de Jacobi, que satisface el conmutador [22], para demostrar que
[X, Y ] también es un campo de contacto:

[Z, [X, Y ]] = [[Z,X], Y ] + [X, [Z, Y ]] = [Z ′, Y ] + [X,Z ′′] ∈ Π.

�

Como consecuencia de la proposición anterior, vemos que el conjunto de todos los campos de
contacto en (B, α) dotado del corchete de Lie es un álgebra de Lie. La siguiente proposición
nos muestra precisamente que dicha álgebra de Lie corresponde a cont(B,Π), es decir, el
álgebra de Lie asociado al grupo de contacto Cont(B,Π).

Proposición 38. Una condición necesaria y suficiente para que un campo vectorial X
sobre B sea un campo de contacto, es que se satisfaga la condición

∃ g ∈ C∞(B), LX α = g α. (6.11)

Sea X un campo de contacto y sea Y cualquier campo en Π = kerα, calculemos la derivada
de Lie de la cantidad α(Y ) = 0 con respecto al flujo generado por X,

0 = LX (α(Y )) = LXiY α = (LXiY − iY LX) α + iY LX α = i[X,Y ] α + iY LX α,

34En general, (dα)(X,Y ) = X . α(Y ) − Y . α(X) − α([X,Y ]) [22], pero como en particular estamos
tomando X,Y ∈ Π = kerα, α(X) = α(Y ) = 0.
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donde hemos utilizado la propiedad i[X,Y ] = LXiY − iY LX [22]. Ahora, como [X, Y ] ∈
Π = kerα, entonces la expresión anterior nos indica que Y se encuentra en ker LX α y por
lo tanto tenemos la inclusión kerα ⊂ ker LX α, pero como LX α debe ser una 1-forma, su
kernel tiene la misma dimensión que el kernel de α y por lo tanto la inclusión se convierte en
igualdad: kerα = ker LX α. Para que esto ocurra, α y LX α deben diferir únicamente en
un factor conforme g ∈ C∞(B)35, de donde obtenemos el resultado esperado, LX α = f α.

Conversamente, si ϕX , el flujo del campo X, es un contactomorfismo de α, ϕX∗ α =
f(f)α36, entonces por la definición de la derivada de Lie,

LXα =
d

dt

(
ϕX∗α

)
t=0

=
d

dt
(f(t)α)

t=0
=

(
df(t)

dt

)
t=0

α = g α,

donde hemos definido sin problemas g ≡ (df/dt)|t=0. Nuevamente, como puede darse el
caso que (df/dt)|t=0 = 0, no imponemos la condición g 6= 0. �

Algo interesante respecto a los campos de contacto es que sus flujos son contactomor-
fismos para toda elección de α en la clase de equivalencia [α], es decir, son verdaderas
transformaciones geométricas sobre la distribución Π. En efecto, si LXα = g α, entonces
para cualquier f 6= 0, se sigue cumpliendo

LX (f α) = X . f α + f g α = (X . f + f g)α = g′ α, g′ ≡ X . f + f g.

Como caso particular de esta proposición vemos que los campos vectoriales de Reeb son
campos de contacto. En efecto, como vimos anteriormente, el campo de Reeb Rα deja
invariante a α, es decir, satisface (6.11) con g = 0, y por lo tanto es un campo de contacto.

Proposición 39. Los campos de Reeb generan contactomorfismos estrictos.

Ahora, como para todo flujo se satisface que el producto de dos elementos es igual al
elemento etiquetado con la suma de sus parámetros reales, es decir, ϕt+t0 = ϕt ◦ϕt0 , vemos
que el pullback del flujo de Rα se mantiene constante para toda t ∈ R,

d

dt
(ϕ∗tα)

t=t0
= ϕ∗t0

d

dt
(ϕ∗tα)

t=0
= ϕ∗t0 (LRαα) = 0,

lo que quiere decir que ϕ∗t α = ϕ∗0 α = Id∗B α = IdT ∗Bα = α, lo que demuestra que el flujo
generado por el campo de Reeb, como campo de contacto, es un contactomorfismo estricto.
�

Existen muchas otra propiedades interesantes en los campos de contacto, entre la que

35Notemos que si ker LX α 6∈ kerα, la única alternativa es que LX α sea la 1-forma nula 0, cuyo caso
también está contemplado al no imponer como condición que g 6= 0.

36Para cada t, f(t) ∈ C∞0 (B).
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destaca la identificación de cada uno de ellos con una 0-forma sobre la variedad de con-
tacto, llamada la función hamiltoniana asociada al campo de contacto (o simplemente
hamiltoniana de contacto). Este aspecto, aśı como la existencia de un álgebra de Poisson
de contacto, se exploran en [33].

7 Subvariedades legendrianas

Una subvariedad legendriana de una variedad 2n + 1 dimensional de contacto (B,Π),
Le ⊂ B, es un variedad suave n dimensional que está encajada mediante el mapeo

ρ : Le ↪→ B, (7.1)

tal que, para todo punto x ∈ Le, sus espacios tangentes, vistos como subespacios vectoriales
del espacio tangente a ρ(x) = x ∈ B, son subespacios vectoriales contenidos completamente
en el hiperespacio Π(x) [33]:

∀ x ∈ Le ⊂ B, Tρ(x)B ⊂ Π (ρ(x)) . (7.2)

La condición (7.2) es, en el ámbito de la geometŕıa de contacto, la definición de una sub-
variedad isotrópica [33], y puede expresarse de forma más simple como la condición

ρ∗α = 0. (7.3)

En este sentido una subvariedad legendriana no es más que una subvariedad isotrópica de
dimensión máxima [33].

Proposición 40. Sea (B,Π) una variedad de contacto 2n+ 1 dimensional, y A ⊂ B una
subvariedad, encajada mediante un mapeo ϕ : A → B, isotrópica. Entonces su dimensión
no puede ser mayor a n.

Para demostrar que dimA ≤ n, sólo hace falta mostrar que, siendo A una subvariedad
isotrópica de B, sus espacios tangentes son subesespacios vectoriales isotrópicos (en el sen-
tido de la geometŕıa simpléctica) del espacio vectorial simpléctico37 (Π, dα|Π). En efecto,
en tal caso sólo hace falta emplear el resultado (8) de la primera parte:

∀ x ∈ A, dimA = dimTxA ≤
1

2
dim Π = n.

Como ϕ∗α = 0, o dicho de otra manera, todo vector tangente a A es mapeado en un vector
tangente a Π según (7.2),

37Recordemos que dα, con kerα = Π, es una 2-forma presimpléctica, particularmente no degenerada
sobre Π, razón por la cual dα|Π en efecto se trata de una 2-forma simpléctica sobre la variedad trivial Π.
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∀ x ∈ A, X ∈ TxA, ϕ∗X ∈ Π (ϕ(x)) ,

trivialmente ϕ∗(dα) = d(ϕ∗α) = 0, por lo que los vectores en TxA también son enviados
a su complemento simpléctico, bajo dα|Π(ϕ(x)),

∀ x ∈ A, X, Y ∈ TxA,

dα(ϕ(x))
(
ϕ∗X,ϕ∗Y ) = (ϕ∗(dα)) (X, Y ) = 0 =⇒ TxA ⊂ TxAdα|Π(ϕ(x)) .

demostrando de esta manera que los espacios tangentes son subespacios vectoriales isotrópicos
del espacio vectorial simpléctico (Π, dα|Π), terminando aśı con esta demostración. �

El hecho de que el espacio tangente a todo punto de la subvariedad legendriana se en-
cuentre inmerso en la distribución Π, nos dice que cualquier 1-forma de contacto sobre B
se anula al traerse, mediante el pullback ρ∗, a Le, siendo otra forma de caracterizar a dicha
subvariedad la condición

dimLe =
dimB − 1

2
= n, ρ∗ α = α|Le = 0. (7.4)

Además, como consecuencia del planteamiento que utilizamos en la proposición anterior,
podemos pensar en las subvariedades legendrianas simplemente como en subvariedades
lagrangianas del espacio vectorial simpléctico (Π, dα|Π), con todas las consecuencias que
esto trae consigo, consecuencias que estudiamos anteriormente en la primera parte.

8 Hipervariedades simplécticas en variedades de con-

tacto

En esta sección analizaremos un resultado importante de la geometŕıa simpléctica, que
nos dice que en toda variedad de contacto (co-orientable y máximamente no integrable),
podemos encontrar hipervariedades dotadas de una estructura simpléctica [33, 20].

Proposición 41. Sea (B,Π) una variedad de contacto, y sea Z ∈ cont(B,Π) cualquier
campo de contacto sobre ella. Toda hipervariedad suave M ⊂ B, encajada mediante el
mapeo ` : M → B, transversal38 a Z, está dotada de una estructura simpléctica.

La demostración de este resultado se basa en la idea que ya hemos repetido varias veces,
sobre el hecho de que una distribución máximamente no integrable Π define 1-formas de
contacto, cuyas derivadas exteriores son 2-formas presimplécticas, es decir, son 2-formas ce-
rradas y no degeneradas sobre la distribución. El kernel de estas 2-formas presimplécticas
se trata de una colección de espacios vectoriales, tangentes a B, unidimensionales, que

38Es decir, que el campo vectorial Z nunca se encuentra en los espacios tangentes a M.
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son elecciones de complementos vectoriales para la distribución. En efecto, dado cada
Z ∈ cont(B,Π), basta elegir correctamente α ∈ [α]39 para que dicho campo de con-
tacto sea el campo de Reeb Z = Rα, y la discusión se reduce a la que ya tuvimos cuando
introdujimos este elemento geométrico (6.3).

Ahora, dado que M es una hipervariedad encajada en B, que es transversal a Rα, en
cada punto de M inmerso trivialmente en la variedad de contacto, `(x) = x ∈ B, se nos
presenta también la separación del espacio tangente

∀ x ∈ M ⊂ B, TxB = TxM ⊕ span (Rα(x)) .

Tomando en cuenta todo lo dicho anteriormente, resulta claro que la 2-forma sobre M,
definida v́ıa el pullback `∗(dα) = dα|TxM, es una 2-forma no degenerada y exacta, y por lo
tanto (M, `∗(dα)) es, efectivamente, una variedad simpléctica. �

Más aún, como el pullback conmuta40 con la derivada exterior, la 2-forma simpléctica
`∗(dα) = d(`∗α) es exacta, y por lo tanto (M, `∗(dα)) es una variedad simpléctica exacta
con potenciales simplécticos de la forma `∗α + β, con β ∈ Λ1(M) cerrada. Esto resulta
importante dado que, como vimos en la proposición (14), no existen variedades simplécticas
exactas que sean cerradas, de tal manera que una condición extra que debemos pedir es
que M no sea cerrada. A las hipervariedades (M, d(`∗α)) que satisfacen estos criterios se
les conoce como hipervariedades de tipo simpléctico [33].

Sin perder generalidad, siempre podemos tomar un sistema de coordenadas locales de Dar-
boux (τ, q1, ..., qn, p1, ..., pn) ∈ R2n+1 en cualquier vecindad del punto `(x ∈ M) = x ∈ B.
En las vecindades de x, por otra lado, las coordenadas las podemos elegir entonces como
los pullback `∗qi = qi ◦ ` ≡ Qi y `∗pi = pi ◦ ` ≡ Pi: (Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn) ∈ R2n. De esta
manera, bajo estas coordenadas, la parametrización de la hipervariedadM se da por medio
de la función suave τ ◦ ` ≡ Kτ ∈ C∞(M)41:

` : (Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn) 7→
(
τ ◦ ` = Kτ (Q,P ), Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn

)
. (8.1)

Proposición 42. Siempre que (τ, q1, ..., qn, p1, ..., pn) sea un sistema local de coordena-
das de Darboux para B (en el sentido de la geometŕıa de contacto 5.4), las coordenadas
(Q1 ≡ `∗q1, ..., Qn ≡ `∗qn, P1 ≡ `∗p1, ..., Pn ≡ `∗pn) son un sistema local de coordenadas de
Darboux para M (en el sentido de la geometŕıa simpléctica 2.8).

39Si se trabaja con una 1-forma de contacto particular α′, básicamente basta elegir la 1-forma de contacto
relacionada α = (α′(Z))−1α′ para que Z sea Rα.

40En este caso la derivada exterior que aparece en la expresión `∗(dα) se refiere al operador que manda
p-formas sobre B a p+1-formas sobre B, d : Λp(B)→ Λp+1(B), mientras que la derivada exterior en d(`∗α)
es el operador que manda p formas sobre M a p + 1-formas sobre M, d : Λp(M) → Λp+1(M), de tal
manera que decir que `∗ y d conmutan es más un abuso del lenguaje.

41En efecto, tomemos en cuenta que la expresión en coordenadas del mapeo ` se da través de las com-
posiciones qi ◦ ` = `∗qi = Qi, pi ◦ ` = `∗pi = Pi y τ ◦ ` ≡ Kτ [22].
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Esta demostración se da por el cálculo directo, empleando el teorema de Darboux de
contacto, aśı como las propiedades del pullback y, por supuesto, el teorema de Darboux
simpléctico, mostrando que `∗(dα) en las coordenadas (Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn) tiene la forma
(2.8):

`∗(dα) = `∗

(
n∑
i=1

dqi ∧ dpi

)
=

n∑
i=1

(
`∗dqi

)
∧(`∗dpi) =

n∑
i=1

d(`∗qi)∧d(`∗pi) =
n∑
i=1

dQi∧dPi.

�

Un detalle que no debe pasarse por alto en la construcción de una hipervariedad de tipo
simpléctico es que, aunque como encajamiento `(M) es transversal a los campos de contacto
de Π en B, la distribución Π no es su colección de espacios tangentes. En otra palabras,
aunque los espacios tangentes de M y los hiperespacios de Π son ambos transversales a
cualquier campo de contacto, esto no son iguales de manera general. Y esto es porque,
precisamente, Π es una distribución máximamente no integrable que no admite ser el haz
tangente de una subvariedad suave [33]. Una forma fácil de clarificar esta situación es por
medio del sistema de coordenada natural que acabamos de definir.

Sean Xi ≡ `∗∂Qi y Yi ≡ `∗∂Pi los pushforward de los elementos de la base tangente in-
ducida por dichas coordenadas, no es dif́ıcil ver que en la base tangente inducida por las
coordenada de Darboux, dichos campos vectoriales tienen la forma42

∀ x ∈ M, Xi(`(x)) =
∂Kτ

∂Qi
(x)

∂

∂τ `(x)
+

∂

∂qi `(x)

,

Yi(`(x)) =
∂Kτ

∂Pi
(x)

∂

∂τ `(x)
+

∂

∂pi `(x)

.

(8.2)

Es fácil apreciar que, en general, ni Xi ni Yi son campos tangentes a Π(`(M)):

α(`(x))(Xi) =
∂Kτ

∂Qi
(x)− pi ◦ `(x) =

∂Kτ

∂Qi
(x)− Pi(x) 6= 0,

α(`(x))(Yi) =
∂Kτ

∂Pi
(x) 6= 0.

9 Contactificación

Aśı como a una variedad de contacto (máximamente no integrable) le pudimos asociar
variedades simplécticas como se vio en la sección anterior, a toda variedad simpléctica
(exacta) le podemos asociar también variedades de contacto mediante el proceso llamado

42Para calcular las componentes en, por ejemplo, ∂τ , basta emplear la dualidad pushforward-pullback:
dτ(Xi) = dτ(`∗∂Qi) = d(`∗τ)(∂iQ) = dKτ (∂Qi) = ∂Kτ/∂Q

i.
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contactificación [20].

Sea (M, dµ) una variedad simpléctica exacta con potencial simpléctico µ dentro de la clase
de cohomoloǵıa [µ]. Asociada a esta variedad siempre podemos construir el haz fibrado
lineal, y trivial: R×M, con proyección natural

πC : R×M −→ M, (9.1)

y fibras difeomorfas a la recta real, π−1
C (x ∈ M) ∼ R. Para dar una descripción local de

R×M siempre podemos tomar cualquier sistema de coordenadas locales (x1, x2, ..., x2n) ∈
R2n en M y completarlo con el parámetro z de las fibras R para tener el sistema de
coordenadas (z, x1, ..., x2n) ∈ R2n+1 sobre R ×M. En dichas coordenadas la proyección
trivial (9.1) se ve simplemente como

π : (z, x1, ..., x2n) 7→ (x1, ..., x2n).

Además, en la base tangente inducida por estas coordenadas, los campos vectoriales verti-
cales de R×M son múltiplos escalares del campo ∂z. Si también tomamos en cuenta que
el haz lineal es trivial, podemos hacer la separación de sus espacios tangentes como

∀ (z, x) ∈ R×M, T(z,x) R×M = span

(
∂

∂z (z,x)

)
⊕ TxM, (9.2)

siendo por lo tanto la diferencial de la proyección canónica πC∗|TxM ≡ IdTxM y kerπC∗ =
span (∂z).

En R × M el grupo de acción es R con la operación de adición, el cual es un grupo
abeliano, y la acción por la izquierda propiamente dicha se limita a una traslación a lo
largo de la dirección de las fibras [22], ∂z:

z′ ∈ R, ∗ : R× (R×M) → R×M, z′ ∗ (z, x) = (z + z′, x). (9.3)

El otro ingrediente importante en la construcción que estamos haciendo es la 1-forma
α ∈ Λ1 (R×M)

α ≡ d z − π∗C µ, (9.4)

la cual tiene por kernel a una distribución máximamente no integrable [20], convirtiendo
al par (R×M, α) una variedad de contacto, conocida como la contactificación de M.
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Proposición 43. El kernel de la 1-forma (9.4), Π ≡ kerα, define una distribución
máximamente no integrable sobre R×M.

Para hacer esta demostración primero consideremos que, dada la separación natural (9.2)
de los campos vectoriales tangentes a R×M, siempre podemos expresar cualquier elemento
del kernel de la 1-forma α como la suma

∀ X ′ ∈ Π, X ′ = µ(X)
∂

∂z
+X, (X ∈ TM), (9.5)

pues, en efecto,

α(X ′) = dz(X ′)− (π∗Cµ)(X ′) = µ(X) − µ(πC∗X
′) = µ(X) − µ(X) = 0.

Tomando esto en cuenta, podemos mostrar que la derivada exterior dα = −d π∗Cµ =
−π∗C(dµ) es no degenerada en Π, pues básicamente dα limitada a la distribución se trata
de la 2-forma simpléctica dµ. Pues, en efecto, si

∀ X ′ ∈ Π,

0 = dα(X ′, Y ′) = − (π∗C(dµ)) (X ′, Y ′) = −(dµ)(πC∗X
′, πC∗Y

′) = −(dµ)(X, Y ),

entonces Y = 0 (porque dµ es no degenerada), lo que equivale a Y ′ = β(0) + 0 = 0. En
otra palabras, el único elemento en el kernel de dα es el campo nulo, por lo tanto dα es no
degenerada en la distribución Π, siendo entonces una distribución máximamente no inte-
grable. �

Una cuestión importante que no hemos discutido es que la contactificación de una va-
riedad simpléctica exacta no es única, en el sentido de que dada (M, dµ) podemos generar
distintas estructuras de contacto sobre R ×M dependiendo del potencial simpléctico ele-
gido en la clase cohomoloǵıa [µ] [20]. En efecto, las formas de contacto α ≡ dz − π∗Cµ
y α′ ≡ dz − π∗Cµ

′, tales que dµ = dµ′, definen distribuciones (en general) distintas. No
obstante, esto realmente no es un problem,a pues es fácil mostrar que siempre que dos
potenciales simplécticos difieran en la diferencial exacta de una función deM a los reales,
las respectivas contactizaciones son contactomórficas entre śı [20].

Proposición 44. Sean µ y µ′ dos potenciales simplécticos de la variedad (M, dµ), tales
que µ′ = µ + dF , con F ∈ C∞(M). El difeomorfismo Φ de la variedad de contacto (R ×
M, dz′ − π∗Cµ

′) a la variedad de contacto (R × M, dz − π∗Cµ), es un contactomorfismo
estricto:

ΦF : (z, x) 7−→ (τ + F ◦ πC , x) . (9.6)
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La demostración de este resultado se da por el cálculo directo de Φ∗F α
′, tomando en cuenta

que ΦF es básicamente una traslación sobre las fibras y por lo tanto πC ◦ ΦF = πC (véase
Fig. 6):

Φ∗Fα
′ = Φ∗Fdz

′ − Φ∗Fπ
∗
Cµ
′ = d(z + F ◦ πC)− π∗Cµ′

= dz + d(π∗CF )− πC∗(µ+ dF ) = dz + π∗C(dF )− π∗Cµ− π∗C(dF ) = dz − π∗Cµ = α.

M
•
x

R×M

R

•(z, x)

•(z′, x)

ΦF

πC
πC

Figura 6: Diagrama πC ◦ ΦF = πC .

�
Consideremos ahora las secciones transversales sobre la contactificación deM, que no son
más que encajamientos de M en R ×M de la forma ` : M → R ×M. En términos de
` siempre podemos inducir simplectomorfismos en (M, dβ) a partir de contactomorfismos
estrictos sobre (R×M, dz − π∗Cµ), como veremos en seguida.

Proposición 45. Sea ψ ∈ Cont0(R ×M, dz − π∗Cµ) un contactomorfismo estricto de la
contactificación de (M, dµ). El mapeo (Fig. 45)

fψ ≡ πC ◦ ψ ◦ `, (9.7)

donde ` :M→ R×M, es un simplectomorfismo de dµ.
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R×M

M

`

R×M
ψ

πC

fψ
M

Figura 7: Definición de fψ.

Calculemos el pullback f ∗ψ de la forma simpléctica dµ, tomando en cuenta las propiedades
del cálculo de Cartán que ya hemos utilizado anteriormente,

f ∗ψ (dµ) = (πC ◦ ψ ◦ `)∗ (dµ) = `∗ ◦ ψ∗ (π∗C(dµ)) = `∗ ◦ ψ∗ d (π∗Cµ) = `∗ d (ψ∗ (π∗Cµ)) .

Ahora, tomando en cuenta que ψ es un contactomorfismo estricto de α, ψ∗α = α, podemos
sustituir el término d (ψ∗ (π∗Cµ)) por π∗C (dµ),

ψ∗α = d (ψ∗ z)− ψ∗(π∗Cµ) = α =⇒ dα = −d(π∗Cµ) = −π∗C (dµ) = −d(ψ∗(π∗Cµ)),

de tal manera que obtenemos, efectivamente, f ∗ψ (dµ) = dµ:

f ∗ψ(dµ) = `∗ d (ψ∗(π∗Cµ)) = `∗ ◦ π∗C(dµ) = (πC ◦ `)∗(dµ) = Id∗M(dµ) = dµ.

�

Otro aspecto importante relacionado con el encajamiento de M en R ×M es que toda
subvariedad legendriana de la contactificación es, a la vez, una subvariedad lagrangiana de
(M, dµ) [20].

Proposición 46. Sea A una subvariedad legendriana de (R×M, dz − π∗Cµ) bajo el enca-
jamiento ξ : A → R×M, entonces A también es una subvariedad lagrangiana de (M, dµ)
bajo el encajamiento πC ◦ ξ : A →M.

Dado que A es una subvariedad legendriana de R×M, es decir, una subvariedad n dimen-
sional (dim (R×M) = 2n+ 1) tal que

ξ∗ α = 0 =⇒ d(τ ◦ ξ) = ξ∗ ◦ π∗C µ = (πC ◦ ξ)∗ µ,

entonces el mapeo πC ◦ ξ satisface la propiedad
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(πC ◦ ξ)∗ (dµ) = d ((πC ◦ ξ)∗µ) = d2(τ ◦ ξ) = 0,

siendo por lo tanto, A una subvariedad n dimensional deM, tal que (πC ◦ ξ)∗(dµ) = 0. Es
decir, una subvariedad lagrangiana. �
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Parte III

Geometrotermodinámica
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10 Aspectos básicos de la termodináica

La termodinámica con la que trataremos en este trabajo se limita sólo a los sistemas en
equlibrio termodinámico, entendiendo por sistema termodinámico a cualquier porción
macroscópica del universo que se aisla para analizar sus propiedades, y por equilibrio
termodinámico al régimen en el cual dicha propiedades se vuelven cantidades globales,
es decir, que sus mediciones no dependen de la localización, en el sistema, en la que se
realizan [10].

En un sistema en equilibrio termodinámico la medición de una de sus propiedades43, en
cualquier punto del sistema, siempre arroja el mismo valor. De esta manera, conociendo
las mediciones globales de las distintas propiedades del sistema podemos caracterizar su
estado termodinámico, sin necesidad de realizar un análisis minucioso de la naturaleza
constitutiva del sistema44. Ejemplifiquemos esto con un sistema termodinámico simple: un
gas contenido en un cilindro ŕıgido, con un pistón movible como tapa (véase Fig. 8).

Figura 8: Gas (en gris) encerrado en un cilindro (blanco) con un pistón (negro) como tapa.

El sistema es el gas, espećıficamente, la enorme cantidad de part́ıculas que habitan los
ĺımites de las paredes internas del cilindro y del pistón, de manera que, en principio, la
región del universo que estamos tomando como sistema no tiene una frontera fija. En este
caso la imagen de uno de sus estados de equilibrio es, como en cualquier otro sistema, bas-
tante aburrida, pues es la del gas contenido en el cilindro con el pistón fijo. En términos de
la descripción que hemos dado, dos cantidades f́ısicas que describen este estado de equilibrio
son el volumen ocupado por el gas y su enerǵıa interna45. Similarmente, en vez de utilizar
la enerǵıa interna podŕıamos pensar en utilizar la entroṕıa para describir los estados de
equilibrio.

De esta manera, la termodinámica que nos interesa estudia sólo los sistemas donde sus
propiedades ya se encuentran bien definidas, sin tener en cuenta nada de su historia: si dos
sistemas, que se describen por medio de las mismas cantidades f́ısicas, arrojan las mismas
mediciones, entonces ambos sistemas describen el mismo estado termodinámico de equi-
librio, sin importar cuál era su estado inicial en cierto instante ni qué procesos tuvieron

43Esto aplica para cualquier propiedad de interés en el sistema.
44Desde un punto de vista mecánico, no es necesario caracterizar la dinámica de cada una de las part́ıculas

del sistema durante el intervalo en el que se realiza la medición [10].
45La enerǵıa cinética promedio de sus part́ıculas [10].
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que atravezar para alcanzar en el equilibrio, ni mucho menos cuánto tiempo les tomó para
hacerlo46.

Un sistema termodinámico en equilibrio, que se identifica mediante n propiedades inde-
pendientes, se dice que tiene n grados de libertad. Como parte del estudio de estos sis-
temas, en la termodinámica consideramos el conjunto de todos los posibles estados de
equilibrio como una variedad suave n dimensional, denominada espacio de equilibrio
termodinámico47 E [10]. De esta manera una descripción de un estado de equilibrio par-
ticular se puede pensar como una descripción local de un punto x ∈ E por medio de la
n-eada real (E1, E2, ..., En) ∈ Rn. En este sentido, las n propiedades que describen un
sistema en equilibrio son coordenadas sobre E , identificadas comúnmente como variables
termodinámicas naturales.

Experimentalmente se sabe que, asociada a cada variable natural Ei, existe una canti-
dad f́ısica que también caracteriza al sistema. Esta evidencia emṕırica es considerada como
esencial en el estudio de la termodinámica.

Teorema 3 (Primera ley de la termodinámica). En cada sistema termodinámico con n
grados de libertad, con estados de equilibrio descritos mediante las n variables naturales
(E1, ..., En), existe un mapeo φ ∈ C2(E) tal que define las variables termodinámicas con-
jugadas

Ii ≡ Ii(E) =
∂φ

∂Ei
, (i = 1, 2, ..., n) (10.1)

las cuales satisfacen la propiedad transitiva [10]

∀ x, y, z ∈ E , Ii(x) = Ii(y), Ii(y) = Ii(z) =⇒ Ii(x) = Ii(z). (10.2)

Al mapeo φ descrito en (3), denominado como el potencial termodinámico del sistema, al
ser expresado como función de las variables (E1, ..., En), se le conoce como la ecuación
fundamental φ = φ(E), mientras que las n expresiones (10.1) de las variables conjugadas,
en términos de (E1, ..., En), son las ecuaciones de estado del sistema [10].

En el caso del gas atrapado en un cilindro, cuando podemos suponer que se trata de
un gas ideal48 y utilizamos la entroṕıa como potencial termodinámico φ = S, la ecuación
fundamental se expresa como (U = E1, V = E2)

S(U, V ) = N kB

(
CV ln

(
U

U0

)
+ ln

(
V

V0

))
, (10.3)

46Las propiedades del sistema no dependen expĺıcitamente del espacio f́ısico que este ocupa, ni del tiempo.
47Formalmente, espacio de equilibrio de Gibbs, o GEM (Gibbs equilibrium manifold) [10].
48Cuando las interacciones entre las part́ıculas del gas se pueden modelar como interacciones de corto

alcance (canicas rebotando una contra otra, y contra las paredes del contenedor) [10].
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donde N es el número fijo de part́ıculas que constituyen el gas, CV es el calor espećıfico
a volumen constante, kB la constante de Boltzmann y tanto U0 como V0 son mediciones
de referencia de la enerǵıa interna y el volumen, respectivamente [10]. En este caso las
variables termodinámicas conjugadas se relacionan con la presión y temperatura del gas
ideal, siendo las ecuaciones de estado del sistema

1

T
=

∂S

∂U
=

N kB Cv
U

,
P

T
=

∂S

∂V
=

NkB
V

. (10.4)

En cuanto a la propiedad transitiva (10.2), aplicada al caso del gas ideal, lo que nos dice es
que los indicadores de que el sistema se encuentra en equilibrio termodinámico es que no
existen gradientes de presión ni temperatura [10].

La ecuación fundamental también describe bajo qué condiciones un sistema termodinámico
(sin ahondar en el proceso en śı, ni en sus tiempos) puede pasar de un estado de equilibrio,
a otro [10]. Esto por medio de su derivada exterior, que es la forma diferencial de la primera
ley (10.1)

dφ =
n∑
i=1

∂φ

∂Ei
dEi =

n∑
i=1

Ii(E) dEi. (10.5)

Como podemos ver en (10.5), las ecuaciones de estado Ii(E) establecen relaciones muy
precisas entre los posibles valores de las variables termodinámicas de un sistema, cuando
estos se encuentran en equilibrio. Además de estas condiciones de equilibrio (10.1), también
se postula en general la existencia de la entroṕıa (y su variable conjugada, la temperatura)
como una cantidad especial en la termodinámica que juega el papel de potencial termo-
dinámico, y determina la ecuación fundamental del sistema, presentando una condición
extra para que un sistema pueda pasar de un estado de equilibrio a otro [10]. Es decir,
mientras que algunas propiedades macroscópicas pueden resultar más importantes para
describir un sistema u otro, el par entroṕia y temperatura siempre juega un papel funda-
mental, intŕınseco al concepto de termodinámica.

Teorema 4 (Segunda ley de la termodinámica). En todo sistema termodinámico la entroṕıa
del sistema nunca decrece.

Existe una gran cantidad de interpretaciones y formas de enunciar el principio anterior,
conocido como la segunda ley de la termodinámica [10, 14, 18, 26]. Aqúı presentamos esta
versión que nos indica que sólo los procesos en los cuales la entroṕıa aumente o se mantenga
constante (que S evaluado en el estado posterior no sea menor que S en el estado anterior)
son f́ısicamente posibles49.

Pensando en términos del espacio de equilibrio termodinámico E , podemos identificar un

49No estamos tomando en cuenta procesos realizados en subsistemas o sistemas no aislados, donde la
entroṕıa śı puede disminuir en un proceso f́ısicamente posible, pero aumentando la entroṕıa del entorno
[14].
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proceso termodinámico, una sucesión suave de estados de equilibrio50, como una curva
suave en esta variedad51. En este sentido, la segunda ley (4) expresa que S es una función
monotonamente creciente a lo largo de dichas curvas [10].

10.1 Transformadas de Legendre y potenciales termodinámicos

Como vimos anteriormente, las variables naturales son cantidades f́ısicas, independientes
entre śı, que determinan el estado de equilibrio termodinámico de un sistema, y juntas con
la ecuación fundamental determinan otras cantidades que también son de interés f́ısico, co-
nocidas como variables conjugadas y sirven como parámetros para caracterizar cuándo un
sistema se encuentra en equilibrio. En el ejemplo del gas ideal las variables termodinámicas
son la enerǵıa interna y el volumen, mientras que la ecuación fundamental se expresa en
términos de la entroṕıa (10.3) y las variables conjugadas son, básicamente, la temperatura
y la presión.

Cuando se estudia experimentalmente un sistema termodinámico en un laboratorio, no
obstante, es usual que las variables que sean más fáciles de controlar y medir sean las con-
jugadas52, no las variables termodinámicas [10] (temperatura y presión, en el ejemplo del
gas ideal).

Es posible realizar un cambio en la descripción del espacio de equilibrio termodinámico
E , haciendo que una o varias variables conjugadas ocupen el lugar de sus respectivas va-
riables naturales para caracterizar los estados de equilibrio del sistema, pero esto no debe
confundirse con un simple cambio de coordenadas, pues para lograr hacer esto y seguir
respetando la estructura de la termodinámica, impuesta por sus leyes, es necesario cambiar
también la ecuación fundamental del sistema introduciendo un nuevo potencial termo-
dinámico, y como consecuencia, considerar nuevas ecuaciones de estado [10]. Esto se hace
empleando como herramienta matemática a las transformadas discretas de Legendre
Li, que para cada valor i entre 1 y n, toma el potencial termodinámico φ y regresa el
potencial termodinámico

Li(φ) ≡ φ′ = φ −
i∑

k=1

Ek(I1, ..., Ii)Ik, (10.6)

que permite formular la termodinámica sobre E utilizando como nuevas variables naturales a
(I1, ..., Ii, E

i+1, ..., En). La transformada Li es una extensión de la transformada de Legendre
unidimensional, que se basa en la equivalencia que existe entre una curva convexa sobre el
plano y la envolvente de la familia de rectas tangentes a dicha curva [20]. Al respecto, es
importante notar que, para que podamos expresar cada Ek como función de las variables
Ik (k en el intervalo 1, ..., i) es necesario que el potencial termodinámico a transformar (o
su negativo) sea convexo, es decir, que su determinante hessiano sea no negativo [10]:

50Espećıficamente, hablamos de procesos cuasiestáticos [10].
51El parámetro de estas curvas no debe confundirse con el tiempo.
52Incluso, puede que no existan instrumentos capaces de controlar y medir variables termodinámicas

como la enerǵıa interna y la entroṕıa (cuando se adopta la representación energética y S pasa a ser una
variable termodinámica, ocupando U su lugar como potencial termodinámico) [10].
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± det

(
∂2φ

∂Ei∂Ej

)
= det


∂2φ

∂(E1)2

∂2φ

∂E1E2
...

∂2φ

∂E1En

...
...

. . .
...

∂2φ

∂EnE1

∂2φ

∂EnE2
...

∂2φ

∂(En)2

 ≥ 0. (10.7)

También resulta importante aclarar que emplear la transformada de Legendre para pasar de
un potencial termodinámico a otro resulta, más que nada, un tipo de astucia matemática,
ya que sólo cambia la descripción formal del sistema termodinámico, pero no obedece
realmente a ninguna razón f́ısica, sólo a la conveniencia de quien estudia el sistema ter-
modinámico5354 [10]. Es decir, tanto desde el punto de vista experimental como teórico,
algunos experimentos y problemas resultan considerablemente más sencillos de trabajar en
una representación termodinámica u otra.

Lo dicho anteriormente no debe confundirse con que los potenciales transformados no ten-
gan un sentido f́ısico bien claro, y ayuden a apreciar la segunda ley como una competición
entre maximizar alguna propiedad (por ejemplo, entroṕıa), minimizando otras (por ejem-
plo, la enerǵıa interna). Un ejemplo claro de esto es la entalṕıa, potencial termodinámico
obtenido a partir de la enerǵıa interna en sistemas que se pueden estudiar por medio de su
entroṕıa y volumen, entre otras posibles variables naturales, U = U(V, S, ...), al intercam-
biar su dependencia en el volumen por su variable conjugada, la presión55:

H ≡ L1(U) = U − (−P )V = U + PV. (10.8)

Este potencial es especialmente útil cuando existen procesos isobáricos y adiabáticos, como
algunas reacciones qúımicas56, donde dP = TdS = 0, ya que en dicho caso (sin perder
generalidad, suponemos que el sistema sólo depende de E1 = S y E2 = P y E3 = N ,
siendo N el número de part́ıculas) la forma diferencial de la primera ley (10.5) establece
que los procesos deben ajustarse acorde a lo que dicte el potencial qúımico µ [26]:

dH = dU + V dP + PdV = TdS + V dP + µdN = µdN.

53 “It is, perhaps, superfluous at this point to stress again that thermodynamics is logically complete
and self-contained within either the entropy or the energy representations and that the introduction of the
transformed representations is purely a matter of convenience. This is, admittedly, a convenience without
wich thermodynamics would be almost unusably awkward, but in principle it is still only a luxury rather
than a logical necessity.” (Callen [10], p.p. 138).

54En cierto sentido es similar al cambio que se hace de la formulación lagrangiana a la formulación
hamiltoniana, también a través de una transformada de Legendre. Una formulación no es más exacta o
precisa, o agrega algo más que la otra, simplemente son dos formulaciones distintas que contienen la misma
información, pero algunos problemas se vuelven más sencillos cuando se considera una u otra.

55En realidad, el negativo de la presión.
56El intervalo en el que se llevan a cabo algunas reacciones qúımicas es lo suficientemente rápido como

para ignorar cualquier intercambio de calor [26].
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10.2 El espacio fase y la estructura de contacto termodinámica

Desde los primeros trabajos de Gibbs se puede apreciar un intento por aplicar el formalismo
de la geometŕıa diferencial a la termodinámica [1], idea que se fue reforzando con el paso de
los años [3, 6, 12] hasta culminar con la introducción de una variedad de contacto asociada
al espacio de equilibrio termodinámico, llamada el espacio fase termodinámico [30]:

(B,Π) , (10.9)

donde B es una variedad suave 2n + 1 dimensional (tomamos E n dimensional), y Π es
la estructura de contacto en cuestión, co-orientable y máximamente no integrable. Este
espacio fase aparece naturalmente al darle un significado geométrico a la primera ley de
la termodinámica, pidiendo que las distintas representaciones termodinámicas no sean más
que expresiones de esta ley en distintas coordenadas. Para que esto ocurra es necesario
promover las transformadas de Legendre Li a diffeomorfismos, y esto se hace definiendo
sus transformaciones de Legendre asociadas, que representaremos igualmente como Li [38]:

Li : (τ, q, p) 7→ (τ ′ ≡ τ ◦ Li, q′ ≡ q ◦ Li, p′ ≡ p ◦ Li) . (i = 1, 2, ..., n) (10.10)

Expĺıcitamente, las coordenadas primadas son las funciones de las coordenadas sin primar

τ ′ ≡ τ −
i∑

k=1

qkpk,

q
′k =


+pk, 1 ≤ k ≤ i,

+qk, i < k ≤ n.

p′k =


−qk, 1 ≤ k ≤ i,

+pk, i < k ≤ n.

(10.11)

Proposición 47. Las transformaciones de Legendre son transformaciones de coordenadas
sobre B para todo valor de i.

Para demostrar que cada Li (10.10) es una transformación de coordenadas, basta calcular
su determinante jacobiano y observar que nunca se anula57 [22]:

57j ≡ n − i. pi es la matriz i × 1 cuyas entradas son las primeras i coordenadas p, similarmente qi

es la matriz i × 1 con entradas dadas por las primeras i coordendas q. Las matrices 0p×q y Iq×q son,
respectivamente, la matriz cero de p× q y la matriz identidad cuadada, q × q.
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det

(
∂(τ ′, q′, p′)

∂(τ, q, p)

)
= det


1 −pTi 01×j −qi

T
01×j

0i×1 0i×i 0i×j Ii×i 0i×j
0j×1 0j×i Ij×j 0j×i 0j×j
0i×1 −Ii×i 0i×j 0i×i 0i×j
0j×1 0j×i 0j×j 0j×i Ij×j

 = 1 6= 0.

�

Otra caracteŕıstica importante de las trasformaciones de Legendre es que, todas de ellas,
sean totales (i = n) o parciales (i < n), son contactomorfismos estrictos de la estructura
de contacto del espacio fase termodinámico.

Proposición 48. Para todo valor de i entre 1 y n, los mapeos (10.10) son contactomor-
fismos estrictos de la distribución Π del espacio fase termodinámico.

Para obtener este resultado, comencemos calculando el pullback, bajo Li, de la 1-forma dτ ,
y a partir de este completar (en el miembro derecho) para obtener la 1-forma de contacto
α en la expresión,

L∗i (dτ) = d(τ ◦ Li) = d

(
τ −

i∑
k=1

qkpk

)
= dτ −

i∑
k=1

pkdq
k −

i∑
k=1

qkdpk

= dτ −
i∑

k=1

pkdq
k −

n∑
k=i+1

pkdq
k +

n∑
k=i+1

pkdq
k −

i∑
k=1

qkdpk.

= α +
n∑

k=i+1

pkdq
k −

i∑
k=1

qkdpk.

Ahora, tomando en cuenta (10.11), basta manipular un poco la ecuación anterior para
llegar al resultado esperado:

L∗i (dτ) = α +
n∑

k=i+1

(L∗i pk) d
(
L∗i qk

)
+

i∑
k=1

(L∗i pk) d
(
L∗i qk

)
= α + L∗i

(
n∑
k=1

pkdq
k

)

⇓

L∗i

(
dτ −

n∑
k=1

pkdq
k

)
= L∗iα = α.

�

Para conectar (B,Π) con el espacio de equilibrio termodinámico, donde está la f́ısica (en E
se llevan a cabo los procesos cuasiestáticos gobernados por los potenciales termodinámicos
v́ıa la ecuación fundamental), se pide que E sea una subvariedad suave de B, que pueda
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encajarse58 mediante un mapeo ψ : E → B legendriano. Es decir, si α es una de las 1-formas
de contacto sobre B, kerα = Π, entonces ψ satisface la condición (7.3):

∀ α ∈ [α], ψ∗α = 0. (10.12)

Al imponer esta relación entre E y (B,Π), α|E = ψ∗α = 0 se transforma en la forma
diferencial de la primera ley de la termodinámica. Veamos esto con mayor detalle. Utilizando
las coordenadas de Darboux (5.4) sobre B podemos definir las 0-formas sobre E ,

φ ≡ ψ∗τ = τ ◦ ψ : E −→ R,

Ii ≡ ψ∗pi = pi ◦ ψ : E −→ R,
(10.13)

y con el resto poner coordenadas locales sobre E , es decir, definir variables termodinámicas
naturales en el sistema:

(ψ∗q1, ..., ψ∗qn) = (q1 ◦ ψ, ..., qn ◦ ψ) ≡ (E1, ..., En) ∈ Rn. (10.14)

En términos de dichos mapeos, tomando φ como el potencial termodinámico, (10.12) efec-
tivamente se transforma en (10.5):

ψ∗α = d(τ ◦ ψ) −
n∑
i=1

(pi ◦ ψ)d(qi ◦ ψ) = dφ −
n∑
i=1

Ii dE
i = 0. (10.15)

De esta manera, en vez de tener una variedad suave E dotada de un mapeo hacia los reales
(un potencial termodinámico) que dicta la dinámica de los procesos termodinámicos me-
diante una ecuación diferencial particular59, para cada representación distinta (para cada
potencial termodinámico distinto), podemos tomar al par (E , ψ) como una única variedad
dotada de una única ecuación diferencial, ψ∗α = 0. Bajo esta óptica cada representación
distinta debido a un potencial termodinámico se expresa sólo como un cambio de coorde-
nadas sobre la variedad B.

Siguiendo con el ejemplo del gas ideal presentado en la sección anterior, ya hab́ıamos
identificado su espacio de equilibrio como una variedad bidimensional E . Su espacio fase
asociado es entonces la variedad B de dimensión 5, con la estructura de contacto descrita
mediante 1-formas

58ψ como un difeomorfismo de E a B, tal que su pushforward sea inyectivo, kerψ∗ = {0}.
59Como vimos anteriormente, para un sistema simple con dos grados de libertad, en una representación

energética la ecuación termodinámica es dU = TdS−PdV , mientras que en una representación equivalente
como la entálpica, la ecuación se ve completamente distinta: dH = TdS + V dP .
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α = dτ −
2∑

a=1

qipi,

siendo (τ, q1, q2, p1, p2) coordenadas de Darboux. Cuando trabajamos e la representación
energética, con las variables naturales E1 = V y E2 = S, podemos identificar el mapeo
legendriano como

ψ : (V, S) 7→

(
U =

(
eS/NkB

V

) 1
CV

, V, S,−P = − U

CV V
, T =

U

NkBCV

)
, (10.16)

siendo la primera ley de la termodinámica, en su forma diferencial,

ψ∗α = dU − TdS + PdV = dU − UdS

NkBCV
+
UdV

CV V
= 0.

En este caso es fácil ver que U , como potencial termodinámico, cumple la condición de
convexidad (10.7),

det

(
∂2U

∂Ei∂Ej

)
= det


U

(NkBCV )2
− U

NkBC2
V V

− U

NkBC2
V V

U(1 + CV )

C2
V V

2

 =

(
U

NkBC2
V V

)2

(2 + CV ) ≥ 0,

de tal manera que se nos permite realizar transformadas de Legendre para cambiar de
representación, pero esto lo haremos de forma geométrica realizando la transformación
correspondiente de Legendre L1 sobre B,

L1 : (τ, q1, q2, p1, p2) 7→
(
τ − q1p1, p1, q

2,−q1, p2

)
,

con la cual vemos que el mapeo ψ ahora reproduce sobre E la formulación entálpica. En
efecto, identificando

τ ′ ◦ ψ = (τ − q1p1) ◦ ψ = U + PV = H,

q
′1 ◦ ψ = p1 ◦ ψ = −P,

p′1 ◦ ψ = −q1 ◦ ψ = −V,

el mapeo (10.16) se expresa en coordenadas como (β ≡ 1 + CV )
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ψ : (−P, S) 7→

(
H =

β

CV

(
CV Pe

S
Nk

) 1
β
,−P, S,−V =

(−1)
1
βH

βP
, T =

H

βNkB

)
. (10.17)

10.3 Geometrotermodinámica

La implementación del espacio fase como estructura de contacto en la termodinámica se
trata, más que otra cosa, del intento por completar la formulación matemática detrás de
una gran cantidad de hechos experimentales, y como tal no agrega nada nuevo al aspecto
f́ısico. Como mucho es una garant́ıa para justificar el uso personal de una u otra represen-
tación de un sistema termodinámico, sabiendo que desde el punto de vista de la geometŕıa
diferencial todo encaja. No obstante, este elemento no es la única aplicación geométrica al
estudio de la termodiámica.

A partir del año 1975, con el trabajo del f́ısico Frank A. Weinhold [5], aunado a las in-
vestigaciones del también f́ısico George Ruppeiner [7], se comenzó a estudiar el uso de un
tipo particular de métricas sobre el espacio de equlibrio, las llamadas métricas hessianas
de Weinhold y Ruppeiner, asociadas respectivamente, a la metriz hessiana de la enerǵıa
interna y a la matriz hessiana del negativo de la entroṕıa del sistema:

gW ≡
n∑

i,j=1

∂2U

∂Ei∂Ej
dEi ⊗ dEj.

gR ≡ −
n∑

i,j=1

∂2S

∂Ei∂Ej
dEi ⊗ dEj.

(10.18)

Es claro que, mientras U y S sean mapeos sobre E que respeten la condición de convexidad
(10.7), las métricas (10.18) se encuentra bien definidas (son simétricas y no degeneradas),
siendo en particular métricas hessianas.

Este tipo de métricas, aśı como otras generalizaciones empleando las matrices hessianas
de distintos potenciales termodinámicos, han resultado de gran interés en la f́ısica, par-
tiendo desde su relación con la teoŕıa de fluctuaciones termodinámicas [15, 45]. Esto es,
si φ es el potencial termodinámico en cuestión, en las vecindades de cualquier estado de
equilibrio, o punto x ∈ E , donde φ alcanza un valor extremo según la segunda ley de la
termodinámica60, entonces la métrica hessiana gφ gobierna el estado final del sistema [45],
al pasar por una perturbación a segundo orden en la dirección X(x) ∈ TxE6162

φ(x+ εX(x)) ≈ φ(x) + ε dφ(x)(X) +
1

2
ε2 gφ(x)(X,X) ≈ 1

2
ε2 gφ(x)(X,X). (10.19)

60Aunque enunciamos (4) en términos espećıficos de la entroṕıa S, una expresión más general se obtiene
indicando que en equilibrio el potencial termodinámico se encuentra siempre en un valor extremo [10].

61Sin perder generalidad podemos tomar φ(x) = 0.
62En efecto, en coordenadas, donde Xi es la componente de X en la dirección ∂Ei :
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Por otra parte, también parece haber una importante conexión de este tipo de métricas con
la f́ısica estad́ıstica y la teoŕıa de la información [13, 42], pero en particular debe destacarse
la interpretación que se le ha dado a su curvatura, y a sus puntos singulares en el espacio
de equlibrio, como indicadores de la existencia de interacción termodinámica y cambios de
fase, respectivamete [45, 30].

No obstante, una cuestión problemática referente a estas métricas es que no son invariantes
ante la aplicación de trasformadas de Legendre [42, 45, 30, 38]63, haciendo que la elección
de la representación empleada para estudiar las propiedades geométricas, que prentenden
estar relacionadas con las propiedades termodinámicas de un sistema, no sea arbitraria,
es decir, no sea sólo cosa de conveniencia. Dependiendo qué potencial termodinámico se
utiliza, en general se encuentran uno u otros resultados, razón por la cual historicamente
para ciertas cuestiones se ha empleado la métrica de Weinhold [30, 9, 11, 24, 27] y para
otras tantas la métrica de Ruppeiner [30, 23, 25, 28].

Como solución a este inconveniente, desde 2007 se ha propuesto un formalismo distinto
basado en imponer una métrica sobre el espacio fase termodinámico B que sea invariante
ante transformaciones de Legendre, es decir, un tensor métrico G sobre (B,Π) tal que
satisfaga la condición

L∗iG = G. (i = 1, 2, ..., n) (10.20)

Dicho formalismo es conocido como geometrotermodinámica, o simplemente GTD, y
tiene la ventaja de que induce, de manera natural, una métrica sobre el espacio de equilibrio
(E , ψ) v́ıa el pullback de G bajo el mapeo legendriano, g ≡ ψ∗G [30, 38]. De este modo en la
GTD se nos presenta una única métrica que puede utilizarse bajo cualquier representación
termodinámica.

En términos de las coordenadas locales de Darboux, aśı como de la base cotangente indu-
cida por las mismas, (dτ, dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn), sobre B, la métrica invariante de Legendre
más general que se ha encontrado es

G = α⊗ α + Λ
n∑
i=1

(qipi)
2k+1 dqi ⊗ dpi, (10.21)

donde k es un número natural cualquiera, α es la 1-forma de contacto para la cual elegimos
las coordenadas de Darboux, y Λ ∈ C∞(B) es una 0-forma cualquiera sobre B, invariante
de Legendre:

φ(x+ εX(x)) ≈ φ(x) +
1

2
ε2

n∑
i,j=1

∂2φ

∂Ei∂Ej
XiXj

.
63Una muestra clara de esto es que gW y gR son, de hecho, métricas conformes bajo el factor 1/T 2. [42].
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∀ y ∈ B, Λ ◦ Li(y) = Λ(y). (10.22)

Proposición 49. La métrica (10.21) definida sobre B es invariante ante cualquier trans-
formación de Legendre.

La demostración de este hecho se da por el cálculo directo, aplicando todas las propiedades
que ya hemos visto del pullback, y recordando que toda transformación de Legendre es un
contactomorfismo estricto de la 1-forma de contacto α:

L∗iG = (L∗iα)⊗ (L∗iα) + (L∗iΛ)
n∑
a=1

L∗i (qapa)2k+1 (L∗i dqa)⊗ (L∗i dpa)

= α⊗ α + (Λ ◦ Li)

[
i∑

a=1

(−paqa)2k+1(dpa)⊗ (−dqa) +
n∑

a=i+1

(qapa)
2k+1dqa ⊗ dpa

]

= α⊗ α + Λ
n∑
a=1

(qapa)
2k+1(dqa ⊗ dpa) = G.

�

De manera general para cualquier sistema termodinámico con n grados de libertad, la
métrica impuesta por la invarianza de Legendre, en el espacio de equilibrio termodinámico
E , se ve como la métrica

g = ψ∗G = (Λ ◦ ψ)
n∑

i,j=1

(
Ei ∂φ

∂Ei

)2k+1
∂2φ

∂Ei∂Ej
dEi ⊗ dEj (10.23)

Como podemos ver a través de (10.23), t́ıpicamente las componentes de la métrica de
la GTD dependen expĺıcitamente de las primeras y las segundas derivadas del potencial
termodinámico, aśı como posiblemente de φ directamente, a través de la elección que se
haga del mapeo Λ [30, 38],

g = g(φ, ∂φ, ∂2φ). (10.24)

Como caso particular para ejemplificar lo que hemos estado diciendo, tomemos nuevamente
el gas ideal, utilizando la representación entrópica en la cual la ecuación fundamental del
sistema es (10.3), dando lugar al mapeo legendriano64

ψ : (U, V ) 7→
(
S = NkB (CV ln(U) + ln(V )) , U, V,

1

T
=
NkBCV

U
,
P

T
=
NkB
V

)
. (10.25)

64Sin perder generalidad, tomamos U y V adimensionales.
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El encajamiento anterior da lugar a la métrica sobre E :

g = ψ∗G = −(NkB)2(k+1) (Λ ◦ ψ)

(
C

2(k+1)
V

dU ⊗ dU
U2

+
dV ⊗ dV

V 2

)
. (10.26)

Mediante un cambio oportuno de coordenadas, pasando de las variables termodinámicas
(U, V ) a las coordenadas locales (η, ξ), definidas como

(U, V ) 7→
(
η = (NkBCV )k+1 ln(U), ξ = (NkB)k+1 ln(V )

)
,

la métrica se muestra como conformemente plana (W ≡ Λ ◦ ψ(η, ξ))

g = −W (dη ⊗ dη + dξ ⊗ dξ) . (10.27)

Como se comentó anteriormente, varios resultados asociados a las métricas hessianas dan
indicios de una relación entre la curvatura de dichas métricas y el concepto de interacción
termodinámica. En particular la métrica de Weinhold del gas ideal no tiene curvatura,
mientras que la curvatura de la métrica del gas de Van der Waals es proporcional al llamado
parámetro de interacción [30]. Esto nos lleva a pensar que la elección más simple que
se puede hacer sobre la función arbitraria Λ es la de mantenerla como una constante
negativa, en particular Λ = −1, con lo cual (10.27) se transforma en la métrica euclidiana
bidimensional.

10.4 Principio variacional de la GTD

En el enfoque de la GTD el espacio fase termodinámico es una variedad de contacto,
co-orientable y máximamente no integrable, dotada de una métrica compatible con dicha
estructura de contacto, es decir, una métrica invariante ante transformaciones de Legendre:

(B,Π, G). (10.28)

Por otra parte al espacio de equilibrio E ahora se le incluye el encajamiento legendriano ψ,
y se promueve a variedad métrica por medio de la métrica inducida ψ∗G,

(E , ψ, ψ∗G). (10.29)

Es aśı que dado cada encajamiento ψ, tal que ψ(E) es una subvariedad legendriana (ψ∗α =
0), ψ define un sistema termodinámico en equilibrio. En este sentido lo importante es
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determinar ψ, pues a partir de ella podemos obtener la ecuación fundamental del sis-
tema termodinámico en cualquier representación que se elija (en cualquier potencial ter-
modinámico).

La tarea de analizar los sistemas termodinámicos y obtener sus ecuaciones fundamentales
(equivalentemente, sus ecuaciones de estad) historicamente ha recáıdo en los experimentos
f́ısicos y qúımicos [10], aśı como en el empleo de generalizaciones de modelos más simples
y expansiones en series de potencias [10, 18, 26]. No obstante, para sistemas cuyas condi-
ciones f́ısicas son dif́ıciles o, hasta la fecha, imposibles de replicar en el laboratorio (objetos
astronómicos), o se separan de lo usual (sistemas cuánticos o relativistas)m la necesidad
de un enfoque formal para determinar potenciales termodinámicos ha empujado la investi-
gación en materia de f́ısica estad́ıstica para proponer modelos microscópicos [14, 18, 26].

En GTD se propone un método para encontrar los mapeos legedrianos ψ utilizando un
principio variacional, imponiendo la condición de que estos mapeos sean armónicos [35, 38].
Esto quiere decir que, si representamos de manera general las coordenadas sobre la variedad
B como ZA, con A = 1, 2, ..., 2n+ 1, entonces dada la acción

I(g) =

∫
E

dnE
√
|detg|

n∑
a,b=1

2n∑
A,B=1

gab
∂ZA

∂Ea

∂ZB

∂Eb
GAB, (10.30)

donde gab son las componentes del tensor métrico inverso g−1 = (ψ∗G)−1, entonces ψ es
tal que las coordenadas ZA satisfacen las ecuaciones diferenciales que se obtienen de su
variación, es decir, las ecuaciones

δI(g)

δZA
= 0 =⇒ 1√

|det(g)|
∂

∂Eb

(√
|det(g)|gab∂Z

A

∂Ea

)
+ ΓABC

∂ZA

∂Eb

∂ZC

∂Ec
gbc = 0,

(10.31)

donde ΓABC son los śımbolos de Christoffel construidos a partir de la métrica G [35, 38].
La postulación de que ψ es un mapeo armónico tiene relación con principios básicos de
la termodinámica, como el hecho de que el espacio de equilibrio debe ser una subvariedad
extremal para ψ para satisfacer la segunda ley de la termodinámica [35]. No obstante su
aplicación se ha visto limitada por la complejidad computacional del sistema de ecuaciones
(10.31), aunque soluciones generales se han probado para sistemas de laboratorio como el
gas ideal [38], y han encontrado aplicación en áreas más amplias como la cosmoloǵıa [40].

11 Espacio fase termodinámico y contactificación

En la primera parte de este documento vimos que el haz cotangente, de toda variedad suave
n dimensional, se trata de una variedad suave 2n dimensional, dotada de una estructura
simpléctica natural y exacta (2.1). En la segunda parte indagamos sobre la construcción de
un haz fibrado lineal, asociado a toda variedad simpléctica exacta, que carga una estructura
de contacto, también natural (9). Ahora emplearemos dichos conceptos para construir la
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contactificación del haz cotangente del espacio de equilibrio termodinámico,
como la variedad de contacto

(BC ≡ R× T ∗E ,ΠC ≡ ker (dz − π∗Cθ)) . (11.1)

Notamos que la variedad de contacto (BC ,ΠC) comparte las mismas propiedades que el
espacio fase termodinámico (B,Π), es decir, se trata de una variedad 2n + 1 dimensional,
con una estructura de contacto co-orientable y máximamente no integrable, pero tiene la
ventaja de estar directamente relacionado con el haz cotangente de E , y por ende con su
estructura simpléctica inherente.

Por supuesto, sabemos que localmente siempre podemos definir para cada vecindad de
BC un contactomorfismo hacia B65. En particular, en el resto del trabajo exploraremos la
hipótesis de que existen sistemas termodinámicos cuyo espacio fase termodinámico es glo-
balmente contactomórfico a (BC ,ΠC), observando que, como consecuencia de este hecho,
es posible asignarles a dichos sistemas termodinámicos un sistema hamiltoniano.

Hipótesis: Las variedades de contacto (B,Π) y (BC ,ΠC), la última definida en (11.1),
son contactomórficas bajo el mapeo χE : BC → B:

χ∗Eα = ΛαC = Λ(dz − π∗Cθ) (Λ ∈ C∞0 (BC)) . (11.2)

Existe una manera alternativa de pensar en la hipótesis anterior, que resulta conveniente
tomando en cuenta que, hasta la fecha, la investigación sobre la naturaleza del espacio fase
termodinámico como variedad diferenciable y espacio topológico, ha sido poca en el ámbito
de la GTD.

Proposición 50. Si existe alguna hipervariedadM, de tipo simpléctica (41) en B, que sea
simplectomórfica a T ∗E, entonces (B,Π) y (BC ,ΠC) son variedades contactomórficas.

Sea (M, d(`∗α)) la hipervariedad de tipo simpléctica, 2n dimensional encajada en el espacio
fase termodinámico por medio del mapeo

` : M −→ B,

que es simplectomórfica al haz cotangente del espacio de equilibrio termodinámico, me-
diante FE :

FE : T ∗E −→ M, F ∗E (d(`∗α)) = d ((` ◦ FE)∗ α) = −dθ. (11.3)

65Esto no es más que una formulación equivalente del teorema de Darboux 5.4, donde se explica que,
localmente, toda variedad de contacto es idéntica a R2n+1 con la distribución canónica [33].
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Veamos que, en términos de (11.3), podemos construir el contactomorfismo (11.2) mediante
la composición

χE ≡ ` ◦ FE ◦ πC : BC −→ B. (11.4)

En efecto, empleando la definición (11.3) observamos que el pullback de α bajo ` ◦ FE es
−θ + β, con β ∈ Λ1(T ∗E) como una 1-forma cerrada,

d ((` ◦ FE)∗ α) + dθ = d ((` ◦ FE)∗ α + θ) = 0 =⇒ (` ◦ FE)∗ α + θ = β,

por lo tanto

χ∗Eα = (` ◦ FE ◦ πC)∗ α = π∗C ((` ◦ FE)∗ α) = π∗C(β − θ) = π∗Cβ − π∗Cθ.

Como β es una 1-forma cerrada sobre T ∗E , π∗Cβ también es una 1-forma cerrada sobre
BC66, y como, localmente, siempre podemos definirla como la diferecial de una función de
BC a R [22], π∗Cβ = dz, obtenemos entonces el resultado esperado:

χ∗Eα = π∗Cβ − π∗Cθ = dz − π∗Cθ = αC .

�

En cuanto a la posibilidad de que en realidad exista una hipervariedad de tipo simpléctica,
simplectomórfica a T ∗E , una condición necesaria es encontrar una fibración lagrangiana en
M, parametrizada por una variedad n-dimensional. En tal caso podŕıamos tomar dicha va-
riedad como E (también seŕıa una hipervariedad n dimensional de B) y propiamente dicho,
estaŕıamos tratando de mostrar que M es directamente el haz cotangente asociado [2].

Consideremos entonces un sistema termodinámico de la GTD (E , ψ, ψ∗G) que satisfaga
nuestra hipótesis de trabajo, y asociado a dicho sistema tomemos su contactificación

(BC ,ΠC , χ
∗
EG) . (11.5)

Lo primero que notamos es que el encajamiento legendriano ψ ahora puede construirse
como la composición de un encajamiento de E en su haz cotangente, y posteriormente de
un encajamiento de T ∗E en su contactificación, es decir,

ψ ≡ χE ◦ ` ◦ ωψ : E −→ B. (11.6)

66d(π∗Cβ) = π∗C(dβ) = π∗C(0) = 0.
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Veamos ahora que, dado que el encajamiento (11.6) es un mapeo legendriano, entonces ωψ
es un encajamiento lagrangiano de E en T ∗E .

Proposición 51. Si ψ, definido en (11.6), se trata de un mapeo legendriano para (B,Π),
es decir, si ψ∗α = 0, entonces ωψ es un mapeo lagrangiano para (T ∗E ,−dθ), es decir
ω∗ψ(−dθ) = 0.

A partir del cálculo directo del pullback ψ∗α = 0, al tomar en cuenta que, para cualquier
sección transversal ` sobre la contactificación del haz cotangente, se tiene πC ◦ ` = IdT ∗E ,
y empleando además la propiedad ω∗θ = ω válida para cualquier 1-forma sobre E [22],
obtenemos la expresión

ψ∗α = (χE ◦ ` ◦ ωψ)∗α = ω∗ψ ◦ `∗(χ∗Eα) = ω∗ψ ◦ `∗ Λ(dz − π∗Cθ)

= (Λ ◦ ` ◦ ωψ)
(
d(z ◦ ` ◦ ωψ)− ω∗ψ(πC ◦ `)∗θ

)
= (Λ ◦ ` ◦ ωψ)

(
d(z ◦ ` ◦ ωψ)− ω∗ψθ

)
= (Λ ◦ ` ◦ ωψ) (d(z ◦ ` ◦ ωψ)− ωψ) = 0,

que nos indica que ωψ es una 1-forma exacta (en general (Λ ◦ ` ◦ ωψ) 6= 0), y, por lo tanto,
el pullback ω∗ψ(−dθ) se anula:

ω∗ψ(−dθ) = −d(ω∗ψθ) = −dωψ = −d2(z ◦ ` ◦ ωψ) = 0.

�

Este resultado quiere decir que, al mismo tiempo que un sistema termodinámico en equi-
librio se expresa como una subvariedad legendriana del espacio fase termodinámico, un
sistema termodinámico en equilibrio también puede pensarse como una subvariedad la-
grangiana de la proyección (el haz cotangente) de una variedad similar al espacio fase
termodinámico (la contactificación del haz cotangente):

(E , ψ, ψ∗G) =⇒ (E , ωψ, ψ∗G) . (11.7)

Para completar la equivalencia entre E como subvariedad lagrangiana y E como subvariedad
legendriana, analicemos bajo qué condiciones, si ωψ es un encajamiento lagrangiano en el
haz cotangente, ψ es un mapeo legendriano hacia el espacio fase termodinámico.

Proposición 52. Sea ` : T ∗E → BC una sección transversal sobre la contactificación de
E, y sea K ∈ C∞(T ∗E) el mapeo definido mediante el pullback de ` sobre la coordenada z
de las fibras de la contactificación,

K ≡ `∗ z = z ◦ ` : T ∗E −→ R. (11.8)
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Si ωψ es la 1-forma cerrada ωψ = dW , con W ∈ C∞(E), tal que satisface la ecuación
diferencial

K ◦ dW = W + H0, (11.9)

con H0 como una constante, entonces ψ ≡ χE ◦ ` ◦ ωψ es un mapeo legendriano para B:

ψ∗α = 0. (11.10)

Notemos que al tratarse de una 1-forma cerrada, trivialmente ωψ = dW es un encajamiento
lagrangiano de E en T ∗E , tal como el resultado (26) nos lo indica. Ahora, notemos que en
efecto el pullback de α bajo la composición ψ es cero, siempre que W sea solución de la
ecuación diferencial (11.9):

ψ∗α = (` ◦ ωψ)∗Λ(dz − π∗Cθ) = (Λ ◦ ` ◦ ωψ)
(
d(z ◦ ` ◦ ωψ)− ω∗ψ(πC ◦ `)∗θ

= d(K ◦ ωψ) − ωψ = d(K ◦ dW ) − dW = d(K ◦ dW −W ) = dH0 = 0.

�

La proposición anterior nos da la condición necesaria para que un mapeo lagrangiano genere
un mapeo legendriano sobre B. Esto se da mediante las soluciones de la ecuación diferencial
(11.9), que tiene una estructura similar a una ecuación del tipo Hamilton-Jacobi, lo cual se
aprecia mejor al incluir coordenadas locales (E1, ..., En) (10.14) para W y las coordenadas
locales (E1, ..., En, P1, ..., P1), con Pi como las coordenadas duales del haz cotangente, para
K:

K ◦ dW − W = H0 =⇒ K

(
E1, ..., En,

∂W

∂E1
, ...,

∂W

∂En

)
− W (E1, ..., En) = H0.

(11.11)

Sin perder generalidad podemos definir una 0-forma H ∈ C∞(T ∗E) a partir de K y el W ,

H ≡ K − π∗W, (11.12)

tal que la ecuación (11.11) se exprese, efectivamente, como una ecuación de tipo Hamilton-
Jacobi,

H

(
E1, ..., En,

∂W

∂E1
, ...,

∂W

∂En

)
= H0. (11.13)
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Decimos que H es una hamiltoniana, no en el sentido f́ısico, al que estamos acostumbrados,
de un sistema mecánico67, si no en el sentido que planteamos en la primera parte de esta
tesis al definir las hamiltonianas y sus respectivos campos hamiltonianos asociados. En
particular, H es una función que permanece constante en dW (E) ⊂ T ∗E , y como tal, su
campo hamiltoniano asociado es completamente tangente al espacio de equilibrio termo-
dinámico [41].

Con lo dicho anteriormente, podemos completar la equivalencia (11.7), asociando a cada
sistema termodinámico un sistema hamiltoniano, en el sentido presentado en [8]:

(E , ψ ≡ χE ◦ ` ◦ dW,ψ∗G)

m

(E , dW, ψ∗G)

m

(T ∗E ,−dθ,H ≡ `∗z − π∗W ) .

(11.14)

Finalmente, en cuanto a las transformaciones de Legendre Li sobre el espacio fase termo-
dinámico, estas se transforman en contactomorfismos sobre (BC ,ΠC),

LC i ≡ χ−1
E ◦ Li ◦ χE : BC −→ BC . (11.15)

Proposición 53. Los difeomorfismos (11.15) son contactomorfismos sobre (BC ,ΠC).

Directamente, calculando el pullback de αC bajo LC i obtenemos, efectivamente, αC (módulo
un factor conforme):

L∗C i αC =
(
χ−1
E ◦ Li ◦ χE

)∗
αC = χ∗E ◦ L∗i ◦

(
χ−1
E
)∗
αC

= χ∗E ◦ L∗i
(

1

Λ ◦ χ−1
E
α

)
= χ∗E

(
1

Λ ◦ χ−1
E ◦ Li

α

)
=

Λ

Λ ◦ LC i
αC .

�

Como consecuencia de este resultado, recordando que todo contactomorfismo estricto sobre
una contactificación de cierta variedad define un simplectomorfismo en dicha variedad (9.7),
en el caso particular en que Λ = 1 (el contactomorfismo χE también sea estricto), las
transformaciones de Legendre definen los simplectomorfismos, sobre el haz cotangente del
espacio de equilibrio,

67Por supuesto no se puede pensar en H como una hamiltoniana que describe un sistema f́ısico en E ,
pues no se construyó a partir de una lagrangiana [8].
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fLC i ≡ πC ◦ LC i ◦ `. (11.16)

11.1 Ejemplo 1: el gas ideal

Consideremos el sistema termodinámico más sencillo que se puede encontrar, el de un gas
ideal compuesto por N part́ıculas, descrito por su enerǵıa interna y su volumen (E1 = U ,
E2 = V ) mediante la ecuación fundamental68 [10]

φ = N Cv k ln(U) +N k ln(V ), (11.17)

donde Cv es el calor espećıfico a volumen constante, k es la constante de Boltzmann y φ
se puede interpretar como la entroṕıa del gas. Comencemos por considerar como contacto-
morfismo entre BC y B al mapeo más sencillo de todos, el que identifica z con τ , Ei con qi

y Pi con pi,

χE : (z, Ei, Pi) 7→ (τ ◦ χE = z, qi ◦ χE = Ei, pi ◦ χE = Pi). (11.18)

En este caso particular ψ se reduce, para fines prácticos, localmente a `◦ωψ, y por lo tanto
la función tipo Hamilton-Jacobi W no es más que la ecuación fundamental,

W = z ◦ ` ◦ ωψ = τ ◦ ψ = φ. (11.19)

Teniendo esto en mente podemos construir la ecuación diferencial que satisface φ, obte-
niendo con esto la ecuación de tipo Hamilton-Jacobi (11.13):

∂φ

∂U
=

N Cv k

U
=

Cv V

U

∂φ

∂V
=⇒ 1

2

[
U2

(
∂φ

∂U

)2

+ V 2

(
∂φ

∂V

)2
]

=
1

2
(N k)2(C2

v + 1),

donde identificando H0 ≡ (Nk)2(C2
v + 1)/2 y tomando P1 = PU y P2 = PV , encontramos

la hamiltoniana

H(U, V, PU , PV ) =
1

2

(
U2 P 2

U + V 2 P 2
V

)
. (11.20)

El campo hamiltoniano asociado a (11.20), en la base tangente inducida por las coordenadas
(U, V, PU , PV ), es

68Tomamos U y V adimensionales, por comodidad.
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XH = U2PU
∂

∂U
+ V 2PV

∂

∂V
− UP 2

U

∂

∂PU
− V P 2

V

∂

∂PV
, (11.21)

mientras que sus curvas integrales se encuentran fácilmente resolviendo las ecuaciones de
Hamilton69

U̇ = U2PU , V̇ = V 2PV , ṖU = −U P 2
U , ṖV = −V P 2

V

es decir,

γ(t) =

(
U0 e

N kCV t, V0 e
N k t,

N k CV
U0

e−N kCV t,
N k

V0

e−N k t

)
, (11.22)

donde hemos dispuesto como condición inicial H ◦ γ(0) = H(U0, V0, PU0 , PV0) = H0 (véase
Fig. 9). Resulta interesante notar que, a lo largo de la proyección de la curva integral (11.22)
en E70, γE : t ∈ I −→ E , la entroṕıa del sistema es monotonamente creciente:

φ ◦ γE(t) = NCV k ln(U0) +Nk ln(V0) + (N k)2 (C2
v + 1

)
t = φ0 + 2H0 t, (11.23)

por lo que dichas curvas integrales pueden considerarse como procesos cuasiestáticos.

V

U

Figura 9: Curvas γ(t) (11.22) proyectadas en el plano U − V para CV = 3/2.

69En este caso el punto sobre las variables, indica su derivación con respecto a un parámetro real t (no
confundir con un tiempo f́ısico, la descripción termodinámica se sigue dando en el equilibrio).

70La curva cuyo campo vectorial tangente se identifica con π∗XH .
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11.2 Ejemplo 2: la banda elástica

Estudiemos ahora un modelo simple de una banda elástica, unidimensional, como sistema
termodinámico, descrito por su enerǵıa interna U y su longitud L (E1 = U , E2 = L), por
medio de la ecuación fundamental [10]

φ = c ln (U) − 1

2
b L2, (11.24)

con c y b como constantes de proporcionalidad adecuadas, de tal modo que (11.24) pueda
interpretarse como la entroṕıa. Volvamos a utilizar el contactomorfismo (11.18), con el
cual la función de tipo Hamilton-Jacobi se reduce a φ (11.19). En este caso la ecuación
diferencial que podemos construir para dicha ecuación fundamental es

∂φ

∂U
=

c

U
,

∂φ

∂L
= −b L =⇒ 1

2

[
U2

(
∂φ

∂U

)2

+
1

L2

(
∂φ

∂L

)2
]

=
1

2
(c2 + b2),

donde identificando H0 ≡ (b2 + c2)/2 y tomando P1 = PU y P2 = PL, identificamos como
la hamiltoniana al mapeo

H(U,L, PU , PL) =
1

2

(
U2P 2

U +
1

L2
P 2
L

)
. (11.25)

En este caso el campo hamiltoniano asociado a (11.25) resulta ser

XH = U2PU
∂

∂U
+
PL
L3

∂

∂L
− UP 2

U

∂

∂PU
+
P 2
L

L3

∂

∂PL
, (11.26)

con sus curvas integrales asociadas

U̇ = U2PU , L̇ =
PL
L2
, ṖU = −UP 2

U , ṖL =
P 2
L

L3

⇓

γ(t) =

(
U0e

ct,
√

2bt+ L2
0,
c

U0

e−ct, b
√

2bt+ L2
0

)
, (11.27)

donde nuevamente tomamos la condición inicial H ◦γ(0) = H(U0, L0, PU0 , PL0) = H0 (véase
Fig. 10).
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U

L

Figura 10: Curvas γ(t) (11.27) proyectadas en el plano U − L para c = 2 y b = 1.

En este caso la entroṕıa, a lo largo de las curvas proyectadas γE , es monotonamente creciente
siempre que se cumpla la condición c > b,:

φ ◦ γE(t) = c ln(U0)− 1

2
bL2

0 + c2 t − b2t = φ0 + (c2 − b2)t. (11.28)

11.3 Ejemplo 3: radiación electromagnética

Como último ejemplo consideremos una cavidad de volumen V que contiene radiación
electromagnética en equilibrio térmico, descrita por su enerǵıa interna U y el volumen de
dicha cavidad (E1 = U , E2 = V ). En este caso un modelo sencillo de ecuación fundamental
es

φ =
4

3

(
b U3 V

)1/4
, (11.29)

con b, nuevamente, como una constante de proporcionalidad, y (11.29) como la entroṕıa. En
este caso resulta conveniente proponer otro contactomorfismo distinto de BC a B, definido
por medio de una 0-forma monótona sobre BC , R ≡ R(z) con R′(z) ≡ dR/dz 6= 0:

χE = (z, Ei, Pi) 7→
(
τ ◦ χE = R(z), qi ◦ χE = Ei, pi ◦ χE = R′(z)Pi

)
. (11.30)

Resulta fácil mostrar que (11.30) es un contactomorfismo, aunque no estricto:

χEα = d(R(z))−
n∑
i=1

R′(z)PidE
i = R′(z)

(
dz −

n∑
i=1

PidE
i

)
= R′(z)αC . (11.31)

En este caso la relación entre la ecuación fundamental y la función tipo Hamilton-Jacobi
se da gracias a la composición con R,
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φ = ψ∗τ = (χE ◦`◦ωψ)∗τ = (`◦ωψ)∗ τ ◦χE = ω∗ψR◦z◦` = R◦K ◦ωψ = R◦W. (11.32)

Para este ejemplo podemos tomar R = ez y

W = log

(
4

3
b1/4

)
+

3

4
log(U) +

1

4
log(V ), (11.33)

de tal manera que, siguiendo el procedimiento descrito en los dos últimos ejemplos, podemos
encontrar la ecuación diferencial

1

2

[
U2

(
∂W

∂U

)2

+ V 2

(
∂W

∂V

)2
]

=
5

16
,

de donde identificamos H0 = 5/16 y, nuevamente, (11.20) como hamiltoniana:

H =
1

2

(
U2P 2

U + V 2P 2
V

)
.

Como ya analizamos en su momento, las curvas integrales del campo hamiltoniano (11.21)
son, para los parámetros de este sistema,

γ(t) =

(
U0e

t/4, V0e
t/2,

1

4U0

e−t/4,
1

2V0

e−t/2
)
. (11.34)

En este caso la entroṕıa sigue siendo una función creciente a lo largo de las curvas integrales
γE :

W ◦ γE(t) = W0 − log

(
4

3
b1/4

)
+H0t =⇒ φ ◦ γE(t) =

3

4b1/4
eW0 eH0t. (11.35)

S = S(M,J) = 2π(M2 +
√
M4 − J2)

SM = 4πM(1 +
M2

√
M4 − J2

) =
2MS√
M4 − J2

SJ = − 2πJ√
M4 − J2

F =
2√

M4 − J2
.
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Conclusiones

Al respecto de la hipótesis de trabajo expuesta en la tercera parte de este documento, es
necesario aclarar que hasta el momento, en el ámbito de la GTD, no hay trabajos que explo-
ren la topoloǵıa y naturaleza del espacio fase termodinámico como variedad diferenciable,
más allá de la necesidad de que tenga una dimensión 2n+ 1 y una estructura de contacto
particular (co-orientable y máximamente no integrable), siendo esta una ĺınea abierta de
investigación.

En el mejor de los casos podemos suponer la existencia de sistemas termodinámicos donde
nuestra hipótesis resulta ser cierta, esto al menos hasta profundizar en el análisis topológico
de la variedad de contacto, al que nos referimos en el párrafo anterior, lo cual se pretende
hacer como continuación de esta investigación.

A los elementos que hay que añadir como trabajo pendiente se suman la cuestión de qué
papel juega la métrica riemanniana de la GTD en los sistemas hamiltonianos asociados, y
cómo determinar de manera natural, para cada sistema, todos los mapeos que fueron intro-
ducidos en la tercera parte, en particular el contactomorfismo χE y la sección transversal
`. De momento, la libertad en su elección ha resultado benéfica para poder plantear ecua-
ciones del tipo de Hamilton-Jacobi en sistemas simples, pero su existencia no nos permite
formalizar realmente un principio variacional basado en los sistemas hamiltonianos que sea
de utilidad en la GTD, por el momento.

Retomando los resultados arrojados por los tres sistemas termodinámicos simples que se
analizaron al final, resulta interesante que en todos los casos las curvas integrales de los
campos hamiltonianos puedan interpretarse como procesos cuasiestáticos, planteando la
interrogante de cuál es la f́ısica detrás de los mapeos H.
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