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Resumen

La hipoétesis de materia oscura en cosmologia, requisito para dar una descripcién adecuada
del universo dentro del marco de la relatividad general, tiene distintos candidatos a formarla
de acuerdo a la fisica fundamental que explique su existencia. Uno de los candidatos maéas
prometedores es la materia oscura escalar, formada por un campo escalar en acople minimo
con la gravedad.

En este trabajo se estudia el denominado limite de campo débil, para los campos escalares
(reales y complejos) y las condiciones generales que llevan a esta aproximacion. Nos hemos
concentrado en establecer claramente las condiciones necesarias que debe satisfacer el campo
escalar en este limite, derivando posteriormente las ecuaciones para el caso de las estrellas
de bosones tomando en cuenta estas consideraciones. Mostramos con detalle para este caso,
que si tomamos las ecuaciones de relatividad general para el campo escalar y procedemos a
tomar su limite no-relativista, se llega a las mismas ecuaciones que describirian el problema
en el contexto de la fisica prerrelativista.

Mostramos también que la descripcidon no-relativista de las estrellas de bosones falla en todo
un rango de posibles configuraciones, de acuerdo al cociente entre la frecuencia de oscilacion
del campo escalar w y el pardmetro de masa ;o del campo escalar. En particular mostramos
que falla en predecir la existencia de una configuracién con masa critica. Para esto tltimo
hemos calculado las expresiones no-relativistas para la masa de la estrella de bosones como
funcion de su radio y frecuencia w.

Por ultimo hemos tomado el limite de campo débil y obtenido sus soluciones para un nuevo
tipo de estrella de bosones, llamadas ¢—Estrellas de Bosones, las cuales tienen la propiedad
de introducir un nuevo parametro a la solucion (), al estar formadas por un numero impar
(2¢ 4 1) de campos escalares sin simetria esférica.



Capitulo 1

Introducciéon

En este capitulo introduciremos los conceptos y la teoria sobre los cuales trabajaremos en
esta tesis. Este material corresponde a los campos escalares en configuraciones gravitatorias,
por ello hablaremos brevemente sobre la gravitacion con la teoria de la relatividad general
y su limite newtoniano, discutiremos el campo escalar desde el contexto de la teoria clasica
de campos en el espacio plano y finalmente introduciremos (con palabras) tres ejemplos de
configuraciones de campo escalar autogravitante, estas son: la materia oscura escalar, las
estrellas de bosones y los agujeros de gusano.

1.1. Gravitaciéon

Al dia de hoy la teoria que describe con mayor precision a la gravedad es la relatividad
general. Esta fue postulada por Albert Einstein en 1915, quien supuso que el espacio-tiempo
forma una variedad diferenciable pseudoriemanniana de cuatro dimensiones. Esto quiere
decir que es posible asignar un tensor métrico diferenciable de dos indices covariantes no
degenerado en todo punto de la variedad. Las ecuaciones de Einstein describen la relacion
que debe cumplirse entre la materia-energia por un lado y la curvatura de la variedad por
otro.

Por la parte matematica, si x* es la eleccién de coordenadas en alguna carta que describe
a la variedad, la métrica g se refiere entonces al campo tensorial g, (z*). A partir de aqui
se puede definir el operador de derivada covariante V,, al cual se restringe a ser compatible
con la métrica, esto es V,g,, = 0. Una de las consecuencias de las identidades de Bianchi,
las cuales involucran derivadas covariantes sobre el tensor de curvatura, es que la divergencia
del tensor G, == R, — % 9w IR compuesto por el tensor de Ricci R, y el escalar de Ricci R,
es cero.

Por la parte fisica, el tensor de energia-momento 7),, tiene su definicion [1] en los flujos de
las componentes del cuadrimomento. En el espacio no-curvo, la divergencia de esta cantidad
(que equivale a la contraccion de la derivada parcial con el T, en el espacio plano) es igual
a cero. Elevar una relacién de proporcionalidad entre G\, y 1), a ecuacién de campo de la

2



1.1. Gravitacion 3

gravitacion, significa que la ley de conservacion de 7),, se deduce de esta. Einstein encontré
que estas ecuaciones son

&G
G, = 3¢

5 (1.1)

jnZe
donde G es la constante de gravitacion universal, y ¢ es la velocidad de la luz en el va-
cio. Analogamente estas ecuaciones pueden ser obtenidas desde un principio variacional de
acuerdo a la accion de Einstein-Hilbert definida por

4
c
S =
9 167G

/d4x\/—_gR. (1.2)

En el capitulo 2 tomaremos su variacién, mostraremos que al incluir una accién de materia
y definir apropiadamente el tensor de energia-momento, en efecto se obtiene (1.1).

A lo largo de la historia han sido formuladas distintas teorias de la gravitacion. Newton
dio una de las primeras descripciones mateméticas de la gravedad en su llamada ley de
gravitacion universal.

En tanto no se descubrieron efectos gravitacionales no predichos por ésta, la teorfa fue una
descripcion adecuada. Incluso antes del siglo XX, ya habia filosofos que la encontraban
una teoria incompleta. Por ejemplo Mach ya habia pensado en la idea de que la materia
determinara propiedades sobre el espacio, mientras que desde el lado opuesto de la filosofia,
Engels [2] establecia que la gravitacion de Newton violaba la ley dialéctica de unidad de los
contrarios.

Entre las primeras discrepancias entre la teoria de la gravitaciéon newtoniana y la observacion
se encuentra la anomalia en el avance del perihelio de Mercurio. Ademaés existia una contra-
diccién entre la velocidad maxima de interacciéon permitida por la relatividad especial, y la
accion a distancia (instantanea) de la gravitacion de Newton. Sin embargo comparada con
las ecuaciones de campo de Einstein, que son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
(cuatro variables) no-lineales de segundo orden y acopladas, la ecuacion de Poisson

V2V = 4nGp, (1.3)

que contiene a la ley de gravitacion universal, es mucho més simple. V' es el potencial gravita-
cional cuyo gradiente es el negativo de la aceleracion que experimentaria un cuerpo puntual.
p es la densidad de materia.

Por esto, siempre que el limite de gravedad débil se cumpla y las velocidades sean pequenas
respecto a la velocidad de la luz, se puede optar por utilizar la fisica newtoniana. En los
proximos capitulos de este trabajo, mencionaremos las ventajas y desventajas que brinda
esta aproximacion en el estudio de estrellas de bosones.

Por mencionar algunos fen6menos naturales que predice la relatividad general (y no la grave-
dad newtoniana), se encuentran el corrimiento al rojo gravitacional, las lentes gravitacionales,
el retraso de Shapiro. Ademas es dentro de esta teoria que hoy en dia se entiende la dindmica
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del cosmos y la fisica de los agujeros negros. Otros ejemplos son la descripcion de la sombra
producida por un agujero negro rotante de Kerr (recientemente se mostré su compatibilidad
con las observaciones del horizonte de eventos del agujero negro M87* (3, 4], Figura 1.1),
inestabilidades de superradianza [5] en agujeros negros rotantes, etc.

Figura 1.1: Primera imagen del horizonte de eventos de un agujero negro (M87*). Créditos:
Event Horizon Telescope

1.2. Campo Escalar en un Espacio-Tiempo plano

En un primer momento, la abstracciéon hacia masas o cargas puntuales de ciertos problemas
fisicos, llevd a la elaboracion de la ley de gravitacion universal de Newton y la Ley de
Coulomb. Esta abstraccion permitié dar un primer paso hacia el entendimiento de las leyes
que describen a la naturaleza, en concreto aquellas de la mecanica y electrodinamica clasicas.

El concepto de campo aparecié después; en el siglo XVIII, con la introduccién del campo
gravitacional y en el siglo XIX por medio de Faraday con el concepto de campo eléctrico y
campo magnético. Un campo representando una magnitud fisica, se define matematicamente
como una tensor definido sobre cada punto del espacio y tiempo que describe a dicha magni-
tud, por su forma matematica estos pueden ser escalares, vectoriales, tensoriales propiamente
dichos o espinoriales. Sobre la existencia material de los campos en la naturaleza hay una
controversia (fisica y filosofica), sin embargo no deberia dudarse de su utilidad como herra-
mientas matematicas. Por ejemplo, gran cantidad de fenémenos fisicos son descritos con las
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ecuaciones de Maxwell y la ecuacion de Poisson, mismas que tienen diversas aplicaciones en
la ingenieria.

La variable dinamica de una teoria cléasica de campos relativistas (relativistas en el sentido
de relatividad especial) es el campo f(x), que toma valores sobre cada punto del espacio.
En el caso de que f(x) se trate de un campo escalar, se le asignara un elemento del campo
(matemaético) K, que bien podria ser el campo de los complejos K = C.

Las ecuaciones de movimiento sobre un campo estan dadas por el principio de Hamilton
como en mecanica clasica donde la coordenada ¢(t) pasa a ser la variable f(x,t). Es decir
que sobre el lagrangiano

L= /d%ﬁ[f(x, t),f(x,t),Vf(x, )], (1.4)

que define a la accion Sy = [dtL = [ d*azL, se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Aqui f = aa—{. A L se le llama densidad lagrangiana. Definiendo 9, = a% donde z* = (t,x):

o {0(2—,?]“)] B % =0 (1.5)

El subindice r es una etiqueta sobre el campo que estamos considerando. Cada componente
deberé satisfacer la ecuacion de Euler-Lagrange. Como ejemplo tomamos primero el potencial
electromagnético A*, que es un campo vectorial. Utilizando la notacién tensorial de subir y
bajar indices con la métrica de Minkowski 7, = diag(—1, +1,+1,+1), podemos definir

L— —%(@LAZ,)(&)“A”) + %@Au)?. (1.6)

Que resulta en las ecuaciones de Maxwell en el vacio, esto es 0,(0"A” — 0 A*) = 0 que bajo
las definiciones! A* = (¢, A), E = —ng—%—":‘ yB=VXxAimplican V-E=0y VxB = %—]f.
Aqui los vectores E y B se refieren al campo eléctrico y a la induccién magnética, mientras
que el escalar ¢ y el vector A se refieren a los potenciales eléctrico y vectorial usuales de la
electrodinamica.

Un campo escalar fundamental existe dentro del modelo estandar de particulas, esto es dentro
de la teoria cudntica de campos: el bosén de Higgs. Tres de las cuatro fuerzas fundamentales
de la fisica estan descritas bajo esta teoria. Dentro de esta teoria se promueven los campos
a operadores, se postulan relaciones de conmutacion entre los f,. y sus momentos canénicos
conjugados.

No se ha podido enmarcar a la gravedad bajo la descripcion de la teoria cuantica de campos.
Existen varias propuestas de cuantizacion de la gravedad, las cuales a su vez permitirian
incluir el estudio de campos cuénticos en la relatividad general, sin embargo éstas no estan
consolidadas como teorfas fisicas debido a que no existe evidencia en favor de ninguna. En
este trabajo estudiaremos el campo escalar (complejo y real) dentro de la teoria clasica de

LQue por si solas implican el par de ecuaciones: V-B =0y V x E = —%—}?.
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campos relativistas, es decir aquella descrita por las ecuaciones (1.5), pero en un espacio
curvo.

Un ejemplo de densidad lagrangiana de un campo escalar ¢ real (K = R), en el espacio-
tiempo de Minkowski (plano) es:

1

L= 51" 0,00,6 ~ U(9). (1.7)

Donde U(¢) es el potencial del campo escalar; una funcién que depende del campo escalar.
Este es un ejemplo de una lagrangiana general, invariante de Lorentz que depende a lo
mas cuadréaticamente de las derivadas del campo. Es general dada la arbitrariedad de U(¢)
y que el término cinético M (¢)n""0,¢0,¢ puede convertirse a la forma en (1.7) bajo la
transformacion /| M |d¢ — de.

La ecuacion de Euler-Lagrange (1.5) para esta lagrangiana implica la ecuacion de Klein-
Gordon

W@¢—§£:0 (1.8)

Por otro lado si consideramos un campo escalar complejo ® (K = C), con densidad lagran-
giana

Lo =—0"0,8"0,® — U(|®|?), (1.9)
tiene por ecuaciéon de movimiento

79,0 — - o0, (1.10)

d|o|’

Es conocido que el uso de campos escalares con lagrangianas como las indicadas en ecuaciones
anteriores, son utilizados ampliamente por los fisicos en virtud de ser relativamente sencillos
de manejar. Resultan tener un tensor de energia-momento algebraicamente més simple que
aquel de un fluido perfecto o el electromagnético, sin embargo conceptualmente mas dificil
de interpretar.

A continuacién podemos preguntarnos lo que sucede cuando tomamos en cuenta a la gra-
vedad. Una manera natural de incluir al campo escalar en la relatividad general es anadir
a la accion de Einstein Hilbert S, una accion Sp = [ d*z\/=gLs que surja de sustituir en
(1.9) 1 por la métrica g, de las ecuaciones de campo de Einstein (1.1). De tal forma que
la accion total esté dada por

S =S, +Sq. (1.11)
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Si a la lagrangiana que define Sg no le agregamos ningtn término que combine al escalar de
curvatura con el campo?, entonces se dice que el campo estara acoplado minimamente con
la gravedad.

En esta tesis trataremos tinicamente el caso en el que la gravedad y el campo escalar estén
acoplados minimamente.

1.3. Configuraciones Gravitatorias de Campo Escalar

1.3.1. Materia Oscura Escalar

El modelo cosmologico Lambda Cold Dark Matter es el paradigma estandar en el cual esta
descrito el cosmos y su dinamica. Es un modelo exitoso pues sus predicciones coinciden en
gran medida con las observaciones astrofisicas y cosmoldgicas. Entre sus partes, la materia
oscura es esencial y se define como aquella materia que interactia principalmente de manera
gravitacional y cuyas otras interacciones son minimas o inexistentes. La materia oscura
es fundamental en la formacion de estructura y constituye aproximadamente el 26 % del
contenido energético del universo.

Dado que el candidato a formar la materia oscura del modelo estdndar, parece no existir de
acuerdo a los experimentos, distintos enfoques fisicos alternativos se han buscado. Uno de
ellos es el modelo de materia oscura escalar [6, 7| cuyas caracteristicas son: la presencia de
un campo escalar, en un potencial escalar cuya masa asociada sea del orden de 107%2eV/c2.
Modela el contenido de materia en el universo de acuerdo a una accion total que considera la
relatividad general, una constante cosmologica el contenido de materia barionica/radiacion
y el campo escalar de la materia oscura.

S=5,+52+ S+ S5s. (1.12)

La materia oscura fria (del modelo Lambda Cold Dark Matter), describe de manera correcta
la evolucion de las perturbaciones en un fondo homogéneo e isotrépico del universo, sin
embargo a escalas galacticas falla en sus predicciones, por ejemplo predice perfiles de densidad
en las galaxias en cuspide siendo que las observaciones indican un perfil plano en el centro
de la galaxia. En general no ha sido exitosa en describir escalas menores a 10kpc [7].

Simulaciones numéricas muestran que el modelo de materia oscura escalar evade estos pro-
blemas, y por ello esta alternativa a la materia oscura fria gana importancia. Hoy en dia
la materia oscura escalar constituye un campo de estudio en el cual se estudian distintos
potenciales escalares, los resultantes perfiles de materia oscura en las galaxias, la formacion
de estructura a sus diferentes escalas asi como la fenomenologia que surge de considerar al
campo escalar y comparar con las observaciones.

2Notese que solamente términos asi pueden ser incluidos, pues requerimos que la accién sea invariante
ante transformaciones de coordenadas. Por este mismo motivo es que hemos sustituido d*z por /—gd*z en
Sa.
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1.3.2. Estrellas de Bosones

La hipotesis de la existencia de materia oscura en el universo incentiva la busqueda de
configuraciones estables constituidas por ésta. Los campos escalares complejos acoplados a
la gravedad, son candidatos a materia oscura y constituyen una clase de objetos compactos
exoticos construidos con éstos. El caso més prometedor son las denominadas Estrellas de
Bosones [8, 9, 10].

En tultimos anos, el ya mencionado descubrimiento del boson de Higgs y el éxito de los
modelos de inflacién en cosmologia apuntan hacia la existencia de otros campos bosonicos
escalares en la naturaleza, por lo que las estrellas de bosones, inicialmente estudiadas en
[11, 12| podrian formar parte del catalogo de estrellas existentes en el universo.

Dentro del marco de la relatividad general las estrellas de bosones son configuraciones auto-
gravitantes que se obtienen al resolver las ecuaciones de Einstein en donde la parte asociada
a la materia y la energia, es decir el tensor de energia-momento, sea el de un campo escalar
complejo (y con autointeraccion) con potencial U(®). Y dependiendo de la forma del poten-
cial, las estrellas de bosones se dividen segin distintas etiquetas. El articulo de revision [13]
discute 10 de estos. Sin embargo por ser las primeras estrellas de bosones en estudiarse y
ademaés ser las mas simples, la gran mayoria de la literatura se ha enfocado en dos principales
tipos de ellas; las mini-estrellas de bosones (bautizadas en [14]) cuyo potencial de campo
escalar esta dado por

U=——|0. (1.13)

Aqui me es la masa de las particulas (de espin cero) asociadas al campo escalar, llamada asi
por la interpretacion que tiene en la teoria cuantica de campos, h es la constante de Planck
reducida.

Otro caso de suma importancia es el de las estrellas de bosones propiamente dichas y estu-
diadas por primera vez en [15], estas consisten en tomar como potencial a

mecC
U —

R

A
o + S, (114)

la constante A es el llamado pardmetro de autointeraccion.

Ademaés de diferenciarse por sus potenciales, las estrellas de bosones también pueden tener
carga al acoplar el campo bosoénico con el campo electromagnético en la lagrangiana del
campo escalar [16] . Mientras que por otro lado existen estudios sobre estrellas de bosones
rotantes [17] que surgen de considerar las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon en simetria
axial y considerar una dependencia periédica sobre el angulo azimutal en el campo escalar.

Recientemente fue encontrado un nuevo tipo de estrellas de bosones que generaliza a las
mini-estrellas de bosones en términos de un niimero de momento angular

(V-1)

t= ,
2
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en donde una estrella de bosones esféricamente simétrica es construida con N campos esca-
lares, cada uno asociado a un armoénico esférico con parametros £, m pero cuya configuracion
total (esto es, al sumar todas las contribuciones) es independiente de los d&ngulos 6 y . Estas
se denominan ¢—estrellas de bosones y fueron presentadas en [18].

Por tltimo; existen estrellas de bosones diferenciadas del resto por la forma de la gravedad que
mantiene su configuracion [19], siendo estas estrellas de bosones newtonianas en el contexto
de la gravitacion de Newton y Q-balls en el caso sin gravedad. Las estrellas de bosones
newtonianas describen con relativa precision aquella porcién de estrellas de bosones poco
compactas. Mientras que por otro lado las Q-balls son soluciones de tipo soliténico a la
ecuacion de Klein-Gordon para un campo escalar que no autogravita, es decir que existen
en el espacio plano en ausencia de gravedad,

Masa Critica: Una estrella como nuestro Sol previene su colapso gravitacional en virtud
de la presion generada por las reacciones nucleares de fusion dentro de él. Cuando estas
reacciones tienen su fin, otro mecanismo debe proveer con la presion necesaria para mantener
la estructura de la estrella. Una enana blanca es una estrella que contrarresta la accion de la
gravedad con la presion de degeneracion de los electrones, es decir el principio de exclusion
de Pauli. El limite de Chandrasekhar establece que cuando la masa de la estrella es mayor
a 1.4M, este tltimo mecanismo no es capaz de detener el colapso gravitatorio. En este caso
la presion de degeneracion de los neutrones es la que toma el papel del combustible de la
estrella. Por otro lado una masa mayor a 3M se verd sometida a un colapso gravitatorio
total, formando un agujero negro.

Ahora, en una estrella de bosones jqué es lo que la mantiene “en contra” de la fuerza de
la gravedad? Parece ser que una estrella de bosones en equilibrio se mantiene unida por el
balance entre la fuerza gravitacional atractiva y una presion que puede verse como aquella
que surge del principio de incertidumbre de Heisenberg.

Numeéricamente se ha encontrado que para las mini-estrellas de bosones, la masa maxima

m2
permitida es M = 0.633m—‘<’;7 a este valor se le llama limite de Kaup [12]. Aqui my, se refiere
a la masa de Planck m, = \/hc/G.

Las estrellas de bosones son objetos compactos que tienen ciertas analogias con las estrellas
convencionales. En particular con las enanas blancas y las estrellas de neutrones, pues estas
comparten la propiedad de tener una masa critica. Es de especial interés en este trabajo ver
hasta donde pueden llevarse a cabo estas analogias entre estos dos tipos cualitativamente
distintos de configuraciones de equilibrio, ya que por ejemplo la teoria newtoniana predice
condiciones sobre la masas maximas en las enanas blancas y estrellas de neutrones, asi como
cotas para su compacidad.

Las ecuacion de Tolman—Oppenheimer—Volkoff describe la configuracion en equilibrio hidros-
tatico de la idealizacion de una estrella, es decir el de un material isotrépico y esféricamente
simétrico, si satisface las condiciones de frontera en la superficie de la estrella que consisten
en pegar con la solucion de vacio de la relatividad general. Si p(r) y P(r) son la densidad y
la presion del fluido definidas a una distancia de radio-area r del centro de la configuracion,
y resolvemos las ecuaciones de Einstein en la métrica
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9 -1
ds? = —e"ctdt? + (1 - GLp) dr® + r*(d6® + sen® 0dy?) (1.15)
re
obtenemos [20]
C;—T = 47T7“2p,
dv [ 2 \dP
dr P+ pc? ) dr’ (1.16)

P _ Gm (PN () AP\ () 2Gm -
dr — r2 pc? mc? rc? '

Este sistema de ecuaciones describen casi por completo a una estrella de fluido, sin embargo
nos falta una ecuaciéon. La termodinamica indica que la temperatura 7', la densidad p y la
presion P no son independientes entre si ya que existe una ecuaciéon de estado, por ejemplo
para la temperatura T = T'(p,p). Si estamos interesados en el estudio de estrellas frias,
entonces la condiciéon T° = 0 implica la existencia de una ecuacién de estado barotropica
P = P(p), que proporcionaré la ecuacion faltante, sin embargo no es la tnica aproximacion
que nos puede llevar a una ecuaciéon de estado barotrépica.

Este es el equivalente en el caso de fluido perfecto, a las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon
que describen al campo escalar y que seréan obtenidas en el Capitulo 2.

Varios resultados sobre este sistema son ampliamente conocidos, uno de ellos es que su limite

no-relativista, donde

2
P < pc? m <K % (1.17)

El sistema de ecuaciones se reduce a uno més simple que contiene a la ecuaciéon de Poisson
al definir v = 2¢/c?, y a la ecuacion de equilibrio hidrostatico newtoniano:

dm

W :47T7“2p,

dp  Gm

v _Z 1.18
dr r2 P ( )
b __Gm

dr 12

Si asumimos que estamos estudiando materia con densidad de masa positiva, y cuya presion
sea una funcién monétonamente creciente de la densidad, entonces el Teorema de Buchdal
asegura que en el contexto de la relatividad general (1.16), la compacidad de la estrella esta
acotada por arriba:
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M Ac?

<= 1.19
R 9G (1.19)
Donde M = m(R) y R es el valor del radio de las esferas que define la frontera entre el
interior y exterior de la estrella. En cambio en la teoria newtoniana de la gravedad (1.18),
limites a M independientes a la ecuacion de estado P = P(p) no existen (véase seccion 6.2

en [21]).

Otro resultado conocido es que al integrar el sistema Tolman—Oppenheimer—Volkoff para
distintos valores de la densidad central pg, con lo que la masa gravitacional es funciéon de py,
el perfil de masa muestra un valor critico maximo para un cierto valor de densidad central
Pty parte las soluciones en dos ramas, la de la derecha (py > pi't), inestable y la de la

izquierda (py < p§™) estable.

Si se consideran las ecuaciones de equilibrio hidrostatico newtoniano (1.18) para un politropo,
es decir una solucion a la ecuacion Lane-Emden que no es otra cosa que la ecuacion de Poisson
al utilizar la expresion para equilibrio hidrostatico con ecuacién de estado P o pH% [20],
entonces la forma funcional de M (pg) es

Mxpm (1.20)

Donde n € NU{0}; el llamado indice politropico. Para n < 3 tendremos una estrella estable e
inestable para n > 3. Esto quiere decir que dentro de la aproximacion newtoniana las estrellas
pueden reproducir el fenémeno de masa critica, desde ambas ramas de M (py), dada una
ecuacion de estado de tipo politropica. Mencionamos que del mismo modo pueden obtenerse
densidades criticas bajo la suposicion del fluido politrépico para el caso de relatividad general,
resultando en que tanto la gravitacion de Newton como al de Einstein permiten obtener masas
criticas de las estrellas.

Por otro lado, mostraremos que en las estrellas de bosones la aparicién de una masa critica
es una propiedad que aparece Gnicamente al resolver el sistema Einstein-Klein-Gordon pero
no al resolver su contraparte de campo débil. Esto sera demostrado en el capitulo 4.

La existencia de una masa critica para las estrellas de bosones existe, a continuaciéon se
expondra sobre su estabilidad y la analogia con las estrellas de fluido en términos de las
ramas estables e inestables.

Estabilidad Gravitacional de las Estrellas de Bosones: En el capitulo 4 discutiremos
la forma que tienen las soluciones del sistema Einstein-Klein-Gordon para el caso de simetria
esférica y con campo escalar ® con dependencia armoénica (determinada por un parametro
w de frecuencia angular) en al tiempo. Veremos que w juega el papel de un eigenvalor que
toma de entre todas las soluciones posibles, aquella que satisface las condiciones de planitud
asintotica, sin embargo obtendremos que existe un conjunto de valores discretos acotados
por debajo, que satisfacen esta condicion. A la solucién con el valor minimo de w se le
llama estado base y posee cero nodos (ver Figura 1.2) en el perfil del campo escalar ®(r).
Las frecuencias sucesivas poseen perfiles de campo escalar con uno, dos, etc. nodos, y se les
denomina estados exitados.
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Figura 1.2: Estado base y estados excitados de la estrella de bosones.
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---- Estado Excitado (un nodo)

—-—- Estado Excitado (dos nodos)
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Una estrella de bosones en su configuracion estacionaria, estd completamente determinada
por el ntimero de nodos y un valor® “inicial”; por ejemplo el valor del campo en el centro de la
estrella ¢g. En prinicpio cada soluciéon tendra una masa total asociada M, que andlogamente

a las estrellas frias, puede escribirse como funcién del campo central: M (¢y).

En el primer trabajo que realizé un analisis no-lineal de estabilidad a las estrellas de bosones
resolviendo el sistema Einstein-Klein-Gordon numéricamente [22], se encontr6é que el valor
critico ¢ep que maximiza M (ver figura 1.3) divide las soluciones en estables para ¢g < @erit
e inestables para ¢g > ¢, comprobando el anélisis lineales de estabilidad que ya se habian
realizado con anterioridad.

3Veremos que w no tiene una relacién uno-a-uno con las posibles soluciones, por lo que no es un buen
pardmetro para usar. Es decir existen frecuencias para las cuales existen dos o mas soluciones posibles, que
poseen diferentes masas totales, por ejemplo.
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Figura 1.3: Masa de la estrella de bosones en funcién de ¢, en este caso para el estado base.

¢crit

b0

Posteriormente fue encontrado que las estrellas de bosones en estados excitados son inesta-
bles ante perturbaciones genéricas en todo el rango de soluciones [23|. Acerca de la dinamica
posterior a la perturbacion de las estrellas inestables se sabe que los estados excitados de
menor masa transitan hacia un estado estable (base), mientras que los otros casos de inesta-
bilidad, tanto para el caso base como para los excitados, las configuraciones colapsan hacia
agujero negro, se dispersan hacia infinito o migran hacia estados estables, manteniéndose
“oscilando” entre estados cercanos a estos.

Por el contexto de este trabajo, es importante mencionar que las soluciones estables al
perturbarse, oscilan con una frecuencia caracteristica v que en el limite no-relativista tiene
la expresion analitica [22]

™ mchM

YT UmeR? 2R

(1.21)

1.3.3. Agujeros de Gusano

A comienzo del capitulo hemos mencionado la motivacion de describir configuraciones gravi-
tatorias que involucren campo escalar: el objetivo de la tesis es proporcionar las ecuaciones y
las condiciones necesarias en donde el limite no-relativista es aplicable y si bien en esta tesis
no se construird la version newtoniana de ningin agujero de gusano, nos parece relevante
por el trabajo a futuro, exponer aqui la existencia de agujeros de gusano constituidos por
campo escalar.

La motivacién fisica de la existencia de campos escalares que formen agujeros de gusano es
muy diferente a aquella de la existencia de estrellas de bosones. El trabajo [24] indica que
ciertas tensiones presentes en cosmologia pueden ser interpretadas como evidencia de una
energfa oscura no-constante, esto es con una ecuacion de estado w(z) variable en el tiempo
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(z se refiere al redshift). Los resultados que obtienen indican que existen periodos de tiempo
en los cuales w(z) es menor a menos uno. Una manera de modelar este comportamiento de
la energia oscura es invocar un campo escalar fantasma en conjunto con un campo escalar
canbdnico de quintaesencia, llamado quintom. Los campos fantasma constituyen material
para la construccion de un agujero de gusano; dos ejemplos de esto se mencionaran en esta
subseccion.

Einstein y Rosen en un intento por construir una particula elemental utilizando la relatividad
general |25], utilizaron una solucion extendida de Schwarzschild al pegar dos areas de espacio.
Hoy en dia el puente de Einstein-Rosen, que es como se le denominé a esta solucion desde
entonces, se entiende en términos de la extension de coordenadas de Kruskal-Szekeres y de la
unién entre un agujero negro y un agujero blanco. La solucién de Schwarzschild es la primer
solucion exacta de las ecuaciones de Einstein. Esta es una soluciéon de vacio, exterior a un a
un cuerpo estatico y con simetria esférica

2GM 2GM\ !
d52=—(1— G )c2dt2—i—<1— G ) dr? 4+ r2dQ? . (1.22)

donde d0? = db? + sen? Odp?.

La solucion de Schwarzschild tomada como vélida para todo r > 0, describe el espacio-tiempo
completo resultante, con una singularidad inamovible en el centro. A esto se le conoce como
agujero negro de Schwarzschild.

Considerar todas las geodésicas que no terminan en una singularidad inamovible permite
construir la extension analitica méaxima de un espacio-tiempo. La variedad de Kruskal es la
extension analitica maxima de la solucién de agujero negro de Schwarzschild.

Las coordenadas que permiten esta extension son las coordenadas de Kruskal-Szekeres, de
las que se habl6 antes:

~ (1) e senn (1 ) (123)
X = (2(;\/1 - 1)1/2 e"/4GM cosh (4(}’;]\/[) : (1.24)
para r > 2G'M.
T = ( - 26:]\/[> / e"/4GM senh (ZLCJLM) : (1.25)
X = (1 — zéM)l/Q e"/4GM ¢osh (ALCJLM) : (1.26)

para 0 <r < 2GM.

En estas coordenadas la métrica de Schwarzschild toma la forma
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R ey
r

ds® (—dT? +dX?) + r2d?, (1.27)

para r > 0.

Usando las definiciones de X y T podemos encontrar que 7% — X2 = (1 — r/2GM)e"/?M
por lo que el horizonte de eventos r = 2GM se encontrara dado por las rectas X = £7 y la
singularidad r = 0 estd dada por las hipérbolas T? — X? = 1. Esto tltimo quiere decir que
existen dos singularidades: T'= +v/1+ X? y T'= —v/1 + X?2. De la misma manera podemos
darnos cuenta que existen dos regiones asintoticamente planas [26]. Este par de observaciones
implican la existencia de otras regiones que el sistema de coordenadas 7', X podrian cubrir. En
total, la variedad de Kruskal se puede dividirse en cuatro regiones separadas por horizontes
de eventos.

Un nuevo cambio de coordenadas de la forma T+ X =tan (¢ 4+ &) y T — X = tan (¢ — )
permite la construcciéon de un diagrama conforme donde las cuatro regiones de la variedad
de Kruskal pueden distinguirse en una sola figura. Por supuesto, una discusion sobre el
significado y la utilidad de este tipo de diagrama es mucho mas amplia, sin embargo aqui
lo hemos utilizado para una tener una visualizacion clara. La region 1 y II se refieren a la
solucion exterior y el agujero negro respectivamente, mientras que las regiones III y IV se
refieren a la otra solucion exterior y al agujero blanco.

Figura 1.4: Diagrama conforme del espacio-tiempo de Schwarzschild extendido

IIT - (Region Exterior)

IV - (Agujero Blanco)

r=20

La superficie tipo espacio con T'= 0y a t = 0 encajada sobre el espacio euclideo forma un
paraboloide de revoluciéon que “conecta” a las regiones asintoticamente planas I y III. Justo
en la frontera entre estas dos regiones se forma la parte més angosta de esta superficie la cual
se denomina garganta. A esta conexion se llama puente de Einstein-Rosen o bien agujero de
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gusano de Schwarzschild. Cruzar el agujero de gusano de Schwarzschild es imposible, pues
la tnica manera de pasar de cruzar de I a III o de III a I es golpeando la singularidad en el
primer caso o entrando al agujero blanco (que por definicion es imposible) en el segundo.

Morris y Thorne estudiaron la cuestion de la atravesabilidad de los agujeros de gusano [27],
mostrando que para mantener abierta la garganta del agujero de gusano es necesario utilizar
materia exdtica (mas precisamente, que viole la condicion de energia nula).

La solucion exacta de Ellis-Bronnikov, encontrada en 1973 independientemente por Kirill
Bronnikov y Homer Ellis [28, 29| consiste en un agujero de gusano estatico, con simetria
esférica y que tiene la propiedad de ser atravesable, aunque inestable [30] ante pulsos de
campo escalar exotico y normal. El material que constituye a este agujero de gusano es un
campo escalar real sin término de masa ni potencial, acoplado a la gravedad y con polaridad
opuesta a la comun, es decir con un menos general en la lagrangiana de materia.

Los detalles sobre la obtencion de esta solucion exacta del campo escalar se encuentran en
el siguiente capitulo. No obstante a este momento ya es notoria la aplicabilidad del campo
escalar. Por ejemplo, agujeros de gusano de un campo escalar tanto real como complejo con
un potencial con término de masa y autointeraccion es obtenido en [31, 32|



Capitulo 2

Ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon

2.1. Campo Escalar Complejo en Relatividad General

En el capitulo anterior se mencion6é que las ecuaciones que describen a un campo escalar
complejo acoplado a la gravedad pueden ser obtenidas por medio del principio de minima
accion sobre la accion total S = Sy + S, explicitamente:

S:

4
¢ /d4x\/—gR+/d4x\/—g£q>, (2.1)
167G

donde la lagrangiana del campo escalar es

1
Lo=—5- [V, 2*V'd + U(|2")] . (2.2)

A diferencia de la lagrangiana definida en la expresion (1.9), hemos anadido el factor 1/2x pa-
ra tener libertad en la elecciéon de unidades y normalizacion del campo escalar. Mas adelante
se elegird una k.

La lagrangiana £ es funcién de ciertos campos tensoriales definidos sobre la variedad que
conforma el espacio-tiempo. En particular el principio de minima accién determina al campo
tensorial g"” del cual es funcion la lagrangiana, tal que S sea extremizada. Esto es equivalente
a pedir que la derivada variacional de S respecto a la métrica debe ser cero, es decir

4 —_— J—

05 :/d41’ ¢ 5(\/ gR) + 5(\/ gﬁ@) 5gu1/

dghv 167G dgrv Sqghv
' (R R 0V=g\, 1 d(/=Le)]

— [ dtz | -£ S ()

/ ) {16’%@ (59“” " V=g 0g"” ) i V=g  ogm 9097 =10

(2.3)

Esto se satisface en general si

17
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SR R 6y=g  16nG 1 6(y/=gLa) 2.4

Sg =g dg ct V=g g

Para obtener el lado izquierdo de la ecuaciéon necesitamos conocer las derivadas variacionales
del escalar de Ricci y de la raiz cuadrada de menos el determinante de la métrica; 52% y

5/ =g . Y
59W9 . Para el escalar de curvatura, la variacion de R puede obtenerse de la variaciéon del

tensor de Ricci que a su vez son la variacion del tensor de Riemann. Para ello nos vamos
hasta los términos que son variaciones de los simbolos de Christoffel ') definidos por

1
Lo =150 = 59" (0o + ogow — Duuo) - (2.5)

los cuales pierden su caracter no-tensorial [26, 33] una vez que actia §. Para mostrar esto,
observamos que de acuerdo a la ecuacion (2.5), T') transforma con la féormula (de donde es
notorio que no transforma como un tensor debido a la presencia del segundo término)

8x”\3_xk8x_m _ oxd 9zt 9%
Azt Oz'e oz ™ Qo Az Oxddxf

I, = (2.6)

ante una transformaciéon de coordenadas

xt — ",

De esta manera, la diferencia (I'), +6I'2 ) — T} cancela los segundos términos de la ecuacion
anterior, y por lo tanto 62 transforma como tensor.

A

vo)

Esto quiere decir que la derivada covariante puede actuar sobre 0I'7,_, de la manera en la que

estd definida para un tensor @2, de rango (2,1):
A A A spa A A
VHQUV = ,U«Qm/ + F,uaéro'y - Fﬁacsrﬁy - FZV(SFUV )

entonces

Vbl = 0,005, + T, 000, — T 605, — I),0T. . (2.7)

Con lo cual la variacion del tensor de Riemann definido por
G = 0, — 0,13, + 0,15, —T0, TG,
es
oRg,, =0,013, — 0,05, +T'g,0I'g, +oI'g, I'G, —17,0IG, —ol'g,I'G,
=(0,0T 55 + T,0T7 5 —T7 6005 — Fzﬁél“l‘fw)— (2.8)
— (0,015 + T7,005 5 — 7 0Tg5 — T 50T )
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en donde aparecen derivadas covariantes de la variacion de los simbolos de Christoffel como
en (2.7), por lo tanto

SRS, = V,0T% — V,6T%. (2.9)

Contrayendo para obtener el tensor de Ricci y luego contrayendo este para obtener el escalar
de Ricci se obtiene

SR = R6g" . (2.10)

En el proceso se ha utilizado el teorema de Stokes sobre una derivada total que en principio
aparece bajo el signo integral de la accion, por lo que las variaciones sobre la frontera al
anularse, anularédn a estos términos.

Por otro lado, la variacion del determinante de la métrica, puede obtenerse con la férmula
de Jacobi del algebra de matrices, la cual da la derivada del determinante de una matriz en
términos de la matriz adjunta y la derivadas de esta. Lo cual lleva a que

09 = 99" g - (2.11)
Por lo que
5y/—g = __\/2_99“”59#". (2.12)
Resumiendo, tendremos 52% =R,y %ﬁ = —@gw. Obtenemos al sustituir en (2.4):
1 811G 2 6(/—gL
Ru — =guwR = —= |- V=9La)| (2.13)
2 e Y )
Por lo que definiendo
2 0(/—gL
T, =— (V=9La) (2.14)

V=g g

obtenemos las ecuaciones de Einstein.

1 8rG
R,uu — §gMVR = 77—‘#,, . (215)

Estas son las ecuaciones de campo en relatividad general. Reconocemos el tensor de Bianchi-
Einstein definido anteriormente y dado por

1
Gw/ - R,uu - igMVR’
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el cual por construccion matematica tiene divergencia cero.

Calculamos (2.14) usando (2.12) para el caso que nos concierne, es decir el tensor de energia-
momento para el campo ® con un potencial escalar U(|®|”) en la lagrangiana (2.2):

. 2 5(y/=gLa)

Vg g
0L
— e, (2.16)
10 af 1 aB * 2
= Eégwj (g 8a85(1)) - ﬂguu [g aozq) aﬁq) + U(|(I)| )] :

Ahora bien, el término d¢g*®/6g"” que hay que calcular en el primer término de la ecuacién
anterior, no es simplemente la multiplicacién de dos deltas, si no que debe ser simetrizado:

09*" 1 o5 sa
g 5(%55 + 8580 - (2.17)
Por lo tanto
1 * * af} * 2
T = o [0,9°0,® 4 0,99, P — g, (9*70.9*0s® + U(|®]"))] . (2.18)

La constante x es una constante que se fija de acuerdo a las unidades que queramos para
®, de tal manera que el tensor T, tenga las unidades de presion requeridas. Si en este caso
elegimos

los términos de doble derivada, asi como el término m2c?/h* (en el caso de campo libre)
tienen unidades de uno sobre distancia al cuadrado, entonces al comparar unidades en

(2.19)

Gl = |51

ct

se deduce que k debe tener unidades inversas a Sg—f de manera que por conveniencia elegire-
mos

B G

K
ct

(2.20)

Entonces

C4

T = 166 {0,9°0,® + 0,2°0,® — g, [9*70.2*9s® + U(|12|*)] } (2.21)
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o bien, con un indice contravariante y el otro covariante:

C4

Si nuestro problema fisico involucrara a un campo escalar con término de masa, entonces
una distancia caracteristica en el sistema quedaria definida por el inverso de p

p=—-, (2.23)

que tiene unidades de uno sobre distancia.

Es decir, el campo define una distancia caracteristica. Pero supongamos que estamos resol-
viendo el problema del campo escalar autogravitante en el contexto de un agujero negro o
por ejemplo en un fondo cosmologico, en este caso tendremos dos distancias caracteristicas
en nuestro problema. Llamemos R, a esta distancia caracteristica del problema que podemos
extraer del tensor de Einstein con el término 1/R2.

Consideremos que z' (en donde seguimos la notacién para indices latinos en relatividad
general: i = 1,2,3) se refiere a las coordenadas cartesianas. Entonces podemos definir las
coordenadas adimensionales (cartesianas)

ct = Ro.@o s

| | 2.24
z' = Ryi'. (224)

Podemos reescribir (2.21), en estas coordenadas:

. 1 C4 1 % * g,u,I/ af * 2 2
TNV = R—g% {5(8‘&@ &;CI) -+ aﬁq) @;CI)) — 7 g (%CI) 8/3,(1) + ROU(|(I)| )] . (225)

En donde las 0, se refieren a la derivada respecto a la coordenada #* (u =0,1,2,3).
Definimos ahora el tensor de energia-momento adimensional TW:

C4 ~

T, =—=T,. 2.26
K 87TGR3 i ( )
Y el tensor de Einstein adimensional
1 4
G/U/ = R_(Q)Guu- (227)

A través de los cuales la ecuacion (2.15) se lee
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Gy =T - (2.28)

Esto sera util mas adelante cuando queramos olvidarnos de las constantes y definir en mil-
tiplos de qué cantidades introduciremos las variables a los codigos de integraciéon numérica.

Las ecuacion de Klein-Gordon es la ecuacion de movimiento para el campo escalar. Esta no
es independiente a las ecuaciones de Einstein ya que puede ser obtenida de la expresion de
conservacion V, 7" = 0 o bien al variar la accion (2.1) respecto a ®*. El segundo camino es
mas directo [34], del cual obtenemos

5 1 d
e =3 [ ' [0ty - v=g )
(2.29)
1, . dU
_ 2/d Y {v Vo d|q)|2<1>] |
Por lo tanto
(D _ dUQ) d=0. (2.30)
d|®|

du

P debe ser multiplicado

Si quisiéramos reescribir en las coordenadas z* entonces el término

por R2: (m_m dU)@:o.

0djef

2.2. Soluciones Exactas

Usualmente a quienes es expuesta por primera vez la matematica detras de la relatividad
general, se les dice que dada la complejidad de las ecuaciones de Einstein, existen pocas
soluciones exactas y que las que existen son resultado de un gran ntimero de suposiciones y
simetrias. Esto es cierto, siempre y cuando se contextualize que se esté refiriendo a soluciones
exactas que tengan relaciéon con alguna situacion fisica real, pues en el sentido estricto cual-
quier campo tensorial g, es solucion a las ecuaciones de campo, tomando como definicién
de T},, 1o obtengamos del otro lado de la ecuacion.

En el contexto de relatividad general en acople minimo con el campo escalar, existen so-
luciones exactas no muy conocidas, o al menos no tanto como las soluciones de vacio de
Schwarzschild o Kerr. En estas soluciones no solamente se imponen condiciones sobre el T},,,
o propiedades algebraicas sobre I?,, o ciertas simetrias como habitualmente se hace en los
métodos de generacion de soluciones exactas [35], sino que se trabaja directamente sobre el
tensor de energia-momento de un campo escalar.

Tres ejemplos de soluciones exactas seran dadas a continuacion, para ilustrar la aplicaciéon de
las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon. Una solucién exacta ya ha sido dada en el capitulo
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1; nos referimos a el agujero de gusano de Ellis-Bronnikov que surge de considerar un campo
escalar fantasma con potencial nulo en simetria esférica y espacio-tiempo estético.

Otro par, es de interés exponer en este trabajo. Estas son encontradas para el caso de campo
real, y corresponden a la solucién no trivial de campo escalar con potencial nulo, estatico, en
simetria esférica de Janis-Nweman-Winicour-Wyman y la solucién para un colapso de campo
escalar de Husain-Marinez-Nunez.

La solucién de Ellis-Bronnnikov El tensor de energia-momento para el campo escalar
real estd dado por la expresion

T3, = 0,00,0 — g %aaqﬁ@ggb +U(9)| , (2.31)

mientras que la ecuacion de Klein-Gordon

06 =55 =0, (2.32)

donde [ = V#V,,.

Sin imponer el potencial U, quisiéramos encontrar la solucién mas simple a las ecuaciones
de Einstein, con la geometria de un agujero de gusano.

Tomemos el elemento de linea estatico y con simetria esférica

dz?

A(z)

ds* = —A(x)Adt* + + R*(z)dQ?.

De tal manera que tomando la resta de las componentes tt y xx de las ecuaciones de Einstein
que se obtienen al considerar este elemento de linea y el tensor de energia-momento para
campo escalar (2.31), se obtiene al integrar una vez

()1

Aqui m aparece como constante de integracion.

La soluciéon més simple se obtiene poniendo

R=(2* +a*)'2. (2.34)

Donde a es el radio de garganta.

Lo cual al incorporarlo al sistema completo de Einstein-Klein-Gordon se obtiene al integrar
nuevamente que el coeficiente métrico A(z) debe satisfacer:
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A(x) c 1 3m ax
a’+x

xr
B mt et (g o) (2:3)

donde m es una constante de integracion. Por lo tanto el campo escalar es

¢ = +arctan(z/a) + ¢o , (2.36)
y el potencial
C R?>+22% 3m (3ax R?+ 22? x
U=-2"®m ~ & ( BT wetan a) ’ (2:37)

C otra constante de integracion. Y bien, en términos de ¢

U(gp) = —%(3 —2cos® ¢) — SCL—ZL [3sen ¢ cos ¢ + ¢(3 — 2cos” ¢)] . (2.38)

Sin embargo el comportamiento asintético de A implica condiciones sobre los valores de m

y C.

., A(z)  2aC +£3mm
lim = .
z—too R%(x) 2a3

Por ejemplo si queremos que la solucion sea simétrica a ambos lados de la garganta, entonces
m = 0. Y si pedimos que el espacio-tiempo sea asintéticamente plano en ambos universos
lim, ,+ A(x) = 1 entonces debemos requerir m = C' = 0.

A esta solucion con ¢ = arctan(z/a) + ¢o, U =0y

ds* = —2dt* + da® + (2* + a*)d? (2.39)

se le conoce como agujero de gusano de Ellis-Bronnikov.

La soluciéon de Janis-Newman-Winicour-Wyman Para un potencial de un campo
escalar real U(¢) = 0, existe una solucién exacta (y tnica, en el sentido de que es la maés
general con estas caracteristicas enlistadas a continuacion) a las ecuaciones de Einstein con
un campo escalar como componente de materia, que describe un espacio-tiempo con simetria
esférica y estatico. Esta solucion ademés posee la propiedad de ser asintoticamente plano y
estable ante perturbaciones escalares.

Esta solucion fue descubierta por Janis, Newman y Winicour [36] e independientemente por
Wyman [36]. Considerando ® = ®* = ®(r), g,, = g,,,(r) para calcular el tensor de energia-
momento (2.22) e introducir en las ecuaciones de Einstein. Se obtiene que el elemento de
linea debe ser el siguiente
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en donde

1
ar = 57’0(# +1) p=v1+202. (2.41)

Con pardmetros libres o y 7.

Teniendo como solucién para el campo escalar

1— o=
cp:fln(Haﬁ) . (2.42)
K 3

2

Notese que aqui nuestra definicién de campo escalar tiene un factor extra que lo vuelve
adimensional. Por lo que al comparar con la referencia, donde ademas utilizan unidades
geometrizadas (G = ¢ = 1), notaremos la modificacion en la formula para el campo escalar.

Aqui los parametros libres o y rq al tomar los valores 7y = 0 recuperamos el espacio-tiempo
de Minkowski, y por otro lado o = 0 nos lleva a la métrica de Schwarzschild [36]. En términos
de otros parametros m y ¢ y de otro par de definiciones:

2
v=  b=2/m ¢ (2.43)

La métrica en (2.41) y el campo escalar toman la forma

2 b\ 2 b AN
ds"=—(1——=) cdt"+ (1— - dr 4+ (1— - rdQ”, (2.44)

r r r

d = @m (1 - g) . (2.45)

La curvatura del espacio-tiempo y ® son singulares en r = b.

La soluciéon de Husain-Martinez-Ntunez Husain, Martinez y Ntnez encontraron en
[37], una solucién exacta no-estatica para un campo escalar real sin potencial, que describe
el colapso gravitacional de este.

dr?

ds® = (At + B) | —f*(r)cPdt* + 720

+ R*(r, 1)dQ?, (2.46)

donde
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20\ 20\ ¢
f2(r) = (1 — 7) R*(r,t) = (At + B)r? (1 — 7) : (2.47)
A, B, C' son constantes y
V3
=+—.
T
Teniendo como solucién para el campo escalar
1 20\ “/V?

®(r,t) =+——1In At+B\/§(1——) . 2.48
() = £ In | (A1 + B) c (2.45)

Aqui de nuevo hemos utilizado como definicion del 7}, aquel que ya lleva un coeficiente mul-
tiplicativo ¢*/87G. El campo escalar al entrar tinicamente derivadas de ¢l en las ecuaciones
de Einstein-Klein-Gordon, se puede redefinir sumando una constante.

Un punto a resaltar a cerca de esta solucion es que existen singularidades dada la curvatura
B

del espacio-tiempo, parar =2C y t = — 7.
Los valores de lo parametros A y C' determinan casos de métricas estaticas y no-estaticas, asi
como casos homogéneos e inhomogéneos, cada caso posee distintas propiedades cualitativas
en términos de las singularidades y los horizontes aparentes presentes. El caso A = 0, C' # 0,
al reabsorber el parametro B por un cambio de coordenadas, tenemos el elemento de linea

-«
+ 7 <1 — E) dQ?, (2.49)

r

20\ “ dr?
d82 = | — (1 — —O) Czdt2 -+ %
r (1-25)

que describe un espacio-tiempo estatico. Esta métrica coincide con la solucion de Janis-

Newman-Winicour-Wyman, en particular con la forma de Wyman en (2.44), con v fija e

igual a %g(: +a) y bigual a 2C.

2.3. Ecuaciones en Simetria Esférica

A una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein, se le pide que las funciones métricas
y todo aquel componente del tensor de energia-momento, como en nuestro caso el campo
escalar, estén dados a lo més en términos de funciones analiticas conocidas.

Si bien la simetria y las suposiciones sobre los ejemplos que abordaremos en este trabajo
simplifican bastante el problema, las ecuaciones diferenciales que resultan no pueden ser
integradas analiticamente, por ello es conveniente dejar expresadas las ecuaciones de una
manera que pueda ser introducida por los métodos de integracion numérica a algtn lenguaje
de programacion, por ello hemos redactado este capitulo en el que obtenemos las ecuaciones
diferenciales listas para ser integradas.
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La integracion numérica que deberemos realizar en estos casos se complica cuantimas quera-
mos imponer condiciones al infinito sobre las soluciones, por ello en la seccion 2.4 discutimos
los métodos numéricos necesarios para ello.

Las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon en simetria esférica pueden presentarse en distin-
tas coordenadas. Una elecciéon de norma puede aplicarse para poder resolver un problema en
concreto. Un ejemplo de elemento de linea general en simetria esférica es en términos de las
variables Arnowitt-Deser-Misner (ADM), (las cuales seran a: funcion de lapso, [3: componen-
te radial del vector de corrimiento, v: componente radial-radial de la tres-métrica). De las
tres funciones métricas que contiene este elemento de linea, se mantienen la libertad de ele-
gir coordenadas y establecer relaciones entre estas funciones, para simplificar las ecuaciones,
esto es utilizado por ejemplo en [38].

Eligiendo coordenadas, la métrica tipo ADM con simetria esférica esta dada por

ds? = —a?Edt* + 7*(dr + Bedt)? + r2dO?. (2.50)

Donde «, 8 y v dependen tnicamente del tiempo y del radio de area. En la referencia los
autores definen un conjunto de variables las cuales resultan convenientes para sus proposi-
tos. En particular tienen la propiedad de simplificar el tensor de Einstein, por lo cual las
utilizaremos en este trabajo también:

B
== 2.51
v (2.51)
m = 2(1 F2— 7). (2.52)
Con las cuales el elemento de linea en (2.50) es
a5t =~ (1222 e 4 0 catar + 2 4 a0 (2.53)
A r A A ’ '

dondeA:1—27m+V2.

Usualmente la libertad de norma se encuentra en la eleccion de la funciéon de lapso y el vector
de corrimiento, sin embargo en términos de las nuevas funciones esta libertad queda en v.
En estas coordenadas podemos calcular las componentes del tensor de energia-momento por
medio de la ecuacion (2.22):
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ct o*P 2m
T = — 1—— )oY +U(|®
t 167G | o2 * ( r ) +U(en)
ct om\ - : vd*P
T = 1—"— | (®*® + d*'®) + 2
K 167G ( r ) ( * )+ o ] ’
(2.54)
Tt _ PERTN A X ) B Ql/(i)*(i)
" 167G a? a ’
ct P*P 2m
" = 1—=— | oY —U(|D])] .
" 167G | o2 + ( r ) (1)
Aqui hemos acortado la notacién con "= 0, y ' = 0,. Ademés se puede realizar la siguiente

abreviacion: Las variables ADM definen un vector unitario con direccion hacia el futuro; este
vector define una derivada normal (también llamado operador de evolucién) D = n*d,, que
esta dada por

1
co

D = (9t - Var . (255)

Esta, a su vez, define una variable auxiliar, la derivada normal del campo escalar II =
D®. Esto es similar a la definiciéon de los momentos conjugados de la teoria de campos,
mencionados en el capitulo 1. En realidad son cuatro las componentes del momento canénico

(2.56)

Tomando la primer componente, que corresponde a la expresiéon mas cercana a la definicién
de momento de la mecanica clasica

0 2
0P

(2.57)

Que al insertar la densidad lagrangiana para nuestro caso, definida en 2.2 y realizar el algebra
para la métrica definida en (2.50) la cual esté escrita en las coordenadas z# = (t,r,0, ¢),
obtenemos
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0 [ & pit [V, 0V + U(|D)]
™= — —
od | 160G 2 LoH
= Zgm V.8V, 5"
27 90,0 (Vi @V, @) (2.58)
:E ,uzzata (I)*:f tl/aq)*
2g n-v 2g v
K *
=3 (9" 0, 9" + ¢"0,9%) .
Calculamos las componentes del inverso de (2.50) obteniendo
1 v 2m
t_ tr _ ot 7 -1 2.59
g 2n J=d= 9 . (2.59)

Sustituyendo en 7, vemos que el momento candnico define un operador de derivada que es
proporcional a la derivada normal D.

T=—— DP*. (2.60)

2co

Esto decir que Il queda relacionado con el momento conjugado en la teoria de campos 7w por
medio de la relacion

2
M=—""p (2.61)
K

Para el elemento de linea en (2.50) las componentes del tensor de Einstein estan dadas por:

2m’

t __
Gt - r2

_ om
Gt — 7"_27

(2.62)
Gt — _2 (Dm —rvDv + %) N 2ua! 7
ar?A ro?

_ 2m _m /
G: Q[VDm+( QT)(TDV r)}+2(1_2_m>a
r2A

Por otro lado la ecuaciéon de Klein-Gordon (2.30) es:
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. 1 Ad/ 2
H:a{yH’+A®”—|——A {1/7’ a —Dm—i—zz)—l—r(l——m) v+

Ad/ ! 2 d
+ 2 1—5—m+y2 my |22 -y 2 1—3—m+y2 <I>’——U2q) .
2r a T T 2r d|®|

Para ciertas aplicaciones sencillas como por ejemplo configuraciones estéticas u homogéneas,
es més facil proceder una vez que hemos elegido una norma. Sin embargo, es posible establecer
un método, siguiendo el procedimiento que hacen en el trabajo en proceso en [39] en el que
las ecuaciones de Einstein pueden comenzar a separarse en combinaciones que conforman
ecuaciones de constriccion o bien de evolucion. Por ejemplo las ecuaciones que satisfacen G,
GI — avGL y Gf son de constriccion para el primer caso y de evolucion para el segundo y
tercero:

2 | o*d 2
m = TZ [ -+ (1 - Tm) P + U(\(I)\Q)] , (2.64)
2 9 . . PP
=" [(1 - —m) (&0 + ¢¥') + 27 ] , (2.65)
4 r «
PP : :
b= —Ad +a {W’ + g n 2 [ - g . (cb*cb’ + fI)*’<I>> +(A+12) o — U(\cb\?)] }

(2.66)

Recapitulando: Se tienen 6 funciones (®, ', II, o, v, m). Dadas las condiciones iniciales para
el campo escalar y sus derivadas respecto a t y r, las ecuaciones de constriccién para «, vy
m (de las cuales hasta el momento, de constriccion sélo tenemos (2.64)) permiten calcular los
valores iniciales de las respectivas funciones métricas, luego evolucionando el campo escalar
junto con sus derivadas y las funciones métricas habremos resuelto las ecuaciones de Einstein.
Es importante notar que las ecuaciones de evolucién para la derivada temporal estd dada en
términos de la ecuacion de Klein-Gordon mientras que la evolucion para la derivada espacial
esta dada por (') = La(Il 4 v®).

Como ya se ha mencionado, la elecciéon de norma es importante si queremos proceder con
la obtencion simple del resto de ecuaciones. En una eleccion de coordenadas donde v = 0
se resuelven las ecuaciones por ejemplo para las estrellas de bosones, el método aproximado
en las pelucas escalares [38] y las {—estrellas de bosones. Otras alternativas utiles son la

norma v = 27’” (1 + 277”)_1/ 2 que corresponde a las coordenadas de Eddington-Finkelstein.
También es posible elegir v tal que satisfaga las condiciones de continuidad en sus derivadas,
que describan el espacio-tiempo de un universo de Friedmann perturbado [39].
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2.4. Meétodos Numeéricos

Como se explico en la Seccion 2.3, la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales y la
aplicacion de las condiciones de frontera especificas nos hacen recurrir a métodos numéricos.
Por ejemplo métodos de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias, métodos para
encontrar las raices de una funcion real de varias variables, y métodos para resolver problemas
con dos condiciones de frontera seran necesarios.

La implementacién de estos algoritmos forma parte de cualquiera de los textos clasicos de
métodos numéricos (por ejemplo [40]). En particular aqui se repasaran el método de Runge-
Kutta, el de Newton-Raphson y el shooting, para integraciéon de ecuaciones diferenciales,
raices y problemas con dos condiciones de frontera, respectivamente.

Runge-Kutta El problema al que nos enfrentaremos con el sistema Einstein-Klein-Gordon,
es a resolver N ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dy;(x)
dx

= fi(z,y1,- -, yn). (2.67)

Con N condiciones sobre las funciones y;. Tomemos primero N = 1, pues su generalizacion es
directa. La integracion numérica de la ecuacion diferencial para Z—g = f(=z,y) debe empezar en
algin lugar, digamos ;. La esencia de cualquier método de integraciéon es generar por pasos,
los valores siguientes de y(x) utilizando como pendiente al valor de f(z,y). En el sentido
estricto esta es la definicion del método de Euler, para el cual y, = yn,1 + hf(zn_1,Yn_1)
en donde se ha utilizado la informaciéon en z,,_; para pasar al punto z, = z,_1 + h. Donde

h > 0.

En general la secuencia y, estara dada por una funciéon de incremento A de la siguiente
forma:

Yn = Yn—1 t+ hA(xn—la Yn—1, h7 f) . (268)

Asi, la integracién numérica finalizara tras un cierto nimero de pasos, una vez alcanzado el
punto final del dominio xg,.

El error local de truncamiento 7, se define como el error que la ecuacién anterior induce en
el calculo de y(z) para una sola iteracion.

Tn = y(l‘n) — Yn—1 — hA<xn—1a Yn—1, h; f) . (269)

Se dira que el método es de orden p si el error de truncamiento es de orden p—+ 1. Esto ultimo
quiere decir que para cada € > 0 existe una ¢ tal que

70| < ehPT

para todo 0 < h < §. Esta definicion de “orden” (o notacion O) sera utilizada con frecuencia
en el proximo capitulo fuera del contexto de anélisis numérico.
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Para calcular este error hay que notar que se asume que la iteracion n — 1 corresponde al
valor exacto (y,—1 = y(x,_1)), por otro lado el valor exacto de y(x,) puede ser expandido
en serie de Taylor al rededor de z, i, esto nos permite dejar 7, en términos de O(h?*!)
tinicamente. Por ejemplo en el método de Euler tenemos

Tn = Y(@n) = Yn—1 — L f (Tn-1, Yn-1) (2.70)
=y(rp_1) +h % B + O<h2) ~Yn-1— hf(Tn1,Yn1) (2.71)
= y(@n1) + hf(@n1,y(n 1)) + Oh?) = y(wn 1) = hf(2n1,y(201)) (2.72)
= 0O(h?). (2.73)

Mostrando que el método de Euler es de primer orden.

Es posible construir combinaciones de coeficientes que permitan que errores mas pequenos se
eliminen, un ejemplo de ello es el método de Runge-Kutta. En particular existe por ejemplo,
el Runge-Kutta de cuarto orden en donde la funcién de incremento estéd dada por

A:%+—2+%+%, (2.74)
donde
ki =hf(Tn1,Yn-1), (2.75)
ko = hf(zn_1+ g,ynl + %) , (2.76)
ks = hf (2,1 + g,ynl + %) , (2.77)
ky=hf(xp_1+h,yn_1 + ks). (2.78)

Puede mostrarse que en este caso 7, = O(h’) por lo que efectivamente corresponde a un
método de cuarto orden

Newton-Raphson El problema de encontrarle raices a las N funciones

Fi(xy,29,...25) =0, (2.79)

coni=1,2,...N es algo que el método de Newton-Raphson puede resolver. La exposicion
de este método y el de shooting estan basados en la que hacen Press, Teukolsky, Vetterling
y Flannery en Numerical Methods [40].

Sea x el vector N-dimensional (columna) con los valores
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€
T2

x=| . (2.80)
TN

Dado un x inicial arbitrario dado por nosotros, queremos dar un paso X que me aproxime
el vector x a un valor cercano a la raiz donde tentativamente

Fi(x+6x) =~ 0.
Por ello hacemos una expansion de F; alrededor de x:
N
Fi(x +0x) = Fy(x) + Y _ J0x; + O(|ox]*). (2.81)
j=1

Donde J es la matriz jacobiana

oF;
= o 2.82
Ti= 5 (2.82)

Quedandonos a orden O(|6x|?) y con Fj(x + 6x) = 0 obtenemos en notacién matricial con
definiciones similares a (2.80):

J.ox=-F, (2.83)

por lo que despejando dx invirtiendo a matriz Jacobiana, la correccion sobre el vector x esta
dada por la iteracion:

X =X+ 0x. (2.84)

Etiquetando el paso actual con n y la iteracion siguiente con n + 1:

Xpp1 = Xn — J 1(x,) - F(x,). (2.85)

En una dimensién la férmula de iteracion en Newton-Raphson es

— f(zn)
anrl — 4n f’(l’n) ; (286>
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donde i = 1, F; = f y la prima significa derivada respecto a x. Sea r una raiz de f(z). Dado
un valor z,, cercano a r, la expansion en serie de Taylor de f(r) alrededor de z,, y truncada
a segundo orden es

/ 1 "
Sustituyendo (2.86) y reacomodando términos

f"(xn)
2f’<xn)

(r =) (2.88)

r—Tpy1 = —

El valor z,, difiere de la raiz r por una cantidad €, = r—=x,,, mientras que la siguiente iteracion
xn41 difiere de r por una cantidad (en principio de menor magnitud), €,11 = r — Ty41.
Tomando valores absolutos sobre (2.88), tenemos

’€n+1| = _‘ éff/((xxn))

€. (2.89)

n

Esto quiere decir que la convergencia del método iterativo de Newton-Raphson es cuadra-
tica. Por lo tanto es un método de convergencia rapida, y lo convierte en una herramienta
poderosa, incluso aplicable para calculos de raices rapidos hechos a mano.

A diferencia de algunos otros, el método de Newton requiere proporcionar los valores de las
derivadas de las funciones en el punto x,,. Si es el caso, estas derivadas tendran que calcularse
numéricamente, por ejemplo aquellas en la matriz jacobiana (2.83);

OF, _ Flrv....n;+ Axy..) = Blry....z;....) (2.90)

Shooting El método de integracion a una ecuacion diferencial dado en (2.68), es directo
si condiciones sobre las funciones y; en xy son indicadas. Estas pueden ser directamente
el conjunto de N valores f;(zg), o alguna relacién entre estos mismos. Sin embargo las N
condiciones de frontera sobre las funciones y; podrian darse sobre puntos diferentes, digamos
sobre zg y xy.

Si existen ng condiciones en el punto zy y ny sobre x ¢, entonces debe suceder que N = ng+ny.
Por otro lado, estas condiciones de frontera en el caso més general pueden darse como
relaciones entre las funciones y; en cada uno de los puntos, por tanto supongamos que se
satisface

B (w0, y1(20), - - - yn(z0)) =0 j=1...,ng, (2.91)

Bl(zs,yi(zy),. .. yn(z) =0 k=1,...,n;. (2.92)
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La necesidad de N valores iniciales para proceder con la integracion (por ejemplo con el
Runge-Kutta), implica que un total de n; condiciones sobre z, permanecen libres para ser
variadas y recuperar B® = 0 y B/ = 0. Colocamos tales condiciones libres en un vector
n¢-dimensional V, que de nuevo podria incluir relaciones tan simples como especificaciones
de las yx (o), o relaciones entre ellas.

Para un V dado, podemos evolucionar las ecuaciones y obtener el conjunto de valores y;(xy),
siempre y cuando asumamos que la integraciéon no terminé en algiin punto singular o se
enfrent6 algin otro problema en el camino. Existiran por tanto N funciones de ny incoégnitas,
dadas por los valores de y; en el punto x tras cada integracion

yz‘(l’fév)-

El problema de valores a la frontera en dos puntos estara resuelto cuando ij (xr,yi(zs; V))
sea idéntico a cero, satisfaciendo (2.92).

Esto se traduce a encontrar los ceros para la funcién

Fy = Bl(zs,yi(xs; V). (2.93)

En el espacio vectorial de ny dimensiones, generado por V. El método de Newton-Raphson
indica

Vo=V, —JV,) -FV,). (2.94)
En donde J es la matriz J;; = gf;?, calculada a partir de las derivadas numéricas (2.90). A

este procedimiento se le denomina shooting, pues se entiende en términos de una estimacion
inicial en el método de Newton, que a nuestro caso se traduce en dar un conjunto de valores
iniciales, luego “disparar” y ver si le hemos dado a las condiciones de frontera del otro lado.

En total un paso del shooting requiere la integraciéon de N ecuaciones diferenciales ny + 1
veces. Esto es asi pues es necesario calcular las ny derivadas

OF, Fi(Vi,....Vi+ AV, .. )= F(Vi,...,V;s,...)

av; AV, ’

que requiere cada una, de una integraciéon completa debido la existencia del término
F,(W,...,V;+ AV, ...). Mientras que F;(Vi,...,V],...) requerira de otra integracion més.
Si después de N pasos de shooting se llega a la solucion (salvo el error permitido por el
método de Newton), entonces un total de

N(ng+1)N (2.95)

integraciones de ecuaciones diferenciales ordinarias seran requeridas, N (ny + 1) veces més
que integrar una ecuaciéon diferencial con puros valores iniciales.



Capitulo 3

Limite de Campo Débil

3.1. Meétodo General para la obtenciéon del sistema no-
Relatvista (Schrodinger-Poisson)

Dentro del estudio de Estrellas de Bosones es conocido que las ecuaciones que rigen al campo
escalar complejo autogravitante tienen su contraparte newtoniana. A aquellas configuracio-
nes de equilibrio que son bien descritas por esta aproximacion, se les denomina estrellas de
bosones newtonianas. Existen criterios conocidos para saber si este limite de campo débil
describe bien a la estrella, por ejemplo, un criterio usado en la practica sobre la amplitud
del campo escalar en el centro de la estrella indica que aquellas que tengan un valor muy
pequeno de éste seran newtonianas. Un segundo ejemplo, que es en el que nos enfocaremos
en este trabajo es la condicion sobre la cercania de la frecuencia w de oscilaciéon del campo
a la frecuencia natural del campo escalar que impone el parametro u. Las estrellas de boso-
nes rotantes requieren en algunas situaciones proponer una distribuciéon del campo, que les
permita hacer converger a la soluciéon esperada, ésta distribucion de prueba es usualmente
obtenida de una estrella newtoniana, en la cual por ejemplo los autores en [41] utilizan el
criterio mencionado sobre w y p. De manera similar uno de los primeros trabajos en estrellas
de bosones rotantes [42], utiliza este criterio para demostrar que sus soluciones no caen en
el régimen newtoniano.

En este capitulo construiremos las condiciones generales en las que esta reduccion, denomi-
nada “de campo débil”! puede realizarse, asi como la forma que toman las ecuaciones ahi.
En el siguiente capitulo veremos que para campos escalares masivos (u) cuya dependencia
en el tiempo sea armonica (con frecuencia angular w), estas condiciones se reducen a un solo
requisito:

BRSNS (3.1)

El limite de campo débil del sistema Einstein-Klein-Gordon se obtiene al asumir dos cosas:

laqui por campo nos referimos al campo gravitacional.

36
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1. Las velocidades caracteristicas son mucho menores a c.

2. El potencial gravitacional es débil. Es decir, mucho menor a 2.

En los textos de relatividad general [26, 43, 21| comtnmente se discute la reduccion a las
ecuaciones gravitacionales newtonianas a partir de una aproximacion de las ecuaciones de
Einstein. En donde el lado izquierdo de

G

—a Lw (3.2)

G =

se convierte en el laplaciano de una funciéon métrica, que se asocia al potencial gravitacional
de la ecuacion de Poisson. Mientras que el lado derecho se argumenta que como la densidad
de energia es mayor a la densidad de momento y a las componentes del tensor de esfuerzos,
entonces la tnica ecuacién que prevalece es la que involucra a Tpy.

En el caso en el que el lado derecho de la ecuacion esté representado por el tensor de energia-
momento de un campo escalar, surgen dos preguntas: ;A qué corresponde el término Ty,?
y ;Cuéles son las suposiciones que hay que hacer sobre el campo escalar (mejor dicho sus
derivadas) para que el argumento del formalismo post-newtoniano sea valido y obtengamos
la ecuacion de Poisson para el caso de un campo escalar?

Para responder esto presentamos una calculo detallado y subrayando las suposiciones de por
medio de las ecuaciones de campo débil para el campo escalar, para ello tomamos como base
el procedimiento estandar, aunque sintético en [44, 45], primero calculando la parte izquierda
de la ecuacion de Einstein G, y posteriormente sobre 7}, para este lado impondremos las
condiciones del desarrollo postnewtoniano a un campo masivo y con dependencia armonica
en el tiempo. La consecuencia directa de estas suposiciones, nos llevara a la ecuacion de
Poisson y en un segundo momento la ecuaciéon de Shrédinger. Este ultimo procedimiento
para el lado derecho del campo luego podra aplicarse a distintos problemas que involucren
campos escalares, con distintos potenciales, con distintos signos frente al término cinético,
etc.

3.2. Tensor de Einstein

Asumiendo un campo gravitacional débil, implica por medio de la relatividad general a una
curvatura pequena respecto a la plana, y por lo tanto una métrica cercana a la de Minkowski:

Guv = Ny + hf,uy ) (33)
donde
hy =0() <1 y n=diag(—-1,1,1,1), (3.4)
es decir, desviaciones alrededor de la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas.

Ahora bien, la fisica en el espacio de Minkowski esta descrita en términos de cantidades
tensoriales que transforman de acuerdo a a las transformaciones de Lorentz A7. La métrica
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g, puede interpretarse como una desviacion entonces, de la relatividad especial debida a un
campo tensorial /i, ya que este transforma también con A7:

Gas = NaASg,,
= AN + NAAS Dy,

Y como AgA%nW = 15 por definicion de transformada de Lorentz, entonces:

9as = Nag + th (3'5>
si

th = AgA%huu s (36)

que es lo que queriamos ver. El resto de campos tensoriales se veran modificados por exis-
tencia de h no cero. Podemos interpretar entonces que tenemos un espacio-tiempo plano de
fondo, y por tanto utilizando a n para subir y bajar indices. Entonces, por ejemplo se pueden
definir h’é = N"%hap y W = n"’nH°h,s. Donde n* es directamente el inverso de 17, (no
9" 9" Nag)-

Lo anterior es una justificacion fisica a la convencion de subir y bajar indices con 7 en lugar
de con la métrica completa g, ambas consistentes entre si hasta orden O(¢), como se muestra
algebraicamente:

(" — ") (e + hua) = 0% 4+ 10" hye — B 1y — B By
= 6&‘ + (g/»w _ hul/)hya _ (gya _ h/ya)h’mj — h™h,,

3.7
R S A 37
=oh + 0(62) .
Identificamos
gt =n — R 4 (’)(62) ) (3.8)

Esto quiere decir que a campos de orden € sobre los que se aplica n en lugar de g, solamente se
obtienen correcciones de orden O(e?) (recordar que h*” es de orden O(¢)). Ahora podemos
proceder a calcular el tensor de Einstein en esta aproximacion, para ello, los simbolos de
Christoffel estaran dados por:

1
Ffw - 59/\p(augpl/ + 0 Gup — OpGuw)

1
= 577)\p(8uhp1/ + auhup - aphuy) -+ 0(62) .

En donde hemos asumido que 0,hq3 = O(€), que es plausible dado el orden de h,,.



3.2. Tensor de Einstein

El tensor de Riemann resulta en

RE‘W = 8,J‘gy - 8,,F%M + g5, —Tg, 1%,
1, 1,
= _577 P(00uhpp + 0pOuhpy — 0,0,hp,) + 577 P(0p0uh p+
+ 0,0,hsp, — 0,0,hs,) + (9(62)

1
= §nap(aﬁa,uhpu - apa,u,hﬁz/ - 85&,11,)5 + 8,)(‘91,]15#) + 0(62) .

Contrayéndolo

1
Ry, = Rf,,, = 5(950uhls = 9"0uhs, — 50, + D, hz,) + O(E)

Y volviendo a contraer

R=R) = (8“8’%“,, - @ﬁ“h’;) + 0(62) )
Finalmente

1
G/W = ij — 577W,R .

Definiendo la traza h = h% y expresado en términos del tensor

- 1
Ppw = Py — 577Whv

tendremos

G = %(aaauhua + 8a@uﬁua - aaaahuu - Uuuaaaﬁhaﬁ) +0(e).

Ahora, aprovechando la libertad de norma, este resultado puede simplificarse:

Considerando |0,&"| = O(e) y la transformacion

P = ah £

cuya matriz jacobiana y su inversa estan dadas por

AE =0+ ,6" AL =0 0.8

39

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

La obtencion de AY es similar a la obtencién de g*” en (3.7). Bajo A, la métrica se transforma
en gup = Ny + Py — 9,8 — 0,6, + O(€?). Es decir que hpp = hyy — 0,8 — 0,6, + O(€?) o bien
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Bﬂf/ — Bw/ — 0,8 — 0, — 1w 0aE™ + O(€?). La libertad de norma aqui nos permite imponer
la relacién

0,0%6% = 0,h°" . (3.18)

Bajo esta eleccion particular de norma, llamada norma de Lorentz, la divergencia del inverso
del tensor h transforma de acuerdo a

DR = 9, R — 9,0"E" + O(2) . (3.19)

Esto quiere decir que eligiendo (3.18) implica de acuerdo a (3.19) que al estar en las coorde-
nadas transformadas (quito las barras sobre las coordenadas):

O,h"" = O(e?). (3.20)

Norma en la cual (3.15) toma la forma simple:

1 _
G = —§DhW + O(€?). (3.21)

3.3. Tensor de Energia-Momento

Usualmente al momento de considerar el limite de campo débil, se hace referencia al tensor
de energia-momento un fluido perfecto, donde se conoce que una configuraciéon no-relativista
corresponde a aquella en la que la velocidad media de las particulas que componen al fluido,
es pequena comparada con c. Esto equivale a pedir que la presiéon sea mucho menor que la
densidad multiplicada por ¢? en el fluido.

Si no nos referimos a ningun tipo de materia en particular, entonces es usual pedir que las
densidades de momento sean menores a las densidades de energia, y atin mucho maés chicos
los esfuerzos. Estas condiciones son equivalentes a las mencionadas en el parrafo anterior
cuando se considera un fluido perfecto y también como veremos, son las que para el caso de
un campo escalar, nos llevan a las ecuaciones no-relativistas que cabe esperar de esta clase
de materia, es decir las ecuaciones de Schrodinger-Poisson.

Las particulas, los campos, los fluidos, etc. en relatividad general son descritos por el tensor
de energia-momento T*”. Y esta definido de la siguiente forma:

Un observador con cuadrivelocidad

dz®
= — 3.22
ut = (3.22)

medira las siguientes cantidades [21]:
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1
- wpu®u” = densidad de energia (densidad de masa relativista x ¢?),
c

1
- Laur? = densidad de momento en la direccion de 7, (3.23)
c

T, agrasﬂ = componente r — s del tensor de esfuerzos ;

donde r* y s* son vectores ortogonales a la cuadrivelocidad. Un observador mediria (en el
marco de referencia en el que se encuentra en reposo) las componentes del tensor dadas al
sustituir u® = \/—c?/good§ en las ecuaciones (3.23). La normalizacion de la cuadrivelocidad
utu, = —c* se ha utilizado junto con la eleccion de coordenadas z* = (ct,z,y,z). Ahi
elegimos a r y s como los vectores unitarios tipo espacio de la base, es decir e = 1/1/g;;62.
De manera que:

Too (3.24)
0
a B
. ute 1
II' = —+T,s = —| ——Tui, 2
c? g c%go0Gii ’ (3.25)
1
01y = efe) Top = \/—g”g”sz; (3.26)
114535

no hay suma sobre 7 ni j. Donde p es la densidad de masa, IT es la componente i del vector
de densidad de momento y o;; el tensor de esfuerzos.

Cuando la gravedad es débil, la densidad de momento serd mas pequena comparada con
la densidad de masa [21] y las componentes del tensor de esfuerzos atin mas chicas que la
densidad de masa. Cuantificamos el orden de estas aproximaciones en términos de un cierto
parametro ¢ de la manera en la que se describe a continuacion:

Recordando la definicién de la notacion O que se di6 en 2.4: Se dird que una cantidad ¢ es
de orden p si para cada € > 0 existe una 0 tal que

9] < ec”

para todo 0 < ¢ < 4.

Simboélicamente esto se escribira

9= 0O(CP). (3.27)

Elegimos 9 = II'/pc e imponemos que estas tres fracciones sean de orden 1/2, p = 1/2. Es
decir, elegimos los momentos lineales de orden 1/2 mas chicos que las densidades de energia.
También elegimos las componentes del tensor de esfuerzos otro medio orden atin més chicos
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1T’ _ 1/2
o =0, (3.28)
=000, (3.29)

Estas son las condiciones utilizadas habitualmente en una aproximacion no-relativista.

Sobre T}, estas condiciones implican por medio de (3.24-3.26)

Toi . Gii 1/2y _ 1/2

=, /—-220 =0 .
=\ u0E) = o), (3.30)
&: 9ii9jj _
=y a0 = 0. (3.31)

Ahora, notemos que el orden O(¢) de los términos h,, en (3.3) corresponde al mismo que
el orden del cociente Z—z, donde v es la velocidad de una particula de prueba en el campo
gravitacional. Esto se debe a que esperamos que el potencial newtoniano salga de h,,,, donde

de acuerdo a la comparacion con la gravitacion newtoniana:

Vo~ hy =V =0(). (3.32)

Es decir que en este limite los 6rdenes de magnitud del potencial pueden tomarse de la ley

de gravitacion de Newton, en la cual el potencial es de orden V' ~ GTM ~ v? ~ O(¢). Cabe
esperar que las velocidades de las fuentes no superen las velocidades de las particulas sujetas

al campo gravitacional, por lo que

Oe) = O(C). (3.33)

Por lo tanto las ecuaciones (3.30) y (3.30) impondrdn un orden de magnitud sobre (3.21) a
través de las ecuaciones —%th + O(e?) = %GTW:

B@:o@%, (3.34)
hij
g Ole) . (3.35)

Por lo que la contribucién maés relevante vendra de la ecuacion para hqg:

1 87G
— 0o +O(e*) = %Too . (3.36)
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Tomando la traza de (3.14) es directo probar que h = h. A su vez dado que hj; ~ O(€)ho,
h queda determinado a orden € por hgg:

h=n""h,, = —hy + O(€?). (3.37)

Entonces, de la definiciéon de B;w se lee

— 1 - 1- _ 1-
hoo = hoo + éﬁooh = hgo + 511 = hgg — §h00 + 0(62)

1.
= Ehoo —+ 0(62)
‘ 1 ) 1 1 ; (3.38)
hii = hii + iniih = hi; — §h = hi; + §h00 + O(€)
1.
= Ehoo + O(€2> .

sin suma en 4. Del mismo modo puede mostrarse que h;; = O(e?) con i # j. y ho; = O(e*/?).

Se concluye entonces que los tinicos elementos no cero a este orden son?

1-
hoo = hn = hgz = h33 = §h00 + O(Ez) . (339)

Hemos elegido la norma armonica, por lo que las ecuaciones (3.20) y (3.36) deben satisfacerse
simultaneamente. En particular la primera toma la forma?

0+ O(?) = 9,h"™ = 9,h" — %n“”ayh

1 . 1 -
— 5(wayhoo — 577‘”’8”}100 + O(é%)

(3.40)
1 -
= §&,h00(5‘“’ — ") + O(€)
— 569, + O(e) .
La tnica ecuacion no trivial (u = 0) da la condicion
oo™ =0+ O(€). (3.41)

Mientras que 9;h% = O(e), pues este es el orden de h. De aqui se obtiene que en la norma
armoénica se satisface:

2Esta igualdad formalmente deberia escribirse de forma desplegada, pues hoo # h11, sino hgg = h11+O(€?).

3En este calculo asumimos que hg; = O(€?). Mas adelante mantendremos solamente términos de orden
€ en las ecuaciones por lo que es indiferente tomar o no en cuenta esta suposicion. Para métricas que de
antemano sepamos que sean diagonales, esta suposicion es gratuita.
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30
516, = Oe). (3.42)

Esto implica que en el D’Alembertiano sobre h% solamente sobrevivira el término de V2,
esto reduce a las ecuaciones de Einstein al despreciar términos de orden mayor a O(e) en:

167G

ct

V2hoo = — Too - (3.43)
Al orden més bajo, la ecuaciéon (3.24) implica que Ty, podra sustituirse por ¢? veces la
densidad p. Luego definiendo

.
v=-_° ZOO . (3.44)

Tenemos la ecuacion que por su forma y por su analogia con la ley de gravitaciéon de Newton
es nombrada ecuacion de Poisson:

V2V = 4nGp. (3.45)
A este orden la métrica (3.3) es
2 2
ds* = — (1 + _‘2/> Adt* + (1 — _‘2/> (dz? + dy?® + d2?). (3.46)
c c

3.4. Ecuaciéon de Schrodinger

El campo escalar ® satisface la ecuacion de Klein-Gordon

(D - dUQ) =0, (3.47)
d|®|

mientras que por otro lado el objeto matematico que aparece en la ecuaciéon de Shrodinger
es la funcion de onda W. En el espacio plano la expresion para la energia E? = m?c* 4 p?c? al
realizar las sustituciones candnicas de la mecanica cuantica se transforma en la ecuacion de
Klein-Gordon. La energia también tiene su expresion relativista de la cual obviamente tras
una sustitucion canodnica permite obtener la ecuaciéon de Schrédinger; la relacion existente
entre el campo de la ecuacion relativista y la funcién de onda es

d(t,x) = e HN(t,x). (3.48)

Donde p = %< es el mismo  que define el término cuadratico del potencial de campo escalar,
es decir el término de masa.
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Sustituyendo este ansatz en la ecuacion de Klein-Gordon (en el espacio plano), se obtiene la
ecuacion de Schrodinger al despreciar el término de segunda derivada temporal de ¥ o bien:

Viy

g — 00, (3.49)
Qv

2

Extendiendo estas condiciones al espacio curvo y aplicando adicionalmente la aproximacion
de campo débil, se obtiene la ecuaciéon de Schrédinger también.

En el limite de campo débil en donde \/—g =1 — 20_‘2/ + O(€?), la ecuacion de Klein-Gordon
es:

dU
a,, (\/ —gg“”@ufb) — w@

1

0 —wp)® N

_ L o (e = E) v yo (00 =2 ) | - Y ek o@a)

N _2c_‘2/ . 1+2c_‘2/ i=1 U 1_2c_[2j d|(I)|2 ‘
1-4 40,V 9o ® 2V dU

= RO ———————— + ([1+ = | V- — O 29) = 0.
_26_‘2/80 02<1_20_\2/)+(+Cz>v d|CI>|2 +0(e?) =0

(3.52)

El segundo término de la tltima igualdad también ya es de orden O(e*®), debido a la
condicion 9pV = O(€*) como se mostré en la ecuacion (3.41).

Tomemos la funciéon de onda ¥ definida en (3.48), obteniendo

0

2
[— (1 - %) (O3 — 1 — 2ip2 0 W) + (1 + %) VAU — w\p et = O(2P).
C C

d|vf*

(3.53)

Las condiciones de la aproximacion newtoniana (3.49), (3.50) y (3.51) de ¥ aplicadas sobre
la ecuacion anterior y manteniendo solamente términos de orden O(e), obtenemos

v
2ipdeV + V2 — 21— =
C

du(vl’)

— 3.54
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Ahora imponemos

dU(1PP) 5 s
aoP —pe=0(e), (3.55)

lo cual serd idénticamente cero para el caso de campo libre, U = uQ\CI>|2. Entonces susti-
. . 2 . . .,
tuyendo p y multiplicando por h—m se obtiene de forma mas sugestiva de la ecuacion de

2
Schrédinger

hZ
ihoW = ——V?U + mVU. (3.56)
2m

Es importante notar que las ecuaciones (3.50) y (3.51) podrian provenir de una misma

condicién, si el campo fuera armoénico, es decir con dependencia temporal asociada a la
., ; 0 . L, . . . 2

funcion e“*". Mientras que (3.49) seria independiente de esta, sin embargo notese que

V2 V20
P2 2o

(3.57)

Resumiendo, tenemos que en el limite newtoniano se debe satisfacer las siguientes pro-
piedades independientes:

hu = O(e), 3.58
Oyhy, = O(e 3.59)
Mientras que ® debe ser tal que se cumpla
To;
% — 0?), (3.60)
Too
Tij
= 0(e). 3.61
=0 (3.61)

Estas cuatro condiciones son suficientes para obtener la ecuacion de Poisson.

Ahora, si las condiciones (3.49), (3.50) y (3.51) no se siguen automéaticamente, entonces
habra que imponerlas a parte para obtener una ecuacion tipo Schrédinger. Adicional-
mente habrd que revisar la condicion

dU(|[")

T p? = O(e). (3.62)
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3.4.1. Comentarios Sobre la Funcién de Onda

Consideremos el caso de un campo escalar con término de masa p? en el potencial y tomemos

O(t,r) = e "=U(t,7). (3.63)

Cabe esperar que el campo oscile con una frecuencia inversa al tiempo caracteristico del
campo, el cual a su vez es funcién de la longitud de Compton r,. Mientras que la evolucién
del sistema mostrard su evoluciéon en cantidades del orden del tiempo caracteristico del
sistema.

Por otro lado, cambios apreciables a lo largo del tiempo en el sistema se daran en ¢ unidades
del tiempo caracteristico Tj:

t =Tyl = 2f. (3.65)

Donde Ry y qo son la distancia y velocidad caracteristica del sistema respectivamente.

Entonces

con

1 [ Ry
A=—-{—].
o Te
Con 0 = qy/c, y recordemos que esta cantidad se liga con el parametro € de las secciones
anteriores de la manera o2 ~ €.

Al considerar la métrica en el caso de campo débil en simetria esférica ds? = —(1— hgo)dx02 +
(1 + hyp)dr? 4+ r2dQ? en la ecuacion de Klein-Gordon

1

(D—M)‘I):\/_—g

9, (V—=99"0,®) — 1. (3.66)

Al sustituir (3.63), realizar las derivadas respecto a t y # = /Ry y quedarse a orden O(¢'/?),

la ecuacion se reducira a la ecuaciéon de Schrodinger. En el proceso se eliminan el término

de la segunda derivada temporal de la funcién de onda pues es de orden o2 ~ e.
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Esto es una razonamiento alternativo para obtener la ecuaciéon de Schrodinger, obtenida
sin mirar las condiciones sobre 7, y aplicando directamente los requisitos presentados a
principio de capitulo: gravedad débil y velocidades bajas.

Luego, regresando a las coordenadas no-adimensionalizadas llegariamos al mismo resultado
que se presenta en el capitulo 4, en donde se ha llegado a la ecuacion (3.56) pero por medio
del método general de la secciéon anterior.



Capitulo 4

Estrellas de Bosones

Como se ha descrito en la introduccion, existen soluciones al sistema de Einstein-Klein-
Gordon que poseen simetria esférica, son regulares en todo punto, asintéticamente planas,
estables y que han adquirido importancia en los tltimos 40 anos [19]. Soluciones estaticas
con estas propiedades no son permitidas de acuerdo al teorema de Derrick [46], sin embargo
la ecuacion de Klein-Gordon permite soluciones estacionarias, donde el campo escalar tiene
una dependencia armoénica en el tiempo, lo cual implica independencia del tiempo en las
funciones métricas (a través de las ecuaciones de Einstein). Estas objetos en equilibrio son
conocidas como Estrellas de Bosones [11, 12].

4.1. Estrellas de Bosones en Simetria Esférica

La métrica para un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estatico se puede escribir de la
forma

ds® = —a®(r)c*dt® +7*(r)dr® + 1*(d6” + sen® 0dy?) (4.1)

lo cual es equivalente a escoger la norma v = 0 en el elemento de linea (2.53) y tener que las
funciones métricas dependan tnicamente del radio de area r con

A a? a?dy o
Go=—75+2-57— 5>

r ra’ dr 7%y 49
A 72 1 da 1 (4.2)
Grr__A_ 2—— ey

r2+ ardr+r2
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Consideraremos un potencial escalar de la forma U = (%)2 |®]* = p2|®)%, que define la
longitud caracteristica al campo r

1
re = —. 4.3
6= (4.3)
De manera que el término
R
=2 (4.4)
L)

aparecera en el tensor de energia-momento adimensional 7}, de (2.28):

. 1 * * I o * 2 2
Ty = S(050° 050 + 00" 0, @) — =22 [g 5059 0;P + T2 .
Y utilizamos una forma armoénica (esféricamente simétrica) con frecuencia w, justificada

anteriormente. La frecuencia w se denomina frecuencia de la estrella de bosones:

0

(7). (4.5)

= 0(2%,7) = e 7

En ese caso las componentes 00 y rr del tensor de energia-momento adimensional toman la

forma

. 1 1a? 2 2
T00:§w2¢2+_04 (8¢) +F2%¢2,

242 \ or
1[99\ 71 77; 7 48
T, == cr g2
2 (af) T a? 2 ¢

Insertando esto junto con (4.2) en las ecuaciones (2.28) tenemos las siguientes dos ecuaciones

diferenciales

a? o? o? 1 1 a? o?
2 I i 22 a2 FQ_ 2. 47
2 2 2
Y L, 1 Lo 1 977 27" 2
- =42 — = = —w—=0° —I"“—0op”. 4.
i L 5 ? (48)

En donde hemos escrito
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Reordenando al multiplicar por las factores necesarios para que en la primera quede el
término 7'/ y en la segunda o/ /a quedan las ecuaciones

2 -

,f.
vy 27 4

I
_|_

) i
w2%¢2+¢/2+721ﬂ2¢2 7

§ -2722 2 222_
WS¢t + ¢ =T
a

La ecuacion para o /a se puede simplificar un poco maés si la reescribimos al identificar el
término 7'/ en ella:

A 2 2 / 2
| 27 2 2 212 (2 -1 7 I—7 T 9 912
0T o IRt T d)} o Ty T T a1

Por lo tanto las ecuaciones de Einstein nos llevan a las siguientes dos ecuaciones

! 1 — 2 5 2
T A’Y T r |:w27_¢2 2 A2
0 27 4 a?
— =+ L 22,
o v o2
Mientras tanto, la ecuacion de Klein-Gordon
2.2
<D—mh; )@:0. (4.11)

Donde el operador [ también es conocido como delambertiano, en la expresiéon concreta de

las derivadas covariantes es )

ST

0 (V=99"0y)

Ubicamos las componentes no nulas de la métrica (4.1) y su inversa

c2a?

2=

(Gw) = 5 : (g") = (4.12)

=

72 sen? 0

Entonces
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V=g = cayr’senf.

Y asumiendo de una vez ® = ®(t,r):

1
O0d = m [ 8,5(0477"2 send ¢"o;) + Or(ayr? sen @ g””@r)} d
(4.13)
| S 1 20, 0, 0,P 0, P
=% 0; P(r,t) + 7 00 (r,t) + pon + pop + 3 Orav — " Opry .
Proponemos el anzatz
d(t,r) = e Tp(r). (4.14)
El cual es equivalente a (4.5) con
w
T=—.
Ry
Introduciendo (4.14) en (4.13) la ecuacion de Klein-Gordon es
T2¢+ 182¢+28T¢+8T¢8 &(ba m202¢ 0 (4.15)
Y 5 T — r/ =Y. :
2 ~2°T 2 an? 3 7T TR

Ahora expresemos (4.15) en términos de las coordenadas adimensionales y de w tenemos

1
R3

w2 1 28f &a 6#
{_2¢+—28T2¢+ 2? (287201— f&:”y—f‘zaﬁ}zo
Q Y yer ary Y

+

Es decir tenemos la ecuacion diferencial para ¢ = ¢(7)

20;¢ | 0:¢ 05 ¢
3

2
1
o3¢+ g0fo+ Tgr 4 adia — T30~ T =0, (4.16)

Despejamos la segunda derivada del ¢ y utilizando la notacion para las derivadas en (4.9)
/ / 2 2
o = ¢ (1 S 7) A (4.17)
Q@

Por lo tanto el sistema completo “relativista” esta conformado por las tres ecuaciones
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/ / 2
¢/1_¢/(l_3_7)_w2¢72+ 2¢P2,
Yy [0 T
N Sl A s
;: o +Z_l w2¥¢2+¢12+72r2¢2 7 (418)
/ 2_1 / -
o _ 7 - —|—l—iv2¢2fg
o T v o2

4.2. Limite no-Relativista

El método general presentado en 3.1 para obtener el limite newtoniano del sistema Einstein-
Klein-Gordon (EKG) tiene implicaciones sobre los 6rdenes de magnitud de las componentes
del tensor de energia-momento (3.30) y (3.31), estas condiciones deben ser traducidas a requi-
sitos que debe satisfacer el campo escalar en cuestion. Esta aproximacion de las ecuaciones
en el caso de Estrellas de Bosones se ha hecho en varios lugares [47, 22, 48, 49, 50, 44| de
distintas maneras pero todas basadas en los mismos principios de campo débil discutidos en
el capitulo anterior.

Calculando Ty y T;; para el caso de campo escalar masivo armoénico veremos cuales son estas
condiciones.

Como fue mostrado en la secciéon 3.3, el elemento de linea en esta aproximacion es

2V 2V
ds* = — (1 + C—2> cdt* + (1 - C—2> (da® + dy* + d2*) + O(e*)datdx” . (4.19)
Entonces
K * « * *
TOO = 5 [280@ 8043 — Joo (g 500@ 8/3(13 + [LQCI) (I))]
I 3
_ g oD 0® — goo (Z §"0,9*0,® + ,ﬁcp*cp) + O(E29?)
L i=1
k[ 2\ 2 & o (4.20)
= — | 0gP 0y 14+ — "0, ® 14+ = | 2o*d 2P?
5 |0 ao+(+02);al al+(+c2>u +O(9?)
B ) 3
=5 | 02 0@ + > 0900 + ,u2<I>*<I>> + O(ed?).
i=1
Y calcando el procedimiento se obtiene
T, = g (8@*@@ + 0D 00D — Y 0,070, — ;f(ID*CI)) , (4.21)
J#0,
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A
87G*

recordando que no hay suma en ¢ y que k =

Si observamos las expresiones para Ty y Tj;, la tinica manera en la que las condiciones
no-relativistas (3.30) y (3.31) se pueden satisfacer, de forma general es imponer que

00

80_@ 0(61/2) 5 (422>

con lo cual

Too  |00®| + p2|®|* + O(ed2)

Pero como ademas tenemos que el campo estd en un estado coherente de la forma ® =
eI entonces adicionalmente deberemos asumir que

T
— =1+0(7?), (4.24)
1

con lo que

Ty  p*O(ed?)

BT L O 4.25
= = 0 (4.25)

Por lo tanto en este limite de campo débil
Tho = g<T2 + )P = k2D D (4.26)

Con lo cual la ecuacion de Poisson (3.45) para estrellas de bosones queda
CQ 2
V2V = 5u2|<1>| : (4.27)
En el limite de campo débil en donde /=g =1 — 2} + O(€?), la ecuacion de Klein-Gordon
es:

L
V=3

Que ya hemos mostrado que se reduce a la ecuacion

(O— p*)® = 0y (V—99""0,®) — 1. (4.28)

h2
POV = —— V20U + mVU. (4.29)
2m

para el potencial escalar U = p2|®|°.
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Puede mostrarse que la condicion (4.24) es equivalente a dos de las condiciones sobre ¥
(3.50) y (3.51). Mientras que (3.49) puede mostrarse que es la version en segunda derivadas
de (4.22), aunque en principio independiente de ella:

2o
RO

Oe) . (4.30)
Asumimos dependencia armoénica en el tiempo, pero sin asumir simetria esférica:

d(t,r) = e TP(r), (4.31)

implica que la funcién de onda también debe tener una dependencia armoénica en el tiempo,
de hecho de la forma

U(t,r) = e T-Welp(r) (4.32)

Esto es un estado estacionario en el sentido de la mecanica cuéntica, con eigenvalor de energia
definido por

E=ch(T —p). (4.33)

De la ecuacion (4.24) se puede mostrar que E = O(e).

Sustituyendo en (3.56) y dividiendo entre e={Y—#)e
h2
E¢p=——V’p+mVg. (4.34)
2m

Que es la llamada ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

Por lo tanto el sistema completo no-relativista esta conformado por las dos ecuaciones

2
Ep = — 0%+ mVo,
(4.35)

2 4
21, M7C o
VV——2h2¢.

Como ya se dijo anteriormente, las Estrellas de Bosones son soluciones regulares en todo
punto a las ecuaciones (4.17) y (4.10). Buscamos que sea un espacio-tiempo plano en infinito.
Estas condiciones de frontera, asi como las del sistema Schrodinger-Poisson se discutiran en
la seccion 4.4 y se explicard de qué manera son introducidas al codigo.
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4.3. Escalamiento de las Soluciones

En simetria esférica y con coordenadas &, utilizando ® (7, #°) = ¢()e ™% sobre la ecuacion
de Schrodinger (4.34) obtenemos

1 (d* 2do B 9 2V
a(wta)—@ —“’”c—z)¢- (4.56)

Mientras que la de Poisson (4.27) queda simplemente

A?vV. 24V
— T = T2, 4.37
dr? + r dr 2 ¢ ( )
Por comodidad hemos quitado el simbolo de gorro sobre r.

A las ecuaciones (4.36) y (4.37) se le denomina sistema de Schrédinger-Poisson (SP), el cual
es la aproximacion no-relativista de las ecuaciones EKG (4.10) y (4.17):

2

0 1—x r 2722 2 212 42
A _ 1 I
L= +4(wa2¢+¢ + 472 ) |
«Q

(4.38)
/ 2 1 /
o _7 —|—l—fy2¢2f2,
« r v 2
7/ o 2 ,y2
Esto bajo la asociacion
2V
OZQ = ]_ —l— ? s (440)
2V
P=1- — (4.41)
c

en donde hemos desechado los términos O(e?) que como mostramos en el capitulo 3 aparecen
en las desviaciones a la métrica de Minkowski en los coeficientes h, = —20,,V/ .

Cada uno de los dos sistemas tiene la ventaja de que una vez realizada la integraciéon numérica
resultado de la cual obtengamos una solucion de estrella de bosones, entonces mediante una
transformacion lineal en las funciones métricas, campos y coordenadas podemos obtener
otras soluciones. Estas transformaciones de escala son ttiles en este sentido, pero ademaés
son utiles al momento de integrar numéricamente, pues puede reducir uno o varios de los
ciclos de iteracion, como se explicaréd en la siguiente seccion.

Tanto el sistema EKG como el SP permiten este tipo de reparametrizaciéon hacia otras
soluciones dadas por las siguientes transformaciones de escala:
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Tabla 4.1: Transformaciones de Escala T1 y T2

Einstein-Klein-Gordon Schrédinger-Poisson

Cantidad Transformaciéon Parametro ‘ Cantidad Transformaciéon  Parametros

r a’l’ r a’l’
r a2r r (ab)~'r
Tl w a’w a w V’w+T(a*—b*) a,b
¢ b*a=¢
Vv b a2V
a da V/c? V/c*+d
12 w dw d w w—+dl’ d

Aqui la importancia reside en que una vez teniendo alguna solucion al sistema SP o EKG,
puede mostrarse que estas soluciones al ser aplicadas las transformaciones, también son
solucion al sistema de SP o EKG. Esto se demuestra sustituyendo las cantidades por sus
transformadas, y verificando que las ecuaciones que satisfacen tienen la misma forma:

Para mostrar T1 en el sistema EKG sustituyo (I',7,w) — (a®T, a=?r, a’w) en (4.39) y (4.38)
extrayendo factores comunes que pueden ser eliminados, como muestran los siguientes célcu-
los

r 2
_ + (a4w2%¢2 +a4¢/2 +72a4f2¢2>

ol 2r 4a

Y 1—~% r 272 2 2 212 ;2
— Lot (whe e i)

vy 2r 4 Q

a’d (P —1)a®  ay ro,
= + — —7*a'T?¢?
Q 2r ~ 227 ¢ ¢
! 2_1
SN 2_7 _'_/y 2¢2F2,
o r 2

2 2 2
a4¢”:a2¢’(a Tooaa _i) —a4w2¢%+72¢a41ﬁ
" / 7/ O/ 2 72 2 2
— ¢ =9 |- —— = w5+l
r o
Mientras que para el sistema SP sustituyo (I',7,w,¢,V) — (a®T, (ab)"'r,0?w + T'(a® —

b?),b*a"2¢,b*a"2V) en las ecuaciones (4.36) y (4.37), los célculos se simplifican notando
que I' —w — B*(T — w).
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1 d*v*a2¢ 2 db*a=2¢
2 (ab)2 )2z
2 (ab) dr? + (ab) r r

1 (d*¢ 2d¢ %

T A T 2V

bQ(dr2+rdr) b (F FW+F02>¢
a2

¥ o
— ¢ = (— -2 ;) — WP T,

] = [a® (*(T? = Tw)) + a'b’a V] b*a"%¢

d2b2 -2 2db2 -2 2
(ab)* = Yy (ab)* == — v Sa'(P*a=)re?
2V 20rdv 2
4 _ 412 2
R L
2V 24V A2,
A R S L

Para demostrar T2 en el sistema EKG sustituyo (o, w) — (da, dw) en las ecuaciones (4.39) y
(4.38), que por inspeccién puede verse como los cociente o/ /oy w?/a? son las tinicas maneras
en las que w y « entran, por lo que es trivial mostrar que las ecuaciones que satisfacen el
nuevo conjunto de variables es también el sistema EKG.

Mientras que la sustitucion (V/c?,w) — (V/c*+d,w+dT’) en el sistema SP de las ecuaciones
(4.36) y (4.37) deja invariante la segunda de estas trivialmente mientras que en la primera
la diferencia

1%
—Tw+T?—,
C

es la tnica cantidad que se ve modificada, sin embargo la cancelacion de los términos tras la
sustitucion:

(—Tw —dI'?) + (cm—‘; + dl“?)

terminan de mostrar la validez de la transformacion T2.

4.4. Integracion

Para el sistema EKG, (4.17) y (4.10), tenemos que las condiciones a la frontera deben ser
tales que las funciones métricas, el campo (7, a, ¢) y sus derivadas sean regulares en todo r.
Particularmente si queremos que nada diverja en el centro de la estrella (r = 0), tendremos
que imponer de acuerdo al desarrollo en serie de Taylor al rededor del origen de la ecuacion

2 /
of _ -1 ol A2 4272
= t3 57T, que
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~0) =1, (4.42)

dada la regularidad de las demés funciones.

. . ., ., /" / ’y_ _ o 2 _ 2 ﬁ 2 2
Al sustituir esto en la expansion para la ecuacion ¢” = ¢ (7 - 7:> woLs +agl'” se

puede determinar el valor de la derivada del campo en el origen:

¢'(0)=0. (4.43)
Se definen:

a(0) = ap, 4.44

¢(0) = ¢o. (4.45)

La condicién de planitud nos indica que debemos elegir la funcion « tal que a través de la
transformacion T2 de la Tabla 4.1, obtengamos

lim a =0. (4.46)

T—00

Ademaés para cumplir con la nocién de estrella, esta solucién debe ser tal que el campo se
vaya a cero

lfm ¢ = 0. (4.47)

T—00

Por otro lado, las condiciones a la frontera para el sistema SP: (4.37), (4.37), cambian pues
en lugar de « y 7y, tenemos el potencial newtoniano V' con condicién inicial

V(0) =V, (4.48)

para el cual, por el mismo analisis se debe satisfacer

lm V =0. (4.49)

=00

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales EKG o SP hemos utilizado Python.
Aplicar las condiciones en infinito, implica un ciclo por cada condicién. Por ejemplo para el
sistema SP, dados I' y w entonces probamos valores iniciales Vj) y ¢o hasta encontrar aquellas
raras soluciones que satisfacen (4.49) y (4.47). La técnica para buscar estos valores iniciales
es el método shooting descrito en la seccion 2.4.

Existe un conjunto discreto de pares de estos valores, cada elemento corresponde a un cierto
numero de nodos (0, 1, 2, etc). Para entender esto hay que ver cualitativamente las ecuaciones
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diferenciales (4.37), (4.37) como en lo hacen en [50, 49]. Para esto vemos que (4.37) es de la
forma

¢ 2d¢ _
dr2  rdr

E(r)p. (4.50)

Con k(r) = 2(I"* — Tw + I'*V(r)). La ecuacion diferencial con k(r) = k tiene soluciones
generales

A 4 gt sik >0
pr)={ A+ 2 sik=0 (4.51)

A/ eV g

De manera que si Vj es lo suficientemente negativo para satisfacer k(0) < 0, el comporta-
miento inicial seré oscilatorio. Luego, conforme V' se acerca a cero (lo cual esta garantizado
por la ecuacion de poisson (4.37) debido a que cumple con la solucion con k = 0 en la forma
(4.51) para r grande), el valor de k(r) crece hasta pasar a ser positivo, en donde ¢ queda
suprimido exponencialmente. Sin embargo de las multiples soluciones que pueden existir, el
problema de eigenvalores aparece justo al escoger aquella solucién para la cual A = 0.

Es importante resaltar que tanto aqui como en la k(r) de la ecuacién de Klein-Gordon
completa, la condicién de planitud asintética, k& > 0 para r — oo, implica

w<T. (4.52)

El ajuste del shooting que se hace para V o para a, no se hace simplemente tomando el
valor maximo de integracion r,,.., si no que se toma un segmento de estas curvas en su
tramo final, y a este se les ajusta la funcién a la que debe tender asintéticamente V o a. Es
hasta este momento donde leemos de los parametros de la funcion que ajusto, y hacemos la
transformacion Ty que satisface (4.49) y (4.47).

Por ejemplo de la ecuacion de poisson (4.37) vemos que en el tramo final

V(r)=C+ g : (4.53)

Y usaremos T2 para obtener V = 2. En cuanto a «, asintéticamente se satisface a? ~ 1+ 2%
r ) 2

lo cual implica un comportamiento
/ F
ar~ FEy1+—. (4.54)
r

Usando T2 para obtener @ = /1 + g
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Soluciones Si la frecuencia de oscilacion del campo escalar en la estrella de bosones fuera
fundamental en el sentido de que el sistema astrofisico que conforma esta estrella oscila en
una frecuencia determinada, entonces tendriamos una sola secuencia de soluciones, es decir,
soluciones tnicas con ¢ = 0,1,... nodos. Este frecuencia verdadera (medible) asociada al
campo valdria %
Aqui no hemos atacado asi el problema, sino que consideramos fundamental ¢, y en funcién
a éste, resolvemos el problema de eigenvalores para cada nodo de manera que obtenemos un

conjunto w' de frecuencias.

En la Figura 4.1 se muestran la soluciéon para 0, 1 y 2 nodos para ¢(r), v(r) y a(r) con
densidad central y pardmetro de escala

r=1. (4.55)

Obteniendo las frecuencias

W’ =0.9366, w'=09423,  w?=0.9445. (4.56)

Haber escogido I' = 1, significa que hemos escogido que las longitudes en las cuales estamos
graficando estén en unidades de rg.

Figura 4.1: Soluciones de ¢(r), v(r) y a(r) con 0, 1 y 2 nodos
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1.00
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Recordar que aqui hemos quitado los gorros a la coordenada r, sin embargo la eleccion de
la escala de distancia en tanto que el parametro de masa del campo escalar 1/ry no esta
especificado, sigue libre de escogerse.

Una vez que hemos encontrado soluciones para cada ¢, existe la libertad de cambiar de
escala pero de manera limitada. Esto se logra con la transformacion T1 de la tabla 4.1. Por
ejemplo al variar el parametro [I' = % implicarfa un alargamiento o estrechamiento de la
grafica proporcional a éste. Sin embargo la amplitud del campo se mantiene, contrario a lo
que sucede en el sistema SP como se vera en la siguiente seccion.

4.5. Comparacion con las Estrellas de Bosones Newto-
nianas

El sistema SP al ser una aproximacion, debemos escoger un parametro que permita realizar
la comparacion con el sistema EKG. Esto se consigue si resolvemos para la misma frecuencia
en ambos casos. Esto quiere decir que para poder comparar una de las soluciones obtenidas
en la seccion anterior con su contraparte no-relativista, debemos obtener las w’ al obtener
los eigenvalores del sistema EKG, e imponerlas en el segundo caso.

La transformacion T2 nos permite escalar a todo el rango de soluciones en SP una vez
obtenida alguna de ellas, es decir que una vez integradas las ecuaciones, cualquier otra
estrella de bosones newtoniana puede ser construida por reescalamiento. Mas especificamente
variando los pardmetros w y T

Por ejemplo obtengamos la comparativa con la soluciéon obtenida en 4.1. Esto se logra ob-
teniendo cualquier solucién del sistema SP y reescalando posteriormente para obtener una
[' = 1 y las frecuencias del problema, presentadas en (4.56). Obtenemos la Figura 4.2 que
es la comparativa entre el perfil del campo ¢ en la solucién completa y la aproximacion
newtoniana.

Existe una diferencia apreciable en el calculo del valor inicial del campo ¢, esta discrepancia
nos dara una medida de la validez de la aproximacién newtoniana.

Otro aspecto que se puede observar de las graficas de la Figura 4.2 y que pudimos notar,
es que la diferencia A¢?* = > (¢sp — ¢rrc)?, donde ¢gp es la solucién al campo en la
aproximacion no-relativista, y ¢gkg su contraparte relativista, crece con el niimero de nodos.
En particular la diferencia entre las dos soluciones en r = 0, ¢sp — ¢prc también se acentia
con el nimero de nodos. Por lo tanto ¢y (6 w) aunado a i son ambos criterios para establecer
lo mucho o poco relativista que es una estrella de bosones.

Las funciones métricas estan relacionadas por las ecuaciones (4.40) y (4.41). Por lo que
generamos las siguientes graficas, la primera relacionada a v(r) en la Figuras 4.3 y la otra a
a(r) en la Figura 4.4.
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Figura 4.2: Comparacion con aproximacion no-relativista (SP) de ¢(r) para el sistema con
las frecuencias de (4.56). Solucién con cero y un nodo respectivamente
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Figura 4.3: Comparacion con aproximacion no-relativista (SP) de y(r) ~ 1 — # para el

sistema con las frecuencias de (4.56). Soluciéon con cero y un nodo respectivamente
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Figura 4.4: Comparaciéon con aproximacion no-relativista (SP) de a(r) ~ 1 + %’”) para el

sistema con las frecuencias de (4.56). Solucion con cero y un nodo respectivamente
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4.6. Rangos no-Relativistas de Masa

El espacio-tiempo que nos concierne es asintéticamente plano, esto quiere decir! que I —
N cuando r — oo. A grandes rasgos, las simetrias en r — oo implican la conservacion de
cantidades, las cuales por definicion son invariantes de coordenadas. La masa ADM [51] es
una de ellas. Por ejemplo en la solucion exterior de Schwarzschild

2G M 2GM\ ™
ds? = — (1— G )c%lt2+ (1— G ) dr? + r*dQ? (4.57)

c2r c2r

cuyo espacio-tiempo es asintoticamente plano, M coincide con la masa ADM, y es interpre-
tada como la masa de aquel objeto esféricamente simétrico en estudio.

La funciéon de masa de Misner-Sharp [52] es utilizada para caracterizar la masa de la estrella
de bosones justo porque se aproxima a la masa ADM conforme r — oo,

M = lim M(r). (4.58)

700

Esta funciéon podemos leerla de la comparacion entre (4.1) y (4.57):

M(r) = % (1 _ 721(70)) | (4.59)

La integracion de las ecuaciones diferenciales que determinan v es numérica y por tanto
existe un valor finito maximo para r. Evaluando M (r) en este punto nos dara el mejor
estimado de la masa de la estrella de bosones, sin embargo este r maximo no nos dice nada
acerca del radio de la estrella de bosones si es que lo quisiéramos definir. Para resolver esto
habitualmente se define un Rgg, que es aquel r para el cual M(r) es 0.99M.

En cambio en la referencia [50| prefieren definir un radio R,., que es el valor de r para el
cual ¢ pasa del régimen oscilatorio al decaimiento exponencial, esto se entiende en términos
del k(r)? de la ecuacion de Klein-Gordon (o Schrodinger en el caso no-relativista) definido
en la seccion 4.4. En particular debe suceder que k(R,.) = 0, por lo que las ecuaciones para
R,. son:

a(Rye) = (EKG),

V(Roe) = ¢ (%J - 1) (SP). (4.60)

De aqui en adelante tomaremos las distancias caracteristicas del sistema como la longitud
de Compton definida por el campo, Ry = ry, esto es

'En realidad la planitud asintética es mas dificil de definir, e involucra un mayor cuidado que la definicién
que damos aqui, vease el capitulo 11 en [21].
2El coeficiente que acompaila a ¢.
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r=1. (4.61)

Como ejemplo graficamos M (r) asi como el R, y Rgg para la solucion en el sistema EKG del
estado base de la seccion 4.4 (w = 0.9366)

Figura 4.5: M(r) en masas solares para la configuracion de cero nodos con w = 0.9366

Roe R99
0.5 -
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£
0.3 1
S
S 021
=
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r
Donde
he
mp, = 6 s (462)
se refiere a la masa de Planck.
La masa ADM calculada se obtiene
M = 0.5326— . (4.63)
m

Esta es una masa mucho méas pequena que la masa critica de una estrella de fermiones, es

decir el limite de Chandrasekhar [53] dado por —2 donde en el caso de estrellas fermiénicas
m se referirfa a la masa del fermion.

En la figura 4.6 esta graficado el perfil del campo escalar para la misma configuracion (con
w = 0.9366) en conjunto con los valores R, y Rgg, en ella se puede ver que R, es una cantidad
més pequena que Rgg sin embargo se puede apreciar que esta es una manera razonable de
definir el radio de la estrella. Mientras que Rgg9 es una manera artificial de escoger el radio
de la estrella, R, tiene una definiciéon matemaética concreta ligada al comportamiento del
campo.
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Figura 4.6: ¢(r) para la configuracién de cero nodos con w = 0.9366.
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Para dar un ejemplo completo con unidades, elegimos un campo escalar con mc? ~ 10~%¢V/,
es decir una longitud de Compton de

r¢ = Ry = 0.6 pc, (4.64)

pc se refiere a la unidad parsec. Sustituyendo el valor de las constantes

G =4.302 x 107° pc M (km/s)?, c = 299792 km/s,

la estrella de bosones en (4.63) tendria una masa ADM de

M =17.1x10"M,. (4.65)

Mientras que R, = 7"¢Roe es de

Roe = 8.6 p. (4.66)

Un estudio sobre la compacidad de las estrellas de bosones es realizado en [54] mientras que
un estudio sobre los tamanos y masas en relacion con el valor de mg, es revisado en [13].

Definimos la compacidad por

M,
c==-=. 4.67
i (4.67)
Donde M,. = M(R,.). En términos de las coordenadas adimensionales es M () = 2":;’; 7 (1 — 7(11;)>,

mientras que R, = T¢Roe por lo que
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c? 1

- 2G ’Y(}?e)

C(w) (4.68)

es una cantidad independiente de me. Aqui hemos puesto la dependencia en w pues las
estrellas de bosones constituyen una familia uniparamétrica de soluciones en términos de
este parametro w. Aunque de igual manera pudimos haber escogido a ¢y (a la manera de
[54]) como pardametro que determine las soluciones, pues existe una relacién uno a uno, como
veremos mas adelante, entre ¢y y w.

Unicamente las soluciones con cero nodos, es decir las del estado base son estables, por lo
que tomaremos estas como las tnicas de interés astrofisico y cosmologico.

En este mismo sentido, podemos integrar el sistema de ecuaciones (EKG o bien SP) barriendo
un cierto rango de ¢g y construyendo curvas que representen las posibles masas, radios y
compacidades. Para ello hemos implementado en el cédigo de EKG un ciclo en el que para
cada iteracion, correspondiente a un shooting completo, el valor de los parametros es variado
lentamente. En las Figura 4.7 mostramos un conjunto de configuraciones de Estrellas de
Bosones parametrizadas por w, mostrando la masa que le corresponde a cada una de ellas,
de igual manera en 4.8 graficamos una comparacion del radio Ry, v Moe.

La linea punteada en esta y en las figuras que le siguen, son los resultados del sistema
SP para cada configuracion. Es importante recalcar que para construir estas curvas, no fue
necesario integrar cada configuracion posible variando lentamente los parametros, sino que
las propiedades de reparametrizacion permiten obtener una sola soluciéon y de ahi extender
analiticamente la linea. Esto serd explicado tres parrafos abajo.

Figura 4.7: Masa M, como funcién de la frecuencia w
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En la Figura 4.9 mostramos una grafica de compacidad en funciéon de w. Claramente vemos
que existe una configuraciéon que es més compacta al resto, esta sin embargo no corresponde
a la configuraciéon con masa maxima. El valor maximo es C' = 0.182 en unidades de ¢?/G, y
corresponde a la configuracién con menor frecuencia w posible. Compérese a la compacidad
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Figura 4.8: Masa M,. como funciéon del radio R,

0 5 10 15 20 25 30

Roe (my)

méaxima de una estrella esférica (C' = 4/9, ver (1.19)) y la de un agujero negro (C' = 1/2),
que representa el limite.

Figura 4.9: Compacidad C' como funcién de la frecuencia w
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Por otro lado, en la Figura 4.10 es mostrada la relaciéon entre w y ¢y para cada configuracion
de estrellas de bosones.

Es importante recalcar que el pardmetro ¢y define univocamente las soluciones en todo
el rango, mientras que w no, pues hay ciertas frecuencias con dos o hasta mas soluciones
posibles.

Sin embargo, en el rango no-relativista ambos parametros (¢p y w) son buenos parametros
para determinar univocamente la familia de soluciones.

En todas las graficas presentadas en esta secciéon hemos incluido los resultados anédlogos de
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Figura 4.10: Soluciones en el plano (w/T, p) al sistema relativista y no-relativista describiendo
a una Estrella de Bosones en el estado base
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masas y radios obtenidos para el sistema Schrodinger-Poisson. Al margen mencionamos que
es posible obtener las expresiones matemaéticas de las curvas (recta para la Figura 4.10) para
estos resultados no-relativistas.

Para obtenerlas utilizamos las transformaciones de escala dadas en la Tabla 4.1.

Primero observamos que la funcién de Misner-Sharp en términos del potencial quasi-newtoniano
puede ser aproximada de la siguiente manera

(4.69)

X
|
Q=
<<
/?
+
Qw|%
N———
|
|
Q=
N
<
[\)
Qw‘i
N——

¢

|

|
<

Al aplicar la transformacion T1 al sistema Schrodinger Poisson por medio de los pardmetros
a 'y b, M(r) transformaré de acuerdo a la siguiente regla

M(r) — G%M('r’) . (4.70)

Para el mismo valor de la constante I', vemos que a = 1 (ver Tabla 4.1). Elegimos a una
solucion como la referencia a partir de la cual realizaremos las transformaciones: wye, Mief,
Rierires. Las transformaciones de w y M se reducen a las siguientes
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w = bQ(Wref) +7T, (4.71)
M = bMe. (4.72)

Igualando b y despejando M, tenemos una expresion para M en funcién de w:

w-—T

Wref — r

M(w> = Mref (473)

Procediendo de la misma manera podemos obtener el resto de curvas M(R), ¢o(w) v C(w),
cuyas expresiones son

1
M(R) = RreerefE , (4.74)
Bef w
- w_ 1) 4.
w=m (1) (4.75)
ref
w-—"T
C = Che ) 4.76
() = G (476)

Esto quiere decir que basta con resolver un caso de referencia del sistema Schrédinger-Poisson
para construir las curvas requeridas, a diferencia de el caso Einstein-Klein-Gordon en donde
cada punto en las curvas M(w)M(R), ¢o(w) y C(w) corresponde a resolver el sistema ahi.

Distancias caracteristicas (A¢,A) Obtenemos que la aproximacion SP es adecuada al
problema siempre y cuando w = I". Que es consistente con la ecuacion (4.24) que obtuvimos
de considerar el limite de campo débil sobre las componentes del tensor de energia-momento,
pues

por lo tanto:

Y14 o). (4.77)

Esta ecuacion tiene una interpretacion en términos de la longitud de onda A de la oscilacion
temporal del campo escalar y la longitud de Compton A¢.

Ao = 2R (4.78)

mec

Sea (2 la frecuencia real de oscilacion del campo (recordando que w es la frecuencia adimen-
sional en términos de la coordenada ).
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wce
Q=— 4.79
RO ) ( )
entonces
A
fhe g O('/?). (4.80)
c
Donde f = % es la frecuencia de oscilacion.
Y si ocurre Af = ¢, entonces
A
2C 14077, (4.81)

A

La condicion w < I' de la que se hablo en parrafos anteriores a (4.52) quiere decir que
podremos distinguir tnicamente dos casos en términos de A y la longitud de Compton:

(4.82)

{)\C ~ A En donde la aproximacion Newtoniana es valida

Ao <€ A Estrellas de Bosones relativistas, inestables todas

También en la Figura 4.10 puede verse como alejandose de la region newtoniana. el valor del
campo escalar aumenta, saliéndose de la aproximacion. Esto es consistente con la ecuacion
(3.43) ya que como hgy = hgyp = O(€), entonces

1 _
- ;%H2¢2 = V?hoo = O(e) . (4.83)

4.7. Estrellas de Bosones Newtonianas en Astrofisica

Hemos estado resolviendo las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon en ausencia del término
de autointeraccion A, es decir mini-estrellas de bosones [55]. Pues su masa critica es de

M = 0.633%’2’1 (o bien M, = 0.530%’2’1 de acuerdo a los resultados mostrados en la Figura
4.7). Existen tres razones de tipo astrofisicas para considerar a las mini-estrellas de bosones:
1) en el ajuste de curvas de rotacion para galaxias, es decir, como halos de materia oscura,
2) en el contexto de relatividad numeérica y ondas gravitacionales por su similitud con las
estrellas de neutrones. [56| y 3) como imitadoras de agujeros negros. Aqui exploraremos la
posibilidad de utilizar estrellas newtonianas en el caso 1) y 3).

Cosmologia Por ajustar las curvas de rotacion en las galaxias [57, 58], son consideradas
masas en el rango

mac® ~ 10722 — 107 eV (4.84)



72 Capitulo 4. FEstrellas de Bosones

para el boson. En este par de referencias no se ajusta directamente la mini-estrella de bosones
a los perfiles de densidad de materia oscura, si no que se debe considerar en las ecuaciones
de Einstein la distribucion de masa del disco luminoso en términos de una densidad p que
entra en la ecuacion t — t. Por lo tanto a pesar de que la configuracion de cero nodos es la
que utilizan para ajustar las curvas de rotacion, la soluciéon no es puramente de estrella de
bosones. En particular las curvas de rotaciéon de un halo formado tnicamente por la estrella
de bosones, tienen caidas tipicamente keplerianas.

El hecho de que las velocidades tipicas observadas en las galaxias sea de pocos cientos de
kilometros sobre segundo es de esperar que la aproximacion de campo débil aplique para
estas. Es decir los halos de materia oscura descritos por las masas del boson en (4.84) seran
bien descritos con las ecuaciones de Schrodinger-Poisson. Una estrella de bosones sin materia
luminosa dentro de ella estaria descrita en términos newtonianos siempre y cuando:

mZ
0 < Mpao < 0.4—2 (4.85)
me
Sustituyendo (4.84)
0 < Mpao <5 x 102M, . (4.86)

Aqui nos referimos por regiéon newtoniana, a no llevar a una diferencia entre el céalculo
newtoniano y relativista mayor al 10 % de ¢y.

Agujero Negro Central Y por ultimo, como imitadoras de agujeros negros. Esto se refiere
a que las estrellas de bosones tienen la capacidad, dado su amplio espectro de soluciones y
su reescalamiento una vez dado me. Restringir las caracteristicas de la estrella de bosones
que tendria que estar en el centro de una galaxia para hacer las veces de un agujero negro,
es restringir el término de masa del campo escalar. En la literatura ya se ha realizado para
sustituir el agujero negro central de la via lactea, Sgr A* [59, 54].

En ésta referencia se pide que la masa ADM de la estrella de bosones sea la misma que la
masa que el ajuste sobre las observaciones indica para del agujero negro

M = Mgy, o+ . (4.87)

1
50
describe bien la curva de dispersion de velocidades. Por lo tanto para una masa M igual a
2.5 x 105M,, el valor que debe tener la masa del campo de escalar es

Encuentran que la configuracion de estrella de bosones con valor de campo central® ¢y =

mec® = 2.81 x 107 '7eV . (4.88)

3Existe un factor de 2 en la definicién de ¢ respecto a la dada en este trabajo.
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Esta misma estrella de bosones fue la que estudiamos en la seccion 4.6 la cual cae fuera del

L
50

cual puede verificarse en la Figura 4.7, que cae fuera de la region no relativista, es decir que
existe una diferencia entre el calculo newtoniano y relativista mayor al 10 % de ¢q

rango que ahi consideramos no-relativista pues ¢q = corresponde a una w = 0.9366, la

Sobre el radio Rgg 0 bien R, de esta estrella de bosones, obtuvimos que ambas estan alrededor
de 10 (ver Figura 4.7). Por lo tanto

h
R~ 10ry = 10— ~ x10"m ~ 1 UA. (4.89)
mc

Habré que revisar si configuraciones menos compactas de estrellas de bosones ajustan las
curvas de dispersion. En cuyo caso se podria afirmar también que una estrella de bosones
newtoniana se encuentra en el centro de la galaxia.



Capitulo 5

/—Estrellas de Bosones

5.1. Ecuaciones de Campo

En el capitulo 1 ya se ha hablado de la generalizaciéon con nimero angular ¢ de las mini-
estrellas de bosones. Se dijo por ejemplo, que es una configuracion esféricamente simétrica
construida a partir de un nimero impar N de campos escalares, cada uno de ellos asociado
a un par de parametros £ y m. En concreto se asume que cada uno de los campos escalares
®; no interactua con los demaés, tiene pardmetro de masa u = =2 y que cada uno de ellos
tendra un armoénico esférico asociado de la forma

D;(t,7,0,0) = du(r, )Y ™0, )

—iYc m (5].)
= [Ye(r) e MY (8, ).
¢ es un parametro fijo y por lo tanto N = 2¢ 4+ 1 pues
m=—4—0+1,...,0,...,+0—1,4F.
El lagrangiano total para esta coleccion particular de campos es
_ —ii[v OIVED, + 12|y (5.2)
167G 2K 4 pe ‘ B '

=1

En el apéndice del articulo [18] muestran que el 7),, total es esféricamente simétrico. Dada
la, separabilidad del potencial escalar U = Y U;(®;), el tensor de energia-momento cumple
con la propiedad de ser lineal:

T =Y T, (5.3)

74
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donde T, le,) se refiere al tensor de energia-momento del campo escalar complejo ®; con po-

tencial de término cuadratico.

Es justo la forma (5.1), la que genera un tensor de energia-momento esféricamente simétrico.
De manera que sumando sobre ¢ = m + £ + 1 y tomando como base la identidad

— | 2 2041

m=—/

muestran que

(20+1)
4

1
T — & €(£+ )

{(@m)*@m) — lgab (gcd@c@)*(am)

. A0+ itiod)]

TaB:()a

m(% + 1)7’2 [g

Tap = —
AB e

“UDeipe)* (Datpe) + 12| de|”] G -
(5.5)

En donde las letras minuasculas a, b se refieren a las variables ¢ 6 r, mientras que las letras
mayusculas A, B se refieren a las variables angulares 6, ¢. g, son componentes de la parte
temporal-radial de la métrica g,,. Y gap son las componentes de la métrica en una esfera
de radio unitario ds? = dbf? + sen?0dy?. K se refiere de nuevo a la constante de acople

SG

Un poco al margen de la discusion principal de este trabajo se encuentra la pregunta: ;Es
posible incluir un término de autointeraccion a las /—estrellas de bosones? Como paréntesis
en este trabajo proponemos una configuraciéon de campos con lagrangiana

1
167rG 2K

N N
PR AR TR A AP (5.6)

i=1 j=1

Aqui cada uno de los 2+ 1 campos tiene un término de interaccién A con cada uno del resto
de campos incluido a si mismo. Esta forma especifica permite que las propiedades basadas
en (5.4) puedan ser aplicadas sobre el término de autointeraccion y darle simetria esférica a
éste, ya que la generalizacion automatica A|(I>Z~|4 con una sola suma no tiene simetria esférica
una vez hecha la suma.

El resultado es que en las componentes del T}, el término u? se ve sustituido por la combi-

nacion

20+ 1
e+ = Ao
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Mientras que en la ecuaciéon de Klein-Gordon, por involucrar derivadas para cada modo
respecto a ®;, la sustitucion que se debe realizar es u? por

20+ 1
e+ = Ao

Cerrando este breve paréntesis y regresando al caso del potencial sin término de autointerac-
cién, tomamos el mismo elemento de linea que para las estrellas de bosones; se puede mostrar
que el sistema de ecuaciones para ¢y, a y v es el similar al correspondiente en una estre-
llas de bosones estandar (4.18) pero haciendo la sustitucion I'? — I'* + WTJQ” . Recordando
['? = R24? y con la misma definicién de frecuencia adimensional w = RyY

. (Y a2 w? €€+
0 = é(l___7)+72|:r2__2+ ( qw,
a 7 e

8
Yol —=2 20417, [P s  w? €(€—|—1)
L - Lo = 5.7
v 2 * Ar 4/ 72 * * a? s KA (5.7)
! 21 P20+ 17
a7 4 T _+f72¢2p2
o} 7 ot 47

Los autores en [18] muestran que cerca de r = 0, existe la solucion local para el campo:
Yy ~ rf. Razén por la cual un cambio de variable u, = 9,/r* tiene que hacerse para poder
dar condiciones iniciales adecuadas.

Por lo cual el procedimiento para resolver el sistema es el mismo que detallamos en el capitulo
4, con la excepcion de que las ecuaciones que deberén ser ingresadas en el integrador son

u) u\ (o w? L+ 1)
f 2(¢ —((l+1 (' 6—) ——— - = 4
uy = —2(0+ )r (¢ + ) + (u+ (7 o) T PRI e
1—~% 20+17r (rfu) + 0r*=tu,)? w2 L+ 1)
/ 2 ¢ 2 220
— - ez =t
7 7{ 2r * Ar 4 { 2 * + a? + r2 uer ’
o = a 72_1_’_1/_%‘1“157222@2
r y 4 2
(5.8)

sujetas a la condicion inicial distinta wuy(0) = uy.

Las soluciones a este sistema de ecuaciones tienen propiedades interesantes ademas del re-
sultado ¥, = 0 para £ > 0. Por ejemplo, resulta que la densidad de energia definida en (3.24)
para observadores estaticos con cuadrivelocidad

Ua = 1/ —C2/g00(53, (59)

para lo cual asumimos la métrica diagonal que nos concierne (4.1). Obtenemos
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a,,B ( t)2
u-u u
P = ?Taﬁ - —4Taﬁ

1 0
- _gTO .
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(5.10)

tiene valor cero en r = 0 para ¢ > 1. Ademas muestran que las masas (y las compacida-
des) de las estrellas de /—bosones crecen con ¢. Esto sera consistente con el resultado que
obtendremos en el siguiente capitulo sobre el papel de ¢ en la caracterizacion del limite

no-relativista.

5.2. Limite no-Relativista

La derivacion de las ecuaciones no-relativistas de la forma en la que aparecen en (4.35) para

las estrellas de bosones, no asume simetria esférica. Es decir, las ecuaciones

h?
E¢=——Vip+mVg,
2m

2 _mc 2
VeV = 2h2¢'

Son la consecuencia directa de aplicar el método general de campo débil del capitulo 3 a
un campo escalar complejo con término de masa y con dependencia armoénica en el tiempo

® = ¢(r)e T,

Haciendo un recuento de las suposiciones (independientes) sobre la métrica y el campo que

llevan a estas ecuaciones encontramos

s Meétrica cercana a Minkowski
Guv = My + - con [y | = O(e) y [0yh,] = Ofe).

= Derivadas temporales y radiales del campo escalar
&~ 0(c) y g = 0

= Condicion sobre la frecuencia de oscilacion

% =1+ 0('/?)

El indice latino se refiere a las coordenadas cartesianas x, vy, 2

Asumamos que las mismas condiciones de campo débil se satisfacen sobre cada uno de los

campos ®; de las f—estrellas de bosones. Definimos

Xem (T) = (1) Y6, ) .

(5.11)
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Entonces el analogo a las ecuaciones de campo débil (4.35) para cada uno de los campos en
(—estrellas de bosones es el sistema

h2
EXtm = —=—VXom +mV Xem ,
2m

(5.12)

m2ct

2 _ 2
VU, = W‘X@m‘ .
Usm se puede interpretar como el potencial gravitacional que se obtendria de la gravitacion

del campo escalar .

En la primera, utilizando la ecuacién de eigenvalores para los armonicos esféricos V2Y " =
—((¢+1)Y*, dividiendo entre Y™ y en la segunda sumando sobre todos los campos Zzzé '
y utilizando la propiedad (5.4) se obtiene

h? h2 (0 +1
By, = ——V%ﬁe -+ —L)Q/Jg +mVay, (5.13)
2m 2m  r?
(5.14)
m=~{
20 + 1 m2c*
2 2
e . 1
m;ev U = —— 05V (5.15)

El sistema de Einstein-Klein-Gordon afirma que el espacio-tiempo que resulta del sistema
total es estatico y esféricamente simétrico, por lo tanto

Vi(r) = i Urn(t, ). (5.16)

m=—~
Para alguna funcion V(r). Por lo tanto
h? B 00+ 1
Egy = ——V, + —<—2>w +mVay,
2m 2m r
(5.17)
20 + 1m?2c!
21, _ 2
V=" o v

La ecuacion de Klein-Gordon se reduce a la ecuacion radial (de Schrodinger), la cual se
obtiene de resolver en mecanica cuantica no-relativista la ecuacion de Schrodinger para un
potencial esféricamente simétrico, y asumir que la solucion es separable. La ecuacion que se
obtiene para la funcién que depende de r es la ecuacion radial.

Sustituyendo R, pasando a las coordenadas adimensionales y poniendo las funciones en
simetria esférica explicita se tiene la ecuacion de Schrodinger
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1|1 d(r2de) 0 +1) 1%
2 [7“2 dr [ * 2r2 W c? Ve (5.18)

Y la ecuacién de Poisson

1d(r?2) 2041
— L = —I'%)?. 1
r2  dr 4 2 Ve (5.19)

De la misma manera que en [18] se muestra que las soluciones locales al rededor del centro
de la estrella de bosones implican que el campo escalar para ¢ > 0 debe irse a cero, se puede
mostrar en el caso no-relativista que cerca de r = 0 la ecuacion (5.18) se vuelve

d(r?%e
% 0+ 1) ~ 0. (5.20)

Que permite las mismas soluciones ¥, = Arf + Br—‘=! que en el caso relativista. Buscamos
las soluciones regulares en esta region, por lo tanto

Wy ~ 1t (5.21)

cerca de r = 0.

Por lo tanto el cambio de variable a u, = %), es vigente en la aproximacién también. En
términos de wuy el sistema de ecuaciones Schrodinger-Poisson (5.18), (5.19), que forma la
contraparte no-relativista (y notablemente mas simple) de (5.8) es

/ ((0+1 V
wf = =20+ 1)L — 00+ 1)2 42 |T? + s )—Fw—i-F— Uy
r r2 2r2 c? (5.22)
2 20+ 1 ¢ |
n_ _ 2y ——F2 20 2'
\%4 TV+ e 2 Uy

5.3. Resultados

La diferencia relativa que se obtiene entre el sistema EKG y SP de una 1-estrella de bosones
con un campo central de u,(0) = ﬁ, que corresponde a la frecuencia

w = 0.9667 , (5.23)

se muestra en la figura 5.1
Hemos elegido I' = 1 igual que en las mini-estrellas de bosones.

Esto nos dice que el valor w = 0.9667 para el caso de la 1-estrella de bosones es no-relativista.
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Figura 5.1: Ejemplo de 1-Estrella de Bosones no-relativista (w = 0.9667)
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Ahora, podemos fijar el valor del campo u, en el centro de la estrella y encontrar las fre-
cuencias w’ para cada caso de ¢. Elegimos el mismo valor de campo central que en el caso
anterior u(0) = 1—(1)0 generamos la Figura 5.2 en donde se encuentra el perfil del campo v,
para £ =0,1,2.

Figura 5.2: (-Estrellas de Bosones con valor del campo u, central fijo. Las lineas discontinuas
corresponden a la aproximacion de SP y las solidas a la solucion EKG.

Ug(()) = 1—(1)0

60

Encontrando las frecuencias

w=" = 0.9986 , w1 = 0.9667, w2 =0.8499 . (5.24)

Vemos que para uy(0) fijo, al aumentar ¢ a aproximaciéon no-relativista discrepa mas de
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la solucion completamente relativista. En particular la solucién con ¢ = 0 es una estrella
de bosones muy poco compacta, por lo que las soluciones EKG y SP se encuentran casi
sobrepuestas.

Tenemos por lo tanto, que la aplicaciéon del limite de campo débil discutido en el capitulo
3 ha sido aplicado correctamente al estudio de /—estrellas de bosones, mostrandonos que el
parametro ¢ incrementa la diferencia entre los resultados obtenidos entre los sistemas EKG
y SP, como cabia esperar dadas la compacidades de cada uno de los casos de ¢ reportadas
en [18].



Conclusiones y Trabajo a Futuro

La tendencia en el drea de gravitacion a utilizar al campo escalar esta creciendo; sea para
modelar a la materia oscura y a la inflacién en cosmologia o para encontrar nuevas solu-
ciones a la relatividad general con combinaciones de agujeros negro més campo escalar y la
construcciéon de agujeros de gusano. Aunado a ello, los anélisis de estabilidad de ciertas con-
figuraciones de campo escalar autogravitante, tal como es el caso de las estrellas de bosones,
muestran que al menos desde el punto de vista tedrico es probable la existencia material de
estos objetos.

La simplicidad de los calculos o bien la experiencia acumulada en el estudio de fisica prerela-
tivista, llevan muchas veces a los investigadores a analizar ciertos problemas que involucran
al campo escalar desde el sistema Schrodinger-Poisson. En este trabajo se han tratado con
detalle las condiciones que debe satisfacer los sistemas gravitacionales constituidos por cam-
po escalar, para que el limite de campo débil sea aplicable. Asi mismo este conjunto de
condiciones constituyen un método para revisar la aplicabilidad del limite no-relativista,
una vez que los resultados ya se tienen.

Hemos dedicado un capitulo a estudiar el caso de las estrellas de bosones newtonianas,
mostrando que el sistema de Einstein-Klein-Gordon puede ser sustituido adecuadamente
por el sistema Schrodinger-Poisson siempre y cuando la longitud de onda A asociada a la
frecuencia de oscilacion del campo escalar armoénico sea cercana a la longitud de Compton Ao
que define el pardmetro de masa. Integramos numéricamente las ecuaciones de campo EKG
para obtener los perfiles de masa y compacidad para todo un rango de estrellas de bosones,
mostrandonos que en el limite, el sistema SP es aplicable en solo una pequeno intervalo de
las soluciones, pues una configuracién en donde el cociente entre A y Ac es de 0.9366, ya
induce una diferencia porcentual mayor al 10 % entre los resultados entre EKG y SP para el
campo escalar en el centro de la estrella. Desde el punto de vista contrario, dos de las posibles
aplicaciones en astrofisica tanto en los modelos de halo galactico como los de imitadoras de
agujeros negros de las estrellas de bosones resultan caer cerca del limite no-relativista.

El sistema Schrodinger-Poisson para las nuevas {—estrellas de bosones ha sido obtenido
en este trabajo en base a las condiciones de campo débil que aqui mismo se presentan,
obteniendo que el pardmetro ¢ al ir aumentando, hace atin mas pequena la regién newtoniana
lo cual era lo esperado dado que las /—estrellas de bosones son mas masivas y compactas
que el caso estandar ¢ = 0.

Las perspectivas de esta tesis son la aplicacion del limite de campo débil a problemas donde
no ha sido estudiado con cuidado, o bien no existe del todo. Tal es el caso de las estrellas
de bosones rotantes, donde el esfuerzo numérico se podria ver importantemente reducido al

82
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utilizar las ecuaciones del SP. Actualmente ya nos encontramos trabajando en ello. De la
misma manera una aplicaciéon en cosmologia a la materia oscura escalar puede resultar util
para llegar a una mejor comprension sobre el papel que juega el sistema SP dado que una
gran parte de las simulaciones de n-cuerpos y otras aplicaciones cosmologicas trabajan en
este limite.
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